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Capita Selecta der Toegepaste Wiskunde

Werkcollege in het voorjaarssemester 1967 gehouden onder leiding van

Prof.dxr. C.J. Bouwka@p.

Een potentisalprobleem

Twee vlakke metalen platen, oneindig in afmetinger, zijn evenwijdig aan el-
kear en geaard (potentiaal V = Q). De afstand der platen is 2b., Midden tussen
deze twee platen en evenwijdig er aan wordt een viakke geleider geplaatét,
met breedte 22 en oneindige lengte, waarvan de potentiaal op V = 1 wordt ge-
houden.

Door een geschikte keuze van ons cobrdinatenstelsel kunnen we zorgen dat het
potentia.alprobleem‘ onafhankelijk is van de codrdineat locodrecht op het vlak
van tekeniﬁg. Zie figuur 1.
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De potentiaalvergelijking luidt (in de open ruimte tussen platen en geleider)

2 2
i) )
—Z+—Z=O . (1)
ox dy

Deze vergelijking moet worden opgelost onder de randvoorwaarden
Vel als = <x <%, y=+h,
Vel als ~a<x<a, y=0,

V=0 (fx] ~=, |y| <b).

Deze voorwaarden zijri niet voldoende om de ééhduidiéhéi&;éﬂ de rop"loséing te
2
garanderen (. als V een oplossing is dan is ook 9_;!. cen oplos-
- - - - Al . e e T ay e e - . .
sing. Het Dblijkt dat de scherpe rand van de geleider hierbij een rol speelt.

Daar de totale energieinhoud van de ruimte eindig is, volgt de extra eis:




2.

Igrad VI is twee—dlmenslonaal kwadratlsch integreerbaar, en

in het bijzonder aan de randen van de geleider. (4)

Door (1), (2), (3) en (4) ligt V(x,y) éénduidig vast.
Het is o.a. de bedoeling de totale ladingsdichtheid langs de geleider te
berekenen. Deze is (iu Gauss éénheden)

|
2r|dy

voor -a <x<a, Yy =20

Merk op dat de overeenkomstige totale lading aan beide kanten van de ge-
leider zit. Het zal blijken dat in de uiteinden van de geleider de ladings-
dichtheid oneindig groct is.

De Greense functie

We beschouwen eerst de Greense functie van de vrije ruimte. Een ladingslijn
loodrecht op het viak van tekening door de oorsprong (met dichtheid ¥ per

cm. ) veroorzaskt een electrostatisch veld met potentiaal
6, (x,7) = log T = ~ % log(x® +3%) . (5)
o\’ r 2

Door de aanwezigheid van de twee evenwijdige platen (bijy=beny = -b)
wordt het electrostatisch veld van de bron in de corsprong gestoord. De po-
tentisal die ders gituatie beschijft wordt aangegeven met G(x,y). Duidelijk
moet G(x,y) aan de vergelijking (1) voldoen onder de voorwaarde (2). Boven-
dien moet G(x,y) in de buurt van de oorsprong (de bron) zich gedragen als
Go(x,y) dew.z. G(x,y) - Go(x,y) is regulier in een omgeving van (0,0).

De Greense functie G(x,y) kan op de volgende manier worden geconstrueerd.
Door separatie vinden we als oplossingen van (1) de functies ™™ cos N
voor willekeurige waarden van A. Door sommatie en integratie over A, even-
tueel voorzien van bepaalde gewichtsfactoren, zijn nieuwe oplossingen te
credren.

We moeten deze oplossingen natuurlijk nog asnpassen aan de voorwaarde (2).
Daar G(x,y) een even functie is in zowel x als y, verwachten we de volgende
representatie van de Greense functie

G(x,y) = ;; a.ne'"(n"'%)mc/b cos{n +&)ny/b} (x>0). (6)
n=

Om de coéfficiénten &, te berelkenen gaan we als volgt te werk.

Uit aynnetrleoverweglngen volgt dat - (G G,) nul is op de y-as. Dus



3.
= lim —(G G,) = lin ( ) =
xi0 xi0 x° +y
= lim i % 2 (n +;")a e - (a+3) nx /o cos{(n+z)ny/b}] .
x 10| +y2 n=0

De &-functie wvan Cauchy is gedefinieerd door

5(y) = lim *

xi0 n(x +y )

Dit betekent dat de ceoéffici&nten a, kunnen worden berekend uit de betrekking

o0
bo(y) = = (n +~%)an cos{(n +¥)my/o} .
n=0
Met de formules van Euler voor de berekening van de Fouriercoé&fficiénten
vinden we (n +%)an = 1 voor n = 0.

Dus oo 1
e(my) = 2 (ard) e OB oo (il (x> 0) (1)
n=0
Orthodox in de leer opgevoede mathematici zullen waarschijnlijk bezwaren
hebben tegen deze heuvistische afleiding, Tot wm gerustistelling zij opge-
merkt dat formule (7) op een eenvoudige wijze kan worden geverifieerd. We
zullen dit nu doen.

Greenge functie in gesloten vorm

Zij z = x + iy (x > 0). Dan is G(x,y) het re8le deel van de functie H(z)
gedefinieerd door

H(z) = 3 (n+d)" e (W¥E)nz/b
n=0

Deze reeks 1ls convergent voor Re 2> O en definieert een analytische functie
in dit half-vlak,

Differentiatie geeft

@i(s) . 1 D -Coeb)mefs __n. TP o
dz b n=0 b 1o T2 2b sinh{nz/2b

Na integratie (H (o) = 0) vinden we
H(z) = - log tanh(nz/4v) |,

en dus met G(y,x) = Re H(z),



olrix) = - os SRCLEERATAT @)
Ma kan eenvoudig worden geverifieerd dat dit de gezochte Greense functie is:
le G is even in zowel x als y.
2 G=0iny=+"n.
3¢ G voldoet aan (1) omdat hij het re8le deel van een analytische functie is.
de Het argument van de log in de betrekking (8) is positief voor x2 + y2>0.
Door ontwikkeling naar machten van x en y vinden we dat G - log :‘— y te

zamen met al zijn afgeleiden, eindig is in de oorsprong.

Merk op dat G(x,y) =0 (|x| ==, ly] =b).

Integraalvergeli jking voor de ladingsdichtheid van de geleider

In ons potentiaal probleem is op de binnenste plaat een zekere lading gein-
duceerd. Zij Bf (x) de totale ladingsdichtheid (- a<x<a, y = 0).
Door superpositie vinden we voor de potentiaal tussen de twee oneindig grote

platen a

Vix,y) = ff(u)G(x—u,y)du (ro<cx<o; ~b<y<b).

-

We weten dat V(x,y) =1voor ~a<x=<a, y="U zodat f bepaald moet worden

uit de integres*-=rgelijking

1= f f{u)e(x-u,0)du (-a=x<a). (9)
Met (8) vinden we
a
ff(u)log tanh{tﬁ-)- |x-u|}du = -1 (~a<x<a) . (10)

—~&8

De kern van deze integraalvergelijking is singulier in x=u, maar deze
singulariteit is van het logaritmische type.

De vergelijking krijgt een iets eenvoudiger gedaante door de substituties

]

sin 6 = x/a , 5.7 0" = u/a ,
n 8 .
P=g3 o F(8) = ~acosof(esin @) . (11)

We krijgen dan




n/Z

F(0')log tanh{2p|sin 6 - sin 6'|}a6' =1 (- gs ) s%) .

(12)

-n/2

In deze vergelijking +reedt p op als parametler.

Oplossing van (12) voor kleine waarden van p

De volgende integraalvergelijking treedt op bij de buiging van een vlakke

golf die loodrecht invalt op een spleet in een scherm:

n/2
‘i’(e')Hg1){2p |sin @ - sin &' |Jae! = 1 (13)
-n/2

p is evenredig met het golfgetal k. De Hankel-functie kern heeft dezelfde
logarithmische singuleriteit als de logtanh kerm in vergelijking (12).
De oplossingen van beide integraal vergelijkingen kunnen, voor kleine waar-

den van p, worden benaderd door gebruik te maken wvan een derde integrasl

vergelijking
n/2
£(0")1rg{2p|ein 6 - sin 6'|}de' = Af(6) (- Izt-s 9 .sg—) ,
=1/ 2

waarvan het compieet stelsel eigenfuncties en eigenwaarden bekend ig. Deze
eigenfuncties zijn

fzn(e) = cos 0 , met eigenwaarden A = - n/on  (n > 0), Ay = mlog p,
en
£o04,(6) = sin(2n+1)6 , met eigenwaarden A, . = - n/(2n+1) (n 20).

We ontwikkelen nu de kern van (12) in machten ven p. De functie logtanh x
heeft een machtreeksontwikkeling waarvan de coéfficiénten de getallen wvan

Bernoulli bevatten. We vinden

logta.nh{2p|sin 8 - ain &' |} = KO + K1p2 + K2p4 * oeee
met

K = log{2p}sin 6 - sin 81|} , K =- %—(sin 6 - sin 01)° ,
6 . 4
K, =%(Sin6-sm ar)” .

We ontwikkelen nu zuiver forme.l F{ @) naar machten van p.

F(8) = F (8) +F (8)p" +F,(8)p +...




We substitueren dit alles in (12) en stellen de coé€fficiénten van gelijke
machten van p in linker~ en rechterlid aan elkaar gelijk. De vergelijking
(12) valt dan uiteen in het stelsel

1 =

j%oxode 1, (14)
jﬁ1xbde' = ijOK1de‘ , (15)
ji%m'uﬁi%m'iﬁggw,.“., (16)

waaruit we achtereenvolgens kunnen oplossen Fo’ F
(14) geeft onmiddellijk

v Fz’ ves o Vergelijking

1

P =% logp ° (17)

Na substitutie in (15) vinden we voor F, de integraal vergelijking

n/2
F (6')log{2p|sin 8' - sin 6] }de" =‘§7ﬁh535(1 - % cos 26) ,
-n/2
waarvan de oplossing is
N 1
F‘1 T Ty [ + cos 28] . (18)

log p

De functie F2 kan op dezelfde manier worden bepaald. Het uiteindelijk re-~
sultaat wordt

F(8) =

[ +%p2{ L 20} +

1
n log p log p

1 1 1
+ -9§~p4{ 12 + (1 L 1—54-)005 20 + g—o-cos 46} + O(Ps)] .

2~ 40 logp

logp o8 P

(19)
Wanneer we teruggaan naar de oorspronkelijke variabelen vinden we voor de

ladingsdichtheid op de geleider

() = 10;(/82%&) , A+B(xfa)22+c(fla)4+... , (20)

a® -x
waarin
' A =1 4 2 1 106 4 33 1 20 1
S0 - P05 o P~ 49 1og2p) ’
L _8.2q_28 2 1
B“'}P{1'15P(1"7 logp)}’




Inkele opmerkingen

Uit (20) volgt dat f£(x) singulier is in x = + a. De ladingsdichtheid geat
naar oneindig als 1 gedeeld door de wortel uit de afstand tot de scherpe
rand.

In de ontwikkeling van f(x) hangen de co&fficiénten af van log p. Dit is
duidelijk het gevolg van de logarithmische singulariteit van de kern van .de
integraslvergelijking (10).

Bij de afleiding van de ontwikkeling van F{6) zijn we zuiver formeel te werk
gegasn. Het is niet direct duidelijk dat de reeksontwikkeling een positieve
convergentiestraal heeft. Het blijkt echter mogelijk te zijn dit te bewij-
zen door gebrﬁik te maken van het feit dat ons potentiaalprobleem kan worﬁﬁn
opgelost in een gesloten vorm (zie onder).

In het buigingsprobleem (zie (13)) krijgen we eenzelfde type ontwikkeling
voor ¥(8). Tot nu toe is nog niet aangetoond dat we daar te doen hebben met
een convergente reeks of slechts met een asymptotische reeksontwikkeling,
Gezlen de analogie tussen de twee gevallen vermoeden we dat we ook in het

bulgingsprobleem te maken hebben met een convergente reeks.

Een tweede oplossingsrcthode

We leiden nu een oplossing van ons potentiaalprobleem af in een gesloten
vorm en gaan hiervoor uit wvan het spiegelingsprincipe.
We beschouwen de oneindige verzameling van spiegelbeelden van de geleider

in de twee vlakke platen en brengen de spiegelbeelden afwisselend op poten-
tiaal -1 en +1 (zie figuur 2).

V=1
Pl >)
z = -8 +4ib "g=a+4ib
V=1
- _a+5i% Ry +2ib fig. 2
0 Het opengesneden z-vlak.
T
= X
LLT ST
V=
s —

z=~8-2ib Rp=a-2ib




Uit symmetirieoverwegingen volgt dat de potentiaal in de vlakken y = b en

¥ = ~b vanzelf nul is.
Het gearceerde gedeelte van de figuur geeft het corspronkelijke gebied aan
waarin de partigle differentisalvergelijking (1) moet worden opgelost.
We construeren een fv ...ie van de complexe variabele z = x + iy die enkel-
voudige mulpunten heeft in de randpunten z = +a + 2nbi (n = 0,1, 2, ...),
Een functie met deze eigenschap is

2 sinh M2=2) i mezta) g2 o,

2h 2b b b

Onder W(z) verstasn we de functie gedefinieerd door

Ww(z) =\/cosh(nz/‘b) - cosh(ﬂa/b—)' . (21)

Om van W(z) een éénwaardige functie te maken brengen we in het z-vlak sneden

aan langs de segmenten, die de geleider en zijn spiegelbeelden aanduiden, en
definiren W(z) gelijk aan de gewone positieve wortel lange het deel van de
re€le as waar x > a,

In het opengesneden vlek is W(z) éénwaardig en periodiek met periode 4bi,
dewez. W(z+4bi) = W(z); (let op: W(z+2bi) = - W(z)).

Het is belangrijk W(z' te kennen langs enkele lijnen in het z-vlak. Langs de
reéle as heeft men

W= - \cosh(mx/v) - cosh(na/b) voor -e<x<-a ,

W=+ \ﬂosh(nx/b) - cosh(ma/b) voor as< x<®

W= +i\,gosh(na/b) - cosh(mx/b) voor y=+0 , ~a<x<a,
W= -i\é;sh(na/b) - cosh(nx/bs voor y=-0 ,-~a<x<a,

wasrin sprake is van de gewone positieve wortel. Dezelfde waarden worden
door W(z) aangenomen langs de lijnen z = x + 4nbi (n geheel), de tegenge-

stelde waarden langs de lijnen z = x + (4n +2)bi. Daar tussenin heeft men

W= +i\/cosh(nx/b) + cosh(na/bf voor z = x + (4n+1)bi ,

W= -i\/coah(nxfb) + cosh(na/b) voor z = x + (4n+3)bi .

Tenslotte geldt langs de imaginaire as

W= i(—1)n\/cosh(na/b) - cos(my/b) voor 2nb <y < (2n+2) .

We zien dus dat W(z) zuiver imagincir is op de sneden. Dit betekent dat de

integraal van 1/W(z) langs een willekeurig gedeelte van de onderkent of bo-
venkant van de snede zuiver imaginair is.




We voeren nu de volgende functie in:

dt

olz) = szcosh(nt/b) - cosh(na/fv)

(22)

waarbij de integratieweg geheel in het opengesneden vlak ligt en het punt =z
met het punt in oneindig wordt verbonden op een overigens willekeurige wijze.
Deze functie is meerwsurdig aangezien de integratieweg een willekeurig aan-
tal keren om een snede heen kan lopen zowel in positieve als in negatieve

richting. De bijdrage van zo'n lus om een snede heen is gelijk san

dt

* 4iof\/ cosh(na/b) ~ cosh(nt/b)

en dus is zo'n bijdrage zuiver imaginair. Dit betekent dat het refle deel
van U(z) een éénwaardige functie is in het opengesneden z-vlak. Op iedere
snede is het re&le deel van U(z) constant met dezelfde waarde aan de boven-
kent en de onderkant. We beweren nu dat Re(U(z)) de oplossing van ons poten-

tiaal probleem is afgezien van een zekere multiplicatieve constante.

Bet is voldcende U(z) te onderzoeken in het gebled x> 0, 0 <y =<1, De rand
van dit gebied bestaat uit:

de reéle as van oneindig tot z = a; de bovenkant van de geleider van z = a

tot z = 0; de imaginaire as van z = 0 tot z = ib en tenslotte de onderkant
van de plaat van z = ib tot z = ib + e .

We splitsen U in zijn re€el en zijn imaginair deel,

U(z) = v(x,y) + iu(x,y) .
Dan geldt

V(xﬁo) a

xf Vcosh(nt/b) - co;h(na/bj)

i

(x=a) . (23)
0

u(xio) a

Langs de bovenkent van de geleider geldt U(x+i0) = U(a) + f\‘.’_1(t)dt, zodat
- x
v(x, +0) = U(a) = f at ,
. Vcosh(nt/b) - cosh(na/b)
(O<x<a).

x (24)
u(x,-+0) = J db =
VGosh(ﬂa/b) - cosh(nt/b)

&
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Langs de imaginaire as geldt
0
U(iy) = U(0+i0) + fw“(t)dt (0<y=<b),
iy
en langs de onderkani van de bovenste plaat heeft men
ib
U(ib +x) = U(ib) + ‘ﬁdﬁht (x=0) .
ib+x
Men ziet eenvoudig in dat U(ib + x) nadert tot nul als x naar oneindig gaat.

Hieruit zijn enige identiteiten af te leiden, nl.

b

;fn d% - ,f ds _
. Vcosh(nt/b) - cosh(na/b) 5 Vcosh(nafb) -cos(ns/b)

hfb dt - jﬁ dt — .
s \/cosh(na/b) +cosh (mt/b) VCosh(na/b) ~ cosh(mnt/o)

0

Met behulp van deze identiteiten vinden we eenvoudig dat

b
v 9.) = & ) )
(0 yfv:osh(na/b)- cos(ns/b) !
U—(Os ) = - dt —
Y Of%osh(na/b) - cosh(nt/b) |
- v(xyb) = 0
oo (x=0). (26)
. at
(x,0) = xf\/cosh(na/b) +cosh(nt/b)

Het is duidelijk dat v(x,y) een oplossing is van vergelijking (1), aangezien
v het re€le deel van U(z) is. Ook geldt dat v = 0 op de rechterhelft van de
bovenste plaat (zie (26)), terwijl v = U(a) een re&le constante is op de ge-
leider (zie (24)).

Uit de vergelijkingen (23) en (25) en de betrekkingen van Cauchy-Riemann
@v/x = du/oy, dufex = - 3v/2y), volgt dat de normale afgeleide van v gelijk

is aan mul voor y = 0, x >a en voor z = iy (0 <y <b), Dit is in overeen-
b ]

stemming met de symmetrie in x en y van ons potentiaalprobleem, Tenslotte




11.

merken we op dat Igrad v[ kwadratisch integreerbaar is. Dus v{(x,y) is iden-
tiek met de gezochte oplossing V(x,y) afgezien van een constante multiplica=
tieve factor. Deze factor is 1/U(a), zodat

1 dt
V(x,y) = Re L 3a) zf Veosh(nt/b) - cosh(xa/b)

(27)

de oplossing is van ons randwaardeprobleem onder de voorwaarden (1) tot en
met (4)-

Vergelijking met de eerste oplogsing

De ladingsdichiheid langs de geleider is

-1
3200 = ~(20) 7 (V/a) o = T (ufpx)  (ra<x<a),

zodat

320 m tlBe) : (28)
Ycosh (na/b) - cosh(nx/b)
De constante U{a) kan worden uitgedrukt in de volledige elliptische integraal
van de eerste soort. Met de substituties x=Vcosh(n't/'b) - cosh(na./'b),
r=Y2 sinh(na/2b), s=\2 cosh(na/?b) vinden we dat

dt 2b dx
(e JVcosh(nt/b) -cosh(na/b) T O‘J\V(x£+ri)(xf+82)
= (2b/as)K(k') = ;2-3 . —1-%-1; K(%—ﬁ) '

waarin k=1r/g, k'a= h -X° s ©n

n/2
dx
(k) j/h-kﬁainéx )

0

Het uiteindelijke resultaat wordt
() = 2ji b e-m/sz(e-na/b)

Voor de ladingsdichtheid langs de geleider krijgen we dan

(29)

1 ena/zb ]_%
3 (x) = B p(o-a/5) [ %{cosn(na/b) ~ cosh(mx/b)}]7= . (30)
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Hiermee is de integraalvergelijking (10) opgelost in een gesloten vorm. We
gaan nu de rechterkant van (30) ontwikkelen in machten van ps Voor de ont-

wikkeling van de K functie vinden we

K(e-na/b) = 5logpl1+ap+ap -Jgé p> +0(p*)] +

+ %pa['l «ap+0(p7)]

waarin de termen binnen de vierkante haken machtreeksontwikkelingen zijn, con-
vergent voor lpl < n/8.

Buiten deze cirkel ie minstens &én van deze twee reeksen divergent wegens de
singulariteit van log(1 - ¢ °®) in p=+ 1‘81 (dit is de singulariteit die het
dichtst bij de oorsprong ligt). Daarom is de ontwikkeling in (20) zeker diver-
gent als a > b, Het is moeilijk het convergentiegebied van de ontwilkkeling
van (30) te bepalen daar we te maken hebben met de inverse van de K functie.
Deze is van de gedaante

- SRR [ L)

- (e-na./b) log p log p

¥

waarin A(p)} en B(p) analytisch zijn in een omgeving van p=0 en beide de
waarde 1 sannemen in p=0. Het is duidelijk dat de bovenstaande functie,
voor voldoend kleine waarden van p >0, kan worden ontwikkeld in machten van p,
waarbij de coé&ffici8nten polynomen zijn in (1 /log pJ)e Deze ontwikkeling con-

vergeert absoluut en uniform binnen een zeker interval O < p s e, € > Q.

Zo vinden we

ena./zh . 5
K(e-na/b) log p

2
[1+4p° +%T£§'§ +aea ]

De tweede factor in het rechterlid van (30) kan als volgt worden ontwikkeld:

[# {cosh(ra/b) ~ cosh(rx/b)}] -% (% Eo(ﬂ/‘b)zn- (am--xzn)/ni]"ir

h 1 [ 8 2( x2) ]
B s oz [ { e p (1 +5) + ,., .
n 1(a2 _xa 3 az
Ingevuld in (30} vinden we uiteindelijk
2 2
1 1 4 2 4 _p 8 2 x
lf = ————— s ] 4 + L =t s
(- ZrTog s Va2 o2 Dese S5 -37 2 1

en 4it resultaat is volledig in overeenstemming met formule (20).
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Opmerkingen

(1) In formmle (30) staat expliciet de oplossing van de integraal vergelij-
king {10). Hieruit kan men enige identiteiten afleiden:

dr = = e Yk(e” %) (-aspsa), (31)

N f * logtanh |% (A=)

Vi(cosh 2« = cosh 2))

Ogl cosh A = cosh Bl
?21_;, f____ﬁo_ﬂ_]!ii_@.ﬁ.ll_ﬁ_ dh = = o K(e"2°‘) (0<p=a), (32)
Yi(cosh 2a - cosh 21)

1 Yog l

K(k) = & ﬁ—-——?= (1<e<1/k) . (33)
(1=-k%" )" 1)

x+0l

(1i) In ieder punt van de ruimte tussen de twee platen kennen we de poten~
tiaal. Deze kan worden uitgedrukt in onvolledige elliptische integralen van de
eerste soort,

(iii) In het vliak ver de geleider is,voor x > g, av/an gelijk aan nul en dus
Ey-O. Bovendien geldt dat E_evenredig is met [cosh(nx/b) ~ cosh(na/b)]™

(iv) Langs de normaal op de geleider, x=0, 0 < y < b, geldt E =0 en
Ey==conat. [cosh(na/b) - cos(ny/b)]” %,

(v) Voor de electrostatische capaciteit van het systeem, die gelijk is aan
de ladingsdichtheid geintegreerd over de platen, vindt men

-1-1-(% net k=e-na'/b en k' = ¥1a-k° .

2n K

(vi) TVoor x> a kan de potentiaal V(x,y) in eigenfuncties worden ontwikkeld:

V(x,y) = t_t%vé)- °; 1. Pn(cosh ﬂba' -(n+ /o cos{(n +&ny/v} ,

n+'§

waarin Pn het n-de Legendre polynoonm is,

(vii) Op de platen y=+b 1is de ladingsdichtheid evenredig met
[ cosh(na/p) + cosh(nx/b)]“% .

Referentio:
C.J. Bourkamp: A potential-theoretic analog of a diffraction problem. Univ.

i = e - . - = - - - - - am
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IT. Een vervolgingsprobleem

Een boer start op tijd t = O in de oorsprong en loopt langs de y-as naar bo-
ven met een constante snelheid v. Een hond bevindt zich op t = 0 in het punt
x =a, ¥y =b en loopt naar de boer toe met snelheid av {« constant) en wel
z6 dat op elk ogenblik de beweging precies naar de boer gericht is.

Gevraagd wordt de baan van de hond, de tijd en de plaats van ontmoeting van
hoer en hond.

We maken eerst enkele opmerkingen.

Als a = 0, b > 0, dan loopt de hond de boer tegemoet en vindt er altijd een
ontmoeting plaats en wel voor

b

b
VeTyg * P iTeay

Als a = 0, b <0, dan ontmoet de hond de boer alleen &ls a > 1, en dit ge-
beurt voor

=b ~b

R CEE

7ij x(t), y(t) de plaatscobrdinaten ven de hond. Men ziet direct in dat x(t)

een monotoon dalende functie van t is, Dit suggereert dat y expliciet kan

y:

worden gevonden als functie van x.

In het vervolg onderstellen we dat a > O,

Voor de baan van de hond vinden we eenvoudig uit fig. 1 het volgende stelsel
differentiaalvergelijkingen

AT
(x(8),7(t))_r (1?)
- ’ fig. 1.
vtii—- L
/, Ll o
ax axv & av(y - vi)

(1)

2 - —— ’ -
T2 T o)
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Dit stelsel moet opgelost worden onder de beginvoorwaarden
x(0) =a , y(0)=1v . (2)

In plaats van y(t) voeren we een nieuwe variabele z(t) in door y - vt = xz.

Dan volgt

at 1!1_'_22 *odt x !

onder de beginvoorwearde x(0) = a, z(0) = b/a .

VYoor z als functie van x vinden we hieruit de differeniiasalvergelijking

axz! = \l 1+ 22, die kan worden opgelost door scheiding van variabelen., We

2+ V422 = 01;:1/OE met C, = a""‘/a(b + Va2 +b2) . (4)

Uit (4) is z op te lossen als functie van x:

dx av dz v ( 5)

vinden

Z = %{01::1/“ - C?‘xq/a} .

Gebruik makend van dit resultaat krijgen we
a ¥ -vi 1/a -1 _~i/a
a%=§-=x~;l—=z=%{c1x/ -C,x /} .

Integratie van deze differentiaalvergelijking geeft

c 1=1/a
3(x)=%L_.:TIH1/a-Cxa_1 }*«02 (af1) . (5)

1
Voor de integratie constante 02 vinden we met behulp van de beginvoorwaarde
y(a) = b

(Iqav.2 +b% - b

a -1

In het geval o = 1 krijgen we
y = -4—1-3:2 ___s_.,lgc X +;}(3b - Ja2+b2) +_g___102 & (Ja.2+b2 -b) . (1)
1

Uit (5) en (7) zien we direct dat lim y(x) niet bestaat als a < 1. In dit
x40

geval zal de hond de boer nooit inhalen en de positieve y-as zal asympto-
tisch raken aan de baan van de hond.

Voor a > 1 volgt uit (5): lim y(x) = c, .
x40

De hond zal de boer inhalen in het punt x = 0, y = Cz. Dit gebeurt op het
ogenblik
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% _afa?+1? - v

M v(a2—1)

t =

(@>1) . (8)

We merken op dat ook hier geldt y'(x) = - e (x { 0). De baan van de hond
raakt dus in het ontmoetingspunt aan de y-as.

Men kan eenvoudig verifiéren dat formule (8) ook geldt als de hond start op
de y-as (b = 0).

Opmerking

Men kan het gevraagde resultazt ock vinden door gebruik te maken wvan poolco-
ordinaten.

De baanvergelijking kan op een zeer simpele manier worden verkregen door ge-~
bruik te maken van de booglengte integraal.

Als de x-coOrdinaat van de hond langs de baan afneemt van a tot x is de door

a
\f 2
hemn afgelegde afstand ~[ 1+ (%ﬁ) du , en dit moet gelijk zijn aasn a maal
x

de afstand afgelegd door de boer.
Uit fig. 1 lezen we af

[\ @ - ety

waaruit volgt

+ <%¥>2 = ax §E§ . (9)

Deze vergelijking is van een bekend type en eenvoudig op te lossen.

Bepaling van een elecironenbaen in een vlakke condensator

We beschouwen een vlakke, oneindig uitgestrekte, condensator waarvan de pla-
ten een afstand 4 tot elkaar hebben, en loodrecht staan op het vlak van te-
kening. De bovenste plaat heeft potentiasal V = 0 en de onderste plaat heeft
potentiaal V = Vo'(> 0). Tussen de platen is ruimtelading asnwezig en we ne-
men azn dat de potentiaal varieert met de vier-derde macht van de afstand
tot de pleat met V = 0. Een electron wordt ingeschoten met snelheid Y5 ondexr

een hoek © met de gemeenschappelijke loodlijn der platen. Zie fig. 1.
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figo 1.
R V=0

\\‘ *

: f

I\ P |
© rd

! I

9 |D i
; V=V° v

0 xo T X

Gevraagd wordt te bereckenen de zijdelingse afwijking - xo ~ van het electron
als dit, na terugkeer, de plaat V = VO passeert,

Oplossing

De snelheid van het electron in de x-richting is constant:
Ve =V, 8in e .

Laat T de tijd zijn die het electron nodig heeft om van y = O tot ¥ = D (top
van de baan) te xomen. Dan is

X, = 2lv_=2v T sin 6 , _ (1)

Het probleem komt dus neer op de berekening van T.
Zij m de massa, -e de lading van het electron. De potentiaal is gegeven

door v =) - V0(1 ) §)4/3 . (2)

Op het electron werkt een kracht ¢ grad V in de y-richting. Met de vergelij-
king van Newtom vinden we dat de y-codrdinaat ven het electron als functie
van de tijd wvoldoet aan

4 4eV 1/3 .
d_t{w-ﬁ’: (-5 , ¥(0) =0 en y(0) =v cos 0.  (3)

Vermenigvuldig beide kanten van de vergelijking met ¥ en integreer, dan vin-
den we

2 2eV 4/3
(%%) --5.2. {(1 - g-) -1} + vscosze . (4)
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¥e merken op dat het electron juist de plaat V = O bereikt als %% = 0 voor

y=4d, dus als a = 1 pet

%mv: cos?0 (5)
evo

Voor & < 1 zal het electron terugkeren op de onderste plaat. We zien dat a

a =,

de verhouding is van twee energieén: de kinetische energie van het electron
in de y-richting op het ogenblik van inschieten gedeeld door de kinetische
energie die het electron verliest over het potentimalverschil der platen.
We veronderstellen verder dat a < 1.

In de top P geldt § = O zodat we voor de topafstand D vinden

D =d{1-(1 -a)3/4} . (6)
Uit (4) volgt 7(¢)
& = (0O<sts<T) . (7

m du
2eV w\4/3
0 G V(1-€) -1+

Het rechterlid is een elliptische integraal. Voor t = T (het electron is in
de top aangenomen) krijgen we

\/;e_‘-? f\/“ 4/3 b (8)

1+a

We voeren in (8) een nieuwe integratie variabele z in:

/3

4
az=1-(1-3) .

Dan is z = O voor u = 0, en z = 1 voor u = D (zie (6)). Verder is

dz L (1 Z)-1/4 . Dus

4v cos fmm . (9)

We beschouwen nu de functie f(a.) gedefinieerd door

dz
V1 -z\‘/‘l -az

Hiermee vinden we gemakkelijk

:
£(a) =%f
0
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X my

—-9- = 2 1 Q

T = 5sin 3. v £(a) , (10)
- S .

T 2vocos ] f(a) * (11)

Berekening van de functie f(a) voor 0 < a =1

De integraal is elementair voor a = O en a = 1:
£f(0) =1 , £f(1) =2 .

Men kan f(a) uitdrukken als een hypergeometrische functie. Met behulp van
een bekende formule uit de theorie van de hypergeometrische functies (zie
Whitteker/Natson pagina 293) vinden we

f(a) = F(1/4,1; 3/2; &) en uitgeschreven

f(a)=1+3-+--+25—6— —%—6—1-... . (12)

Voor O <a < 0.5 kan men hiermee gemakkelijk f(a) numeriek berekenen.

We lkunnen echter ook f(a.) in elliptische integralen van de eerste en tweede

soort uitdrukken. Daarvoor voeren we een nieuwe integratievariabele in:

u =\"‘/“l-az .

Dan wordt na elementaire bewerkingen

1

£(a) = 2 __ufdy .
Wra vamn Ju“-(‘l-a)

Nogmaals een nieuwe variabele invoerend door

\/‘1-&.

cos ¢ !

verkrijgen we

£(a) = Vi-a. \Z. f ,

cos q:1-ks:|.ntp

waarin

9 = arccos(\Wi-2a)
k =4V2 = gin 45° .

Laten F(k,q:o) en E(k,tpo) de normealvormen der elliptische integralen zijn,
dus

(13)
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q’o
e [ —Se 1
F(klwo) d[ {Tt:EE;;;E; » ( 4)
gq
E(k,9,) = J‘;i-kzain% do . (15)
o

Dan controleert men gemakkelijk (differentieer beide leden naar q;o) dat

Po tan q:o.\h - K?sin’e - E(k,9,)
_____...JL_______
> > = F(k,q} ) + 2 .
S oosq:1-ks:|.ncp 1=k

Verder is

tan ?° 41 -kzsinatpo = \f%

Daarna vinden we (k?=%)

£(a) = 2 - V2|2 [Z(0,) -Flkyp)] - (16)

De functies E en F gtaan getabelleerd in Jahnke-Emde. We vinden:

1
@I 1wa

[ f(a)
0.0 1.000
0.1 1.018
0.2 1.037
0.3 1.059
0.4 1.085
0.5 1,115
0.6 1.151
0.7 1.197
0.8 1.260
0.9 1,362
1.0 2.000 .

De eerste vijf waarden zijn gecontroleerd met de machtreeksontiwikkeling. Men
ziet dat f(a) tussen 1 en 2 ligt, en dat £(a) snel stijgt in de buurt van
a = 1, Daarvéér is de kromme van f(a) zwak oplopend.

Opmerking

Heeft het electron zo'n grote energie dat het precies de plaat V = 0 bereikt,
dan is f(a) meximaal, en wel gelijk aan 2, De zijdelingse afwijking is dus
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in elk geval kleiner dan een bovenste grens:

X
0 g
7 < (3/2)sin 20 T

waarin U de beginenergie van het electron is, uitgedrukt in electronvolts;

Vb = gpanning tussen condensator in volts.*)

IV. Beeldkracht van een electreon t.o.v. een halfruimbe met een dielectrische
laag

Een metalen plaat van cneindige afmetingen en oneindig goed geleidend is aan
een zijde voorzien van een dumne dielectrische laag met dielectriciteitscon-
stante €. De dikte van het dielectricum is a. Boven de plaat, aan de zijde

waar de dielectrische laag zich bevindt, plaatst men een electron met lading
e' op een afstand h (h > a) van de plaat. De potentisal U op de plaat is ge-

lijk aan nul. De onderstaande figuur geeft een loodrechte doorsnede ven de

2 ITITTITTITTTT:.

Gevraagd wordt de bindingsenergie van het electron aan de plaat,

Oplossing )

Ons probleem is duidelijk rotatie symmetrisch. Dit betekent dat de potenti-

agl U een functie is van p en z alleen. De potentiaalvergelijking in cylin-
dercodrdinaten luidt

*) Referentie:
C.J. Bouwkamp: Berekening van electronenbaan in vlakke condensator onder

aanwezigheid van ruimtelading, naar asnleiding van een vraag gesteld doox
Dr.irs Jonker. Net. Lab. 3.4.48 TV.
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2 2
2*u 19w 2w

=0 . (1)
apz p 9 522

Deze vergelijking moet in de gebieden I en II opgelost worden onder de rand-

voorwaarden

U =0 op de plaat ,

(2)

Jence g-g- zijn continu aan de bovenkant van het dielectricum .

Met separatie van variabelen vinden we dat de functie e"ZAJO()Lp) een oplos-
sing van (1) is. Voor A > O sterft deze oplossing exponentieel uit als z =,
De oplossing sinh AzJo(hp) is nul aan de plaat. We proberen nu door het zoe-
ken van geschikte gewichtsfactoren en integratie onze oplossing aan te pas-
sen aan de voorwaarde (2).

De potentiaal van een éénheidslading in de vrije ruimte in het punt z=h, p=0

is

1
r

- 1 ) “;-|z-h|t
e e 7

(voor deze gelijkheid zie Watson: Besselfunctions).

We proberen nu functies A(t) en B(t) z6 te bepalen dat de oplossing van ons

probleem wordt gegeven door

[+ ]
. g! -2t
inI : Uy ==+ ‘f.A(t)e Jo(pt)dt ,
0
(4)
o .
in II :  Upp = ‘f ZB(t)sinh(zt)Jo(pt)dt .
' 0
De continuiteit van U en ¢ -g-g- voor z = & geeft ons de vergelijkingen
2B(t)sinh(at) = ere-(B2)t | A(t)e™2Y |
2eB(t)cosh(at) = e'e_(h-a’)}G - A(t)e"'ilt .
waaruit volgt
-h)t
2e'e(a
B(t) = (5)
(e+ 1)eat + (e - ‘I)e'"at
en -at at
a(t) n_e,e(za-—h)t {e+t)e " +(e~1)e (6)

(e -1-1)9‘?:"t +(e~ 1)e"at
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Het secundaire veld op de plaats van de bron e' is (p=0,z=—-h)

[+ -] [~ =]
j'A(t)e‘ZtJ (ot)dt = - e“f "th-—thEL—-dt ,
0 -2at
5 s 1+ Be

waarin B=(e=-1)/(e+1) .
We voeren een nieuwe integratievariabele in: £t = %’% met a = % . Dan wordt

de secundaire potentiaal op de plaats van de bron

[~ -]
(U_g> n_s.'_f-s_ﬂs_ds N C)
I r/oe0,z+n 2h 1+Be™
We schrijven nu
1 + @e“s - Beas + 1-@2
-3 -1g
1+pBe 1+ Be

We ontwikkelen daarna naar machten van P en integreren termsgewijze. Dit is

geoorloofd voor B < 1 (in de praktijk is B veel kleiner demn 1, bijv. £ = 1.4

" dan B = %-) Voor de secundaire potentiaal op de plaats van de bron vinden we

dan o0 n
(-9, - ElEee-mierdgl . e
p=0,2=

De bindingsenergie van het electron aan de plaat is
it oo T e ]

Berekening van een magneetveld in een bewegende geleider

Probleem

Een homogene, isotrope geleider (in de vorm van een halfruimte) beweegt zich
eenparig en rechtlijnig evenwijdig aan het grensvlak., Gevraagd wordt het
magneetveld te berekenen binnen de halfruimte opgewekt door een gelijkstroom
in een draad evenwijdig asn het grensvlak van de halfruimte en loodrecht op
de bewegingsrichting ervan.

Notaties

Materimalcongtanten van de geleider: g, y, o

In vacuum: ¢ .
o’ Yo




Cobrdinatensysteem: x,y,z,t (zit vast aen de draad).
Codrdinatensysteem: £,7,0,T (zit vast aan de geleider).
Stroomsterkte in de dread: I (in de z-richting).
Snelheid van de geleider: v (in de x-richting).
Afstand stroomdraad tc. grensviak: a.

Situatie als in figuur:

2 g

7777777777777

3. Methode van oplocsing

4.

Het probleem is kennelijk twee-dimensionaal: 3/8z = O, We zien af van aan-
loopverschijnselen, en zoeken dus de stationaire oplossing: 3/0t = O. We be~
handelen het probleem relativistisch. We bepalen eerst het veld van de stroom
I in de vrije ruimte als de geleider afwezig is. Dan transformeren we dit
veld met de Lorentztransformatie op het systeem £,3,(,7. Dit veld wordi ver-
volgens spectraal ontleed. De afzonderlijke componenten (vlakke golven) kun-
nen we aan de geleider laten reflecteren. Het totale elektromagnetiach veld
buiten en binnen de geleider vindt men dan door spectraalsynthese (integra-
tie). Tenslotte wordt met de inverse Lorentz-transformatie het magneetveld

in het x,y,z,t systeenr verkregen.

Het veld van de stroomdread in vacuum

In het systeem x,y,z,t kan men het veld van de stroom I afleiden uit een
vectorpotentiaal A = (0,0,Az), volgens de formule B = rot A, met

pI 1

s 2— 1o
R P
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Het gevrasgde veld is E = (0,0,0) en B = (B,+B,0) met

p I
B o=, L8 ,
x on xz+(y-a)2
= uOI X
y 2n *

x + (y - a)z

5« lorentz-transformatie

De cobrdinaten in de twee systemen hangen samen als

X=vt c

E = ) n=yY » =2 , T =T
V- g2 1- g2
waarin f = 5 y €n ¢ de lichtsnelheid.
Volgens de speciale relativiteitstheorie is de corresponderende tranaformatie
van het veld (E,B) de volgende:

EEﬂEx ’ B£=Bx y
E =-vB B +_2-Ez
E =.I....._._....2..§. , B = cz ,
T Y1-p L 1-B
v
E +vB B, - 2Ey
E = z I3 B =-_—L— 'Y
C 1_ﬁ2 C 1’1_ﬁ2

De betreffende inversieformules verkrijgt men door verwisseling van [ en x,

neny, & en z, en vervanging van v door -v.

6. Yeld van stroomdraad in systeem &£,9,0,7.

Het is een koud kunstje om het veld van de stroomdraad uit te drukken in het
systeem dat met de geleider meebeweegt. Er komt nu een component van het e-
lectrische veld in de f-richting.

We hebben E = (O,O,EC), B = (BE,BT’,O), met

Be = VB

5 oo Wl (1-8)(n~a)

& 2 (E+vt)® +(1-8%)(g-8)®
B = u0I - E+VT .

A (a2 e (1= ) (n-a)
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7. Spectrale ontleding van het primaire veld

Het electromagnetische veld uit de vorige paragraaf gaan we spectraal ontle-

den, We stellen
oo

&3) = j B oAy P

en dus o
(5,5) = o= feim(ﬁ,i:)d-c .

-0
Men heeft de volgende componenten:

e = (0,0,vbn) y = (bgb,,0)

net o
p I eiw’r dt

S N T YA
by 5 3o (1=87)(n a)-m (ervn) s (1) (noa)

& Y
b }.l.‘i . = f elm(i*'ﬂ)‘l"
TR J(eeve) 4 (1 ) (n-e)”

o

In beide integralen stellen we 8 = £ + vT, en vinden zo

LR 2 ICER S f" o8 /vy,

£ 2 2 2 2 ?
4nlv I+ (180 -0)

) .n by T (-iut /v f eims/vgds

P (18 -e)?

De resterende integralen kunnen we met behulp van de residuenstelling gemak-
kelijk berekenen. Men vindt:

b IV - p2

;
b£=-9"grs@(a-n)exp[~i%w-;f1-ﬁ In-allell
by I

bT] = Anv

sgn(w)exp[-i 2w - % -2 -afla|] .
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8. Maxwell-vergelijkingen

Bij afwezigheid van ladingen en stromen gelden in de geleider de vergelijkin-
gen
rot E = -

o 1Y

, divE=o0 |,

rot B = poﬁ + ep %% ’ div B = 0

In de ruimte buiten de geleider gelden dezelfde formules met € =€y B = Hoy
¢ = 0, Het primaire veld heeft van-nul-verschillende componenten EC’ BE’ Bn,
en B/BC = 0, Dezelfde eigenschap geldt voor het secundaire veld, zowel bin-
nen als buiten de geleider. Onder deze omstandigheden reduceren zich

Maxwell's vergelijkingen tot:

oE G 0 0B
i A s e
) ot ’ Y3 9t !
0B 0B OE 9B 0B
-—B—_-———giapdE -~|-€|,l,“-""'g _£'+'—B'=O .
3k on g ot ’ aE an
Veranderen de componenten met de tijd volgens de factor e-lmT, dus
EC = ecefle, etc,, dan vindt men voor de specirale compcnanten de vergelij-
king
de de
1
b =—:-"._§' ) b "l--_—1"'.—i ’
£ iw 1 1 iw (34
2 2
97e e
—-——2-;-+—§-+ (euw2+ipaw)ec =0 .
G132 an

. Als contrdle op onze transformaties verifieert men gemakkelijk dat ons pri-
mair veld uit § 7 aan deze laatste relaties voldoet. De functie eC speelt de

rol van een vectorpotentiaal, gericht volgens de {-as, en voldoet aan de

golfvergelijking in twee dimensgies.

9. Vlakke-golfoplossing van de Maxwell-vergelijkingen

We passen nu ons gevraagde secundaire veld bij het gegeven primaire veld aan
door separatie van variabelen:

—iéw
er=e 7 )

en vinden zo voor g(n) de differentisalvergeli jking




g'(n) + {wz(eu--lz-) + igcw}s(n) =0,

met oplossingen

exp in\/(-!.; - epde’ - ipow .

v

We voeren een paar afkortingen in, namelijk:

1 .
AMw) = \/(—2- - ep)w” - ipow ,
v

o) =\ e - Pl

met de afsprask dat we die waarde van de wortel nemen waarvoor het reéle deel
niet~negatief is.

Ock hangen we even een index {0) san de uitdrukkingen voor het primaire veld,

te weten
TIi '
eéo) = pzn sgn{w)exp[~ i ;E;'w - In-alho(u)] ,
b, IV - g
bé°) = = sgn(a -n)exp[- i 2o fr-aln(@]
g Ii
b(O) _o sgn(w)exp[ - i %w - In-alho(m)] .

7 4av
We moeten straks aansluiting hebben bij n = 0. Daarvoor hebben we nodig de

uitdrukking wvoor eéo) in het gebied O < n = a. Deze uitdrukking is

Ti ~aA_(w)
(0) p4 sgn(wle ° exp[- i %w + ﬂ)\o(w)] (0<n=<a).

Dienovereenkomstig stellen we voor het secundaire veld buiten de geleider

-ak, (w)
<1) 4 sgn(u) {Pexpl-1i20-m ()]} , (>0

en idem binnen de geleidexr

-aA (w)
(2) sgn(m)e ° {Q exp[- 1 Lo+ Maw)]} . (4 <0)

De coéfficiénten P en Q moeten dan uit asnsluitingsvoorwasarden bij n = O
worden gevonden. Het tangenti&le electrische veld moet continu zijn. Dit

vereist e(o) + 3(1) = 9(2 voor 1 = 0, en geeft:
o g L
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1+P=9Q ,

een relatie die automatisch zorgt voor een continue normsal-component van de
- . .. 1
b. Verder moet het tangentiBle magnetische veld continu zijn, dus E-Bg , of -

wel &-bg , moet continu zijn. Dit is, in vergelijking
1.3 ¢ (o) (1) 138 ¢ (2) voor 7 =0 .
b on feg ' veg '} = oy {eg )

Dit geeft
ulo(m)(‘l-P) = pA(w)Q .

Oplossing van deze twee vergelijkingen in P en Q geeft dan

pA (@) = p Me) 2uh (w)
P = Q = .
pA (w) +poale) 7 pAy (@) +B A{w)

Deze formules geven expliciete uitdrukkingen voor de reflectieco®fficiént
(P) en de refractieco&ffici&nt (Q) voor onze vlakke golf eco .

10, Veld binnen de geleider

Met de gevonden uitdrukking voor Q, naemelijk

1 —ﬁ
w7 V1 - %)

P @) P )

vinden we voor de spectrale componenten van het in de geleider gerefracteer-

de veld:
pp IV1 - & o) ~ah -iSwmh
" T T R (W) +egAe) © ’
V1.6 1 &
b . puOI 1~ iw/v e-aAO 1vw+11;\
| ny " pA () +p A (w) ’
ec = vbn .
Het electromagnetische veld zelf is dus
T T e or (@) ~ar (0)#na(w) g
B, = —— e e '
g 2nv f TN ORHIO]
-k
oo [) .
) ppoi\h - 35 f e—;_'(EWT)l f0/y e-aAo(u)mJ\(w)dw
n 2nv pr, (o) +p Alw)

-0
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EC = vBT} .

We passen nu de inverse Lorentz-transformatie toe, om het veld in het

X,¥,2,%t 8ysteem te berekenen. Er komt Ez = (O en

——
quIV1 - Bd [ _,:__ 1...B2 xi Mw) —EAO(W)WA(w)d
By ® 2y f N B, (w) +pol(w7 e W oo
b I(1-8%) V1 x iu/y -ak, (@) +yA(w) .
y | 2nw © i (@) +i Aw) ¢ ¢
- 00

Voer nu een nieuwe integratievariabele in door
1’ 2
% 1 - B =8 -

Dan wordt lo(m) = ]s[ ,

en 2 )
AMw) = -1-'—'—%3--52—1 ‘“'25;4,(5) ,
1-8 1-8
zodat o
kI

) j‘ p(s)  _-als|-ixs4yd(s),.
x 2n
_Jub(e) +p|s|

Byl 3 ips -ais|~ixs+y¢(s)
By = 25 f e | l ds
_ah b(s) +uls]

expliciete uitdrukkingen geven voor het magneetveld in de geleider voor de
waarnemer die in rust is ten opzichte van de (stilstaande)} stroomdraed.
Als contréle kunnen we v = O nemen., De integraelen zijn dan elementair:
u I
By(vgo) e O, X

Rty 2y (yoa)

I
B(v=o)=_“0_,_?:£_,_x:_§___
4

MM, Ry (y-a)?

Als bovendien nog p = Ko geldt, vinden we Jjuist het primaire veld terug.
De integraaluitdrukkingen wvoor Bx en By zijn vrij gecompliceerd. Om ze te
vereenvoudigen, verdrijven we eerst de modulustekens, door de integratie
over s van O tot « te reduceren, en te bedenken dat ¢(-s) = ¢*(s), waarbij

het sterretje het complexgeconjugeerde aanduidt, Men vindt =zo
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[~ -]
B_= E;}- Re __ﬂ’_(it_ g-as-ixsy(s )y
5 p(s) + ™ s

l' o0
r 8 e—:a.cz--u‘.:l:ﬁ-z+5n];(s)dEl

B =_31_:[.IELJ ————————
I i_o ¢(s)+-¢£—s
0

v

We merken op dat dit veld uit een vectorpotentiaal kan worden afgeleid:
-ﬁ = %I I‘Ot f ’ i" = (0,0,F) »

met de z-component

F(I,y) = Re f_______i______h- e-as—ixa+y¢(s )d.S
$(s) +4H 5
0 Ry

Het is nmamelijk eenvoudig te verifi€ren dat bovenstaande integraaluitdruk-
kingen voor Bx en By equivalent zijn met

p_ o ML g __pL O

x = 9y ¥y n Ox
Men zou F langs machinale weg kunnen berekenen als functie van x en y. Om
dan echter het veld te vinden, moeten we nog nasr x en y differentigren.
Een tweede weg voor de veldberekening is de volgende. We wvoeren drie reéle

functies in: Go’ G1 en Gz’ waarbij de lastste twee reel en imaginair deel
zijn van een complexe functie

GO (x,y) = Re fe-as—imW(s)ds

0
¢ (z,y) + iG (x,y) = f 8 e—a’s_im"ﬂ’(s)ds
1( ] 2 t ) p q’(s) + HLS

o]
Dan geldt voor bovenstaand veld ook:

8L L = . kI
Bx n{Go My G'a} ! By nGg
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Secundair veld buiten geleider

Met analoge manipulaties als in de vorige paragraaf vindt men voor het se~

cundaire veld in wvacuo

Byl J‘ hob(s) = nls|

x " an | u(s) +uls] °

- 00

~sxa-(ew)s] .

B

kI o mob(e)-ulsl i o
By=-fn— fsgn B)uz¢(3)+p|s| ~ixs=(aty)|s]

an OO

Cok hier kan men de integratie reduceren over 0 < s <o :

— -
LO 2
PV 4
KoL l‘LO(I’(E") " B8 _ixs-(aty)s
By - ?;:-Im ~[ E;Ezgj—:ig-e ds -

De zaak in vacuo is veel eenvoudiger dan in de geleider. We zien dat nu Bx

en By refel en imaginair deel zijn van een en dezelfde complexe functie, en
wel

By (s) -us

BT
Be * iBy = 2n fpo¢(s)+ps ©
0

~a8~i8 (x--iy)d_s

De laatste integraal is een eenwaardige analytische functie van de complexs
variabele x=~iy. Dit is in overeenstemming met het feit dat Bx en By oplog~

gingen van de twee-dimensionale potentiaalvergelijking zijn.

Enkele vereenvoudigingen

In de praktijk spelen voor het trommelgeheugen relativistische termen niet
mee, We kunnen daarom termen kwadratisch in v verwaarlozen (1-p2 & 1), In
de functie ¢(8) komt dan als coBffici&nt van s de ractor 1-epv. Ook al
kent men geleiders met hoge ¢p-waarden, men kan ook deze factor gevoegelijk
door 1 vefcva.ngen. (Theoretisch mogelijk, niet in strijd met relativiteits-
theorie, is het geval ‘i-e|.nr2 = 0. De consequenties hiervan hebben we niet

bekeken,) In deze benadering wordt

() s {s? - ipove .
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Als tweede vereenvoudiging stellen we p = By Onder deze omstandigheden wordt
het veld binren de geleider

o bI 3F - . b
Bx r 3y ° By n dx °?
met * _as-ixs+yVeZ-ipovs
F = Re g ds ’
G s+ Jsz - ipovs
of ook
B_ == (e G1} » By =6
met ] 2
c, = Refe-as-lxs-fy 8" -iyovs 4,
0

' o0
2
X 8 ~ag-ixa+y V8 =ipovs
G +iG = f————-—-—-—-e ds
1 2 g ® + Vg2 ~ipovs
Het veld buiten de geleider ken onder deze omstandighcden in een Hankel-
functie worden uitgedrukt. We stellen even
p=a+y+ix , a=%pav.
Dan heeft men voor het secundaire veld buiten de geleider

=]

. I -ps qsz - 2igg - 8
Hx +iH_= o e ds
y S Ys* - 2ias +s

o0
=% feps {a - ix - Jsz—ZiaS}ds
0
©
ug—n[%-o-uiz—-i— fe-Ps Mds] .
P d

De resterende integraal kunnen we in Hanke 1functier +itdrukken, als we ge-

bruik meken van formule (16) op pagina 138 van deel I van Erdélyi's Tables
of Integral Transforms. Men vindt zo voor het secundaire veld buiten de ge-
leider

{H = =i i, B iapy(1)
Hx+lHy—21rp{1+ap+29 H, (ap)}

waarin dus p=~a +y + ix en ap = % uov(a+y+ix) is.

Referentie

C.J. Bouwkamp: Berekening van magneetwveld in bewegende geleider, Nat. Lab.
Rapport nr. 14/57.
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Probleem VI

Bewijs dat
2 n}—lq (zp><2q)(az1..2p.-2q> L (eny)t . (1)
qzo P=0 P g n-p=-q (1’1!)2

Kort het linkerlid van (1) af met S, Daar steeds geldt dat p+q+ (n-p-q) = n,
kunnen we schrijven '

S = £ I 9z (21’)(2‘1 f} . (2)
n p=0q=0 r=0 P/AQ ‘
p+g+r=n

Door uitwerken zien we eenvoudig in dat (?) = (-4)P ('I')%) .

We werken nu met genererende funciies. De genererende functie van de co8ffi-

|
| ciénten (F-‘pp) is:

§°@P)xp -z ('f)(_u)l’ - (1eax)® .

p=0 p=0
Dus o =) 0 L
e = (DR () - 2o
Eveneens geldt
(1-4x)"3/2 - ngo(“i/ 2)(-4::)" . (4)
Uit (3) en (4) volgt met de betrekking (f:) = ;x—f-n— ( ;1>
S m (LR = e a2 () = (en)(3) 1?“—*);)— :

VII. Oplossing van eer potentiaal probleem met behulp van conforme afbeeldingen

We zullen hier het potentiaal probleem dat besproken werd op pagina 1 e,v,
van onze syllabus oplossen met behulp van conforme afbeeldingen.
2ij G de halfstrip 0 <x <®, 0 <y <b. We zocken een functie V(x,y) die

binnen G voldoet aan de potentiaalvergelijking onder de randvoorwaarden
(zie figuur 1)

V=0 voor 0€x <, y=h

V=1 wor 0O<x<a, y=20 (1)

'%—}=Ovoor a <y <w

]

y Y=0 envoor O0sy=<hb

y X =0
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Ay
— 5 A

B V=20 y=b

= cig. 1
QEHO; 1.
in ot z=v1ak

1

2 §—V= 0 —>D BoEry

- V=1 . n -

T E T LT T LT T T TR R T Y R

We zullen nu het gebied G in het complexe z-vlak conform afbeelden op het
binnengebled van een rechthoek. Daartoe beelden we eerst G af op het boven-
halfvlak,

Het is bekend dat door de functie z' = sin 2z de strook - -g- < Rez < % y Imz > 0O
uit het z-vlak conform wordt afgebeeld op het bovenhalfvlak Imz'= 0 (zie

Nehari: Introduction to complex analysis, pag. 184). Hieruit volgt dat de
functie

2! = sin i(F 2 - 5 i) = cosh %z (2)
het gebied G conform afbeeldt op het bovenhalfvlak Iy z'= O, Bij deze afbeel~
ding gaat de rand van G over in de reéle &8 in het z'~vlak. De beelden van de
punten A, B, Cen D op de rand van G zijn eveneens met A, B, C en D aangege-
ven (zie figuur 2).

/1] [/

A— B

D
Het punt a is het beeld van z = a, dus a = cosh’-%a-' .
Hierna beelden we met behulp van de formule van Schwarz-Christoffel (zie

Nehari, pag. 173 e.v.) het bovenhalfvlak uit figuur 2 af op het binnengebied
van een rechthoek in het w-vlak,
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We definigren
Z‘

w(z1) = if 1) Fh- 0By Far . (3)
1

De integratieweg in bovenstaande formule ligt geheel in het bovenhalfvlak,
terwijl de functies uit de integrand gedefinieerd zijn door hun hoofdwaarden
(langs de sneden is dus het argument van t+1, t-1en t~a gelijk aan n).
Zoals bekend is uit de theorie van de conforme afbeeldingen, geeft w(z') een
conforme afbeelding van het bovenhalfvlak Iy z'® O op een zeker gebied in
het wevlak, Om dit gebied te bepalen lopen we langs de re&€le as in het z'-
vlek van - « (4) naar « (D) en gaan we na wat w doet. De beelden van A, B, C
en D worden weer met dezelfde letters aangegeven.

Nu geldt ot

1 1
w(z!) = f !t2—1|-’§|t..a|'r2—dt voor 1 sz'sa . (4)
1

Als z' dus loopt van 1 naar o dan loopt w langs de re€le as van w = O naar
w =g met

o
1
@ = f|t2-1|‘%|t-a|‘§dt . (5)
1

Verder geldt
z !

w(z?!) = o' + if ]t2_1|'%|t-a|~%dt voor a <z' <e . (6)
a

Dus als z' loopt van « naar o dan loopt w langs de verticaal door «' omhoog
tot w = o' + ip' met

B! = f|t -1|'%|‘t-rx|_%dt . (1)
o
Z' o - 00 ot
Voor - @ < z' € =1 schrijven we f = f + f + f .
1 1 o -

Men zietl eenvoudig in dat de integrasl

- 00

j(t+1)“%(t-1)‘%(t-a)‘%at

+ oo
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gelijk is man O (integreer langs een halve cirkel t = Re*? en laat R naar e
gaan). Dus

-

(8)
Als z' dus loopt van - e naar -1 dan loopt w van w = g' + if8' langs een ho-
rizontale rechte naar w = ig'. Dat het eindpunt inderdaad op de imaginaire

a8 ligt volgt uit het feit dat we uit de theorie van de conforme afbeeldin-

a2
1 3
w(z') = o +ip' - jlt2-1|-r2|t—a|2dt voor - e <z! % .1
-0

gen weten dat het beeld van de reéle z'-as een rechthoek moet zijn met rech-
te hoeken in de beelden van -1, 1, aen o,

Tenslotte 1

- 1 1
w(z') = i f|t2-1|-’§|t-a|-ﬁ2~dt voor ~-1<sg's1 , (9)
zf

Als z' loopt van -1 naar +1 dan loopt w langs de imaginaire as van w = if!?
naar w = 0.

Zie onderstaande figuur

B "o A=mD

vV - w = a' +ip! .
j// = fig. 3
e _y

; i w-vlsk
) ' [~

Z g

7 //.:*:

C ot

Hiermee is aangetoond dat door

cosh -:DRE
w = if (t+1)'%(t-1)‘%(t-a)'%dt

(10)
)

het gebied G uit het z-vlak conform wordt afgebeeld op het binnengebied plus
rand van de rechthoek uit figuur 2.

Beschouw nu de functie g(w) = i L, + 1. Deze functie heeft de eigenschap det
Regg(w)= 0 op het lijnstuk AB, en Reg(w) = 1 op Ca', terwijl de normale af-
geleide van Re g(w) verdwijnt op de verticale lijnstukken CB en a'D, Dit be-
tekent dat de functie V(x,y) gedefinieerd door
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nz

cosh —
V(x,y) = Re {1 - 61-,- f (tz‘l)‘%(t—ﬂ'%(t-a)'%dt} (11)
N 1

de oplossing is van ons potentiaal probleem.

We werken dit resultaat om 4ot de gedaante gegeven in formule (27) op pagina
11.

Met de substitutie t = cosh ’i:— in (7) volgt

! =% f(cosh’fTs-oosh 1;—8') ds (12}
a

(zie ook formule (24) op pagina 9).

We schrijven nu

nz Tz
cosh —= cosh —

b 7 o a
f = f + f + f met @ = coch 3
1 o

1 S

De eorste integrasl is zuiver imaginair; de tweede integraal is gelijk aan
f'e Dus

V(x,y) = Re |+ 51-,- f (t+1)“'"1?(t- 1)‘%"(t-a)‘%dt . (13)
cosh E.f—
Met de substitutie t = cosh “—;— volgt tenslotte
> 4
V(x,y) = Re [%4—0- f(cosh -’%‘* - cosh _T‘:%) dsjl , (14)
4 .

welk resultaast volledig in overeenstemming is met formule (27) op pagina 11.
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VIII. Hoogfrequentwverwarming

In een homogeen periodiek in de tijd wisselend magneetveld wordt een metalen
lichaam geplaatst. De geinduceerde wervelstromen maken dat het lichaam ge-
makkelijk op hoge temperatuur is te brengen. In enkele symmetrische geval-
len zullen we de oniwikkelde warmte berekenen.

Neem het veld H e in de z-richting.

Stel dat het lichaam omwentelingssymmetrisch is rondom de veldrichting. De

stromen lopen dan in cirkels rondom de z-as. In het ljchaam met materiaal-

constanten € = 1, 4, 0 gelden de quasistationaire veldvergelijkingen in ge-

wone Gauss-eenheden

rot H=41
- [+]
. | 1
rot I = - &% g )

waarin H de magnetische veldsterkte en I de stroomdichtheid is. Binnen in

het lichaam bevinden zich geen ladingen, zodat dan geldt
divE=0 , divI=0 . (2)

Buiten het metaal is 0 = O, I = 0. In vacuum geldt dan

divH=0 , rotH=0 . ' (3)

Bij deze typisch quasistationaire opvatiing bekommeren we ong helemaal niet
om het electrische veld buiten het lichaam.

De differentiaalvergelijkingen moeten zodanig worden geintegreerd dat asn de
rand van het lichaam de tangentiéle component van H en de normale component
van pH continu doorgaan.

Het homogene magneetveld Hbejhﬁ waarvan in ons probleem sprake is wordt op-
gewekt door een wisselstroom een dunne spoel te laten doorlopen. We nemen
aan dat de spoel zo groot is dat we van een verandering van de stroomverde-
ling in de spoel, vercorzaakt door de aanwezigheid van het metalen lichaam,
kunnen afzien.

Allereerst iets over energiebeschouwingen.

Vermenigvuldig de eerste veldvergelijking scalair met I* (de complex gecon-

Jjugeerde van 1), de tweede met H*. Aftrekken geeft dan (binnen het metaal)
I* . rot H - H*. rot ;a-div[_z,}_ﬁ]=4§;.;*+jmﬁf—g.g .

Integratie over een gesloten oppervlak, dat geheel binnen het lichesam ligt,
geeft:
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ula]®
74t - (4)

falJomne - [ o]

Hierin betekent n de naar binnen gerichte eenheidsnormaal op het oppervlak.
De relatie is niets anders dan de Pointing-stelling dat de naar binnen stro-
mende energie gedeeltelijk irreversibel in Joule warmte wordt omgezet, ge-
deeltelijk de veldenergie binnen in het metaal vergroot.

Jwt

Iaten & = ae y B = bejwt twee complexe grootheden zijn.

P o) = dam) ,  Re(®) - 3@+

Re(A)Re(B) = 4 {AB +A%B* +AB* +BA*} .

Voor de tijdgemiddelden vinden we

A—

AB = A*B* = 0 , AB* = BA* = ab* = (ba*) .

Dus S —
Re(A)Re(B) = 2 Re(ab*) = L Re(AB*) .

Waaruit volgt

i et et

Re(D}* = 2121 , (Re(®}* = 2|E® .

De totale Joule.warmte per seconde in het lichaam ontwikkeld is dus

B[ e ®

geintegreerd over het hele volume van het lichaam.

Integreren we dus in de oppervlakie integraal juist aan de binnenkant van de
rand van het lichaam, dan krijgen we de totaal ontwikkelde Joule warmte en

de totale equivalente zelfinductie: we achrijven voor de complexe power P

P= ﬁ-;ﬂ[;_,g*]nds = (R+jeL)I; (6)

waarin geintegreerd is over het oppervlak wvan het lichaam. I0 is de rekle
amplitudo van de primaire stroom in de spoel. L is een vermeerdering van de
zelfinductie-coétfficiént van de spoel door de aanwezigheid van het lichaam.
We zullen nu de in het lichaam ontwikkelde Joule-warmte, die gegeven wordt

door de integraal (5), voor twee gevallen berekenen.

A, Het lichaem ig een bol met middelpunt in de corsprong van straal a.

We gebruiken bolcodrdinaten r, 6, ¢,

Uit symmetrieoverwegingen volgt dat van de stroomdichtheid I in het metaal
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alleen de component I¢ van nul verschiliend is.

Uit de veldvergelijkingen volgt

1 9 . o _ Juuc
(rot Dy, = T5in 6 36 (im 0Tp) = - T H,

19 jwpo
(rot ..I_)e = =T 30 (I‘Iq’) == J'&E_ By (1)
ot 1 = 0 .
(rot D),
Bovendien geldt
rot rot I= - % rop g = ’1 (8)
met
~jn/4
K = 4.“_“;..“2 oim/A (9)
¢

De vergelijking (8) uitgeschreven luidt

1,0 Gl o 1 ) . a. -
(rot rot D‘P =7 {’a—r' [~ Y (rI‘P)] - 39 [ma‘g (sin qu))]} = k Iq: .
Deze vergelijking lossen we op door separatie van variabelen.
Stel rIq). = R(r)6(0), dan vinden we

d 1 d .

a-e—{sine'&*e-(sme 9)} +a8 =0 , (10)
2

d R 2 a

;;;"'(k -r"*z)ﬂ= 0 . (1)

De separatieconstante heeft de waarde @ = n(n+1), n geheel en niet negatief,
Aan de eerste vergelijking voldoen legendre-functies:

e(e) = - E%Pn(cos 8) = P;(cos 8) . (12)

Met R = Vkr y(kr) gaat de andere vergelijking over in

2 2
dy 1y (n+3)% -
2 *yrart (- 2 Jy=0 . (13)

Dit is de vergelijking van Bessel voor Besselfuncties van de orde n +% , De
algemene stroomfunctie I‘P die aan de physische voorwaarden voldoet is dus
een lineaire combinatie van de gedasante

Jn-!-l(h‘)

1
I, = Zay ~—F——2> (cos 8) . (14)

Vi

Omdat de bol in een homogeen veld staat, hebben we alleen de term met n = 1
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nodig. We stellen dus

. J. . (kr)
I =A-a—w-|“-l-g-sin9-—3‘-/—2-— . (15)
¢ c {;;
We voeren de functie in:
P(e) = Ve 3, ,,(8) . (16)

Daarmee wordt het xﬁagneetveld binnen de bol:

24 cos O F(kr)

HI‘ - T k- ) (17)
Hy = &B—i-n—-‘?-w(kr) . (18)

Bovendien wordt

I(P-j%EEAsin GM}Q_E)- . (19)

We merken op dat met het accent differentiatie bhedoeld wordt naar het argu-
ment kr.

Buiten de bol is het magneetveld uit een potentiaal af te leiden. We vinden
op de gewone wijze

P
H, = (H0 + —3-)005 e , (20)
r
H = (-H_+ i)mn e ‘ (21)
0 o .3 *

A en B kunnen worden berekend uit de eis dat de waarden van pH en 1-‘19 binnen
de bol continu overgaan in de waarden buiten de bol. We vmden voor A

.2 1 |
A=-2al T [ka] . (22)

De complexe power wordt

P = --— fI (rna)H*(r-a)d;=4iq{3‘:“° A ‘]:J}{ F'(k*a)} fsin 6ds .

Yet ﬂsinze dS = 6na°/3  volgt dan

p o 2o sz B0 g (mg) = 3 0% jup 202 11 (oma)

1
) o BT
(23)

We interesseren ons alleen voor het re&le deel van P. Per seconde is de ant-

wikkelde warmte
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'F—TE'-)-F '(k*a) \

(24)
71 )+ SRR

W= %a3m|1H2 i
F is een elementaire functie

F(g) = '\/g {%—E'- - cos £} .

De evenredigheidsfactor \f% heeft in (24) geen invloed, en dus kunnen we in
de uitdrukking voor W volstaan met te stellen

F(t) = 9—12—5 -cos £ . (25)
Mu geldt

FI(g) = sin a-ﬂf)— ,
en dus

—(-g-)-F (E* - _LE.). {sm E* o _é.gﬂ}

e 10

Het re&le deel interesseert ons alleen:
Re{j F—(-E-)-E F'(g*)} - Re{,j F—(E-)-E sin E*}

Voor de noemer in formule (24) vinden we

|F‘(E,) + F_‘.(Eﬁ.lla _lesint + (n-1R(E)|?

|€l® '
Combinatie van deze resultaten geeft
X i Bl i) ] ) Pl x
IF'(a)ww[ {[1 "("'1)?%%)—2 ) (26)
Stel nu
6(2) = Fag - ${f - oote &} . (21)

Daarmee wordt

« 2a3uE? Re J6(E) _
W %au“HOR{I'l'*(Il-UG(ﬁ)IZi , E=ka (28)

We stellen

y = 5 Yooy , (29)
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dan wordt

o =\ Ly (30)

Na enig rekenwerk vinden we

_ A ginh 2y - sin 2y = j\ 1 _sinh 2y + 8in 2y
¢(£) = 2y cosh 2y - cos 2y ZY(ly cosh 2y - cos 2y} : (31)

=P (y) - F(y) -

Daarmee wordt
2 F,(y)

14 2(p-—1)F1(y) + (u-—1)2(F?(y)-+F§(y))

W= $a’upH (32)
Eenheden
a = straal van de bol in cm.

w = hoekfrequentie in radialen per seccnde.

o}

= magneetveld amplitudo in Gauss eenheden,

uo = permesbiliteit van de bol in c.g.s. eenheden,

¢ = specifieke geleiding van de bol in c¢c.g.s. eenheden.
¢ = lichtsnelheid in cm /sec.

¥ 1is een dimensieloos getal,

W = warmteontwikkeling in ergs per seconde.

We geven nog enige asymptotische betrekkingen voor grote en kleine waarden
van het argument y:

1

F,(y)mg—g%y‘ (y +0) ,

Fz(y)'“fgyz-ﬁggys (y t0) .
Dus

5 2 ,3uH, 2

W“%“?(m) (y t0) . (33)

Verder geldt
1 1
F @~y O ~5 (=)

waaruit volgt

TG (¢ constant, wo ~e) |, (34)

(w, o constant, p - ) (35)




B. Het lichaam is een cirkel-cilinder met straal a

We beschouwen nu het geval dat het metalen lichaam een cirkel-cilinder is,
waarvan de as langs de z-as valt. 2Z2ij a de straal van de cilinder, en zij h
de hoogte. We nemen de hoogte h groot t.o.v, de diameter en h klein t.o.v.
de hoogte van de spoel. De ontwikkelde warmte zal in eerste benadering even-
redig met h zijn. We kunnen het probleem waarschijnlijk goed benaderen door
de primaire spoel en de cilinder oneindig lang te nemen. Randcorrecties wor-
den dus verwaarloosd. Alle grootheden zijn onafhankelijk van z.

We voeren cilindercobrdinaten (p, ¢, z) in. In het lichaam heeft de stroom-
dichtheid I alleen een ¢-component, en het magneetveld H alleen een z-com-
ponent,

De beide Maxwell-vergelijkingen (in het metaal) luiden nu

C aHZ
L "m%% 35¢)
19 o _ Juwop
p 8p (pr) -5 H - (37)

We differentiéren de tweede vergelijking naar p en substitueren het gevonden
resultaat in de eerste vergelijking. Dan krijgen we voor Icp de volgende dif-
ferentiaalvergelijking

a%1 aI :
_?:+1_£+(k2-1—)1 -0 , (38)
dpz p dp 02/ 9

met wop  -jn/s
k= cz e . (39)

Dit is de differentiaslvergelijking voor de Besselfunctie van de eerste orde
met argument kp. Daar de totale warmteontwikkeling eindig moet blijven, kan
alleen J1(kp) gebruikt worden.

We stellen dus

I¢ = aJ1(kp) . (40)

v T (kp) = -+ 27 (kp)
1 kdp "0 !

volgt uit (36)

- 4ma
H, =% Jb(kp) + constante |, (41)

Dat de constante gelijk is aan nul is eenvoudig te zien met behulp van ver~
gelijking (37).
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Buiten het cilindervormige lichaam is Hz constant en gelijk aan Ho' De even-
redigheidsconstante a is te bepalen uit de voorwaarde dat Hz continu door-

gaat bij overgang van het lichaam naar vacuum. Dus (in_het lichaam)

J_ (kp)
Hz = H0 Jo ka ! (42)
0
e w
(] 4n Jh ka 4n dp *

We schrijwven nu

k = 53«%”‘}.1‘/4 met P = \IQE%?E . (44)
¢

Mu is, in een bekende notatie,

Jb(ze-jiyk) = ber(z) + j bei(z) = Jo(ze%ﬂj) . (45)

Daarmee vinden we in het metaal:

_ oy ber(Bp) + j bei
B, =8 ver(Ba) + j bei%ﬂa; ’ (46)
Sy o ber'(Bp) + j bei'(Bp)
Im = n BoP ber(pa) + j bei{pa) ‘ - (47)

We merken op dat met het accent differentiatie bedoeld wordt nasr het argu-
ment [p.

De complexe power P wordt in dit geval (per cm hoogte )

=..---ﬂ[1 B] 85 = - o5 Tylp=a)H (p=a).2na =

_° By ge ber'(pa) + j bei'(pa
8no ber(Ba) + j bei(Ba . (48)

We voeren nu de volgende afkortingen in:

x=fa ,

£ (x) = x tex(xlber! (o) + beilxibeil(x)
A ber’ (x) + bei’(x) f (49)

£, (x) = x ber(x)bei’(x) - b81(x)berl( )
ber (x) + bei (x)

Dan is cz
P =g 15,0 + 55, (0)} . (50)
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Per seconde is de ontwikkelde warmte in het cilindervormige lichaam ter

thH2

W= %Re P= -,Tg%o—fi(x) ergs/sec. (51)

lengte h

We kunnen deze uitkomst ook gemakkelijk in technische eenheden omwerken,
Stel de spoel die het veld H0 opwekt heeft w windingen per cm hoogte. Zij
Io de stroomamplitude per winding, dan is

4n
Hb =% wI0 ’

en dus nhw212
W o

—2 1 (x) = #RL. . (52)

De extra weerstand (corresponderende met het warmteverlies veroorzaakt door
de wervelstromen in het lichaam) die de primaire spoel erbij schijnt te
krijgen is ‘

2
R=200 (x) . (53)

Mu is h/o gelijk aan de gelijkstroom weerstand R, per om® draaddikte van
het materiarl]l waarvan het lichasm gemaskt is. Daarin uitgzedrukt is

R = 2ﬂw2R0f1(x) , (54)

en 2 5 2
W= nf1(x)w RI = ﬂf,(X)ROI y (55)

waarin I de stroomsterkte per cm hoogte van de spoel is.

Yoor p —» « is de warmteontwikkeling evenredig met ﬁ; 3 dit in tegenstelling
met het geval A waarbij de warmteontwikkeling evenredig bleek te zijn met
p “. Dit wordt veroorzaakt door het feit dat we in onze aanpak de cilinder

cneindig lang namen, zodat we konden afzien van randcorrecties.

Hetzelfde probleem is behandeld door M. Divilkovsky in een artikel versche-
nen in de Journal of Physics (Moskou) 1939, Vol I, % -6, pag 471,
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Probleem IX

Gegeven zijn k getallen & ., &,y .oy & (k = 1). We continueren de rij door
te stellen dat ieder volgend element het rekenkundige gemiddelde is van de k
voorafgaande elementen:

ka =a + a + .0 ta (n>Xkx) . (1)

=1 n-2 =k

Gevraapgd wordt te berekenen lim a .

n—+co

Eerste oplossing

De vergelijking (1) is een homogene lineaire differentievergelijking van de
orde k. Om deze vergelijking op te lossen bepalen we eerst de karakteristieke
vergelijking., Substitueer daartoe in (1) a = A". Dan vinden we

k=2

L N T (2)

xx¥ =

Duidelijk is A = 1 een wortel van (2). Het is niet moeilijk aan te tonen dat
de overige wortels binnen de eenheidscirkel liggen. We vervangen A door 1/x

en onderzoeken de ligging van de nulpunten van het polynoom

P(x)Exk+xk-1+...+x2+x-k . (3)
Stel |x| <1, x # 1, Dan zijn x, X7y ey & vectoren met lengte = 1. De
lengte van de somvectar is dus kleiner dan k (als ]xl = 1 dan vallen de vec-
toren x, xa, «.. niet in elkears verlengde). Dit betekent dat, uitgezonderd
x = 1, de nulpunten van P(x) buiten de ecnheidscirkel liggen.
We tonen nu aan dat (2) geen meervoudige wortels heeft, of - wat hetzelfde
is - dat P(x) geen meervoudige nulpunten heeft. Differentiatie van P(x)
geeft

P1{x) = o™t (k-1)xk-2 + oeee +2x +1
Dus

(x-DP(x) =k - & &2 L o axa1 .

Met (3) volgt dan

(x® ~x)P'(x) + P(x) = k(X =1) . (4)

Als x een dubbel nulpunt is van P(x) dan geldt P(x) = P'(x) = O, en dus

k+1 . .
X = 1. Nu is x = 1 het enige nulpunt van P(x)} op de eenheidscirkel en

Pr(1) # 0.

Hiermee is aangetoond dat de vergelijking (2) enkelvoudige wortels heeft die,
uitgezonderd A = 1, binnen de eenheidscirkel liggen. Laten 7\1, A.2, ceny J\k_1
deze wortels zijn.
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Dan is de algemene oplossing van de differentievergelijking

a =a+ [31?\? + 132)‘: toaee + Bk_1kﬁ_1 mn=1) . (5)

De k constanten die in deze oplossing voorkomen kunnen worden bepasld uit de
waarden van By By evey 8y
Alleen de « is van belang aengezien uit lki] < 1 volgt

;Lliinm B =a . (6)
Om o« te bepalen gaan we als volgt te werk. We zoeken eerst de vergelijking
(van de graad k- 1) waarvan de wortels zijn Ay Ayp eesy Ao Hiertoe delen
we P(x) door (x=1) en vervangen daarna x door 1/A. We vinden zo de verge-
1lijking

T+ 2A+3% + .00 + k=-DA2 4V a0 (1)

Met (5) en (7) volgt dan

k k k-1 k n a
Z na =afn+I B, B nk =z=k(k+1) .
n=1 n n=1 i=1 T n=1 * 2
Dus
a1+2a.2+333+...+ke.k
o= . (8)
Ekl(k+1)

Tweede oplossing

Stel 0 n
_‘F(x) = n21 ex . (9)

Uit de begrensdheid van de rij (a.n) volgt dat de reeks convergeert voor
jx| < 1.

We geven de partiéle sommen van de reeks aan met F ,(x):

n

£
F‘B(x) = I ax
n=1

(e=1) .

We drukken nu F(x) uit in F1(x), Fa(x), ceey Fk(x) met behulp van de relatie

(1).

oo o0
KP(x) =W, (x) + I kax =kP,(x) + 3 (8 .+8 _+...+8 =
k n=k+1 B k n=k+1 B~1 B-2 n-k
X co k k-1
= ka(x) + 2 X anxn = ka(x) +< b3 x‘8>F(x) - I szk j(x) .
21 nek+1-£ £=1 g=1 K
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Hieruit volgt k-1

5 XIF_(X)-kF (x)
F(x) = & h - . (10)

x+12+..‘.+xk-—k

De functie F(x), die analytisch is voor |x| <1, kan dus analytisch worden
voortgezet in het gehele x-vlak en heeft dear enkelvoudige polen in de nul-
punten x,, X,y ..., X van het polynoom P(x) (zie (3)). Zij - « het residu
van F(x) in x = 1. Dan is de functie F(x) + a/(x-1) analytisch binnen een
zekere cirkel om x = O met straal r groter dan 1. Voor le < T bezit
F(x) + «/(x-1) een recksontwikkeling
w
F{x) +;E%1—= z b2 (x| <) . (11)
n=0
Ontwikkel mu (x =~ ‘l)"'1 naar opklimmende machten van x, |x| <1, dan volgt uit
(9) en (11) dat

b =a -a (n=1), b, =~a .
Dus . o .
F(x) tIoT e nE‘l(:.a.n-oc)x -« (Ix| <2} . (12)

Daar de bovenstaande reeks convergeert voor x = 1 most bhlijkbaar lim 8 = «,
n-+eo

Het residu -« van F(x) in x = 1 vinden we door de noemer ven de rechterkant

van (10) naar x te differentiéren en dasarna in de breuk x = 1 in te vullen

k-1
321 F_p(1) - w0 (1)
TETUY Y 43 + ... 4K ' (13)
Nu geldt k=1 k1
£§1 Fk-£(1) - kf‘k(‘t) = £E1(a1 +a-2+.¢¢ +a.k-£) - k(a1 +a2+... +&k) =
= -(za,1 +2a, +38; +... +kak) .
Dus

ean.1 +2a.2+... +kak

T ke | (a)
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X. Een integraalvergeli jking
Gegeven is de integraalvergelijking

%a arccos(p/2a)
gla) = % [ pr(p)dpf sin®0ae . (1

e g o

Hierin is & 2 0 en g(a) een bekende functie, gedefinieerd voor & = 0. De
functie r(p) is onbekend en moet wit (1) worden opgelost voor p = Q.

Deze integraalvergeli jking werd bestudeerd door A. Marriage and E. Pitts
(Res. lab. Kodak, England) in een artikel verschenen in J.0.S.A. 46 (1956)
1019 - 1027. In dit optisch probleem is g de gramzla.rity (korreligheid) en r
de autocorrelation, In hun artikel kwamen ze tot de uitsprask "A solution of
the integral eguation in closed form cannot easily be found".

Hieronder zal (1) worden opgelost in "closed form",

Oplossing
We gaan eerst de kern van de integraalvergelijking vereenvoudigen.
Stel x = cos O dan gaat (1) over in

2a

1
’-‘-Sf*g(a) = fpr(p-)dp fh-xz ax . (2)
0 p/2a

Verwisseling van de integratievolgorde geeft

1 2ax .
Sg(e) = [ -7 ax[ oxlo)ee . 3)
0 0
We voeren nu een nieuwe onbekende functie f(a) in:
8 .
2e) = [ pr(odao (4)

0
Als f bekend is, dan is r eenvoudig door differentiatie te vinden. Onze in-
tegraalvergeli jking krijgt zo de eenvoudige gedaante

2 1
T2 g(a) = ff(zax) 122 ax . (5)
G

Dit 1ijkt veel op een integraalvergelijking van Abel (waar de V echter in de
noemer voorkomt ),
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We voeren een nieuwe integratievariabele y in door te stellen y = bx met

b = 2a. Dan krijgen we

b
2
Y OR R S RO} SRR RN (6)
5
We voeren een nieuwe, bekende, functie h(b) in
2
n(b) = b2 g(g-) g(%) , b =2a . (1)
Dan wordt (6)
b
YO ) SR
O

Differentiatie naar b geeft

b
h'(b f
—(b—)'=0%dy . (8)

Dit is een integraalvergelijking van Abel (zie b.v. Sneddon: Mixed boundary
value problems in potential theory (1966) pag. 41), waarvan de oplossing is

2 4

8
h'(b)db
(0 -24] fuma] o
nt ds 5 52 _ 2
Met (4) volgt dan

2 8
ht
£f'(s) = sr(s) = %i‘g Of?(v—%db . (10)

Hiermee is r in een gesloten vorm opgelost. Bij de afleiding van (10) is ver-

ondersteld dat de functie g voldoende glad is.

Het is duidelijk dat formule (10) niet erg geschikt is voor het numeriek be-

palen van de "correlation curve" r{p). We proberen mi een numeriek aantrek-

kelijke formule af te leiden met behulp van reeksontwikkelingen, We veronw

derstellen eerst dat de functie g(a) ontwikkeld kan worden in een machtreeks:
n

g(a) = ;:0 LI (11)

Dan volgt met formule (7)




2%,

o n
ne) =% £ o 3
2 =4 n-4 2 ?
en - n
h'(b) =f g n+1)ea 3(%) .
n=3%.

Ingevuld in formule (10) krijgen we

d2 ® (n+1)an_
rp) = 2 &

P n
3 f | . (12)

De integreal in het rechterlid van (12) kan worden uitgedrukt in gamma func-

™

ties door te substitueren b = p 8in ¢ (zie Whittaker-Watson pag. 256):

2
n P(3)P(E+3)

ELS
f db = p sin’p dp = & — - .
\‘p - b2 r(1+%)

We merken op dat dit resultaat ook geldt als n niet geheel is, mits n > -1,

Ingevuld in (12) vinden we na enige herleiding

1 n
(ep) TEXGAD) o )

2n+3 1.1(2 5) n

r{p) = QEO
n=

Men ziet eenvoudig in dat de convergentiestrasl van d&ze reeksontwikkeling
voor r(p) een factor twee groter is dan die van de ontwikkeling van g(a).
Uit het voorafgaande volgt eveneens dat voor willekeurige n > -1 geldt:

PE)T( +3)
g(a) = & & r(p) =2;§ "GE 2O (14)

Vanwege de continuiteit beperken we ons tot n = O.
We hebben dus aangetoond dat de lineaire integraalvergelijking (1) eigen-
functies a” heeft met bijbehorende eigenwaarden

Ah 2n+:‘. F(%"'%)

(n reel, n =0) .

Met de functie g(a) = & gnam correspondeert dus éénéénduidig de functie
n
r(p) = i‘- A &P o

Indien bijv. de g=kromme goed benaderd kan worden met een of ander polynoom,

dan is de r-kromme eenvoudig numeriek te bepalen.
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XI. Probleem afkomstig uit sasontladingen

Probleem. De functie ¢(x,y) voldoet aan de parti&le differentisslvergelijking

ap + K2f(p) =0

en voldoet verder aan de volgende voorwaarden

: binnen de eenheidscirkel is ¢ glad,

: ¢ is rotatie-symmetrisch,

: in het middelpunt van de eenheidscirkel is ¢ gelijk aan a (0 <a < 1),
: op de rand van de eenheidscirkel is ¢ gelijk aan O,

De volgende drie functies f(p) zullen worden onderzocht

£ () =o(1-9)

2 .
1
fz(q;)—(p_l_q’ T3 0<d=3

(¢ +1) 4.5 <p <8

fa(q’) P + Y C<y<10 .

e(1-~9)

Gevraagd: 1) De kleinste positieve k.

2) E pdw, waar dw het oppervlakte-element is en de integratie
over de eenheidscirkel plaats vindt.

Analyse. Invoercn van poolecodrdinaten geeft (9 = 9(r), 0 =sr < 1)

$ +kf(9) = 0

K|

o +
9(0) =2, $0)=0, ¢(1)=0 .

Door de substitutie x = kr wordt het eigenwaardeprobleem omgezet in een be=-
ginvoorwaardeprobleem (9(r) = u(x)), nil,

ﬁ+1;ﬁ+f(u)=0

u{(0) =a, A(0)=0 .
Gevraagd wordt het kleinste positieve nulpunt van u(x), dit is dan tevens de
gevraagde k (u(k) = 0).
De oplossing u(x) is een even functie in x, derhalve voeren wij in

caE )= p(e), v e B L

bit geeft




t9 +§ +£(y) =0
y(0) =a, §(0)=-1f(a).

Gevraagd de T waarvoor y(T) = O.

II

Enig inzicht in het gedrrg van y(t) voor de drie functies f(y) kan verkregen

worden door II éénmaal te integreren. Dit geeft

t

IIT ¥ =~ %-Jaf(y(f))dr y(0) =a .
0

Uit de gestelde beginvoorwaarde 0 < y(0) <1 volgt uit III voor alle drie
gevallen dat y(t) monotoon dalend is tot het kleinste positieve nulpunt,
immers voor O <y < 1 is voor alle drie gevallen f(y) > 0. Tevens wordt dit
kleinste positieve mulpunt bereikt voor eindige t. Dit kan ingezien worden

door de substitutie t = e~, De differentisalvergeli jking II gaat dan over in

-x
Y&t f(y) =0.

Omdat voor O <y < 1: ¥ <0 en ook Yox < 0 treedt het kleingste positieve

mulpunt op voor eindige +t.

Opmerking. In het gestelde probleem is 0 < y{0) < 1 en wordt alleen y(t) tot
het kleinste pociilieve nulpunt gevraagd. Omdat beginvoorwaarden buiten dit
gebied en het gedrag van y(t) na het kleinste positieve nulpunt interessant
is gaan wij dit in het kort na voor de drie functies f(y).

Geval I.

Er bestaat een a, < Q zodanig dat

voor
Tf1 (v) : e, <y(0) <1 de functie y(t)
slingert om y = 0,
: y(0) < B, en y(0) > 1 de functie

y(t) monotoon toeneemt voor t > O.

/;7
!
>

: y(0) = B y(t) asymptotisch nadert
tot y = 1.

y _=+%2F4Y1 +45 .

192

te,(x)

Geval II.

Voor y{(0) < y, slingert de functie

y(t) om y = y, mits de integrasl in

4
o

IIT voor y - ¥, near oneindig gaat.
Indien de functie y(t) uitdempt den

I e




zijn er een eindig aantal eigenwaarden. Voor y(0) > y, is y(t) monotoon toe=-

nemend voor % > C.

Geval III. Tf (¥) Er bestaat een a, < -y zodanig dat
3

voor

: a, < y{0) <1 y(t) slingert om

5 N =y y=0of omy = -v.
: y(0) <a, en y(0) > 1 de functie

g

monotoon toeneemt voor t > 0.

l
Het gedrag voor a > Q0 en a = 1.

Geval I. Voor f1(u) is

¥y
du (w=0) =1 .

Derhalve wordt voor a - O de benadering f 1(u) = u ingevoerd.. De differenti-
aalvergelijking I wordt dan

{i+=0+u=0 u(0) =a .

Hi=

Dit is de nulde orde Bessel differentiaalvergelijking, waarvoor het
kleinste positieve nulpunt is ko = 2,408... . Verder is

1
= (u=1) =1,

De functie f1(u) wordt daarom voor a 1 1 gelineariseerd door f (u) = -(u-1).
Dit geeft de differentiaalvergelijking

i+

M=

t-u+1=0 u(0) = 0

waarvan de oplossing is
u(x) = 1 - (1-a)Io(x) .
Voor grote waarden van x vervangen wij de gemodificeerde Besselfunctie Io(x)
door zijn asymptotische hoofdterm, dit is e*, en vinden
k(a) ~ = log(1-a) (a 1)
Het zal blijken dat de benadering

kapp=k0-log(1-a) O=a <1

een goede benadering is van k.
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Geval TI. Hier is

—2 (u=0) =
du(uo)o.

Voeren wij voor & — O de benadering f, (w) = ew (e -~ 0) in, dan wordt de

differentiaalvergelijking

i+ ﬁ"‘Eu:On

"l

Dit wordt na de transformatie x = ! P
_ Ve
u
. +E+u=0
bp D
met als eerste nulpunt p = 2.408... . Dus voor € - 0 gaat het eerste nulpunt
van u(x) naar oneindig.
Voor a 1 1 vinden wij overeenkomstig geval I dat het nulpunt ven u(x) naar
oo gagkh.
af, 1
Geval ITT. —= (u=0) = g + Daarom wordt voor a = O fa(u) gelineariseerd
door %u. Op dezelfde wijze als in geval I en II vinden wij dat het kleinste
positieve nulpunt voor a -~ O nadert tot k = 2,408 \[B .
Voor a 1 1 vinden wij weer dat het eerste positieve nulpunt nadert tot on-

eindig.

De numerieke benadering.

Door de transformatie y(t) = av(t) wordt de differentiaalvergelijking II

tvtt + vy +glv) =0

Iv
vw(0) =1, v,(0) = - g(1)

waarin g(v) resp.
,(v) = v(1-av)

v2(1-av)?
gz(v) “v(l-av)+b/a

av + Y,
g,(v) = v(1 -aﬂ%;:%ﬂ .

Terwille van de numerieke behandeling (i.v.m. interpolatie-moeilijkheden)

worden de onafhankelijke variabele en de afhankelijke variabele geinverteerd.
De differentiaalvergelijking II wordt daardoor (in de notatie wordt t door Yy
vervangen en v door x)
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Ve = 5 {1 + 8(dy} = 0

1

y(1) =0, yx(1)=—'g—(77 .

De gevraagde grootheid E is na al deze transformaties geworden

: 0
E=w %— fy(x)dx
1

Voeren wij in x

y,(x) = jy(ﬁ)dc
1
dan is dya -
T =) en BE=-Fy,(0) ala y,(1)=0 .

Tenslotte wordt het volgende stelsel eerste orde differentiaalvergelijkingen

gevonden
dy1
FraLl | y,(1) =0

2
(v,)
] ’ 1

dx g (1) ¥ (1) = - =01

als x =1

{1+ g(x)yz} als x # 1

I

ax T Yy y3(1) =0

Dit stelsel is met een Runge-Kutta methode numeriek geintegreerd, waarbij
bepasld zijn de gevrasgde grootheden (in 5 decimalen nauwkeurig)

k = 2 g, (0)

na
E=- ';5"33(0) .
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Thans zal nog onderzocht worden of er een tweede mogeli jkheid bestaat voor
het bepalen van de kleinste positieve eigenwaarde k en de energie E van het
gestelde probleem. Alleen voor de functie f1(¢) = (1-9) zal dit worden na-
gegaan.

Na het invoeren van por'iobrdinaten en vervolgens de transformatie x = kr
werd de probleemstelling: bepaal het kleinste positieve reéle nulpunt van de

functie u(x) welke functie voldoet aan
1l 1
u +~£u'+u(‘1-u)=0

met de beginwaarde
u(C) =a, u(0) =0 D<ca<l,

Getracht zal worden of wij voor de functie u(x) in de omgeving van x = 0 de
convergente machtreeks, zo deze bestaat, kunnen bepalen,

Hiertoe voeren wij eerst nog de volgende transformaties uit

t = 12 (immers u(x) is een even functie)
en
u(x) = & + y(t) .

Dit geeft

" 4yt + %=yt

y(0) =a -4, y'(C) =a(a-1) .

laten wi)j asnnemen dat y in de omgeving van t = 0 ontwikkeld kan worden in
de convergente machtreeks

y(t) = ; an(a)tn .
n=0 .

Dit in de differentisalvergelijking gesubstitueerd geeft de volgende recur-
rente hetrekkingen

= ....1; = - TN ————er—t—
8, =8&-%, a a(a-1), & ., (n+U2mi)%ﬁhm (n>0).
De coéfficiénten 8 zijn dus polynomen in a van de graad n+1, Dit betekent
dat het convergentiegebied van de machtreeks afhankelijk is van de begin-
waarden, en dat derhalve de plaats van de singulariteiten in het complexe
x-vlak ook afhankelijk is van de beginwaarde, dit zijn de zg. moving

singularities. Voor lineaire differentisalvergelijkingen weten wij dat het




convergentiegebied van de machtreeks ontwikkeling van de oplossing voor een
bepaald punt onafhankelijk is van de beginwaarden en dat ook de plaats van
de singulariteiten onafhankelijk van de beginwaarden is.

Ondanks de afhankelijkheid van de beginwaarden in dit geval kunnen wij ge-
makkeli jk asntonen dat .ocor 0 <« & < 1 de machtreeks convergent is voor

]t] < 2, dus dat in dit gebied geen'moving singularities kunnen optreden in-

dien 0 <a < 1, Immers met inductie kan aangetoond worden dat

|a.n[ < o1 voor 0 <a <1
en dat de machtrecks derhalve convergeert voor lt| < 2, oftewel dat de func-
tie u(x) holomorf is voor |x| < 2Y2. Dus het bepalen ven het kleinste posi-
tieve regle nulpunt van u(x) met behulp van de gevonden machtreeks ontwikke-
ling is in ieder geval correct als wij vinden dat dit mulpunt kleiner is dan
2y2,
De coéfficignten &, worden nader beschouwd, Zoals te verwachten was is
an(O) = an(1) =0 {(n>0). Immers voor a = 0 en a = 1 zijn de oplossingen
respectievelijk u = 0 en u = 1, Verder blijkt de volgende betrekking te be~-

T (1-a) = ()™a ()

hetgeen betekent dat er een zekere symmetrie bestaat tussen de eigenfuncties
met de complementaire beginwaarden a en 1-a. Deze betrekking kan met behulp
van de gevonden uitdrukkingen voor de co&fficiénten bewezen worden, het volgt
echter ook direct uit de probleemstelling., Immers de oplossing y{(t) is door
de beginwaarde y(0) = a - % éénduidig bepaald, verder zien wij dat als y(t)
een oplossing is, dat dan ook -y(-t) een oplossing van de differentiaalver-
gelijking kan zijn, dit betekent dat als de beginwaarde y(0) = -(a=%) =

= (1-a) - % is, dat dan vanwege de eenduidigheid, de oplossing ~y(-t) moet

zijn., Dus
y(1_a)d%(t) = - yad%(—t) (de indices betreffen de beginwaarden)
of o o
Eoa (1-2)(t)" = -2 a (a)(-1)™"
n=0 n=0
dus

%J1-a)=(-ﬂnﬂ%4a) .

De oplossing u1~a(x) kan dug worden uitgedrukt met de codfficisnten van de
machtreeks ontwikkeling van u&(x)
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ua(x) =a + i an(a)(i'xa)n
b - T e e B MM @GS

Of tewel tussen de analytische voortzettingen van de twee eigenfuncties be-
staat de relatie

u1_a(x) = 1. ua(ix)

waar x complex en i de imaginaire eenheid is. Dus de machtreeks ontwikkelingen

van ua(x) en ut_a(x) hebben dezelfde convergentiestraal mear ook kurmen de
singulariteiten van de ene verkregen worden uit de andere door een draaiing
over negentig graden in het complexe vlak.

Wij beschouwen verder alleen het speciale geval a = 4. De oplossing y(t) is

dan een oneven functie van %,
) =
azn(a) ¢ (n=0) .

Wij noemen

b= (D, (B @>0) .

De recurrente be .cekkingen worden dan

1 n
b = % s b = w=—ee—m—ea— 7 b b (n = 0)
1 n+t (21’1 +1) 2m=1 n n-mn+1

zodat b > 0 (n > 1). Een klassiek resultaat van Vivanti en Pringsheim zegt
dat de functie

-]
2n-1

bns
=1

f(s) = ix%(is) =
n

singuliere punten heeft in s = + ¢, waar o de {eindige) convergentiestraal
van deze reeks is, Het is moeilijk om ¢ te bepalen zonder gebruik te maken
van numerieke technieken. Bijvoorbeeld de functie f(s) is de oplossing van

het beginwaardenprobleem

st" +f' =3 +¢2, £(0) =0, £'(0)=14%.

Het is gebleken dat in de loop van de numerieke integratie voor & = 0 de opm=
lossing zeer snel toenam bij ongeveer s = 8.86, hetgeen er op duidt dat o

iets kleiner dan 9 zal zijn, Wij zullen aantonen dat

6o = J§E .
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De asangegeven ondergrens is correct indien wij aantonen dat

0 < 9
T (ze)"

Voor n = 1, 2 geldt het gelijkteken, Neem aan dat voor n = 1, 2, ..., I deze

relatie juist is, dan volgt uit de gegeven recurrente betrekkingen voor bn
dat

p & =B, 9

m+1 (2m +1 )2 36Ill+'|

Omdat de eerste factor niet groter is dan 1 voor m = 1, is dus met inductie
bewezen dat

& 2
n (36)11

Voor de bovengrens is het voldoende dat wij bewijzen dat

L e 2R
T (96)"

Voor n = 1 geldt het gelijkteken. Als de ongeliijkheid juist is voor alle ge~

hele getallen tot en met n, dan is

_— S 24m_ 24(n-m+1) _

b
" (me)t et (96 (96)™

_ 24n+1) 24 g _ ]
(96" (n + 1) (20 + 1)? m= nln-m+1)

De som in de uitdrukking tussen haken is gelijk aan n(n+1)(n+2)/6, dus deze
uitdrukking wordt 4n(n+2)(2n +1)-2, hetgeen groter is dan 1 voor iedere n,
waarmee is aangetoond dat de bovengrens juist is.

De twee singulariteiten van f(s) in s = + o corresponderen met vier singula-
riteiten van u%(x), nl, x = + 1[2_0(11:‘.); u%(x) is dus holomorf bimnen de
cirkel met straal 2Yo (™ 5.95) en middelpunt in de oorsprong. Berekend is
met zowel de numerieke integratiemethode als met de reeksontwikkeling dat
voor & = 5 de eigenwaarde k(%) = 3,038..., z0dat het corresponderende mul-
punt van u% (x) binnen de convergentiecirkel ligt van de machtreeks ontwikke-
ling.
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XII. Nulpunten van een functie

Een functie f(t) is gedefinieerd voor 0 <t < 1 en is eigenlijk of oneigen-

lijk Riemann integreerbaar over dit interval. Verder is gegeven dat
£f(t) >0
£'(t) bestaat en = 0 o<t <1.
£1(t) is monotoon niet-dalend

Dan heeft de functie F(x), gedéfinieerd door

1

F(x) = ff(t)cos <t dt (1)
O

tenminste €4n nulpunt in elk der intervallen
ui n
(g’»“]! (%‘;2“'] ’ (55"’3’1] y sase

Bewijs

F(x) is gedefinieerd voor elke x; F(0) > 0, F(x) = F(-x). Voor x > O voeren

we in (1) een nieuwe integratievariabele u in door xt = %nu:

2x
T om
F(x) = 5—’;-5[ £(B)oos mau . (2)
Stel x=(mn+%0)n m=0,1, 2, vo. 3 0<B=<1).
Dan geldt .
sgn F(mn + $6n) = sg;nf f(—2m—um)cos Srudu ' (3)
0

(met sgn a is bedoeld het teken van het getal a).
Het integratievak [0, 2mn+ 6] splitsen we in m+1 intervalletjes

2m+6 2m+96

2 4 2n
f =0f +2f +...+2mf + f . .

0 -2 2m

)

Met de substitutie u = 2r - 1 + 8 krijgen we

2r 1

u r 2r=1+8, .
f(m)cos Fmudu = (-1) Jr f(ﬁ)sm Ansds = (=1 )rvr ’

2r-2 =1
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met 1 1
2r=1+8y . 2r-1+s 2r-i-8
v, = ff(2m+9)am%nsds=f{f(2m+e) f(————z!_'_e)}sin%nsds .
-1
Met de substitutie u = 2m + 8 vinden we
2m+9 3]
m m+8 m
f f(?_’m+e cos tmudu = (=1) ff(an+e)cos zrsds = (=1) LA (5)
2m 0
Tus
m o r
cen P(an+ & 0n) = sen{(<1)n, + I (1)}
r=1 T
n
= sgnl[(-1) {wm + (v =V )+ ceee}] . (6)

De laatste term tussen { } is (v -v,) of v,, Als m=0 dan is de som

L (=1 )rvr leeg en staat tussen de { } in formule (6) alleen de term L
r=1

Fu geldt w > 0. We tonen nu san dat 0 < v, Sv,Ssv, <. sV (m = 1).
1

v, = f{f(zm+es) (12‘m+93)}81n"1§~nsds (1lsr<m).
O

Aangezien £'(t) = 0, is f£(t) een monotoon niet-dalende functie zodat de in-
tegrand in de bovenstaande integraal nergens negatief is, Hieruit volgt

V. = 0. Om de monotonie aan te tonen gaan we als volgt te werk. Uit de gege-
vens volgt dat £(t) en £1(t) een limiet hebben voor t ! 0. We mogen dus aan-
nemen - zonder de algemeenheid wvan onze probleemstelling geweld aan te doen -
dat £(%) in t = O rechts~-continu en rechts-differentieerbaar is. Beschouw nu
v. als functie van een continue variabele r. Omdat © > 0 mogen we onder het

integraalteken differentiéren en vinden

1

dv
2r-1+g 21: 1-8
- [T o Pletremtes (ex<n).

0
av

Aangezien f'(t) monotoon niet-dalend is volgt M g 0, dus v1 < v2 R oaee & A

dr
Hiermee i8 bewezen dat

sgn Fl(mn + % 0x) = sgn[(-1)m] voor m =0, 1, ,.. en(0<08<1,
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Conclusie

F(x) > 0 in de intervallen (0,%], (on, %n] , (41:,%11:] y ees

F(x) < O in de intervallen (ﬂ,%ﬂ] , (3n, %ﬂ] , (5=, lél"] y see
Aangezien F(x) continu 18, heeft F(x) dus tenminste één nulpunt in elk van
de intervallen (g-, n], (%n y2n], ve. .

Yooxrbeeld

f{t) =

Dan F(x) = Slz X et mulpunten in x = nn.

f(t)mt o1 sin =
DanF(x)=l[Binx-1—cosx]=2Bmﬂcosz— 2.
X b 4 x 2 X

Hier heeft F(x) nulpunten in x = 2nm en nulpunten in die waarden van x waar-

X . X
voOor X COS 'é’ = g51n "2' .

Toepassing op de Besselfunctie Jv(x)

1

Jv(x)=—(3iir)r7(17f(1-t)v “cos xtdt (Re v>-%) .

Voor ~% < v <% voldoet £(t) = (1-1;2)\’“% san de gegevens van cnze probleem~
stelling. Dus geldt: .

J (x) heeft voor elke vaste waarde van v uit (-4, % | tenminste &&n nulpunt
in elk der intervallen (2,n] R ( T, 2n], wes

Het bewijs dat in het boek van Watson gegeven wordt op pag. 478 - 479 is niet
geheel correct. De bewering van Watson is dat de nulpunten van J,(x) voor v

in (-3, % ] ligegen in de open intervallen
n
Gim) s Emoon), ol

Voor v = % is dit duidelijk fout (£(%) = 1).

Wel geldt dat voor v vast in (-%,%) de mulpunten van J,(x) liggen in de

open intervallen (12‘-, ), (%n, M), ... .
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XIIT. Een volume-integraal

De bedoeling is een zekere volume-integraal met een gecompliceerde integrand
om te werken tot een dubbelintegraal met in de integrand elementaire func-
ties.

Zij I(a,b,a) de functie van a, b en a gedefinieerd door

Py (R, ) e
I(ayb,a) =-fﬂe'r2 ér ; ) rfI({Rﬂ—-z) axdy dz (1)
1

2

waarin geintegreerd wordt over de gehele ruimte.
R, is de afstand van het punt A(a,0,0) tot het punt P(x,y,z); R, is de af-
stand van het punt B (b cos @, b sin «, O) tot het punt P, Zie onderstaande

figuur.
1 Z

In R 2
erf(R) = 2 gf e~V ap

Vn

substitueren we %+ = Ru. Dan krijgen we

1
2 2
erf(R) _ 2 j’e-R W (2)

.
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Ingevuld in (1) vinden we

2 1

00 1 2 2 2
-r2 -R1u —Rav
I(a,bya) = %fffe fe dufe dv|dxdydz .
~00 (8] ]

Verwisseling van integratievolgorde geeft
LY —(rz-f-Rfu2+R:v2)
I(a,b,a) = % f f fffe dxdydzjdudv . (3)
0 0 -

Uit de figuur zien we dat

2 2 2 2 2
r? = x* 4y + 2%, R, = (x-a) +y° +2z

2 s Ry = (x=b cos «)? +

+ (y-b sin «)® +2° .
Dus

r? + Rfu2 + R§v2 = 1+ +vA) (K +y2 4 za) - 2(au® +b cosa v2)x +

. 2 2 2 2 2
- 2b ginavy+au +bv ,

Kwadraat afsplitsen geeft

2 2,2 , 2.2
2 +Rfu2 +R:v2 = (1 +u2+v2)i< _au"+b cosav) +(y-b a:l.nav) +zz} +

2 2
T+u +v 1+u? +v°

+ {154.21.12 +b%v? + (a2 +1% - 2ab cos a)uzvz}(1 +u” +v? )"'1

-

Met ¢ = a® + b2 - 2ab co8 o volgt dan

¥

11
2.2.22 222 2 2\=1
I(a,b,a)n‘-jft- f j‘e-(auﬂ)vﬁcuv)ﬁmw) f(u,v)du dv
o 0 '

met
oo
2 _avif au® +b cosav’ 2 b sing v- 2 2
f(u,v)=fffexp-(1+u +v)(x- TS ) +y-—2-£--2—> +z}dxdydz
t+u” +v T+u +v
-—r
bt | 3
= fexp{-(1+u2 +v3)t%}at| = 1':2{11: 2 3/2 .
2 (1+u° +v%)
1 -
Dus 1 e_(azua_'_bzvawauavz)(Phlzwz) 1
I(a,b,a) = 4\[1:]1 f s i)z dudv . (4)
q ¢ (1+u® +v°)

Deze vorm is zeer geschikt voor numerieke berekeningen.
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Over de herekening wvan het magnetische veld van een cirkelvormige stroom-

kring*)

Inleiding

We beginnen met het g+ :n van resultaten van numerieke berekeningen voor het
magnetische veld van een cirkelvormige sircomkring in de vrije ruimte.

In rechthoekige codrdinaten (x,y,z) zij de cirkel (straal a) gegeven door de
vergelijkingen

2 2
x +y =& , z=0

In deze cirkel vioceit een constante gelijkstroom ter grootte i, in de posi-
tieve zin. Het veld van deze stroom is kemnelijk roiatiesymmetrisch om de
z-as. In bijbehorende cylindercobrdinaten (z,r,m), met x = r cos g,

¥ =71 sin ¢, is het veld gekarakteriseerd door de componenten Hz en Hr’ die
alleen van z en r afhangen, terwijl H¢ = 0 is. Bekend is dat Hz en Hr ele~
mentaire functies zijn op de z~as; in de rest van de ruimbte kan men HZ en Hi
uitdrukken in elementaire functies en complete elliptische integralen van de
eerste en tweede soort. Hoe men tot de expliciete uitdrukkingen voor Hz en
Hi komt, wordt later in detail behandeld, Voor numerieke resultaten raadple-
ge men tabellen I en IT. Deze tabellen geven I, en H_ als functies van z/a
en r/a in dimensieloze eenheden.

Als eenheid van veldsterkte is daarbij aangenomen

zijnde de veldsterkte Hz in het middelpunt van de cirkel. Is i gemeten in
ampéres, a in meters, dan is Ho uitgedrukt in ampéres per meter. Er worden

uitsluitend gerationaliseerde Giorgi-eenheden gebruikt.

*) C.J. Bouwkemp: Over de berekening van het magnetische veld van een cirkel-
vormige stroomkring (rapport T.H.E. 1957).
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2, Berekening van het veld uit een vector-potentisal

De differentiaalvergelijkingen voor het magneetveld H, bi] gegeven stroom-
dichtheid i, zijn

rot H=1 div(pg) = 0 ,

waarin y de magnetische permeabiliteit van de ruimte is. _
Probeer een hulpvector A te vinden, zbdanig dat pH = rot A. Als dat gelukt,
dan is automatisch aan de tweede vergelijking voldaan, Substitutie in de

eerste vergelijking (i is constant) geeft dan
rot rot A = pi .

Nu geldt, in rechthoekige componenten,
rot rot A = grad divi - AL ,

waarin A de lLaplace-operator is. We proberen mu A nog te laten voldoen aan
div & = 0. Als dat kan, vinden we voor A& de Poisson-vergelijking
A& = - [l 2.._ .

Een particuliere oplossing hiervan, die in het oneindige naar nul gaat, is

gegeven door

i

N B
&_41; Rdv ]

waarbij R de afstand is van het bronpunt tot het veldpunt.

Deze vector A heet de vegtorpotentiasal van de stroomdichtheid i, Inderdaad

controleert men gemakkelijk dat voor deze vector div A = O is, omdat div i = 0
is. Daarmee hebben we een formalisme om H in zijn bronnen i uit te drukken,

te weten,

-1 ot -k [L
B=grotd ,. &-LPIRO.V. (1)

Deze formules gaan we nu toepassen op het geval van de cirkelvormige stroom-
kring, De functie i is nu geconcentreerd in de cirkel. Een punt van de cirkel

heeft tot codrdinaten
z=0, r=a, p=0a,

De afstand van dit punt tot het veldpunt (z,r,p) is

R= Vz° +a° - 2 ar cos{p -a) +1° .

Is ds = ada het boogelement van de cirkel, dan is idV = isds, waarbij s de

raaklijneenheidsvector aan de cirkel is. De componenten van s zijn
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85 = -=s8in o , 8 = cos «, s =20
X y

De vectorpotentiaal van de cirkelvormige stroomkring is nu, volgens verge-
lijking (1),

= MR .
= 4nfRd' ’

waarbi] de integratie over de hele cirkel moet worden genomen. Het is duide-
1ijk dat AZ = 0 is., Uit symmetrie-overwegingen ziet men gemakkelijk dat ook
Ar = 0 is, omdat de bijdragen van spiegelpunten ten opzichte van het vlak
door veldpunt en z-as elkaar precies opheffen voor wat de component Ar asn-
gaat. De vectorpotentiaal heeft dus alleen een van-nul-verschillende g-com-
ponente. Bovendien is AQ onafhankelijk van ¢. We kunnen dus volstaan met het
berekenen van Ay op de plaats y = O (9 = 0). Deze is precies gelijk aan A¢.
Dus

pla. f cos ado _
CP {z +a - 2ar cos cx+r2
Deze en soortgelijke integralen kuwrmen we met de theorie van Besselfuncties

berekenen.

Is z >0, dan geldt

\}'_ f ty Jot)at . (2)

Verder gebruiken we het additie-theorema dezer functies:

Jo(t‘[aa-Zar cos a+r2) = E J (at)J (rt)cos (ma) (39

-0

waaruit volgt

27

f Jo(t\[aa-Zar cos a+r°)cos ada= 21&11(9-13)J1(I‘t) .
0

Zo vinden we, voor z > 0,

2n e
Aq: = 2-4]:1% fcos od o -[;"ZtJO(tVaa-Zar cos «+r°)dt
0
o0 2n

%,% fe"thtIJO(t\[az-Zar cos a+r°)cos ada
0] 0]
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o0

=1 pia fe"ZtJ1(at)J1(rt)dt .
0
Kennelijk is A(p een even functie van z., Dus geldt algemeen:
o0

A =3 pia 'IZ]tJ (at)J_(rt)dt (4)
) == HL e 1 1 -

0

De overblijvende integraal kan worden witgedrukt in complete elliptische in-

tegralen van de eerste en de tweed soort:

n/2
K = dd ’
- | Tt | ®)
respectieveli jk
/2
E(k) = J/ Vi-x2 sin®¢ d¢ . (6)
0
Men wvindt
fe'lzltJ1(at)J1(rt)dt . = {(%-k)h(k) - I%-E(k)} (7)
o nar
met %_
_ dar
« {zz + (a+r)21 ) (®)

Dan wordt de wvectorpotentisal

A =0, 'Ar=o ,

A

o= EVE (E-wx) - Ex)}

= -2%:;—{22 + (a+r)?{(1- 3x®)K -8} . (9)

Het bijbehorende magnetische veld vindt men uit

sz=;_'§—r(mcp)’ p.HrL-—-a—}, B, =0 .
Men vindt, na enige manipulaties,
oo
I, = Lo fe"zltJ1(at)JD(rt)tdt . - (10)

0]
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==}
H, =%ia sgn z j:a—lzltJ1(at)J1(rt)tdt . (11)
0]
Ook deze integralen kunnen in de functies E en K worden uitgedrukt. Men

heeft:
g -i—l-‘-’— \..E+3-1-‘-—(--1)}

15 1.k

. 2 2 2
+ A 1 {K_'_E_i:_%,_g} . (12)

om {22+ (a+z)? 22 4 (a+1)2

i = ikza 1 - g k
r 411(8.1‘)3/2 kz

E - K}

- i 7 z2+a2+r2 E - K} (13)
2nr 51z2+(a+3:')2 zz-r(a-:r:')2

3. Berekening van het veld uit een scalaire potentiassl

De methode van berekening met behulp van de vectorpotentiaal uit het wvooraf-
gaande is algemeen. Zijn de bromnen i echter geconcentreerd in een gesloten
ruimte~kromme, dan bestaat er ook nog een andere methode, die samenhangt met
de ruimtehoek waironder men de ruimte-kromme vanuit het veldpunt ziet. Deze
samenhang wordt nu beschouwd. Voor de transformatie hebben we een hulpstel-

ling nodig.

Hulpstelling

Z1j ¢ een scalaire functie gedefinieerd in de omgeving van F (tweezijdig op~
pervlak door de gesloten ruimte-kromme C) die daar tenminste eenmaal continu-

differentieerbaar is. Dan geldt

fcpg_ds =fr_1x grad ¢df .
Bewigs:

Zij a een constante vector. Dan is

a-ftp.s_ds =fcpg-s_ds
=fr_1_.rot@>§)df,

waarbij het laatste gelijkteken geldt op grond van de stelling van Stokes:
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fz- sds =le.x rot v df (met ¥ =¢a) .
Verder heeft men

rot(pa)

p rot 2 + grad gxa

Gial 9Xa

(2 is constent, dus rot a = 0).

llen vindt zo
g.fcpg_ds =f£. (grad pxal)df .

De rechter integrand is het bekende triple- of volume-product. Daarvoor kun-

nen we door cyclische verwisseling ook schrijven:
n, (grad pxa) = a. (nx grad ¢) .
Derhelve geldt
a_-fws_ds = fa- (nx grad ¢)af
= g.ﬁ}_x grad ¢df

(in de middelste integraal kunnen we de constante vector & v66r het inte-

graslteken brengen). Bovenstaande relatie geldt voor elke a, Dan moet ook
gelden

f¢gds = ﬁ}_x grad gdf ,
hetgeen te bewijzen was,

Uit het voorafgaande weten we dat het magneetveld van de stroomkring C kan
worden berekend met behulp van de formule

B= 2 rot[Zd
H=ggprot Fds
Pas nmu de hulpstelling toe voor ¢ = 1/R. Dan vindt men
H = rot [nx grad' 1 df
= 4An X 8r R *

Hierbij is met een accent aangegeven dat de gradiént-operator werkt op de
integratiecolrdinaten; geadi&nt zonder accent wil zeggen dat we haar de veld-
puntcodrdinaten moeten differentigren.

Bekend is dat geldt

grad! =-gra.d£{ .

U PN
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Daarmee vindt men voor het magneeiveld

- i 1
.I:I..- An rot f(gra.d R)}Cl'_ld.f .

Verder gebruiken we weer
rot{pn) = ¢ rot n + (grad ¢)xn .

Bedenken we dat rot n = Q is (n hangt niet ven de veldpuntcoSrdinaten af, en

naar deze cobrdinaten differentiren we), en nemen we @ = 1 /R, dan wordt

i R
H= An rot rotfR daf
i . 2
_E{gra.d dlv-A}fRd_f .
Ligt het veldpunt niet op ¥, dan is

Af%df =f£ﬂ (ﬁ-)df =

omdat 1/R aan de potentiaslvergelijking voldoet (R # O).
Buiten F geldt dus de voorstelling

|22

=-4i—ngrad divf%df . (14)

Daarmee is aangetoond dat het magnetische veld van de gesloten stroomkring C

kan worden berekend uit een scalaire potentiaal
H=~- grad ¢ , c|a==--—d1vfdi‘ . (15)

Bij een bepaalde keuze van F is ¢ eenduidig bepaald. De functie ¢ is , anders
dan de vectorpotentiaal A, geen reguliere functie van de plaats. Alleen bui-
ten F is het een reguliere functie; ¥ is een oppervlak van discontinuiteit
van ¢, een snede voor ¢, Daarentegen is grad ¢ wel weer regulier buiten C.
De potentiaal ¢ is meerduidig, zolang we het oppervlek F niet specificeren.
Is de kromme € een vlakke kromme, dan ligt het voor de hand om voor F het

inwendige van C te nemen. In het geval van de cirkel vindt men aldus de een-
voudige uitdrukking

waarblj de integraal over de cirkelschijf wordt uitgestrekt. Deze integraal
kunnen we weer transformeren met behulp van Besselfuncties. De afstand R van

het veldpunt (z,r,¢) tot het integratiepunt (0,p,a) is
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R = {22 + 1> - orp cos(p=a) + p°

zodat
(=]

fe"lzltJo(t{ra - 2rp cos{p-a) + Pz)dt .
s :

=

Integreren we dit over ¢ dan is het resultaat

2n o
d -{z]t
j1 3§-= 2n.f; 2] Jb(rt)Jo(pt)dt R
0

als we formule (3) gebruiken. Vervolgens

a 2n
af d
5= feae [ B
0 0

-4 8
= 2n‘I;“lZ|tJo(rt)dt‘f'pJo(pt)dp
0 g
[=+3
= 2natj;-lzltJo(rt)J1(at)t-1dt , (16)
0
als men gebruik maskt van a%-;__- (xJ1) = xJo(x) ,
a
en dus pro(pt)dp - at™ I, (at) .

0

De scalaire potentiaal is dus tenslotte

-3
L]

oo
.. 0 -zt dt
~3ia & [ol7lty @), eyt
0

o0

+ia sgn zfe"lzlt
0

o (rt)d (at)as . (17)

Berekent men H nu met HZ = - %ﬂz’- en Hr = - g—% y dan vindt men inderdazd de

formiles (10) en (11) terug.

We merken op dat ¢ een oneven functie van z is.
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4. Samenhane met de ruimtehoek

De scalaire potentiamal ¢ uit formule (15) kunnen we &én physisch én meetkundig
interpreteren,
Voor punten buiten F kunnen we de operator div onder het integraalteken bren-

gen, Bedenkt men dat geldt

i

div(%) ) +

div n

K[ s
|-

n . grad(

= = n. grad’ %- ’

ST

=1, grad
dan vindt men voor de scalaire potentiaal
¢=Ln ad?ldf
4n |&+ 8 R *

Mu is de scalaire potentiaal van een magnetische dipool met moment dm gegeven

door
dy = L dm rad'-l
X-4n . g R .

Beleggen we het oppervlak F met een moment ter dichtheid

=l£}.’

|8

dan is dm = indf ,

en dan wordt de potentiaal van de homogene dipoollaag
x="i—n.g'.t‘&d'ldf=¢ .
Am |= R

ﬁet magnetische veld van de stroomkring is dus identiek met dat van een ho-
mogene dubbellaag over F met een oppervlaktedichtheid gelijk aan de stroom-
sterkte. Aangezien een magnetische dubbellasag physisch niet realiseerbaar is,
en men wel een electrische dubbellaag kan maken, kan men ook zeggen:

het magnetische veld ven de stroom i_in de kromme C is identiek met het elec-

trische veld ven een homogene dubbellaag, ter dichtheid i, die C tot rand
heeft., Tot zover de physische betekenis van ¢.

Mu de geometrische betckenis van ¢,

Laat R zijn de vector van ds naar het veldpunt.

Dan is

H

1
grad?t ol ;%-grad' R = .
R k

lien heeft dus

b =__i_ff.l.-3_df ifcosm,l_i)df

Am R3 4n R2
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cos{n, R
Als COS(EJ B) positief is, ziet men gemakkelijk in dat yf-—£§¢4=l
R

dff geligk
is man de ruimtehoek Q die door C wordt opgespamnen vanuit het veldpunt.
cos(g, R) i

Iomers, d@ = is juist de projectie van df op de eenheidsbol

rondom het veldpunt. . integraal kan wel negatief zijn. Laat men ook nega-
tieve ruimtehoeken toe, dan geldt dus
i
b=am e - (18)

Le scalaire potentiaal is dus i/4n naal de ruimtehoek of schijnbare grootte

van de stroomkring.
Aan formule (18) is duidelijk te zien dat ¢ discontinu is aan het oppervilak

F. Immers, aan de positieve zijde van F {(de kant waar n heen wijst) is

Q=Q, = 2n, aan de andere kant is Q@ = Q_ = - 2m Dus

De sprong in ¢ is precies gelijk aan de stroom in C.

Slotopmerkingen en bibliografie

De scalaire potentiaal van een homogeen-geladen cirkelvormige schijf, met

ladingsdichtheic 4, is volgens (16)

[=+]

ar - t at
I R S LU NCOTR OO o
0

In tegenstelling tot de integralen (7), (10) en (11}, is deze integraal niet
uitdrukbaar in de functies K en E. We hebben voor haar berekening ook nog

nodig de complete elliptische integrasl van de derde soort

n/2
J e
5 (1-p sin® ¢ )V - k% siny ’

die van twee parameters, p en k, afhangt.

Ook voor de berekening van de ruimtehoek Q of de daarmee evenredige scalaire
potentiaal ¢ (formules (17) en (18)) moet men beschikken over tabellen van
deze elliptische integraal van de derde soort.

Zonder in details te willen treden, merken we nog op dat de lijnen

rA¢ = congtant
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samenvallen met de krachtlijnen. Deze magnetische krachtlijnen zijn de ortho-

gonale trajectori&n van de oppervlakken

¢ = constant .
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Voor z > 0 geldt

o0
2a a2 [ -t
T H, =a Ie Jo(rt)J1(at)tdt R
0
[+]
28,

2a 2 a2 [zt
— H, aoje J1(rt)J1l(at)tdt .
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XV. Voortplanting van golven in golfpijpen

1. Ontwikkeling in modes

We beschouwen een golfpijp met oneindig goed geleidende wanden (fig 1.) en
laten van links een gcl¥, die gepolariseerd is in een richting loodrecht op

het vlak van tekening, invallen.

III
y
s I v ! II
invallende golf | 0 ! x
gereflectieerde golf | | getransmitteerde golf
R I L _}
v fig. 1.

Er ontstazan nu naast de invallende golf een aantal andere golven: nl. gere-
flecteerde golven, transmissiegolven en deflectiegolven, Het is de bedoeling
o betrekkingen af te leiden tussen de reflectie-, transmissie- en deflectie-~
coéfficiénten, zodanig dat het probleem geschikt is voor numerieke berekening.
Het veld is tijd-afbankelijk volgens exp (-iwt) met k = ®/c; c = lichtsnel-
heid,

Z1ij O0XYZ een cartesisch cofrdinatenstelsel, met O in het centrum van het kruisj
de Z-as is loodrecht op het vlak van tekening en wijst naar ons toe.

Daar de invallende golf gepolariseerd is zoals hiervoor aangegeven, worden de
Maxwell-vergelijkingen

E =E _=H =20

x ¥ z !
BEZ aEz 3Hx )l
1ka = ?EF. ;3 - ikH = 3% ?£F'~ ?E§'= lkEz

Hieruit blijkt, dat ons probleem kan worden sangegeven als volgt: Bepaal de
functie 9 = Ez, die voldoet aan
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Aq:+k2q>=0

en aan de door het probleem gestelde rand- en stralingsvoorwaarden.
Daar de wanden oneindig goed geleidend zijn ondersteld, moet @ = 0 zijn aan

de randen.

We beschouwen nu de mogelijke modes in een oneindig lange pijp met breedte

a = men kiezen een codrdinatensysteem x',y' als aangegeven in fig. 2.

y'
a=T T ————— X

fig- Ze

Als n een positief geheel getal is, is de functie

® df—__-f sin ny! exp[ix'\lkﬁ-—n ]

n

een oplossing van de golfvergelijking, die nul wordt voor (y'=0,n).
P stelt een golf voor die zich in de x'-richting voortplant.
Als k > n stelt T, @D ongedempte golf voor, is k < n een gedempte golf.

We zullen nu definigéren

2 2.3
mdﬂf(k -n°)®% alsk>n
i(n?-k2% als k <n .
Het + teken is in het laatste geval noodzakelijk, daar we in de positieve
x'-richting een gedempte golf moeten hebben. Om resonantiemoeilijkheden te
omzeilen zullen we aannemen, dat k geen positief geheel getal is. We stellen
dan k complex met Imk positief, maar klein, Dan is \‘kz -n® zo gedefinieerd

dat

Uit symmetrieoverwegingen verplaatsen we in het kruis het assenstelsel naar

het midden en er volgt daar

x'=x+-21-t- en y'=y+

ST

9. = 8in n(y + g-)exp[i(x + -g)\}'kz-nz] ,

n
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of 1_121 cos ny exp[i(x + %\}ka -n°]  voor n oneven

n T
cos r—lg- sin ny exp[i(x + k2 -n?] voor n even .

n

De dominant mcde wordt ;,—;vbnden voor n=1, dus
9, = cos y exp[i(x + Z)? - 1] .

Daar deze dominant mode ongedempt is, is k > 1. Deze mode is verder een even

functie van y. Dit houdt in dat de hele configuratie een even functie van y

is.

In de gebieden I en II worden alleen modes met n oneven opgewekt. i
In III en IV echter ontstaan de verstrooide modes. Deze worden verkregen door

in I en II de cobrdinaten x en y te verwisselen, waarbij dan verder geldt dat

hierbij een sommatie over alle natuurlijke getallen plaats vindt. We voeren

nu een aantal co&fficiénten An', Bn’ Cn en Dn in, om het totale veld over de

gebieden I- IV vast te leggen. Er volgt dan:

Gebied It (-2 <x<=%; |yl <12‘-)

9 =cos y exp[i(x+%ﬂk2 -1]+ Z (Bn-Dn)sin 221-1 cos ny exp[-i(x +%ﬂkz -2},

n oneven> 0

Gebied II: (3 x<w; |y| <3)

¢r-=cos ¥ expli(x+2) k2 -1+ _>> (B_+D_)sin 2F cos ny exp[i(x-Z){k2 -n?] .
I 2 n oneven»o ©* 1 2 2

Gebied III (|x| <5, F<y <)

Prr7 ° Z A sin 22’-5 cos nx e:\cp[:i.(y,r-1I2~-)\]]g2 -n?] -

n oneven >0

- E C, cos nz—“sin nx exp[i(y-%)dkz-nz] .

n even>0

Gebied IV: (|x| s%, —°°<y‘=—-%)

o1y = E A sin %ﬂ- cos nx tsz:cp[-i(:,r-t»%)\[ﬂ2 -n?] -

n cneven >0

- E ¢, cos %TE sin nx expl-i(y + g—)vkz -n?] .

n even>0
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Als we deze ontwikkelingen nader bekijken, dan zien we dat ¢ 1 in de gebieden
IIT en IV nul is en in I en II: cos y exp[i(x + %)\Jki -1] .

Voor x = = -;- is 9, = co8 ¥, d.w.2. de invallende golf heeft een amplitude 1,
zodra hij gebied V binnenkomt.

De secundaire velden in de gebieden I/IV zijn ontwikkeld in oneindig voortlo-
pende reeksen, Overal zijn de factoren die de phase vastleggen zodanig geko=-
zen, dat ze 1 worden op de rand van V,

In bovenstaande formules zijn de coéfficiBnten An’ Bn' Cn en Dn nog onbekend.
Het is duidelijk, dat in gebied I de reflectiecodfficiénten Rn als volgt zijn
vastgelegd:

R =0 (n even) ; R, =B -D (n oneven) .
In gebied II zijn de transmissiecogfficiénten Tn als veolgt gedefinieerd:

T, =0 (n even) ; T, = B, +D, (n oneven ¥ 1)

T, = B, +D + exp(in\fk_’-‘l) .

De deflectiecoéffici&nten van III en IV zijn:

5, %A, {n oneven) en 5,=~6, (n even) .

Formulering van het probleem met behulp van een integraalvergelijking

Het probleem kan in twee onafhankelijke delen gesplitst worden.

Het ene deel is een even functie van x, het andere is oneven. Om dit in te
zien, ontbinden we de primaire lopende golf in twee staande golven u, enu,
waarbi]j

u = ‘exp(:g ik = 1)cos y cos(xfk2 = 1)

een even functie van u is en waarbij
w, =i exp(-g'; 1VK® - 1)cos y sin(xfi& - 1)

een oneven functie van u is.

u, zal in het kruis aanleiding geven tot een totaal veld dat even is in x;

u, zal sanleiding geven tot een veld, dat oneven is in x.

Tellen we deze velden op, dan ontstaat er een lopende golf, gegeven door
We beschouwen eerst het even probleem en lossen daartoe het volgende Dirich-

letprobleem op (zie fig. 3):
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b =0 ¢=f1(x) X ¢=0 I
n T y
x=-§ ]Y X=3
<« > x —
M+k¢=0
= = y-‘i
$=0 x=o B =f (x) x=d $=0
fig. 3.

r
2 »
Z2ij verder 4:1 (x,y) een oplossing van de golfvergelijking binnen het gebied

|7] s% » zodanig dat ¢, = 0 voor |y| = % als |x| 3-’23 en ¢, = f (x) voor

Laat f1(x) = f1(-x) een even functie zijn, gedefinieerd voor |x| <

T
2 -

Z1j verder ¢1(x,y) zowel even in x als in y en stel dat 4:1 voldoet aan de

|y|=’—2‘- en |x| <

stiralingsvoorwaarden voor x = + oo,
Zo'n functie ¢1 (x,¥) bestaat en is eenduidig onder zekere gladheidseisen
voor f1(x). Er blijkt

n/2

[= 4]
o 1 [ comblplT )
/2 ! uo cosh(% 82 - k?)

We tonen dit als volgt aan.

¢, (x,5) = cos s(x-t)ds . (1)

Allereerst merken we op, dat het rechterlid van (1) een even functie van y
is.
Het is echter ook een even functie van x, omdat

cos s(x-t) = cos sx cos st + sin sx sin st ,

zodat in (1) alleen cos sx cos st een rol speelt, daar £,(t) even is, Verder
is voor |y| = % en |x| <121- X2 (x,y) = f,(x) en buiten dit interval is

¢, (x,5) = 0, zoals direct blijkt uit het feit, dat voor |y| = 12‘- de integraal
niets anders voorstelt dan de fourierintegraal van f1(x). Zodoende voldoet
q.-!(x,y) aan de randvoorwaarden. Binnen de strip (fig 3) is het rechterlid van

(1) inderdaad een oplossing van de golfvergelijking, daar

cosh(yVs? - k?)cos s(x-t) ,

dit is voor elke s en t.
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Zoals bekend is blijft dit waar, als we naar s en t integreren, nadat we met
gewichtefactoren, die alleen van x en y afhangen, vermenigvuldigd hebben.
We moeten nu nog nagaan of ook aan de stralingsvoorwaarde is voldaan.

Beschouw daartoe

1 cosh(y{s? - k?) <
X(t) = Of coah(—-m) cos(st)ds

" .
a1 fcosh(y\lsz -K) eisltlds
2n cmh(gm)

De integrand heeft oneindig veel enkelvoudige polen in s = Jk -n (n oneven > 0)

in het vlgk Ims > 0 met residuen

n 1|t k2n?
qk!-n

Hieruit volgt:

1 fm cosh(y{s? - k2)
" cosh(% Y8 - x%)

1’ 2
==2?i E —_ smg—cosnyellx_tl k?-n*

n oneven>0 YkZ-n e

o

sin(pzl)cos ny e

cos 8(x=-t)ds =

Het linkerlid is een oplossing van de golfvergelijking; het rechterlid is de
corresponderende oniwikkeling in modes, waarbij elke term aan de stralings-
voorwaarde in het oneindige voldoet.

Vermemg\ruldlgen met f (t) en integratie over |t| < -- doet deze eigenschappen
voor |x| > — niet Verloren gaan.

Hieruit volgt ‘dat het rechterlid van (1) inderdaad aan de stralingsconditie
voldoet en zodoende is ¢1(x,y) de gevraagde oplossing.

Zij nu cp1(x,y) het totale veld van het even probleem, en stel dat £,(x) en
g1(y) de waarden ven ¢1(x,y) voorstellen op de rand van gebied V (fig. 4),
waarbij f1 en g, even functies zijn van hun argumenten.
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TII
9, =f (x) 2
J |
I ' v : II
I |
1 |
| | n
_______ g =L
9,=f (x) 2
’_:‘I:v fig- 4.
x= -7 T

x=7
In I, V en II hebben we:

‘P1(x’Y) = exp(% Nk2 - 1)cos y cos(xdkz- 1) +

nf2 00

1 cosh(yVs? - k2)
f1(t)dt = s °o8 s(x-1t)ds
cosh(-é-‘Js - k%)

+ ]

-n/2 0

in overeenstemming met (1).
Voorts geldt in III, V en IV:

n/2 oo

1 [ cosh(xfs® -k°)
t)dt = - t)ds
. 31( ) T Of cosh(% (ﬁs k ) cos S(y )

door (1) op de verticale zijden toe te passen en x en y te verwisselen.

9,(x,7) =

?

De gebieden, waar deze twee vergelijkingen geldig zijn overlappen elkaar in
V, inclusief de rand.

Substitutie van x = % in de eerste vergelijking geeft:

11:/2 oo

. Ve? - k2
gz(y) = d{exp(nifk® = 1) + 1}cos y +—n'£2 £ (t)ds :T Of :::E%—ﬁrkg) cos(sgg- t)ds
2

z

Substitutie van y = >

in de tweede vergelijking geeft:
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n/2 o0
_ 1 [ cosh(x{s?-12) cos s(%- t)ds
£,(x) - /L g, (1)t 1 Oj G ) o e O

(2) en (3) vormen een systeem van lineaire integraalvergelijkingen voor de

onbekende functies i‘1 =0 g, .
Ze kunnen vereenvoudigd worden wegens de symmetrie van f 4 €8 8,5 immers de
factor cos 5(321- t) kan dan worden vervangen door cos %s cos st.

We definiéren nu voor het even probleem.

-1 oc,cosh(:dsa -K°) n
K(x,%) = — Of cosh(%m) cos 7 8 cos(st)ds . (4)

De integrasalvergelijkingen worden dan:

n/g
£ (x) = /[ K(x,t)g,(t)at  (|x} <P
~"/e /2 (5)
g, (¥) = %{exp(imf}_cz—::l-) +1}cos y+ K(yyt)f,(t)at

-T2 (vl <P

We bekijken nu het oneven probleem.

Het totale veld noemen we cpa(x,y). Deze functie is even in y, maar oneven in x,

De randwaarden in gebied V zijn gegeven zoals in fig. 5 is aangeduid.

IIT

I gmg ) 7 leme) T

fig. 5-
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Hierbi] is g, een even functie van y en f2 een oneven functie van x.

In I, Ven IT volgt nu, op analoge wijze als hiervoor,

v, (x,5) = i exp(%i\]k2 -1)cos y sin (k2 - 1) +
o /2 oo 5
Y52
+ fa(t)dt% f°°3h(fl 8ok ) oos s(x-t)ds
cosh(E {2 - k?)

’

~n/2 0
en in IIl, V en IV geldt

n/2 oo
_ 1 [ sinh(xle? - K*)
‘Pz(xty) = f gz(t)dt p fslnh(% \[?—._k_a)

-n/2 0

cos s(y-t)is .

Ook deze voorstellingen overlappen elkaar in V en ook hier ontstaat een sys-
teem van twee integraalvergelijkingen.

In dit geval hebben we echier twee kermen nodig, die we als volgt definiéren:

L(x, t) 1 fwcosh(xqsa - k%)
’ % ; cosh(lzt- Ve? - k?)
en o0
A 1 sinh{xVs® - k?) L
M{x, = - = 8)cos ds .
(x,t) = % Of m(;ﬁz__kz_) cos (5 a)cos (st) (1)

Hieruit volgt als resulierend systeem

n/2
R = [ amtetar  (Ix] <)
-nf2
n/2 ®)
g () = HomihT - )~ 1keos v+ [ Lt)e,(ar (sl <P

“n/2

i

sin(% s)sin(st)ds (6)

1

In het algemeen is het niet mogelijk de stelsels (%) en (8) op te lossen.

Dit is echter cok niet van groot belang. Wat belangrijk is, is het vinden van
de reflectie-, transmissie- en deflectieco®fficiénten Rn’ Tn en Sn’ omdat
deze een fysische betekenis hebben en experimenteel te bepalen zijn. Het
blijkt nu dat deze coéfficiénten op eenvoudige wijze zijn te vinden uit de
coéfficiénten van de fourierontwikkeling van de functies f en g.

Daartoe transformeren we (5) en (8) in een oneindig systeem van gekoppelde
niet-homogene lineaire vergelijkingen met een oneindig aantal onbekenden

An, Bn’ Cn, en Dn.
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3. Fourierontwikkeling

In de eerste plaats kunnen K(x,t), L(x,t) en M(x,t) ontwikkeld worden in
fourierreeksen voor lxl <% en |ti <n§ .
Dit is mogelijk door toepassing wvan contourintegratie. De resultaten die men

verkrijgt zijn:

K{x,t) = % 2 e:cp(---:l.h:2 nz)sn.n A% cos nx cos(tik? -ni) (9)

n oneven>0 k2 -1

L{x,t) = % E — exp(*ﬂkz -n )s:.n 87 cos nx sin(tfk? - n2) (10)

n oneven>0 k2 ~n?

M(x,t) = -112? E exp(—ldka-n )cos 2L gin nx cos(tVk? - n?) (11)

n even>0 k2 -n?
We ontwikkelen verder de functies i‘1, €, f2 en g, als volgt in fourierreeksen:

nn
Z An sin > co8 nx (12)

n oneven>0

i

£,(x)

g, (v) = Hexp(infiZ 1) +1}oos y + —== _ 5_sin(@)oos(ny)  (13)

n oneven>0

fz(x) = - E C, cos(%ﬂ-)ain(nx) (14)

n even>0

ga(y) = %{exp(iﬂﬁ -1) -1}cos y + Z D sin(géﬁ)cos(ny) . (15)

n oneven> 0

Deze vergelijkingen zijn geldig voor |x| en |y| <% .

We laten nog zien hoe (5) omgezet kan worden in vergelijkingen, uitgedrukt in
An en Bn' _

Uit (9) en (12) volgt:

n/z

f K(y,t)f,(t)at = z A ain(%ﬁ) X

- /2 m oneven >0

x2:i. ;

n oneven>{ \[n -x2

n/2
exp(2 iVk2 -1 )am 8% cos ny [ooe mt cos (t&z-nz)dt.‘.

-2

Nu is n/2 : nn T
W 2m 8in 5> €08 3

cos mt cos(tVk?-n2)dt = S
k

--‘I'!/2 m +n

k% -n?

(m oneven > 0) ,
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De cogfficiént van sin %11 cos ny (n vast) wordt dan:

a4 _n exp(-i\lk -n )cos(2 i -n%) E —T—Am .
r Un m oneven>0m +n -

Uit (13) en de tweede verelijking van (5) volgt dan dat deze coEfficiént
gelijk moet zijn aan Bn'
Op analoge wijze volgt de rest.

We winden dan

Bn ‘r (1 +em(1ﬂm) )m oneven > 0 m +n “k2 Am (n oneven > 0) (16)
infi?—1
Ay = {——-U+emuﬁh?-3)) I S S O

2(n 1k ) m oneven>0 m° +n?-K B

(n oneven > 0)

D = (1« exp(inyk? - n?)) E e (0 (n oneven > 0) (18)

m
m even>0 m +n -k

4E§-1
p = (1 +exp(infk? - n?))|% =L, Z T—%_—znm (19)
V 2(n® +1-%%) m oneven>0 n® +n® -k
(n even > 0) .,
De systemen (16,17) en (18,19) lijken erg op elkaar en numeriek gezien zijn
ze identiek.
Om dit in te zien, vceren we een pariteitsindex j in, met j=0 voor het even
probleem en j=1 voor het oneven probleem en we stellen voor n=1, 2, 3, ...
A, ,=Xun); B, ., =Y¥(1,n) ;
C,y = X(2,n) ; Dypq © Y(2,n) .
Direct is dan in te zien, dat de beide systemen tot &&n systeem worden en er
geldt:
. 2(2n - 1 ) .
Y(5+1yn) = - —BBIL (14 (1) exp(amfid - (2= 1)7)] x
inyi? - (2n~1)
oy 2m -1+
x 2 L — X(j +1,m) (20)

m=1 (2m-1+3)° + (- 1% -k
en
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. = - 2(2n-1+.]) 1 : kz_ -1 s \2
X(3+1,n) i T [1+exp(iny ( +3)2] x
"! = 3 oo |
X [@iiﬂ K= 1) + (1) + an - 1 Y(j+1,m)J . (21)
2{(2nm1+? +1-%%} m=1 (2m-1)2+ (2n~1+3)% -%°

Dit oneindige systeem van simultane lineaire vergelijkingen voor het oneindig

aantal onbekenden X en Y kan omgezet worden in een systeem in de onbekenden X
alleen door Y te elimineren.

Voor numerieke berekening is systeem (20) afgebroken bij n = 30 en het corre-

sponderende eindige systeem van orde 30 is met behulp van een der bekende me-

thoden opgelost. Kent men de eerste 30 componenten van X, dan berekenen we de

eerste 30 componenten van Y met behulp van (20).

Het is duidelijk dat de gevonden waarden benaderingen van de werkelijke waar-

de zijn.

Tenslotte vinden we in tabel 1 de waarden van r, t en s die bij de aangegeven

waarden van k zijn bepaald, uitgedrukt in procenten van de totaal binnenkomen-
de energie.'

r is de in T gereflecteerde energie;

t is de in II getransmitteerde energie;

8 is de in III en IV verstrooide energie.

Het is duidelijk, dat r + t + 28 = 100.
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1.30
0.93
0.76
0.68
0.67
0.71
0.80
0.96
1.26

1,08
0.84
0.75
0.73
C.74

0.79
0.89

1.07
1,42

0,88
0. 61
0.49
0.43
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0.43
0.5%
0.72

0.73
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0.49
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1.14

93.74
94.44
94.97
95.41
95.79
96,08
96.28
96. 39
96.32

93.71
94.16
94.70
95.20
95.62
95.96
96.24
96.44
96. 38

94.95
95.45
95.92
96.38
96.83
97.25
97.60
97.82
97.80

95.13
95,62
96. 23
96.85
97.40
97.83
98.08
98.04
97.39

2.48
2,31
2,14
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1643
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2.09
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2,07
1.92
1.66
1.37
1,10
0.88
0.72
0.64
0.74

9.1
9.2
9.3
9.4
95
9.6
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9.8
9.9

10,1
10,2
10,3
10.4
10.5
10.6
10.7
10.8
10.9

11.1
1.2
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11.4
1.5
1.6
1.7
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11.9

12,1
1242
12.3
12.4
12.5
12.6
12,7
12.8
12.9

0.59
0.41
0.33
0.30
0.30
0.32
0.38
Ca4T
0.65

0.49
0.37
0.33
0,32
0.34
0.38
0.44
0.53
0.68

0.44
0.32
0.27
0.24
0.24
0.24
0.26
0.31
0.41
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0.30
0.26
0.24
0.24
0.25
0.28
0.34
0.50

96.86
97.32
97.65
97.91
98,12
98.28
98.37
98.40
98.31

97.15
97.42
97.69
97.94
98.13
98.27
98.34
98,35
98.24

97.65
97.84
98.03
98. 20
98.37
98.52
98.66
98.76
98.79

97.63
97.78
97.99
98,22
98.45
98.66
98.83
98.91
98.79

1.27
1,14
1,01
0.90
0.79
0.70
0.63
0.56
0.52

1.18
1.10
0.99
0.87
0.76
0.68
0.61
0.56
Q.54

0,96
0.92
0.85
0.78
0.70
0.62
0.54
0.46
0.40

0.99
0.96
0,87
0.77
0.66
0.54
0ud5
0.37
0.36
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