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0. Inleiding
Zoals bekend spelen homogene lineaire differentiasalvergelijkingen van de
tweede orde in allerlei praktische problemen een belangrijke rol.
In dit college zullen we bepaalde lineaire differentiaalvergelijkingen van
de tweede orde met periodieke co&fficiénten onderzoeken. We geven enkele

voorbeelden van processen, waarbij deze vergelijkingen optreden.

A, Electrotechniek

1. Pupin-spoelen (kabels met periodieke structuur).

2. Modulatie van radio- en TV-golven (R. Carson; Proc. Inst. Radio Eng.,
1922, p.62).

3. Superregeneratie {H. Armstrong; ibid., 1922, p.244).

4. Stroom- en spanningsmodellen door periodieke variatie van L, R en C
(Rayleigh, Sci. Papers, vol. III, p.10).

5. Golfvoortplanting in gelaagde media en in ellipsvormige kokers.

6. Paremetrische versterking (cyclotron; Courant).

B. Theoretische Physgica
Electronen bewegend in een periodiek potentiaalveld. (Schrédingerverge-

lijking: ¢" + (A +u(x))¢ = 0.)

C. Mechanische verschijnselen
1. Stabilisatie door kleine trillingen (v.d. Pol, Paysica, 1925, p.157;
Rayleigh, Theory of Sound, vol. I, 1926, p.82).
2. Planetenbeweging (Hill, Poincaré).

Verdere literatuur:
M.J. Strutt: Lamésche, Mathieusche und verwandte Funktionen in Physik und

Technik, Ergebnisse der Math. und ihre Grenzgebiete, dl. I (1932),
p.199-213,
Meixner-Schifke: Mathieusche Funktionen und Sphiroidfunktionen (1954),
' Springer-Verlag.




1. Periodieke functies

1.1. Eenvoudige periodieke funcities, waarmee we reeds veel eerder kennis hebben

gemaskt, zijn bijvoorbeeld sin x, cos x, sin z (z complex).

Een periode van deze functies is 2mn (n geheel); er is ook een kleinste pe-
riode 2n, de zg. primitieve periode. Als we in het wvervolg over periode pra-
ten, bedoelen we de primitieve periode.

Een constante zullen we niet als periodieke functie beschouwen, want deze
heeft oneindig veel periodes.

Niet alle functies zijn pericdieke functies, ook niet als ze zijn samenge-
steld uit functies, die zelf periodiek zijn. Men ziet dit direct aan de
functie e” cos z, waarbij eZ periodiek is met periode 2ni en cog z met peri-
ode 2n. Ook behoeft een differentiaalvergelijking met periodieke coéfficién-
ten geen periodieke oplessing te hebben.

We illustreren dit aan een voorbeeld.

%ij gegeven u = e’p(z), waarbij p(z) periodiek is met periode a # 2mi. Dan

is

u! = e%p(z) + p'(z)e? = %p(z)(1 + 'ZZ )

D

dus u voldoet aan

1
y - (1 e Blely -0,

G.w.z, u = e° cos z is een oplossing van y' - (1-tan z)y = G

Ock het omgekeerde is het geval: de oplossing kan periodiek zijn, terwijl de
differentiaslvergelijking geen echte periodicke coéfficiénten heeft:

y"+y = O heeft cos z en sin z als oplossing.

Men kan ook coéfficignten, die niet periodiek zijn, tot periodieke transfor-
meren. Beschouw nl. y"(z) + g-y'(z) + y(z) = 0 met oplossing Jo(z).

Substitueer z = cos t, dan volgt na enig rekenwerk

y' () = (tan t + cot t)y'(t) +sin®t y = 0,

waardoor de vergelijking co&ffici&nten met periode n heeft gekregen. De op-
lossing hiervan is Jo(cos t) met periode n. Een andere oplossing is

Yb(cos t) met een logarithmische singulariteit in z = O. Yb(z) heeft meestal
eeh snede langs de negatief re&le as. Zo'n transformatie levert niets cop,

daar we terecht komen in singulariteiten en meerwaardige functies.




1.2. Enige algemene stellingen

1.2.1. Z1j gegeven de differentiaalvergelijking
(1) y' + P(z)yt + Qz)y =0,

waarbij P(z) en Q(z) gehele transcendente functies zijn met periode a, dus

voor alle z geldt

P(z+a) = P(z); Qz +a) = Q(z); a # 0, eventueel complex.

Stelling: De differentiaalvergelijking (1) heeft tenminste &én oplossing ¥
met de eigenschap

Y(z-fa) = cY(z)

waarbij o alleen afhangt van P(z) en Q(z). Zo'n oplossing heet quasi-perio-

diek met periode a.

Bewijs: Stel dat y1(z) en yz(z) onafhankelijke oplossingen, een zg. basis,
zijn van (1), gedefinieerd in het hele z-vlak. De algemene oplossing van (1)
is dan

y(z) = Ay (2) + By, (2)

met A en B willekeurige constanten.

Als y{(z) een oplossing is, is y(z +a) het ook, zoals door substitutie direct
blijkt. Hieruit volgt, dat ook y1(z-+a) en yz(z-+a) oplossingen van (1)
zijn. Wat we nog dieren te bewijzen is, dat y1(z-+a) en yz(z‘+a) onafhanke-
1ijk zijn.

Daartoe gaan we na of de Wronski determinant £ 0 is.

Daar y1(z-+a) en yz(z-fa) oplossingen zijn, is

G

y! + P(z)y! + Qz)y,
en

0.

il

vy + Bz)y) + Uy,

Vermenigvuldigen van de eerste vergelijking met y, en van de tweede verge-

lijking met y, geeft na aftrekking
wo_ n ' Yy =
(2) y,¥, - v,y + By,yl-y,¥}) = 0.
De Wronski determinant W(y1,yé) is' gegeven door

v, ¥
Wyy,) = C -

1 t
1 y2




Er blijkt nu

yy"—yy”=-ﬂ
oY 1Y dz '’

dus wegens (2)

A
-fP(t)dt

A im0 of W=¢Ce® ,

dz
met € een constante,
Beki jk nu

z
-fP(t)dt
0

W, = W(y, (2),3,(2)) = Ce

en
zia
-f P(t)dt

W= Wy, (z+a),5, (z+8)) = Ce° ,

dan is
zia a
-f P(t)at -IP(t)dt
w K
T=e z =e £ 0
1

en daar W # 0 omdat y1(z) en.yé(z) onafhankelijke oplossingen van (1) zijn,
is ook W, £ 0, dus yi(z-ka) en yé(z-+a) zijn onafhankelijke oplossingen.

We kunnen nu schrijven:
v, (z+a) =a ¥ (2) +a,,7,(2)

y, (z+a) =a v, (2) +a 5, (2)

of

o «
g(z+8) = K“ ) g(z) als x(z) = G, (=), (2) -

o4 o4
12 22

Definiéren we

t1 12

21 22

dan is




y(z+a) = a'y(z) .

Verder is y'(z +a) = och'(z), dus

(y1 (z+a) yT'(z +a))

v,(z+a) yi(z+a)

o o
12 22

1
(a,1 o\ [¥,(z)  ¥!(2)
1
v,(z)  ¥)(2)
(taan we over op determinanten, dan blijkt hiexuit
W2 = det ot.W1 ,

dus

a
det o = exp(-—j&(t)dt) of det o £ 0O,

dus o is niet-singulier.

Beschouw Y(z) = Ay1(z) + Byz(z), dan is

(3) Y(z +a) = Ay1(z +a) + Byz(z +a) = [Acx1 +Ba12]y1(z) + [Acxz +Boc22]y2(z) .

1 1

Is er mu een ¢ te vinden, zodanig dat Y(z +a) =0¥(z) ?
We proberen zo'n ¢ te vinden door het rechterlid van (3) gelijk te stellen
aan o(Ay, (z) +By2(z)). Dit is mogelijk als we stellen

Aal +IB(J¢12

11 oA

fl

Aa21 +Ba22 = 0B .

Dit stelsel vergelijkingen heeft een oplossing 74 nul-oplossing als
o
11 12
(4) =0,

d.w.z. O is eigenwaarde ven a, wasrbij ¢ # O. Uit (4) volgt

2 —_—
o° - (oc11 +a22)0 +deta =0 .

We onderscheiden twee gevallen:
i) o, eno zijn verschillend,

ii) o, =0,

i) Er zijn twee functies Y, en Y, waarvoor geldt

Y (z+8) =0 ¥ (2); Y,(z+a) =0o,¥ (2) .




De functies Y1(z-+a) en Yé(z-+&) zijn lineair onafhankelijk, immers beschouw

Y (a+s) o 1()  1(a)
Yéfz-+a5 - o, Y;(zj A1 Yéfzi ’
Opmerking: Men noemt de functie Y(z) wasrvoor geldt Y(z +ea) = o¥(z) quasi-
periodiek met periocde a.

ii) Daar o =0, is er slechts &én functie te vinden, te weten

Y (z+a) =0 Y (z) .
1 171
Er is dus tenminste één oplossing.

Stelling: Het hierboven behandelde proces is onafhankelijk van de basis-

keuze,

Bewijs: Zij

o o
E(Z+a‘) = R 21 I(Z) ’
« a
12 22
. T
dan is y(z+a) = ay(z) .

Neem als basis 1 = (n1(z),n2(z)) en druk 1 uit in de oude basis, bijv. als
volgt:
Bir Py

B21 [322

¥ =0y met detB £0.

Zi] verder

n(z+8) = a7y () ,

dan volgt er
A"n(z) = n(z+a) = px(z+a) = po'x(z) = pa'p 'n(z) ,

dus At = gl

waaruit A= () ag of A=Y ay,

als we atellén vy = BT.
Zoals bekend is de karakteristieke vergelijking |a-—cI| = 0 voor deze trans-

formatie invariant.




1.2.2. Stelline van Floquet (Ann. de 1'Ec. norm. sup. (2) XII (1883), p.47):
De vergelijking y" + P(z)y' + Q(z)y = O heeft tenminste &én oplossing

Y(z) = e*®p(2), waarbij p(z+a) = p(z) en p alleen afhankelijk van P en Q is.

Deze stelling is een andere formulering van stelling 1.2.7.
We kunmen (1.2.1) met (1.2.2) in overeenstemming brengen door te stellen
o ;

c =e ', waarbij p op veelvouden wvan 255 bepaald is.

Stellen we, na p gekozen te hebben, Y(z) = e*?p(z), dan is p(z) = e P¥(z),
dus
plz +a) =ue"u(z'+a)Y(z—&a) = e M85 1(2) = p(z) ,

dus p(z) heeft periode a.

Opmerking: Bij sommige ambeurs vindt men i.p.v. e"Zp(z): e ’p(z)
(Meixner-Schifke ).

Is o, #0,, dan zijn er twee waarden ven p, waarbij k, 7 p, (mod 2—25), de

algemene oplossing is dan

L,z

1 My 2
e p1(z) + e pz(z) met P.

(2) =p(z+a)  (1=1,2).

Is er maar één p (mod 2&&)’ dan is er tenminste &én oplossing te construe-

&8
B2
renr, nl, e p1(z).
Literatuur:
Whittaker and Watson: A course of modern analysis, Ch, XIXj
Magnug-Winkler: Hillié_equation.

We geven van het behandelde een eenvoudig voorbeeld.
De differentisalvergelijking y" + y = 0 heeft als oplossingen sin z en

co8 z, Zij a een willekeurig getal, dat als periodeldienst doet. Nu is

gin(z +a) = gin z cos & + cos z sin &

en
cos(z-+a) = - gin g 8in a + cos z co8 &a ,
dus
cos a - gin a
a = met |of = 1.
8in & cos a

De eigenwaarden van ¢ vinden we uit

cos a-0 - gin a
=0,

gin a ¢cs a-0o




dus

02-2003 a.0 + 1
met wortels

(%3 =

. cos & +1isina=e

Er zijn nu twee gevallen:

i) a # nn. Daar we gesteld hebhen g

en 02=cosa.-isina=e

™ volgt hieruit =i, u, = -is

neem p (z) = A en pg(z) = B, De algemene oplossing is

€(z) = p (a)e® +p (2)e™"

met
Yj(z) =e? en Yz(z) = e
ii) a = nn. In dit geval is o, =0, =
X n .
sin(z+a) = (1) sin =z
cos(z +a) = (=1)" cos z .

~iz
-

('1 )n, dus

Er zijn nu blijkbaar dus toch twee periodieke onafhankelijke functies

Y (z) = sin z en Y, (z) = cos z.




2.1, De Hillwvergelijking

2.1.1. Dit is een bijzonder geval van (1) in 1.2.1. De vergelijking treedt op bij
de theorie van de maanbeweging. Hij wordt geschreven in de vorm
'+ (A+Qx))y =0,

waarbij Q(x) een reéle functie is, voldoende glad, zodanig dat Q(x+a)=Qa(x),
a>0, -w<x <o, Verder is a een primitieve periode en A een re€le con-

stante. We zullen samnemen, dat Q(x) tenminste sectiegewijs continu is.
Literatuur: Acta Mathematica 8 (1886).

Het probleem waarom het hier gaat is:

Bepaal de mogelijke waarden van A en de oplossingen met periode a of met
periode Za.

Oplossingen met periode a noemen we: heel-periodiek;

oplosgingen met periode Z2a noemen we: half-periodiek.

Gezien de periodiciteit bekijken we de differentiaalvergelijking alleen op
(Cya).

We trachten een oplossing te construeren, die in de randpunten van het in-
terval (O,a) vastligt, daar continu is en daar dezelfde linker- en rechter-
afgeleiden heeft.

Zij dus Q(x) gedefinieerd op O < x < a en daar sectiegewijs continu.
Construeer twee oplossingen y1(x) en yg(x), die lineair onafhankelijk zijn.

De algemene oplossing is dan voor O < x < a:
ay, (x) + By, (x) .

Voor a < x =< 2a is dan de algemeﬁg oplossging
Ay, (x-8) + By, (x-a) ,

maar ook

d}yxx-a)+ﬁ%(x-aﬂ , enz,

We zoeken nu een ¢ # 0 zodanig dat

Ay (x)

+

By, (x) = o(4y, (x-a) +By,(x~a)) .

Aanlsuiting in x = a levert op grond van de eisen, die we aan y1(x) en ya(x)

stellen:
by, (a) + By, (a) = o(ay, (0) +By,(0))

en




- 10 -

ay!(a) + By)(a) = o(ay!(0) +By}(0)) .
Dit stelsel is oplosbasr met (A,B) # (0,0) als

y,(a)-oy (0}  y,(a)-0y,(0)

yi(a)-oy!(0)  y}(a)-ox}(0)

=O.

(1)

Door invoering van een genormaliseerde basis (y1(x),y2(x)), d.w.z. een basis
waarvoor geldt y1(0) =1, y;(o) = 03 yz(O) = Q, yé(O) = 1 wordt (1) vereen-
voudigd tot

ya)-o y,(a) | .
y!(a) yi(a)-o
of
(2) of - (y,(a)+y)(a))o +1 =0,
daar

y,(0) 3,00

y1(0)  3(0)

y(e) 3,

= 1 (zie 1.2.1).

yi(a)  v}(a)

Vergelijking (2) is onafhankelijk van de basiskeuze. Ze wordt slechts be-
paald door A en Q(x).

Het spoor A van de matrix
v, () 7,(e)
yi(a) @)

is re€el. Evenals y. en y, is A een functie van A bij gegeven Q(x), we kun-

nen dus schrijven

(3) A0 = 7, (8) + ¥)(A8) .
Uit (2) volgt o = %{A_i VA2-4) met
D=A

-4 = (A=2)(a +2) =F.F, ,

als we defini&ren F1 =A=2, F2 = A+2. F1 en F2 hebben geen gemeenschappe-
1lijke nulpunten, beide functies hebben wel oneindig veel nulpunten.
Opmerking: Soms is A()) een gehele functie van A.

Hoe ziet A(A) exr uit?

We Deschouwen eerst A ~occen A —» -,
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A=, Als Q(x) begrensd is kumnen we volstasn met het bekijken van
¥"' + Ay = 0 met oplossingen:

y. = cos(xfA) en ¥ =S—j‘n-'(-ﬂz)-
1 2 I

¥, eny, zijn hier gehele functies van A.

Verder is

y,(a) = cos(ayr) ; v)(a) = cos(afr) ,

dus

A(p) ~ 2 cos(aﬁ) .

A = -2, De differentiaalvergelijking is ook mu

' Ay = 0.

Er volgt
y,(x) = cosh x-1 s Y, =%—(_3—cﬁl ’
-A
waaruit

A(X) ~ 2 coth(af-a) .

De extrema van A(A) worden direct uit het voorgaande gevonden:

= 2 3 AmmS-Z.

max
De 2-punten, dit zijn de punten waar F‘| (A) =a-2=0 is, (eigenwaarden van

de eerste soort), t.w.

= = cas -
Ay SAS A <A S A< (?\n oo)

vormen een monotoon niet-dalende rij. Ze behoren bij de heel-periodieke op-
lossing.
De -2-punten, nl. de punten waar F, (A) = A+2 = 0 is, vormen ook zo'n rij,

geordend als
1o At oz )t e ! — R
AMoS A <A SA < (An o)

De schakeling van deze twee systemen is als volgt:

1 t = l___ 1 3 s
Ko<h1=€h2<l1<A2<A3<?t4<k3... (zie fig. 1).




2.1.2.

-

A¢r2 ;5_0\}_—0

Literatuur:

Liapounow (1907), Ann. Fac. Sc. Univ, Toulouse, vol. 9, p. 203 -474;
Hamel, Math. Annalen 73 (1913), p. 371-412;

Haupt, Math. Annalen 76 (1915}, p. 67 - 104;

Eaupt, Math. Annalen 79 (1919), p. 278 - 285;

H.A. Kramers, Physica 1935, p. 483~ 490.

We onderscheiden blanke en gearceerde gebieden.

Het is mogelijk, dat vanaf zekere A het gebied gearceerd is. Dit gebeurt

alleen als Q(x) = O.
De gearceerde gebieden kunnen niet tot één lijn samentrekken; de blanke

kunnen dit wel.

De wortels van de karakterigtieke vergelijking

Wat gebeurt er nu met de wortels van

02 -bdo +1 =0 7
Als we de wortels o, en 02 noemen is

g +o0o =A en ogg =1

We onderscheiden 5 gevallen.




2.1. 21,

2.1.22.

2.1.23.

2.1.24.
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A > 2,

Er zijn 2 reéle wortels, zodanig dat

O<o =2(p-Va2-4) <1
1 <o =40+18%-4) <.

en

Met deze g, ena, zijn twee onafhankelijke oplossingen te construeren, t.w.

Y1(x-+&) 01Y1(x)
en

Yé(x-ba) = 02Y2(X)

zodanig dat Y1(x) begrensd is voor X -+ 0 en Yé(x) niet, terwijl verder

Yé(x) vegrensd is voor x = - en YI(X) niet.

Daar we een differentiaalvergelijking stabiel noemen als de algemene oplos-
sing uniform begrensd is voor x — % &n x — -c is in het bovengencemde geval
de differentisalvergelijking instabiel.

Voor A < Ao zitten we in een instabiel, anders gezegd blank gebied.

A= 2.

Mu is o, =0, = 1.

Er is nu tenminste één Y met Y{x+a) = 01Y(x) = Y(x). Deze functie is uni-
form begrensd.

Er is nog een tweede oplossing, deze is onbegrensd.

Verdwiint een blank gebied, dan blijkt de situaiie stabiel te zijn.

Er is hier één heel-periodieke oplossing.

-2 <A < 2,

In dit geval zijn S, en 02 toegevoegd complex, immers

o = 50 +Va2-4) = Ha +i{4-27) .
Verder geldt
lo,| = |o

Alle oplossingen zijn begrensd, dus de differentisalvergelijking is stabiel.

A= <2,
Ru is o, =0, = -1, dus er is tenminste één oplossing Y1(x) met
4 (x+a) = - Y1(x), een halfperiodieke oplossing.




2.1.25.

2.7.3.

2.1.31.
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A <=2,
Fu is -1 <a, < 0, a, < -1,
De intervallen (-oo,)\o); (7‘1'”‘2') v.. zijn instabiel.

De intervallen (7\0,?\1'); (7\2',)&1) «e. 2ijn stabiel.

De randpunten van de intervallen geven moeilijkheden. Een nodige en voldoen-
de voorwaarde, dat er in 7\1 een stabiele oplossing is, i ?\1 = AQ, d.WeZe in
Fig, 1 raakt A(A) san A = 2 in het punt A = Al
We gaan dit nu onderzoeken en passen daartoe de volgende (onjuiste) methode

toe,
Zij y(x) gen oplossing van de gegeven differentiaalvergelijking met

y(x+a) = ey(x), ¢ = +1. Noem de andere onafhankelijke oplossing 5(x). Ma is

' -
P - ’

4 my _ml=ny G
dx ¥y 2
¥ v

immers
mt-ny' =W(y,m) = C .

Een oplossing hiervan is

X
n.=f_dt_._
¥ 2

v v (%)

als we C = 1 nemen, dus

n(x)=y(ﬁf &,
b

7 (%)
waaruit
X+e X x+a

- v(x+a dt  _ oo(y dt dt | _

(1) n(x+a) = 3( )bf Rl )Lf 3'2<‘°)+xf yz(t)‘
X x+a
=eylx at > xa.l 4t .
7 )bf S ) xf 25

De laastste integraal is wegens de periodiciteit van y(t) constant, dus er

volgt tenslotte
n(x+a) =en(x) + const. y(x) .

Deze methode is onjuist, omdat hier met de nulpunten van y(x) geen rekening
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i8 gehouden. Het bewijs is dus onjuist, hoewel de witkomst goed is.
Opmerking: ?to is altijd een instabiel punt.

2.1.32. We zullen mu asntonen, samemende dat formule (1) uit de vorige paragraaf
X+a

juist is en K = % f —291— # 0, dat n(x) onbegrensd is.
y (t) :
a

- Kxy(x) +n(x). Dan is

th

We definigren w(x)

w(x+a) = - K(x+a)y(x+a) +n(x+a) =

I

key(x) - Kaey(x) +en(x) + eKay(x) =

eln(x) -Kxy(x)] = ewlx) ,

dus
n(x) = Kxy(x) +w(x) met w(x+a)=ew(x)

Vanwege de factor x neemt n(x) dus onbeperkt toe.
Zij nu y(x+a) = oy(x), waarbij y(x) een oplossing van de differentiaalver-

gelijking is. Dan is y(x)'(x) ~ y'(x)n{x) = constant # 0 voor alle x, dus

ook

y(x+a)y'(x+a) - n(x+aly'(x+a) = y(x)n'(x) - y'(x)n(x)
£
° oy () 1 (x48) = n(x+a)oy' (x) = 7' (x) - ¥ (In(x)
dus

y(x){on ! (x+a) -0 (x)} = vy (@) {on(x+a) -n(x)} .

Als we ¢(x) = on(x+a) - n(x) stellen, vinden we yy' = y'¢, dus ¢ = C1y,

waaruit

Q|-

on(x+a) ~n(x) = ¢ y(x) of nlx+a)=7nlx)+Cy(x) .

Zij nu gegeven de oplossing y(x+a) = ey(x). De tweede oplossing wordt ge-

vonden uit

y,(x+a) =a v (x) +a, ¥, (x)
yHx+a) =a yi(x) +o yi{x) .

Voor x = O was y, (a) = a  en y;(a) =a, , als we een genormaliseerde basis
aanhouden, dus

fl

vy, (x+a) =y (a)y, (x) + v (a)y, (x)

en analoog

]

y,(x+a) =y, (a)y, (x) +y!(a)y, (x) .
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2.1.33. yz(a) £ 0.

We definiéren
T (x) = y,{a)y, (x) + (e -7 (a))y,(x)

¥, (x) = 3, (x)
en tonen san dat

Y1 (x+a) = eY, (x) en Y2 (x+a) = eYz(x) + Y1 (x) .

Het bewijs hiervan gaat als volgt:

Y (x+a) =y, (a)y, (x+a) + (e -y, (x))y, (x+a) =
= 3, (a){y, (a)y, (x) +3; (a)3, (x)} + (e - 3, (a)}{y, (a)y, (x) +3;(a)y, ()}
= ey, (a)y, (x) + 3, (xMy, (a)y!(a) +e¥)(a) -3} (a)y, (2)} =
= ey, (a)y, (x) + eyy(a) =1y, (x) =
= e(y, (a)y, (x) + (3} (2) -e)y, (x))
daar v, (@) (a) - ¥, (a)y)(a) = -1 .

Uit 2.1.1, formile 2, weten we ¥ (a) + yz'(a.) =0, +0,, in ons geval is dat

1
v, (a) +yi(a) = =,
dus yz’(a)—e=e-y1(a) .

Substitutie in het gevondene geeft

Y, (x+a) = ey, (x) .
Verder is

T (x+8) = 3,(x+a) = 3,(a)y, (x) +y}{(a)y,(x) =
=y, (aly, (x) + (28 -y, (a))y,(x) =
=e¥ (x) +7,(a)y, (x) + (e~v,(a))y, (x) =%, (x) + ¥ (x) ,

waarmee het gesielde is aangetoond.
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2.1.34. yz(a.) = Q,

We defini&ren

¥, (x)

y,(x) en Y(x)zy (x) .

Verder is
v (a)yl(a) - y,(a)y!(a) = 1,
dus

y, (ayi(a) = 1,
terwijl

i)

y,(a) +y)(a) = 2 .

Hieruit volgt dat y1(a)

1

ya'(a) = £, We zien nu dat

Yz(x+a.)

n

y,(x+a) =y (a)y (x) +y!(a)y,(x) =

]

ey, (x) + y1(a)y, (x) = oY, (x) + ! ()Y (x)

en verder dat

I

Y (x+e) =y, (x+e) = y)(a)y, (x) = e, (x) = oY, (x) .

In het algemeen is dus

Y (x+a) eY, (x) 1 als yz(a.) £0

met C =
€Y, (x) + CY1(X) y! () als Y, (a) =0 .

fl

Y, (x+a)

Als we in de formule, die w(x) definieert (2.1.32) y(x) en n(x) vervangen

door Y, (x) resp. Y, (x) volgt er temslotte

= w(x) = - 228 oy (x) + ¥ (%)

wix+a) = w(x) ,

dus

¥ (x) = w(x) + co;;st xY, {x)

Y (x+a) = €Y, (x) ,

waarbij de constante nul is als yz(a.) = Oeny! (a) = 0, terwijl verder

y,(a) +y)a) = 2.
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2.1.4. Enkele opmerkingen over eigenwaarden en eigenfuncties

2.1.41. Eigenwaarden zijn die waarden van A, waarvoor de Hill-vergelijking
¥+ (A+Q(x))y = 0 tenminste &én periodieke oplossing heeft met periode a
of 2a.
De oplossing met periode a heet heel-periodiek. De eigenwaarden zijn ?\0,)\1 yrray
die met periode 2a heet half-periodiek, De eigenwaarden zijn )\1',7\2', enz.

De corresponderende oplossingen zijn de eigenfuncties.

Een eigenwaarde is enkelvoudig of tweevoudig. Een enkelvoudige eigenwaarde
heeft slechts één periodieke oplossing. Is er nog een oplossing, dan is de

eigenwaarde tweevoudig ontaard.

Eigenwaarden in ruimere zin zijn die waarden van A waarvoor de cploseingen

uniform begrensd zijn in -o < x <o , Ze zijn altijd tweevoudig ontaard en

zijn inwendige punten van de stabiliteitsintervallen.

Het aantal eigenwaarden is oneindig groot.

A is een gehele functie van A van orde =, d.w.z.

-%ﬂ_lI_
=c

lim Ae
A—oo

5 0 met c, en ¢, als constanten.

Zo'n functie heeft oneindig wveel nulpunten.

Het asymptotische gedrag van An en 7\1]1 is bekend. Het blijkt dat

1
Mg = Appg = o<n2> (n = o)

en

1
A=A = o(;,;> (n o0},

De instebiliteitsintervallen worden dus steeds smaller en naderen tot nul,

Verder is
o 0B o (3) ano
too 1 — X 2
Azn-um-wa}h(m%)a wo(3) @=e
Anet = (n -:_»)2 ¥ (4nK.T.‘.)2 +o<n‘1?> (=)
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2 K 1
Ay = (2 B - + o(;;) (n =) .

waarbi]

a Y
f@.(x)dx =0 en K= i‘ IQZ (x)dx .
0 0

De eigenfuncties hebben mulpunten in [0,a] en wel als volgt:

eigenfuncties behorend bij ?L2 en Aaj hebben 2j nulpunten,

J=1
eigenfuncties behorend bij }\2'3_ ; en 7\23:' hebben 2j - 1 nulpunten.

(Zie Haupt, Math. Ammalen 1919, pag. 280.)

Orthogonaliteit wan eigenfuncties

Twee heel-periodieke oplossingen (periode a) bij verschillende eigenwaarden

zijn orthogonaszl op [O,a], dew,z. 8ls &, eigenwaarde is van y, en o

1 van y2

2
a

is f y1y2dx = 0,

0
Twee half-periodieke oplossingen (periode 2a) zijn bij verschillende eigen-
waarden orthogonaal op (0,2a).

Elke combinatie van heel- en half-periodieke oplossingen is orthogonasl op
{0,2a).

Het is mogelijk om £{x), die periodiek is, te ontwikkelen in eigenfuncties
2a

z(x), mits {f"(x)}zdx <o , dus
J

oo

f(x) = = cmzm(x) .
m=0

Er zijn niet alleen oplossingen met periode a en 2a, maar ook met pericde 3a,
4a, 5a enz.

De karakteristieke vergelijking luidde

02-A0+1=O.

. a
Voer1no1=ep, o, =¢e

8 et p= i, (mod 2—;2) Dan is

A= 2 cosh ap .

We hadden vijf gevallen:
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2 <A <oo W= xpg )
A =2 pu=0

— . \ 2ni
—2 <A <2 p,:j'_lp,o ) mod—a—,
A= -2 bEFTd
- <A <2 pEi(pg+% J

T
met o ul,ud > 0 en g # 3

Hill-functies zijn functies, waarvoor u = iug (woo < o <o); het zijn de
gevallen 2), 3) en 4).

Speciale waarden van K, eeven periodieke oplossingen. Er zijn vier gevallen:

a)

b)

by = 2g E » & geheel, o = 1, tenminste één periodieke oplossing met pe-

ricde a.

Mo = (2g+1) g s & geheel, ¢ = -1, tenminste &én periodieke oplossing

met periode 2Za. o
= ni

m,n geheel, 1<m<mn, (m,n) =1, p0=(2g+%)§,c=en ,
o = (=1 )m. Is m even, dan periode na, is n oneven, dan periode 2na.

n .

= mi

n
m,n geneel, 1< n<n, (m,n)=1, Hey =(2g+1+%);i,c=—e ’
cn = (-‘I )n-fm' Is m+n even, dan periode na, is m+n oneven, dan periode

2ns..

Alle oplossingen zijn nu periodiek. In alle andere gevallen is er geen peri-

odieke oplogsing.

In

1)
2)

3)

de praktijk neemt men voor de periode m of 2m. Stelt men a = 2n, dan is
als iy geheel is, bestaat er tenminste €én periodieke oplossing met peri-
ode 2mj '

als ip ~ 7 geheel is, bestaat er tenminste &én periodieke oplossing met
periode 4m;

als ip - il-geheel is, bestaat er tenminste &én periodieke oplossing met
periode Znm,

het laatste geval is 1< m<n en (mn) = 1.
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2.2. Toepassingen

2.2.1. We gaan uit van % + F(t)x = 0, waarbij

F(t) = ® +£(%) .
+ Be 10t

f(t) kan beschouwd worden als een modulatie van w. Als dat in een rimpel ge-

Is £(t) = 0, dan is de oplossing x = aet®t

beurt (zie figuur 2),

e
“l

(fig-2)

ol ‘In £

dan wordt F(t) (zie figuur 3):

1Y

AL Iw'.'..et" (ﬁ; 3)

We kunnen £(t) in een Fourierreeks ontwikkelen met periode 2t, er volgt

o v
£ () iP5 -(i)—'-cos(2v+1)t (0<st<2n) .
m 2v +1
v=0
Verder is
G = ot anip

en

in Ve 12 sin nled - a2
cos 2mp = -cos(u W +a? Yoos(nVw? - o ) - ol B3 nzm .-l;a .2 nzm -2rx (® > o).
nUm +o ﬂ\’w -

Het rechterlid is een gehele functie van alle parameters.

Is o < a® dan is

. ,’2 2
2 2 \[E ) 2 2 gin nfw™ +a . 1’2 )
co8 2ny = COS n\lw +a” cosh niw - - w ginh nVa™ = w .
B V2 =
tiw &
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De met L voorziene

Voor o groot is het asymptotische gedrag moeilijk.

Voor een uitveerige behandeling zie: B. v.d. Pol en M.J.0. Strutt: On the
stability of solutions of Mathieu's equation (Philos. Mag. 5 (1928) p.18-38).

Golfvoortplanting van een electron in een periodiek potentiamlveld (&&ndi-
mensionaal).

Dit veld treedt op als een puls met periode 1.

Om dit te behandelen voeren we een deltafunctie in. k zij het golfgetal, U

een maat voor de potenti&le energie, U is constant. De vergelijking is

(=]
y" o+ [ka -Uz 6(x-n)]y =0.

- 00

Zonder storing is de coplossing y = elkx. We trachten e™** te vinden, Ma is

[=.2] oo
Y + Ky =T 2 d(x-n)y(x)=T = y@n)o(x-n).
n=-co n=-c0

Is y(n) bekend voor n = 1,2,..., dan kunnen we de vergelijking oplossen.
De algemene oplossing is:

[x]
y(x) = A cos kx + B sin kx +% % y(n)sin k(x-n) .
n=-00

We gaan nog na, wanneer de reeks in het rechterlid convergent is en doen dit

m.b.v. Floquet.

Zij y(x) = o IHX p(x) met p(x+1) =p(x) .

gebieden zijn labiel.
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We beschouwen Im p < 0. Dit houdt in lim y(x) = 0. In dit geval is

A =3B=0, dus Ao
] [x]
y(x) =& 2 yln)sin k(x-n) ,
- 00
terwijl
y(n) = o™ p(n) = ™" p(0) = ™ y(0) ,
dus

[x] .
L - 25 o™ sin k(x-n) -

- 00

i

o sl '{eﬂc(x-fxn iy

2ik 1_ei(u—k) .l._e—i(u+k)
Definieer Sa(x) = [x] - x +%, dan is

{eikSa(x) e-—ikSa(x) }

x) . U ip([x) +2)

(1)

0 m T
4 4k ain Zk sin 2k

Daar lim g = 1, volgt er nog

xlo

otk o oop-k Usink
gin &%= sin =3 = 4k

of
cos:;.!=:::c>sl«:+%§]-'-llzl--E . (2)

Dasr we met analytische functies werken, moet dit voor alle p en k gelden.

Substitutie van (2) in (1) levert

x)  et¥ { p+k i{p-k)salx) . p-k i(u+k)Sa(x)
= = sin e -8in e .
y(O sin k 2 2

waarbij de vorm tussen accoladen een periodieke functie is met periode 1.

Mu is

~aSa{x) e —2minx
e oy &
= . ’
o ainh gcz_ o 2nin + o
dus -
L?—;-x ISR TC PR TES P g o
y{O ‘sin k 2 o 2 2m-p+k

o
e p=-k _ . Utk e
sin 5 > 2 gin > 2m-p-k

=-2Tinx }
- 00




of
inx *® e-2ninx
y(x) = y(0Ju e 5 — >
~oo k- (2nm - p)
Opmerking. Men kan hetzelfde resultaat ook wverkrijgen zonder &-functies te

gebruiken, mear door het invoeren van pulsen, gegeven als volgt

£(x) = 515- x| <e; flx+1) = £(x)
£f(x) =0 e < |x| <1-¢
O<e<® .
2 2 U
Als we gtellen 8° = k™ - S volgt er:
| g +12 ‘

cos p = cos(2se)cos k(1-~2¢e) - ek sin(2se)sin k(1 -2¢e) .

Voor ¢ 1 O wordt dit cos p=cosk+%§é§-—k-.

Literatuur

Kronig-Penney: Proc. Roy. Soc. 130 (1931), 499.
Saxon-Hutner: Philips Res. Reps. 4 (1949), 81.
Iuttinger: Philips Res. Reps. 6 (1951), 303.

Bottema: Nw. Arch, voor Wsk. 15 (1957), 157 (sol. §5).

In het voorgaande hebben we gegien dat er zowel stabiliteits- als instabili-

teitsintervallen voorkomen bij het oplossen van de vergelijkingen

¥ o+ (A+Qx))y =0 (0sx<smn).
We noemen (-00,7\0) het 0° instabiliteitsinterval,
(ar,n) o 1° " ,
(A,n) v ° " .

Het blijkt (stelling van Borg), dat de oneven instabiliteitesintervallen ver-

dwijnen als
Wx+ B -ax) (0=x<}

en omgekeerd.
De primitieve pericde van @ is dus % .

Alle instabiliteitsintervallen na (-00,7\.0) verdwijnen als Q(x) = constant.
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2.2.3, Zij y* + p(x)y = O met p(x) continu differentieerbaar, periode n en

p(x) = p(-x). We defini&ren

p(x)

p(x)

g0 (0<x<d

n

"
M
A
p —

gn-x) =<

en nemen asn dat in (O,%) u, en u, genormeliseerde oplossingen zijn van de

gegeven differentiaalvergelijking, dus

¥, (x) = u (x) O<x<d).
y, (x) = u, (x)
Dan ig
v, (x) = Pu (n-x) + Qu,(n-x) (<)
y,(x) = Ru (n-x) +Su,(n-x) ‘

In x = g moeten de oplossingen aansluiten, dus

= - . = 1 ' -
P 5 = (uul +u2u1)x=n/2 ;
= - t . - ' ,
< 2(u,u] )x-:n/z i R = 2(wuy )x='.r|;/2
Verder is
2P =y (n) +y3(m) ,
terwijl o = e’ en o, = e " waarbij o, en ¢, voldoen aan
o - 2P0 +1=0, .
Hieruit blijkt dat
o, +0,
= = = 1 1 .
cos mv 3 P = (uul -t—u.2u1)x=ﬂ/2

Daar u1u2' -uau: = 1 volgt er tenslotte

2 ny _ RIAWRII 1A
cos” 3 u1(2)u2(2) . (1)
"Neem nu
(x) = 20 ;o cos{2n +1)2x
n=0 (on+1)*
dan is

o
p(x) -X-20 T cos(2n+‘|)2x
n=0 {(2n+1)®
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met p(x) even in x, periode n en symmetrisch om x = % .
Uit de definitie van g(x) volgt:
29

g(x)=h—-—z—+nex o

p(x)

Pl

¥

M
nj

p(x)

1l

2
gln-x) = A +%- nex

SYE
A
o]
M
a

A-’Z’_?'D/\

Az L - - - -
f‘f

Voor 0s x < is de differentiaalvergelijking dus:

E!

2
" +{A-T't—4g+ﬂ:6x}y=0.

We voeren als nieuwe veranderlijke in:

1 520 )
= - _—...._+e

dan volgt er

De oplossingen hiervan zijn de functies van Airy

oo
Ai(v) = L fecos £ + vt)dt
n 3
0]
en 5
1 O -2 vt 3
Bi(v) = — f e + 8in (— + v-b) dat
n 3
0
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Ai(v)Bit(v) - Ai'(v)Bi(v) = ~l~ .

Door de substitutie g = %x2/3, £>0, x>0, volgt er

bilx) = 22 (-1, /,(0)
Bi(x) = (3) (1, 0(0)+1, 1, (2))

waarbij I_1/3(E,) en I1/3(£) Besselfuncties van de tweede soort zijn.

De functies u, (x) en uz(x) zijn lineaire combinaties van Ai(v) en Bi(v),
stel nl,

A - k) A+ e

T ey T T
dan is

u, (x) = n[Bi'(vo JAi(v) - Ai'(vo)Bi(v)]

w, (x) = é» (n9)2/3[Bi(v0 Jai(v) ~2i(v )Bi(v)] ,
dus

u, (3) = n[Bi' (v )ai(v,) - 42 (v )3i(v,)]

u! &) = n[Ai(vo )Bi'(v1)-Bi(v0 )Ai'(v1 7 .

Dit laatste volgt uit

[}

no
u! (x) :

) y E14%) . . _
éj_(ne)z/s [—B:L(vo JAit(v) W +A1(v0 )Bi'(v) 76)2 le _7

n[-41'(v)Bi(v,) + ai(v )Bi'(v)] ,

. . I . .
door substitutie van x = 5 ¢ immers dan is v = v

-

1
Er volgt tenslotte voor de karakteristieke vergelijking (1):

Ai(vo) .Bi(vo) ti(v1) Bi(v1) 4
)

b= R - aiv(v) ‘Bi‘(v1

31 1t
i (vo) Bi (vo) 4
A en O reéel

Als A en O re&el zijn, is L re&el.

Is L negatief of > —15- , dan is er geen reé€le oplossing p.
I
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4lle oplossingen van de vergelijking zijn in dit gewval labiel.
We bekijken nu

0<L< .,
2
2

Als L =0, ia y = 1, d.W.3. er is tenminste &én periodieke oplossing met pe-
riode 2nm.

Als L = -12— is p = 0, er is tenminste &én periodieke oplossing met periode n.
n
Als O<L|<—12—- is O<p <1,
T

Alle oplossingen zijn nu begrensd. Is B rationaal, dan zijn ze periodiek.
L is het product van twee determinanten I}1 en D2. Neem & vagt en

= < A <o ., Er ontstaat nu de volgende grafiek:

L

1’:4-';,‘4 3/“ e

e B e . A
Do D, x0 g 20 2.0 D:)z. M=t

O : periodieke oplossing met periode m,

® : periodieke oplossing met periode 2.
Enkele numerieke berekeningsn (uitgevoerd zonder computer ):

Neem 6 = % = 0,657023 en stel A = J_621_3_= 1,621139b, dan is v, = 1-b en

n n
v1 = -1 -b. Verder is
Ai(1-1) Bi(1-1b) Ai(-1~b) Bi(-1-1)
D1 = en D = .
Ai'(-1-Db) Bi'(-1-1b) 2 [ai'(1-v) Bi'(1-b)

De tabellen van Miller (1946} betreffende Airy-functies geven het volgende
verband:




e

"“'J?

- 29 -

b D, D, DD,
~ + oo + o0 + oo
-1 0.86927 1.48850 1.2939

0 0.09241 0.51593 0.0477
0.18 0 >0 0
0,2 - 0.00937 0.38118 - 0.000357
0.9 - 0,25759 0.03167 - 0.00816
0,98 <0 0 0
1.0 - 0.28210 - 0.00477 0.0013
2.0 - 0.39455 - 0.22642 0.0893
2.3 - 0.39433 - 0.25239 0.09953
2.4 - 0.39159 - 0.25781 0.10095
2.5 - 0.38765 - 0.26175 0.10147
2.6 - 0.38259 - 0.26429 0.10112
3.0 - 0.35257 - 0.26209 0.0924
4.0 - 0.22999 - 0.19345 0.0445
5.0 - 0.07857 - 0.07758 0.0061

Uit de tabellen (mits opgesteld met kleinere intervallen en

waarden van b berekend) blijkt:
DD > A als b <= 0,2
172 2 8 °
2.45 <b < 2.57
DD, <0 als 0.18<Db< 0.98
.5 <b < 5,6
0= D1D <-%; als - 0.2<b<0.18
T 0.98 <b < 2.45
2.57T < b < 5.5
Verder blijkt:
a =- 0.32; aT = 0,29; a, =
enzovoorts.

Alg & - 0, dan volgt er:

1im ab =0; lim a, =
g=0 6—+0

lim &_ = lim a.‘5 = 32
6-0 -0

1lim a
6—0

lim a_ =
6~0

=13

instabiel

stabiel .

lim a =20 =43
6—=-0

(n~? =0.10132)

ete.

voor nog grotere

1.603 &, = 3.97; a, = 4.16; a, = 8.91; & = 9. 07
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2.2.4. De stelling van Borg

Beschouw y" + (A +Q(x))y = O voor 0 < x < n onder de bekende pericdiciteits-
condities. Het is nu mogelijk om de instabiliteitsintervallen, de eigenwaar-
den en de eigenfuncties te berekenen. De instabiliteitsintervallen zijn
(—-oo,?to); (?\1',?\2:); (A1,7\2); (J\;,AJ:), ..., die we in deze volgorde het 0°,
1e, 2e, Be enz., instsbiliteiteinterval =zullen noemen. In bepaalde gevallen
is het mogelijk om sommige of alle instabiliteitsintervallen te doen ver-
dwijnen. We willen bekijken wanneer de oneven intervalien, dus het ‘Ie, 38,
5e enz. verdwijnen. De voorwaarde waaronder dit geldt wordt uitgesproken in
de stelling van Borg, die zegt dat een nodige en voldoende voorwaarde is,
aat

) .

QUx + g—) =Q(x) wvoor (0=szx=

rofa

We tonen alleen aasn, dat de voorwaarde voldoende is.

Neem aan, dat u, (x) en u2(x) genormeerde oplossingen zijn in 0 < x < % .

Dan is
Y, (x) = u, (x)3 .'Ya(X) = ua(x) voor O%E:-:S%
n T
v () = Pu (e D) ¥ @, (- D) ]
- n voor -z-éxsn:
¥, (x) = R, (x-3) +Su,(x-3)

Asnpassen in x = -12}- geeft

u1(12‘» = Pu (0) + Qu (0) = P
ul(3) = Pur(0) +@}(0) = Q
uz(g) = Ru (0) +5u,(0).= R
ul(3) = Rul(0) +sul(0) =5,
dus
y,(x) = u1('§)u1(x-§) + u:(g)ua(x—g-)
¥, (x) = ug(gn)m(x-%) + u;(g)uz(xﬂg) ’
waaruit
y1 (TE) = (u1u1 +u1'u2 )x=‘.l'l:/2 en y2'(n) = (uEu; +u21.u2' )X=TI: 2 !

dus
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2 2
A = y1(n) + yé(n) =W, +2ulu, + (ug) =
_ 2 _ 2
= (u, +ul)” - 2(mu! -ute, ) = (u +w))” -2,
of
2
A+ 2= [u1(g)-+ué(%)] =0,

waarmee het gestelde is aangetoond.

Voorbeeld. cos 4x heeft een primitieve periode %-; cos 2x heeft een primi-
tieve periode n. cos 4x + £ cos 2x heeft primitieve periode « als £ % Cen

primitieve periode % als ¢ = 0. Als & = 0, dan blijkt Al{e) ~ Al(e) ete.

Het is ook mogelijk om ervoor te gzorgen dat alle even intervallen verdwi]-

nen, d.w.z. in 4dit geval is A1 = Aa; A= AA enz, Dit komt voor bij toepas-

3
singen op het gebied van frequentie-modulatie, waarbij als differentisalver-

gelijking optreedt: (1 + a cos 2x)y" + oy = 0 met |a| < 1.

Literatuur
Cambi, Proc. I.R.E. 36 (1948}, p. 42-49;
Proc. Roy. Soc. Edinb. 63 (1949), p. 27=~51.
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3.1. Mathieu=-functies

De Mathieu-functies zijn tevoorschijn gekomen bij het onderszoek van trillin-
gen san een elliptisch membrasn (1868).

De Mathieu-vergelijking is een bijzonder geval van de Hill-vergelijking en
ontstaat door separatie in elliptische cylindercodrdinaten van de golfverge-
lijking A® + kK°¢ = 0,

Neem

x + iy = cosh(f +in) ,
dan is

x = cosh § cos 7

¥y = s8inh ¥ sin 1 met O < E<®; ann<n=mn.
Voor £ = constant volgt hieruit de ellips

2
2 + —iL =1,

cosh® 13 sinh2 £

voor 1 = constant de hyperbool

2 2
> S SR

2 .2

cos“n sin"q

De ellipsen en hyperbolen hebben als brandpunten
(‘1"-0) en (130)

en vormen dus een stelsel confocale kegelsneden.

B4
7 %

/ s
\\ / 7
\ -/
r" I~ .
- ! Niee
nin [ 0 spedie [ Y »s0
1M \Eee)) (o0 2N X
N,/ v,
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Het gebied buiten de snede kan omkeerbaar eenduidig analytisch worden afge-

beeld op de cylinder { O<f <o .
“T<7=Tn
Opmerking. Men kan ook nog anders te werk gaan, nl, neem {_ ®<E<e
O=sn=<n,.

De snede is hier {3{2 > 1.
y=20
\ '?:C
\ R R 1.4 /
X~ ~==L
- \ ! "«
7 l \
/ \
¥ 7 { ; o =0
L I o.u N
\\( 1.0) ] (0.0 \ (r0) ,
~. ! \ 7
."-'--._,___ —_— e - — — */
/ rep \
/ \

Het gebied buiten de snede kan omkeerbaar eenduidig analytisch worden afge-
beeld op {"m <E <

C<sn=<n

Separatie van variabelen

We substitueren de in 3.1 ingevoerde elliptische coBrdinsten in de groeps-

vergelijking en er volgt

2 2

PO 00 42 (cosh’t - cos’n)e = 0 .
2 2

og o

Stel & = X(£)¥(n) dan volgt er door separatie:

2
QX (L4 +12 cosn?E)X = 0 £

dr2

Vv
o

en
&y 2 2
—= 4+ (A - ¥ cos“n )Y = O ~_TL) ST,
2
dn)
De beide vergelijkingen gaan in elkaar over door de substitutie n = ik
(12 = -1). Het komt er op neex, dat we maar &én vergelijking hebben te onder-

zoeken.




De differentiasalvergelijking

&y +{A - ¥ cosfz)y =0

dﬁa

wordt de (angulaire) Mathieu-functie genoemd.’

De coéffici&nt A - K coszz heeft periode m.

In de literatuur komen verschillende andere notaties wvoor:

Whittaker y" + (a + 16q cos 2z2)y =0
Ince idem

Goldstein y' + (a - 16q cos 2z)y =0
Strutt ¥+ (A - 2P cos 2z)y = O

Meizner-Schifke idem.

Het wverband tussen de diverse parameters is

1.2 1.2
q—-ah--52k
1,2

o
i
>
]
b
1

v
e

¥ = - 32q = 4n° (k= )

De vergelijking is invariant voor de overgang: z = - z. De Floguet-oplossin-
gen zijn (p £ 0 (mod i) :

y(z) = Aek? o(z) + Be M2 o(-z) ,

Hierbij is ®(z +m) = &(z) een gehele transcendente functie met periode m.
Voor y zijn er drie mogelijkheden:

a) gL regel,

b) u zuiver imaginair,

c) p complex met imaginair stuk i.

Alg p = 0 (mod i) kan er bewezen worden, dat er maar één periodicke oplos-
sing is, dus

"
K
p-waarden, die congruent 2i zijn, behoeven we niet als verschillend te be-

1

0 (mod 2i) geeft &én oplossing met periode n (heel-periodiek)

thi

i (mod 2i) geeft &6n oplossing met periode 2n (half-periodiek).

scnouwen, 0ok kunnen we dan van het + teken afzien.,
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Opmerking. In sommige literatuur wordt beweerd, dat men de karakteristieke
exponent van de Mathieu-vergelijking reéel of zuiver imaginair kan stellen.
Dat klopt niet met geval ¢) hierboven, immers stel p = b, +i met p redel,

dan is

L. a . po2
e o(z) =e | e*? 8(z) =e ' o(z),

dus ¥(z) = e*® @(z) heeft periode 2m, daar

i(z+2n)

V(z+2n) = e ®(z +2n) = el? &(z) =¥(z) .

Indien men dus zegt, dat de Mathieu-vergelijking een particuliere cplossing
heeft van de vorm e*® ¥(z), waarbij @(z) een periode 2n heeft, dan is het
correct als de exponent u Of regel Of zuiver imaginair is bij re&le A en K.
In het laatste geval kunnen we zonder de algemeenheid te schaden Im u tussen
0 en % ingelegd denken (inclusief de grenzen). Het nadeel hiervan is echter
dat 2n niet de primitieve periode van &(z) behoeft te zijn en oplossingen

met primitieve periode m, 3m, Sn, ... worden enigszins verdonkeremaand.

Eigenschappen van de oplogsingen van dé Mathieu-vergelijking

We gman uit van de notatie van Meixner-Schifke
¥ (z) = (A - 20° cos 2z)y(z) = O . (1)

In de meeste toepassingen zijn M en 1 re€el, terwijl z refel of zuiver ima-
ginair is.

We zullen in het vervolg de voorkomende parameters en de onafhankelijke va-
riablen complex nemen. We verwijzen geregeld naar: J. Meixner-F.W. Schifke:
Mathieusche Funktionen und Sph#roidfunktionen, 1954, Springer Verlag, Berlin.

De verwijzing zal plaats vinden door de aanduiding: (M.-S., pag. «..).

1) Elke oplossing is een gehele functie van z, omdat (1) geen singularitei-
ten heeft in het eindige. Bovendien zijn ze transcendent, afgezien van de

2

gevallen y = Oen A = h© = O, De door parameter-onafhankeli jke beginvoor-

waarden y (%)) =& en y'(zo) = & gedefinieerde oplossingen zijn gehele
functies van z, A en ¥’ en voor vaste z ten hoogste van de orde + in de
parameters A en h° {M.-S. pag. 99).
Over de invoering ven het begrip orde, zie M.-S. pag. 37 e.v.

2) Zoals we vroeger hebben gezien geldt voor de Wronski-determinant van de

oplossingen v, eny, ¢
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W(Y1 ’YQ) = T Te = C exp l:' fP(t)dt} )

0

! '
v,y

als P(z) de co8ffici&nt van y' is en C een constante # O (zie dit diktaat
blz. 4 ). Daar in (1) geldt P(z) = O, volgt dat voor twee onafhankeli jke

oplossingen van (1):
= ' . -
w ¥y, y2y1 constant.
Zoals direct is in te zien blijkt dat (1) invariant is voor de volgende
substituties
Z =~ -z

zZ —+ Z

I+

[T =
o
o

232

I+

Conclugie. Is y(z,A,h°) een oplossing van (1), dan zijn ook y{(-z,A,n°) en
y(z +n,A,b%) oplossingen van (1); is y(z,A,-h%) een oplossing van
v'(z) + (A + 2u® cos 22)y(z) = 0, dan zijn y(zi%,h,-ha) oplossingen van

(1).

Het fundamentaalsysteem van oplossingen

Stel dat y, en y_  een genormaliseerd fundamentaslsysteem van oplossingen
1 2 &

vormen met

¥, (0) = 1, 5"1'(0) =0, yz(o) = 0, yé(O) =1,

dan is
v, (2)y)(z) - y1(z)y, (z) = W(y,,y,) = 1.
Verder is:
y,(-2) =y, (2); y,(-2) = -y,(2) ;
v,(zxn) =y (n)y (2) £ yH{n)y,(2) ;

v,(z2n) = +y (n)y, (2) +y}(n)y,(2) .
We tonen eerst aan dat y (-z) = Y, (z). y1(-z) is een oplossing van (1), dus

v, (-z) = oy, (z) + BYE(Z)

S N = ' Yo+ t{ .
;V1\Z) ay! (z) By2k2)




- 37 -

Stel z = 0, dan komt er:

¥,(0) =1 =ay (0) +py,(0) =, dusa =1
en

- ¥y1(0) =0 =0y (0) +py;(0) =g, dus =0,

waaruit het gestelde volgt.

Analoog is te bewijzen dat yé(‘z) = -3

(z).

Om aan te tonen dat
y (z+n) =y (n)y,(2) + 5](n)y,(2)

merken we op dat y1(z-+n) een oplossing van (1) is, dus

y, (z+m) = oy, (2) + py, (2)
y)(z+n) = ay!(z) + py}(z) .

Stel z = 0, dan is

il

I
a

¥, (n) = ay (0} + By, (0)

en

1l
1l

y!(m)

ay(0) + py(0) = ¢
dus

v, (z+m) =y (n)y, (2) + 7/ (n)y,(2) .
Op analoge wijze volgen de andere betrekkingen.
Door substitutie van z = n in y1(z-n) = y1(n)y1(z) - y;(n)yz(z) volgt er

¥ () = 1 (x)y, (x)

1. (2)

Stellen we z = 1 in yQ(z-n) - y2(n)y1(z) + yé(n)yz(z), dan blijkt dat
0 =y, () -7, () +

Is yz(n) # 0, dan is y1(n) = yé(n). Is y2(n) = 0, dan blijkt uit (2) dat

yf(ﬂ) =1, dus y1(n) g = +1. Met behulp van de Wronskiaan vinden we

y, (m)y)(n) - y!{n)y,(n) = 1,

dus

n
iy

t
y, (n)y}(n)
waaruit volgt in verband met het bovenstaande

yi(a) =y (n) = ¢ .
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Er bestaan nog meer van dit soort betrekkingen, zoals bv.

v, (m) +1 =2y Py 3)
v, (7) -1 =25, By G)
TR Te
v,® =2, 0n® (M.-S. pag. 100).

Als we de som bekijken van y, (z+n) en y, (z-m), dan blijkt dat

v (z+n) +y,(z-7) = 2y, (n)y, (2) ,

en analoog

v,(z+n) +y,(z-n) = 2y}(n)y,(z) .

Verder kunnen we nog het volgende opmerken: In (2.2.2) hebben we gevonden

y1(n) +y£(n) —oP=0g +0 =6 +e " o 0 cos v,

als v de Floguet-exponent is. Daar volgens het hierboven gevondene

Y, (7) = y}(n) is dus y,(n) = y}(n) = cos vm, dus

y1(z +7) +y1(z—1t) = 2 cos \m.y1(z)
en

1l

y,(z+n) +y,(z=x) = 2 cos wr.yz(z) .

D.w.z. voor elke oplossing y(z) van de Mathieu-vergelijking geldt

y(z+n) +y(z-n) = 2 cos vr.y(z) .

2.3%.3. Coéxistentie van oplossingen

In 2,1.33 en 2.1.34 hebben we gevonden: Als y, () # 0, dan geldt wegens

v, (n) = ¢ :

(¥,(2) = 3, (), (=)

Y (z) =y, (2)

{ 2 ; (3)

Y (z +7) ey, (z)

8Y2(Z) + Y1(z) .

1l

it

Yz(z +1)

Is yz(n) = 0, dan blijkt
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Nl

Y (2) = 3, (2)
¢ (2) = 3, (2)
Y1(z-+n) = EY1(Z)

Y, (z+n)

eYé(z) + y;(n)Y%(z) .

We zien hieruit dat één van de twee oplossingen Y1, Yé te identificeren is
met één van de twee genormaliseerde oplossingen Yy Ve
Als y,(n) # O is dus, als we (3) gebruiken

f(a+m) oY, (2)
A O B OB

I

en

L[]

v,(z+n) = ey, (2) +y,(n)y,(2) .

Als yé(n) = 0 vinden we door gebruik te maken van (4)

y, (2 +n) = ey, (2)

y,(z+n) = ey (2) +y! )y, (2) .

Conclusie.
Als yé(n) 4 0, is y1(z) een FPloguet-oplossing van (1),
als yé(“) = 0, is yé(z) een Floquet-oplossing van (1).

Defini&ren we weer w(z) (zie 2.1.32) met w(z +n) = ew(z), dan volgt

in het eerste geval: w(z) = nyz(z) - ezyé(n)y1(z): oneven in z,
in het tweede geval: w(z) = ny1(z) - ezy;(n)yé(z)= evern in z.
n M.-5. wordt u = iv gesteld, dus g = ™t (voor definitie van o zie 1.2,

1.2.1 en 1.2.2).
De karakteristieke vergelijking

It
o

2

o - (v, () +y}(n))o +1
wordt

2 2

o© - 2y, (mAn")o +1 =0,
dus

y1(n,h,h2) = Ccos8 VR .

v heet de karakteristieke exponent van de Mathieu~vergelijking.
Als v voldoet aan cos vi = y1(n,k,h2) is er een oplossing y(z) van (1) die

voldoet aan
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y(z+n) = " y(z) £ 0 .

Meixner noteert deze oplossing met mev(z) of beter mev(z;h,ha).

Id de normering nog niet vastgelegd dan komt er nog een miltiplicatieve fac-
tor bij.

Als v _# geheel, den zijn de Floquet-oplossingen van (1) mev(z) en me_v(z)
lineair onafhankelijk, immers in dit geval is e>"° £e ™

Verder geldt hier de eigenschap: me_v(z) = me (-z).
Bewijs. Elke Floquet-oplossing van (1) met karakteristieke exponent v kun-
nen we schrijven als
ivae
mev(z) =@ u(z) met u(z-+ﬁ) = u(z) .
Vervang z door -z, dan is mev(-z) weer een oplossing van (1) t.w.

mev(-z) - gmiVE u(-z) met ul-z+n) =u(-z) .

(z).

Dit is een Fleguet-oplossing bij -v, dus me_,,

We hebben reeds bewezen (3.3.2) dat

y(z+n) + y(z=7n) = 2 cos vn.y(z)
of

™™ 3(z) - y(z-n)

ein\)[y(z) _e—iﬂ\) y(z-n)] .

i

y(z+n) - e 3(a)

Als we definisren ¥(z) = y(z+n) - e ™ y(z), dan blijkt hieruit

W(z) = eiTW ¥(z-m) .

Als y(z) # O een willekeurige oplossing van (1) is, is df y(z) een Floquet-

-iym

oplossing van (1) met exponent -v of y(z+n) - e y(z) een Floguet-op-

lossing van (1) met exponent v.

2 2 .
-+ -h wvinden we

Opmerking. Door de transformatis =z ~ z + g-, h
2 2
cos mv = y1(ﬁil,h ) = Y1(”iks'h ) '

. . 4
dus cos nmv is een gehele functie van A en h .




3e4s

3.4.1.

- 41 -

Nader onderzoek van de oplossingen van de differentisslvergelijking van
Mathieu

Voor een uitvoerige behandeling hiervan wordt verwezen naar M.-3. 2.2, pag.
105 - 131,

Een recurrente betrekking

i

We voeren in de notatie: mev(z) =% u(z) met u(z +n) = u(z) en stellen

Z log t .

- L
21

Deze transformatie is analytisch met singulariteiten in t = O en t =,

Doorloopt t een cirkel om de corsprong t = O, dan verandert z in z +m, im-

mexrsg:

log t = log]t| +iargt,

dus Alarg t) = 2r, A{log t) = 2ni, waaruit volgt Az = m. Alle oplossingen
zijn gehele functies van =z, dus u(é%-log t) is buiten t = O en t = o een
éénwaardige holomorfe functie en we kunmen u dus in een Laurentreeks ontwik-

kelen:
e o]

L - e
u(2i log t) = = Cpo
- 00
die in elke gesloten cirkelring O < r, < [t] = r, < absoluut convergeert.
We zien hieruit:
E en Floguet-oplossing bij een karakteristieke exponent v kan in een Fourier-

reeks worden ontwikkeld:

Deze reeksen met hun afgeleiden zijn convergent binnen een strook parallel
aan de re€le as in het complexe z-vlak, De co&fficidnten c2p voldoen dus aan
de betrekking

1
lim lc_ | /1ol _ 0. ' (5)
pto 2P
Differentiéren we de recksontwikkeling formeel en substitueren we dit resul-
tagt in de Mathieu-vergelijking, dan ontstaat er een recurrente betrekking

tussen ¢ en ¢ , nl,

2pte? czp 2p-2

2 2 2 _
= Bo, , A= (v+2p) ]c2p =R, , =0, (6)
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een homogene differentiaalvergelijking van de 2e orde. De coéffici&nten czp
zijn voor h® £ 0, gegeven de randvoorwaarde (5), op een constante multipli-
catieve factor na bepasald.

Bij gegeven v is A te vinden. Dit geeft aanleiding tot een stelgel van on-
eindig veel vergelijkingen met oneindig veel onbekenden, die we de baas

kunnen wmet behulp van de theorie der kettingbreuken.

Het oplossen van het stelsel vergelijkingen

Mgy T Bz + Gz, =0

met A #0, B #0, O willekeurig (k = 1,2,...) (M.-S. 1.8, pag 89 e.v.).

De bovenstaande differentievergelijking is homogeen, d.w.z. als w, en vy

oplossingen zijn is elke lineaire combinatie o, + ka ook een oplossing.
Zijn zekere z; en z, ., gegeven, dan is de oplossing eenduidig bepaald. Er

zijn dus maximaal twee lineair onafhankelijke oplossingen.

I

Door een eenvoudige itransformatie iz het mogelijk om Ak = Ck = 1 te krijgen
voor k = 1,2,... .

& 444ey zodanig

We definiéren daartoe de van nul verschillende getallen Oy &,

dat

[ ]

k

Dert T B A_k-
%

(k=1,2,...) .

Definieer ma D, = (k = 1,2,...) en stel =

T
k Gy Ay

dan volgt na substitutie:

= 0T, (k=0,1,2,...)

Vicwr = Dl ¥ Vg = O (k= 1,2,00.). (7)
Stelling. Als Yy en ?k twee oplossingen zijn, dan is

kr Yk

& V. =
(yk’yk) - |
g+ k|

onafhankelijk van k.

Bewijs. Wegens (7) is

-D

Yerr T Yk T ket T

en ook

-D ¥

Y41 g T Vg-q T
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Vermenigvuldigen we de eerste vergelijking met ﬁk, de tweede met ¥y en trek-
ken we af, dan volgt er:

eIk ™ Nl = Ny~ Tkt
of
6(yk’§k) = 6(yk—1’yk—1) .

We kunnen nu twee gevallen onderscheiden:
A, N = 0. Dit is niet interessani.

B. ¥y Z0 voor k = 1,2,... ,
Bl. Stel nu dat er een natuurlijk getal k bestaal zodat
1
Yl = [V -
| k| | k 1l [Dk 1 7
dan blijkt: yy # 0 en
N e W B W IR S o 0 R P B WY

Uit (7) volgt

[yk+1| - ’Dkyk—yk-1[ = leHykI - ka_1| >
= kal + ka._-][" ka_1‘ = kal s
dus
ka+1l > lxkl
en verder
Vean] = Pai¥ens =7 2 1D Il = 17l >

g L 1 R P (B R DL W

N.B. In de discussie zullen we verder aanmemen lel =2 (k=1,2,...). Mocht
IDk] > 2 worden vanaf k = k > 1, dan laten we (k - 1) vergelijkingen weg en
nummeren de andere opnieuw.

Op grond van bovensteande afsprask volgt:

lyk+1| 1
I'le;+2| - (IDk+1 -1 iyk+1] = Iyk+1| én < 1Dy s

ka+2| [-1

Op analoge wijze tonen we nu aan

N ST 1
en I yk“i’ ID ] =
3 k42

| > T » enzovoorts,

Wicaal > 19|
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dus
0 < [yl < oeuel < Igind oov s

een monotoon stijgende tij.

Er volgt verder uit onze onderstelling

ID Tietp 1| =|]ﬁi_+£k_+g_'_ﬁcﬂ =|ﬁcﬂ=
k2 yk+3 yk+3 yk-i-a
zl%ﬂ.VmQ< 1 _ 1
Y42 Tk+s Dl =1 [Dpgpl =7

B2. Stel nu dat het tegenovergestelde van B1 waar is, d.w.z. voor

alle
k=1,2,... geldt

1
17| < 1o, | I

In dit geval is y,_, ¥ O.

yk yk- i

Tk 1Py = Ty
D, —- _qf o (L kA
k 1

Ix- Yk=1

Tie 41 ‘
V-1

ﬂﬁl.ﬁLF

1 1
yMERR e

=
Er zijn dus a priori 3 typen van opleossingen mogelijk onder de voorwaarde
I%I>Lk=1ﬂ““.

I. Alle oplossingen zijn identiek nul.

II. Voor ¥ = 1,2,3,... geldt

el < o= el s 70

Iy 1 1
le Py 1| < ENEN . ]51«:-1-1]"1 '

III. Vanaf gzeker rangnummer k1 geldt
iyk+1l > ([Dk‘ -1)1ykl ’ yk 7{ 0

7
k__ 1I = 1 1

T ! Dy (=17 D=7

'Dk

Uit het voorgaande bplijkt dat de oplossingen van type Il begrensd zijn.
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De oplossingen van type III nemen onbegrensd toe. Neem nl, als initiaalvoor-
waarde y =0, y =1, dan liggen alle y, vast en er blijkt dat |y, | = k.
Cm dit te bewijzen is het voldoende aan te tonen dat ka+1| = |yk| +1,
k=12,.0. . We doen dit met de methode van volledige inductie. Voor k =1
is het juist. Neem aan dat het juist is voor k = m-1 > 0. Uit de differen-

tievergelijking (7) volgt:

Y1 =Dmym— I

m -1 !

dus

N B DR T B A

Uit de inductie onderstelling wvolgt

Iyl 2 oy | +1 o =ly .| ==y, | +1,
dus

Fpan | = 12 7g| = L3, | = 12 wg) = log) +1 =
= (o |- Dl | + 1> |y ] + 1

wegens |Dm| =2,

Daar er een oplossing van type III bestaat, volgt direct dat er geen twee
lineair onafhankelijke oplossingen van type II kunnen bestaasn, Als dat wel
het geval was, zouden alle oplossingen begrensd zijn en dus automatisch tot
type II behoren.

We bewijzen nu: T ig juist dan een oplossing van type II als

Yoo o4l 4] .
yO |D1 D2 |D3 ,
In dat geval is
T3 1] 1| 1|
R -1 cee (4 =1,2,...). (8)
Vieg % [Dim lDim o '

De oplossing wordt dus gegeven met behulp van oneindige kettingbreuken.

Opmerking. Ken uitvoerige behandeling van de theorie der kettingbreuken is
te vinden in: O.Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen (1913).

71 j .
. def s(")
I I... = lin S~
P57 Pis keoo T1
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_1, sgi) =0

waarbij Sl«(:l) en Tl(:i) de door de initiaalvoorwaarden S:(.iz =

(1)

Yy = 0 is altijd een oplossing van (7), terwijl het mogelijk is om direct

= 0, Tj(_l) = 1 gegeven oplossingen van (7) zijn (4 = 1,2,...).

een oplossing van type I1I aan te geven, nl. Tk1 » die voldoet aan

el > 1) 1

zoals we hiervoor hebben aangetoond (B1).
We laten nu nog zien, dat de kettingbreuk (8) een oplossing van type II is.
We bewijzen eerst de convergentie van (8) en beperken ons tot i = 1, wat

zonder bezwaar kan. Dan is

(1) (1) ( )T( ) ( )8(1) 5(5(1) (1))

S _ - St Tk T le =
SO QRN S OB 264
5(3191), 1£11)) _.o)- @) 1 : (9)
) a0 )

In verband met de initiaslvoorwaarden volgt er:

T}Ei+1) - S]gi)

en

s£i+‘) - - Tﬁi) + DiS£i) .

Op grond hiervan zijn

S(l)
; = lim —(—5-740 voor alle i

k —~+co ‘EK

en er volgt

g (i+) p.s)_ o)
vﬂ—llmTkTyullm 1k()k =D1—;1"
* koo T koo 5ot i
of
1 - -
5 H +v. =Di voor 1 = 1,2,... &
1
Stelt men Y, = 1 en ¥; < VY5 . (1 =1,2,...) dan is y; een oplossing wvan

(ff). Deze oplossing blijkt van het type IT te zijn, immers wegens (9) is

1 1
=T1(‘| )T2(1) +T2(1)T§1) +toaee .
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Wegens |T1£1)1 =k volgt dus

1 1
lv1| QT:E+‘Z-§-+ eee =1

en analoog |vk‘ < 1, wearmee de stelling is aangetoond.

3.5. Betrekkingen tussen de coéffici&nten van de reeksontwikkeling voor me (z).

Zoals we in 3.4 hebben gedefinieerd is me (z) te schrijven als

o0
e ei(v+2p)z .
~oo 2P

Hierbij is voor h® # O

2
. _A=(voe)” L _ 0. (1)

2p+2 w2 2p 2p-2

Opdat cap = 0 voor p * %, moet gelden:

/ ‘20 _ ] l_ 1 !_
o] 2 2
2p-2 A={(v+2p) A= {v+20+2)
n? n?
Verder moet ook c2p -+ 0 voor p * -, Dit geeft
czp—a - 1 I . 1 | _
c 2 2 et
20 A-{v+2p-2) A-(v+2p-4)°
2 L2

h
Deze kettingbreuken zijn in elke compacte verzameling v,Ah2 (B2 # 0) uni-
form convergent, Ze moeten elkasrs reciproken zijn (of de ene mul en de an-
dere ) en derhalve:

vy ig dan en slechts dan karskteristieke exponent als aan één der volgende

(en daarmee aan alle) kettingbreuken is voldaan:

y4 l ) _ p4 |
A-(v+2p+2)? I?L-(\.;+2p-2)2
nt |

a-(vr2o-4)?

A= (va2p)? -

eee (P=0,%1,+2,...) (2)
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Opmerking. Bij de substituties h° - -h°, Cpp ™ (-1 )° c,.» v 2kiy,

p =~ =-k+ p(k geheel) gaat de recurrente betrekking (1) in zichzelf over.
Noteert men S = czp(v;l,h?), dan blijken czp(v;K,h?), (=1)° czp(v;k,—hz)
en 02(_kip)(2kj;v;l,h2) onderling evenredig, Waaxbij de evenredigheidscon~
constante niet van p afhangt (zie M.-S. blz. 106, 117).

Enkele bijzondere gevallen voor ¥ en p

Type I. v = 0, p = O, % # 0.

In dit geval is cap = c_2p

(2) geeft als eigenwaardevergelijking

(p = 1,2,...). Substitutie van v = O en p = O in

mt | w* |
l=—14_}\ - I16—)\. s » (3)

De wortels van deze vergelijking noemen we aén(h?) (n=0,1,2,04.)e

De oplossingen worden gegeven door

oo
A cos 2pz ,

2
cean(z,h ) T

een oplossing, even in z met periode m. (Het symbool ce is een afkorting van
cosine elliptic, )

We kurmen direct verifi&ren, dat A door (3) wordt voorgesteld. Stel nl.

= +A, s rw
¥y AO , COS 2z + A4 cos 4z +

en substitueer dit in de Mathieu-vergelijking. Gelijkstelling van coéffici-
enten van cos 2nz geeft:

2 2 =
h*A - (4-7\)1-‘;2 + 2h°A = 0

2 2

. 2 _ -
WA T (4n -)\)Aan +h°A, =0 (n=2).
A2n+~2
Nodig en voldoende opdat ——— = 0 als n -+ ig:
2n
4 .2
O:—l-i-'*zzhj'f";n 'l--c,
220 142

wat in overeenstemming is met (3).
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b 35,13,

¥

2.5.14.
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Type II. v =1, p =0, ¢, =C _.

o -2
Hier is C0 = Cppe (p = 1,25...). De oplossing wordt
- o0
c:ezn._M (z30°) =§ A2p+1 cos(2p +1)z ,

even in z met periode 2n.

De bijbehorende eigenwaardenvergelijking is
il

~ 2 L vt |
A=1+h —.[9_)\. “|25-A. - s

met wortels a (ha) (n=0,1,2,004 )

21+
Type III. v =1, p =0, Cy = =C_,»
In dit geval is T (P = 1,2,¢..) Nu wordt de oplossing
o o
se2n+1(z,h ) = 2 ng+1 sin(2p +1)z ,

ocneven in z met periode 2,

De bijbehorende eigenwaardenvergelijking is
h4 l ) h4
IREEE [25-A *°°

A=1-n°

met wortels b, (B®) (n = 0,1,2,...)

2n+1

T™ype IVe v=0, p=0, c_=0,

0
Mu is Cpy = s {(p=1,2,0..)s Als oplossing vinden we
(=2
2 i
Seanﬂ(z’h } = iﬂ B2p+2 sin(2p+2)z ,

oneven in z met periode 7.

De bijbehcorende eigenwsardenvergelijking is
NP U

{162 7 [36-2 7

2
met wortels b2n+2(h ) (n=0,%2,e..).

Op analoge wijze als dat gebeurd is bij 3.5.11 is het mogelijk de eigenwaar-

denvergelijkingen van elk der andere typen te verifiéren.




- 50 -

545.2. Het verband tussen de verschillende typen

E.L. Ince heeft bewezen (Proc, Cambr. Phil, Soc. 21, p. 117 (1922) dat geen
tweetal vergeli jkingen uit typen I t/m IV(zre5.5.1lgemeenschappelijke wor-
tels heeft voor h® refel.

Type I en IV hebben geen gemeenschappelijke wortel, immers voor een wortel A
van type IV is het rechterlid van type I oneindig.

Wat type II en type IIT betreft, ook deze hebben geen gemeenschappelijke
wortel, want de rechterleden wverschillen th.

Er blijven over de wvolgende combinaties:

type I en II ; dan zou de algemene oplossing even in z zijn;

type II en IIT; den zou de algemene oplossing een afgeleide nul hebben in

type IT en IV 3 dan gzou de algemene oplossing een nulpunt hebben in z = n/2;

type IIL en IV ; dan zou de algemene oplossing oneven in z zijn.

De bovenstaande mogelijkheden kummen niet optreden, omdat elk punt een ge-

woon punt is t.a.v. de Mathieu-vergelijking.

Conclugie. Voor redle h° 74 0O bestaan er geen twee lineair onafhankelijke
oplossingen met periode © en 2n (zie ook C.J. Bouwkamp, A ncte on Mathieu-
functions, Kon. Akad., Wet., Vol. 51 no 7 (1948)).

De volgende betrekkingen bestaan nog tussen de typen:

2y _ n n, .2
cezn(z,-h ) = (-1) cezn(Z +2 ; h°)

2y _ n oL ,2

cezn_ﬂ(z,-h ) = (=1) 8€,. (z+2,h )
2 n+t .2

se2n+1(z;-h ) = (-1) Ce, 4 (z +55h )

2y _ n+ T, .2
se L, (zi-n") = (-1)7" se, (z+5351h°)

(Goldstein: Trans. Cambr. Phil. Soc. 23 (1927}, 3M).
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3+5.3. Het verband tussen A en N

€Vell oneven even oneven

bijbehorende functies ce, se, ce, se, ce, Be,
h? > 0 ' a < b < a < b < a < b
) 1 1 2 2 3
2
< < a < < b < & < b
h 0 % 1 b1 2 2 3
bijbehorende functies ce ce, se, se, ce, se,

evern even oOneven oneven
Van links naar rechts is de primitieve periode
T 2 2n 9w .
Verder geldt

a2n('hz) N a‘zn(hz)

2y _ 2
ban-m("h ) = b21r1+2(h )

2y 2
8‘2:1-»-1('h ) = Pon (n”)

Er is een zeer gedetailleerd onderzoek gedaan in de loop der jaren. Voor
bijzonderheden zie M.-5. 2,2 t/m 2.8.
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Er is ook veel numeriek werk verricht, men zie hiervoor:

Nat., Burean of Standards: Tables relating to Mathieu functions, Columbia
Univ. Press, N.Y. 1951,

Blanch and Clemm: Tables relating to the radial Mathieu functions,

vol, 1: functions of the first kind,

vol., 2: functiong of the second kind, Washington 1964.

3e¢5.4. Maghtreeksen en eigenwaarden
| Voor niet gehele waarden van v is

A () =V 4oty .

(Stel p = 0 in 3.5, formule 2,)
Door successieve bhenadering blijkt dat

2
1 4 5v +7 8
A (B%) = v+ ———1n* 4 h™ + ...
v 2v3-1) 322 = 1)2(v*-4) ’
terwijl '
2y _ 1.4 1 .8 29 12 68687 16

1 .4 187 8 6743617 12

as(hzs

= 36 + ?ﬁ'h + 13904060 h” + 32955987 200000 h™ o+ eee .
Voor m = T geldt
. .
a_(h%) 2
n N o+ 21 nt 4 - 5m 3+'7f2 n® 4
v (1) 2(m" - 1) 32(m" - 1) (n" = 4)

om® +58m° + 29
64(n® - 1)° (m* ~ 4)(@* - 9)

+

n'? O(hM) )

6
Voor m = 8 kan O(hM) door O(h1 ) vervangen worden. Verder is

2m
2 2 h
a.m(h ) - bm(h } = O( m—1> (m ~ o),
m
De reeksen hebben een eindige convergentiestraal. Op de rand van de conver-
gentiecirkel liggen tenminste twee geconjugeerde vertakkingspunten.
Voor ao(hz) en a2(h2) is de strasl < g-, voor aén(h2) (n = 2) is de straal

> 3,
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8, (h%) en e, (h?) zijn onderzocht door C.J. Bouwkamp voor h° = + is, s > O
(J. Math, Phys. 26, 1947, 79 = 92).

Bij s ~ 8, = 1.468768... ligt een vertakkingspunt.

Voor 0= g <s8_gzijna en a, regel en verachillend. Voor s > so zijn ze el-

0 o}
kaars complex toegevoegde. In het vertakkingspunt is a, =a, = 2.088... .

De recksontwikkelingen zijn

1
= 2 2 1 1 6
2% ceo(z;h)=1-h +% cos 2z +h4{35-cos 4z-‘:|‘g} +0(n”)

1]

2 2 1 47 1 1 1 6
031(231’1) cos z - h -z cos 3z +h{§§cos 5z--6zcos 3z - Tg cos z} + 0{h°)

8

.t i 2 1 . ar 1. i o 6
se1(z,h) sin 2z ~« h® - = gin 3z +h{1923m52+6431n32-128 sin zf + 0(k")

8

1 1 1 6
ce2(z;h2) cos 2z - ha{ﬁ cos 42—%} + h4{3-8~1- cos bz - -2—895 co8 22} + G(h )

met normering

2n
f{f(z;hz)}zdz =n .
0
Wat de nulpunten betreft, als h® refel is bezitten cem(z;hz) en se_ ., (z30°)

m nulpunten in O <z <n (m = 0,1,2,...). |
Als h - oo , blijkt dat, als we A = a,m(ha) of A=b__ 1%) (m = 0,1,2,...)

stellen,

A + 2h°

h

lim

h—+co

=m+%.

Verder geldt voor h —+ o :

a.m(ha)

b (n?) =~ 2% + (4m+2)h + 0(1) (@=0,1,2,...),
m-+

wat nog veracherpt kan worden tot

a‘m(hz) 2 1 W 1 M+
bm+1(h2) = - 2h +2Mh-'§( +1)“TIE.BE( +5M)+
_ 409"6}12 (5M* + 343 +9) + o(n™3)

als we M = 2n+1 stellen.

Dezelfde reeks geldt voor 2\.\)(1’12) als m® <V? < (m+1)2.
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Tenslotte volgt nog

Am+s 3 2
2 2y 2 2 . m+ /2 -sh [1 _ bm +14m+1]
bm+1(h ) - am(h ) '?ET"\/n h e on

(m = 0,1,2,.-0) ’
(zie M.-S. 2.331 pag. 134/139).
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3.6. Ontwikkelingen van de oplossingen van Mathieufuncties naar Begsselfuncties

In het voorgaande zijn van de Mathieu-vergelijking 4 typen oplossingen be-

" handeld en wel

o0
(1) cezn(z;h?) = 3 Agin)(hz)cos orz , even, periode m,
=0
o]
(2) ce2n+1(z;h?) = I Agin+1)(h2)cos(2r-f1)z , even, periode 2m,
r=0
oo
(3) se2n+1(z;h?) = rio é;ﬁ:1)(h?)sin(2r-f1)z , oneven, periocde 2n,
o0
32y L (2n+2) 2y . .
(4) sezn+2(z,h } = rio Bzr+2 (h Jsin{2r +2)z , oneven, periode .

Het is zinvol om naast deze Fourierontwikkelingen ook reeksontwikkelingen
nasr Besselfuncties te bezitten. Het argument dat hier voorkomt is k cos z
of k sin z met k = Zh.

De Mathieu-vergelijking zullen we schrijven in de gedaante (M.V.)

¥ o+ (A=K cos2z)y =0 met A=p+2n% .

De bewering is nu, dat met dezelfde co&fficisnten als bij (1) t/m (4) de

functies

(1a) rio(-1)r Agin)(hz)J2r(k CO8 z) ,
(22) 3 (1) 2Bty | cos 2)
CONE N COE Gl COLMN L)

oplosgingen zijn van de Mathieu-vergelijking, evenredig met de functies (1),
(2) en (3).

Dit is eenvoudig na te gaan door formele substitutie van de reeksen in

M.V., daarbij gebruik makend van de recurrente betrekkingen tussen de Bessel-
functies. Voor de coéfficiénten vindt men dan precies dezelfde differentiaal-
vergelijkingen, randvoorwsarden en kettingbreukvergelijking.

Zoals blijkt komt er geen (4a) voor in de gedaante
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g (=1 B(2n+2)(h2)I

(k sin z) .
=0 ar+2

2rtz
Deze is nl. geen oplossing van de Mathieu-vergelijking, maar van de inhomo-

gene vergelijking
7'+ (& - ¥ cosz)y = 0B322 (k sin 2)

Dit hangt samen met het feit, dat sin 2rz nul is voor r = 0, wat niet het
geval is met Izr(k gin z).

(2n+2)

De term B ontbreekt als het ware in (4).

Wel is de functie

[=+]
T, (an) 2 .
(1) {1 (~1) Azr (n )Izr(k sin z)
r=0
oplossing van de Mathieu-vergelijking en daarom evenredig me{:\mm@.
We hebben dus drie ontwikkelingen voor cezn(z;hg): —
2 > (am) 2
(1) cean(z;h ) = § A (h® )cos 2rz
r=0
no,2
ce ("‘", h ) co
(1a) = 2'2112 > g (-1)F A(in)(ha)er(Zh cos z)
Al (r®) =z=0 2
2
ce_ (0sh") o
(1b) = —(—ﬁ—gv z (~1)F Aéin)(ha)lzr(Zh sin z) .
A (h®) r=0
De evenredigheidsconstanten zijn verkregen door substitutie van z = 12‘- en
= 0 voor

z = 0in (1) en (1a), respectievelijk in (1) en (1b), immers Jar(o)
r#0en JO(O) = 1.
Het verband tussen (2) en (2a), slsmede dat tussen (3) en (3a) kan op analo-

ge wijze worden vasigelegd.

We lunnen ons nog afvragen, waar (2b), (3b), (4a) en (4b) gebleven zijn.
Dit zijn enigszins gecompliceerdere ontwikkelingen. Men gaat als volgt te werk.

A ¢ K° COSaz)y‘ =0 .

Stel y = w tan z, dan volgt er

2 2 2 2
W' oh—— et 4+ +A -k coszlw=0.
sin z cos z 2
co8 Z
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Stel nog k cos z = g, dan wordt de nieuwe differentiasalvergeli jking:

52w + sw' + s?w-x"w" - aw + 2k2 E% ;i) =0 .

Stellen we y = w cot z'en k sin z = g8, dan volgt er
(5) s?w" + aw' - 8% - k2w + (% = A)w + 2%? dis- (g) =0

In de eerste vergelijking wordt w naar Jr(s) ontwikkeld, in de tweede naar
1.(s).

Ontwikkeling ven w naar . (s)

We stellen

[~ ]
w= I arJr(s) .

r=1
Dan is
[~ *]
82w +ow' +8%w = ¥ ria d (s) ,
Trr
=1
2 2 =
"
- +
kw h 151 ocr(J 27 Jrﬂ) ,

2 4 ,w °°2Jr2"r+2
& =) =2 i h® =St

Tellen we de linkerleden op, dan vinden we het linkerlid van (5). Er volgt
dan dat dit gelijk is aan

- 2 2 2 Ypo2 = Jpup
r£1 % {r - b {Jr-e - 2JJ:' +Jr+2}"'AJr + 2h T =

[= =]
- 2 z - 2 _2_ ) 2 _
= E ar{(:r +2h —A)ur+h JI‘-2(I' -1)-n Jr+2(r + 1)} =

»
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o0
_ 2 r=2 2 2 r+2
_ri ar{ - Jr-2+(r -A)Jr_h e}

seogr s o sae . 2 1.2
De cotfficiént van J, is a1{1- A-h"} - 3,

Cmvormen van de reecks geeft

g 2 aI'+2 2 (II' 2 aI'-'2
0 = r§1 I'Jr(s){-h — + {r" =A) Pral h ;_—2}

Stel vervolgens a, = irrbr, dan is

il
o

(1- ?u-hz)b1 + h2b3

2 2
Kb, +(r-?\)br+hbr_2—0 (xr=2);

dit is hetzelfde systeem als dat van Azp (zie 3.5.11).
Het systeem van de Db's valt uiteen in twee stukken:
o) Het systeem van de oneven indices: b1,b3,b5,... .
B) Het systeem van de even indices: by yB, s bgsens -

Dit past precies bij de functies se resp. se y oW,z

2n+1 2n+2

2y .
se, . (25h") is evenredig met

oo

(3b) tan z. & (-1)r(21'+1)B(2n+1)(h2)J

(k cos z)
o 2r+1 21+

en

2y . .
e z3h® ) is evenred
g 2n+2( sh°) ig met

(en+2)

(48) tan z. ; (—1)r(2r+2)132r+2

2
Z (n )Jér+2(k cos z) .

Uit de tweede differentiaalvergelijking
7'+ (A - XF cos®z)y = h23§2n+2)(h2)10(k sin z)

vinden we de ontbrekende functies, nl.:

2y . .
c (z3h®) is evenredig met

e
2n+1

(2b) cot z. % (-1)r(21'+1)A(2n+1)(h2)I

p— (x sin z)
=0

2r+1

en

r+2} *

die van J,: o, {4 -2} -$n%a

5"
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(z3h2) is evenredig met

®Can+e
(2n+2) .
a ot z. -1 r + gin =) .
(4a) cot :Eo( ) (2r +2)B, 2072 (n? M orre )
In detail wordt
Type 2:
(2) Gean+1("’h ) = :Eiﬁr)(f Jeos(2r+1)z =
r=0
e’(E-hz) oo
s h:(2n+1_)(h 5 2 O 603, (2 cos ) -
2
(Eb) c 2n-+1 (Osh ) cot zs E ( 1) (21'+1)A.(2n+1)( 2,)121,_'_1 (21 sin Z) .

= hA_1(2n+1 )(hz) oo

De eirenredigheidsconsta.nte vindt men in het eerste geval door te differenti-

eren naar gz en dasrna g = % te stellen, in het tweede geval door z = O te

substitueren.
Type 3:
2 2n+1 2\ .
(3) 88, 1 (z;h ) = Z‘. B£r+1 )(h Jsin(2r +1)z =

=0

(32) - Se2'n+1 (050° ) c; (<17 B(2n+1)(h2)I

hB121’1+1 (h ) =0 21r+1

- (2h sin z) =

T2

se =3 h ) oo
an+ 2°? T (2n+1)

tan z. & (-1)"(2r +1)B n®)J (2h cos z) .

Ier(2n+1 )(ha) o 27+ 21+

(3v)

Op analoge wijze als bij type 2 vindt men de evenredigheidsconstante.

Lype 4:
(4) 2o gnia(258) = 3 B{75) (4%)oin (22 +2)z =
r=0
se2' -1-2( ;he) ( +2)
(42) T h® 3%21’1-&2)(112) e z.1-.2_0( - (&,+2)B e ()3 +2(2h cos z) =
2
(4p) = g (O9) (2n+2)

oy
r 2 .
2 (2n+2), 2, 0Ot Z° & (-1) (&'+2)Bar+2 (89)1, ., (20 sin 2) .
h B2 (h ) =0

Opmerking. Het vervangen van J door Y en van I door K levert andere ontwik-
kelingen van de Mathieufuncties op.
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3.7. Integraalvergelijkingen die met Mathieufuncties verband houden

T.1. Integralen voor Besselfuncties

Zoals bekend (zie bv. Watson, Besselfunctiaons, pag. 20/21) is

n/2

Jzn(z) =T% fcos(z gin t)cos 2nt dt

en n /2

2 . . .
Jzn-H(Z) = fs:_n(z sin t)sin(2n+1)t dt .
0

Substitutie van t — %- t levert

n/2
(-1)* Jzn(Z) = % J/cos(z cos t)cos 2nt dt
0]

'n/2
(z)-—-% fsin(z cos t)cos(2n+1)t dt .
0

en

Nty

Uit de allereerste formule, gebruik makend van

Ty (z) +J_ (z) = 2?\) J\)(Z)

v+

verkrijgen we

n/2

2n +1 2 T .
o (z) = J cos t cos(z sin t)cos(2n+1)t dt .
0

2 n

Analoog uit de tweede formule:

n/2
=g (z) -=;12- fcos t sin(z sin t)sin 2nt dt .
0]
De laatste twee kunnen we nog transformeren door t te vervangen door %- %,

er komt dan
n/ 2

(z) = % fsin t cos(z cos t)sin(2n +1)t dt
¢

nn+l .
(=1) z  ‘znh
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e
n /o

n-4 2n
(-1) 2 Jz‘.n(z) T

0

sin t gin{z cos t)ein 2nt dt .

Deze formiles hebben we later nodig. Ze komen voor in vier groepen van iwee

met Fouriertermen cos 2nt, cos(2n +1)t, sin{on +1)t en sin 2nt.

Door de transformatie z = iz krijgen we nog vier andere formules, die we met

* aangeven,

De formules, waarvan het volgnummer onderstreept is, zullen we in het volgen-

de nodig hebben. De nummering zullen we daar dan ook aanhouden.

Fen overzicht wordt gegeven in T.2.

Enkele formuies over Besselfuncties
7:/2
1 }% fcos(z cos tloos 2nt at = (-1)" Jzn(z)
0
ﬂ/2
2 %Jcos(z sin t)cos 2nt 4t = Jzn(z)
n/2
2% % cosh(z sin t)cos 2at dt = (=1)" Izn(z)
0
n/2
3 = sin(z cos t)eos(2n+1)t at = (-1)" Jzn—H(Z)
0
/2
4 £ Jf cos t cos(z sin t)eos(2n+1)t dt = Ztl Jzn+1(z)
0]
TE/2
4% % (cos t cosh{z sin t)cos(2n +1)t a5 = (-4')11 _2.£l_;il 2n+1(z)
a“."—‘;'f’.'d
5 :4- J sin{z sin Tie it i)t dt = Jo. _q(?!/
T d" St
1‘3/2
B¥* i— ; sirigz ain tiein{ 73y At = (=1) - (v)
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n/2

6 % fa:‘.n t cos(z cos t)sin(2n+1)t at = («1)° é}';_1 32n+1(z)
0
n/2
7 % fain t sin(z cos t)sin(en +2)t at = (~1)" @‘f—g J2n+2(z)
Q
/2
8 %-.j/;oa t sin{z sin t)sin(2n +2)t at = 2n;h2 Jén+Q(z)
0
n/2
8% %-lj/;os t sinh(z sin t)sin(2n+2)t dt = («1)° gﬂétg I2n+2(z) :
0

Een integraalvergelijking

In 3.1 hebben we reeds gezien welk verband er bestaat tussen rechthoekige
cotrdinaten X,y en elliptische cobrdinaten (£,n).
BEr bleek dat

x = cos(if)ecos 1 en iy = sin if sin 7y .
Beschouw de 2-dimensionale golfvergelijking
2
Au +k"u =0 (0)

en tracht deze op te lossen door separatie., Stel dus u = F{x)G(y), dan volgt

door substitutie

" tt
E—;—+%—+k2=0.

"
Als speciaal geval nemen we %r = 0, dan volgt als particuliere oplossing:

U=FG= (Ax+B)(C sin ky + D cos ky) .

Deze is te splitsen in vier eenvoudige oplossingen.

Verwisselen we X en y, dan krijgen we nog vier oplossingen; in totaal dus
acht speciale eenvoudige oplossingen van (0).

Stellen we nog 2 =71 en t = if, dan ziJn alle acht functies even of oneven
en van periode n of 2n (in alle combinaties) in beide varisbelen z en t ge-
lijktijdig. Ze 2zijn bovendien symmeirisch in z en t.

De functies kunnen als volgt worden geschreven:
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pariteit | periode

cos kx = cos(k cos z cos t) ) n
cos ky = cosh(k sin z sin 1) n
sin kx = sin(k cos z cos t) even 2n
x cos ky = cos z cog t cosh(k sin z sin t) ) A 2n
i sin ky = sinh(k sin z sin t) ) 2n
iy cos kx = sin z sin t cos(k cos z cos t) 2n
iy sin kx = 8in z sin t sin(k cos z cos t) [ oneven

ix sin ky = cos z cos t sinh(k sin z sin t) || n

Deze functies kunnen ontwikkeld worden naar producten van de corresponderen~

de Mathieufuncties van dezelfde pariteit en periode en wel als volgt:

cos(k cos z cos t) =5 — ce (z)cezn(t)
(1)

[+ o]
cosh(k sin z sin t) = 2 1 cean(z)cean(t)
0

Pon
> 1
sin{k cos z cos t) = 3 = C=ezn_,,1(z)cezn_H (t)
0 “a2nH
(2)
5 (2)ce,,,, ()
cos z cos t cosh(k sin z sin t) = I ce z)ce t
o Bopyq | 2nH 2n+
1
sinh(k sin z sin t) = & se (z)se (t)
o Topsr 20+ 2n+1
(3)
=1
gin z sin t cos(k cos z cos t) = I se, .. (z)se, . (t)
0 “2n+1 |
o 1
8in z sin + sin(k cos z cos t) = & ” sezn-m(z)seznﬂ(t)
0 ‘z2n+2
(4)
> 1
cos z cos t sinh(k sin z sin t) = I 5 sezn-;-a(z)sezhﬂ(t) .
o “2n+2

2 _ . . -
Als h™ re€el is kummen we als volgt normeren:

1
ceo(z;O) = 2% cen(z;o) = cOS nz; sen(z;O) =ginnz (n=1,2,...)




&n on

2n
jtcem(z;hz)]zdz = l[tsem(z;ha)jzdz =7,
0 0

We vinden dan, gebruik makend van het bovenstaande

2n

n
j;os(k cos z cos t)cean(t)dt “a, cezn(z) )
0

of ook
n/2
-4
cezn(z) =4, | cos(k cos z cos t)ee, (t)dt .
0
Zoals hieruit blijkt is de functie cezn(z) bplossing van de homogene inte-

graalvergelijking met symmetrische kern:
n/2

£f(z) = A ‘f'cos(k cos z cos t)f{t)dt
0

Q

. a - 4
met eigenwaarde A 7 %on

N.B. Verwar deze A niet met die uit de Mathieu-vergelijking!

In totaal zijn er acht integraalvergelijkingen, die op analoge wijze kunnen
worden verkregen. Zij hebben geen andere oplossingen dan de gespecificeerde
Mathieufuncties.
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Tabel van de acht integraalvergelijkingen

. . eligen- eigen-
integraalvergelijking waarden | functies
/2
I. £f(z) = }\f cos(k cos z cos t)f(t)dt %E‘Otzn
0
ceEn(z;h2)
n/2
IT. £(z) = }\f cosh(k sin z sin t)f(t)dt % Pon
0]
n/2 |
- ; 4
III. £(z) = Afsm(k cos z cos t)f(t)dt 7 Yo 41
0 2
iy | CeenH(Z;h )
) . . 4
Iv. £f(z) = ?\j/cos z cos t cosh(k sin z sin t)f(t)dt | = Bopt J
0
; ]
V. £(z) = A | sinh(k sin z sin $)f(t)dt R
0
2
11;/2 I se2n+1(z’h )
VI. £f(z) = Afsj.n z sin t cos(k cos z cos t)f(t)dt %62n+1
0
'.-;/2 \
= x| ain . : ' 4
VII. £(z) = J\J sin z sin % sin(k cos z cos t)f(t)dt = Yomto
0 2
/o ? Seznﬂ(Z;h )
~ . . . 4
VIII. f(z) = )\J/cos 2z co8 t sinh(k sin z sin t)f(t)dt =8 1
0

Hierin is k = 2h.

Verband tussen Maihieufuncties en Besselfuncties

We kunnen met behulp var. deze integraalvergelijkingen de ontwikkeling van

Mathieufuncties in reeksen wvan Begselfuncties eenvoudig afleiden.
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7.3.11. We geven een voorbeeld:

Zoals we hierboven zagen is

n/2

4 g fcos (k cos z cos t)ce2n(t)dt = (zie 6)

L]

2
e n(2.',h ) o
0

11:/2
E A(zn (n? )fcos(k cos z eos t)cos 2rt dt =
G

]

(=]
r ,(2n),, 2
2a2nt2): (-1) A (n )J2r(k cos z) .

In verband met 6 formule la wordt

- %Con 2 s b )
an ,,len (h2)
0
7.3.12. De andere vergelijking is

/2
e, (z;h%) = 4—6 cosh(k sin z sin t)ce,_ (t)dt =
n™? n "2n 2n
0]

n/2
[o=]
4 (2n),, 2 : . _
- Ban 2 Azr (") | cosh{k sin z sin t)cos 2rt dt =

28, z (-1)F A(en)(h )T, (k sin z) .
0

Wegens 6 formule 1b is

2
cedn(o,h )

fon 2Afzni(hz) ’
o

Uit de tabel van 7.3 xunnen we ook alle andere betrekkingen halen:

n/2

: -4 : -
7.5.1%. 2n+1(z n? o, | sin(k cos z cos t)ce2n+1(t)dt =

c

=4 o p\2nT1) . 2 _ )
m Yon+ §A2r+1 (h") | sin(k cos z cos t)cos(2r+1)t dt =
0
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_ r ,(2n+1) X
20, >: («1) A (n )J2r+1(k cos z) .

Het verband met 6 formule 2a is

1
“Contt 2 ; 0%)

Yent1 T 7 - (nwt) 2y
2n+1 M12n+1 (ha)

n/2
2 . )
7.3.14. ce2n+1(z;h ) = % Bar 41 fcos z cos t cosh(k sin z sin t)ce2n+1(t)d‘c =
G
n/z
_4 (2n+1)

Ban+1 cos =z EA

b1 (n?) f cos t cosh(k sin z sin t)cos (2r + 1)t dt =

0
- r ,(m+1)2y 2041
- 232n+1 cos z § (-1) A2r+1 (h°) == k sin z 2:|:‘+1(k sin z) =
_ got z % T (an+1),, 2 .
= Popir n Z (~1) (&.+1)A2r+1 (h )Iar+1(k sin z) .
Verband met 6 formule 2b:
2
] _ anay (0;n°)
2n+1 AE n+1 5(h2)
n/2
- 2 — 4- 3 : . =
7.3.15. Se,ne (200 = T, fs:.nh(k sin z sin t)se, . (t)dt
0

ﬂ:/2

[>=]
4 (2n+1)
n Y2n+1 E B2r+1 h ) smh k sin z sin t)S:Ln(2r+1)-b dt =

]

=+
r _{(2n+1)
2"f2n+1 ); (1) B2r+1 (h >Izr+1

[

(kx sin Z) .

Het verband met 6 formule 3a is

2
o)

21+t 2Y5.(2n+1 )(h2 )
i
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n/2

2 . )
7.3.16. sean_H(z;h ) = 141- LI fsm z sin % cos(k cos z cos t)sem_'_1 (t)dt =

0

%6211_“ gin z Z Bg;ir)(hz) sin t cos(k cos z cos t)sin(2r+1)t dt =
0
O

il

=R J (k cos z) =

(2n+1) 2y _2r+1
271 (h) cos z  2r+1

oo
; . T
262n+1 sin = E (-1 B

- tan z r {en+1),. 2
=8, 41 h E (-1) (2e+1)]32r+1 (h )J2r+1(k cos z) .

Het verband met & formule 3b is

L, .2
E”e.'zn+1 2’h )

an+1 BE‘mH ) (12)

)

n/2

2 . . .
7.3.17. se2n+2(z;h ) = %t- Yo+ fs:r_n z sin t sin(k cos =z cos t)sezn_]_z(‘t)dt =
0
o ( n/2
_4 ) on+2) . 2 . . : _
= Yyp4p Si0 Z i: B s (h®) { sin t sin(k cos z cos t)sin(2r +1)t dt
O

[+.o]
) r (en+2), 2y _2r+2 _
an+z o0 2 ‘2 (-1) Bore (%) & cos z Topspl 008 2) =

I

2y

M- e +2)Bgr21i:2)(h2)J

nts 1 {k cos z) .

2r+2

O

Het verband met 6 formule 4a is:

T2
! —:h
S onao'\D 7 )

2n+2 - gzn-s-z)(hz)
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1':/2

 7.3.18. Beanﬂ(z’h ) = %bzn-kz fcos z cos t sinh(k sin z sin t)seznﬂ(t)dt =

n/2

Ly cos z z: B(an“"z)(h2) f cos t sinh(k sin z sin t)sin(2r +2)t dt =

it

T 2n+2 2r+2

_ T (2n+2) 2r+2
=25, ., COS zg (=1) By e (h ) = Eein o ar+2(k sin z) =

(k sin z) .

an+42 h

oo
. cot z T (2n+2),, 2
) —-—-§ (=1) (21'+2)B2r+2 (h )121‘+2

In verband met 6 formle 4b is:

2
8¢ )42 (051

2n+2 hBEznﬂ) (h?)

)

(2ie ook M.-S. pag. 186.)

Opmerkingen:
1) De integralen in de tabel van 7.3 kumnen ook nog worden geschreven als

volgts
2{22) (a2
2 2
I. = | cos(2h cos z cot t)ee__ (t;h%)dt = —2mo—r (z h?)
n 2n n h)
0 RAPTATE
2 f 2 Ac(nzn) (hz)
IL. = cosh(2h 8in z sin 'b)ce (t;h Yat = - cean(z;hz)
0 ce2n(0;h )
, n 2‘ , hA1(2n+1 )(hz) .
IIT. £ | sin(2h cos z cos *l:)ce2n_'_1 (t3h®)dt = - o (T ) Cean+1(Z;h )
0 “®on+1'23
5 ﬂ'-/2 - ' , A52n+1)(h2) ,
V. = | cos z cos t cosh(2h sin z sin t)ce2n+1(t;h Yt = - 0% cezn_H(z;h )
0 an+1 M’
) n 2‘ | | , hB1(2n+1)(h ) ,
V. = | sinh(2h sin z sin 1;)5:@21”_1 (t;h° )at = S se2n+1(z;h )
se! . {(03h°%) :

0 on+1




VI.

VII.

VIII.

7.4.
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2 ﬂ/2 2 BSEn+1)(h2) 2

= .j‘sin z 8in t coa{2h cos z cos t)se2n+1(t;h Jat = ) 5 se2n+1(z;h )
0] %€ om+1'23

, n/2 , hB£2n+2)(h2) .

= j‘S1n z 8in t sin{2h cos z cos t)se2n+2(t;h )dt = - P Se2n+2(z;h )

2se! (53;h°)

0 an+2'2

, n/2 ; hB§2n+2)(h2) )

= j1cos z co8 t 8inh(2h sin z gin t)se2n+2(t;h Jdt = > se2n+2(z;h ).
0 ESe£n+2(O;h )

2) De niet genocemde functies zijn wel oplossingen van de integraalvergelij-
king, maar singulier met A = co ; zb is bijvoorbeeld
7
jélk cos z cos t __ (+;n2)dt = 0 .
2n
O

Qggaven

Bewijs de volgende uitspraken:
De acht integraalvergelijkingen kunnen we twee aan twee combineren en wel
als volgt:
TE
(I) en (III) tot f£(z) = A ‘j;ik COB 2 CO8 t priygy
0]

met eigenfuncties cen(z;hz),

m
(VI) en (VII) tot f£(z) = A ‘j;in z sin t 1% ©08 2 C0S B ppyay
0

met eigenfuncties sen(z;ha),

/2
(IT1) en (V)  tot f£(z) = A X S Z 8In b vy
-/2
met eigenfuncties_ceén(ggha) en se2n+1(z;h2),
_ .n 2 "
(IV) en (VIII) tot £(z) = A cos z cos t et SIB ZSIN Y pepyay
-T/2
(z;hz).

met eigenfuncties se (230%) en ce

2an+2 n+2
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8. Sferoidale golffuncties

8.1, We gaan uit van een stelsel confocale ellipsen en hyperbolen, met brandpunts-
afstand 2.
Wentelen om de lange as geeft gestrekt-omwentelingsellipsoidale co¥rdinaten
(prolate), wentelen om de korte as geeft afgeplat-cmwentelingsellipsoidale
codrdinaten (oblate).

8.1.1. De analytische voorstelling van het prolate systeem is als volgh:

Neem de Z-as in de richting van de "naald", d.w.z. langs de omwentelingsas.

Zu%
'\\ :": “" - ’£=c
""",'- -"‘" Doorsnede x-z-vlak
'l /‘ halve lange as 1)
=
} 17 F x halve korte as Yy - 1.
1 ' =0
\ !
L PO
o’ - b \\5‘_‘:
;:-—I
7ij
=p coa @
=p s8in &
Z =En
\, 2 2 == 1 =
p=Vm" =-1)(1-£%) , ~l<E< Y n=>1, 0<0< 2.
. 2 2 2 2 _ 2 _ Z2 2 2_2___1
Mu is p° = (n° =1)(1-£"), dus —-9—7-2., =1-§ =1 -2, dus —L—-z + 5=
o~ 7 -1 7
2 2
is een ellips en analoog Z? - —&--é— = 1 een hyperbool.
£ 1-§

Op de ellips en hyperbool zijn 7 resp. £ constant. Voor deze cobrdinaten

wordt de Laplace-~operator

1 3] 2\0u ) 2 du 32 -gz 3%y
Byu = 7 (-85 + & (7 - 1Y + .
3 a2 2 {GE aE aT] a‘l'] (T]2 _1)(1_£2) 6@2

8.1.2. De analytische vooratelling van het oblate systeem.

We nemen de Z-as locdrecht op de cirkelschijf, die door wenteling ontstaat.
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Z.ag
17
\ /
\ ?-/ Ij)a
' R /
L--" Te— L e
/"-I ~I‘\
g.o [] ' ‘7H;-O !_ \3:0
‘\-'.U }
\(\ JJ l‘él' 0}/ X- @S
;""-. - ’/
/ - e — o e — \
a-/
/ ‘3<¢o
/
Doorsnede x-z-vlak
halve korte as: 73
=p cos @ halve lange as: d1-+n2.
=p 8in &
Z = En
__\] 2 2
p = V(1-£e%)(1+07) , l<gs<1,7=0,0<0<2n.
2 2 o 2 2 2 2 o
Nu s p? = (1-87)(1+0°) of —E—=1+0" =1 +2% | aus B0 E o,
1-% 13 1-¢ 13
2 2
een hyperbool. Analoog -P—2 + Z—2 = 1, een ellips.
1+7 y

Op ellips en hyperbool zijn 1 resp. E constent, De lLaplace-operator is in
dit geval '

1 {a 2. 81 d 2,01 2,2 +n2 62u
Au = 5 (=3B + 3= ((1+n")F) + :
3 ,éz "‘712 9F G} an an (T]2+1)(1—£2) a®2
Opmerkingen

1) Soms moeten de bereiken anders worden gekozen, bv. bij een opening in

een scherm, Dan is ~ce <7 <o 3 OSE<1; 0P < 2m,

N /7
\ >0 ; })0
b"-‘_ --._."
-~ g s ™.
Y4 ] 33 ~
{ ) i N 3 =0
'(-l.n) | (I.o"
NS v !
,"- - - _-\’
/ <e
, K

2) De laplace-operatoren van het oblate en prolate systeem gean in elkaar

over door n — in.
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8.2. De_golfvergelijking Au + k°u = 0

We trachten een oplossing te vinden door separatie in u =u, (E)u2 (n )u3 (®).

Prolate codrdinaten. Er volgt:

(0-2m@n « [ 2 a6 0 - o

{LO=atugm)’ + [ = e n () s () = 0
Lt=7 J

@) + i) - 0.

Oblate cobrdinaten.

1+

(10-Em) [ =5 0200 -
1-¢
ﬁ - [t +n2)u;(n)]' + [—"'}1—2? + A - k2(1 +ﬂ2)]u2(ﬂ) =0

{uQ(@) + pzus(@) =0.

Het oblate systeem gmat in het prolate systeem over door de substitutie
. 2 2
n-=+tinenk —~-k .

8.3. Meixner's normaslvorm van de differentiasalvergelijking

Deze is gebaseerd op het prolate systeem en wordt geschreven als

() Q-G @)+ et () () - 0.

-2
In de toepassingen zijn A en 72 meestal re€el, terwijl p = 0,1,2,... .
Verder is z reéel in het prolate geval en zuiver imaginair in het oblate
geval.
De differentiaalvergelijking heeft singuliere punten in +1 eneo .
z = +1 zijn regulier-singuliere punten.
z =o is essentieel singulier voor v # O en regulier singulier voor y=0.
In dit geval reduceert de differentisalvergelijking zich tot de vergelijking
van Legendre met oplossingen Puv(z) en Q}:(z), waarbij A = v{v+1).
Zij z, een gewoon punt, y(zo) en y'(zo) willekeurig voorgeschreven, onafhan-
kelijk van A, v, p. Dan is y(z) = P(z - zo) een machtreeksontwikkeling, con-
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vergent tot het dichtstbijgelegen singuliere punt, dus

o0
n 2 2
.V(z) =2 cn(z'zo) = Y(Z;)\-,T s M ) .

0

Deze oplossing is een analytische functie in alle variabelen en een gehele
2

functie in A, Y2 en |- van de orde < 3, Dit geldt ook voor de afgeleiden
naar gz.

Heeft men twee onafhankelijke oplossingen gevonden, dan is

Y, (Z).')"Z'(Z) - y1'(z)y2 (z) = -:—’% (Wronski),
-z
met constante # O.

Indien y(z) een oplossing is, is y(-z) het ook.

De singuliere punten z = +1.

De karakteristieke vergelijking, die bij deze punten behoort is o° - 42 =0.

Qpmerking. De karakteristieke vergelijking vindt men door in (1) te substi-
tueren in de omgeving van z=1: y(a) = (1-2)% u(z) (zie diktaat Wiskunde
III § 14 blz. 33, najaar 1968). De karakteristieke exponent is a = + B,

o, &, = j.
dus12p

Bekijk eerst z=1 en stel p # gheeel, dan is

y,(2) = (1= B (12) , 2(0)=1,
y(2) = (-2 p(120), 2,00 =2 .

P (1-2) en E, (1-2) 2ijn voor |z-1| < 2 analytische functies van z, A, 72
van orde <% in A en Y%, terwijl
1

W(y1’y2) =1 5 °
-z

Indien men z door -z vervangt krijgt men een analoog fundamentaalsysteen
voor de omgeving van z = -1.

Neem nu p geheel: p = m = 0,1,2,..., dan is

il

(1-z)“‘/2 P(1-2), P(0)=1

v, (2)
ern

I

7, (2) = (1-2)™2 B (12) +1_y (a)l08(1-2) ,
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terwijl

1
W(y, ,y,) = .
1772 1= Z2
y2(z) kan eenduidig worden vastgelegd door de codfficiént van (1-3z)" in
P, (1-2) nul te meken en voor log{1-2z) de hoofdwaarde te nemen voor
-1 <z <, |

Voor m = O wordt P2(O) =Oenh = -%, terwijl B,(0) = jﬁ voor m=1,2,.00 .

Am is een polynoom in Yz, A van de graad m in A en Y samen. Zo is

A = -EA
8, = - 315 [A(A-2) +47°]
1 X
A = - [A(A=2) (A= 6]+ 16(A-4)¥"] .

Het kan zijn, dat sommige Am’s nal zijn voor m 74 O. Dit hangt van A en v af,

8.3.2. Het punt z = o

We bekijken eerst y # O, dus z = o is een essentieel singulier punt; de ka-
rakteristieke exponent zij v.

We zoeken oplossingen met eenvoudige "omlooprelaties": een negatieve halve
omloop om z = oo = een positieve halve omloop om 2 = +1,-1, deWezZe Z — zeﬁi.
Het verband tussen y(z) en y(zeni) is nu te geven.

Kies z(') zodanig, dat [zo[ > 1 en definieer als fundamentaalsysteem

v, (z,) =1 7,(z,) =0
y‘:(zo) = O yz'(zo) = 1 b4
1-22
dan is W(y1,y2) = 1_22 =1 ~wvoor z = Zy .

It

Ayi(z) + Byz(z). Oock y(zenl) is
een oplossing. We verlangen dat deze evenredig is met y(z), dus

De algemene opiossing is gegeven door ¥y

y(ze™) = ™ y(z) £ 0 .

We vinden dan

Ay1(zoem’) + Byz(zoem‘) =™V,

iy
B .

- Ay"l(zoem') - Bya‘(zoem) = e
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Dit stelsel moet niet triviaal oplosbaar zijn. Nu is W(yT,ya) =1, dus de

voorwaarde voor oplosbasrheid is:
i 4 omi i
sin m = 5 [, (2,6™) =2 (2s™)]

onafhankelijk van de keuze van Zy e

Als v de karakteristicke exponent is, is ook 2£ +v en -2 -v-1 (4 geheel)
er een. ‘

. . . 2 2 2 2 .
sin nv is een gehele functie van A, Y°, p° van orde 4. Voor v° = p° = 0 is
sin nv = - cos VA +%.

We vinden tenslotte

v Z% (mod 1), Er zijn twee lineair onafhankelijke oplossingen:

y (2e™) = ™ 5 (z)

[+4 [0 4
ear
yB(Zenl) = e—ﬂ:lv yﬁ(z) *
Voor 1 < |z] < is
o e (v) er
ya(z) z ..2 o, 2
en
(z) = 2=V ;30 (=v-1) 2r
yﬁ e oy ’

twee Laurentreeksenyin dit gebied convergent.

v = % (mod 1). Br is masr één ocplogsing van dit type; de andere oplossing is
logarithmisch. De oplossingen gijn

oo
z' = ot(v) 7

yd(z) 2T

-0

en

o0
v (v) 2x
yp(Z) z ifzr Z " +ay, (z)log z ,

beide Laurentreecksen, convergerend voor Izl > 1.

Opmerking. Het hierboven behandelde is te vinden in M.-S. 3.1-3.,13, pag.
221 - 227,
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8+4. Transformatie van de sferoidaalvergelijking

De vergelijking 8.3 (1) kan geschreven worden als

1-22

(-0 + (hrv(1228) - =) 5(a) = 0.

1
Stel z = cos 6 en y(z) = (1-2°)"% g(6), dan volgt er

2 _n
g'(e) + (h +% ++y° gin®6 - P‘——_a-‘*- g(0) = 0 (normaalvorm van
gin . Liouville).

2 .
Voor p° = % vinden we

g"(8) + (A +2 + % sin®6)g(8) = 0

of 5

2
2" (8) +(;\+12—+~41*- L cos 29) 2(8) = 0,

d.i. de Mathieuvergeli jking.
Door de transformatie z = cos 6, y(z) = (sin 8) " n(6) gaat 8.3 (1) over in
n"(e) + (1-2u)cot @ h'(8) + (A + v% 8in®6 + p ~ p?)n(0) = 0 ,

de zg. geassocieerde Mathieuvergeli jking.

Voor p = % ontstaat de gewone Mathieuvergelijking weer.
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8.5. Sferoidfuncties van de orde nul"

We beperken ons tot u = O. De differentimalvergelijking is in dit geval

(1-22)y" - 2zy' + (A+ 42 (1-22))y = 0 .

Men kan dit enigszins anders noteren door te stellen

A+ Y2(1-2%) = A + %322
met 2
A=A~k en =Y =k

We gaan dus uit van

(1-22)y" - 2zy' + (A+k )y = 0 .

We vragen naar oplossingen die analytisch zijn in het gehele z-vlak, inclu-
sief de punten g =.+ 1. Deze oplossingen zijn dus gehele functies van z.
Dit kan alleen voor speciale waarden van A = Alk). Bij elke k behoort een
aftelbare rij A ,A ,4,,... (K reel).

Het punt 2 = 0 is een gewooﬁ ﬁﬁnf;wﬁe schrijﬁen dus de machtreeks rond z=0

op, ziJ deze

Subgtitutie geeft de recurrente hetrekking:

2
(n+2)(n+1)a,n_'_2 + (A-n(n+‘|))an+k & .= 0

(2) (n = 0)

Behalve &, = 0 zijn er twee typen oplossingen:

&+ 2 Pnan 2
(1) lim =75 = 1 en (11) lim n° ===k ,
T - 00 1 n-—+oco I

immers delen door a, geeft:

a
(n+2)(n+1) =% 4 k° =n{n-1) - 4.

&y %y

a
n-2
a a

Hierbij domineert dus of e of n-2 . In het eerste geval vinden we
n n

type (I), in het tweede type (II).
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In het algemeen is oplossing (I) dominant, we moeten speciaal (II) hebben,

Dan is de reeks voor alle eindige =z convergent.

8
We voeren in N = =& , dan wordt (2)

n &
n

k2
R Y O [CE) By e e Iy

Iteratie geeft een oneindige kettingbreuk, nl,.

v - Cnse K | we3)meap? | (mes)meeld |
nooa, [@+DE+2)-4 7 [@+4)@45)-4 0 [m+e)m+T)-4 7T

met beginwaarden

o

__4& o3 A
=-% 3 N="=3-% -

1
0 y 2

De eigenwaarden en eigenfuncties van het even systeem voldoen aan:

o . 2| s s.ex |
2.3-4 |4.5-A |6.7-1\. T

van het oneven systeem aan:

2 | g5 |
A |5.6—A

2.5k
0=2-4A- 13.2_
De wortels van deze vergelijkingen Av (v = 0,1,2,3,...) vormen een oneindig
aftelbaar stelsel. De bij deze eigenwaarden behorende eigenfuncties zijn ge-
heel transcendent.
Deze kettingbreuken convergeren zeer langzaam. Er is daarom een veel betere
methode,

Voor k = 0 is de differentiaalvergelijking geworden tot de differentiaal-

vergelijking van legendre, oplossing Em(z)'met
hv(O) = v(v+1) .

De eigernfunciies kunnen dan ontwikkeld worden naar Legendre polynomen., Dit

gaat goed, omdat de recurrente betrekking ook van de Ze orde is en er kan
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weer met kettingbreuken worden gewerkt, die voor grotere k-waarden beter nu-

meriek kunnen worden beheerst dan met de eerste methode.
Voor legendre polynomen geldt o.a.:

(n+1)2 . (z) +nP_ (2)
1. zgn(z) = n?;n_+1; £-1 » n geheel,

(z) =P (z) »

n

—I-

(Deze betrekkingen gelden ook voor Qn(z)' (n = 1,2,.:.) met andere begin-
waarden. )

1) -
e 2R - (EINEEA R L) + Ry Bl

nin-1) (z)
T en- A2+ 1) Fos :

Substitutie van y

o0
by ann(z) in de gegeven differentiaalvergelijking levert
wegens °

o0
(1-22)y" - 22y) = - L n(n-+1)bnfh(z) :
1

o0 o0
2.2 _
- ? n(n-r1)bnfh(z) + (A+X°2°) § bngn(z) =0,
Voor bn volgt nu de recurrente betrekking:

2 (n+1)in+2

2n{n+1) -1 2 3
K Ton+3)(2n+5) ‘n+e +<A-(n+1)n+(2n—‘l)(2n+3) k>bn *
2 nln-1) _
(- 1)(20-3) ‘oz~ ° nEe
b__1 =‘r:>_2 C.
We splitsen weer naar pariteit:
b, £ 0, b, = 0 geeft de even functies,
b0 = 0, b1 % 0 geeft de oneven functies.
¥r zijn weer twee typen lineair onafhankelijke oplossingen # O:
n-+2 X 2 bn-rz k
(1) lim —=—— = T en (I1) lim n° ==~
n—e n b n-—> n 4
n
b b b
In (I) is ;”2 groot t.0.v. ===, dus lim —== 0, bij (IT) is het net

n n n—+® n
andersom,




- 80 -

We definiéren nu

_ K2 1
2 2 4
_n“(n-1) k
B = — s n=2,
PRI (n-3)(2n+1)
b
— 2 nn-1) n
W E=E mon@men o, n=2.
- De recurrente betrekking wordt dan
(3) N o= ——d f N, =o -A 'n
n - oa -A-N_ © ne2 " ‘n T TN
We eigsen lim b_ = 0, dan volgt door iteratie
I —+oo
B B g
N o= nA[- - n”AI - n+4AJ- ... {oneindige kettingbreuk)
o ‘ n- | n+2 ] n+s -

Deze kettingbreuk convergeert overal.

b =0{(n< 0) geeft wegens de tweede gedaante van (3)

n
Pn | oo |
Ia:n_z—A - A

N =a - A - - +.. {eindige kettingbreuk)

n+2 n "%b4
Het einde van de kettingbreuk wordt aangegeven door

a, = A voor even n en door

a, - A voor oneven n.

De transcendente wvergelijking van de eigenwaarden is nu, als we in de eerste

kettingbreuk n = & +2 nemen en in de tweede n = m:

U(a) = U (A) + U, (A) =0

met
B B
U1(A)=°‘m“ﬂ'ia m—AI amiAl-'
m~-2 m—4
en
. Bm+2 I ﬁm+4 l
) - R B

We kunmmen m = O of m = 1 nemen. De eigenwaardenvergelijking is dan voor het

even probleem:
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B | % |
- - B S N
0= 0£0+A+|a Y IO‘ - ‘e (oneindig),
2 4
en vocr het oneven probleem:
B B
3 5 P
0=-a1+A+ia3_A|—|a _AI-... (eindig).

Als k ~ 0 is Am(k) ~anlm+1) (m=0,1,2,...) en ym(z;k) evenredig met P (z).

Voor kleine reéle waarden van k> ligt Am(k) dicht bij m(m+1) en ym(Z;k)
dicht bij Pm(z).
De normering is als wvolgt
iim Yp (z,k) =
k-0
1

2 2
fym(z,k)dz om+ 1 °
-1

|
o]
—~
]
~—

0l

net als bij Pm(z). Ook is ym(z;O) = Pm(z).

Numerieke bepaling van eigenwaarden

Zij ?\m een of andere spproximatie (hoe verkregen doet niet ter zake) van de
n® eigenwaarde Am. Was Am correct, dan zou U(Am) = 0 zijn. Hoe kleiner
|U()&m)[ is, hoe beter de benadering. We zoeken een correctieterm dA, zodat
Ac = ?\m+ dA. Deze ?tc ig dan een hetere benadering van Am. Welke invloed

: @
heeft deze correctie nu op Nn en Nn_’2 i

Uit de recursiebetrekking

£
- 4§ i
N =% -4- K (zie 8.5 form. 3)
volgt
B
SN . = - dA + = BN,

6U1 = 5)(1 +§ N2N2

ern
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Dgar O = U(Am) = U(Am) + 80, + 80U, is de correctie 3A te bepalen uit

U,(3) +5,0p)
2 2 2

8 ) N2 N
(‘l+—9‘9—+...>+(m+2+ 2 m+4+...>
le \Pnvo  Pnve Pona

A =

8.6.1. m = 3, k* = 6,

We berekenen eerst de co8fficiénten «, en Bn; er volgt:

o = - 1.600000

a, = 8.933333 B, = 2.468571
o =  26.97436 B, = 2.308802
@ = 52.9864 B, = 2.277353
@ =  86.992 B, = 2.26582
o, = 128.99 B,, = 2.2603
= 179.0 B,, = 2.257
o, = 237 B, = 2.2

Zij Ka = 9.04 een approximatie van de derde eigenwaarde, die op een of ande-
re manier is gevonden.

De oneindige kettingbreuk breken we af bij N17 en we stellen NA7 = 0, dan
blijkt er dat

N, = 0.01
N,, = 0.013
N,, = 0.0188
N, = 0.02907
N, = 0.051855
N, = 0.129110 = - U, (X,) .

Nu gaan we van de andere kant af met de eindige kettingbreuk werken, Dan is

N, = - 10.6400

= 0.125342 = U1(}\3) ,
dus

U1(A3) + Ué(hs) = - 0.003768
en

(1+0.021805) +

TN
—
+
= |'r:o
n
S’
4
.
u:-mlm
.+
e
e S
+
~
il

L
“ix

+ (0.007200 +0.,000008) = 1.029013 .
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De correctie dA wordt derhalve

oA = - %f%%%%%%-: - 0.003662 ,

dus de gecorrigeerde A = hc is

Ac = 9,036338 .

We gaan nu de gecorrigeerde N waarden bepalen. Deze noemen we N'. Het is
niet nodig ver in de rij te beginnen.

We starten bi] H; en gaan naar "seneden :
N; = 0.051851 ; Ng = 0,129083 .

Correctie naar "boven" levert

Nl = - 10.63634 3 N! = 0.129083 .

%is@s@mﬁ@in%ﬁeﬂmﬁmm.

Door een iteratieve stap liggen mu 6 decimalen vast, dus we hebben sinds de
vorige bepaling van B% 4 decimalen gewonnen.

Het is duidelijk dat dit iteratieve proces het beate met een computer kan

worden uitgevoerd.

e

-

Om A(k) te verkrijgen, gaat men Ab(kz) als functie van k construeren-em™
neemt kleine stapjes in k°. Er wordt gestart met AO(O) = 0. 70 kan men dan
Ab(k) als functie van k° numeriek benaderen.

Vervolgens bekijkt men A A2 enzovoorts. Men moet er wel voor zorgen, dat

15
nen steeds op de goede kromme blijft.

Literatuur. C.J. Bouwkamp: On special spheroidal wave functions of crder
zero, J. Math. Phys. 26 (1947), 79 - 92.

Om een schatting van A te kxrijgen, stellen we A = a + ok + ok’ + sie €N
substitueren dit in U, en U,. Stel U(A) = 0, dan vinden we &,b,Cy.v.
Er blijkt dat

1.2 2 .4 4 .6 26 8 10
A =12 2t 39
o TT3E "5 E “B5e5 X T Tot36e5 & T 3eegris ¢ ¢
513988 12
T 9650020003125 Xt et -

- 1
Is X = Z ann, dan vinden we wegens ij dz = 2, dat

n=0

-1




LI I

o 4
2.3",5 3°.5.7 2%.3%.5%,7
R kR
3.7 2.5 5.7 37.5.7. 11
SR Y S R U
3.5 .7 37,5 .7.11 2.3 .57.77.11.13
1 6 2 8
'b =—-—-——-—-—k +—'—_'-"""—k t s I3
MR SR 5,52 .77 .1
1 8
.ba = 6 2 k + e ’
3.5 .7.11.13
terwijl b, . =0 (n=0,1,2,00.).
Tenslotte volgt er
X (1) =1 + LR +——1jZ—k4 - —-—21—21:6 +—;1—7;293—k3 + o
2.37.5 2.37.5.7 2.5 .57.7
en |k21 S
_ a2 37 4 313 6 28813 8
Xo(o)"1“‘18k'34?_k+43522k+773 S
2.5 .5 2.5 .5 .7 2.3 .57.7

Op analoge wijze kan men formules afleiden voor A1 ’ h_] ’bs’bs""’ X1(‘l ),
d .
3t X1(E)}E=0 en voor A ,A. enzovoorts. Zo is

A = 12-221«:2 +--§ﬁ—k4 F e

3 43 1002375

In 6 decimalen nauwkeurig vindt men voor ]k2[ = 1
A, = 0-"0.3553335353333 K% - 0.014814814815k" +
- 0.000470%311581%° + 0.000013586779 k° +

+ 0.000002228096 k% + 0.000000057688k'% +

(- 0.000000007106%'*)...




- 85 -

A, = 2.000000000000 - 0.600000000000 k® +
- 0.006857142857k* + 0.000060952381 k° +
+ 0.000002589628 k° - 0.000000087280k'° +
- 0.000000001558 k '2 + ...
en
A_ = 42,000000000000 - 0.503030303030k> +

0.000787433385 k* ~ 0.000000365478 k° +

+

+ 0.,000000014965%° + ... .

Zie voor tabellen en literatuur het hierboven aangehaalde artikel.
Voor een analoog resultaat met sferoidaslfuncties ven orde 1 zie men:
C.J. Bouwkamp, Philips Res. Reports 5 (1950), vlz. 87 - 9C.

8.7. Een integraglvergeliiking voor sferoidaslfuncties

We beperken ons tot functies van orde O; men kan deze karakterizeren als

eigenfuncties van de integraalvergelijking
1

y(z) = u fem y(t)at .
_1

Neem daartoe een integratieweg in het complexe vlak en beki jk
kzt
(1) y(z) = fe h(t)at ,
C

waarbij h(z) een onbekende gehele functie van z is.

2
Zij Q= (1-22) _@? - 2z d—dE + {A +k222) een differentiaaloperator, wasr-
dz
voor sz(z) = 0 is. We passen Qz.dp (1) toe en er komt na partiSle integra-

tie
2 y(z) = [(1-t2){kzh(t) - -g%} ekzt]c + fem Q. (n(t))at .
- ¢

De integraal is nul, als h(t) een eigenfunctie van de differentiaalvergelij-

king is. h(t) en h'(t) zijn dan eindig in t = + 1. Neem nu voor C de weg van
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-1 tot +1, dan is de stokterm ook O en v(z) een oplossing van de differenti-

aalvergelijking, dus
1

y(z) = p feth h(t)dt = h, (z)
-1

is een eigenfunctie. Ook het omgekeerde is waar.
We kunnen ons nog afvragen, welk verband er bestaat tussen K, en Av voor
verschillende waarden van v. Er blijkt dat

Hv(k) - (2v2!§2v-+1!! k-v(1-+0(k2)) (k - O).

22V+1(V!)3

Voor k = 0 heeft het geen zin een verband te zoeken, want k = 0 is een sin-
gulariteit,
We willen de functies kennen langs de re&le as en de imaginaire as. Voor

-1 < x <1 kunnen we volstaan met

o0

Deze reeks is in het gehele complexe z-vlak convergent, dus op de imaginaire

as kunnen we schrijven

8

I B

ann( iy) .

n=0

Het is praktisch onmogelijk deze te bepalen.

74
1
(2) X, (z) = u feth x(t)at ,
-1
dus
’
Xv(iy) s u Jﬁeik” Xv(t)dt .

=1

Br blijkt dat voor grote waarden van ¥y de functie zich als s_lr_;_lgx gedraagt.
==

De functies 2 ann(iy) komen voor in staande golfproblemen. De functies
n=0

X, (t) zijn compleet en crthogomaal op -1 < x < 1, de functies Xv(iy) zijn

dit voor - <y <o (Pollack en Landau).
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In het voorgaande hebben we de stokterm nul gekregen door voor C het 1lijn-
stuk van -1 naar +1 te nemen. Men kan de stokterm ook nul krijgen door voor
C te kiezen een weg van +1 naar ie .
De functie
oo
f Kzt X (£)at
1

is dus bij A = hv ook een oplossing van de differentiaalvergelijking: een

lopende golf.

Een andere mogelijkheid is nog om de eigenfuncties te ontwikkelen naar
Besselfuncties. Deze ontwikkeling kan geschreven worden als
<0

bH ahIn 1(x)
n=o

23

(I is de gemodificeerde Besselfunctie van de eerste soort). Een tweede op-
lossing wordt dan gegeven door de K-functies, t.w. Kn+%(x)’ waarbij K de ge-
modificeerde Besselfunctie van de tweede soort is.

De eerstgenoemde oplossing convergeert voor alle x, de laatste alleen wvoor
Ix] > 1.

Kn+%
een integraslvoorstelling,

is analytisch voort te zetten binnen de eenheidscirkel met behulp van

Eer andere integraalvoorstelling voor Xv(z) vindt men als volgt.
We weten dat
3 1
Xv(z) m j;th Xv(t)dt =} j;th dt -« p .J;th XV(T)dT =

s —— -

1 1 1

p? .fér X$(T) Lf;kt(z+T)dt = p? L[ 2 s;?ﬁ_fiﬁ-kT) Xv(r)dr ,
-1 -1 '

dus
0 1
X&(z) Zi ‘f 51nh2555'+T)
1

-—

X {(t)ar .
v
‘71|2
Hierbij is de eigenwaarde 3;—-.
Deze vorm treedt op in de telecomr nicatietheorie: zoveel mogelijk informa-

tie in een zo smal mogelijk kanasal stoppen.
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Cpmerkingen

1) Zie voor verdere literatuur:
C.J. Bouwkamp: On the theory of spheroidal wave functions of order EETO,
Proc. Kon, Akad, A'dam 53 (1950), pag. 931 -944.

2) Neast het in het voorgaande gebruikte boek van Meixner-Schifke is ook asn
te bevelen:
N.,W. Maclachlan: Theory and applications of Mathieufunctions,.Clarendon
Press 1951.
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