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0. Inleiding

In @it college =zullen toepassingen van Besselfuncties in physica en techniek
worden gegeven. Er is een groot aantal verschijnselen, waarbij Besselfunc-
ties cptreden. Enkele voorbeelden daarvan zijn:

a) attractie van bollen, schijven en cylinders;

b) magnetische velden bij spoelen, zelfinducties, wederzijdse inducties;

¢) electromagnetische velden in golfpijpen, bij het aanstoten van modi dcor

diverse voedingsantennes, bij inductieverschijnselen (bijv. bol in een
draaiveld), bij het skin-effect;
d) buigingstheorie;

¢) akoustische stralers;

f) golfvoortplanting over een vlakke aarde.

Uit deze opsomming blijkt, dat Besselfuncties o.a. voorkomen bij problemen
van potentiaal- en golfvergelijkingen in cylindrische structuren. (Bessel-

functies worden ook wel cylinderfuncties gencemd. )

In dit college zullen we ons achtereenvoligens begighouden met:
Attractie van bollen;

Attractie van schijven;

Een potentiaalprobleem bij cylinders;

Akoustische golfproblemen bij cylinders;

Electromagnetische straling in cylindrische golfpiljpen;

Akoustische straling van een vlak membrasn.

P




1. Attractie wvan bollen

1.1. Neem een puntmassa P met massa 1, dan is om deze massa een potentiaalveld
. 1 .
aanwezig met potentiaal F(r)} = T als we de gravitatiewet van Newton aanhe-
men, Hierbij is r de afstand van het massapunt tot het veldpunt:

e

Het krachtveld rond P is gegeven door X = grad ¥, dus in ons geval

N.B. In het electrostatische equivalent (Coulomb) gefiniéren we:

Een positieve eenheidslading heeft een electrische potentiszal F = %- en de
veldsterkte is E = - grad F, dus
E = d T = ;L'r
p =~ 8Ta = .
r

F kan hier physisch worden geinterpreteerd als potentiéle energie (ZWaarte—
kracht) of als electrische spanning (Coulomb-attractie).

In het algemeen zijn krachten moeilijker te berekenen dan potentialen. De
laatste hebben het voordeel, dat ze scalair additief zijn. Zo is de kracht

tussen twee homogene bollen eenvoudig te berckenen uit de wedergzijdse poten~

tigle energie door differentiatie naar de afstand van de middelpunten. Cm

deze berekening uit te voeren beschouwen we twee homogene bollen met straal

a, resp. b, terwijl de afstand der middelpunten ¢ is, waarbij c > a +b. Noem

de wederzijdse potenti&le energie V{a,bjc), dan is de aantrekkingskracht

tussen de bollen, deze werkt langs de verbindinhgslijn der middelpunten, ge-
ov

geven door K = el

We tonen eerst aan het bekende, uit de attractiewet van Newton volgende, re-

sultast dat twee homogene bollen elkaar aantrekken alscf hun massa's in hun

respectieve middelpunten waren geconcentreerd.

Bewijs. We beschouwen een oppervlakte-bolschil en een punt P.




7ij I'(r) de potentiaal tussen twee eenheidspuntmassa's op afstand r.

Voer bolcotrdinaten in op de bolschil en neem de oppervlakte-massadichtheid
= 1, De oppervlakte van de schil is ona® sin 6d6, dus de potentiaal tussen
de schil en het punt P is 2na2ETIQSin 640, waaruit de totale potentiaal

tussen boloppervlak en P gegeven wordt door:

™
G(R) = Qﬂaglf%(r)sin 8de .
0
Nu is
> =82 +a% - 2Ra cos & , dus rdr = aR sin 649 ,
waaruit volgt
R+a R+a
¢(R) = 2n&’ I pip)ar = L& |rP(r)ar
aR R y
R-a R-a

In het geval van de Newtonse attractie is ¥ (r) = 1, dus

4na2 opp. schil totale massa van de schil

Inderdaad is het dus =o, dat we de massa geconcentreerd kunnen denken in het
middelpunt.

Daar de stelling voor een bolschil geldt, geldt ze ook voor een homogene
bol. Door P op te blazen tot een bol velgt analoog, dat de stelling ook

geldt voor twee homogene bollen.

Opmerking., Uit het voorgasnde blijkt dat het voldoende is te onderstellen,
dat de massa concentrisch homogeen is, d.w.z. de massadichtheid is alleen

afhankelijk van de afstand tot het middelpunt.

De voorwaarde van een Newtonveld is niet alleen voldoende voOTr massaconcen-

tratie in het middelpunt, maar ook nodig.
Bewijs. Zij M de totale massa vah de bolschil, dus M = 4na2, dan is

R+ta
L
ok rF(r)dr .
R-a

a{r) =

Verder eisen we G(R) = MF(R), dus F(R) moet voldoen aan
R+a
1
SR F(r)dr .
R-a

T(R) =




Deze integraalvergelijking trachten we nu op te lossen

le methode ven oplossing:

De vergelijking mcet waar zijn voor alle waarden van a. We stellen

7 (r) = y(r), dan wordt de vergelijking

E+a

y®) =55 [yl . (1)

R-a

Differentiéren naar R levert:

¥ (R) = o= [y(R+a)-y(n-a)] . | (2)
M is

v(R+a) = y(R) + y'(R)a + E%ﬁﬂl a® + Xl%éﬁl-aB e,

y(R-a) = y(®) - y'(R)a + K%%ﬁl a? - El%%ﬁ).a3 e

Substitutie van deze uitdrukkingen in (2) levert

- - 1t
1@+alhﬂR a)-YWR)= 6R &+ ... voor alle a.

Het linkerlid is voor alle waarden van a gelijk aan nul, dus ook

rnr (R3]
ae[y—g—{l +...] =0 of [3’——6@)-+ ...] = 0. Laat ru a =~ O, dan volgt di-
rect dat y" (&) = 0, dus y(r) = A + Br + C.

Opmerking. Omdat y{r) continu ondersteld wordt, is ze wegens (1) differenti-

eerbaar en dus willekeurig vask differentieerbaar.

We vullen het gevonden resultaat nog in (1) in en er blijkt dat A = O, waar-

uit y{r) = Br + C, dus
Y
Flr) =B + 3

Nemen we nog als randvoorwaarde Fleo) = 0, dan volgt tenslotte

Pr) =

H|o




1.1.2. 22 methode van opleogsing

1.2,

1.2.1.

Uit (1) volgt

2ay(R)

R+a

J}(r)dr .

R-a

Differentiatie naar a levert

2y(R) = y(R+a) + y(R-a) voor alle a.

We =oeken hiervan

y(R-+a)

y(R-a)

Optellen geeft:

de cplossing.

¥ (

y{R) - y'(R)a +-X1%Bl a® + 12%531 a’ +

0=y'"®)a +..., duws y"(R) =0,

waaruit

y(r) = Ar + B, dus F(r) =4 + %

Homogene bol en puntmagss

R) +y'(R)a + 11%31.32 + Ei%éﬁl 8’ + ...

7Zij een homogene bol gegeven met massadichtheid 1, strazal &, terwijl de af-

stand van het middelpunt tot een puntmassa P gelijk is aan R.

Beschouw een volumebolschil met straal p, p +dp. De massa is dan 4np2dp.

Volgens het voorgaande is de potentiaal

4mp®dp.
2R

ﬁfiF(r)dr .

R-p

Integratie over ¢ geeft

Gbol(H) -

Rep

a R+
%%-‘[bdp ‘IQF(r)dr .
O R-p

(1)

Noem ‘[;F(r)dr = Alp) en pas op (1) partidle integratie toe. We vinden

R-p
dan




a R+p

%” fpdp frF(r)dr = %’1 prz A(p)]EL - fz-pz{(Rw)F(R +p) +
0 R-p © 0

+ (R-p)F(R-p0)} dp]-

Stellien we nog R+p = s en R-¢ = %, dan komt er tenslotte

R+g R+a R-a
G g (R) = %ﬁ |:%a2 frF(r) - f (s -R)® sF(s)ds + f E(R-1)° tF(t)dtj| :
R-a R R
of
R+a .
C—bol(R) = % j.rF(r)[az - (R—r)z]dr . (2)
R-a

1.2.2. Andere afleiding van (2)

Sla om de puntmassa P bollen met stralen r en r +dr en bekijk het volume van

de bolschil, gelegen binnen de bol B (figuur 1).

T P*AN
// )f\\ Q/
d ‘vl
// A 4 / \\
7 /_ \
’ A —
/ a \,.,,...e\ — X

AN \ / —
. \ \./
fig-i
Dit volume is
a
dr.2n frde T sin 6 = 2> (1 - cos «)dr .

0

. 2 2 2
Nu is a~ =R + 1 - 2Br cos o, dus

2 2 2 2 2
,'_COSO[:T_R-i-r—a:a—jR-r)
2Rr 2Rr *




1.3,

Het volume ia derhalve g-[az-(ﬁ-r)zjrdr.
Vermenigvuldigen met F(r) en integreren van de kleinste tot de grootste r

levert de gevraagde Gbol(R) of

R+a

bol(R) =g Jta - ®R- T) JzF(r)ar .

Aantrekking tussen twee bollen

We beschouwen twee bollen met stralen a en b en af st.a;nd van de middelpunten _
¢, zodanig dat ¢ >a+b is. Zij P een punt van bol (b) en R de afstand van
het middelpunt van bol (a) tot P.

Het potentiaamlveld van een homogene bol bij de wet F(r) is identiek met het
potentiaalveld van een punt, nl. het middelpunt met als wet Gbol(R). We vin-

den derhalve
o+b

Hbol/bol(c) = g' ‘jtb2"(C-R)Z]RGb01/punt(R)dR =
c-b

c+b

= Ec— f[b - (e -R)?] j[a - (R-1)? R (r)dr .

Als we V(a,bjc) de wederzijdse potentiéle energie tussen de twee bollen met
stralen a en b, massadichtheid = 1 en afstand der middelpunten ¢, met

¢ > a+b, noemen is dus

c+b R+a
V{a,bsc) = f[b -{c-R ]dR f[a -(R- r) h‘F(r)
c- R-a

Opmerking. Is TF(r) = 1, dan hebben we de Newton-potentiaal.

Is © F(r) = 1, dan hebben we de London-v.d. Waals-potentiaal.

Is rP(r) = e_hr, dan hebben we de Yukawa-potentiaal.

We voeren nog nieuwe variabelen in:
rP(r) = f(r) 3 »=RR+x3 R=c+y .

Er volgt nu




Te3.1,

‘Wabc)— jhxuﬁy@ - -F (e +x+y) =
-a -b
5 5 1 1
| ma b fdu Idv(‘i—uaj(‘l—vz)f(c+au+bv). (1)

c
-1 -1
Deze formule is symmetrisch in a en b.

Opmerking, Het iz moeilijk om de laatste integraal bruikbaar te maken bij
gegeven functie F(r) en bovendien modanig dat de symmetrie bewaard blijft
tussen a en b.

We komen daar later nog op terug.

Opgave., Neem a = 1, dan is
2

V(a,ajc) = (% na’ ) o7 2o .f(52_40t2 +20t% - 2 )£ (c +at) +£(c - at)]dt .

V(a,b;c) is een lineaire functiocnaal van F(r).

Als F(r), de elementaire wet tussen itwee puntmassa's, aanleiding geeft tot
(a bjc), de energie tussen twee bollen, dan geeft de elementaire wet

1 (r#{r)) aanleiding tot %—é%'(cV(a,b;c)).

r dr

Het bewijs is triviaal, immers

eV = na’ wb° Lf ‘f(ﬁ-uz)(1-vg)f(c-+au-+bv)dudv s
I

dus

2L (ev) = nd® w f f(‘i— (1—2)f'££+:u+bv)dudv.

Mu is, als f(r) = rF(r), direct duidelijk dat

1

Loy =1L @),

1
T
waarmee het gestelde is aangetoond.
We geven nog een toepassing: Zij

F(r) = Fh(r) =




Noem Vk(a,b;c) de bijbehorende energie, dan is

1 d 1 4 —A+t -A-1
Tag CFE) m o &) = (-0 = (1-a)F,,, () .
.. 171 4 1 1 3 ..
BlJ -m ; E (I‘F?\‘(I‘)) = F)\+1 (I‘) behoort 1__;\_ g 'a_c' (th) en aﬂdEI'Zles
Vh+1'

Hieruit wvinden we

11 48
V)\,H(a’b;c) “1-Ac 0o (CV?\(a,b,’C)) .

Opmerking, De formule geldt niet voor A = 1 (Newton). We kurmen dus niet bij

A = 1 starten om recursieformules af te lediden.

1.4. De betrekking V(a,bsic) = ¢(a,b)F(c)

We gaan de voorgasnde problemen anders benaderen en stellen ons de vraag:
Bestaat er een potentiaalwet F(r) voor twee puntmassa's met de eigenschap,
dat de overeenkomstige potentiaal tussern twee homogene bollen met siralen a

en b en afstand der middelpunten ¢ gegeven wordt door V(a,bjc) = 9(z,b)F(c) ?

Er is in elk geval een oplossing F(r) = %— met

b

cp(a,b) - 4_@3 . -A‘J%i

3
' e~ in A cos A
zoals uit (1.3 formule (1)) blijkt. Ook de functies pranll 512? £, = -

met A willekeurig reéle constanten, voldcen aan de vraag.

—AT
1.4.1, We tonen het aan voor F(r) = = (A = O Newtonpotentizal)., We voeren (fi-
guur 2) bolcobrdinaten in.

® — ‘\‘

N LT < vy
' =] T —_—_

X \ — ¢/~

! / ’ :
| / | « S
\ 2’ (wa::a:i)
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De potentiéle energie van de puntmassza is nu

a T

e o~ 2 oM
V=ﬂfp sin © - dpdecp=2ﬂIdpfp s:.nGdO—r-—
C 0
met
¥ = p2 ~ 2pc cos 8_4—02
M is
rér = pec sin 946
en
a  =Ar -Ar dr _ -Ar pc sin ©
o e = - Ae 0 - Ae - ’
dus
-Ar
. & _ 1 4 , -ir
sin 0 = = - Apc 40 (e,
waaruit
a =n
d =ir
V=2n dp‘f(— i%) 5 e =
0 0
a
= %%-lfbdp[e Mpe) _A(C_p)] daar r = p +c¢ voor O = ¢
0 enr=c-p voor 8 = 0,
a R a
21 —Ac +A A e 2n d A -\
= 5o fp[ P-eT¥la —*g—*—f;ﬁf(ep'*e Plae =
0] 0
=Aic : —-AC
e 2n d 2 . _ 4ma _ sinh Aaq e
-5 o [h sinh(xa)] = 2 [cosh Aa T ] S .

Inderdaad is dit van de vereiste vorm

-

2(2,0) = 2 [cos rn - LA
A

Hierbij is b = ¢ gesteld, het punt P wordt beschouwd als een bol met straal
nul.
We kunnen door invoering van gemodificeerde Besselfuncties nog de velgende
vereenvoudiging aanbrengen.
Uit de theorie is bekend, als IB/Q(Z) de gemodificeerde Besselfunctie is van
de orde 3/2, dat




1.4.2.

- 14 -

\ /2 sinh =
Ia/z(z) =\ (cosh 2 - "“;r—-) .

In ons geval geldt dus

0(a,0) = (E2%77 1, (a)
en ook ( )
I Aa) -Ac
V(a,03¢) = (2na)3/2 312/2 € A .
~AC

Conclusie, Bij de potentiaalwet is de aantrekking van bol en puntmas-
sa zodanig, dat we de gereduceerde massa m(a,O) in het middelpunt geconcen-

treerd kunnen denken.

Als we de reductie tweemaal toepassen vinden we

CP(asb) = CP(EL:O)CP(bsO) ’
dus ’
IB/E(Aa)IB/Z(Ab) R

}\‘3 c

V(a,bjc) = (2na)3/2 (gnb)3/2

3 3
Opmerking. Voor A —» 0 volgt V = 4%?—-&%?— % (Newton ).

Gebruiken we als elementaire wet §£%TA£ of Qg%sz y dan volgt er op ana-

loge wijze:

3/2 J3/2 (?\.a)JB/Z (?\.b)

’
)\3

p(a,b) = (2na)/2 (2m)

waarbij J de gewone Besselfunctie veoorstelt. Dit komt er op neer, dat we in

Te4e1 A zuiver imaginair in plaats van re&el nemen., We vinden fenslcotie

(a)1, , ()

J
v (a7b;c) = (211&)3/2(211313)3/2 3/2 cos Ac 'le de wet cos Ar ;
1 3 o =
J, .. (xa)d (o) . .
V2 (a,b;c) = (gﬂa)3/2(2nb)3/2 a/2 2/2 5112 AC bij de wet 511'; AL .
A

In al deze gevallen is A = 0,
Daar potentialen additief zijn, kunnen we elk van deze speciale gevallen ge-
neraliseren door integratie naar A als we nog een zekere beleggings- of ge-

wichtsfunctie w(A) invoeren. Bij de elementaire wet




1.4.2.1.
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e—Ar
F(r) = fw(?\) - da
behoort dan een interactie=-energie tussen twee bollen:

(7\6«) 3/2 (7\’0)

A3

dk .
c

Wabse) = (4nfab)?/? fw(?x)

De integraal wordt hier genomen langs de reéle of imaginaire as im hef A-

vlak.

Als men rF(r) opvat als bijv. Laplace-getransformeerde van w(r), dus als we
gchrijven
oo

rF(r) = fw(?x)e_?\r ar

-—00

met onbekende w(A), dan is

L/ (Ka)Is/z (Ap) e—.)\c an .

cv(a,bsc) = ¢Vic) = (4nzab)3/2 IW(J\)

Opmerking, Stelt men w{A) = 0 voor A = O, dan heeft men de gewone Laplace-

transformatie.
Is
(o]
W (r) = fw()&)sin AT AA
-
of is
oo
R (r) = fw()\)cos AV AR ,
-0

daw.z. werken we met Fourier-getransformeerden, dan wordt de potentizal achter-

eenvolgens
2 _\3/2 3 I3 /2 (Aa)Js/z (Ae)
evic) = (4n°ab) fw(?x) 3 sin{ic)ar
A
cVic) = (4n2ab)3/2 fw(?\) 33/2(2’&&)32/2(7&“0) cos(Ac)ar .
\ A
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Men kan zich afvragen hoe het staat met de eenduidigheid. Er zijn 3 klassen

van functies (potentialen ¥(x)):

e—Ar elr
err— = -

I A1 + A2 - (A= 0) 3

B1
It . ?;-+-Eg ;
ITT o sinAr . gos Ar

1 r 2 r
met A1, Aé, B1, Bz’ C1 en 02 constanten, die voldoen aan de eis, dat de in-

teractie-energie V van twee homogene hollen voldoet aan
V(a,bse) = 9(ayb)¥(c) .

Bewezen kan worden dat dit ock de enige zijn.

Risen we dat F(w) = 0, F(r) = 0 voor r = 0, dan is de Yukawa-potentisal

e—kr
r

(A = 0) de enige.

1.5. Enige tocpasgingen

141

1.5.1. F(r) =1 {n>1).

oC
-n _ 1 n-2 e_
T = fm A "'—"""'r dA (Eule:r) ’
0
dus de gewichtsfunctie is gedefinieerd doocr

1 n-2

*T————Y A A=0
W(?L)= I'in-1
0 A<<O .

Wegens het vodrgaande is nu

i ab 3/2 -Ac n-s
cVn(a,b;c) = TTm -7 e I3/z(ka)13/é(lb)k ar .
Q

Uit de theorie der Begselfuncties is bekend dat

I3/2 (7\.3)]:3/2 (Xb) = m [}\a(eka -I-e-Aa') _ (eka, _ e_]\a)] ]
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[Rb(ehb_+e—hb) _(elb__e—hb)] _

{e}\(a+b) e?\(a—b)+e—)\(a—b)+e-}\(a+b)} .

+

= ————7—%)\3 (;,b)3 . BYS
+ M (a+b){e_k(aﬁ)) - e}&(aﬂj)}- + (a_b){eh(a-b) _ e-?\(a-b)}} N

4 {Me) _ ala-b) oMa-t) +e—}\(a+b)}]

waaruit
OVn(a,b;c) = < rf‘l) [fab \1-6 d}\{e-?x(c—a—‘o)+e~k(c-a+b) +e')‘(c+a'b) .
+.e~?t(c+a+b)} + j")kn—'? d?\{(a+b)(e—h(c+a+b)—e—l(c_a_b)) s (a-b) -

0

o]

(e-?t(c—a+b) _ e—h(cm—b))} . f)\n-s ar {e—k(c—a-b) ~ e-—l(c-—ai—b) _ e—?x(-cm-b) . |

0

+ e—;\(c-}a-ﬂ))ﬂ . . (&)

Voor n > 8 is deze transformatie geoorloofd, daar dan alle integralen con-
vergeren.

Echter,vn is een analytische functie van n voor n > 1 en c > a,+‘b. De uit-
komst die we krijgen geldt in principe dus voor n > 1.

We hebben hier te maken met integralen wvan het type

o0

fhn—pe—A(Ciﬁib)dA= I‘(n—n;i)+1
(cta+p)™?

0
Op grond hiervan vinden we na enig cijferwerk

1
n-2)(n-3)(n-4)n-5

C
—_; Vn(aybic) = (

) ) [ab{{c +a+b)5_n+(c—a-b)5—n+

+(c+a-p)P T+lc-a+b)Y "} - nf6 {{c +a+b)* M+ (c-a-p)"" -

S (era-1) P (cmatn) ™™ v = {(era ) T (cmanp) -

7

- (e+a-v) Po{c-a+p) ], ()
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geldig voor n> 1 en symmetrisch in a en b.

QOpmerking. Bovenstaande formule is afgeleid in de onderstelling dat n > 8
is. De integraaluitdrukking (A) is convergent voor n > 1 en we mogen daarom
ook (B) toepasbaar verklaren voor n > 1.
(B) geldt dus ook voor n = 2,3,4,5,6,7. We moeten dan echter wel limietover-
gangen toepassen. Er ontstaan dan logarithmische termen. In het limietgeval
n = 1 geldt de formule (B) ook. Dit is eenvoudig te controleren, immers

V1(a,b;c) dgf lim 'Vn(a,b;c) = %—na3 %—nb3 %- .

n-1

Door analytische voortzetting toe te passen blijkt nu dat (B) geldt voor

alle n, inclusief negatief gehele waarden van n.

Tenslotte volgt cok hier:

1 1 0 : .
Vo = Tom o 30 (cVn) (zie ook blz. 9).
De gevallen n = 2,3%,4,5,6,7

Als spe01f1ek voorbeeld beki jken we het geval n = 2. We passen op de breuken
1

(n—2)(n—5)(n—4)(n_5) ' -2) .. (0-6) ™ Ta-2)...(m-7) M

(B) voorkomen, partieelbreuksplitsing toe en vinden daarmee:

-1/6 1/2+—1Az 1/6}

n-2 n-B

%Vn(a,b;c) = ab[{c+a+b) Pi(c-a-p)Y "

4

F(ova-nP e (omarn) ) - (G L ME L UL ARG I

collcratp)’Pale-a-0) "o (cta-p) - (c-a+p)* ] 4 {_Z}* %4—

1/6 . -1/12 . 1/120

ATt Rer ) (e M rlemanb) - (ovan ) (o -awn) ]

+
We ontwikkelen rnu de termen tussen vierkante haken naar n- 2 en vinden bijv.
(c+a+b) Fa(c-a-b) T4(cta-b) “+(c-a+b) " =

3 3 3 3 3
= (c+a+b)’ +{c-a~b)" +(c+ra-b) +(c-a+b) +(2-n)[(c+a+b)” .

- loglc+a+b)+(c-a-1)> loglc-a-b)+{(c+a-b)" loglc+a-Db)+

+ (c-a+b)’ loglc-a+b)] + 0(2-n)°
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Doen we dit ook voor de andere vormen tussen vierkante haken, dan volgt er
tenslotte

6ab{(c+a+b) +(c-—a b) +(c+a b) +(c-a+b)3} +

—~— v, (a bjc) = -
. Ll
| Z 3

2
r
- 2_28%0{(0 +a+1) +(C—a—b)4‘(c +a_b)4—(c—a+b)4} *

61
+§-CB

{(c+a+by +(c-a-1b) - (c}a_b'f-(c-mbf} +
+ 7 ab{(c+a+D)’ Log(c+a+b) +(c-a~b)’ log(c-a-b)+
Q(c‘+a-b)3 log(c+a-b)- (c-a+b)’ log(c-a+b)} +
+§Zc{(c+a+b) loglc +a+b) +(c-a-b)" loglc-a-b)+
- (c+a-b)* loglc+a-b)- (c-a+b)* log(c-a+b)} +

- (¢ +a+b) log(c+a+b)+(c-a-b)5 log(c-a-b)+
30

-(c+a-b) loglc+a-Db)~(c-a+b) log(c-a+b)} .

Daar

(c+a+b) +(c-a-b)+ (c+a-b)+ (c-a+b) 4e(e? + 3a2 + 3b2)

(c+a+b) +(c-a-b)-(cta-p) - (c-a+0)' = 16ab(3c® +a° +1%)

(c+a+bf +(c-a-0) -(c+ta-b) - (c-a+b) = 80ave(a® +b° +¢°) ,

wordt het uiteindelijke resuitaat

' 2
v, {a,bjc) = 50[4330(0 +11a% +116°%) +{c* - 1007 (a® +1%) - 15(a° —° )*} -
2 2 3 2 3
. log 02—(a+b)2 +4L: (5¢% + 22 - 567 )10g & —(b--c)2 +42 (562 +b2 - 5a2) -
c“-(a-D) a” - (b+ec)
2 2
. logb - (a=-cC 1

b? - (a+c)2

Op analoge wijze vindt men:




- 47 -

2

v3(a',b;c) == [-4a"b(02 +2a2 #2307 ) + {o* - 602 (a2 +12) - 3(a® - 12)%} -

2
. 10g_(a__b)_+8033 10g__(£r£)_+80b log __M_)__J ,
¢? - (2 +1)? 2 . (v-c)? ~(a-¢)®
2

V4_(a,b;c) = %[43134-(02 - 3a% _ 3% )log & > (a+b)_ log
_ c -(a b) ¢

&2 - (b-gc)
a® - (b +c)?

2, y_(_—c.)_J

- (a+c)?

2 2 2
VS (a,bzc) = 'g? ,:—4ab+ (02 —az_- b Jlog "——E—M—} s

- (a +b)

o) = T ab(c® - 2% —1%) + 10g =la+p)”
v (a,bsc) {[0 (a-1)2][c% - (a+1)%] 1 802_(a_b)2j

(London-v.d. Waalskracht) en

n° [ab 1 1 1 1
K (emse) = 30 [-—; <(c +a+b)? * (c-a-b)? ' (c-a+b)? i (e +a—b)2> i
Babc llog cz—ga-blz}
[QE-—(a—b) ][c -(a+b) ] © 02—(a+b)2

Opmerking. Door deze formules zijn nu ook de integralen

o0
2 +3/2
b -Ac n=5
oV, (a,b3¢) = P“na_ﬁ fe L /s (?La)IB/E (AD)A
C

bekend voor de gevallen n = 2 t/mn = 7.

1.%5.2. Bol en halfruimte

Dit is een bijzonder geval van het wvoorgaande, daar we de halfruimte kunnen

beschouwen als een bol met oneindig grote straal.

Lagd)

VALV
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De potentiaal stellen we evenredig met r B (n > 3). Voor n £ 3 convergeert
de integraal niet.

Substitueer ¢ =b+d en laat b -9 , dan volgt er:

(n-2)(n-3) (-2 (s38)/jp2 = o {(a+a)* - (a-a)*™") +

d -1l -1
- gos {@ray™-(a-=P ™.

Op analoge wijze als in 1.5.1.71 kunnen weer de limietgevallen n = 4,5,6 wor-
den bekeken. Er blijkt:

2 2 2 d-a
U;(a;d) =n (2ad + (4" -a )log ajrg)
' 2rc2 d+a
U {ajd) = ER (-2a +d log d—a)
n d-s  _2ad :
Ug(a;d) = 7?-(log Ry +.d2..a?> {London-v.d. Waalskracht)
2 3 3
2 n_a M 4 na
U (aa) - & el w1y ane
7 15 (d2 2)2 10 (d2 2)2 3

Opgave. Ieid een algemene formule af voor de energie tussen bol en halfruim-

te bi] wiliekeurige gegeven F(r).
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2. Attractie van schijven

We beschouwen twee cirkelvormige schijven met stralen a en b, afstand van de
middelpunten ¢, die in hetzelfde vlak liggen en met homogene massa van
dichtheid 1 zijn bedekt. We noemen de wederzijdse energie V(z,bjc), de ele-
mentaire potentiaalwet tussen twee punten met afstand r: F(r).

Bet probleem, dat hier gesteld wordt, is afkomstig uit de attractie van twee
identieke cylindervormige permanent-magnetische sfaafjes, homogeen gemagne-
tiseerd in de asrichting en parallel aan elkaar. BiJj lange dunne staafjes,
die dicht bi) elkaar liggen, is de attractie essentieel die van de twee pa-
ren ulteinden van de staafjes, de polen van de magneten.

In R2 kent men de logarithmische potentiaal log r, het analogon van de

Newton-potentiaal in Rs' Ook hier geldt de eigenschap

V{a,bjc) = na.wb° log ¢

voor F(r) = log r.
Het is weer alsof de massa's in de middelpunten geconcenireerd zijn.

Het blijkt, dat algemene formules ingewikkelder worden dan in hoofdstuk 1.

2.1.1, Cirkel en punt

Zij de totale massa wvan de cirkel 1, dan is de 1ijndichtheid E%E , 2ls a de

straal is, en na invoering van poolcodrdinaten zien we aat

;' //?’ \ T~ o (fzﬁ /)

e Tt

Gcirkel(R) - % ‘fﬁ(r)d¢ * (1)

0

2 2 2
Wegens r = a - 2aR cos ¢ + R, dus rdr = aR singd9, volgt er

R+a,

f F(r)rdr

2
Gcirkel(R) T n
k

2ah sin ¢
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Verder is
2
432 R sinztp = 43.2 R - 4a,2 R° cosan = 43,2 R - (R2 +a® -_rz) ’
waaruit we vinden

2ok sin g = {[(R+a)? - 21[+ - ®- ) ]}F ,

dug
R+a () . :
_ 2 F{r)rdr
Cosmier ) 7 R_af [{(R+a)f - 2*Hz® - (R-a)?)F (2)

Cirkelschijf en punt

(feg 2)

Om dit op te lossen is het voldoende het bovenstaande resultaat naar a te
integreren. Het kan echter ook op een meer directe manier. Sla om het massa-
punt P twee cirkels met stralen r en r +dr, die de schijf snijden. Door deze
cirkels wordt uit de schijf een opperviakje Zoardr gesneden.

2 2 2 .
Daar a- = r" + R - Z2rR cos a,is

2 2 2
RO+r ~n >

= arccos
a ( Z2Rr

Zij de totale massa = oppervlakte van de schijf = e Voor de eenheid van

massa, homogeen uitgesmeerd over de schijf, wordt de potentiaal dan

R 2 2 z
2 R +r ~a
Gschijf(R) = 2 ‘I;F(r)arccos< o )tir . (3)
R-a

Vragen we naar functies F(r) zodanig, dat de totale massa van cirkel of cir-
kelgchijf in het middelpunt ervan is geconcentreerd, dan moeten we de vol-

gende vergelijkingen oplessen:
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R+a ()
= Tojzdr r=F®R) (0<a<Bk <w)
L T e e @
. Rta 5 5 2
-—22— frF(r) arccos( %) dr = F(R) (0=a=<R<w),

na
R-a . : (5)
We laten zien dat de oplossing hiervan gegeven is door
F(R) =A log R +B, A en B constanten

en dat dit de enige oplossing is.
Om @it probleem te behandelen gaan we terug naar vergelijking (1).

We moeten in ons geval dus oplossen

K

< fF(r)dcp - F(®) , (6)

0]

die equivalent is met de andere twee in het geval van homogene belegging.
Vergelijking (6) is geheel equivalent met (4), terwijl (5) alleen geldt voor
homogene schijven. Het is voldoende om (6) of (4) te bekijken.

1

Daar r = (R2 +a° - PRa cos 9 )2, wordt (6)

\
T

:T fF(\[R‘? +a% - 2Ra cos ¢ )dp = F(R)
0
identiek in a. We differentiéren linker- en rechterliid nasr a. Er volgt:

7T
[ estiem g, o,

O

Substitueert men hierin a = ¢ dan vindt men O = 0, Nogmaals differentiéren

naar a levert

r 3
iy

0 =11{ fT{EF"(I)(a - chos 9)2 do +F’(r)[1 _ {(a-R cosgﬁ“ v .
0

Voor a = O volgt er, daar dan r — R:

i

0= :T I [F"(R)cosgcp + F'(R) <;~— - 99-?)]@
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of
1L
1
-:? f[F" (R)cos2cp + F—l'gﬂ)-sinch do = 0, (7
0
Daar
L1 W
fcosecp dg = fsinEcp de 74 0
o 0

: . :
volgt uit (7) dat TF"(R) + E;JR—l = 0, met als algemene oplossing

FR) =A logR +3B .

Is dit een oplossing van (6) 7

' 2

F(r) = logr = log R + 4 log (‘1-—2%005 P +-§'-é—> =

=log R - % (%Jn cos ne
n=1
dus
L . o L
n .
:? fF(r)dxp = log R - :I— Z f(l%) cos npdg= log R = F(R) .
0 =g

Het is direct duidelijk, dat ock ¥{r) = 1 een oplossing is van (6), dus
daarmee is aangetcond, dat A log > + B met A en B willekeurige constanten

de algemene oplossing is wvan (3).

Toepassing van Besselfuncties op het schijvenprobleem

We stellen de vraag: Is er een elementaire wet P(r) (= potentiaal tussen

twee puntmassa's), zodanig dat 00k voor schijven geldt
V(aybse) = g(a)p(v)F(c) 7

Als deze vraag bevestigend kan worden beantwoord, kunnen we de gersduceerde
massa's weer in het middelpunt geplaatst denken.

Daar we ons volgens de titel van deze paragraaf met Besselfuncties bezig
zullen houden, komen we al gauw op de gedachte K (r) te bekijken, daar Ko(r)

in T = O een logarithmische singulariteit heeft.

7Zij dus F(xr) = Ko(rt) met t > 0 als parameter.
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In 2.1.71 hebben we gevonden dat voor een cirkel geldt

T
1
¢(R) = ;—LfF(r)dm ,
8]
dus in ons geval is
s
G(R) = % ‘[ko(tqﬁ?-+a2-2Ra cos ¢)do .

0

Met behulp van het additietheorema voor K0 vinden we dan

Gcirkel(R) = Io(at)KQ(Rt) {a <R). : (1)
Om Gschij (R) te vinden moeten we, als we Ge totale massa van de schijf = 1
stellen, dus de massadichtheid ~1E-, integreren over de straal wvan de
na

schijf (zie ook 2.1.2). Er volgt dan, als we een schijfelement 2mpdp stels-

len:
a
1
Gschijf(R) o 2npdp Io(pt)Ko(Rt) =
0
a
= 2% (Bs) |pdp T (pt) = = K (R¢)T, (ab)
2 o 0 at "o 1 :
a
0
Hieruit blijkt dat we in plaats van de totale massa 1 een gereduceerde massa
2T {at)
—_tE—__ in het middelpunt dienen te plaaisen.
2, (at)
. . 1
Opmerking. 1lim T - 1.

a—*o0

De wederzijdse energie tussen twee schijven met stralen a en b en afstand

der middelpunten c, beide met totale massa 1, is dus

211(at) 2T, (bt)

at o Ky(et)
en derhalve
2T (at} 2I (bt)
V(a,bjc) = nazonba ;t %t Ko(ct)

onder de elementaire wet F(r) = Kb(rt), toegepast op homogene schijven met
massadichtheid = 1.
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We nemen nu de totale massa van elke schijf = 1 en dan wordt de wederzijdse
energie U(a,bjc) gelijk aan

21, (at) 21, (bt}

U(a,bic) = s s Kb(ct) .

Onderstellen we dat de gegeven functie F(r) kan worden voorgesteld door

=)

F(r) = ff(t)Ko(rt)dt s | (B)
5 _

waarbij f(t) dus als beleggingsfunctie optreedt, dan wordt wegens het addi-

tief =zijn van energie

(=]
-2
U(a,bse) = f11 (at)I, (bt)K (ct)f(4)t7" db . - (a)
¢
We nemen F(r) = £ (n > 0). Bekend is (zie Watson 1944, pag. 388, eq. 12)
dat
an
- K (rt)t™ " Gt .
'@ ¢ °
24 0

Vervangen we U door Uﬁ(a,b;c) dan komt er

o0

fI1(at)I1(bt)KU(ct)tn"3dt . (c)
0

SAn

U_(a,bjc) =
n abl® 3

Hoewel de integrazl in (C) er ingewikkeld uitziet, zal het, vanwege het
feit dat er van Besselfuncties veel resultaten bekend zijn, gelukken

Un(a,b;c) te berekenen.

Enkele differentiaal- en recurrentierelaties

Neem een rechthoekig assenstelsel aan in het vlak V wvan de schijf, die wil-
lekeurige vorm en massaverdeling heeft. Zij de potentiaal buiten de schijf

en in V gegeven door
9ey) = [ D(en)rGas
gchijf

met T° = (x-g)2 + (yu—n)z en D(£,n) = locale massadichtheid.
Beschouw de laplace-operator AU, dan is
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0%y
AU = — + f]1 D(E,m)b, o F(r)dedn =
ox y schijf
= [ 2ten, Tt - ] D(a,)(” ”)dadn
schijf schi jf
- [ e | gg—} dtan
schijf dr-

Hiermee is aangetoond:

Stelling I, Is U de potentiaal van een schijf tegen punitmassa onder de ele-
mentaire wet F(r), dan is AU de potentlaal van dezelfde schijf tegen die :

puntmassa bij de elementaire wet F'(r) + —-F {r).

Pagsen we dit resultaat toe op een cirkelvormige schijf met cirkelsymmetrische
massaverdeling D, die dus alleen afhankelijk van p is, dan is U(x,y) = Ule)
met ¢ = afstand van het veldpunt tot het middelpunt van de schijf, dus

AU = U"(c) + % Ut(c).

Passen we dit tweemaal toe, dan volgt:

Stelling TI. Is U(a,b;c) de wederzijdse energie van twee cirkelvormige

schijven met cirkelsymmetrische massaverdeling bij de elementaire wet F(r),

dan is
2
3] 13U &) 2 dU 1 9 A
Tawse) = a2 B s (2 -1 o &
dc dc oc

Opmerking. Stelling IT kan ook bewezen worden door uit te gaan van (A) (zie
2.2.2). Maakt men gebruik wvan de differentiaalvergelijking voor K, (z), t.w.
KB( z) +-— K'( ) = KD(Z)’ dan ziet men dat U de genererende functle $2F (t)
heeft, als U de genererende functie £(t) heeft.

Op zijn beurt behoort t°£(t) via (B) (zie 2.2.2) bij de wet F(r).

Stelling IT is belangrijk vanwege de toepasbaarheid op T .
We kunnen volstaan met O «<n =2, daar we voor alle andere n het resuliaat

door differentiren kunnen vinden, immers
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U (a,bjc) = L 5£1-+-1-5L U {a,bsc) n >0
n+20 21837 = 2 1502  cBef mtTY

(zie formule (C) (2.2.2) en maak gebruik van de differentiaalvergelijking

voor Kb).

2e2s2.2. Enkele speciale gevallen

We gaan uit van formile (C) (2.2.2) en bekijken achtereenvolgens de gevallen
b=0,a=b,a#b #0, b-—~oo,

2.2,2.27. 1 =0
In dit geval wordt

o0
370

2
n-2 ., _ d pn n .. 2
v ‘j}1(at)Ko(ct)t dt - F(z » 35253 2)
2/ 0

Un(a,O;c) =

(zie Watson, Besselfunciions, page 410, form. 1).

Hierbij is F de hypergeometrische reeks, voor lxl < 1 gedefinieerd door

s ora)ln(n+d) £
r(n+c) n!

C
r'(e n=0
Deze reeks kan analytisch worden voortgezet door aanbrengen van een coupure
buiten (-1,1).

Een integraalvoorstelliing van deze reeks, die we steeds zullen gebruiken, is
te vinden in Whittaker-Watson, Modern Analysis (voortaan afgekort door

W.W.), 1952, 14.6 pag. 291, Deze voorstelling luidt

1
{c) - b= -
F(a,bjcsz) = Lic ub 1(‘14-u)C b 1(‘1--uz) % qu

I'(v)r'(c-%)
0

geldig voor Re ¢ > Re b > 0 en |[z| < 1.
Het hierboven gevonden resultaat voor En(a,O;c) geldt voor alle n.

Voor even n is F elementair, er volgt bijv.

2
1 a
Uz(a,O;c).= - log (1-— ;—2—>

U4(a,0;c) =

|
o
+
=
o

Uﬁ(a,O;c) =
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Alle andere formules wvolgen uit de recurrente betrekking wvoor Un.

Voor oneven n blijkt Un uit te drukken te zijn in complete elliptische in-

tegralen van de 1e en 2e soort. Zo is bijv.:

2
1 a
U1(a,0;0)=c—F<%,%;2;"2—>-

Stel g‘-= k. Mu is

o
;2;1;2)=P(_%_I)1P?5 3 f %(1-1;) (1—ku)2du—
0 ,

n/2

/2
2
_ cos @ _ 4 1 dg
"%f 2 2é&q’“ﬂ:[<1"_§->j 2 .2 &
G (1-k° sin"¢)= k {1-k° sin"¢)?

_ﬁ/
- L f21 _x? gin cp)2 dcp] &[(1 -§5> (k) +k1—2E(k)},

o - (1-%) <@

c

B

Wl
wk

*

dus

i

U1 (a, 050)

2
@ U3(3-3030) ;13' (% s ‘;‘ 323 02> .

Als we weer % = k gtellen, dan 1is

G, 35258) - re f (1-w) 2= E0

n/2
_ 4 f/ sm : _A 8 ) - A [EGY
n (1_ sin qJ) /2 mk dk (k) Tﬂka [1_1{2 K(k)} y

(zie hiervoor W.W., 1952, 22,736, pag. 521), dus

- [(1-5)7 =@ -x@)

na ¢

U3(a,O;c)

Dooxr vergelijking van de resultaten voor U1 en U, blijkt dat

U1 (a,O;c) = (02 _ af )UB(a,O;c) .
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Opmerking. Dit resultaat hadden we ook kunnen vinden door toepassing van de

Buler-transformatie voor hypergeometrische functies:
Fla,bscsx) = (1- x)c-a—b F(c-a,c-bjcsx)
(zie W.W., 1952, 14.4, pag. 285).

ln=5 Op analoge wijze blijkt

o

' : "2 2
U (a,03¢) = —42 [ 12T B(k) - —ﬁk_K(k)] ;5 ko=
> 9na203 (1—k2)3 (1-k2 2

. . N . . a )
Algemeen: Uznﬂ(a,o;c) is een lineaire combinatie wvan K(~E~) en E(%) met coef-
ficiénten, die rationaal zijn in % .
Ook voor n=m+ 3}, m=0,1,2,..., kunnenwe de functi_e Un(a,o;c) in elementaire

functies en integralen van de le en 2e¢ soort uitdrukken. We gebruiken hier-

bij Kummer's relatie:

F(%,%;2;Sinze)_zF(%:‘Z_;E;SiHE%Q) \ lBl(-;—T-

(W.W., 1952, pag. 298, ex. 12).

Toepassing van dit resultaat levert

n=2 U, /p(2:050) = u;% [E*\j%( (1 -Z%%)E +
4 +(1-:_§ﬂ i o(1- (-2))

Opmerking. Uit Kummer's formule volgt direct

UB(a,O;c) = 0"3/2 U3/2<2a\}1—: , 03 c) .

De lezer bewijze dit zelf.

o [

n = 2 . Met behulp van Buler's transformatie (zie hiervoor) blijkt dat

5 5 .,.8N\_ _1 __of3 3 _,. a
F<4’4!2302>— \/EF(4’4!2!C2 L
. |
(o]

wazruit volgt
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1
Us/a(a,O;c) = U3/2 (a,03c) .

c -4

= L. Op een dergelijke manier is U7/2 (a,03¢) te vinden. Er blijkt nl.

U?/z (a,03c) (e - &2 )—3/2 U1/2 (a,03c) .

Verder is

ooy o A13E 13 :
UT/z(a,O,c) = 9{332 3 acl Us/z(a,o,c) .

We hebben dus nu ook U1/2 (a,03c) gevonden.

Algemeen: T W1 is voor m geheel en = 0 uit te drukken in elementaire func-
2

| tieg en elliptische integralen van de 1e en 2e soort.
2. 2. 2. 22| d = b
Tn dit geval words formule (&) (2.2.2)

o

2 -
fIi(at)Ko(ct)tn 34t =
g

2
1 n g
=—MF2(%’ ,5,2,3;4——)
c

41

2.2 /N
al"(z)

Un(a,a;c)

hej|a]

02

(gegeneraliseerde hypergeometrische reeks, Erdélyi e.,a.: Higher transcen-

dental functions, Vol. I, pag. 182 e.v.).

Bewijs. Ontwikkel If {at) naar machiten van t. Er volgt

o0 2m+2
Iz(at) = X (%) 21"(2m+3) (Watson, pag. 147).
! m=0 !l (m+2)'(m+3)
Verder is
o0
fKo (ctt®? at = 227" r? (L%l) (ibid. pag. 388),
0

dus als we sommatie- en integratievolgorde verwisselen komt er:

o0
PN
m=0

1
y(aese) =

T'(om +%) I'(m +g-) <a2>m _
T{m+1)M(m+3) P(%)P(m+2)




- 30 -

o2 r'(%)rz(%) oo M@+ )T (m+2)0 (m +3)

) pp(er(s) O T@rPrned) (4a2>m,

c2

of

Mo

nagz\2°?
C

2
Un(a,a;c)=‘1—F(i yrz_l;2,3;4‘a_>

geldig voor alle n.

Is n even dan worden Un(a,a;c) elementaire functies.

Voor n = 4 en n = 6 reduceert 3F2 zich tot de gewone hypergeometrische reeks.

Tr volgt
1 a2
U4(a,a;c) =TF<%’253;42_>
- C C
Coen
2
U(a,a;c)*LF<3‘,3;2;4§—>-
6 6 2 2
¢ c
Daar
2 ! 2
p(2,255:48) =2 [u(1-m)? au= . 2
2 2 8,2 3 o2
© § 1-4—> 1\ -4
& &2
is
2
U4(a’a;c)=17 12-% - 2%
© (1_4—"’;> 1+(1-4———’z>
c ¢

Om T, (a,a3c) te bepalen bedenken we dat
F(%,};Q;x) =(1 -x)-5/2 F(4,-132;3x) (transf. van Euler).

Daar F(%,~ 1;2;x) afbreekt na de tweede term, is

|_E
U (ayazc) = —16——:72—
c (1 _%_)
c

Om U2 te vinden kunnen we van de recurrente betrekling gebruikmaken, t.w,

(3% 109
U4(a,a;c) =it 5 (a,a3c)
dc
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en dan integreren.

Het kan echter ook anders. We maken gebruik van de formule
d
x5 (2,4152,300) = F(Z,1,3,%)

Hier is

I’(a+n) I‘(b +n) 1"(0 +n) P(d) P(e) n
I'(a) I(b) T(c) TI(d+n) I(e+n) =

3F2(a,b,c;d,e;x) =1 +
n=1

Verder is

It

(2 ,153%)

\l']-—x
-SEd— ——1—"—*+10g(1+\"|-x) .
X
1+yt-x

(-2 52 ,2535%) = g—z———-f -
1+

Wa het bepalen van de integratieconstante volgt tenslotte

8 1 1+t -
3F2(% » 1 152533x) = ‘“{% - - log _Jzz]
1t+¥1-x

x.
en dus
2
1+ 1-4——3;2
1 2 c
Ue(a,a;c) = 1 - B 2log %5 .
& 1 4\ -4
02

Is n oneven dan wordt het berekenen van Un veel ingewikkelder.

Voor n = 3 is het mogelijk om UIl in gesloten vorm te brengen. We gebruiken
dearbij de formule van Clausen (W.W. pag. 298 ex. 11 of Erdelyi e.a., d1 T
pag. 185). Voor zekere waarden van a, b, ¢, d en e volgt er
2
F (2’2’%!2;3;3‘{) = {F(E’%; 2§X)} ’
waaruit

U, (a,a50)

5 %3’ L)‘ {U3/2(2a,o;c)}2=

(zie blz. 28) 160 = [E()-(1-k )k ()]?

na
met
. 1 2%
k=——-—<‘| _ 1_4@;)
2
V2 ¢
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Opmerkingen

1) We kunnen het gevonden resultaat voor U3(a,a;c) ook in Legendre funrcties

uitdrukken. Men heeft nl. (zie C.S. Meyer: Integralvorstellungen fiir
Produkte von Legendresche Funktionen, Nieuw Archief wvoor Wiskiunde 19,
1938, pag. 216 form. (56) en pag. 222 form. (86):

o0

2 2 E2 °n 3. 2 2
R @wt e - B 5, G, 3, 45 2580°) -
0

2 3
= (wegens de formule van Clausen) é—-&—i {F(%, %; 2;E2T32 )}2

en {zie L. Robin: Fonctions Sphériques de Legendre, tome II, pag. 53
form. 95):

P (cos 6) _8in F(z,z;Z;sinze) (0<o<D),
-2 2 474 2
2 . .
Stel n = c ! £ = a, dan blijkt
2 E11 —1 43.2 2
: Ko(ct) 1(a;u.)c'iu = B¢ P_% 1-=
5 c
dus
. 2\ 2
U3 (a,azc) = —;—- {P___i( 1 -5]’-8-2‘—>1
a“c = c
Door reeksonitwikkeling van F en daarna termsgewijs te integreren' is te
vinden
Tt
I'(2m) . 2M=-1 2 .2
JF, (a,b,mj0, 2msx ) = 2 jgln p[F(a,bse5x sin” $9)]do .
2"'r2 (m)

" Neem als speciaal geval m = 3/2, a=b=14, ¢c=2, dan is

i
JF, (2, %, 552,35) = £ fsinch F(3,%5 255sin" ko)dg
Q
dus (zie blz. 29)
T ) 5
Uf(a,a.;c) = n—i— sin®g F(‘};,%; Z;Q“Eé—sinz%qadcp .
0
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Stel a =%a._ en k = « sin 59, dan volgt er

o
16
U, (a,ajc) = — sz\lcxz—kz F(&, %3 25k2))ak .
mea”

Mz is
- ax(k
P, 35 20¢) = 4 (1-2) Bl

zoals eenvoudig te verifigren is, dus
. .
U, (a,a3c) = —f—ﬁh— k(1-%) Vo -x° %)-dk .
mn e 0

Het rechterlid is nog enigszins om te vormen. Men krijgt dan

n/z n/g
64 sin2u cosQu 0052v
- f dudv ,
e s 4

1l

U, (a,a;c) T
! (1-0° sinfu sin’v)®

of
moT

T
16 cos2u sinzu sin’ v
U, (a,ajc) = ~—7— dudvdw ,
1 : n3c -0 CcO8 U COS V CO8 W
0O 0 0

i

2,2.2.2%3. 2 # b

We nemen n willekeurig reZel. Voor n > 0 hebben we de integraalvoorstelling

o0
4 -1
2 n=-3
Un(a,b,c) = ByY fI1 (at)I1 (bt)KO(ct)t it ,

27 0

convergent voor n> 0, 0 < a+b < ¢. Ontwikkel het product van de twee
I-functies in een machtreeks naar t+ (Watson, pag. 148, form. (2), z — it).

Dan is

@0 2m Co2 /2
I (at)I (bt) = % bt (a_t> F{-m,-m-1;2;b° /a° )

2 2% TCYSDE
m=0
Invullen en termsgewijs integreren levert

00

A gy T ﬂ-m,-m-1;2;b2 /azl a 20 o mtn-1
2 7 SNTCTY 5 t Ko(ct)dtz
abT (E) m=o ’ )

Un(a-,b;C) =
0
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n-+2m-2 2
_2 % plmme1ion’/a £) (D T Gm)
P2(%) =0 m!(m+1)!

n+2m

{voor de integraal zie blz. 29). Ma is F(-m,-m-1;2;x) een polynoom; er
blijkt

P(-m,~m-1;2;x) = 1 +k§1 mm-1)... (m- k"l'{?glﬁm-k‘:;?(m)-.. (m-k+2) & -
m-1
=1 + \,i:o m(m-a:'\})gvﬂ) (m+1)g;)_.\;;.$\))1+2) AV
_ y Km+1) r({m+2) Y
voo TOVFT) T(v+2) Mm-v+1)I(m-v +2)

Dit resultaat substituerend in het rechterlid van Un(a,b;c) volgt er

n
1 P(§'+m) 2 m

&1 8

(o) = L 5 (12T 2 T
n o oo P(I_‘Ql_) =0 vilv+1){m-v)t(m-v+1)! 2/ \?

We verwisselen de sommatievolgoxrde mnog, dus

oo m oo oo
L X = Y 2
m=0 v=0 V=0 nm=y

Dan blijkt dat

o a\v o [I'(Z+m) 1 2\m-Vv
U {a,bsc) = g ! (g_) z 2 (—b—> .
n {8903 JER— vi(v+1)! \ 2 oy 1.,(151) (m=v)!(m-v+1)! o2

Neem in de laatste sommatie m = v + 4 dan wordt

( ) 1 1 c; 1 (3-2>v ‘;‘ {P (%+ b \J)}a <b2>“
U (a,bsc) = — = =) =
n nl"z(%) =0 vi{v+1)! 2/ o p!{p +1)! o2

Q

1 R 1"(“*+H +V)I'(—+p +v)<__> <b_2_>v
2

o Pm+ﬂﬁWv+2m.w

(2
H
=3
n
E;
S
=
4
<
Il

of

2 2
1 n n a_ b
Un(a,b;c) = cn F (é’! 5; 2,23 5 ) ’

Q
Q

2 pd
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waarbij F4 Appell's hypergeometrische functie van twee variabelen voorstelt.

Opmerkingen
1) De reeksvoorstelling voor F4 convergeert voor a+b < c.

2} Voor numerieke berekeningen is het resultaat belangrijk, vooral als %en
2— klein zijn t.o0.v. 1.

3) De relatie geldt voor alle n.

We onderzoeken weer enkele gevallen.

n=4

U4(a,b;c) = aj—b- ij(at)I1(bt)Ko(ct)tdt .
0

Naar een formule van McDonald (Watson, pag. 412, form. 6) is

L 1

> » a" cos wn(X=1)" ZE-1 L
fK (at )T (bt)J (et)th" at = - ==——r TE(x)

W v v Vor(be ! sin(u+v)n VTR

met
2 2 2

_& +b” +¢ ] .

X—'—————*Zbc en Re(ailbilc) > 0.

Daar het rechterlid in hypergeometrische functies is uit te drukken (zie

bv. Erdélyi e.a.: Higher tr. f. dl. I, pag. ¥21e.v.), kunnen we ook schrij-

ven
oQ
IR
fKu(a‘b)Jv(bt)Jv(ct)t at =
0
a'T(p+v+1) L+V+2 P+ v+1 1
TV ptt e 2 ’ vl
2" (e ) (v) .
Neem nu p = Cen v =1, dan volgt er
w .
0 1 1 5 5
0 4bcX

1 1
q |3 -3/2 B 1\
= 2 -2 duugbc 1"—5 -
foox’ X X
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Vervang tenslotte a door c, b door ia en ¢ door ib, dan is

fIi(at)I‘I (b8)X (ct)tat= — H1 - — 4a°p" 2)2}-5_1}

2
5 (¢“=a" =1

en derhalve

U(abc) ! c'j"b 2..1:[
2a’b? V{c (a-1)?*][c® - (a+1)?] :
Opmerking. Stellen we a = b dan vinden we ons vroegere resultaat -teru.g (zie
iz. 30).
M we U4 hebben gevonden kunnen we ook Us’ Ua enz, door differentiéren bepa~

len. Zo vindt men

C2(202—8.2-b2)- (a2_b2)2

2[c” - (a-b)z‘]5/2|:02 _ (a+b)2]5/2

Us(a,b;c) =

Dit resulteat werd gevonden door: G.P. Dube - H.K. Dasgupta: Indian J.
Physics 13, 1939, pag. 411 -416.

Door integratie kan UE gevonden worden, immers

— )

602

2

1
Stel u = ¢® en W(u) [u2 - 2(a® +1%)u + (a® - b%)?]%. Door éénmaal te inte-

greren vinden we

u
ou 2 2
2 1 {t—a -b 2 2
u o= —— = 1} 4t = [a” +b —u+W(u)] .
u o, 2,02 I, Ww(t) \ 5212
6U2 a BU2
Hierbij is geéist dat lim u Fral 0, Dan ig lim u T -1, Nogmaals in-
=00 u 1 —+co u
tegreren geeft
2 .2 1
2,2 2 .2 2 .2 W)su-a -b 2 242 dt
= -u+ + - - -
2a"b U2 W(u)-u+a“ +b (a® +1°) log o0 + (8% =1°) W

De integratieconstante is hier zo vastgelegd, dat

lim Uz(u) =0.

u-e

Verder is
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(2 1% ) fu-ﬁdt - - & -9 10g{u<a2+b2>-(a2-b2>2 & - lwmx
s it u(a2 +b2-|a bI

waarmee we als uiteindelijk resultaat vinden

: .
U (a,b50) = —— |Woc? +6& 1% - (& +17) log{i¥c -8 =b |,
2 2.2 »

28 b 20

(2,2 .2 5 2:\2 |2 .2
Iaz_bzl log {c (& -_l-zb )2- (a.z—lj:z) -2|a - W ’
¢ (& +v° -|& -1 )

waarin

)

V[ = (a-02][c? - (a +b)]

W= W)

Voor oneven n (n = 3) kurmen we U weer uitdrukken in complete elliptische

integrelen.

L= 3|. We hebben gevonden (blz. 35) dat
2 2
U (abc)——F(i 2, 2,2; 'E—L—,L)

Om het rechterlid te kunnen berekenen maken we gebruik van de formule
F4 (a,bjc,a+b-c+13x(1-y),y(1-x)) = F(a,bjc;x)F(a,bja+b-c +157)

(zie W.N. Bailey: Generalized hypergeometric series, Cambr. 1935, pag. 81).
In ons geval wordt dit

2 2 .
F4<%, g—; 2,2;%—,%> = F(2, 2; E;X)F('z-, 32—; 255) .

Het rechterlid hiervan is bekend (zie blz. 27), zodat als resultaat volgt

_16e 2 2
U, (a,bjc) = X [E(x ) - (1-1 K& I[EX, ) - (1-X, JK(x, )]
met
K =-1—-(02 +el -t -W) en 12 ==—1--((:2—a2 +1° -W) .,
1 2 2 2
2c 2¢

U5 s U’f enz, kunnen nu weer door differentiatie gevonden worden. U1 is tot nmu

toe alleen gevonden, uitgedrukt in F4.
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Literatuur

C.J. Bouwkamp: A study of Bessel functions in connection with the problem of
two mutually attracting circular discs, Proc,., A'dam 50 (1947), 1071 -
108% = Ind. Math. 9 (1947), 485-497.

Opgaven

1) Neem een cirkelvormige schijif |met massa 1, 7st_taa'1 i', en een half-
vlak met massadichtheid 1. De afstand van het middelpunt van de schijf tot
de rand van het halfvlak =zij A, de potentiaalwet V(r) = r_n (n > 2). Alg we

stellen
w (a3d) = lim wb*U_(a,b3h +b) ,
n n
b-reo
dan is
=<}
3-n
u (a3d) = LT ‘I;_At I (at)t" *ast ,
n BI‘E(IL") 1
220
rd) 72 su_(a30)
u,, (a38) < - 3= B
s = - ) H
2
I'n-2 =2 el
up (a38) = nn—z (1; 1 : 'F<n2 ’n2 ;2;%) -
(22" *(2) 5
T(n-2 -2 5- 2
B 1Tin--l (nﬁ)F(nz I 2y )
(4821370 r2(3) A2 - a2
Hieruit volgt bijvoorbeeld
A
u(a'A)= 4 L 3 u(a§A)— I { - 1% 3
3 A+ (p% - a2)R 4 2a® { (A% ~a? )"
| 1 3n A
(ash) = & 3 ouglass) =55 —— o7
s 9 (02 - a2 )%/2 6 32 (A2 - g2 )°/2
2 2

Toon dit aan.

2) Zij de wisselwerkingsenergie tussen twee massapunten met onderlinge: afstand
r: V(r). Toon asn, dat de wisselwerkingsenergie van twee homogene cirkelvor-

mige schijven, in éénzelfde vlak gelegen en beide met massa 1, gegeven ig




3)

4)

_59_

door
o0
U(a,bjc) = fﬁ fG(a,b;c;r)V(r)rdr
0
met
m .
¢(a,bi05r) = | 3. (at)d. (bt)d (ct)d (rt) L&
P 1 1 0 0 4

0

Hierbij zijn a, b en ¢ de stralen van de schijven en de afstand der middel-
punten.in deze volgorde (zie Wisk. Opg. XIX (1950), vrgst. VII).

Opmerking., De formule blijft geldig als de schijven elkaar geheel of gedeel~
telijk overdekken.

Bewi]js
o %-1—2[}(}%(1—3(2) log 1r§+2?\(x)] 0= x < 1
T
Jrwde -y o
2 X +

0 -;;[x-f%(‘l-x)logx_,'—a(;)] x= 1
met

w _2nt

o (2n+1)
Tndien twee eenheidsmassapunten op afstand r elkaar asntrekken met een

kracht ™" (n > 2) gericht langs hun verbindingslijn, dan is de kracht tus-

gen twee massieve c¢ylinders, die elkaar loodrecht kruisen, gegeven door

o0
3
(n-2) %%f%-fe'“ I, (at)T, (b6)t"7 dt

waarbij & en b de stralen van de cylinders zijn en ¢ de afstand van de assen;

de massadichtheid van de cylinders is 1; ¢ » a+b (l.c. XXI (1961), 51).




- 40 -

3. Potentiaalproblemen bij cylinders

2.1, Het electrische veld van een puntlading binnen een oneindige eylinder op

potentizal nul

3.1.1. Zij de straal van de cylinder a. We nemen een puntlading +1. binmen de oy-

l:LndeI' éelegen.
Zij het electrische wveld E} de potentiaal V, dan ig B = - grad V, waarnij Vv
de Greense functie van de eerste soort voorstélt; Binnen de cylinder is V
een oplossing van de potentiaalvergelijking AV = O, behalve in het punt waar
zich de puntlading bevindt. Is r de afstand tot deze lading, dan is V - %
analytisch in de omgevingi van r = 0, Op de cylindermantel is V = 0 en als
r + = moet gelden binnemﬁde.cylinder

lim V = lim |grad V| = 0.

r—>o0 r >
We plaatsen de puntlading op de as van de cylinder. Daar het probleem rota-
tiesymme trisch is, nemen we cylindercotrdinaten (z,p,m); de as van de cylin-
der ig de z-as. We merken op dat het probieem even is in 2z.
Door de puntlading (we noemen de plaats daarvan O) wordt op de wand van de
cylinder een negatieve lading geInduceerd. Noem de ladingsdichtheid ervan

n{z). Kennen we V, dan ook n(z), immers
n(z) = =L - ;L_(§E>
4m 0n 4n \Op o=a

We leiden voor 7(z) een integraalvergelijking af van het Fourierfype.

Stel g(z,p) een harmonische funetie binnen de cylinder met g en %ﬁ- uniform

begrensd. Volgens een stelling van Green is dan

20,0 = - 7= [e(z8) S a0 = - [a(z,a)n(a)ao =
cyl cyl

2n 0

-fa.dcp fg(z,a)n(z)dz .

0 -0

We proberen nu g{z,p) = e~ 1A% IO(Ap) (A > 0). Het rechterlid is een oplos-
sing van Ag = 0, zoals eenvoudig is in te zien.
Uit het voorgaande volgt

o0

2(0,0) = 1 = - 2ma f;'*iz I (Aa)n(z)az
[+ 2]
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dus
o0

-Aiz 1
fe nla)ds = - s T ey -
0

-0

Met toepassing van de Fourier-omkering volgt nu

oo

1 1 Alz
n(z) = - —— f—e ax
Al ) IO(Aa)

en daar n(z) redel is volgt direct

oo Z
1 cos =t

(z) = - &
n 2 2 Io(t)

2n-a

dt .
Q

Om deze integraal voor z = 0 te berekenen gaan we als volgt te werk.
Beschouw
- %
: 1 el a t
Yy = om fIO(t) dt

w

met W: de verbindingslijn van - R tot + R en de halve cirkel met O als mid-
delpunt en R als straal in het bovenhalfvlak. W gaat niet door de nulpunten
van Io(t), gelegen op de imaginaire as. Voor R - « gaat de integraal over de
cirkelboog naar nul.

Volgens de residuenstelling is nu:

. A 2 Z
: { elgt > ewgfk;rl 1 % e-;kn
I= lim = % {Res = I I - & .
R0 f n=1 I, (%) teik  n=1 k) i 3, Gy)

Hierin zijn k1 ,k2,. .. de positieve nulpunten in opvolgende groctte van

J0 (x). We vinden dus
_Zx
a

00

1) =-—5 3 $py (2> 0).

2nma” n=1 1V n

Opmerking., In de omgeving van z = O is dit resultaat niet goed bruikbaar,
o0
1 . .
want ? —T—J.l kn 3 divergeert.

De totale lading tussen z en <« is nu
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o0 -2y
frwan = - 3 ot
Zra (n(w)du = - .

n=t kan kn)

Z

Neem z - 0, dan volgt voor de totale Jading

[~

o0
lim 2nafn (w)du = - = ——'—1(-—-—— =~ % (Nielsen).
Z=-0 : 1

Dit kiopt natuurlijk ook, daar de helft van de op de cylindermantel geIndu-

ceerde negatieve lading rechts van de oorsprong zit,.

3+1.2. De ladingsdichtheid in de omgeving van z = O

i

In z = 0 divergeerde de integraal I. We moeten dus een andere methode zien
te vinden. Deze is ontwikkeld door Watson (The use of series of Bessel func-

| tions in problems connected with windtunnels, Proc. Roy. Soc. London A 130
(1930/1), p. 29). Beschouw

§| cos AW a
IW T ooni W W
W (w- t)IO (w)cos e

met A, @, t positief; + ¥alt niet samen met een nulpunt van cos %‘E .

Als integratieweg W nemen we een cirkel met straal R om de oorsprong
(R = ), die alle polen van de integrand vermijdt, terwijl R> t is.

Verder eisen we dat lim IW = (0. Daarvoor is nodig dat A < 3— . De som van de
T : a R—boo

residuen binmen W is dus 0. De integrand heeft als polen:

w=1%; w= iikn; w =+ (v +%)a (n=1,2,e.03v= 0s1,2y00a)

De residuen hiervan zijn resp.

cos At . cosh(Ak, ) ] a (1) cos(hav +3ra)
, ; -

i ’ MRS n 1 1N T
I (t)cos at cosh( “n)J1 (kn)[kniit] I (av +ga)l (v + &) a+ t]

Hieruit volgt dus:

cos At _ c; 2kn c:QSh(M‘:n) 1 L & ; (-1)" c?s(\))ux ++ax) 2(v +3)a
T, ak_ .2 .2 ' m Vo +3) 1.2 2
I, (t)cos =t m=t 3, (_ )eosh( an) K +% V=0 b (vat+sa) -4

Vermenigvuldig linker~ en rechterlid met cos g t en integreer termsgewijs

van - naar o , Maak verder gebruik van
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00 E.. nkn 20 E
cos t T " o cos t _1 Vo
PR en z %= Do
k +% n (va +0) 2
- 00 T -
dan volgt er tenslotte
jﬁggé_ﬁﬁ.dt o T cos[aa(v +5)] v on 3 cos “
= 1 , :
; (t) yeo T L(v+&)o] amy I (e )1+ exp 2mk /o]
Opmerkingen

1) Voor kleine waarden van o stelt de eerste reeks een benadering van de in-
tegraal voor, de tweede reeks is de correctieterm. We hebben hier een

scort Buler-Mclaurin-ontwikkeling, nl. een som van functiewaarden van de

functie %fﬁcgf- in de punten t =-%a R % oy g-a enz.

2) Neem o zo, dat cos Ax(v +3) 74 0 is, want anders is de integrasl = correc-
tieterm.

3) Kiest men o kleih, dan bestaat de correctieterm slechts uit enkele ter-
men, vanwege de snelle convergentie,

Tenslotte vinden we dus .

' zkn

oo cos(v +2) o0 cosh(—é—)

1
n(z) = - > 5 o X ( (\J +‘_)) +2n x 2k TE/(x .
_ en & V=0 n=1 J1 (kn)[,l +e n ]

We merken op dat de eerste reeks convergeert voor elke refle z, de tweede
voor [z] < 2?:2 o Door o dus klein genoeg te kiezen kunnen we het convergen-
tiegebied voor re€le z net zo groot maken als we zelf willen.,

a . . . .
Nemen we o = 'I-Z'I- n, dan verdwint de eerste reeks identiek en we houden over

1 g e a n
n(z) =~ Z ’
2na.2 n=t J1 (kn)

wat we reeds eerder hebben gevonden.

Mumerieke wvoorbeelden

Het "lastige" punt in onze beschouwingen was het punt z = 0. We hebben nu

gevonden
=]
o oo
dt 1 . 1 .
—2118.1](0) f =q &L ———=+ 215 X = .
I (%) _ o - ok /o
g "o V=0 Io(voc + 2) n=1 5, (kn)“ e 23
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a = 1. Bij de numerieke berekening van - 211:2&2 n(O) in 7 decimalen voor deze
waarde van « blijkt dat we van de eerste reeks 18 termen en van de tweede

reeks 1 term nodig hebber. Er volgt
2,083%2296 + 0.0000033 = 2.0832329 .

[*=73]. In dit geval hebben we van de eerste recks 6 termen en van de tweede

reeks 3 termen nodig. Het resultaat wordt

- 2n8® 1(0) = 2.0053020 + 0.0779307 = 2,0832327 .

Dit klopt uitstekend, want neem de gémiddelde waarde en vergelijk met
oQ

IRO) dtt . De waarde van deze integraal is 2.083232... . Tenslotte:
o
O

™ g2 '

Opmerkingen
1) Een nogal eens voorkomende geschikte waarde voor ® is a = 2. Voor

0=<Z& <g is dan

-a%7(2) = 0.08003 cos(Z) + 0.02076 cos(22) + 0.003572 cos (22) +
+ 0.00060 cos(ja—z) + 0.00009 cos(%&) + 0.000014 cos(-‘];—z +

+ 0.00032 cosh(g-'f-z-) in 4 decimalen nauwkeurig.

Voor z = a kunnen we gebruikmaken van

Zy
2 1z e“a o
an(z) = - g;;ni W (zie pag. 41),

waaruit volgt

-a® 1(2) = 0.30657 exp (- 2.40z/a) - 0.46774 exp (- 5.52z/a) +

+ 0.58636 exp (- 8.652z/a) - 0.68466 exp (-11.79é/a) .

2) Door Zernike is hetzelfde probleem onderzocht. Hij verdeelde daartoe de
cylinder in 3 delen, gescheiden door "schotjes". Bij de schotjes werden
de resuitaten van de stukken I, IT en II, IIT aangepast. Hetmelfde re-

sultaat als boven werd verkregen als de afstand der schotjes 2%% is.
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3.2. Potentiaal en electrisch veld

We berekenen de potentiaal van de geinduceerde lading.

3.2.1. We beginnen met de as van de cylinder.

{z) -
V(,)
as
E ,D) Lz 0) ’
o ,'
7w

Het blijkt dat men, door met de potentiaal Vo(z,O)_ op de as te begimmen, de

potentiaal elders kan bepalen ("méthode d'ascente"). Men vindt

[=a)
v (2,0) = 2na f nlg)de oo fﬂ-(z‘—md
\’az +(z-l;)2 a +u
3 du 1 1(3“‘“)?‘ dA)
s [ S wia g 109
- OO - O
2 j’ j‘cos Au
= - = |cos Az
i Loa ) B
waaruit
2 K (Aa)
vo(z,o) = - —7—-7 cos Az dA ,




3.2.2.
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daar

Kb(ma) = gos M gy (zie Watson, pag. 172).

De potentiaal binnen de cylinder

Om de potentisal van de geInduceerde lading buiten de as te berekenen, maken
we gebruik van het feit dat het veld rotatie-symmetrisch is.
De potentiaal buiten de as kunnen we dan ult de potentiaal op de as vinden
uit
2n
; _ | B
Vb(z,p) = QE-t[Vb(z + ip cos ¢, 0)de (méthode d'ascente ).
0

Dit resultaat vereist de analytische voortzetting van Vb(z,O) in het com-
plexe z-vleak,
De functie Vo(z,p) is een oplossing van de potentiaalvergelijking en voor
p =0 is hij = Vb(z,O).
Mu is
o K (ra)
Vo(z + ip cos ¢,0) = - E"I;OS Mz + ip cos ¢) ——(——y ax ,
0

dus
21

VO(Z,P) == 21_11 f?% f II( Eiai cos ?\(z + ip cos q;)dd)
0] 0

1]

ka)
j‘ O(Ap) cos Az di .

Dit is de potentiaal, veroorzaskt door de cylinderwand. Om de totale poten-
tiaal te krijgen moet die van de bron nog worden'toegevoegd. Het eindresul-

taat wordt derhalve

1
V(Z’P) = VO(Z’p) + 5 = 0
Z +p

wat geschreven kan worden als

V(z,0) = —-—-—- 2 f - (t 1 (2 5) cos(Z t)at .




3.2.3.

3. 2.4,
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De veldsterkte binnen de cylinder

De veldsterkte wordt gevonden docor differentiren, dus

] 2 . /3
5 - T )3/2 - — Oft IZ ©) Io(g t.) s:m(g t)dt

en

p 2 mKD(t) e 2z
5 (f’+p2)37é + 3 dft %)(f) ;1(a t) COS(a $)dt .

Een andere methode

De in 3.2.2 en 3,2.3 gevonden oplogsingen zijn achteraf beschouwd niet ver-
wonderlijk, immers Io(lp)cos Az is een oplossing van de potentiaalvergelij-
king, die binnen de cylinder overal regulier is voor elke redle A (deze kan

gevonden worden door separatie).
ey K (R8)

Vermenigvuldiging met een gewichtsfactoriih)- -'E‘T—CG:T en integreren over
A van 0 naar « verandert hieraan niets. °
Verder vertoont V(z,p) de vereiste singulariteit in de oorsprong (zie de
laatste formule 3.2.2). Alleen V(z,a) = O moet nog worden geverifieerd.
M is

o

A
o - [,
5 (u° +a )2

en (Fourier-omkering)

o0
—& __2 g (t) cos(& t)dt (Watson pag. 388),
V22 +a> " 0 .
0
dus
L=
S —T (t).cos(z-t)dt = 0 = V(z,a)
2 . 2 Tna 0 a T
Zz +a o)

Er is dus blijkbaar een andere weg om ons probleem op te lossen, zonder van
geinduceerde ladingen gebruik te maken,
Probeer een beleggingsfunctie f£(A) te vinden, zodanig dat de’potentiaal van

de geinduceerde lading wordt voorgesteld door
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Vo(z,p) = ff()\) cos Az ID(Ap)d)\
# _
met Vo(z,p):even in z, oplossing van de potentiaalvergelijking, omwenteling.

symmetrigch in cylindercodrdinaten.

Voor een eenheidsbron in de vrije ruimte geldtb:

Kies als integratieweg W de re€le ag 0 < x, Verder eisen we Vo(z,p) + %—= 0

als p = a, dus

[+, ] oo

ff(x) cos(}\z)Io()\p.)d?\ +% fKo(hp) cos(Az)dA = O
0

of

oo

f[f(A)IO(Xp) + 22, (0)] _, cos(ra)ar = 0 .
0

Daar dit resultaat voor alle z waar moet zijn, moet
2 -
f()\)IO(Aa) + < KO()\a) =0

zijn, waarmee f(A) en dus ons vroegere resultaat is verkregen.

Het gehele veld wordt nu gegeven door

o

I (Aa)K (%) - K (Aa)I (%0)
V(z,p) = %-‘f;os Az —> 2 IO(Aa)O e an .
0]

Uit deze formule volgt dan 5(z); immers

n(z) = ;7(%}) - en IO(AQ,)KO'(A&) - I(;(J\a)KO(;\a) = - f; ,

(Watson, pag. 80).
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3.2.5. Numerieke resultaten

We bekijken eerst het secundaire veld op de as van de cylinder. Dit is

oo

K (aa)

2
VO(Z,O) = -7 Lf Eﬁrigj-cos Az dA .
o ,

De integrand heeft een logarithmische singulariteit, die door parti&le inte-

gratie weg te werken is., Het resultaat wordt

©© . B
> sin ;'t
VO(Z,O) = - ——;2—'-'—(11:
gt (%)
Om deze integraal te berekenen passen we de residuenmethode toe.op
124
e &
jj—";———-dt. W is een weg 1in het bowvenhalfvlak, die als volgt iz samenge-
i tID(t)

steld: De lijn (-R,-e); de halve cirkel met straal & om 0; de lijn (e,R); de
halve cirkel om O met straal R, Dit levert ons, daar de integrand een enkel-

voudige pool heeft in O:

20 Z 124
1 sin a t oo e a.
E-‘f BUYRN dt =3 + 3 res >
g t Io(t) n=1 t=ik tIO(t)
124
e 2 '
Om het residu van w(t) = See—ew—  in t = ik e bepalen, stellen we t=x+ik .
g 'EJIE(t) n n
Er volgt dan °
-2x i=gz
€ Te @

. 2 -
(x-klkn)Io(x—blkn)

Van deze functie zoeken we de reeksontwikkeling naar x en speciaal de coéf-

fici&nt van % .

X
. i=z
Stellen we f£(x) = e = en g(x) = Io(x—+ikn), dan heeft g{x) een enkelvoudi-
ge pool in x = 0, terwijl £(0) # 0 is. Mu is

iggz
e 1 £lx) 1 £(0) +x£1(6) +...

(o )E (o) F P ) i (1eg) Pl d S xe P e0(0))°
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1 _£00) p,, I R R [
n

RIS )

+.;.] .

De coffficiént van x @ is derhalve

Ao £(0) {f'(O) _g'(0) }

Uit het voorgaande blijkt:

£(0) =15 £1(0) =i %3 W) = I
3, {k, )
. B . __m
g (0) = I1' (lkn) = kn .
Dit laatste volgt uit tI;(t) = - I1(t) + tIo(t)
Samenvattend biijkt mu
1
A= o —2—
ak
n 7 ()
en dus
oo 'z _Z
gin'= % i an
J'.[ "Ta_3._ 5 &g
T 2T " &k
§ () net T o )
Voor z > 0 vinden we nu
Z
V(20)=-2+235 -2 .
n=t k J (k)
) n

Om de totale potentiaal te wvinden moeten we de potentiaal van de eenheidsla-

ding toevoegen. Dit is precies o’ dus

Z

T“a'mn
e

o
1 kanﬁkn)

o [ro
g

V(z,0) =

Met behulp van de méthode d'ascente volgt hieruit

| o 7 (k) -z
V(Zp)=2 0a n e a. Il.
& n= kan(kn)

[

Deze reeks convergeert overal binnen de cylinder, behalve in de oorsprong.




3.2.6,
3.2.6.1.

7.2.6.2,

Yoor grote [z| is V gemakkelijk numeriek te bepalen., Voor kleine ]zl is de
reeks echter onbruikbaar., We moeten dan analoge beschouwingen houden als
hiervoor (zie 3.1.2 en 3.1.3), geldig op de as. Men vindt dan

5, ®©  sin g&f (v+3)
V (2,0) = == 2 +
o nz

o (v + )T (v +3))

~amk_ /o -
. 1 ;o [1+e “kn 1 cosh(% - (2nma/az)sinh (%) (1)
a n=1 kn'J21 (kn) COSh2 (nkn/d) ‘

De cerste reeks is convergent voor alle z, de tweede voor |zl-$ 2na/d.

Voor a = 2na/z verdwijnt de eerste reeks, de tweede wordt

ek P (k)

wat gelijk is aan V(z,p) voor p = O.

Enkele toepassingen

& = 2

In dit geval is (zie hierboven):

-av,(z,0) = % [0.79432 sin(%) + 0.01782 sin(3 ) +

+ 0.00034 sin(5 g) *...] - 0.00323 cosn(2.4 Z) ,

convergent voor |§| < m en numeriek bruikbaar voor |z| < |al.

z klein;g p £ O

Dit geval is veel moeilijker. We passen de machtreeksmethode toe:

o0
2 gin{tz/a) 2 = L:lli Z 2v
Vb(z,O) = T nz > dt = - 2 (2v)! A\a
t I°(t) V=0
0 0
met
(= o)
2v
1 t
?\. = dt .
2v (2v +1)n f 2
g I, (%)
Zo is

A, = 0.4353450 5 A, = 0.20591125 A = 0.6588568 .

Zie voor verdere waarden van sz: Smythe: J. of Appl. Phys. 31 (1960),

553-556; Ling-Lin: Math. of Comp. 26 (1972), 529-537.
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wasr een tabel wvoorkomt van

(=]

! £ n = 1.
= Of S e mome

Voor punten buiten de as geldt

oo (_1)V A .
Vo(z’p) =-5 = 2v !EvFv(é ! E)
V=0 .
me_t
21 .

‘waarbij P;v het Legendre-polynoom voorstelt, De ontwikkeling geldt voor
2

F\,(u,v) = él-,&' I(u +iv cos ¢)2Y d¢ = (v +v?)” P2V< 5 > ’
O

92 +7 < iiaz. In het bijzonder is

Fo(ur,v) =1; F1 (u,v) = u?-%v°; Fz(u,v) = ut -2y 4 g-v'!* .

We bepaien tensiotte de veldsterkte:

e _&
\ 2 ® J0 (a 1{n) akn
EZ = 5 —e
a n=1 J'f(kn)
£ 2
o * (a 1{n) " &%
Ep = 5 —e ,
a® n=1 Jf(kn)

zoals blijkt door differentiatie van V(z,p) (pag. 50).
Door gebruik te meken van de uitdrukking voor Fv(u,v) volgt dat

)\4 fi w2
fa " (22+92)3:2‘ ;-3_[?\2 +a?<4 ] 6> +]

en

3]
il

A 2 2
o _4_<9_ _Z__> J
+ A. + - + s »
o (22+p2)3/2 53 {2 g2 \8 2

Literatuur: _
C.J. Bouwkamp en N.G. de Bruijn, The electrostatic field of a point charge
inside a cylinder, in comnection with wave-guide theory (J. of Appl. Ph. 18,

1947, 6, pag. 562-577); correcties ibid. jan. 1948.
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5.3. Methode van discrete normasloplossingen

We separeren AV = O, geschreven in cylindercotrdinaten, waardoor voor z = 0

een systeem van oplossingen ontstaat van de vorm
(B Z =
LCGx)em-2x) (=120,

waarbij k het n-de positieve nulpunt van J_(x) is. Deze oplossingen voldoen
aan de gegeven randvoorwaarden op de wand en in z = %, Ze vOormen een com-
pleet systeém,dUSiedererotatiesymmetrischeoplossingkanwmrdengeschrevenals

Z

o J (Ex e a'n.- (1)

V(Z,p) = n “o'a “n

- M g

Het ligt voor de hand, dat we de oplossing, die door de Greense functie
wordt voorgesteld, kumnen ontwikkelen. We bepalen daartoe de co&fficiénten
van deze ontwikkeling uit het gedrag van de singulariteit in de ocorsprong.

Zoals bekend voldoet de Greense functie V aan de vergelijking

AV = - 4nd(x)d(y)d(2) . (2)
Hierbij is &(x) de d-functie van x, gedefinieerd zoals gebruikelijk.,

Integratie van (2) over het volume links en rechts van z = O levert:

oo [ -
H K%BfM i @;_T)z:_o] dxdy = - 47 .

Z=0

of

Dit ken worden geinterpreteerd als

<§I>2=+0 = ~2nd(x)o(y) = - 2 %9-)-

oz

als we naar poolcodrdinaten overgaan.

Opmerking. Deze laatste overgang is als volgt in te zien:

jﬁ(xmy)axay -1,

terwijl ook

[= o]

j%(p)2npdp =1

0
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Hieruit concluderen we:

b(x)o(y) = + o)

We differentisren V(z,p) naar z, er volgh

Voor z = Q is dan

(p) oo k
(a_v) = - 26 = - E a, _n J (Ek ) -
2=+0 1 a

oz

Gebruikmakend van het feit dat

o J (Bx
1ee) 1§ Llal)
T P 2 2
m” n=1 J1(kn)
volgt tenslotte
2 e
2 ¥ -akn Jo(s, kn)
V(Z’P) =3 Loe 5
_ n=1 k Ji(k )
ntn

in overeenstemming met (3.2.5 blz. 50).

Vergelijking (3) zullen we nog even nader bezien.

(3)

We ontwikkelen in een reeks naar Jo(kmp), 0 < p < 1. (Fourier-Bessel ontwik-

keling).Dan is

oQ
8(p) = = o I (k e)p
m=1
en
oo ” 1
E S = 2
4 fﬁ(p)Jo(knp)dp E e fOJO(kmD)JO(knO)dD = 5Cn JiG)
m=1i
0 0
immers
1
fp Jo(knp)JO(kmp)dp = (Q als n#¥m,

0
= éJ%(kn) alsn=m.
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Er volgt nu direct

1

Met de gelijkheid &(p) ;—6(%) volgt (3).

5+4. De_eenheidslading op een willekeurige plaats binnen de cylinder

) N
F» PR

T’L .If -

v Y_ o ag

Het probleem is nu niet meer rotatiesymmetrisch en dus gp-afhankeli jk.

We plaatsen de positieve eenheidslading op een afstand r van de as met p=0
Zij

ey = {1 m=0 (Neumann-symbool )
2

enk

het n-de positieve nulpunt van J (x)
’

De ladingsdichtheid n geinduceerd op de warid kan door analoge beschouw1ngen
als hiervoor worden gevonden. Er blijkt

Tcos—t dt =
222

] o0 I (-—t)
n(z,p) = - Z e cos mp f
n-a“ m=p
1 % & cosme & m'a nme a n,m
21”.12 m=0 = n=1 J +1 (k j

m Tty I

= (residuenmeth.)= .

De potentimal van de geinduceerde lading wordt nu
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2 x c")Km(;ks‘) .
Vo(z,p,qa) = - mio e, €05 mp f W Im.(}\.r)Im(pA) cos Az dA .
0
Daar
i
V(z,0,0) = VO(ZsP’CP) + 5 P
7" +p° - 20T cos 9 +1° )%
volgt er
| 5 oL ()R (Ap) - T (A)K (Aa) ‘
V(zyp,9) = = & g cos mp f ) L (xr) cos Az dr
m=0 3 m

(p > 1)
(Is p < r, dan moeten we p en r verwisselen.) .

Als we weer met de residuenontwikkeling werken, volgt er tenslotte

e : i
V( 2 oy o Jm(a kn,m)Jm(&. l{n.,m) lz
‘ Z,p,tp) = L g_0CO0S mg 2 e@(‘ k ) '
oo T n=1 k2 (k) 8 M
7,0 mH  n,m

de ontwikkeling van de Green'se functie naar het complete systeem in discre-

te eigenfuncties.

Opmerking, Wil men het veld van een dipool bekijken, dan gaat het op analoge
wijze. '

Z21i3j het moment van de dipool +1. Differentieer nu naar -z, dan vindt men
de potentiazl birnmen de cylinder. (De dipool is in de positieve z-richting

geplaatst.)
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Akoustische gelfproblemen bij cylinders

Golfproblemen zijn analoog zan potentiaalproblemen. Om dit soort problemen
tot oplossing te brengen is misschien de methode van de discrete normaalop-
lossingen de eenvoudigste. S

Bij frequentie nul gaat het eerste randwaardeprobleem in het vroeger behan-
idelde electrostatische probleem over.

7i3 de frequentie w en de tijdsfactor e 10t

Een akoustische puntbron

De scalaire potentiaal voldoet man AU + kK°U = O met k = 2, de zg. golfver-

gelijking (c 18 de voortplantingssnelheid wan het geluid). In de vrij ruimte

eikr
is de potentiaal ——
In het algemeen komen er twee randwaardeproblemen voor, t.w. U = O of %g =0

op.de cylinderwand.

U = 0 {probleem van Green)

In dit geval is de druk op de wand gelijk aan nul (zachte wand)..In het on-
eindige is, behalve U = O, een uitstralingsvoorwaarde nodig.

We bekijken een golf in de positieve z-richting, deze kan worden voorgesteld
door ‘ei(kz-mt). Is k comﬁléx; dan is er demping in de z-richting als
Imk > 0. Om de golfvergelijking op te lossen passen we separatie toe, De

bron plaatsen we op de as vande cylinder ener volgt als elementaire oplossing
£ _Z ¢ 2 _,2.2
J&(& kn) exp [ S 'k -k'a 1 .
Als 0 < kn < ka spreken we af
0 -1a” = -1 et -1

De reden hiervan is, dat dit past bij de tijdsfactor exp(-iwt). Hij is dan
gedempt in de voortplantingsrichting. De lopende golf kan nuworden voorgesteld

door . Z ﬁ 22 .2
. ~i{ot-= Vk"a"-k" )
g~ lwt exp(- i---—i@kza?-ki) =e & me

deze golf gaat in de positieve z-richting.

Om het randwaardeprobleem op te lossen stellen we

8

U(zpe) = 3 oy I Gk ) exp[-2 0 -k7a"] (1)

n
n=1
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maar sluiten het geval k = ka (n=1,2,...) uit, omdat er dan geen golf
meer ig. Daardoor vervallen dus een reeks van k-waarden. De situatie wordt

als volgt:
O0< ka < k1 : demping;
ka = k. : rescnantie;
k1<:ka < kX : één lopende golf, de rest is gedeﬁpt;
etc.

Om deze moeilijkheid te omzeilen nemen we vaak k complex en laten ka tot k

n
(n > 1,2,...) naderen van de bovenkant van de reele as. _y lka
We laten op (1) de deltatechniek los en er komt o &, X
g2 2.2 ‘
o @ Jo(gkn) . @ ke :
U (zp) =5 = ‘ | (2)

&y Jf(kn) Viiijiﬁgg
met randvoorwaarde U = 0O,

Opmerkingen
a) De index 1 bij U1(z,p) duidt aan: het eerste Green'se prdbleenm.

b) Voor k = O gaat (2) over in V(z,p) van 3.2.5 blz. 50.
d

4ota2. =0 {probleem van Neumann )

We hebben hier een akoustische straler in de oorsprong en een harde wand. De
snelheidspotentiaal zij U2 exp(-iwt), waarbij U2 een oplossing van de golf-

vergelijking is.

De snelheid wvan de luchtdeeltjes is v = - grad Uz’ terwijl de geluidsdruk p
gegeven wordt door p = - iwy U, (v is de dichtheid van de lucht). We eisen nu
o = 0 (a is de straal van de cylinder).

Definieer no (n =1,2,...) de positieve nulpunten van J1(x), terwijl *y = 0

is, Stel verder
©0
0 G) = 3 4, 7, @ e [- L2l B2
n=0

en maask dezelfde afsprask over de wortel als hiervoor (4.1.1) om resonantie

uit te sluiten, dan volgt met de techniek van d-functies:
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o u.
2 ¥ Jo (a “n) e & n
U2 (Z!p) - g )
n=o J (gn) . -k a
merking., De eerste term is 12L~elkz, onafhankelijk van p. Voor alle k is
: k&2

dit een oplossing van de golfvergelijking, die aan de randvoorwzarde voldoet.
Voor elke positieve k hebben we hier te maken met ongedempte golveﬁ, in te-
genstelling met het geval, behandeld in 4.1.1, want daar hebben‘we.voor

ka < k1 alleen gedempte golven.

(U1: high-pass filter; U, : low-pass filter.)

Energiebeschouwingen

We nemen aan, dat de puntbron de enige is in de ruimte. De erdoor uitge-

strazlde energie per seconde is iW_ met

1 _
o f[p|2 Af = 4mkwy = W .

bol
Dit resultaat wordt als volgt verkregen: We weten dat de potentiaal ¢ van de
puntbron gegeven wordt door g = elkr . De uitgestraalde energie wordt gege-
ven door Jbvdf. Wa is v, = - %%-ﬂa—ikm (r > ) en daar p = —iwfm = ikeye,

bol
volgt er dat

p]?
fpvdfk f af = = szcathpIzdf=

bol bol bol

4nk2027z 4nkwy .

I
Ww
o

-

Il

Energiebeschouwine bij de cylinder

Ver van de oorsprong merken we van de invloed van de gedempte golf niets, de
uitgestraalde energie zit dus in de ongedempte golf, d.w.z. alleen die ter-

men van de reeks doen mee, waarvoor kn of "o kleiner dan ka 2zijn.
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4.2.11, U =20

In dit geval wordt voor z — «
fel +i£\ik2a2-k2
J Bk ) a n
U (zp)m sz R (2 = o)
! k,<ka (k) -iVa -1

‘t_eI'Wijl N
o2 & 4222_& . o LG R Gy) cos [2{E2 - - iE Z1d) ]
1

2.2 .2 2 .3
& ky<kal <ka ()P0 ) W -¥. e -¢
(z =) .
Integreer nu bij constante z over de doorsnede van de cylinder, d.w.z.

df = Znpdp: en laat daarna z - ., Nu is

a 0 (n £#m) (Watson pa;g. 480 en
JEXCERERCEI 482)

& n” o'a m
g 3ef F(k) (a-m),

Il

dus f[p]z2 af voor één doorsnede bij z -+ + o ig

2 2 1.2 '
YL on 3 e 21 — = 4Py . 5 — 21
a k <ka F(k ) ka? - ¥ k <ka J2(k ) KPa? - 12
n 1''n n T 1" n 1

De totale, naar beide zijden uitgestraalde energie wordt derhalve verkregen

door dit resultaat te vermenigvuldigen met E%- .

Noemen we Wl a de gemiddeld uitgestraalde energie bij aanwezigheid van de
. :
cylinder, dan is
1
T "k ke P(o) (2 22
o0 k, <ka 1(kn)( as = n)

1.8 _ ,

4.2.1310 Numerieke waarden

We bepalen L8 door enkele waarden van kn te substitueren.

WOO
k = 2.4048 J, (k1 ) = 0.51915
k2. = 5.5201 J1 (ka) = - 0.34026
k, = 8.6537 J, (ks) = 0,27143




A.2.42,

4.2.153.

k4 = 11.7915 I, (k4) = - 0.23246
k. = 14,9309 I (ks) = 0.20655 .
Stel nu £ = 3-29'— , dan is
Mia 7.4 17.275 27,146
'sz ,__+2 +2 S
Yo g? - 5,783 § -30.472 7 - 74.887
—— O b i
WDO
P
L | .
) /e g
ou
an 0

Geheel analoog volgt voor de starre wand

W

_2_.1_8..'.._.2 b3 1
W 22 2
oo o< wy <ka Ji(nn)(ka -En)

Bij kleine waarden van £ treden aanzienlijke verschillen op t.o.v. het vori-

ge geval.

Spiegelmethode

Met deze methode kunnen ingewikkelder problemen worden opgelost.

Neem een buis met starre wand welke aan é&én kant is afgesloten. Plaats de
puntbron op de as van de cylinder op afstand d van het gesloten eind van de
buis (fig. 1).

e e BRON (fc'; ‘)
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Hoe zit het nu met de energie-uitstraling? Beschouw daartoe een Imlpsysteem
van twee gelijkfasige puntbronmnen op afstand 2d& van elkzsar in de onelndlg

lange cylinder (fig. 2).
— Z

4 .
shoyeLoste - ponia)  (fi32)

Op het tussenschot is nu = 0.

g1

Opmerking, 7Zijn beide brommen in antifase, dan is U = O op het tussenschot.
ik;: ‘ . ikr
, die in B is ook £

De bron in A geeft aanleiding tot een potentiaal =

Het totale wveld is nu
UB(Z’P) = Ua(z-d,p) + U2(Z+d,p) .
In verband met het in 4.2.1 gevondene is

. Wy . _
PR S o B S e
gra n’ e +e

Z2
U (Z,p) ~ ;

? osnidca Ji(un) _im (z =)
en
2 2 S (P— )J (9- %_) i?(vkz-aaz—ﬂfl— k?a,z-ni) y
[P3|2‘ r Gl Z P o'a mw’ |e

a® o<u <ka 0<n <ka Ji(nn)Jo(um) k2 a2 -u ka2 -u

i-z-g-‘-i- (VEZaz-—xnz - Vizaz—umz) i Z+d == &Za 2_"2 - 5_3.:.51. YkZaZ- 2

+
+ e = . +

Vilal - w2 viZal -2
n m

, 2—d . z+d
a a

+e +|ll 3

vk?as - x< vk%a® - x%
n m

De enige termen, die tot de energie bijdragen zijn die voor n = m. De vorm

4 0032( k282 - )

2 2 2
ka.-un

tussen [ ] wordt dan

Noemen we de uitgestraslde energie naar rechts W3 a? dan
’

+




- 6% -

W cos® (% K2a? — u;)

228
= 4 5 (Z-a-oo),
W 2 2.2 2 :
oa 0-<..Kn<kﬂ. O(w,n)(k a -un)

Voor d = O vindt men 2W2,a' Dit is ook physisch duidelijk, want door de re-
actie van de wand wordt de energie, die anders naar z = - o wordt gestuurd
naar z = + gereflecteerd.

Nog anders: Voor d = O komt er een puntbron met 2 zo grote a.mplitﬁdo, dus

4x zo grote energie. De helft ervan gaat dan naar &én kant.
Opmerking: Uit 4.2.12 volgt, zoals direct blijkt:

W < 2W
2
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5. Electromagnetische straling in golfpijpen

5.7,

De electrische dipool

We plaatsen de dipool zodanig op de as, dat ze in de asrichting staat. De
wand van de cylinder nemen we oneindig goed geleidénd. De geInduceerde
stroom is dan ook evenwijdig san de as van de cylinder. De vectorpotentiaal

heeft alleen een z-component, I(z,p) even in z en onafhankelijk van g.

De componenten, die ongelijk aar nul zijn, zijan H¢, Ez en'Ep. Tussen deze

grootheden bestaan de volgende betrekkingen:

OFl . g H 1 il oIl
Ho=-20 5 -ikE =x?g+ 0. 1.2 dy
9 =~ " op a2 P 0P (o 5 3
2
. 91l
—1kEp_“azap

Il

Op de wand is E C, dus Il = O op de wand. Verder heeft Il in de oorsprong
een 51ngular1te1t buiten de oorsprong voldoet II aan de golfvergelljhzﬁg
ATl + k211 = 0.

Zij de lengte van de dipocl ds, de stroom I, dan is het antennemoment I d:z.

ikr
I%i eI‘ is de z-component van de vectorpotentiaal, die bij een geisoleerde
dipool met moment Ids behoort.
Ids eikr
We eisen dat II - — overal regulier is, dus ook voor r = 0

]
= V2© +p?).

Het is duidelijk dat Il, afgezien van een evenredigheidsfactor, gelijk is aan

U, (zie 4.1.1), dus
waE Z 2
Ias © 9 Ex) "= kg ke

2 g'a n’ e
€ 20 ne Jf(kn) ki;—k?a?

(z>0).

De componenten van het electromagnetische veld zijn mu

o -—Vk K8
014 T % IR
B2 o & 2 3
n=t (k) \/k
. ,gq Y
. w K J (Ek) Ta
E =+218s , m’'om m’e ;
z ka ¢ ne1 &l Jf(kn) Jki kaa?
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. o kI (k) -E2ilPs?
E = i 2 Ids y -L.la n’ amn .
p kac n=1 a’ J21(lcn)

Men spreekt hier van een transversaal magnetisch (TM) veld. H staat hier
loodrecht op de z-richting (H = 0).
Men spreckt ook wel van E- golf E heei‘t nl een component 1n de Z—I‘lch‘tlng.

De_stralingsenergie

De per seconde uitgestraalde energie door een doorsnede in de positieve z-
richting is gegeven door

c

= Re(E  H*)df .

8w P @
doorsnede

Voor z —+ o geldt:

_21’22 2
k J(Ek) lgka—'k
Tl 1'a "n’ e

H o gl_s. a — - -
~ ’
¢ 3_’ © k <ka & Jz(kn) - iVk%e? -k

1

k7Gx ) e
_'_""'—""_e

~ ’
e a'ck1<:<ka,za&,2 Jz(k)
dus’
ik 7, (B )3, Bk ) cos E \[ka, -k - e’ -}
Re(E H*)..,(’Zlds) gy 4@ 1% "™’ 1'a "m m

a’k T2 (e )2 (k) P2 - -

Daar alleen de termen met n = m een bijdrage leveren bij integratie, immers

a 0 n#m (Watson, pag. 480 en
P 82
fJ1 & k)9, G glede = g
g 3 (k) n=-m,

vinden we voor de naar beide kanten uiigestraalde energie:

2 1.2
¥ =2 _c__(_E_ Ids>2 on X k, =8 Ji(kn) 1 _
- lds d — -
4,8 fm\a ¢, k, <ka a’k P ) e il
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2
_(1as? 5 _
a’ke k_<ka T (k )Vi"a® -2

De per seconde uitgestraalde energie Wb van een dipool in de vrije ruimte is

72 /xas\®  k°(1ds)?
Wb'z_%':;-( 2 ) T .

. S a .
De wverhouding van de energieén —iiﬁ--ls dan
g g W
c

2

. 3 )
el.dipool ka)® 0 <k <ka J°(k_)ix%a® - ¥
n 1 n n

Als we nu de equivalente stralingsweerstand R noemen, is de uitgestraalde

energie W = §I2R, We vinden dus
nerg 4,a

2
k_h
R = —— (d8)?

f 1
3 .
a’ke o<k <ka W’a® -k 7 (k)

Neem ¢ = é%-, dan is de stralingsweerstand gegeven in ohms.
' k

e es e}
Definiéren we nog Vn < ka ? dan wordt

2

ds 2 1 Vn
ew (D -

8/ oev <1 Pl ) =P

n 1Y n n

5.2. De macsnetische dipool

Een magnetische dipcol is equivalent met een cirkelstroompje. Ook hier is
het veld afleidbaar uit een potentiaai, de magnetische vectorpotenfiaal. De
enige component van deze ppotentiaal is die in dé.%ichting van de dipool.

Zij de potentiaal Hm. Er gelden de volgende formales:

o1l 81 ) Can
E =—2 , _ikd = =8 ; _ikH =k +—= .
P 8p 9z0p 2 m 852
eikr
De singulariteit van II is die van in r = 0., We construeren dus weer
ikr
een functie, I - el‘ , die regulier is in r = 0 en voldoet aan de golf-

‘vergelijking.,
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3
Op de cylinder geldt Ew(z,a) = 0, dus -—a—? = 0. Er blijkt dat I, = U2 (voor |
I.I2 zie (4.1.2). In verband hiermee volgt '

oo J(E‘K) _£M2 K a”

a Mn”
o _ 2 g Q& n’e :
27a .l P e
waaruit '
zy2 2.2
o w J(Ex) "a ok 8
E z_gz n_t1'a n’e ;
9 fp=t T FPlu) W2 - kel

H_2_1;°f“_r_1_oa“n)ea .
z ka =~ 2 2 2 ?
n=1 a Ji(un) -k &

o z [ 322
2i = My J‘1(a W'n) Ta nnka
Ho-&S p 218 8,
° n=1 a® JF(n )
o''n

De energie-uitstraling wordt gegeven door

2
H
c

c _C I 1
| - = fRe(E* H )af = bX .
| 3.“: _ ? ¥ a’k 0<x <ka Ji(un) k% a? -%fl

Opmerking, We hebben hier te maken met TE- (transversaal-electrische) golven

of H-golven.
_ L ‘ fi‘ik:r
Voor de vrij stralende magnetische dipool is Il = . Dan is
| ,
| oIl et
E ==~ ik sin 8 r +®
als we met bolcobrdinaten werkern.
Op grote afstand is verder ]Eq}l ~ [He];,
eikr
De in de ruimte uitgestraalde energie ‘No is nu
: T
2 .2 2
- ¢k snledf-—-:i—ckz sin39 de=0k .
0 8n 2 7 3

bol
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De genormeerde straliing ¥ . ig derhalve
magn.dipool

2

¥ e=2= oz n :
magn.dipool (ka)2 0;<un<ka Ji(un)"kzaﬁ "'”‘i

Opmerking., We kunnen ook hier het probleem beschouwen, waarbij de magmetische

dipool niet meer in het centrum en ook niet in de richting van de as staat,

We dienen dan de componenten te bekijken.

5.3, Enige andere problemen

5.3.%. Plaats op de as van een cylindervormige buis een electrische dipool (zie
fig. 1).

a

K==

N

Met behulp van de spiegelmethode (zie 4.2.13) vinden we dat

p 1@ eos? (% 11 22 -k;)

n

bH —
(ka)® o <k <ka J? (.‘isn)\!—kz_a:2 - ki

1 =
Fel.dipool B

5.3.2. We békijken in een cylinder een bron van eindige afmetingen (antenne). Deze
anterme is geplaatst langs de as van de cylinder (fig. 2), heeft een lengte

2f en wordt in het midden op één of andere manier gevoed.

T

7

S,
S l)
//////’//7

/

"

—_
s (f5/
= v

voeol u.‘)'.ra./b/s

\

(S—.
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De stroom langs de antenne zij gegeven door de formule van Labus:

I=sink(,8-ls|) Is|s£

Er treedt resonantie op als k& = G

We denken ons de stroomverdeling als een superpositie van dipolen. De lopen-
'de- golven treden op buiten de antenne, dus in het gearceerde gebied (fig. 2)
tuésen de gearceerde delen zijn de golven staand. ' |

Door‘ integratie van de oplossing voor de electrische dipool vindt men nu

voor de vectorpotentizal voor z > £:

Z\’Q 2 2
3,&k ) Ta n K 8 £ SV e

=)
2 a n’ e f a
I == 2 I(s)e ds .
ac 2 .22
n=1 Ji(kn) e L
Stel ¢ = + I8 =104, dan is
a mn
£ £
fI(s)eq’s ds = fsin(kﬂ -ks){eq)s +e_¢s}ds =
b 0
{ 1t f (b-1k) (¢+lk))d —-2——2——- (cosh £¢ - cos k&) ,
¢ +k
G
terwijl. 2
2 2 Xy
¢ + kK = — .
a

Er volgt tenslotte voor z > £:

y: o
cosh [ = VK? - %82 ) —.cos kL] - 2P e?

[ o]
n =4 g ~&__ 1 I (%K Je ®

Je
€ n=1 KPR (x )V -KPa2 ca n
n 1y n’n
We berekenen nog de per seconde uitgestraalde energie W. Definieer

N cosh('é \kal-kzaa) - cos k4
c_ = ) ’
e 1K 2 (YN ~i¢a°

dan is

oo -Z Vkil-kz a.2

I=2 ¢ J&ke 2 ;
n o'a'm
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K ig—\/kzaz-kfl
H = z (c ——) J (Bx e ;
? 0 <k <ka noa ta a
n ‘
Z 2.8 12
k i k= a -k
oY 3 oo 2P @ g Rrde &
¢ o<k <ka = ka
dus :
®
kn °y T2 kn °n 2
veeg 3 (BB EEFE BBon e R0 -
0<kn<ka ka g

c 2 2.2 2
= 2 e kiJf(kn)Vk & -1 .

4ka o<kn<ka

¢, weer substituerend volgt tenslotte

{cos('g— \sz_a.a -kfl) - cos M}a
5
2 2 .2
o<k <ka knJ?; (kn)Ukza -k

v o ke

c

Opmerkinsz. Dit resultaat kunnen we nog centroleren. Neem daartoe £ — C, dan
is
ki = $I{0) 5 £ =3zds ,

pal

I{0) =sin kb ™~ kb ; T =
gem

dus

Ids = 2 1(0) 2¢ = £I(0) = & .

We krijgen dan juist formule W, _ terug (5.1.1).
o ]
Als we stellen W = 4R °(0) met R als stralingsweerstand, dan is

dan is R in ohms uitgedrukt en -

£ " 2 2
o 20ks z [cos (5 VK a? _ki) - cos kf] -

.2 2 2. 2 2
sin’kf 0 <k <ka kan (k )k?a® -2

1 .. 2 1
W = $Rsin“ke. Neemc=—35,

Deze uitdrukking is geldig voor een dunne dra-a.d, terwijl ki < %{E (in elk ge-
val kf < n, want voor kf = n freedt anti-rescnantie op en dan geldt de for-

mule van Labus niet meer).
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5.4. Bnkele confisuraties

5.4.1. Neem een cylindervormige buis, met een antenne, gelegen op de as, ter lengte
4. De buis heeft een metalen bodem loodrecht op de as staande (fig. 1).

Coawiale

Het veld is nu gelijk aan dat uit 5.3.2; de strallngsweerstand is R = 3R.

Is de antenne precies een kwart golflengte, dus kf = = , dan is

2 s
2221:
A cos ( 1 - )
Tl:a.

R.CZ) = BD = 120 4 2ﬁk

o
2Lk
o< n<1k‘F3£yv1—
8

Evenals elders sluiten we ook hier resonantie uit, dus %‘% %'kv (v = 1525000 )-

S.4.2. Een andere configuratie, die een voor ons oplosbaar probleem is, is aangege-

ven in fig. 2.

A

la

—as lhpes

VQC:I:'&;

¥
L]
L)
]
]
L]
v

Deze configuratie bestaat weer uit een cylinder met metalen afsluiting,
waarin op de as een antenne ter lengte 2¢ is geplaatst, die in het midden
wordt gevoed., De energiestraling gaat naar rechts.

We lossen dit probleem op met de spiegelmethode. Noemen we de potentiaal

van deze configuratie Ii(z), dan is
I(z) =O(z+d) +(z-4) ,

waarbi j H(z) de in 5.3.2 beschouwde potentiasl is.

Er volgu, als W de uitgestraalde energie is:
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_ oka (cos(é S —kfl) ~cos k£)® cos® (g- k% a2 -ki)
W= j
° Kk <ka K52 (k 0fa® -3

en

480 ke {cos '-':-' (szaQ—k;)—cos k£}? cos® (g— {k? a2 -k;zl)
sin’ke K (k) a? -2

=e]
I

Ohm .

‘Hebben we een halve golfantemme, dus ké = %- , dan is

i(—g—) =R=48 = [cos (%\/Tzfj}f) cos <%m>]z

2Lk
28k 2 \/ n\2
0 <—2< kan (kn) _1 - ( na)

ma

i:i teratuur

F. Obérhet‘ting'er, ber ein Randwertproblem der Wellengleichung in Zylinder-
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25 (1937), 1457 - 1490,

Enkele opgaven

Een electrische dipool met stroomelement Ids is geplaatst in een punt van de

&s van een cylinder, loodrecht op de asrichting (fig. 1).

- og as [ﬁj 2/

Het totale veld is uitdrukbaar in twee scalajre golffuncties P en T, resp.
de z-component van een magnetische vector van Fitzgerald en een electrische
vector van Hertz.

Als ¢ gegeven wordt zoals in fig., 2 (deze is de loodrechte docorsnede vén de

eylinder)




is
II

[}

cos 9-U{zsp)

P = sin 9-V(z,p) -

Het veld wordt dan gegeven door

. 2
-~ ikE = cos cp{kaU +§'—U1 H
Z 2
oz
. 520 v
—lkEp = cos ‘P{apaz - ik p] 3
. 130 oy o,
"lqua‘*S]“ncP{paz ik Pl 3
2
ik H = sin cp{kEV +——Y-} :
pd 2
a9z
2
. s 8"V ik .
1ka —smm{apaz- o U} :
. 1ev . 0U
ik Hcp = cOo8 cp{P A " ik aps .
" U en V woldoen aan Up=a. = <%%> = Q, We ontwikkelen weer in discrete nor-
p=a

male oplossingen (z > 0) en er volgt

<3 BB 2GR
; J1(:9‘.1"'351)6 a 1’Lnka'
2
n=1 unJO(un)

Ids
c

o |ro

en

AR e Lt Ll

T

L L
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F‘el.dipoou wordt gegeven door

VkZaZ ~ k2 n?
3 n 3 s n

F, .. . =—=_ 3 + .
el.dipooll 3.3 2 2ka 2 _ 2 — .
2k°a 0<ka<1<n Jo(ncn) 0<ka<nn (nn l)Jl(r]n)'/Eza2 nn2

Opmerking. In bovenstaande formules zijn w, en 1 gegeven door J{(un) =0 en
J;(nn)=o n=1,2,...).. '

5.5.2. Fen electrische da.pool is geplaatst op de as en in de asrlchtmg. Bepaal de

stroomdichtheid f(z) op de wand van de cylinder.

Antwoord:
_ . ]
f(z) . Tds f cos a t
2n’a® s 3, (*a® - 2

Met de methode van Watson volgt

Z i
f( ) _ Ids [ o CDS[a (V +2)C(] +
z) == ) o J s \2 2 2 2
2n°a v=0 ID[ (v +%)°«a -kKa ]
k cosh(— Vi -kzaa)

4]

+2n
n=1 \11{12,1-_1{2&1:2 (k & +exp(-'— Uk —k2 2)]

Hierbij is o een willekeurige ¢onstante.

tl
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6. Akougstische straling van een vliak membrasn

6.1. De_snelheidspotentiasal

Wé beschouwen de voortplanting van het geluid in een homogeen isotroop medi-
um (lucht) zonder viscositeit. Deze wordt bij kleine trillingen om een _
evenwichtsstand beschreven door een snelﬁeidspotentiaal ®., Buiten de bronnen

voldoet & aan de golfvergelijking

3’

t2

=0 .

@

AD - .
c=2

Hierbij is ¢ de voortplantingssnelheid van het geluid in het medium.

Noem de geluidsdruk P en de snelheid van de luchtdeeltjes ﬁ, dan is
_? f Y 3% e U= - grad o .,

Hierbij is vy de dichtheid van de.lucht in evenwichtstoestand.

We beperken ons in het vervolg tot harmonische verschijnselen met vaste fre-
gquentie éi—.'We gebruiken de complexe rekenwijze, zolang de verschijnselon
lineair zijn. Stel

—lwt g :'pemlwt ; T ﬁe—lwt

Br volgt dan buiten de bron:

Ap + X%¢p = 0O
P = - cyikeg
Qo= - grad ¢ .
Hiérbij is k het golfgetal, gegeven door k = s = %? (A = golflengte).

We beschouwen de straling van een harmonisch oscillerend membraan, bij een
willekeurige snelheidsamplitude-verdeling in een zg. rigid baffle van on-

eindige uitgebreidheid (zie fig. 1).

\ |/
“\\\\ o
~—— — 5.7/
%‘.l ﬁa///e [}%’/
_— (klankbord)

// .

o
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Het is voldoende om de straling in een halfruimte te bekijken (fig. 2).

st
2

- — v ——— —

$
3\

™
Qo ey

’uapdl
bgﬁqk

Op elk moment is de normaal-snelheid van het membraasn identiek mét de nor-
maal-snelheid vaﬁ'de luchtdeeltjes, dus v = - %% is voorgeschreven op F.

7 is de normaal op F; @ en ¥ hebben dezelfde'Tpositieve richting, De
baffle is star, d.w.z. daar geldt dat de luchtdeelt jes événwigaig eraan

; ; - S _
trillen, dus langs de baffle is Vyormanl = 0 of 3 = C-

De te berekenen akoustische straling wordt dus blijkbaar gevenden dobr het
oplossen van een randvoorwaardeprobleeﬁ, waarbij op het viak z = 0 de waarde
van %% is gegeven.
De druk p {en dus ¢) moet overal eindig zijn, terwijl in de vrije ruimte
grad ¢ continu is. Bij een begrensd membraan F moet ¢ aan Sommerfeld's uit-
stralingsvoorwaarde voldcen, d.w.z. F reduceert tot een punt op grote af—
stand. De bolgolf die uit ¢it "punt" uitgaat is vastgelegd door
' ikR
o ~ K(6,4) S5 (R ).

R is hierbij de afstand tot de "oorsprong", 8 en ¢ zijn de hoeken om de
normaal.

De karakteristieke functie X bepaalt het stralingsdiagram via |K]2.
De oplossing van dit probleem is reeds door Rayleigh gegeven.

Bekijk een halve bol met geen grote straal R (fig. 3) en ga uit van

Dan is

AG + k3G = - dmdy ~ Amdy, (1)
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[Fi73)

B |

waarbij 8o en dg, deltafuncties zijn met dragers in Qen Q'. Ma is (Green)

[ e -worae = - [[6 % -0 Byac . (2)

Het linkerlid reduceert zich tot -4mp(P). Het rechterlid wordt in de limiet

on on r ?

want op 3 is g—g = O en over de halve bol is de bijdrage, gegien de uitstra-
lingsvoorwaarde, ook O als R ~ e,
Tenslotte wvinden we dus de identiteit:

ilcr'PP :

?(P) =21,;f (®) o e (zie fig. 4), (3)

: P
p'/ (},47 .
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geldig als opliossing van de golfvergelijking voor z > 0, met continue eerste
afgeleiden en voldoend aan de uitstralingsvoorwaarde. Passen we dit resul-
taat toe op het membraan F, dan volgt:
’ eikr .
¢ = 5- v - af . : . (4)
F

We'kunnen aan deze formule allerlei mathematische bespiegelingen vastknopen.
In de afleiding is v continu ondersteld. Dit is in het algemeen niet zo,
want dan zou v = O zijn aan de rand van het membraan. Is v niet cbntinu, dan

kunnen we ook van (4) gebruik maken., Is nl, v = v, = constant (# 0) over F,

dan is er cen discontinulteit in %%-; %%-* -vb_ voor het binnengebied van F
als we bij limietovergang in de richiing van dé normaal naderen. Bij een
randpunt met een tangent zal gelden g%—» -%vo (gemiddelde waarde tussen de
snelheid binnen F en buiten F)., Is F een cirkel met straal a (Rayleigh~

piston), dan is dus

QQ) =-_'v . (a_cp_> ‘ = 0
,» L]
(aZ r< g 0 0z r>a

Fnergiebeschouwingen

Energiestraling en akoustische impedantie

Bij energiebeschouwingen geat het om re&le grootheden. Het is voldoende om v
redel te nemen, want was v complex, dan komt het er op neer, dat we 2 pro-

blemen moeten addersn. Neem dus

V= Re(ve'imt) = v cos wt

als voorgeschreven snelheid. Zij verder

9 =9, +ig,

p =p, +ip, = cyk(p, -9 ) .
Stellen we

¢ = Re(¢e_iwt) en P = Re(pe_iwt) .

dan volgt er
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L= ]
I

¢, ©cos wt + ®, g8in wt
en

P

cw(k(cpz cos wt - ¢, sin wt) .

Zij dW de energie uitgestraald in z = 0 door het membraan F in het 'tijdvak
(t,t+dt), dan is |

% = fP-V-df = f(P1 cos wt +p, ®in wt v cos wtd.f:
. .
=W cos?wt + W, sin wt cos wt . ' (1) '

Hierbij zijn W, en w, het re€le en imaginaire deel van de complexe grootheid

w, waarbi]

w=w -+ iw2 = f(p1 +ip2)vdi‘ = fpvd_f_‘ 5
F F

dus

w, = fp1vdi‘ en w, = fpzvd.f .
B

Hierbij is w, een mazt voor de energie-uitwisseling tussen de bron en het

stralingsveld. Deze energie is gemiddeld nul. -

w

31' is de gemiddeld per seconde uitgestraalde energie. Hieruit volgt dat

w, > Q is. Verder blijkt dat -w, > 0, d.w.z. een vlek membraan gedraagt

zich, als we in electromagnetlsche termen spreken, als een mductlespoel

De uitdrukking L. noemen we de strahngszmpedantxe (b13 v = constant)

2
Noemen we Re (%—) = R, dan is de energie ZRv .
v

We passen nog de in 6.1 gevonden formule (4) toe, Deze luidde

Verder ig p = - ¢cyikp en w = fpvdf, dus

B
: ikr -

- - K fopyar [v(Q) e M (fig. 1)
== "on P , Tpq Q & *

F




6.2.11.

- 80 =

membraan

?‘ v“[/yc v

We splitsen deze uitdrukking in reéle en imaginaire delen en bedenken dat v

reéel is. Er komt

cyk sin ks ‘ '
- o e g
g ‘
en’ _
-w, = & fvv' 208 X9 arar . | (3
F

Onafhankelijk van F en v is het duidelijk dat v > 0 moet zijn (de gemiddel-
de straling per seconde.is positief) als v Z O.
We tonen verder aan dat ook -w, > O voor v # O.

W

_l>0en -w2>0

We noteren de toegevoegd complexe van een getal a4 met a¥. In ons geval is

' dus v. = v¥, Verder is

W, = Re f(pv)df =% f(pv* +p*v)af .

Daar op ¥ geldt p = - cyikpen v = ~ 'g% volgt er
= ioj 29* og
w, = dornk [(o 3 - o $Bas 4)

F

De integraal verandert niet, zoals met de stelling wvan Green direct is in te -
zien, als we I omvouwen tot een oppervlak F1, waarbij de rand van ¥ = rand

van F'l » lmmers in z > 0 gijn geen bronnen aanwezig.
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We stulpen F uit tot een halve bol + een stuk van de starre wand (zie fig. 2)

RN

N\
AN

Fi Y- //4’2}
1 | |

lHet deel van F_ dat langs de starre wand loopt geeft voor de integraal (A,
een bijdrage nuvl, immers daar isg S9 _ 0. Rest de bijdrage over de halve bol,

on
waarvan we de straal R naar e laten gaan. '
eikB 3 6l
Daar ¢ ~ K(8,¢) 5 (B -=) (zie 6.1) is a—i— = %N ikg. Verder is
; 2 2 .

df = R"a = R” gin 648 dd

in boleodrdinaten, dus
2 1 2
w, = t:w(k.2 f|cp[ df:E:T f[p[di‘
halve bol R—oo

Voor R — e ig het verband tussen p en K gegeven door

b

1Pl g oo
dus
2n n/2 _
w, o= vk’ fd(b |K(9,¢)]2 sin 946 , ' (5)
0
Physisch betekent dit, dat de in de ruimtehoek dR(6,¢) per seconde uitge-

straalde energie gelijk is aan

Fevk® |K(8,4)]% an .
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K heet de stralingskarakteristiek.
Zet men |K|* wit in sferische cobrdinaten & en ¢, dan vindt men het zg.

etralingsdiagram.

6.2.111% .Berekening van K(6,¢)

Zij v gegeven over F. Neem in ¥ poolcodrdinaten o, ¢0;y6; ¢'#ﬁn de hoeken om de

normaal op F (de poolas). Dan is

2

‘'r =R - 20Rcos ¥ +02

cos ¥ = sin 8 cos($=¢,) -

Als R~ o ig
elkr elkR -ike cos ¥
e~ e
r R
Daar
kr
1 e’
? = o0 hfv 4
R
is
~ elkR 1 -iko cos % af
TR e 7 ’
F
dus
4 -iko cos
K(6,4) = o= fv-e Xar | (6)
F

Neem nu F cirkelvormig met straal a, en ontwikkel de voorgeschreven sneiheid
v in een fourierreeks

-
v(c,¢0) = {vm(c) cos m  + vl;l(cr) sin m¢0} .
m=0
We nemen als basistype v(c,¢o) = v(o) cos m¢, (7), m is een natuurlijk ge-
tal of nul en geeft het aantal knooplijnen in radiale richting.
De nulpunten in v{o) geven de knooplijnen in azimuthale richting.
Voor het Rayleigh-piston is m = O en v(o) = v, = constant. Neem nu (7) als

voorbeeld voor de berekening van K en w. Voor K geldt
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a on
51;; fV(U)O'dU fe—ikﬂ gin © 005(41-4’0? cos quO .d(bo -
0 0

It

K(e,q»)

1l

cos mp(exp(-mmi/2)) me(kc sin 6)v(c)odo ,
. K _

zoals uit de theorie der Besselfuncties volgt., We definidren

_ 1
0= 5 Of 3500 )v(oJods

dug

K(6,4) =& i™"f (k sin 9)cos m¢ ,
m

behorend bij v = v(c) cos m¢,.

Ditzelfde kan ook worden uitgevoerd met het basistype v{c) sin m¢, = v'.

Als algemeen resultaat vinden we derhalve: Bij V(0,¢0) hoort }
[ a]
K(8,4) =2a° = i_m{fm(k sin 6) cos m¢ + fﬁ(k sin ©) sin m¢}
m=0
met

fn'l()x) = '12- me()\c)v'(c)csdc .
& ¢

De functie K is additief, zoals het hele veld Fourier-additief is, wat ¢
betreft.

Daar cos m¢ en sin m¢ orthogonaal zijn, is ook w, additief evenals LA

Voor de term behorend bij v = vm(o)cos m¢0 krijgen we

2n /2

w, = cyai® fcoszmtb & | £2(k sin 6) sin 648 .
0

Stellen we nog A = k sin 6 en voeren we weer de Neumann factor e in

(em-—- ,m=0O0ene =2 m # 0), dan volgt

27 ka,4 fk f;(l)
w, = SCCYEE ——— AdA . - (8)
1 e \’kz _ 12

0
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o0

Sommatie over m levert de totale straling voor v = I v (o) cos m, -

. .. 0
Voor w2 vinden we op anzloge wijze

(?»)
W ___1___2nc ka f AdA .

\! k2

Bewijs. Gebruik de Sommerfeld-integraal

[o.+]
ikr
er _ fe—pz (,\) ?\d?\

0

2

waarbij u = \’Az-kz, g is de projectie van r op F (r2 =8 +22). Is A=

, 2 2. 2 2.k
dan is p = (A ~k" )% en yu = - i(K° -1")= als O S A <k.
Voor v = vm(c) cos my volgt

oo

f

;L2'n:

il
1 1 AA 4
0{2,0,5¢) = |V = af = f —KZ fv JO(_SJ\)df =
F

xr

oo

-uz AdA 2
[ 22 a2 e (3)9,00) cos m

vanwege het additietheorema van Besselfuncties.

Daar
w = -cyik [vpdf (zie pag. 79) ,
B
volgt nu
a 2n
w = —¢cyik |v(c)odo fcp(o,c,d»o) cos m¢, a4 =
0] 0
a 21 o0

}\d)\

- cyika® fv(c)c do fcoszmq)o d, |9 (A )f () ==
0 0 0

o0 a
2

- &%r_l_l_cg,___ fm()x) LEZ'\" fv(c)Jm(lc)cdcr =
m

(9)

k




- 85 -

oo
s Y .
_ 211:01811{& ff;(?‘) AS?\ .  (10)
B0

Splits dit resultaat nog in re¥el en imaginair deel, dan blijkt direct dat

voor elke component v, ©os m¢o geldt w, >0 en - W, > 0, dus ook voor v

- zelf. Het geldt ock voor een willekeurig membra.an;':want dit kan men-inbedden

6.3,

€.3.1.

6.3.2.

in een cirkel. Men stelt dan in het gebtied tussen de rand van de membraan en
van de cirkel v, = 0.

De uitdrukkingen wvoor w,oen -w, zijn dus definiet positief.’

We kunnen het gevonden resultaat (10) nog omvormen tot

2n /2 -ieo _
w = cyk® qu) f [k(8,¢)|? sin ods .
6 4

Literatuur:

C.J. Bouwkamp: Philips Res., Reps. 1 (1946), 251 - 277.

H. Stenzel: Ann. der Physik 41 (1942), 245 e.v.

H. Stenzel: Leitfaden zur Berechnung von Schallvorginge (1939).

0 ven

Gegeven het Hayleigh-piston, waarbi]j ¥ een cirkel is met straal a en

v=v, = constant. Bewijs

J, (2ka) Hq (2Zka)
w = cyv2na {1 - o -1 %8

H1: functie van Struve (Watson pag. 328).

Opmerking: Alleen fo(?\) komt wvoor.

Zij weer gegeven het Rayleigh-piston, dan is
(1)
oo H /1 (kR) ,
;E=-ikq:=\/% E.Bn*—am—-Pan(cos 9) (R=a).
Y n=o fir

Hierbij is
ka
J

. v(4n+1)P2n(O)-\[g: fzn%(x)\];cdx.
0

e
]
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Opmerk g3 H(12%(k3) zijn halftallige Hankelfuncties (zie Watson).
eil'EJ’.‘ '
Het is mogelijk onm Tk near deze functies te ontwikkelen., Er blijkt

e‘ikr s 2: (n+3) n_‘_%._(kﬂ) Sl 2(kk)

in de notaties van 6.2.111.

P (cos x) (R>a)

6.3.3. Gegeven een luidsprékermembraan in de vorm van een cirkelvormige ring, ge-

sneden uit een oneindige, starre wand, Op F zij v = constant (fig. 1 en 2).

Het gearceerde deel ig starre wand.
Gevraagd een tabel voor de akoustische impedantie als O <ka < kb < 3,

Oplossing (sanwijzingen):
De impedantie 2 is gegeven door
1kl
2

'Zﬂf f BT

Pas de hiervoor (zie 6.2.11) afgeleide formules toe met m = 0, dan is

b
1
fo(l) = ;2- Jo(Ac)v(c)ad.o = fé- Je()w)cda ,
a

want voor  <a is v(g) = 0. Berekening van de integraal geeft
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bJ, (Ab) - ad, (ra)

-
fo(A) - 2 A !
dus 2
2 (bJ (Ab) -2ad, (ra)
, r Y 1 1
w = cxkb f p? A

[bJ (or) - ad, (ar)]?
2ncykv ‘[ k? K

Stel nog A = ks, @ = ka en B = kb dan volgt tenslotte

ds .

ey f (83, (Bs) -aJ, (s)]?
1
2 s\ -

K
Op analoge wijze wvinden we

_ ERCY f [BJ [35) a'j (OCS)]
sV¥s® -1

dg .

Deze integralen zijn numeriek bepaald voor O a < f <

0.1.

3 met intervallen van

e
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7., Ben homogeen gemagnetiseerde cylinder

7.1, We beschouwen een cylinder, straal a en hoogte 2b, die in de erichting ho-
mogeen gemagnetiseerd is. De dichtheid wvan het magnetische moment zi] méx,
waarbij 3& de eenheidsvector in de x-richting voorstelt. De component van

het magneetveld in die richting is dan Hi = H.
Mbn.vraagt‘fﬂdw waarbij geintegreerd wordt over de cylinder.

Zij dus het magneetveld ﬁ, de scalaire potentisal ¢, dan is H=- grad @,

_ me
De potentiaal van de dipool is - div(—R—-x> met R = afstand|r-T'].

De potentiaal van de gehele cylinder is

b T

Het gemiddelde wvan H is dus een zesvoudige integraal!

We lossen dit probleem op in stappen.

T.1.1. De_geladen cirkelschijf

Uit figuur 1 blijkt dat

B? = 22 + 52

2 = 1% +p% - 20p cos(p-8) .

Z .WFP[Z)Q) ?’)
;? i<
- T ""';(J 047//

"

S

{ ]
6-‘10\\1
X o
Verder is
o0
1 1 f—lz,[t
= = = le J (st)dt .
R 22+s2 0
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Integratie over 6 levert

2n o0 72
j‘ %g-g u[e‘IZ[t dt ‘fbb(tﬂr2-+p2-2rp cos{p -9))dd = (zie Watson
g 5 5 . pag. 358)
oo
= on fe‘lzlt 3 (et)7 (pt)at .
o

Ihéegratie over'p levert

a 2n . o0 a
jbdp .f' %§'= 2ntfé-lzlt Jé(rt)dt ‘[p>J6(pt)dp =
0 0 0 0
[ =]
J, (at)
= Ena‘f;_lzlt J (rt) 1 at ,
0 t
C
dus
. .
J. (at)
dg - t
ff —R—-=2nafe 2| I, (xt) =4 at . (1)
gchijzf 0 T

Deze uitdruiking levert ons de potentiaal van een homogeen belegd schijf je
met straal a en ladingsdichtheid 1.

De geladen cylinder

Denken we ons een cylinder, straal a, hoogte 2b en als as de r-as, die homo-

geen geladen is met een ruimtelijke ladingsdichtheid 1, dan is de potentiaal

@ b
J. (at)
dt _ 1 -Iz—clt
IJJ T 27na '(Jo(rt) — dt fe dg ,
eyl 0 -b

zoals uit (1) direct kan worden afgeleid door te bedenken dat voor r geldt:
-b < <zenz<g<b (zie fig. 1). Ligt z in het inwendige van de cylin-

der, dan is blijkbaar

- z
Je-'z-clt dz = Je-(an)t dt + Je-(;-z)t dt = %-[1 - e_1bt cosh{zt)] ,
~-b -b z '

dus ®

J. (at) _ .~bt
m & = 4ma f.lo(rt) — el _cooh 2ty
cyl 0
= (fig. 1)

Nt
e

b < <z z<Z<b
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Te1.3. De magmnetische cylinder

Zoals al in 7.1 is vermeld is de magnetische potentiaal van een dipool met

. am — .
moment m = me  gegeven door

—

= - qiv(g) .

Voor de gemagnetiseerde cylinder geldt:
0 dr
] —ulax‘ﬁﬁf R *
g cyl
We gaan over op cylindercodrdinaten:

X=rcecos ¢, ¥y=1sin g ;

.oz
Qus wegens * = 3= volgt
B_EB e B e ol
dx r ar dx o
Verder is
L Y =
™ Jo(rt) = tJo(rt) -t J, (rt) .

Hieruit volgt
. b
® = Anamcos ¢ .f}1(rt)J1(at) 1-e tCOSh(Zt} dt ,
0]

een uitdrukking ven de vorm F(z,r)cos g.
We bepalen het magneetveld H = - grad . In ons geval is

H=H =H cosg - E@ sin ¢ (zie fig. 2).

(F73
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33

: - - _132
Nu:.er—-ar enHm--racp,dus
H=_cosq,§2. H:‘SMF(IZ)
- dr ? P T ' ’
dus

- cos?o O 4 ain2o E |
-ﬁ—cos¢ ar T sine ¢ -
We berekenen nu J EdT. Daartoe bepalen we eerst het gemiddelde over ¢, d.w.z.
2n cyl
fquJ. We vinden

0
2n

' aF 1
- fHdcp—-n[ar+rF] .
O

Middelen we nu over r, d.w.z. bepalen we -

a 2n
J = = frdr fHd.cp ,
o 0
dan blijkt dat

a a

J=nr frdr[%+§%]= T féa; (zF }dr = naF(z,a) .
O 0

Tenslotte integreren we over u, er komt

b o 2 b ,
_ J (at) bt
I =fffHd'r = - na fF(z,a)dz = mam-4ns f T dt -f[e . cosh(zt)- 11dz =
. oyl b 0 b
) oo
= 8112 2b Jib_‘& - 1) Jﬁ(at) dt
= a“tm ot " .
O

' -2bt
Opmerking: Daar l;g-—'—-—-—-1<0 is HédTt < Q.
Ypmerxing bt
eyl

Deze integraal splitsen we in drie stukken:
[+ ]
: T2 (at)
1) - f T dt = -
0

(Watson pag. 403 form. 1) .

o~
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(=)
F (at) :
2) 3 f =t - 511.?%?8{“= 32% (Watson pag. 403 form. 1).
g v i
. L e-2bt Jz(at ) ﬂ?_ﬂ).s Jz(s )
3) - o ! dt = - & e 2 ! ds =
2b ) b P
0 0 : 8
=-§-_[ll_.§_(1_k2)Kjk)+(2k2-1)EQ:_)_1 TR
e om ik’ e ey

(X(k) en E(k) zijn de elliptische integralen van de 1e en 2e soort,
Byrd-Friedman, Handbook of E1l. Integrals form. 562.05.)

Optellen van 1), 2) en 3) levert

I =ﬂfHdT _ @ [,] ) (112 )Kjk)k:(ﬂcz-‘l)E(k)} ,
cyl .

dus het gemiddelde magneetveld H, dat we vinden door I te delen door het vo-

lume 2na’b van de cylinder is

7o g [y (Ot et @

Opmerkingen:

1) Formule (2) kan ook nog anders worden geschreven, ni.

-850 -8r02,2,2,8)}.

1
Hierbij is k' = (1 - k°)=.
2) Voor a vast, b = of a = 0, b vast is k ~ 0, waaruit

lim H= -~ 2mm .
k-o

Een asymptotische ontwikkeling voor k — C is

T~ 1 - kz_-%ﬁ-...)}.

& {
‘l- = (

5\(1-

Ala k - 1 (k < 1) voeren we nog de complementaire modulus k! in; in dit

geval is immers k' - O.




- 9% -

K(k) = = 3(<)" - By G - (1R e )+ L) dos

B) =1 -3 -2 ) - B e () 4L log A

volgt er tenslotte

3.2
ENgﬂ[k-%(‘l-sk-%k‘*_,i—ggzks-...] o
3 —
V1-1° '
T |3 2 _321_ 4 '
- 1 5[4\!118 2V1k210gm+ } (kt 1)
met
k = 2 en k' = b
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