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0. Inleiding

In dit college worden vraagstukken behandeld, die in de techniek voorkomen,
vooral op het gebied van electromagnetisme en akoustiek.

De problemen, die genummerd zijn 1 t/m 11, zijn of door de docent of door de
toehoorders gesteld.

Gedurende het college, dat als werkcollege is gegeven, werden de gestelde
problemen door toehoorders besproken en eventueel met behulp van aanwijzin-
gen door de docent opgelost. )

De indeling van deze handleiding is als volgt: Hij is verdeeld in 11 hoofd-
stukken. In elk hoofdstuk wordt een opgave behandeld. Zo nodig wordt hierbij

naar literatuur verwezen.
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Hoofdstuk T

Opgave:

In een kleine show werkt een aantal blondines (F) en een aantal brunettes
(B). Na afloop van de show wacht de heer X op zijn meisje, dat een brunette
is. Eerst komen er 4 blondines naar buiten en daarna zijn meisje. Hij vraagt
zich nu af (hij kent de samenstelling van de spelersgroep niet): "Zijn bijna
alle meisjes blond op het mijne na?"

Om pnader geinformeerd te raken klampt hij de directeur aan en stelt hem bo-
venstaande vraag. Het antwoord is: "Neen, maar ik wil U wel zeggen dat de
kans dat, als U twee meisjes ziet, er twee blond zijn gelijk is aan de kans,
dat beiden brunettes zijn of &&n een brunette en &&n blond."

Gevraagd: "Hoeveel meisjes bevat de show."
Oplossing
Noem het aantal blondines F, het aantal brunettes B. Uit het gegeven volgt:

a) B en F zijn geheel;
b) Bz24 enF 21,

De kans dat beide meisjes blond zijn is:

F__F-1
B+¥F BFF-1°"

De kans dat beiden brunettes zijn is

B . _B-1
B+ F B+F~1"°

De kans dat er &én blond en &én brunette 1s, is

Uit de uitspraak van de directeur volgt nu

F___F-1 B B -1 F . B
-+

BE+F B+F-1 F+B F+B-1 F+B8 TF+B-1

of
F2 - F =p2 - B + 2FB .

We lossen deze vergelijking op als vierkantsvergelijking in F:

2B+ 1 ¢ Y4BZ + 4B + 1 - 4B + 4B2 _ 2B+ 1 % Va2 + 1

F ] 5 .
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Daar F > 0 vervalt het minteken, dus

=2}3+1+1’813,?—+1

F 5

Om deze vergelijking op te lossen bedenken we, dat 8B% + 1 een kwadraat moet

zijn. Het is dus voldoende, als we 2B = y stellen, op te lossen

292 + 1 = x2 (vergelijking van Pell). (1)

Hieruit blijkt dat x oneven en y even is. De vergelijking (1) kan worden op-
gelost met behulp van kettingbreuken. ’
Zij X .Y, een oplossing, dan moet gelden

Fn = i(xn +y, ot 1Y en B = %yn .

In het boekje: Gelfond, The solution of equations in integers, wordt de ver-
gelijking van Pell behandeld.

Er blijkt hier dat voor x en y_ geldt

x +y /D= (DT
dus

x + yn+1¢r_=(l-+/§)2(xn + yn/f)

n+l ’

waaruit als recurrente betrekking volgt:

X

n+l = 3Xn * 4yn

yn+l - 2Xn * 3yn

met initiaalvoorwaarden X, =3, ¥, = 2.

We krijgen dan de tabel

n Bn Fn
1 1 3
2 6 15
3 35 -+ 85
4 204 493

enz.

Een algemene formule voor B luidt:




Opmerkingen:

a) Men zie in het boekje van Gelfand vooral § 2 en § 4.

b) Wil men over kettingbreuken nader worden geInformeerd, dan kan men te-
recht in: Hardy-Wright, Theory of Numbers, Ch. X, en in O. Perron, Die
Lehre von den Kettenbricken.

In § 26 wordt de vergelijking van Pell behandeld.

c) De oplossing (BI,F]) voldoet hier niet. De enige zinvolle oplossing zal

hier zijn (BZ’FZ) = (6,15).

d) Uit x

nt] = 3xn + 4yn en y . = 2xn + Byn volgt nog:

+1

B, =B *+2F - 13 F  =2B +5F -2 met (B,F))=(I,3).

Dit kan worden herleid tot:

ABn = 2Fn -1 en AFn = Fn+1 - Fn = 2Bn+1 »

~dus

2 = : - + = .
A Bn . ZAFn waaruit Bn+2 2Bn+l Bn 4Bn+1 :

en analoog

F = GF

042 - Fn -2 .

n+l

Oplossen van deze differentievergelijkingen levert i.v.m. de beginvoor-

waarden ’
B = s [(3 + 2/53“ - (3 - 2¢§3n] ;
o 47
F. = R Rk IR Y, Lol S, L I

4v7

Met behulp van het binomium van Newton volgt nu direct de formule boven

aan deze bladzijde.




Hoofdstuk II

Opgave:
In een electrisch systeem worden, equidistant in de tijd, stroompulsen opge—

wekt, en wel zodanig dat de stroompuls op het tijdstip t, = T gelijk is aan

i],op het tijdstip t, = 2T gelijk is aan i2, e op t_ =T gelijk is aan
in' Voor in geldt |
ol -0l

n

e =1+ B(1l - e n-1

) (n z1)

¢ en B zijn positieve comnstanten; i, > O.

0

Gevraagd: de "eenvoudigste’ tijdfunctie, die de "omhullende'" van de stromen

beschrijft.

Oplossing

De "omhullende" is niet eenduidig bepaald, zoals direct duidelijk is.
ai
We stellen x, = e n’ dan is

x = 1 + B[i - El——J (n =1 en X gegeven)
n-1
"Pn
We trachten deze kettingbreuk op te lossen. Stel daartoe X, = T en
= . n
9y = Pooy> dan 1is
| % q,.-
_n=,+3[1__n__1] ,
9 n—|
dus
= - n >
P, pn_l(l + B) Bp. o (n 22),

Dit is een differentievergelijking met constante coeffici&nten.

Neem P, = A", dan volgt:
Bu(l + B)u+ 1 =0 dus wu, =

We hebben nu 2 gevallen:




A B# 1

In dit geval is P, = AB" + C (A en C willekeurige constanten). Stel Py = X

of q5 = 15 p = xo(] + 8) - B, dan volgt er

X, — B
Bn+1 + 10
X = 0
n X, - B °?
Bt + 10_
X0
dus
ol ol :
0, n+l 0
i =1 log (1+e DB te “B).
n a aiy aiy
(1 —e TR +e - B
Definieer nu
. t .
ol =+1 aL
0,.T 0
i(t) = 1 log (1L +e )8 re il s
a a1 t ol
{1 - e O)BT + e 0. B

dan staat hier een eenvoudige omhullende.

Er geldt

lim i(t) = 0 3 Llim i(t) = & log B .
) o «
0<Bg<1 R>1

B [B=-1

In dit geval is p - 2p _, + p _, = O.

ol ol
0

Neem P, = Ah + Cj Py = e 3Py = 2e 0. 1, dan volgt er
. i
- (eml - Dn + e'lo
*n 7 Tl CEIN n=0,1,...,
(e -1)n-1) +e
dus
i =1 ealo(n + 1) -n
n =~ % log ol .

e n-=-(n=-1)

Stel n = = , dan volgt de omhullende,

0




Opmerking. Als we B ~ 1 in geval A, volgt geval B,

Vraag., Waarom is de omhullende, die we vonden, een eenvoudige?

Antwoord. Om een oplossing te vinden is het voldoende, dat we met &&n para-
meter volstaan (aanpassing aan de beginvoorwaarden bij voorgeschreven xo).

Om een eenvoudig verband te krijgen stellen we 9, = Ppog-




Hoofdstuk III

Opgave: _
Gegeven een rechthoekige balk met ribben a, b en ¢, en een rechte %, die met

de ribben van de balk achtereenvolgens de hoeken &, B en y maakt.

Gevraagd: Hoe lang is de gemiddelde lengte van het segment van de rechten

// %, dat door de balk wordt afgesneden?

Oplossing
Kies een orthonormaal assenstelsel zodanig, dat de Z-as evenwijdig met £

loopt. Projecteer de balk op het XOY-vlak, dan is de projectie van de balk
bekend (zie fig. 1).

7

X

De oppervlakte van deze projectie P is
0 = ab|cos y| +-bcfeos o + aclcos B .

Neem in P een oppervlakje dxdy en beschouw het deel S van het blokje boven
P, dat binnen de gegeven balk ligt. De inhoud van S kan men aangeven door
f(x,y)dxdy, als £(x,y) ~ de lengte van de opstaande ribben van S.

Voor de gemiddelde lengte ¢ van deze ribben geldt dus

[[£Gx,y)dndy . inhoud balk _ abe
[[dxdy Op ablcos y| + belcos al + aclcos B]

dus

_ lcos ol _ lcos B| , lcos v!
a b c

O3 —




Als we £ in Ry draaien, wat wordt dan de gemiddelde lengte over alle rich-
tingen?

Om deze vraag te beantwoorden gebruiken we het begrip lijnendichtheid op de
eenheidsbol. De lijnendichtheid van lijnen gaande door het middelpunt van de

bol stellen we evenredig aan de oppervlakte van dat deel van het oppervlak,

dat ze passeren, d.w.z.

1ijnendichtheid = %% .

We bepalen het gemiddelde van |cos a| = p. Nemen we de a-ribbe als poolas,
dan volgt
™
27 chos 8|sin 6 d6
- 0 :
|cos a| =p = T =
m/2
= |-cos 6 sin 8 do = § .
0

Wegens de symmetrie geldt dit ook voor |cos B| en Icos Y|, dus

t a1l .y, L 2ab + 2be + 2ac
[XJgem =G+ b " c) t abc
of
a5 _ 1 totale oppervlakte van de balk _ ] o
& + inhoud van de balk J
Opmerkingen:

a) Heeft men een willekeurig convex lichaam, dan geldt dit resultaat ook.
Zie hiervoor: Nieuw Archief voor Wiskunde, 1960 deel 8 blz. 49 opgave 49,

en de oplossing in Wiskundige Opgaven met Oplossingen deel 21, 1964,
blz. 49,

b) a, B en ¥ zijn niet onafhankelijk, immers

2

cos‘o + coszﬁ + coszy =1 .




- 10 -

Hoofdstuk IV

Opgave:
Bereken
- s k2

a) F(p) = J’e P sinh’u 4, (p~0);

0

_ s 12

b) G(p) = [coshzu e P sinh®u udu (p >~ 0) .

0
Oplossing

We differentieren F(p) naar p, er volgt

oo

- s nh 2
% - [sinhzu e P SINBTU 0y - - G(p) + F(p)
0
Daar sinh?u = EQEE—%E—:~l » volgt
% ” —g cosh 2u g i -g cosh t
F(p) = e J e udu = }e J e tdt .
0 0

Stel %-= x en definieer

-1

F(x) = Je-x cosh t tdt
0
dan is
X
F(p) = & £ en 6(p) =g it - £'(0)] ,

zoals direct blijkt.

In Watson: Besselfunctions, pag. 313, vinden we de formule
T ‘ 00

J x cos B "2 sin TV J -x cosh t
e —— e

2
Iv(x) +I_,(0 =3 cos v8 49 +

0 0

sinh vt dt

L)
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dus

o T
-X cosh £t . ' _ T _2 x cos 9
Je sinh vt dt = T sin wv I:IV(X) + I_\)(X) T Je cos v@ de]
0 0
Verder is (l.c. pag. 79):
v I
Iv(x) = _uiiﬁl____ Jex cos 6 sinzve de ,
T(v + 5)/?'0
dus
T
1 8
I,(x) = & Jex coes ¥ e
0
waaruit volgt:
(1) e X COSh T ioh vt dt = L6+ Ty 7 2560 +
sin TV 2v
0
m
1 x cos §
m Je (] cOS \)O)dﬁ .
0

We ontwikkelen Iv(x) naar v:

L. (x) » (921 ()
I,(x) = Io(x) + vL——%;——]v_o + %— ———2———lv=o I

Bzv
en
B €2 SR C0 RO B I )
I_\)(X) =Io(x) +\JT + — | + ey,
v=0 v v=0
dus

v

3T,  AL_ W2 |?%L,  RPI_
L) + I_,(x) = 2I5(x) = Vigo= + —5= i o + o + ...

Substitutie in het rechterlid van (1) geeft
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oo

3L ) 321 921
[e X cosh t sinh vt dt = 5 ik — [{avv + avv} + % { , Yo+ - v]
0 sin v=0 v w2 Jus
T
1 X cos O
m Je (] cos \?e)dﬂ .
0
Reeksontwikkeling naar v levert
” 321 T
v |e"X cosh t £ode = 2 v + Y | X cos g 82do + 0(vd)
2 802 {v=0 n
0 0
daar
3.3 2p2
sinh vt =vt + X§$_ +ee 3 cos B =1 = v29 + ... 3
2 2
. sin 7V aIv aI—v 8 Iv 3 I—v
lin =5—==15 &w * & =0 en -
v+0 v=0 w2 Ju=0 av2
dus na gelijkstelling van gelijlke machten in v:
" e a1, | 8
av2 Ju=0 0

We bekijken nu de reeksontwikkeling van Iv(x). Deze 1s

(é)v+2m
L) = mZO m! T(v+m+ 1) ?
dus
EEX = E (gjvfzm Llog E;- (v +m+ 1)]
av a0 m T(v+m+ 1) 2
en
121 _ (%)\HZm
3v2v ) mgo m! T(v+m+ 1) Llog %'- Yo +m+ DI? -
o (x)v+2m
"l mTeEEE T VO e D

+ ] +
0

v=0

(Zie bijv. Whittaker-Watson, A Course of Modern Analysis, pag. 240, coll.2).
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Uit deze formules blijkt

2
g @
v=0

v m=0 (m!)2

[log-!zi- Y(m + 1)]

en

321 & |
[ 2"] =7 (‘ v {[log 5 - ¥(m + 1)1% - ¢'(m + D} .
v jv=0 m=0 (m!

Hierbij is

¢(m+l)=l+%+---+%-Y~ (m21)
v(1) = - ¥
' LT -1
lfJ(m+1)—+—6—- 1 -2—2-+ Y

2
V) =,

{zie Whittaker-Watson, pag.241).

We berekenen nog I = ;12_1{ fex cos 8 82d95, Ontwikkel de e-macht, dan is
0
o m
1= -;-szo J (x °°? 8 4240 -
0
T Ul
= 'é_ﬁ' Jezde + x Jcos 6 Szdﬂ + -’5—3 Jcosze 82de + 0(x3) =
0 0 0

|
l._.

1 3 _ 2,1 3 .1 3T o
2“_[3“' 2nx+x(12n +87r)+0(x)]

2
w2 - x4+ 3 (g r? 4 )+ 0(x?)

-

We vinden dus tenslotte

<0 ‘ - (X)Zm
£(x) = Je_x cosh t ¢ gp =4 J Z 'E{log§-¢(m+ D -y'm+ DI+
m=0 (m!)?

0

2
+-6-'rr2-x+x— %ﬂ2+-é-)+0(x3) (x > 0)
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We bekijken van de sommatie alleen m = 0 en m = 1. Dit geeft achtereenvol-

gens:
2 2 2
4 (log §'+ v)? - g—- en } %— (log %-+ Y - l)2 - %— +1 ,
dus
2 2
Ea) =} Qog 2- M2 -5 + g -x+ b2z e p o+
2 2
+ %— (log %-- Y+ 1)2% - %— £ 1 + 0(x%) (x + 0)
en
1 | 2 'n'2 1' 2 ."2
f'(x) = - (log - Y) ~ 1 +x(m+g +ixQog=-y+1)-g+
- X 2 _ 2
Z—(log - Y + 1) f 0(x“) (x> 0)
We stellen nog L = log(%) - v, dan blijkt
P
[, _p, 1 2
F(p) = 1e"fiL° = 5 + 551 + 0(p%) (p + 0)
Verder is
dF l%df
G(p) = F(p) - i iF(p) - T ax’
dus
bl
G(p) = ! E-Ei + %Lz - Pl 1 e2 g£-+ 1 - B-(Ei + 19 +
P) =351 3 B 7 Gz * 3
2
—-g-{(ml)z--}-—ﬂ}+-§<L+1)]+ocp2) (p > 0)
of
'g L1 1, 1% 1 I
=) 2 — 1.2 -+ — - A
e " G(p) =} > +E i tgts &5 PL 75 PL +
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Hoofdstuk V

Gevraagd wordt uitdrukkingen af te leiden voor de functies

P
¢](p) e_ip J IO(/E;)e_£S ds
G

en

P D

[ e—it dt J IO(/EE)e‘QS ds ,
0 0

wz(p)

die numerieke berekening mogelijk maakt voor grote waarden van p.

Oplossing

We ontwikkelen IO naar machten van ps, er volgt

[2=]

P
e‘ip J e—is ) __EELEEL_.dS =

V. (p) =
! =0 (m!)2 2™
0
P
e m
= e-ip Z ~——ll——75- f e-'%S g™ ds .
w=0 (m!)? 2"
Definieer
P
I = J e—£5 s™ ds s
m
0
dan is
I = - 2e—£p pm 4 2m I mz 1
m : m-1 ?
I0 =2 - Ze_ip ,
dus

m k
1 = 2! m!{1'~ ) “il‘ﬁz] ,
k=0 k! 2

zoals direct blijkt, We vinden dus
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I
pa
[p]
1
N
o
8
—_—
.
|
[1+]
I
o=
o
~1
]
o
=
[ S
]

wl(P) -

1]
™o
I
]

fD
'U

| &~ 8
1

]
[
I
s

fD
"U
~1 8

= i[22m + (23)] als n = 2m

,...,
=]
1™
N
et
o
~ d
S
f
18
~~
)
~ B
S
il
ro—
—"
1 E
~
)
=8
p—

+
~1
o

N
PTVE
| I |
il

en
m m m
) (E) = 7 (2m+l = § (iTl) + Z (23) = 22m alsn=2m+ 1,

dus

2 -"2¢7P f -—B—--—— @l 1M -
m=0 (2m)! 2%®

¥, (p)

-p E p2m_+1 om
- 2e 2 =
m=0 (2m + 1)! 22™*!

_ oo 2m _ oo 3( )2m _ @ - 2m+1
2 — & P Z L _ 7P Z 28p) 7P z P

m=0 (2m)! m=0 (m!)? m=0 (2m + 1)!

2 - e Plcosh p + Io(p) + sinhpl=1-¢P? Io(p) .

Het asymptotisch gedrag voor p - =, |arg p! < % , 1s dus

1 1 9 75 -9/2
go(p) =1 ~ {1+ + + }+0(p ) .
! v21p 8 128p2 1024p3

Opmerking. Het bovenstaande resultaat had ook vlugger verkregen kunnen wor-

den. Differentieer daartoe wl(p) naar p; er volgt

av, (p) _ an F .
;P =-g P Io(p) - e ip J IO(VE§§e ks ds +

0
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+ —l—-e._-ip J I (/Eg)/_'enis ds ,
2/p !
0
als we bedenken dat:
p p
a) L J f(s,p)ds = £(p,p) + J 2f 4s
Bp ‘ ’ ’ '§'P_ ’
0 0
d1, (p)
b) P + II(P) = PIO(P) .

De laatste integraal gaan we partieel integreren:

P p

J II(JSEBVE'e‘is ds = - 2/p & ¥P I,(p)+p J 10(¢5§)e'55 ds ,
0 | 0
dus
dy, (p) _ o :
= e PL® - @) = - e e .
Conclusie:
V@ =1 -eP I, daar ¥;(0) =0 .
Omdat
W, fF ) b -
ip - o P I I,(/ps)e 5 4s 4 J it I,(/pt)e P gy -
0 0
p
- 2¢71P J 10(¢5E3e"55 ds = 2¢,(p) ,~
0
is
p P
Py (p) =2 J Yy (x)dx = 2 J (1-eF Iy(x))dx =
0 ' 0

P
= 2p - J e L, (x)dx = 2p - 2£pe'9{10(p) + L (pH .
0 .




Asymptotisch gedrag voor p + «

|- z_{l i}
tbz(p) = 2p —

_.]8_

3

15

8p

128p2

1024p3

}l + 0(p_7/2) .

m
[arg pl <7 .
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Hoofdstuk VI

Te berekenen de vier—dimensionale integraal

I-= JJJJ e_kh{_EI cos Bx cos BE dx dE dy dn .
x24y25] '

£2+n251

Oplossing

Beschouw voor vaste x en £ de integraal

[}

Il
‘—'—i
‘%

[a W
o
g

dan is

.. , ~klx . . .
Z1] o 2 2 en ontwikkel e | {, -0 < X < ¢, 1ln een Fourier—cosinusreeks; er
volgt:
o
k| x| o mn 2 -kt my
e = ) a cos—=x met a == J e cos — t dt .
m o m  q o
m=0 0

(Hierbij duidt het accent op het feit, dat i.p.v. a, dient te worden genomen
éao.)
Na enig elementair rekenwerk volgt nu

a = Zk [1‘— -t e—ka]
T (ka)? + (mm)2

Daar

eklxEl a_ coslZh (x - £)] =

m;; am[cos(gl1 x)cos(gﬂ E) + sin(gﬁ-x)sin(gﬁ £)1

en de sinustermen geen bijdrage leveren volgt er
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1 1
I =4 Z a J dx J dg cos(Bx)cos(Bg)cos(%E x)cos(%l YY1 - x2 V1 - £2 =
0
-1 -1

- ! 2
= z am{Z J cos(Bx)cos(%E x)/T_:Hgi‘dx} =
0
-1
© ! 2
=7 aé{ J Lcos(R + Ez)x + cos(8 - Tyx]v] - x2 dx} .
5 o

-1

Nu is bekend (zie Watson, Bessel funétions; page 165, form. 6)

2
mn mm
o, J. B+ =) J (B -=
I = 72 a 1 e« = .1 o
m=0 g + OT g - m
o o
Opmerkingen

n

a) Als k = O reduceert de integraal zich tot

1 2
J,(8)
Ik = 0) = 4 J cos (Bx)cos(BE)Y (1 - x2)(1 - E2)dx dE = 472 7 .
-1 '

b) De reeksontwikkeling is vrij snel convergerend. Als men subroutines voor
J4 bezit, kan men numerieke berekening van de integraal op eenvoudige

wijze uitvoeren.

c) Om de integraal te vinden kan men ook als volgt te werk gaan: Bekend is
J—E?—E_dx:-g:e-a (a>0).

. dan velgt er

Vervang a door k]x - £
~k|x-g| _ 2k cos u
® E'_'-TT_IX_EIJ 2 4 32 7 & °
u® + k“(x - &)

0
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o

(u - t]x _ E|) =ZE J COSE(X - g)t] de
T 0 t2 +k2

.

Substitueren we dit resultaat in I en verwisselen we nog de integratievolg-

orde, dan zien we dat

18 J J J cosL(x - E)tlcos(Bx)ecos(BE)Y(1 - x2)(1 - E£2) _qe -

7 t2 + k2
-3 1 2
- 8k J J cos(xt)cos(Bx)’1 - x2 dx —dt .
T £2 4+ K2
0 -1

als we cos(x - £)t uitsplitsen in cos(xt)cos(£t) - sin(xt)sin(zt).
Hieruit blijkt dat

oo

JB+t) J(B-t) 2 dt
I = 2kn — t .
. t t2+k2

Men kan een benadering van deze integraal vinden door sommatie van de waar-—

den van de integrand in de equidistante punten t = 2 om= 0,1,2,...).
Dan wordt
mn mr, o
© (J(B+—) J (B-—7)
L ® 2k % ) { : m; + = m: } m é = Iappr
= Ll . on LUK 2
m=0 B + S B 3 (a )+ k
© LU - 0.2
I - 7 2kow? {JI(B * e ) + Jl(B o )}
PP 120 (ka)? + (mm)2 U B 4 = B -==

Dit is juist het resultaat, dat we hierboven hebben gevonden, afgezien van

de correctieterm A

o mr _ or\72
. -ka o m 2kar2 JB+TD) 5B -7
A=-e I D mr m
m=0 A{ka)? + (mm)? B + — g - =%

o a
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Hoofdstuk VIL

a) Gegeven een homogeen geladen rechthoekige plaat met zijden 2a en 2b.

Gevraagd de potentiaal op de as van de plaat te berekenen.

b) Indien de plaat belegd is met dipolen evenwijdig aan de as, los -dan hetzelf-

de probleem op.

OElossing

a) Zij de as van de plaat de Z-as, de X-as en Y-as lopen evenwijdig aan de zij-
den. Het centrum van de plaat zij O.
De potentiaal V in een willekeurig punt P(x,y,z) is, als we de ladingsdicht-

heid 1 nemen,

a b
V(x,¥,2) = J dg J

-a -b

dn .
L(x - ©)2 + (3 - n)2 + 22}

£ 3 //'?[3)7,2}

e «
2 52
> V7
/A

\\.
![ ~
w

Verder is V(0,0,z) = 4[U(z;a,b) + U(z;b,a)] als U(z;a,b) de potentiaal is

veroorzaakt door I en U(z;b,a) de potentiaal veroorzaakt door II. Nu is

arctan E a
a <¢cos ¢ ‘
‘ rdr
e | w0 | R
b et | 0 - r P
b
2 / ] 2
o - |z| arctal'n—‘:-'.--}-a I —u.dtn (P=] +z_) (Q’,)
‘l + t2 5.2

0
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= - |z| arctan E-+ I.
a

Beschouw

: 242
J B gt =(p+ 2=t +u) = _J .(p + u®) %E _
1+ e? hu? + (p - u?)?

= (¥ =v) = -} log v = ¥p=1 arctan {E—i—z—:—g} .
2vp — 1
want p > 1,

Substitutie van de grenzen geeft:

b+|/a_2+b2+zz+

U(z;a,b) = a log
VaZ + z?2

2+ 2_‘b./2+ 2+2
+ ]z|[arctan TST - arctan(%) -~ arctan 2 b 3 b .

alz]
U(z;a,b) vinden we door verwisseling van a en b.

Men kan dit resultaat ook nog op andere wijze vinden, immers

b d Tl=b—y
- login + Y(x - £)2 + n? + z2} .
-b {(x-6)2+ (v - n?+ 22} n=-b-y
De gevraagde integraal is derhalve
a-x :
V(x,y,2) = J [log(b -~y +Ye%+ (b -y)* +2%) - log(-b-y+7EZ+ (b +y)Z +22)1dE .
-a-x

Nu is voor ¢ > 1:

Jlog(l + 02 + ddu=u log(l + VuZ # ¢) - u - log(v‘ui +c-u) +

YuZ + o —
- 2¥ec = 1 arctan [ wre ut |l .

1’C 1 -

Als we dit resultaat toepassen en tevens X = v = 0 stellen komt er
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b + va2 + b2 + 22 a+ Va2 + b2 + 22

+ 2b log

- b + Va2 + b2 + z2 - a+ Va2 + b2 + 22
a+b+ Va? + b2 + z2 —a-b+ va? + b? + 22

V({0,0,z) = 2a log

+ ZIZI[arctan lz| + arctan lzl

= arctan

—a+b+ vYa? + b2 + 22 a—b+\/a2+b2+z2]

~ arctan
2] |z]
Wegens
a + B
arctan ¢ + arctan B = arctan T ? km (k = -1,0,1)

volgt er tenslotte

]

b + va2 + b2 + z2 a + Va2 + b2 + 22
+ 4b log
/a2 + 2 /AZ + z2

v(0,0,z) = 4a log

2 2 2
4|z|[;rctan |ZIJA :bb t 2 --%] s

wat in overeenstemming blijkt te zijn met het al eerder gevondene.

=+

-Zij de plaat nu belegd met dipolen. Noem de potentiaal ¢(x,y,z). Zij s de

lading van de dipool, € de lengte en lim €5 = 1, dan is
e+0

w(x’Y}z) = S(V(X,Y,Z) = V(X,Y,Z"‘E)) »

dus
$(0,0,z) = - lim se -g-} = - [g%]
.€+0 - (0,0,2)
Nu is
b/a
9(z3a,b) = - %E-U(z;a,b) = ggn(z)arctan % _.g J dt ,
0 1+ tz)/]_?—*' t2
22 _
als we p = 1 + — stellen.
a2
Dus
b/a b/a
v 2
¢(z;a2,b) = sgn(z)arctan %»- %- PrE e+ %_ dt ,
0 L+ t2 o° VPt t2

+

+
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zoals direct blijkt wegens

1 _ 1 [¢p+t2 1 ]
p -1 ]

(1 + e2)vp + 2

t2 + 1 Vp o+ 2

Na berekening van deze integralen zien we dat
b 1 - b
$(z3a,b) = sgn z arctan o E-[|z| arctan — + U(z3a,b)] +

b/a
+ % [1ogn/p + 2 + t]

0
of

a a? + b2 - Va2 + b2 + 22

$(zja,b) = sgn[z arctan %-— arctan T_T + arctan 2]
z a

Opmerking. ¢ is ook de ruimtehoek, waaronder men vanuit (0,0,z) de vlakke

plaat ziet,




- 26 -

Hoofdstuk VIII

Gevraagd te bepalen de coéfficiént van wederzijdse inductie van een tweetal

ringvormige co-axiale geleiders met cirkelvormige doorsnede.

We nemen een assenstelsel aan met de gemeenschappelijke as als z-as.
De straal en doorsnede van de ene ring zij R, resp. Zal, de overeenkomstige

grootheden van de tweede ring R2 en 2Za

2° ;
al a2 2
We veronderstellen verder =— < 1 en — < 1,
R1 R2

Tenslotte zij de afstand van de middelpunten der ringen: d.

2
® 4O [~

d

g

X

We beschouwen, als H het magnetische veld is, de vectorpotentiaal A, gegeven

door
v2Ei=-47
c
VeA =0
H=v-2.
Hieruit volgt
xlm T ,y'az) gy

Ve -aZ s G-y)2+ (z-2')2
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als we in rechthoekige coordinaten werken (c = lichtsnelheid).

Voer cylindercoordinaten in, dan is de stroom in een oneindig dun cirkelvor-

mig stroomdraadje met de Z-as als as:
T = 18(z")8(R, - r')ﬁ; ,

. - = - » - » » 4
waarbij U _ de eenheidsraakvector van de stroom is, die in dit stroomdraadje

loopt. Nu is duidelijk, dat Ar =0 en Az =0, en

it
R1 cos v dv
A(p(r,tp,z) = - [ =
Vz2 + r2 - 2R r cos v + R?
0 1 1
T
N 2Rl cos v dv 2 Rl 2 1
N = S\ — {({ - KK - ¢ E}
¢ 0 V22 + v - 2R1r cos v + R? r
met
/2 /2
K(K) = g@ —7 en E() = J‘(l - 12 sinZe)? o ,
0 (1 - k* sin“¢) 0
waarbij
4R] r
k2 - en I=1

zz + (r + RI)Z

(Zie Byrd-Friedman: Handbook of elliptie integrals, blz., 177.)

Voor de berekening van %Dzie C.J. Bouwkamp: Over de berekening van het mag-
netische veld van een cirkelvormige stroomkring, THE, Rapport 1957-1.

Nemen we de tweede stroomdraad ook oneindig dun met dezelfde as, dan is de

flux ¢, die door de eerste op de tweede werkt:

¢ = J(l_?’],g)dA = % J{(V x R),n}dA =

A A

1 [ s s R, 2R,
(StOkES) = ﬁ' J(A’T)d.s = T JACP ds = m ACP .

Daar de afstand van beide draden d is en nu r = R.2 gesteld moet worden en

M = 1 gesteld mag worden volgt tenslotte; De flux, die we MO 0 zullen noemen
»

o =4 AR {(g-k')K—-z-E}
- 172 'k k

M50
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met

4R, R
.= 172

2 2
d“ + (Rl + Rz)

De hierboven gevonden uitdrukking voor MO 0 kan nog anders worden geschre-
2

ven. Bekend is (zie Watson: Bessel functions, p.384)

Lol

1

= Je—!z|t Jo{t(r2 - 2Rr cos v + Rz)i}dt .

VQZ + RZ - 2rR cos v + r2 o
Hieruit volgt:
Ry no—lzlt - 2 2y
AqJ == e dt Jo{t(r - 2R1r cos v + Rl) lcos v dv .

0 ¢

Verder is

oo

Jo{t(r2 - 2R1r cos v + Rf)i} = Z Jn(rt)Jn(th)cos nv dv

p=-o
(zie Watson, p.358/9), dus
ZTERl Do—zt
A¢ = = Je Jl(rt)J](R]t)dt (z >0) .
0
Neem r R2, dan is
21R 4m2R
MRy 1R [ -ae ~
MO,O == ACP = -'——cz— Je - JI(R]t)JI(RZt)dt =

0

_ 4 2 _ _ g
= ; I/RIRZ {(E k)X i E}

Bekijk nu een klein oppervlak s, in de doorsnede van de ring met straal R

. ds
Neem de totale stroom 1, dan is de stroom door dSl: L , dow,z
ra’
1
o
dS1 Zﬂr] —|z-zllt
dA¢ = ~ Je : J](rt)JI(rlt)dt (fig.2} ,

wa

—

0

1

[



dus
® z. t
_ 2t -zt 1 1 ‘ - ol
(1) AqJ == Je Jl(rt)dt — JJE Jl(r]t)rldS1 (|z zll =z Zl) .
0 'y g
1
Verder is
R +a, (a2-(r,x) )
1 Zt | - Zt
I1 = — JJE Jl(rlt)rldsl =— J Jl(rlt)rldr1 J e dz =
RS "1 R, -a i
1 | -(a2-(R,~1r,)?)
1 1 71
R1+a1
-2 J, (r,t)r sinh(a2 -~ (R, -1 )2)i tdr
2 171 1 1 1 1 1
Ealt R -a

1 71

s
=
o
\j\
<
[&Y)

Voer nu in r, =R + a, cos g (fig.3), dan is

T

I, = Tart Jsinh(a]t sin m)Jlgth + at cos q))-(R1 + a, cos ¢)sin ¢ do ,
0

~een niet erg overzichtelijk resultaat.

We gaan daarom nogmaals uit van (1) en bedenken dat
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T
i ix sin 8 .
J](x) = 3% Je sin 6 d6

-T

(Watson: Bessel functions, p.20). Dan is

1 th ; * t(zl-ir1 sin 8)
I, = ——|le J. (r,t)r,ds, = gin 0 dé@ e r 4S5, .
2 2 1*1 1771 2 9 1771
Taj Zn.al - 3

Sl i
Voer poolcoordinaten in; stel

rl =R, + P cos @

1

z, =p sin 9 ,

dan volgt er

T a] T
I, = — > Jsin 8 e de J edp J(RI + p cos cp)ept sinoo .

1 -1 0 -

-"ith sin @

. eﬂpt i sin O cos ¢ do .

Om deze integraal te kunnen berekenen bekijken we eerst

T
F = Jex(51n @ + u cos ¢) do

-T

Voor u >0 is sin o + ucos ¢ = ¥1 + u? sin(¢ + arctan u), dus

T _ T

[ex(51n ® + u cos 9) Jex 1+u“ sin ¢ do

F = do =

- -7l

daar de integratie over ¢ over een volle periode plaats vindt en de factor
arctan u dus geen rol speelt.

Nu is echter Watson l.c. p.181)

T .
T
Je‘xi 1+u: s1ln @ d(p = 21 I—O (X‘, 1 + u?_) .

-T
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Daar IO(xVI + u2) een analytische functie is van u kunnen we IO analytisch
voortzetten en F derhalve ook, d.w.z. we kunnen F voor alle u beschouwen.

Hieruit volgt

®
Jex(31n ¢ = i sin @ cos ¢) dg = 2% IO(x cos @)

-1
voor alle 8, zowel reeel als complex. Differentieren naar 6 geeft

T
Jex(sm © = 1sin®cos @) 45 - _ 25i tan o I (x cos 8) ,
-1
dus
T
J(R1 + p cos ¢le

bt

pt{sin ¢ = 1 sin 6 cos ¢@) do =

= ZER] IO(pt cos B) - ip tan © Il(pt cas 8) .

Verder is bekend {(Watson l.c. p.79, 3.71 (5))

Jqu(u)du = xIl(x) en Jule(u)du = lez(x) .

0 0
dus
4 alll(at cos B)
8 =
J pIO(pt cos 8)dp T o5 0
0
en
2 ) a%Iz(alt cos 6)
J P Il(pt cos 8)dp = P R
0
waaruit volgt:
a T _
‘ . - i sin 8
[ ot [@ « 0 cos petleine = isin Bcos ) g,
0] -1

ZnalRI ial
T cos 9 Il(alt cos 6) - ? tan & Iz(olt cos 8)[ .
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a
Stel nog x = th en €, = ﬁl » dan wordt
1

. K .
. 1R1 J ix sin 6 [Il(elx cos 8) - ie; tan 8 Iz(elx cos 8)
2 In e

iEIX Y } sin 6 46 .

-R

Wegens de reeksontwikkelingen voor I, enl, kunnen we de vorm tussen [ ]

schrijven als

bt 2n 2n—-1 o
2n [ (ix cos 8) .. (Ix cos 8) - 2n
1 - =
¥ E “1 {n!(n+l)! itan 0 oy Il C L Baf
n=1 C
Hierbij is
iR1 1I-ix sin 6
80 = o Je sin 8 d& = R1J1(x)
-1
en
iR r 2n 2n-1
_ 1 ~ix sin 8| (ix cos 6)°" _ . (4x cos 8} .
Bn = o7 Je [ CEDH i tan 0 CEVH R} sin 6 d¢
- (n > 0)
of
2n-1 T
R, N
B, = 5% T yT (o sin? cos?2g + }ix sin 6 cosZPe)e X %17 & 4
-t (n=1)
Opmerking. Dit resultaat is ook nog geldig voor n = 0,
We zien nu
X, 2n—1 T
R, (& o 2m
_ 1 "2 s X . 2m+2 Zn-2
Bn Al DT [n mzo( 1) o7 Js1n 8 cos f 48 +
-
i
o 2m+2
+ 4 E ('])m —(iz{m'j—r JSin2m+29 Coszne dejl.
m=0 : ' -

Deze integralen zijn eenvoudig te berekenen, er volgt
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R (x 2n-1 £2m T(m .+ %)I'(n - %)

1
T T RT@ T [2“ LD T TR D

S2or2 Tm + %)T(n + %)
+m£0('l) (Cm+ )T T(m+n + 2) ]=

X\ 2n-1 3 1 3 1
Jh 9 . ”?”“*4+§(lﬂ ez [ TR PT@ Y
B R CE I M R D) (T(Zm + 2)T(m ¥+ 0 + 2)
X, 2n-1

- 2n +

T2m + 3)T(m + n + 2) n! (n+ 1!

T'(m + i)r(n - l) R] (—)
H I'(n)

[r(%)r<n -

X (-1 )m+] x2m+2

M+ Pl - )
T(Zm + )T m + 0 + 13|

m=0

R, @ o P(m+ DT = 5)

_ 1 m 2m -
T 2nal(m + 1)) X(') TCm + [DT(m + n)

‘ Rl (%)211“1 T m,x,2m P(%)P(n - %—)
P TRICEbY mEO(-l) @ T TEEm

wegens de verdubbelingsformule voor I'-functies (Whittaker and Watson, Modern
Analysis, p.240). -

Tenslotte volgt nu

Rl (_)2n 1 ’ | | L ) %:_n-l+2m
_ n- _ 1 - n -
B = "*_(n_f‘]')—t' @ @M - mZO( D Tm e =TT
_.I_{.l_r(l)r( - l)(E)HJ (x)
T A L 2 B SRR

We substitueren dit resultaat in (1). We zien dan

=]

N n
T J J (rt)J ](th)t dt .
o

: 1 [R!]nﬂ
f L § TP
® ° =0 r(%)n:(n + !

Spi
el sl
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Zij de magnetische flux door een cirkelvormig stroomdraadje in de tweede ge-—

leider dM, dan is

ds, 2nr
M= —2—24(r),
2 ¢ (o] 2
Ta
2
dus
2nr2 1
M= JJ —z A(P(z,rz)ds2 . (2)
Ta
52 2

Substitutie van het hierboven gevondene in (2} levert

1 R1 n+l -

s « T'(n - —D[——] a.|2n _

M = 4% ] 272 R—]- Je de I__ (R )" de -
c® n=0 P(z)nl(n + 1)! 1 0

.
|

zzt
Jje Jl(rzt)rzds2 .

2
Ta
28,
Daar
1
1, (B2
z,t © T'(m - —0[——J a,|2m
= ”e Py yergs, = [ ——=2 | E Ty B0
nal m=0 T(¢m! (m + 1)! 2 \
28, 7

volgt tenslotte, als we stellen

1 1 o
_ 4 T'(n - EJT(m - f) El]n+l fsz+l Je_dt ; R £)3 ot . .
n,m - pami(n+ Digm+ D (2 2 ) n-1518 p- (Rptle - de
0

O, (RRy) = My (d5R),R)))

§ E a} 2n a, 2m
M= M —| |== .
n=0 m=0 ™R (R

We moeten tenslotte nog nagaan wanneer de reeks die we krijgen convergeert.

Allereerst bekijken we




_35_

-zt n
P = Je Jl(rt)Jn_l(th)t dt .
0

Bekend is (zie Watson l.c. p.31) dat lJp(z)I S 1 (z reéel), dus

o

lp| s Jtn .72t 4o = A

n+l °’
0 z
waaruit volgt
1 [Rl]n+1
21 I~ 35 211 ar
8,1 < &= i %] e
n=0 P(Ejn!(n + 1)! 1 'z
aZ

Deze reeks is convergent voor z > TR zoals direct is in te zien.

1

« —

We bekijken nog enkele M n’s en vragen ons af of deze mogelijk in ellipti-

>
sche integralen zijn uit te drukken.

We hebben afgeleid

-]

4ne -dt
MO,O = :;_ RIRZ Je Jl(th)Jl(RZt)dt ,
0

oo

4n2 1 J -dt
MI,O = :E_'g 3132 e JO(th)Jl(th)tdt .
0
Nu is
o o

9

-dt . -dt
Je JO(th)Jl(R2t)tdt = - o Je JO(R]t)JO(th)dt .

BRZ

0 0

Verder is (zie Byrd-Friedman l.c. p.176):

o 2n
-dt 1 dv 1 kK
Je J (R, t)J (th)dt = J = —
01 0 2n 2 2 _ 2 i 14
0 0 (d +.R1 2R1R2 cos v + R2) #R]R2
met
2 . 4R]R2

B & - R2)2 .

g e s

PRSI e

Rl T Lt

R e PO
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Ook geldt (Byrd-Friedman l.c. p.282)

&K _ B _K
dk k(1 - kz) k
Daar
3L=L{;__
3R2 2R2 2R]
volgt tenslotte
R 2 R

M =—LRJJR1R2kK—E+-ik—-5-R—2—1 .

4e® 2 1 - k% {1
Men verkrijgt My ult deze formule door Ry en‘R2 te verwisselen,

]

o«

_ 417 3 -dt 23¢ .
Mz,o = —— 197 R R, Je. Jl(th)Jl(RZt)t dt;
¢ 0
_4n2 1 202 [ -dt 2.4,
M]’] = ;Z_'EI RIRZ e JO(th)JO(RZt)t dt  etc.

0

Men vindt M, 0 door de uitdrukking voor MO 0 tweemaal naar d te differentie-
L] ]

ren en M1 i door M0 0 eerst naar R, en daarna naar R2 te differentiéren,
] 3

waarblij we verder gebruik maken van
3 __ ka3 dE_E-K
ad 4R1R2 3k dk k '

Algemeen geldt:

2=v=1 1 1
u _ 2 T(v + §JF(“ * 59 242 R2u+2 .
vEl,u+l (v o+ DI+ DI+ 2)I(u+ 2)T T 2
. [ L_.__B_J"[_ 1__9_]“ N
Ry 9K Ry ® R2RZ

Een beschouwing over deze materie kan men, vinden in
C.J. Bouwkamp: On the mutual inductance of two parallel coaxial circles of

circular cross-section (Indag. Math. vol. X, fasc. 5, 1948),
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Hoofdstuk IX

Impedantie van een akoustische straler, bestaande uit een ring met stralen a

en b,

Beschouw eerst een oneindige wand met een opening F. We nemen  aan dat de
geluidsbron aanleiding geeft tot een zekere snelheidsverdeling van de deel-
ties, zodanig dat op de wand v, = Oenink¥F v is voorgeschreven.

De wand is gelegen in het vlak z = 0, de as van de cirkel zij de z-as.

2
De bewegingsvergelijking is A4&¢ - 1L, 0, met eindipge ?.
c? at2
Verder is de druk £ =Y %% , de snelheid 'V = -'V&, We beperken ons tot
% = me_lwt, dan is het probleem herleid tot:

p + k%9 =0 (k=3),
v voorgeschreven, _
¢ eindig, de voortgaande golf voldoet aan de uitstralingsvoorwaarde van
Sommerfeld:
ikR 1
— (x(,8) + 0®)) , (1

e

9~

waarbij R, ¥, § bolcoordinaten zijn.

Verder is

iwt

P=- ikcyme_l

met p = — ikeyy

_ Vme_IMt .

v

Beschouw de functies A9 + k2¢ en Ag + kZg. Toepassing van de stelling van

Green levert

I”Ecp(ﬂg + k?g) - glAp + k?¢)dt =

= ”J(Mg - ghg)dr = = ”(g 9 _ P -g%)dc . (2)

on

Beschouw nu de punten x en x', die ten opzichte van de wand elkaars gespie-
gelde zijn en sluit de wand af met een halve bol met straal R (£ ligt op de

bol) en n naar buiten gericht. Bepaal nu g zo, dat geldt:
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Bg gy + kzg(é) = - &(x - &)

% _ g .

an

De oplossing hiervan is

=1
&~ Zn

g * 8 -

1kr1 1kr2
e
r

1 T2

Hierbij zijn r, en r, de afstanden van { tot x resp. x',

2
Er volgt nu door substitutie in (2)

- 3 39 _ 38
¢(§) [Jg on do + JJ (g an Bn)dg ‘
L= { bol
Verder is
ikr
9 2
JJg §§'d° == JJ er v do . 3
=0 F

We bewijzen nog dat de integraal over de halve bol naar nul gaat als R + =,
Ga uit van
lkR]

~ e 1
p = —ﬁ;—— (X(¢1,91) + 0(§;9)

ikR
3¢ _ dp _ ike 1
T R s - 06
tkey o IKRy e

e e I

g1~ Gt B 4R, (e

* 0(%;0) ,

waarbij we ¢, nog nader definiéren, dus

sg,  dg, .. TR e
s e o)
3o oK, 4wR;  °° R

Analoog voor 8-

We leiden eerst een ontwikkeling voor 8 af.
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P ‘[’Q}V’w‘%

/
! /s 2

/

! /-7_ T (x,y,ZJ:(Oj}gz)

Uit de figuur blijkt dat

T, = (RI cos 81 - z)2 + (Rl sin 91)2 + 02 - 20RI sin 8 cos{y - w]) =

—

il

R% - 2R](z cos 81 + 0 sin 61 cos(y - w])) + 02 + 22

Noem ¢, =z, cos 8] + 0 sin 61 cos(y - wl), dan is
2 € 1
r2 = R; - 2R.c, + 0% + 22 dus r, * R, [l = ==+ Q0|—
1 1 171 1 1 R 2
1 Rl
waaruit
e:Lkr1 elle -ikc] |
e oG

en analoog wvoor 8-

Conclusie:
L]0 9g _ 1
33‘5‘“’@‘0[?] ,
waarmee het gestelde bewezen is en

I ‘eikr
p(x) = I3 JJ — v do .

F
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We beschouwen de uitgestraalde energie W. Stel daartoe

@ ¢I + 1@2
P =P +ip, = eYk(e, - ip))
Dan is

Re®= 9, cos wt + ¢, sin wt ; Re P = cyk{¢2 cos wt - g, sin wt} .

Verder is V = ve_lwt,

dus

Re V = Re (v1 + ivz)(cos wt - i sin wt) = v, cos pt + v, sin wt .

1

Is dW de uitgestraalde energie in z 2 0 tussen t en t + dt, dan is

dw . .
ET JJ(Re P)(Re V)df = JJ(pl cos wt + p, sin mt)(v] cos wt + v, sin wt)df ,
F

zoals direct blijkt. Stellen we nog v, =vVenv, = 0, dan volgt er

duW .
T JJPIV cosZwt df + JJPZV sin wt cos wt df of %% =w * iw2 ,
F

waarbij W, en w, gegeven zijn door

W o= W

1t iw2 = Jj(pl + ipz)vdf = JJPV df .
.~ F F
Hierbij is W, een maat voor de uitgestraalde energie en v, de fluctuatie

tussen bron en stralingsveld.

Met (3) volgt nu

ikey v'elks ' _ '
we =Bl || X5 ar af met s = |§ ~E']
F F

en als de impedantie Z wordt gesteld:

w__ _ Ikey ” ” o1k df df'
v2 2w ]
F

F

def

310}

Z

Verder is
pv = 4(p + p)v = $(pv + pv)

omdat v reeel is, dus

w, = Re JJpv df = } Jj(p; + pv)df = }ikey JJ(W-%%.- ? %%de =

- lzﬁY_ (o _g% -3 %-g-)df = kZey H|x(w,6)|2d9 (4)
} bol '
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wegens de uitstralingsvoorwaarde van Sommerfeld.

We dienen nu nog ¥ te berekenen. ¢ is vastgelegd door

1 eikr

a) ¢ = 5 JJ —— v df
F

en door

eikR 1
b) o= S (x(1,0) +0(E)  (R-w)
Nu is

1kr ikR .
e _e -ike' 1
— (e + 0(g)

met

c' =0 sin 8 cos(¥ - ¢0) ’

A Y
S T = (Rye)
/Gj
" z

dus

1 eikR -ike! 1
Q= '2-']? [J B JJ(G v + 0(§))df »
F F

waaruit

-1 !
x(,8) = o= JJe Mty at
F

(5)

We kunnen nu ¥ berekenen.




_42_.

We gaan nu F uitbreiden tot een cirkel met straal A. In de uitbreiding van F

nemen we v = 0,

Ontwikkel v(d,¢0) in een fourierreeks binnen de cirkel ,

o

V(U,wo) = ) vm(U)cos my + 7 v_(o)sin mp,

m=0 m=1
dan 1is
2 A 2m -ike sin O cos(w—$0)
x(¢p,8) = mZO er Jvm(d)cdc J e cos mwo dwo +
0 0
= A 2m -iko sin 6 cos(w—wo)
+ mzl Ory fvm(c)cdc I e sin mwo dwo .
0 0
Noem ko sin 6 = z en stel £ = % - (- wo), dwo = d&, dan is
- A 2T im(5+¢-%) -im(£+¢-g)
x(¥,9) = Z %.1? [Vm(G)Udc J e—lz sin § [e 42- e dr
m=0 0 0

De tweede integraal kan geschreven worden als

2n ~ime 2m ime
1 | g-iz sin £ imd de ™ o 2 + -iz sin £ -img dE et o 2 _
2 2 2 € e 2 -
0 0
- 13 ( imy .-m .l imy .m _ ,-m
23, (2) i 3J_{(~z)e =i J (2) cos my ,
dus
o A
.\~ .
x(,8) = Z (1) ~ cos my [vm(c)cda J (ko sin 9)do .
m=0 "
0
Voeren we nog in
A
£,00) = Jvmw)c Jy(Aydo
0

dan is
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o /2
W= Re w = Z kzcy %E J fi(k sin 8)sin 8 d6 met
m=0
0
of
o K £2(0)ada
1 m
w, = 2Tkey P J Qs .
m=0 “m k2 - A2

0

€

Om w te berekenen bepalen we eerst ¢. Uit het voorgaande weten we reeds

1 eikr
(P=—2—1-1:-J'Jvr df .

Nu is (Watson, p.416)

ikr
e _ —uz Ada
= = Je JO(SA) _—
0
met
(2 - 2yt , A >k
r2 = g2 + 22 ; M= )
- i(k2 - A%)? , 0 <A <k,
dus

Q= é; JJV [ Je_uz JO(SA) A%AJ df .
F 0

Verder is

JO[(z2 + 22 - 227 cos ¢)?] = mEO e, I (2)J_(Z)cos my

(Watson, p.358) en daar s2 = p2 + 62 - 2ps cos(y — wo) volgt er

AdA

¢ = %}' ” {v JE_UZ ) € Tn(20)J (Ao)cos m(y - ¥4) __.} daf .

m=0

Schrijven we nog

Qa

v(c,wo) = Z v, cos nd,
n=0

u
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dan is

A oo

0 n=0 0 m=0

2n
J cos m(P -~ wo)cos nwo dwo 2%%&} Gdﬁ] =
0

.

A oo

é_ﬁ J ) vm(c){ Je-—uz I, (e) I (Aa) -)%-2\- + 21 cos mwjlodo =
=0
o " 0

© A
} cos my Je—uz J () l%—)‘— Jvm(c)Jm()\u)ddc

m=0 0 0

of

00
oo

z cos mlb[ Je_uz Jm(}\p)fm(l) AdA J.
0

m=0 H

=
1]

Daar

]
It

”pv df = - ikecy JJch df
¥ F

volgt nog als we lPO = 0 stellen

- r [ )\fm()\)d;\ - A 2n
w = — ikcy Z J T JJm(Ap)vn(p)pdp J cos ny cos mp dy|=
m=0 Lo | =0 0 0
o T Af2(0)
= - ikey | %:-E—J Z dx],
m=0 [ m "
0
waaruit
o K £2)ndn
1 m
w, = 2tke Z — —_—
m=0 E-:Irl 0 sz - 22
en
X0 @ 2
1 J fm(l)ldh
w, = = 2nkec z e —_—
2 3Z = 32
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We gaan nu over tot het beschouwen van een ringvormige opening met stralem a

en b, waarbij we stellen v(0,y) = v = constant en a > b. Dan 1is

a
fo(l) = v JJO(AU)Gdc
b
en
T £2(0)adr
w = - 2mikey J L
U ]
0
dus
o a 2.
zZ= Ez_ = - 2rikey J { J'Jo(kc)odc} 3‘% .
v 0 b
Nu is
a
I (hoYodo = 2 3. (ha) - 2 3. (3b)
0 x U x Ul ’
b
dus
* {a232(xa) - 2abJ, (Aa)J, (Ab) + B2J2(Ab)}
. 1 1 1 1
Z = — 2nikey dx .
Au
0

Voer nog in ks = A, o = ka en B = kb, dan is

“@ 242 - 2.2
;o _ Zricy j asJ; (as) ZuBJl(GS)Jl(BS) + B=J7(Bs) i
k? 0 sVs2 - |
met
{ (s?2 - 1)5 voor 5 > |
¥s2 — 1 =
- i(1 - sz)i voor 0 < g < 1,
dus
, 12[“2 Jm J%(us) 208 Jm Jl(as)Jl(Bs) g2 Jm J?(Bs) ]
= ¢y g ds - 57— ds + : ds
2ri o /5T - 1 2ni o s G;rj:"T 2mi o s Q;rifj—

Hierbij is A de golflengte.
Splits Z in 3 stukken, die we I], I2 en I, noemen, dan is
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Z = A2cy[11 - 21, + I.].

2 3

We zullen nu trachten Il’ I2 en 13 te bepalen,

Berekening van I

!

J?(us)
T = J—.—....._........_..
11 L a—
o S's 1 0

1 7/2

)

60 o

J2(2as cos B)

Al

de

- is(1 - 52)5

/2 ! J2(2us cos 0)

o [ e
mL — .2
o o sl - s o o

ds = -

|t
Ha

- n/2 /2
--2 7 _=nt
Ti =0 (m + 2)'m!

¢ 0

als we de reeksontwikkeling voor J, toepassen.

Na berekening der integralen volgt nu

(Watson, p.150) =

w/2

J2(2as cos & sin ¢)

sin ¢

a2m+2 Jcoszm+29 a9 Jsin2m+lm do ,

R T N i o™ om s DIt Cml
11 Ti =0 mi{m + 2)! (C2m+ 2)TT 2 (2m + 1)!!
_ _l__. Of (_l)m—l 0"21.11 _ 1_ J](ZOE) .
21 el mf(m + 1)} 21 o )
= Jl(as) H1(2u)
Iip = J——ds T
svs?2 - 1

1

waarin HI

Tenslotte volgt
. o2 (H;(20)
o

J,(20)
A 1) - 2]

+ i[l -

dy

de Struve-functie is (zie Watson l.c., p.140, 328, 391, 417).
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Analoog volgt voor I3:

H, (28)
I 32 {1

37 Gmi | 28

Berekening van 12

We gaan uit van de formule {(zie Watson, l.c. p.367):

1
2 - 22Z cos m)Z}C;(cos p)sinZg

m C\){(Z2 + z
|

1
0 (Z2 + z2 - 2zZ cos ¢)2U

mT(2v + m) Cv+m(z)Jv+m(z)

A 7’ 2V

')

Hierbij zijn Cv+m(z) cylinderfuncties (voor de definitie zie Watson l.c.,

p. 82/83) en C;(cos ¢) de coefficiént van o” in (1 - 20 cos 0 + uz)v

. 1
Neem v = 1, m = 0, dan is C

0= | en Cv = Jl, waarult volgt

2

. "3 (s(a? + B2 - 208 cos oh
Jl(as)Jl(Bs) = E"-sz J — sin
s(a2 + B2 — 2aB cos ¢)?

¢ do .
0

Stel s = sin 6 dan is

! Jl(as)Jl(Bs) 2 Jl(sin B(uZ-FBZ'-ZGB cos m)é)

A= J dS = - H Jd J % sinch de
0 $vs2 - 1 0 0 (22 + B2 - 208 cos g)

Met behulp van de machtreeksontwikkeling voor JI(Z) volgt nu

T w2 - o
_ _ oB 1 {-1) 2 2 m .. 2 . 2m+1 _
A= I Jd@ J g 5T m md 177 (o= + B 208 cos ¢) sin‘g sin 8 do =
0 0 m=0

™

- iaB v o=D" 2m 2 2 > a2 )
I 122 o2mtl (2m ¥ 1" 39 J(u + B 208 cos ¢) sin“g do =
m=0 (m!)“ 2 0

T

- 1o E __Sillﬁ__ (a? + B2 - 20B cos ¢)m sin%0 do
7 Lo (2m + 2)! '
m=0 0
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Deze integraal berekenen we als volgt

m n
m
J(uz + 82 - 208 cos 0)™ sin?g de = J Z (E)(-l)k(ZuB)k(a2 + Bz)m_k .
k=0
0 0
(m/2] . . i .
. coskm sin?p do = E (2?)(2u8)21(a2 + 82)11]'_2"I Jc0523¢ sin‘g d¢ =
i=0 0
- [m/213 . .
= 1 2D e2 « ™ H G+ 1, D
. b 2 *2
1=0
voor k even en = 0 voor k oneven,
Tenslotte
1
J, (as)J, (8s) o m [m/2] \ .
1 1 _ iaB (-1) m 21, 2, ,3,=2j .
ds = 3 LG (208)7T (a2 + 82) B(j +
J s¥s2 ~ | Topep (Pm+2): i=0 2]

0

. {m/2] 2] 2\m=2 j
iaf Z GLON o2 ) (23)[ BJ [1 + E;J B(j + %-, 2 =

R (2m + 2)! j=0 N
2m [m/2] j m-2j , 2k
_ iaB Z D" ¢ 1 )[zs] Bi s L3 m=2j [BJ _
= 1 1l +5, _) z ( ) = =
T (2m + 2)! j=0 2] 2 2 k=0 k a
_ ioB Z {- 1)m 2m T
T 5 (2m + 2! ‘
Hierbij is
[m/2] m—2j ' _ ' . 2(k+j)
Tm = X Z 2! ($ - 27 )' k! (im— 2233 k! ZJ B(j + %" %J B2(k+') =
i=0 k=0 ] ] ] a J
[m/2] m2) .+ . 5/173512'—1 ce. BT [B]z(k+j)
= -u-'- =

- 2 . -
i20 k=0 2 ki(m =27 -k)' (3 + 1)!

o [m/2] m=2j o i [E]Z(kﬂ') )
T2 TG+ DT kI(m - 27 - k)T (o

j=0 k=0

[m/2] m=]
-3l p | 8™ -
=0 e=j G+ DI (c-PDim-c- P! o

DR e Sk et A s -
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¢ als cs[m/2]

S 05} (e + 1)1 ERE
2 =0 3=0 (m-c)lel(m~c-)13Y G+DI(e=3)i(c+1) {a
S B YCoet 1] I ML YC R N
-7 g ct 1 c 320 j j*l7 o 2 =0 & * 1 ¢/ ¢ ‘o ?
gebruik makend van
¥ m,n _ ,mén
jgo(j)(c_j) = (M .
Hieruit volgt:
1
J Jy(@s)J, (Bs) ds = iaB E " o2 ? (m)(m+l) ] [EJZC ]
V2 o1 2 =0 (2m + 2)! cmp & C Tt 1 (o

0

De laatste som laat zich nog herleiden tot

‘)1:1 [ ... (m—c+DI@+1) ... (m+1-c+l)][6]2c

=0 cr(c + F)] o

= - F1(~m,-m-l;2;(%)2} ,

2

dus tenslotte is

1
J, (ag)J, (Rs) 2,0 _\m Z2m
Ty1 = 3o J : /'—-'—l ds = - | EZI:I)-I' 53T oF ) (o152 (97)
! 0 s¥sZ - 1 m=0 .

We berekenen nu nog

¥ Jl(as)Jl(Bs)
I =
2,2 J

1 sv¥sZ — 1

Deze is gelijk aan

® Jl(on/ti + I)JI(BVt2 + 1)

J
0 2 + 1

Op analoge wijze als hierboven volgt nu

sin?p do .

® J {(t2 + 1)(a® + 82 - 2aB cos m)é}
28 Jdt J !
T

2,2 (t? + 132 + 82 - 208 cos m)i
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L
Zij (a2 + B? - 208 cos §)? = g, dan is

Jl(e:v’t2 + 1)

7D oym D)
Wi mzo —— ($c?) (et) I, (e0)

(Watson l.c., p.142 (16)) waaruit volgt

T [ee]
= m J (et)
- +1 .
T2,2 " = J ! (m}) e2)" 5 J — o d(et)sin’e do =
’ 0 ={) 0 (et)
T
af s =D"1 €2m : i . 2
ST Z m! e .m m+ | 3 S1m9 do
m=0 ' 2 2 T(m + &)
0 2
wegens Watson p.391 (1), dus
w m " m—3
oB -1 20B cos .
12 9 = T Z (2]51 +)1)t j [1 - —J sin“gp do .
’ m=0 ’ 0 a? + g2

Op analoge wijze als we eerder deden kan de integraal worden berekend en

uitgedrukt worden in een hyperharmonische reeks. Er volgt tenslotte

o 2m+1
_ a8 (-D" a L B2
IZ,Z - TmEO Zm + 1)] 2F1( T 2s—m+i,2,(a' ) ,
waaruit
202 bt m
- 9B =D 2m-1 _ Lo B2
L == {méo (Zm + DT O ZFI(‘m bm+3525 ) ]+
.y _(=D™  om oo B2 }
t1 1'[1{0 (21'[1 + 2): o ZFI(-m l,m,2,(§) ) .
Resumerend
. J,(2ka) ) JI(Zkb)J
Z=cY{ﬂa[1——Ea——-—]+1rb[1—_k_E___
s 2m+2 H (2ka)
— 2mb? pym Cka) PR 15 B GRS _
27b méo -1 (Zm + 2)° 2F](-m 1,-m,2,(a) ]}-i- 1cy{ mat ——e——
H, (2kb) o M. 2m]
1 -1 k : b.2
b2 L wamz § S (im(fi): JF et 5252 )}_

m=0
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Enkele opmerkingen

Hiervoor is berekend

. . @ [aJl(as) - BJI(BS)]Z
= 5T J {(a¢ = ka, B8 = kb)
eYA? 0 svsZ - 1

waarbij de wortel als volgt is gedefinieerd:
?

i = 1
Ys2 — 1 = - i(1 - §%)? /T =T = (s2 - 1)}
” Jl(us)Jl(Bs)
We beschouwen nog eens de term J ds en definiéren
o svs? - 1
: J,{as)J (Bs) ” J,(as)J, (Bs)
F = J ds ; G = J ds .
sVl - ¢2 svs2 - |

0 1

Nu is

ds = F - iG .,

Jm Jl(as)Jl(Bs)

0 s¥g? - |

Reeds is afgeleid

m
o

2B

(iB)

F-i6=- () 2

o~ 8

2
Fy(~dm,~dme 1525 @)7)
& 1 B
m=0

We kunnen deze uitdrukking nog vervangen door

T
1
- %;— Jcos u E{ (¢ + B2 - 20B cos u)ildu
-
met
2 it
E(z) = J ———-E-‘—"—dt

of door partiele integratie toe passen

(&)

(B)
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i

- 2 2 _ 4
O Y (R UL P
. a? + B? - 2aB cos u
Om (B) te bewijzen gaan we uit van
T
1
Jl(as)Jl(Bs) = %F JJO(qs)cos udu met q = (a2 + g2 - 2aB cos u)’®

i)

E)it kan bewezen worden door de formule (1) (Watson blz. 358) te vermenigvul-

digen met cos u en dan te integreren van -7 naar 1T-;|

m
= -;—Tr Jcos uEJO(qs) - 1ldu ,
-7
waaruit wvolgt
1
| i Jolas) - 1
F=§'7T Jcosudu J — ds .
— 0 s¥1l - 52
Zij
i
Jo(qs) -1
L(q) = J ——ds ,
0 svi - s2
dan is L{(0) = 0 en
J,(qs)
L'(q) = - ——— ds = (d.m.v. machtreeksontwikkeling)
Y 2
0 I - s
cos q — |
q
dus
q
L(g) = - J——-——-l — 208 L ge .
0
Op analoge wijze vinden we
T
1 .
G = 5 Jcos t 8i{(a? + B2 - 20B cos t)é}dt

-T
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met
q .
si(q) = J i]-"%—tdt
0
Hieruit volgt
T q q )
F-ic=-L1_ Jcos u J l-cost . _; J sin t d;]du _
2% t
=T 0 0
1 Tty - it 1 '
=g J J S dtcos u du = - VT3 Jcos u E(q)du
=T 0 -1
als we definiéren
4 | - elt y
E(q) = J —TF-"-—-— dt met q = (0% + g2 - 20B cos u)? .

0

Ook dit resultaat is nog om te vormen. Ga daarbij uit van (C).

Allereerst is duidelijk

m

.2
J sin“u du = " (@ £ 8)
7 a? + 82 - 208 cos u 282
iu
Immers, stellen we z = e, dus
. 1 | 1 dz
sin u = = (z - EJ 3 cosu= i(z+ E) ; du =+,
dan volgt
T _ N
sin”“u (2 EJ dz _
24 g2 -2 Wos 2 , @2 NECR A
o @ + B< — 208 cos u |Z|=1 ac + B - aB(z + E)
Lo 2
_ 1 J z* - 2z +11 dp = 1 J[A““%"EE*sz*
2z 2 - _ 2= -
8pR-i |z]=1 z°(z - p)(z p) 8B“1ip |z |=1 z

met B =p + en D = p - — . Hieruit volgt direct het gestelde.

o |-

L
D
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Rest ons nog te berekenen

T T
J exp(iq)sinu du = 2 J exP(iq)sinzu du
2 2
r q 0 q
Uit q2 = a? + B2 - 2aB cos u volgt qdq = &f sin u du, dus
T B+a iq
exp(iq)sinzu du = J e qdq sin u =
) q2 aB
0 q B=a
B+a .
I eld | : (o2 + 82 - ¢2)% _
= — —— sinudgq = (sinu = 1 - ) =
af q 40282
B-a
B+a .
iq !
- & (@2 - (8- - @+ B! dq .
2p2 q
2048 B

Stel nog q = (¢ + B)t, dan volgt tenslotte

V(1 - £2)(t2 - v2)dt met v = B-a

N
(u + 3)2 J el(a+8)t

2a2p2 t B+ a
dus
* 2a8 J (as)J, (Bs)
] J 1 1
I = ds =
21micya? 0 sVs2 — 1

V{1 = £2)(£2 - v2)dt .

@ (e gy J‘ RICTOT:

212 212 t
v

Controle: Als o = B, dan volgt er

[ - EE_ [i ) Jl(Za) » H](Za)]

i
o o
2me
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Hoofdstulk X

Het verband tussen het reéle deel en het imaginaire deel van een electroni-

sche admittantie.

Inleiding. Uit de optica is bekend dat de dispersie een functie van de golf-
lengte A is; hieruit is de absorptie te bepalen in de electronische media en
omgekeerd (Kramers, Kronig).
In de electrotechniek komen analoge problemen voor. Bekend is, dat men bij
het serieschakelen van een weerstand R en een zelfinductie L een impedantie
Z = R + iwL heeft, waarbij w de frequentie voorstelt. Daarnaast heeft men de
admittantie 1/Z,
Zij gegeven een eindig netwerk, bestaande uit weerstanden (R), capaciteiten
(C) en zelfinducties (L).
Stelt men p = 1w, dan is de admittantie van zo een passief netwerk (een
tweepool, en geen bronnen in de black box):

Y(p)=up+B+Z—ckE~—-+Yo(p)

k p? + wﬁ

met «, B, ¢y en w = 0, terwijl Yo(p) eenwaardig analytisch is voor Re p 2 0O
manép) uniform begrensd voor Re p = 0; k geeft de polen op de imaginaire

das aan.

Zij Y(p) een admittantie, dan bestaat deze uit een dempingsterm G(w) en een

reactieve term B(w), zodat
Y(iw) = G(w) + iB{w) .
De vraag is nu, hoe kan men bij gegeven B(w) de bijbehorende G(w) berekenen.

Opmerking. Deze vraag is in het algemeen zinloos want neem een parallelscha-

keling van R en L, dan is

M N
1wl

e e

Y =

R en L zijn volkomen willekeurig te kiezen. Bij de serieschakeling is echter

- 1 _ R _ iwk
R + iwL (R? + szz)% (R? + szz)i

Y

waar wel een verband tussen beide blijkt, want heeft men de ene, dan is de

andere vastgelegd,
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Om de gestelde vraag te onderzoeken gaan we uit van een "willekeurige' elec-—

tronische admittantie Y(iw) en nemen aan dat Y(i®w) de verzameling is van

waarden, die door een analytische functie Y(p) met variabele p = ¢ + iw wor-

den aangenomen, zodanig dat voor ¢ = 0 Y(p) = Y(iw).

We nemen verder aan dat Y(p) de volgende eigenschappen heeft:

a) Y(p) is holomorf voor Re p > 0.

b) Alle in het eindige gelegen nulpunten en singulariteiten van Y(p) liggen
in g £ 0,

c¢) Y(p) is regel voor p reéel.

d) pY(p) is uniform begrensd voor o = 0.
Uit ¢) volgt dat G(w) even is als functie van w en B(w) oneven, dus
G(-w) = G(w) en B{(-w) = - B(w)

Zij nu K een kromme, in het complexe p-vlak gelegen, die het punt z omsluit,

dan is

Y(p) = 21. [ 1(e) dr met Re p > 0 .

Voor K nemen we nu een kromme, zeoals de figuur aangeeft.

™=~

—

Te

. e

Dan is

@) =y | HE

K

en daar wegens lim zY(z) = 0 de bijdrage over de cirkelboog C wegvalt,
Z o
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blijft over

jo
_ .1 Y(2)
Y(p) = Tt J E_:_E dz , Re p > 0 .,
—io

Als p = iw is de integraal divergent; als p - iw beschouwen we derhalve de

contour

I‘G iw © ?
In dit geval is
i((.lJ-E'.) 1
\ __ 1 Y(z) _ 1 _ 1 Y(2) _
Y(iw) = 2ri z — iw 2ni J 2ni J z - 1w dz
—ie T i{wte)
i
- . _ 1 Y(z)
Y (i) - 57 ][ z = 1w 92
—je
dus
jeo
oy == ] RON .
Y(iw) = - — { - 4z (w reeel) .
-joo
Voer in w' = - iz, dan is
| 1 Y(iw') A G(w') + iB(w")
Y(iw) = o { T = o) dw = TG =) do' ,
dus
1 1 1
Cw) = - % f BSm ) dut o= — % f w'B(w") Q'
W w (mt)z m2
w0 0
T
B(w) =.§. ]( -m—gng——zdw'
ty2 _
o (w') w
daar G en B even resp. oneven functies van w' zijn.
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We willen nu nog Y(p) voor willekeurige complexe p bepalen en passen daartoe
de methode van Cauchy-Stieltjes toe, waarmee we uit pegeven G{w) of B(w) een
uitdrukking voor Y(p) kunnen vinden.

Het zal blijken dat

o [==]

Y(p) = -12—!.- J M dw' en Y(p) - - g J UJ'B(U.\') do' .

(w')? +p? m (62 + p?

0 0
Uit
jeo
1 Y

Y(p) = - 7iT j H-—Z(E)P dz (Re p >‘0)

-.ion

en splitsing van Y(p) in G{w) en B{(w) volgt

[2+] o

Y(p) = L J PCT) de' - 1 J B dw'
T wn s p2 w2 ep2
0 0

We tonen aan dat

[+5]

_% J M dm' = %Y(p) .
0 (wr)Z + P2

Daartoe beweren we

__ 1 Blw")
Y(P) = F‘ J ol + ip

—0

dw' (Re p > 0) .

Het rechterlid is zeker onder de voorwaarden a) t/m d), die we hiervoor
noemden een analytische functie van p voor Re p > 0.

Stel p = ¢ + iw, ¢ > 0. We moeten dan aantonen

ao

. _ 1 B(w') -
(1) Yo(d + iw) = - - J G~ o) T o dw' =
-1 J (0 = WBGY o [ B(w')
= dw' + L = dw' .
" (w' - w)2 + o2 K (w' - w)? + o? ?

-0 -0
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Onder algemene voorwaarden (zie bijv. v.d. Pol-Bremmer, Operational Calculus

p.71) 1is de Cauchy functie

lim < ] = §(u' - w) ,

o0 " (' - w)2 + o2

waarbij ¢ de functie wvan Dirac is, dus

J g Blw")

m
(' - w)z + g2

lim
o++0

-0

dw' = B(w) .

Inderdaad voldoet dus de functie (1) aan de eigenschap dat het imaginaire
deel van Y(¢ + iw) voor o - + 0 nadert tot de reactieve term B(w). Dan moet
ook het reele deel naderen tot de overeenkomstige dempingsterm G(w). In het
bijzonder geldt dus dat Y(p) door (1) wordt gedefinieerd voor Re p > O,

Uit (1) volgt direct dat

(=]

[ s g,
(w|)2.+ p2

At

Y(p) = -
0

door gebruik te maken van de symmetrie eigenschap van B(u').

Literatuur:

N.V. Philips Gloeilampenfabrieken Eindhoven, Rapport no. 91/51.
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Hoofdstuk XTI

Stralingsweerstand van een antenne met willekeurige stroomverdeling.,

Ter inleiding geven we wat algemene theorie. In de vrije ruimte zijn de

Maxwell-vergelijkingen (in Gauss—eenheden}

-
13E _4m >, .. >
rOtH"’E—a'-E—E'—J H div E —4Tl'p
> 13ﬁ > -
1.‘01:E+"E-—E=0 : divH=0.

Verder is er, o.g.v. de wet ban behoud van lading, de volgende koppeling

-
tussen de stroomdichtheid J en de ladingsdichtheid p:

LT ap
div J = T

We zullen ons bezig houden met syétemen waarbij een begrensd gebied D in R3
is aan te geven, waarbuitem 3 Z0enp =0 en met systemen waarbij

de brongrootheden een tijdsafhankelijkheid "t bezitten. Dus 3(;,t) =

= T@e™® en n(%,t) = p(D)et,

> >
Voeren we een electrische vectorpoteatiaal A(r,t) in door

-ikp .
K(;,t) = ?l:. JJJE(;) e p dvt elwt met p = -1? —_ ..Ell’ k = _2_ = _2_1T_

dan voldoen

- def -
ﬁ(r,t) £ rot A(;,t)

s f > > > =+
E(r,t) de i— [rot rot A(r,t) - ar J(r,t)]
ik c
aan bovenstaande vergelijkingen.
We zien

AE,r) L8 I@edvt
schr.

> > te -> "‘jwt
H{r,t) sohr. H(r)e

g te >+ jwt
E(r,t) sohr. E(r)e

met

L RS
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5 o 1 > e—_ikp
A(r) = E-JJJJ(r') 5 dv' (1)
D

en
> > + >
H(r) = rot A(r)
B = {? [rot rot A(r) - %1 i . (1)

De formules (II) voldoen aan:

|

>, > - ., r
rot H — 1kE %E-J : div E = 4mp

- + - + -
H divi=20 {div J = - iwp) ,

o

> ->
rot E + ikH =

de tijdsonafhankelijke Maxwell-vergelijkingen.

We gaan uit van een dunne draad, lengte 2%, waardoorheen een strcom I.

Kies een assenstelsel met O in het midden van de draad en de Z-as erlangs.

Zij de stroom door de draad gaande I, dan we wegens formule (I):

* e-ikp
JI(Z') ‘-‘p— dz' ’

waarbij p = (x%2 + y2 + (z - z')z)i (zie figuur).

£

S
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We gaan over op bolcoordinaten, er volgt

Ar = AZ cos 6
A = -=35in 06 A
5} Z
A = .
o 0

Met behulp van formule (II) wvolgt nu

oH
> ! 21 1 ¢ cot 9§
H (r) =0 | B " Ix [r 3 1
i
> ] A | _ 123
Ho(r) = 0 RS A (rH(p)]
I
A
e 13 1 T _
Ho®) =73 (%) “v35 ! B =0
buiten de antenne.
We bepalen nu Az voor grote waarden van r, we vinden
—ikr . 1 .
A (f) = JI(z')elkz 08 8 gt 4 o[‘—] ,
z rc 2
r
-2
waaruit
. £
—ikr CR |
H (?) = £ sin 8 Jl(z')e1kz cos § dz' + O[l—i
¢ re r2
-4
> >
Hr(r) = He(r) =0

Er(}’) =0 [—-—]

=
D
P
H 4
Napr
12
e
=
P
R4
g

We stellen kz' = £ en definieren I(%J = f£(§), dan volgt

ie-ikr
—'—-E'i_-'—— s1n 6 H(f,e)

jas]
”
=
1

met

Al 65 e e i

Qe

L,
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a

H(f,8) Jf(E)elE cos 8 4q , waarbij k& = a .

—a

Op grote afstand van de antenne is dan de Pointingvector, die gegeven is

door

g(?,t) =-%F Re[E(r,t)] x Re[ﬁ(r,t)]

gelijk aan

sin? 6
c2r?

g(?,t) = %E [H2 cos(wt - kr) + H] sin{wt - kr)]2 Zr + 30[lgj
‘ T

] fe e . . . > > > .,
Hierbij zijn H1 en H2 het reele resp. imaginaire deel van H; a_ en v zijn
eenheidsvectoren.

Middelen we over de tijd, dan volgt er

. 2 +
§@,e) = 8@ = 22 g2 7 4% {l_] )
8ncr r3

de door de antenne per seconde uitgestraalde energie W is nu

2% ﬁ
J do Jsin36|H(f,6)|2 de .
0 0

=
81c

Hierbij is ondersteld, dat we een grote bol om de antenne leggen en dan de

straal naar oneindig laten gaan. Nu is

a a
IHIZ _ Jf(ﬁ)eig cos B Jf(n)e_in cos 8 de
-a ' -2
dus
a a m
W= %E‘ J Jf(g)f(n)dgdn Jei(a'”)°°s ® gin3 a8 .
e -a 0

De laatste integraal blijkt te zijn:

4 I:SII.IEI(E ; n) - cos (& _'n)} )
(€ - n)?

Noemen we hem K{u) met u = £ — n, dan is

P T Y s —
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a a
W= %E J Jf(a)f(n)K(u>dEdn .

-a =a

We willen de uitgestraalde energie maximaal laten zijn langs de aarde en dus
maximaal in het vlak z = 0.

Bepaal nu een stroom f(£) gaande door een antenne van lengte 2a, die

lu(£)| = |H(£,8)| maximaal maakt.
Definieer
a a
P(£) = oW = J Jf(a>f<n)K(a - n)dgdn .
-a —-a

Daar W constant is, moet de integraal het ook zijn. Vullen we K(£ — n) nog

in, dan blijkt

1 a a
P(E) = 7 J(l - t2)at f Jf(a)fcn)ei‘a‘")t dEdn
-1 -a -a
met
a
H(E) = Jf(E)d& X
-2

Het komt er nu op neer dat we stellen: neem H{f) gegeven, minimaliseer P(f).
Om dit te kunnen doen voeren we een nieuw begrip in:

We noemen f(£) toelaatbaar als hij sectiegewijs continu en eenwaardig com-—
plex is op L[-a,al, terwijl H(f) = 1 is.

We leiden enige stellingen af.

a) P(f) > 0, immers

1 a a
P(f) = %— J(1 - t2)dt J Jf(g)%(n)ei(g‘”)t dedn =
-1 —a -a
1
=% J(l - t2)dt|F(t) |2 at ,
-1
waarbij
a
F(t) = Jf(g)eigt dt

—a




b)

c)

-.-.65..

Dus P(t) > 0 tenzij F(t) = 0. Verder is F{t) de Fouriergetransformeerde van
f(£). Met de stelling van Parseval

o0

a
[é—ﬂ JIF(t)I2 dt = sz(ﬁ)d&']

volgt nu: Als F(t) = 0, dan is ook £(£) = 0.

Heeft het probleem een oplossing, dan is deze reeel.

Zij f toelaatbaar en zij f(&) = fl(E) + ifz(E), dan is P(f)
Als f2 £ 0 is P(f]) S P(f). Verder is H(f) = H(fl) + iH(fz)
H(fl) =1 en H(fz) = {, waaruit volgt dat ook f] toelaatbaar is met
P(fl) < P(f).

P(fl) + P(fz).

1, dus

Nodige en voldoende voorwaarden voor de oplossing.

Zij fO toelaatbaar, P(fo) minimaal, Voer een hulpfunetie g(f) im, die stuks-
a

gewljs continu is, terwijl Jg(g)dg = 0. Beschouw

-a
£(E) = £4(E) + eg(®)

met € willekeurig dicht bij 0, dan is

P(E) = B(£) + 25B(fy,8) + €?P(g) ,

waarbij

a a
P(f,,8) = J JK(E - My (E)g(n)dgdn .
-a =-a
Wil P(fo) minimaal zijn, dan moet gelden P(fo,g) = 0 voor alle g, dus

a

J JK(E - n)fO(E)g(n)dEdn

-a —a

0

of
a a

Jg(n)dn JK(E - n)f?O(E)dE ='0 .

-2 -a




d)
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Een voldoende voorwaarde is

a

Co(n) S JK(E - n)fo(g)dg = constant .

—a

Deze voorwaarde is ook nodig.
Stel nl. Co(n) # c in [-a,al, dan zijn er een n, en een n, met Co(n]) # Co(nz)-
Er zijn dan om n, en N, gebiedjes i, en 12 met lengten p, en Pys zodanig dat
de gemiddelde waarde M] in i en M, in 12 van C, ongelijk zijn. Er is nu een

1 0
toelaatbare functie gl(n) te construeren, zodat

92 als n «€ i,

g](n) = =0 als n € i!
0 buiten i, en i, .
Nu is
a
Ig(n)co(n)dn = ng(n)co(n)dn + [gl(n)co(n)dn =
-a 11 12

=04 Jco(n)dn - P Jco(n)dn = pyp My =005ty =00, (M, ~ M) £ 0,
12 2
wat tot een contradictie leidt.
Als er een cg en een fo bestaan met de eigenschap dat

a
JK(& ~ M (E)E = Cy

-a : _

dan is het minimaliseringsprcbleem opgelost en f0 is minimaal met H(fo) =1,

Z2ij f toelaatbaar en beschouw

h(g) = £(8) - £,(5)

Nu is

P(f)

P(fo) + P(h) + P(fo,h)

met
a
P(fo,h) = C0 Jh(n)dn =
-a
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want h is tcoelaatbaar, dus P(f) = P(fo) + P(h), waaruit volgt dat P(fo) het
minimum is.
e) Zij gegeven
a

JK(E - n)fo(g)dg = CO s

—a

dan is er een &énduidige oplossing nl. £ . Beschouw hiertoe fO zodanig dat

0°
a

[K(a - )£, (5)dE =

|
2]

o’
—a

It

Dan is P(fl) = P(fd)' Stel h = £, - fO, dan is

P(fl) = P(fo) + P(h) + ZP(fO,h) = P(fD) + P(h) ,
dus P(h) = 0, waaruit h = 0 of £, = £..

f) Is er een oplossing, dan is deze even. Stel er is een cg en een f0 met

a
JK(E - ﬂ)fo(ﬁ)di =cq -

-a
Beschoww fl(E) = fo(-E), dan is

a a

JK(@ - n)E (§)dE = fK(E - N)fy(-£)dE =
—-a —a
a ] _ .a
- JK(— £ - nEy(E)E = JK(& + MEQ(E)AE = ¢
-a —-a

immers K is een even functie. Op grond van de eenduidigheid is dus

fl(é) = fO(E), of fo(E) 1s even.

g) K(u) is in elk begrensd gebied een analytische functie van u.
Zij ‘
a
C(n) = [K(E = n)f(g)dg ,

—a
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dan is C(n) analytisch als functie van n.

Zij ¢c(n) = cg ©OP [-a,al, dan is C(n) overal constant. Verder is lim K(u) = 0,
-0

dus bij elke € > 0 is er een A{e) zodat [K(g - n)l < g voor IEI < a én
n > A(e).
a a a
ey = | JK(E - nE(EME]| < Jlf(z)K(a- n)lde < ¢ flf(a)ldg -

—-a —-a —a

dus C(n) = 0 = e
a
Is er dus een functie met JK(E - n}f(g)dg = 0, dan is P(f) = 0, dus £ = 0.
-a
Dit is echter geen toelaatbare functie, d.w.z. er is geen oplossing.
Als de ondergrens van P(f) = B, dan is B = 0.

Zij f een toelaatbare functie,

a
C(n) = JK(E - n)yf£(g)dg
-a
en
a
%Zf JC(n)dn =C.
-a
Zij verder
a
Ay = 4 JIC - C(n)[dn .
-a

Daar B de ondergrens van P(f) is, zijn er waarden wvan P(f) met B < P(f) <

<B+ e (g>0). Zij

a

g = [g(n)dn =0 .
—a

Neem f1 = f + dg, dan is f1 ook toelaatbaar en er geldt:

P(f) < B+ e < P(£,) + € = P(£) + 20P(f,g) + o®P(g) + €

met Q(a) = 20P(f,g) + a?P(g) + € > 0 voor alle g.
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Bepaal het minimum van Q{a). Dit wordt aangenomen in

o = - B(f,8)

min P(g) °

dus

P%(f,g) N P2(f,g)
- A8 5 g £ 287 < . 1
10} of g3t < € voor alle g (n

Neem g(&) = C(&) - C, dan is

a a a
[g(n)dn JK(E - n)f(E)dg = [8(n)C(n)dn =

-a -a - - -a

P(f,g)

a a

Jg(n)(C(n) - C)dn = ng(n)dn . (2)

—a —a

Op de reéle as is |K(u)| < L , dus

3
a a a -2 a
P(g) < % J Jlg(n)g(a)ldidn < %—{ J|g(n)|dn] < %-a ng(n)dn .
-a -a -a -a
Op. grond van (1) en (2) is nu
a
¥ ng(a)ds <e,
-a
dus
a 2 a
8% = %- J|C(n) - Cldn = J Sfﬁgl-l;fgfdn < %i e .
—a : : -a g-(n)

Opmerking. De voorwaarde is alleen nodig, niet voldoende.
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1) Een approximatiestelling,

Zij a vast en G(t) continu op [-1,11, dan is er bij iedere € > 0 een conti-

nue functie g(£), gedefinieerd op [~a,al] zodat

a
lece) - Jg(E)eltE dg| < ¢ uniform in t.

=a

Om dit te bewijzen bedenken we dat een continue functie g(£) te benaderen is

door een polynoom P(t)} van de graad N (Weierstrass):

N n
P(t) = Z Y, t
n=0

zodat |G(t) - P(t)] <-§ .

Voer nu Hermite—-polynomen in, gedefinieerd door

u? u?
74 T
B () = (-D%e" =—=( ),
du
dan is
_ﬁz -~ @ ,AZEZ
e 2% m_ A J e 2 Hn(AE)elgt dg (A > 0)
i™2m .
Verder is
o A2E2
lim Ap+1 J e z “H (AE)elEt df =0
Ao t
a
en
-a “A252
1im.A.n+1 J e 2 Hn(AE)elEt d€ =0 woor alle nmet -1 € t < |
Ao
dus
_t2 An+1 a__A2E2
A n _ Ta

n 2 ite . £
e Je H (AE)e™ - dE| CTEED

-a
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Ock 1is
2
242 n o_ n ' £
le v, t Ynt|<—-——4(N+1),
dus
N v An+1 a__AZE2
lp(e) - ] —— e 2 Hn(mz)e“‘S g < 5.
n=0 iV2% _
Stellen we nu
n+l A2€2
N v A T
g(8) = ] ——e H (AZ) ,
n=0 {i%2%
dan wvolgt
a ‘
HOE Jg(aelgt de| < £
-a
en dus
a
lG(e) - Jg(g)elgt de] < e .
-a

In h) hebben we aangetoond dat als P(t) willekeurig dicht tot B nadert
Af + 0.

We kunnen nu laten zien, dat deze voorwaarde niet voldoende is. Voer in

u(g) = c2r2|Ee|2 = sin20|F(cos 0)|2
met -
a
F(t) = Jf(e)e”‘E de .

-a
We willen f(&) zo bepalen dat F(t) = (1 = tz)n-ItI'S 1. In dat geval is

4n+2 5

-

u(8) = sin

Verder is
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t2 w
e 2% F(r) - an(a)eitE a
met
A2E2
A 7 % n 2%
(1) £ (E) = —e T o(ha®" u,, (ag)
n 1/5-'!_1'— 2=0 L 22

We zullen de eerder gedefinieerde P en H (zie blz. 64). nu noemen Pn(a,A)
resp. Hn(a,A) en we kiezen A zodanig dat A 2 grootste nulpunt Gy, Van H2n'
Alle nulpunten van fn(E) liggen dan tussen -a en +a. Vergelijk nu Fa(t) en

F_(t) met elkaar:

1

a o
[F () - F ()] = | an(a)elgt dg - [fn<a>elgt dg| s
< 2| an(a)cos gt del < 2 an(a)ds =
a ’ a
- ___t_i _AZEZ N
) 2 2 20
=\/= [ J e “ dt+e oA sz_l(Aa)J =c,
ah =

dus
F(£) = F(£) + () met |6(e)] S 1 voor [ < 1.

Verder is
1 ‘ 1

B (a,4) = P (=,A) =} fcl - ) [F (0)]% at - 4 Jcl - ) [F,0)[? dt =

-1 =1

1
=} J(l - t2)[6%(t)e? + 260 (t)F_(t)]dt

-1

met

t2

Fo(t) =e 2471 - 2P <,

waaruit volgt
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1 1
P (a,d) - B (=,4) < { J(l - £2)(e? + 2e)dt < %E J(l - t2)dt < ¢

-1 =1

want € < 1 als A groot genoeg is.

Neem A = 7 Tmet g > Gy s dan is (1) geworden
5252 .
B 922 v ,ny(By2% BE
f (a,E,B) = e <2 7« )E—} H,, () .
n avar £=0 L 28°a
Nu is
H (a,B) = H (=,8) + 8, ¢ (2,8)  (H (=,8) = 1)
en
P (a,B) = P (=,8) + 6, € (a,8) met 191,92| <1,
dus
P_(2,8) = B_(=,B)
Verder 1is
1 t?a?
P (=,8) =} J(l e LS T
0 4
Is-% << 1, dan is i
o . 2.4 ... 4n + 2
PasB) = A v T3
Voor 2 >> 1 is
g
P (=,8) = /T2
n »
Voor n = 0 is
-Eib g2
z
fo(a,E,B) - B e 2a
avam {
Er blijkt o.a,
2 -t2 .
e.(a,B) = — J|e ~ dt = 0.000064 (g = 4) ,
0 T
2/7
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dus €5 is niet verwaarlooshaar klein. H wordt dus niet willekeurig benaderd

door de waarde 1.

Zie voor uitvoeriger documentatie:
C.J. Bouwkamp en N.G. de Bruijn: The problem of optimum antenna current
distribution;

Phil. Res.Rep. vol. 1 no. 2, 1946 p. 135/158.
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