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1.1.
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Gammafunctie L!Lé-_ Ari7 }1.379477’ ﬁ.gér-t,é;

Definitie en eigenschappen van de gammafunctie

Definitie. T(z) = J e Be? gt , Rez>0. Ll 1725

Eigenschap 1. Voor n = 0,1,2,... geldt

T(n+1) = n! ,
1
I‘(n'l'%) "-=-% . ,_;.. o-..l(n-%)/‘l’?: (gg). /1? .
2%"n!
Ei hap 2 v ( 1) -t _z-1 .
genschap 2. T(z) = z ATy + e t° dt ;

I'(z) is analytisch in € met uitzondering van de enkelvoudige polen
n
- ] ) .
z = 0,~-1,-2,... Ezfn r{z) = (n!) . bhw Lhwg 2wy T2

Eigenschap 3. T{(z+l)

zI'(z) , éi/hnmﬂt‘.’\aewt QHJL;«_‘}_}

]

T (z+n) (z+n~1) (2+n-2) =+ 27 (2), , n geheel en =2 § .

X
nln

X(x+1) (x+2) »++ (x+n) ’

Eigenschap 4. T(x) = lim x>0, n geheel .

N
) Eutn 1729
Voor het bewijs zie [1]1 7, 7.6.28.
Constante van Euler (11, 7.5.153)
. 1 '
lim [1 + § + ... +—-lognl =y . J=05772 /5 .

n>®

-yz -1 z,~-1 z/n

Eigenschap 5. T(z) = e '"z I (I+2) e s 2zeC0C A/wahe“ 1854

=]

z# mmetm-=0,1,2,...

22z-—1

Eigenschap 6. T (2z) =

/T;l‘ 4,
/Vﬁ-\l'hv\mh(ffc.u : Z’h\o [21‘)', 'h/z'

Tt 22hﬁdﬁ =

*) Cijfers tussen [ ] verwijzen naar de literatuurlijst op p. 33.

r(z)T(z+1) , verdubbelingsformule van Legendre.



1.2. Betafunctie, verdere eigenschappen van de gammafunctie

1
Definitie. B(p,q) = J tpq](l—t)q-ldt » Rep>0, Req>0. Zﬂgém./7pz
0

. _I(mrig)
Eigenschap 7. B(p,q) T

Eigenschap 8. T(2)}T(1-z) = —T—ﬂ;——-, zeC, z+m met m geheel,
sin (12) 8

Gevolg. T (z) heeft geen nulpunten. VMJJ§1h~hem bhs w2, AHE by,

1
r(z)

Eigenschap 2. = E%T J ett_zdt , z ¢ €, (Hankel's contourintegraal) /8%y

C
waarin de contour C een lus is om de negatieve reéle as en |argt| < T,

Voor het bewijs =zie [1], 8.6.13.

1.3. Psi-functie

¥
Definitie. ¥(z) = & log I'(z) = Trgg . Aogonidle i of gebecss Vo Iy

Eigenschap 10, ¢(z) is analytisch in € met uitzoﬁdering van de enkelvoudige

polen z = 0,-1,-2,,,, 3 Res vy(z) = -1.
z=-1
/’“"’-—; :"JII'-Z"‘.
}'2—82{?:7‘,"2_6[3(,#&.%) <3 0
Ei hap 11, V() =-v-5+ [ G- =-v-g+ [ o
igenschap 11. z) ==y -~ L W Zm YTz ooy nlzém)

ni e
e

E E = I N
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Eigenschap 12. a) ‘- y(z+l)

B

il

1
7 * v(z) ;

1 + Sl
z+n-l z+n-2

b) y(z+n) R é—+ v(z) , n geheel en 2 0 ;
c) ¢(2z2) = %-w(z) +<%-¢(z+%) + log 2, verdubbelingsformule ;

d} ¢(z) - ¢(1~-z) = - ncdt(ﬁz).

n b
Speciale waarden. (1) = = v; P{n+l) = - y + Z % s n geheel en =2 0 3 f
m=1
T2
V() ==y - 21og2 ; pr) = -y - 2log2 + | o
m=1i
n geheel en 2 0 . ‘%
Eigenschap 13. a) T'(z) = J e-ttz_llogl:dt, Re z > 0
0
< 1
b) Y'(z) = § 7 2€C, z # mmetm=0,1,2,... ;
n=0 (z+n)
Tr2 TT2 i
) P ==y, o' () =%, ') =5,

1.4. Asymptotiek van de gammafunctie

Uitgaande van eigenschap 4 is met behulp van de somformule van Euler-

Maclaurin ([1], 7.5.12) af te leiden

Ly f By(e-LeD)
log I'(x) = (x-1)logx—- x + ilog(2m) + s "3 J-é—-———-*dt, x>0,
x 2 L
0 (x+t)

waarin Bz(t) het tweede Bernoulli polynoom is en {t] = entier van t. Door

analytische voortzetting en differentiatie volgt

‘ 1 Bz(t-[t])
2

log I'(z) = (z=)logz- z + }log(2w) + T%; 5 dt,
‘ 0 (z+t)
L B, (t-[t]) 4
P(z) = logz ol e 5 + J —_ﬂ__ﬂ_g_dt , ‘ 4;4
122 (z+t) :

0

geldig voor z ¢ € minus de negatieve reéle as.




Asymptotische ontwikkelingen:

log I'(z) = (z~4)logz -z + llog(2x) + O(Z_l), z> w, [argz| sT=-6,8>0;

1ogz-~21—z—+ O(z_z), Z> @, |argz|$ r=-8§,8 >0 ;

v{(z)
I(z) = V2w zz"%e-z[l + 0z M1, 20w, largz| < m-6,68 > 0 3

n! = Yo7 nn+£e-n [1 + O(n_l)], n+» , formule van Stirling ;

T'(z+a) _

a-b -1
T(zsby - 2 [1+0(z )1, 2+» , |argz|lsn1-6,8>0.

L Op dvea et

1.5. Toepassingen van de gamma-, beta—, en psi-functie

Hieronder volgen een aantal voorbeelden van integralen, reeksen en producten,

die kunnen worden uitgedrukt in termen van de I'-, B- of y-functie.
o0

f

1) exp(-t?)t* lat , p>0, Rez>0.
J
0
[ P_~q
2) (logx)"x dx, p>-1, q>1
J
1
3) Egg-idx,0<a<l;1§—l-2—§—dx,0<a<2.
J
o X 0 X
oc’I'+ n
4) z—-(-g-;ll-)—z,|z|<l
n=0 '
b
[ p-1l q-1
5) (x—-a) (b-x)* dx , Rep>0, Reqgq>20.
aJ
_ﬂ/2
Pro: q - -1
6) (cos ¢) (sin @) " do , p > -1 , ¢ > -1 .
J
0
o p-l
7 ~f——dy, Rep>0, Req>0.
J(]+y)pq




1
8) J t_l log(l-t)dt , J t_%(l—t)f% log t dt .

0 0
° 1 2z
9) P e i
1m0 (n+a) (n+b) =0 ZZ_nZ
10) I -n(n+a+b)

n=1 (n+a) (n+b) °

Al el
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2, Inverse van een analytische functie, conforme afbeelding

2.1. Inverse van een analytische functie

Stelling 2.1. Zij f(2) analytisch voor [z - zO'| < A, zij £(2) # f(zo) voor

0 < [z - zol < A, en zij f(zo) = Wy Dan geldt

Yo<s<a Fe>0 (IWHWOI <e=3, (|z_zol <8 A f(z) =w)) .

Stelling 2.2, Zij f£(z) analytisch voor |z - zol < A, zij £(z) # f(zo) voor

0 < Iz - 201 < A, en zij f(zo) = Wy

a) Zij f'(zo) # 0, dan geldt

v 3

0<§<A >0 (IW_WOI <e=3, (Iz_zol <§ A f(z) =w))

b) Zij f'(zo) = f"(zo) = ..., = f(m-])(zo) =0, f(m) (zo) # 0 voor zekere

gehele m > 1, en zij £'(z) # 0 voor 0 < |z - ZOI- < A, Dan geldt

(0 < Iw—w0| < & = er bestaan precies m verschillende

V0<6<A E]€>0

(0) (1)

getallen =z 22 ,...,z(m—]) met

0 < ]z(k) - zo[ < § A f(z(k)) =w voor k =0,I,.,..,m1) .

Stelling 2.3. Zij £(z) analytisch voor |z - zo| < A, zij f(z2) # f(zo) voor
0< |z—zol <A, zij f(zo) =Wgs en zij f'(‘zo)#O. Dan is er eeng > 0, zo dat op
< ¢ een analytische functie g(w) gedefinieerd is die de inverse is

[ = wy|

van f(z), 1i.e.

Iw - wol < g = ]g(w) -zo| < Aen £(g(w)) = W .




2.

2.

Formule van Burmann-Lagrange. Zij f£(z) analytisch voor |z| < A, zij £(0) = 0,

£'(0) # 0, en zij £(z) # O voor 0 < |z| < A. De functie w = f(z) bezit dan de
inverse functie z = g(w), analytisch voor |w| < g, en gegeven door de Taylor—

ontwikkeling

® n n-1 ” n
glw) = nzl bW, |w| < €, met b =—v [??Ei]

Maximum-modulus principe, lemma van Schwarz

Maximum—-modulus principe. (I) Zij f(z) anmalytisch en niet constant in een

gebied G, en zij ]f(z)l £ M in G. Dan geldt 1f(z)| <M in G.

(I1) 2ij £(z) analytisch in een gebied G, dan neemt |f(z)| geen maximum aan
in G, tenzij f(z) constant is.

(IT11I) Zij £(z) analytisch in een begrensd gebied G met rand C, en zij f(z)
continu in G = G u C. Dan neemt |£(z)| zijn maximum aan op C, i.e.

max |£¢z)| = max |£(z)]| .
zeG zeC

Als f(z) niet constant is in G, neemt |f(z)| zijn maximum niet aan

in G, 1.e.

|f(zo)] < max |£(z)| voor 2y € G .
zeC

Lemma van Schwarz. Zij f£(z) analytisch voor |z| < 1, zij |f(z)| < 1 voor

fz’ <1, en zij £(0) = 0. Dan is
5f |£(z)| < |z| voor 0 < |z} < 1, {£'(0)]| <1,

5f £(z) = ze® voor |z] <1, met a ¢ R (zodat |£(z)| = |z|)

e



2.3. Conforme afbeelding

Stelling 2.4. Zij de functie w = f(z) analytisch en niet constant in een ge-

bied Gz in het z-vlak. Dan is de beeldverzameling f(Gz) = GW een gebied in

het w-vlak,

Definitie. Een functie f(z) heet univalent in Gz als

z.eG

v ] Vz G (f(zl) = f(zz) =z = zz) ,
z 2 7z

oftewel als

v v (z1 # z, = f(Z]) ¥ f(Zz)) .

Definitie. De afbeelding van GZ op Gw door de functie w = f(z) heet conform
als £(z) in G, analytisch en univalent is.

17,2,;‘55

Stelling 2.5. Zij £(z) analytisch voor Iz - zol < A,enzij f'(zo) # 0, Dan is

er een § met 0 < § < A, zodat ieder gebied Gz binnen de cirkel [z - ZOI = §

door £(z) conform afgebeeld wordt.

Stelling 2.6. Zij w = £(z) een conforme afbeelding van Gz op Gw’ dan is

£'(z) # 0 in G_.

=
o2yl

Een conforme afbeelding is (rechtstreeks) hoektrouw, d.w.z. twee krommen in het
z-vlak die elkaar onder een hoek o snijden, worden afgebeeld op twee krommen

in het w-vlak die elkaar onder dezelfde hoek a snijden.




2.4,

Stelling. Als de continu differentieerbare afbeelding u = u(x,y), v = v(x,¥y)

]

met Jacobiaan # 0 rechtstreeks hoektrouw is, dan is f(z) ulx,y) + iv(x,y)
een analytische functie van z = x + iy.

Voor het bewijs zie [61, p. 150~152.

Stelling 2.7. Een conforme afbeelding w = £(z) van G, op Gw heeft een inverse

afbeelding z = g(w) van G, op G, die ook conform is.

Stelling 2.8, Zij w = £{(z) een conforme afbeelding van Gz op Gw’ en zij

t = g{w) een conforme afbeelding van Gw op Gt’ dan is de samengestelde afbeel-

ding t = g(f(z)) een conforme afbeelding van Gz op Gt'

Stelling 2.9. Zij Cz een Jordankromme in het z-~vlak met binnengebied Gz’ zij
f(z) analytisch in Gz u Cz’ en zij £(z) univalent op Cz' Dan is w = £(z) een
conforme afbeelding van GZ op het binnengebied GW van de Jordankromme

cC = f(Cz) in het w-vlak. Als z de kromme Cz in positive zin deorloopt, dan

w

doorloopt w = £(z) de kromme Cw ook in positieve zin,

Stelling 2.10. Zij w = £(2) een conforme afbeelding van een enkelvoudig samen-—

hangend gebied Gz op een gebied G, dan is Gw ook enkelvoudig samenhangend.

Afbeeldingsstelling van Riemann

Lemma 2.11. Zij w = £(z) een conforme afbeelding van de cirkelschijf lz] <1
op de cirkelschijf |w| < 1, en zij £(0) = 0, £'(0) > O. Dan is f(z) = z, i.e.

de identieke afbeelding.
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g

290
Afbeeldingsstelling van Riemann (I). Zij Gz een enkelvoudig samenhangend

oy ey

gebied dat niet het hele z-vlak is, en zij Zq € Gz. Dan is er een &&nduidig
bepaalde conforme afbeelding w = f(z) van G, op de cirkelschijf ]w| <1,
zodanig dat f(zo) =0 en f'(zo) > 0.

Voor het bewijs van het existentiegedeelte zie [2], p. 172-174, [61, p. 173-178.

Afbeeldingsstelling van Riemann (II). Laat Gz resp. GW enkelvoudig samen-—

hangende gebieden zijn welke niet het hele z-vlak resp. het hele w-vlak zijn,
en zij zq € Gz, Wy € GW en o ¢ R, Dan is er een &&nduidig bepaalde conforme

+ — V ) . - ' =
afbeelding w = f(z) van Gz op Gw’ zodanig dat f(zo) = W, en arg f (zo) o.

—
/- 3-/g8a,

Stelling 2.12, Laat G, resp. G, gebieden zijn met rand C, resp. Cw’ welke
Jordankrommen zijn, en zij w = f£(z) een conforme afbeelding van Gz op G .

w

Dan bestaat voor elke 2y € Cz,

lim f{z) =: Wy en wy € Cw .
z+z0,zer

Definieer f(zo) = w, voor z, ¢ Cz, dan is de aldus uitgebreide functie f(z}
continu op G_ U C , enw = £(z) beeldt G_ u C gén-8énduidig af op G_ u C .

Z z z z w W
Als z de rand Cz doorloopt in positive zin, dan doorloopt w = f(z) de rand Cw
in positieve zin.

Voor het bewijs zie [6], p. 179-18L.

PRy R S PL SR A



2.5,

- 11 -

Spiegelingsprincipe van Schwarz

Stelling 2.13. Laat G} en G2 disjuncte gebieden zijn waarvan de randen een

gladde boog C gemeen hebben. Laat de functies fk(z) analytisch zijn in Gk en

continu in Gk UGy, k=1,2, en zij f](z) = fz(z) voor z € C. Dan is de

functie f(z) gedefinieerd door

fl(Z)

-
3]
m
(2]

f(z) = f](z) fz(z), zeC,

-
N
m
[}

£,(2)

analytisch in G] uCu G2.

Spiegelingsprincipe van Schwarz (I). Zij G een gebied boven de reéle as,

waarvan de rand een open interval C van de reéle as bevat. Zij f(z) analytisch
. - 4 .. o ) * =

in G, continu in G U C, en zij £(z) reeel voor z ¢ C. 2ij G = {z| z ¢ G} ,

. * . . . . .

i.e. G is het gespliegelde van G t.o.v. de reele as. Dan is de functie F(z)

gedefinieerd door

f(z). , ze GucC,
F(z) =

f(z) , ze¢ c* s

. *
analytisch in Gu Cu G .

Spiegelingsprincipe van Schwarz (II). Laat GZ resp. G_ gebieden zijn die geheel
aan &&n zijde van een rechte Rz resp. RW liggen, en waarvan de randen een

open interval Cz resp. CW met Zz resp. RW gemeen hebben. Zij w = £(z) een
conforme afbeelding van Gz op Gw’ zij f(2) continu in Gz U Cz, en zij f(Cz)==Cw.
Zij G: resp. G: het gebied verkregen door spiegeling van GZ resp. GW aan £z

. . * * * N *
resp. £_. Definieer voor z ¢ GZ : £(2) = £ (27), waarin z wordt verkregen

LA R T
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uit z door spiegeling aan S?,Z en f*(z*) uit f(z*) door spiegeling aan SI,W. Dan
is de aldus voortgezette functie w = f£(z) een conforme afbeelding van

* *
G uC UG opG UC UG .
z Z z W w W
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3. Conforme afbeelding door elementaire functies

3.1. Gebroken lineaire afbeelding

Definitie, Een gebroken lineaire afbeelding (GLA) of Mobius transformatie is

een afbeelding van de vorm

met a,b,c,d complex, en ad-bc # 0 .,
De GLA w = £(z) is een conforme afbeelding van het uitgebreide z-vlak op het

ultgebreide w-vlak.

De samengestelde afbeelding van twee GLA's is eveneens gebroken lineair,

Elementaire GLA's:

w = z + a translatie s
. w=em'z, oe R, rotatie om z = 0 , ,
w = bz draaistrekking , 4
w=pz, p>0, vermenigvuldiging t.o.v. z = 0. P
w = 1/z inversie . :

Elke GLA is op te bouwen door samenstelling van elementaire GLA's.

Definitie. Een "cirkel" in het uitgebreide complexe vlak is een gewone cirkel
of een rechte.

De algemene vergelijking van een "cirkel in het z-vlak luidt

Azz + Bz + Bz +C =0, Ae R, Ce R, BB - AC > 0 .

Stelling 3.1. Bij een GLA w = f£(z) wordt iedere "cirkel" in het z-vlak afge-

beeld op een "cirkel" in het w-vlak.




_]4_

Definitie.” Twee punten z, en z, liggen gespiegeld t.o.v. de "cirkel”

! 2

Azz + Bz + Bz + C = 0 ,

indien

Az]z2 + Bz] + 322 + C=0.

Stelling 3.2, Laat z, en z, gespiegeld liggen t.o.v. de "cirkel" Cz, en

zij w = £(z) een GLA. Dan liggen de beeldpunten w, = f(z]) en w, = f(zz)

1
gespliegeld t.o.v. de "cirkel" CW = f(Cz).

il
4-3-1382

3.2. Toepassingen van de gebroken lineaire afbeelding

1) De algemene GLA van |z| <1 op lw| < 1 wordt gegeven door

ig z-a
w=f(z) = e =
(z) 1-az

s |a| <1, a¢R.

Stelling 3.3. Tedere conforme afbeelding van |z| <1 op |w| <t is gebroken

lineair.

2) De algemene GLA van Im z > 0 op [w| < 1 wordt gegeven door

w=f(z)=em§-_—_—;-,Ima>0,ue]R.

Stelling 3.4. Iedere conforme afbeelding van Im z > 0 op lw| <1 is gebroken

lineair.




_’5_

3) Laat Zys Zys 24 drie verschillende punten zijn op een cirkel CZ in het
z-vlak, en Wiy Woy Wy drie verschillende punten op een cirkel CW in het
w-vlak. De conforme afbeelding w = £(z) van Cz op CW zodanig dat

f(zk) =W, k =1,2,3, 1is een GLA bepaald door

(w ~ w!)(w3 - Wz) B (z - z])(z3 - 22)

(W =w,) (wy = W) T (z - z29)(z4 = 2))

Indien Zys Zps Zy BR Wi, Wy, W in dezelfde volgorde op Cz resp. CW liggen,

3 3

wordt het binnengebied G, van C_ afgebeeld op het binnengebied G, van C_.

De algemene GLA van Im z = 0 op Im w = 0 wordt gegeven door

_ _(z - a)(B - v)
W_f(z)_(z—'y)(s—oa)’ oec R, Be R, ye R,

Indien o,B,y in positieve volgorde liggen, wordt Im z > O afgebeeld op

Im w > 0.

\

g 3ta%

4) Afbeeldingsstelling van Riemann (III). Zij G, een gebied waarvan de rand Cz
een Jordankromme is. Laat Zys Zyy Zg TESP. W , Wy, w3 verschillende pun-
ten zijn welke in positieve volgorde op C2 resp, |w| = 1 liggen. Dan is er
een &énduidig bepaalde continue afbeelding w = f(z) van G, v C, op lw| < 1,
welke G_ conform afbeeldt op |w| < 1, zodanig dat f(z,) = w, k=1,2,3.

=
Iy 3% 3

3.3. De afbeeldingen w = 22 en w = 22 - 1

De functie w = 22 is een conforme afbeelding voor elk gebied Gz met de eigen-
schap: z ¢ Gz = -z { GZ. De inverse afbeelding wordt gegeven door z = vw ,

waarbij een passende tak voor /W te nemen is.
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De functie w = z2 beeldt het eerste kwadrant van het z-vlak conform af op het
halfvlak Im w > 0. De afbeelding is voort te zerten door spiegeling aan (i)
de positieve reéle as, of (ii) de positieve imaginaire as van het z-vlak.

In geval (i) wordt het halfvlak Re z > O afgebeeld op -w < arg w < m, d.i.
het w-vlak met snede langs de negatieve reele as. In geval (ii) wordt het
halfvlak Im z > 0 afgebeeld op 0 < arg w < 2m, d.i. het w-vlak met snede

langs de positieve reéle as,

De functie w = /;2 - | beeldt het eerste kwadrant van het z-vlak conform af
op het eerste kwadrant van het w-vlak, waarbij de punteﬁ z=0,z=1, z==
overgaan in resp. w = i, w = 0, w = ». Deze afbeelding is voort te zetten
door spiegeling aan diverse rechte randgedeelten. De functie w = 22 -1

blijkt dan het z-vlak met snede [~1,1] langs de reéle as af te beelden op het

w-vlak met snede [-i,i] langs de imaginaire as.

{.’;z,w TR

3.4, De afbeelding w = 4(z + z_])

De functie w = {(z + z_l) is een conforme afbeelding voor elk gebied G, met de
eigenschap: 2z ¢ G, ='z-'l ¢ G,

De functie w = }(z + z—]) beeldt het gebied [z| > 1 af op het w-vlak met snede
[-1,1] langs de reéle as. De functie w = Iz + z-]) beeldt het halfvlak

Tm z > 0 af op het w-vlak met snedes (-~,—-1] en [1,®) langs de reele as.

P L

e
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3.5. Afbeeldingen door exponentiele, hyperbolische en trigonometrische functies

De functie w = e~ is een conforme afbeelding voor elk gebied Gz met de eigen-—
schap: z € 6 =z + 2kmi # G, voor elke gehele k # 0.

De functie w = e® beeldt de strook —m < Im z < m conform af op het w-vlak
met snede langs de negatieve reéle as.

De functie w = coshz beeldt de strook 0 < Im z < 7 conform af op het w-vlak
met snedes (-»,-1] en [1,») langs de reéle as.

De functie w = sinz beeldt de strook -w/2 < Re z < n/2 conform af op het

w-vlak met snedes (-<,-1] en [1,«) langs de reécle as.
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4. Afbeeldingsfunctie van Schwarz—Christoffel

4,1, Formule van Schwarz-Christoffel

Een polygoon gebied is een enkelvoudig samenhangend gebied waarvan de rand be-

staat uit een eindig aantal rechte 1ijnstukken, halfrechten of rechten. De

hoekpunten van de rand worden aangegeven door zl,z seeesZs genummetrd in posi-

2

tieve volgorde. Indien het gebied niet begrensd is, liggen &&n of meer hoek-

punten in o,

In een eindig hoekpunt z, wordt de binnenhoek van de rand aangegeven door mo

k K

0 < o S 2, en de buitenhoek door T =TT Moy, zodat - < Py < 1.

In een hoekpunt z) = wordt gedefinieerd:

1

hoek waarover z

binnenhoek o k-lzi door het gebied gedraaid moet worden om

——) . .
met RN samen te vallen, 0 < a < 2;

buitenhoek My =T + LL zodat 1 < < 3,

My

Meetkundig is in te zien dat

Laat Gz een polygoon gebied zijn met hoekpunten Z|sZgseeesZ BN buitenhoeken

g(w) een conforme afbeelding van het halfvlak Im w > O

TH s MHos e e s s TH Zij =z
op Gz. Elk punt 2y k=1,2,...,n, is beeldpunt van een zeker punt W, Op de
reéle as van het w-vlak.

Dan geldt voor de afbeeldingsfunctie g(w):

" (w) - Izl Uk -
g () k=1 k

(1)

hierbij is de term uj/(w—wj) in de som weg te laten als Wy = .




_]9....

Door integratie van (I) volgt

n My
(IT) g'(w) =C 1 (W“wk) , Imw=>=0,

k=1

w
n My
(I11) g(w) = C J I (u—wk) du + D, Imw=2 20,
w k=]
0

-,
waarin C en D complexe constanten zijn. Hierbij is de factor (w—wj) ]

in
het product weg te laten indien wj = o, De betrekking (III) heet formule van

Schwarz—-Christoffel.

Chw Vo 4,7 ul"?mm@x 7 c/{gw

4.2. Bewljs van de formule van Schwarz-Christoffel

Lemma 4.1, Zij f£(w) analytisch voor 0 < |w| < p, Imw > 0, en continu voor

0 < |w| <p, Imw= 0, Zij £(0) = 0; zij f(w) # 0 voor O < |w] <p, Imwz20

zij 0 < arg £{w) < wa voor 0 < |w| < p, Imw > 0; zij arg £(w) = 0 voor

0 <w<p enarg f(w) = ma voor —p < w < 0; hierin is 0 < o = 2,

Dan is er een p' met 0 < p' £ p, zodat voor 0 < |w| <p'y Imw = 0 geldt

fll(w) 1-g

W v T

f(w) = wow),

waarbij ¢(w) en ¥(w) analytisch zijn voor [w{ <p'.
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Stelling 4.2. Laat z = g(w) een conforme afbeelding zijn van het halfvlak

Im w > 0 op een begrensd polygoon gebied Gé met hoekpunten ZysZysearsz €D

buitenhoeken Ty s Thysenes T . Laat voor k = 1,2,,..,n, het hoekpunt z)

beeldpunt zijn van het punt w, op de reéle as van het w-vlak. Dan geldt voor

k
de afbeeldingsfunctie g(w):

" ol
grE:;=_ z m—— Inw=20.
& k=1 k

Toevoeging. De stelling geldt ook voor de afbeelding z = g(w) van Im w > 0
op een niet-begrensd polygoon gebied met &&n of meer hoekpunten in «; voor

het bewijs zie [5], § 5.12, "

4.1_;:;:'-—-

2¢-3-158%

4.3. Voorbeelden van afbeeldingen bepaald met de formule van Schwarz-Christoffel

1) Conforme afbeelding van Im w > 0 op het "tweehoekig" gebied
Gz = {z | 0 < arg z < ma}, waarbij de punten z = 0, z = » corresponderen

met resp, w = 0, w = «,

s

2) Het gebied Gz wordt begrensd door een driehoek met hoekpunten A,B,C,

zijden a,b,c, en binnenhoeken ma,m8,TY, met d + B + v = 1. De hoekpunten
A,B,C, worden gegeven door resp. z = ce » 2 =0, z = a. Gevraagd de
conforme afbeelding z = g(w) van Im w > 0 op Gz’ zodanig dat de punten
A,B,C corresponderen met resp. w= 0, w =1, w = o,
In de limiet voor a -+ = gaat Gz over in een half-oneindige scheve strook
met hoekpunten A en B als boven, terwijl het hoekpunt C in « 1iét. In
het speciale geval o = B = | wordt G, ={z | Rez>0,0<Imz<c};
de afbeeldingsfunctie z = g(w) en haar inverse w = f(z) zijn dan expliciet

te bepalen.




N ;}k

3)

4)

6)

,-ia b
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G, is het halfvlak Im z > 0 met uitzondering van de snede Re z < 0,
Im z = 7, De rand van Gz heeft hoekpunten A,B,C, gegeven door resp.
2z =w, 2z =x 2z =7i, Gevraagd de conforme afbeelding z = g(w) van

Imw > 0 op GZ, zodanig dat de punten A,B,C corresponderen met resp,

Zij Gz het gehele z-vlak met uitzondering van de snedes Re z 2 O,

Imz =0en Re 2z < a, Im z = b; hierbij zijn a en b willekeurig behalve

dat a < 0 indien b 0. De rand van Gz heeft hoekpunten A,B,C,D, ge—

n
8

géven door resp. z s 2=0, 2 =, z =a+ ib. Gevraagd de conforme
afbeelding z = g(w) van Im w > 0 op Gz’ zodanig dat de punten A,B,C
corresponderen met resp. w =0, w=1, w = o=,

[ty Bflbetsy

GZ is het eerste kwadrant van het z-vlak verminderd met het kwartvlak
Re 2z =2 7a, Im z =2 b, met a > 0, b > 0. De rand van Gz heeft hoekpunten
A,B,C,D, gegeven door resp. z = ©, z =0, z = », z = nw(a+ib). Gevraagd
de conforme afbeelding z = g(w) van Im w > 0 op Gz, zodanig dat de pun-.

ten B,C,D corresponderen met resp. w =0, w=1, w= =,

Conforme afbeelding van het gebied buiten een vierhoek met symmetrie-as

(vlieger) in het z-vlak op het w-vlak met snede [-1,r] langs de reéle as;

zie 0.F, Hughes, SIAM J. Math. Anal. 6, 258-261 (1975).
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5. Toepassingen van conforme afbeelding op potentiaalproblemen

5.1. Twee-dimensionale potentiaalproblemen, harmonische functies

De twee-dimensionale Laplace vergelijking of potentiaalvergelijking luidt

BO = 0y ¥ 0y =0 @ = 0xy)

Belangrijke randwaardeproblemen voor de potentiaalvergelijking zijn:

’

Ap = 0 in een gebied G
(I) Dirichlet probleem 3

\¢ gegeven op de rand van G.

r

Ap = 0 in een gebied G;

(I1) Neumann probleem A

(9p/3n gegeven op de rand van G.

Daarnaast komen ook voor potentiaalproblemen waarbij o gegeven is op een gedeelte

van de rand van G en 3¢/9n gegeven is op de rest van de rand.

Definitie. Een functie p(x,y) heet harmonisch in een gebied G in het (x,y)-
vlak, indien (i) ¢ € CZ(G),
{(ii)y hAg = O * Oy = 0 in G.

Stelling 5.1. Zij ¢(x,y) harmonisch in een enkelvoudig samenhangend gebied G.

Dan bestaat er een functie ¢(x,y), harmonisch in G en &&nduidig bepaald op
een constante na, zodanig dat 9y = wy, 9y = b, (Cauchy-Riemann vergelijkingen).
Voorts is de functie Q(z) = ¢(x,y) + iy(x,y)}, z = x + iy, analytisch in G.

De functie yP(x,y) heet geconjugeerde harmonische functie van ¢(x,y); de

functie Q(z) heet complexe potentiaal.
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Met behulp van stelling 5.1 is een randwaardeprobleem voor de Laplace verge-
lijking te herleiden tot een potentiaalprobleem voor de complexe potentiaal
f(z). Bij de oplossing van dit potentiaalprobleem kan gebruik gemaakt worden
van conforme afheelding als volgt;

10, Laat de gezochte potentiaal Q(z) behalve analytisch, ook univalent in

Gz zijn. Dan is @ = Q(z) een conforme afbeelding van Gz op een gebied GQ
in het Q@ = g + iy-vlak. Laat de rand van G, bekend zijn uit de rand-
voorwaarden voor (z) op de rand van Gz' Dan is Q(z) te bepalen als de
functie welke Gz conform afbeeldt op GQ.

27, Een potentiaalprobleem in een ingewikkeld gebied G, in het z-vlak is
over te voeren in een potentiaalprobleem in een eenvoudig gebied GW
(bijv. cirkelschijf, halfvlak) in het w~vlak, door conforme afbeelding

van Gz op Gw'

Stelling 5.2, Zij w = £(2) = u(x,y) + iv(x,y) een conforme afbeelding

van Gzcn)GW, en zij ¢{u,v) harmonisch in G s dan is de samengestelde

functie ¢*(x,y) = g(u(x,y),v(x,y)) harmonisch in Gz'

o-
5.2. Voorbeelden van potentiaalproblemen opgelost met conforme afbeelding

1503

. . . 2 2 ‘s
1) Potentiaalstroming om een cylinder gegeven door x + y = 1, waarbij
ver van de cylinder de ongestoorde stroming heerst met snelheid Yo in

de negatieve x-richting.

241182

2) Potentiaalstroming om een strip gegeven door x=0, ~1 <y<l1, waarbij

ver van de strip de ongestoorde stroming heerst met snelheid Vo in de

negatieve x-richting.
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3)

a)

b)

4)

5)

Zij Gz ={z | Rez>-b, 0<Imz < a)l met a > 0, b >0, en zij

Gw = {y | Re w >0, 0 < Imw < 1} . De conforme afbeelding w = £(z)

van Gz op Gw’ zodanig dat de punten z = =, z = ia, z = -b + ia overgaan
in resp. w =, w =i, w = 0, is te bepalen met behulp van 3.5, Met

deze conforme afbeelding zijn de volgende potentiaalproblemen op te los-
sen,

Potentiaalstroming van een vloeistof in een half-oneindige piip ge-
geven door x > =b, 0 < y < a, waarbij voor x + « de stroming uniform

is met snelheid ) in de negatieve x-richting. De wanden van de pijp
zijn ondoordringbaar afgezien van een opening gegeven door -b < x < 0,

y = a, waardoor de vlioeistof uitstroomt in een oneindig reservoir,

Een configuratie van twee electroden bestaat uit een binnen—electrode
gevormd door het lijnstuk x 2 0, y = 0, en een buiten-electrode ge-
vormd door de lijnstukken x 2 - b,y = a; x = -b, —a < y £ a; x = -b,y = -a.

Gevraagd de potentiaal ¢(x,y) van het electrostatische veld in het ge-

bied tussen de electroden, indien ¢ = O op de binnen-electrode en ¢ = ?g
op de buiten-electrode.

Stationaire temperatuurverdeling T(x,y) in het gebied

Gz ={z =x + iy I -n/2 < x < 1/2, y > 0} , waarbij op de rand van G, de

temperatuur is voorgeschreven volgens T(f7/2,y) = 0, y > 0;

T(x,0) =1, -n/2 < x < w/2,

GZ is het eerste kwadrant van het z—vlak verminderd met het kwartvlak
Re z 2 ma, Im z 2 7b, met 2 > 0, b > 0 (zie 4.3, voorbeeld 5). Langs

de rand van Gz zijn electroden geplaatst welke zich bevinden op de
potentiaal ¢ = 0 resp, ¢ = ﬁ; Gevraagd de potentiaal g van het electro-

statische veld in Gz‘
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6. Meromorfe en gehele functies

6.1. Meromorfe functies

Definitie. Een functie f(z) heet meromorf als f(z) analytisch is in € met
uitzondering van polen.

De verzameling der polen en de verzameling der nulpunten van een meromorfe
functie hebben geen eindige verdichtingspunten; vergelijk [1], 8.4.11.
Gevolg. Een meromorfe functie heeft &f eindig veel polen a],az,...,an, of
aftelbaar veel polen al,az,aB,... met lim a, = «; een zelfde resultaat geldt

n->
voor de nulpunten,

Zij £(z) een meromorfe functie met eindig veel polen Bps8yseessd In een

gereduceerde omgeving van a, (k = 1,2,...,n) is £(2) te ontwikkelen in een

k

Laurent-reeks met hoofddeel hk(z) te noemen. Dan is f(z) voor te stellen door
n
£(z) = g(z) + ] b (2),
k=1

waarin g(z) een gehele functie is.

Stelling van Mittag-Leffler. Zij f(z) een meromorfe functie met aftelbaar

veel polen a,,a3,,355:.., en zij hn(z) het hoofddeel van de Laurent-reeks van
£(z) rond de pool an, = 1,2,3,... . Dan bestaan er polynomen pn(z),

n=1,2,3,... , en een gehele functie g(z), zodanig dat

o0

£(z) = g(z) + | [h (2) -p (2)].

n=]

Bij ieder begrensd gebied G < € is er een getal N zodat de reeks
} [h (z) - p_(2)] uniform convergent is op G.
n=N+1| o n

B Tt
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2 -]
Voorbeeld I. £(z) = —-—%%———— = z -~l——£ , 2 ¢ €, z#mmet m geheel,
sin (ﬂz) n=—» (z-n)

d.i. de partieelbreuksplitsing van wz/sinz(ﬂz).

—_
21-5e03dy
Stelling 6.1. 2ij £(z) een meromorfe functie met aftelbaar veel polen

8138,584,0.. €N bijbehorende hoofddelen hl(z),hz(Z),h3(Z),---

'b‘\\!v.o
Z1ij CI’CZ’CB"" een rij wvan Jordankromméﬁ\zodanig dat op Cn geen polen van
%
f(z) liggen, en Rn = min ]z[ + & als n » =,
zeCn

Zij voorts lim J if%%%L |dt| = 0, dan geldt £(z) = } h_(z).
- n=]
C
n o
Bij ieder begrensd gebied G € is er een getal N zodat de reeks | hn(z)
n=N+1]

uniform convergent is op G.

/gﬁjfirnng

Voorbeeld II. £(z) =mncot(wz) = %—+ z (— +-l) = % + z 5 5

z ¢ €, z # m met m geheel, d.i. de partieelbreuksplitsing van 7 cot(mz).

Stelling 6.2. 2ij £(z) een meromorfe functie met aftelbaar veel polen

315855855000 5 alle# 0, en bijbehorende hoofddelen h,(z),h (z),h3(z),... L Zij
L TRV

C],Cz,q3,... een rij van Jordankrommen' zodanig dat op C, geen polen van

f(z) liggen, en R = min |z| + & als n + », Laat er een geheel getal
zeC
n

m = 0 bestaan zodanig dat

1im J RESCIAN tde] = 0 .
It‘m+1
C
n

e




- 27 -
Dan geldt
(k)
m=1 (k) ‘ 0 m-1 h (0)
£20(0) k _ n k
f(z) = z —_— z 4+ [h-(z) - ——— 2 ]
=0 k! nzl n kZO k!

Bij ieder begrensd gebied G © € is er een getal N zodat de reeks

o m-1 . (k)
) [h ) - § Py @ k]
n=N+1 L B k=0 k! 2

Z

uniform convergent is op G.

Stelling 6.3. Zij f£(2) een meromorfe functie met aftelbaar veel enkelvoudige

polen 8138y385500 0, alle # 0, met bijbehorende residuen T sTysTaseee o Zij

LA SR
CI’CZ’CB"" een rij van Jordankromméﬁ7zodanig dat op C, geen polen van f(z)
1)
liggen, en R = min |z| - als n > ©. Laat er ecen geheel getal m > 0 bestaan

zeC
zodanig dat

lim J-lELElL lat| =0 .

s . |t|m}l
n
Dan geldt
m-1 (k) ] T
£ 0 k m
£ = ]St [T
k=0 ) n=] n n

Z I rn
) (>
n

n=N+1 n

uniform convergent is op G.

X
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Oneindige producten

[==]

Definitie. (I) Een oneindig product 1 fnheetconvergent als
n=1

n
limp_=1lim NI £ =1p
o e k=] k

(o]

bestaat en # 0 is; notatie I fn = p. Als lim Pn niet bestaat of gelijk aan
n=1 N>

0 is, heet het oneindig product divergent.
o0

(I1) Een oneindig product T fn heet convergent als er een geheel getal N = 0

n=]
is zodat
n
lim I fk bestaat en # 0 is.
n+e k=N+1

e
/LL«B/W¢ﬂ&

Stelling 6.4. Een nodige voorwaarde voor de convergentie van het oneindig

oo
product I f is lim £ = 1,
n n
n=|] n>e
In verband met stelling 6.4 wordt de notatie gewijzigd:

f =1+u, I £ =1 (1+un),
nfl n=1

waarbij u,ns= 1,2,3,... ., de termen genoemd worden. Nodige voorwaarde voor

convergentie is nu lim u = 0.

¥
Stelling 6.5. Zij u 2 0 veor n = 1,2,3,... , dan zijn de reeks en de produc-
ten
E u, I (1+un) s 1 (l“un) e
n=1 n=1 n=] k'

alle convergent of alle divergent.
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!7J“@mbefinitie. Een oneindig product I (l+un) heet absoluut convergent als
bl n=1
i (l+|un|) convergent is.
n=1

Stelling 6.6. Een absoluut convergent oneindig product is convergent.

Stelling 6.7, Zij u # -1 voor n = 1,2,3,... , dan zijn het product en de

reeks

p= 1 (1+un) , 8§ = X 10g(]+un) (hoofdwaarde log)
n=1 n=1

beide convergent of beide divergent. In geval van convergentie geldt p = eS,

en er bestaat een getal N zodat voor n > N geldt

(o] oo

) log(l+uk) = 1og[ i (I+uk)} (hoofdwaarde log) .
k=n+1 k=n+1

oo

Definitie. Een oneindig product p(z) = I [1+un(z)] heet uniform convergent
n=1 n
op een gebied G < €, als de rij der partiéle producten pn(z) = I [1+uk(z)]
k=1

uniform convergent is op G met limiet p(z), d.w.z. als
Al
Coe b i Cm:(;'

Vel B i foue praan
eyl

Y0 2500 Yaon Yot (fp (2) - p(2)| < &) .

Stelling 6.8 (kenmerk van Weierstfass). Zij |un(z)| <a voor n = 1,2,3,...
en z ¢ G. Als de reeks Z a_ convergent is, dan is het omeindig product

o n=1

1§ [l+un(z)] uniform convergent op G.
n=1

e,

i
=
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Stelling 6.9, Zij un(z), n=1,2,3,..., , analytisch en # -1 in een gebied

[+l

G c €, en zij het oneindig product p(z) = 1 [1+un(z)] uniform convergent op G.

n=1
Dan is p(z) analytisch en # 0 in G, en

p'(z) v ug)(z)
p(z) =n=] L+u (z)

waarbij de reeks uniform convergent is op G.

o 2
Voorbeelden., 1) sin(mz) =z T (1~ EE) s sinusproduct. (£L6WF/7%4/
=] n

Gehele functies

Definitie. Een functie £(z) heet geheel als f(z) analytisch is in €.

Gehele functies worden onderscheiden in gehele rationale functies of polynomen,

en gehele transcendente functies; zie [1], 8.4,19,

Stelling 6.10. Eengehele functie f(z) is geheel rationaal dan en slechts dan als

er eenm ¢ R is zodat f(z) = 0(z") voor z -+ w, L /hfﬂfr.%,&lf.lz.

De verzameling der nulpunten van een gehele functie heeft geen eindige ver-
dichtingspunten; vergelijk [1], 8.4.11.

Gevolg. Een gehele functie heeft &f eindig veel nulpunten al,az,...,an,

6f aftelbaar veel nulpunten 31525535500, met lim a == Hierbij is een meer-—

N
voudig nulpunt net zo vaak herhaald als zijn multipliciteit bedraagt.
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Stelling 6.11. Als f£(z) geheel is en geen nulpunten heeft, dan is er een

gehele functie g(z) zodat £(z) = explg(z)].

Zij £(z) een gehele functie met een m—voudig nulpunt z = 0 en eindig veel

nulpunten IRV PRRRPL A # 0. Dan is f(z) voor te stellen door

2%

n
f(z) = Zmeg(z) n —-EQ ’
k=1 A

waarin g(z) een gehele functie 1is.

Stelling 6,12, Zij a153,58q45. .. €ED rij complexe getallen met a # 0 en

lim a =@, Dan bestaan er niet-negatieve gehele getallen m, 50, 7
e

zodanig dat het oneindig product

3reee s

o m
- -Z Z . 1242 dz,ynm
P(z) = T (1 3 } exp{a + z(a YT+ L+ - (a ) ]
=1 n n n n n

uniform convergent is op ieder begrensd gebied G < €; P(z) is dan een gehele

functie met nulpunten a1s8p58350 s o

1872
Stelling 6.13  (productontwikkeling van Weierstrass). Zij f(z) een gehele

0

functie met een m—voudig nulpunt z 0 en met aftelbaar veel nulpunten

81589584500 5 alle # 0, Dan is er een gehele functie g(z) en een oneindig

3
product P(z) als in stelling 6,12, zodanig dat

f(z) = zmeg(z)P(z) .

Stelling 6.14, Een meromorfe functie is te schrijven als het quotient van

twee gehele functies.
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Stelling 6.15. Een meromorfe functie f(z) is rationaal (d.i.

van twee polynomen) dan en slechts dan als

1) f(z) eindig veel polen heeft, en

2) £(z) = 0(z") als z + =, voor zekerem ¢ R,

het quotient
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