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Aantekeningen bij het college

Voortgezette Functietheorie

Voorjaar 1975.

Hoofdstuk 0, Doel van het collegg

De stof uit dit college bestaat uit een paar hoofdstukken van de complexe
functietheorie die aansluiten bij het college Wiskunde 50. Het doel van het
college is echter niet primair het aanbrengen van kennis van veel nieuw ma-
teriaal doch eerder het vergroten van de vaardigheid in het hanteren van
reeds aanwezig materiaal. Een vruchtbare bestudering bestaat voor alles uit
intensief spelen met het geboden materiaal opdat men de stof niet alleen

leert kennen en begrijpen maar ook operationeel ter beschikking krijgt.
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Hoofdstuk 1. De inverse van een analytische functie

Zij f£(z) analytisch in een gebied G in het complexe z-vlak. Door
z—+w := £(2)

wordt G afgebeeld op een verzameling in het complexe w-vlak, In dit hoofd-

atuk beschouwen we deze afbeelding en haar inverse zuiver locaal, in hoofd-

stuk 2 meer globaal,

Het geval dat f(z) constant is, is triviaal; G wordt dan op één punt uit
het w-vlak afgebeeld. We sluiten dit verder steeds uit.

Zij z, € G. Zij w, := f(zo). Daar f zeker contimu is wordt een omgeving van
Z, afgebeeld in een omgeving van Woe In formule

Yoo J5m0 (|z-zol <b - If(z)-f(zo)[ <e) .

We vragen nu of dit soms een afbeelding dp is, d.w.z, treedt ieder punt uit
een voldoend kleine omgeving van W, OP als beeld van een punt uit een voor=-

geschreven omgeving van Zy o Het antwoord is bevestigend.

Stelling 1.1. Zij £(z) analytisch en niet constant voor |z-z | <A. 2ij
f(zo) = w . Dan geldt

Vocpen Jemo UF-Wl <=3, (lz=z | <3 A£(z) =w)) .

Bewijs. Kies 3' 26 dat 0 < 3' =5, 8! <A en f(z) # f(zo) voor
0<|z—zJ = 5.

Zo'n ' bestaat omdat f£(z) # f(zo) in een gereduceerde omgeving ven z, (zie
WSK 50, pag. 41).%)

Zij € = min ]f(z)-—f(zo)|. Zeker is £ > O (waarom?). Beschouw nu voor
z-7Z_|=b!
0

lw—wJ < ¢ de functie
A £
() = 5 fﬂf%)?rdc :
- =1
le-z |=b
Op de integratieweg is
£ =] = [£(@) -w,| - [w=w | > e~ wow|>0.

Dus is {(zie WSK 50, p. 51) N(w) gelijk aan het asntal nulpunten van de func-

tie f(z)-w binnen de cirkel lz-z0| = ' (meervoudige nulpunten meervoudig
geteld).

*) De verwijzing WSK 50 is naar het collegediktaat Wiskunde 50, editie
najaarssemester 1973.
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Zij m de multipliciteit van het nulpunt z = z  ven £(z) - Woe DeW.z., 2ij
f(j)(zo) =Ovoor 1= j<m-1 en f(m)(zo) £0 .

Dan is N(wo) = m (ga na, ook door berekening van de integreal). Daar N(w)
echter een contirue functie van w is (wearom?) en steeds een gehele waarde

heeft, is N(w) = m voor alle w met ]w-wol < g, Hieruit volgt de bewering.

We beschouwen nu het geval dat f'(zo) # 0 nader. Mu is N{w) = 1 en we kunnen

stelling 1.1 ook formuleren als

Stelling 1,1a. 2ij £(z) analytisch voor lz-zol <A, zij £(2) # f(zo) voor
0 < [z-zol <A' <A en zi] f'(zo) # 0. Dan geldt, als W, = f(zo),

Yocpant Jemo M=¥ol <& =3t (jz-z| <& A f(2) =w)) .

Hierin betekent 3! : er bestaat precies één ... .
Bewijs deze stelling nog door kleine veranderingen in het bewijs van stel-

ling 1.1 aan te brengen.

Daar nu bij iedere w uit ]w-wol < e precies &n z uit |z - z°| < ® hoort,

kunnen we zeggen dat £{z) voor ]w-wol < ¢ een inverse functie g{w) heeft,
gedefinieerd door stelling 1.1a:

g(w) voldoet aan
&) -5,] <6 en £(gw) = w .

Is g(w) analytisch? Ja:

Stelling1.2. 2ij f£(z) analytisch voor lz—zol <Aen zij £'(z,) # 0. 2ij
wo t= f(zo).
Dan is er een ¢ > O zo dat in lw-—wol < € een analytische functie g(w) be-

staat die de inverse is van f(z), d.w.z.
|w-w0| <g - ([g(w)-zol <b Af(g(w)) =w) .
Bewijs. Volgens stelling la is er bij iedere dmet O < d <A' een e > 0 zo

dat bi) iedere w met |w-wol < g er één z = g(w) met ]z—zol < b en f(z)==w.
De waarde van g(w) wordt gegeven door

ORI GE ()

gz, |=5
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Dat g(w) analytisch is volgt direct uit de stelling in WSK 50, p. 33, of ook
als volgt:

Als [w-—wol <egen 0 < |h| <e-[w-w0|, dan is

glw+h) - g(w) _ _1 err(eag
h Enijg (£(€) =w=-n)(£(C}-w)
1_ ¢ L£r(E)at | h £ (5)ag .
2"1§ (£(t) -w)? 2’“§(f(‘:)-w-h)(f(t;)-w)2

Daar op de integratieweg [f(;)-—wb| > ¢ is, is de tweede term rechts niet
groter dan
|nlam
(e - |w-v_wol ~|n])(e = Iw-w0[)2

als M= Max |z£'(2)] .
|z~z°|=6

Hieruit volgt (hoe?) de analyticiteit van g(w).

Uit 1.2.(1) kunnen we een formle afleiden voor de machtreeks co&ffici&nten
van g(w):

00
_ n
n=1
Veronderstel voor het gemak dat 2, = g, w, = 0 (behandel zelf het algemene
geval).
Daar op de integratieweg |f(C)\ = g, is voor |w|‘< [>

-1
-1 cf' (g) _ W
g(v) = o7 %“__f(c) (‘ f('c')") dz
{z|=8
_ 1 n zf' (D) v n
T L v n+l)dc = Z b,¥
2| =6 n=0 (£(z)) n=0
met
=1 Lf' @
bn = TaT (£ ))n+l dz .
lg]=s ‘FLE

(ga na dat de verwisseling van integratie en sommatie geoorloofd is.)
Voor n = 0 is de integraal 0 (waarom?).

Voor n > 0 1is




by = - o § zd(£(c) ™
lg]=8
! —dz
2rin n
o]ms CEGED)
.l (__c 4
2min £(c) n
lg]=s ¢
o d1:1---1 2z \P |
Ty -1 (f(z)) 220 M

(vgl. WSK 50, p. 34).
Deze formule heet formule van Blirmenn-Ilagrange en werd in 1770 gevonden!

De notatie wordt iets fraaier als we in plaats van w = £(z) schrijven

z = w.h(z)
(dus £(z) = z/n(z)).
Dan is
bk © ()| . (2)
dz Z=0

Opmerking. Kunnen we iets zeggen over de convergentiestraal R van de
reeks wvoor g(w) ? Deze is gelijk aan de straal van de grootate cirkel om
w = 0 waarbinnen g(w) analytisch is, dus minstens gelijk aan de £ uit het
bewijs van stelling 1.1a. Daar werd € bepaald door een 5 te kiezen met

£f(z) #0 voor 0 < |z| €% en dan e = min |£(z)}| te nemen.
z|=b

Als mu f(z) analytisch is voor |z| <A en A' is het grootste getal <4, zo,
dat £(z) # O voor O < |z| < A", dan geldt zeker
R= sup min |£(z)| . (3)
0o<d<A' |z|=d
Zonder bewijs 2ij meegedeeld dat indien het supremum wordt aangenomen voor

b = d*, er een z* is met |z*¥| = &%, £1(z*) = 0 en R = |£(z*)].

Voorbeelden

1) w=12/(1+2). Dus h(z) = 1+3,
Dus (h(z))® = (1+2)" = 2 + n2™" +,.. .

Hieruit volgt b, = 1 en dus




o3
z=gw) =pv = 2=,
1

hetgeen klopt.
N.b, £(2) is analytisch voor |z| < 1; £(z) # 0 voor 0 < |z| < 1;

sup  min |£(2)| = sup &/(1+3) =%,
o<d<1 |z|=d 0<d<1

De convergentiestraal van de reeks voor g(w)is echter 1, de relatie (3) kan

dus niet door een gelijkheid vervangen worden.

2) w=z(1+2) . (4)
Nu geldt (ge na)

b = (=11 n(n+1).l.1.!(2n-2)

n-1i (2n=2)1
(-1) n'(n-1)!

ponmt G=1)eeeGonv)

i
o 9201 (’ﬁ) .
n

s =4 2 (2) G (5)

n=1
= 3(V1+4w - 1),

indien we voor de wortel die waarde nemen die correspondeert met de reeks

]

4

(5). Ook dit klopt, dasr uit (4) door oplossing van de vierkantsvergelijking
volgt

z = %(-1+ V1 +4w) .

N.b, £(z) is analytisch voor alle z, en f(z) # O voor 0 < |z| < 1.
Er geldt

sup min |£(z)] = sup B(1-8) =% =|f(-3)].
0<d<1 |z|=5 0<d<

Dit klopt met de bewering onder formule (3), want £'(-3) = 0 en de conver-

gentiestraal van de reeks (5) is %.




B)Wﬂze-az'
n=-1 n-1
Mais b =t 4 _mz (el
nl! n~1 n!
dz Za0

o0 n-1
en dus z = g{w) = I 15%3T—-wn .
ne1

Dit is een niet-triviaal voorbeeld.

Do convergentiestraal van de reeks is (ga na)

b 1

" Jale

R = lim

I =00

n+1

Dit klopt weer, want f£(z) is analytisch voor alle z, # O voor z ¥ O en

~loa|d 1 1
sup min |[f(z)| = sup e ol Tal = [£(=)]
o<6<w|z=6 0 <b <o xie *
en f'(lﬂ =0
a L
Voor praktische situaties is de formule van Birmann-lagrange niet altijd ge-

makkelijk hanteerbaar. Fen solide, nist erg elegante maar wel goed automati-
seerbare methode is de volgends.
Zij weer

o0

w=f(z)= 2 a.z (1)
: J
J=1
met a # O en positieve convergentiestraal.
We weten (stelling 1.2) dat er dan een inverse functie

o0

z=g{w)= Z b w (2)
n
n=1
bestaat in een cirkel met positieve straal.
Zij

a m n
29 = E. ¢ ™ (3)

(deze reeks begint met cjij 1.
Dan volgt na substitutie in (1) door termen met W bij elkear te nemen:
1als n=1

a.c.n =
1 Jd Qals n >1,

YR

J




= = 1 .
Dus b, =0, /&1
En voor n > 1 is

n

ac, _ =w~i a.c. ,
17 1n J_=2 J Ji1

of
n
b = -(j)ia a’jcjn> /a.1 . (4)

De berekening van de co&ffigi&nten c.‘in kan gebeuren op grond van de relatie

z'-j = z.z‘j-'1 ' (5)
waaruit volgt (ga na)

n+-j
= <=jsn.
Cin k§1 bkcj-1,n—k ! 2<j<n (6)
Voor vaste n en 2<j <n is de hoogste waarde van de index k die rechts voorkomt
n-1, Dat wil zeggen: de co&fficisnten C3n (2 < j <n) kunnen met (6) bere-

kend worden zodra b, ,...,b . bekend zijn. Maar dan ken daarna met (4) de

N1
volgende bn berekend worden,

Een volledige algorithme voor de berekening van b1,b2, . ’bN is dus (ga natl)

Cy 1= b1 g= 1/&1;

forn := 2 step 1 until N do

begin for j := n step -1 until 2 do
n+1=7j

cj,n = k§1 bkcj—1,n—k;

n
= b = - . .
c1,n =ty <j§2 aJcJ,n) /a.1

end
m 0
Opgave. Pas bovenstaande methode toe op het voorbeeld w = & jz‘] .
j=1

Gebruik niet mechanisch de formele algorithme maar vul het tableaun




w Wz W3 W4 . . .

z c,, - e, Cya « . .
2

z 22 C.3 o4 o
3

z 033 034 - - L]

z* c . . e

44

kolomsgewijs en per kolom van onder nasr boven door toepagsing van (5) en

(4).

laet ook zien dat
w=2z/(1- 2)2 ’
waaruit volgt

= (1+2w- {1 +4w)/(2w) . (7

Bepeaal de coéfficiénten bn cok met Blirmann-lagrange en verifieer het resul-
taat met de tabel en met (7).

Zij weer w = £(z) analytisch voor |z-zo| <Aen zij w, i= f(zo). We beschou-

wen nu het geval dat £(z) -V, in z_  een m-~voudig nmulpunt heeft, met m > 1.

4]

Door het bewijs van stelling 1.1 nog eens na te lopen blijkt dat nu geldt:

Stelling 1.1b. 2ij £(z) analytisch voor |z- z, | <8, Zijm>1,

£1(z,) = o0 = f(m")(z ) =0, f(m)(z ) # 0. 25 £(z) # £(z) en £1(2) # 0

voor 0 < |z=13 | < A!' < A, Dan geldt, als LA f(zo),

Yoct<ar Feno (O <[wmm | <o~

(er bestean precies m onderling verachillende getallen z(o),.-.,z(m"1) net

(|Z(J)- z, | <& A f(z(a)) =w))).

0sj<m

N.B. Dat de getallen z(j) onderling verschillend zijn volgt uit de onder-
stelling dat £'(z) # 0 is in een gereduceerde omgeving

0<|z- zol < A' van z + Meervoudige nulpunten van £(z) - w kunnen hier dus
niet optreden.
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1.6, Om tot een resultamat alg stelling 1.2 te komen voor het geval m > 1 moeten

we kennelijk m verschillende functies
Z=gj(W) j =O,1,...,m-1

construeren,

We beschouwen eerat het geval

Definieer voor j = 0,1y4.. me1
i 1/m
GJ(W) = an / ’
waarin

n = 2mi/m ’

Cals w=20

1/m
v e(log W)/m = Iw|1/m ei(&l‘g w)/m als w 7[ 0.

Dit is de zgn. hoofdwortel (vergelijk WSK S50, p. 62), arg w moet zo genomen
worden dat -n <argw < m,

Deze functies zijn gedefinieerd voor alle complexe w. Kennelijk geldt
(g- (W) )m =W,
J
&34 (w) 71332(?’) als w# Oen j1 # j2 .

Voor w # 0, =n <argw <m is &5 (w) zeker analytisch omdat log w daar ana-
lytisch is. De afgeleide is

4 o pd & _(log w)/m
aw 83(0) =% gy e
wnd.e(logw)/m 1
oaw
N &;(v)
now
1
1T
=onw .

Voor w — O heeft dit de limiet oneindig, gj(w) is dus niet analytisch (wel

continu!) in w = O,
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1e7e Om na te gaan hoe de functies g5 (w) onderling samenhengen en hoe ze zich ge-
dragen bij de negatief re&le as, bespreken we eerst de logarithme nader.

Met log w bedoelen we de zgn. hoofdwaarde van de logarithme, gedefinieexrd
voor w ¥ O door

log w = loglwl +1iargw, (1)
waerin log|w| de refle logarithme van |w| is en arg w (het hoofdargument)
gedefinieerd is door

~-n<argw<rn,

cos{arg w) = Re w/|w| ,

sin(arg w) = In w/|w

Uit de goniometrie volgt dat hiexrdoor arg w eenduidig bepaald is, en dat bv,
(als Rew=1u, Imw = v)

in het rechterhalfvlak arg w
in het bovenhalfvlak arg w

arctan(v/u),
n/2 - arctan(u/v),
- /2 - arctan{u/v).

in het onderhalfvlak arg w

I

Kennelijk geldt

elc::g w _ lwlei arg w

|w|(cos(arg w) + i sin(arg w))
=u +iv=w.

En omgekeerd volgt uit

eZ =w, -n< Imz =n
cok dat
] lOg W .
Daar
d 2y 4 1 = 1
" (% 1og(u2+v ) + i arctan(v/u)) = u2 l;r = u+iv ?
u +v
3 . + 1 j
5v (& 108(® +v%) + 1 avoten(vA)) = LA L A
u +v

voldoen (ga na) reéle en imaginaire deel van log w aan de differentisalver—
gelijkingen van Cauchy-Riemenn en dus (WSK V, p.58) is log w analytisch in
het rechterhalfvlak en (ga na) is
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d L
dwlogw-w .

*
Analoog voor boven- en onderhalfvlak ) .

De functie log w is dus analytisch in het gebied G, bestaande uit het hele

vlek behalve de corsprong en de negatief reéle as.

Het kan vervelend zijn dat de aldus geconsirueerde functie een snede heeft
langs de negatief reéle as, Er geldt, als a >0

lim log(-a+ib) = loga + ni ,
blo

lim log(-a +ib) = loga - m .
bto

log w is langs de snede Gus niet continu, laat staan analytisch.

Is er geen functie £(w) die analytisch is in bv., het linkerhalfvlak en daar

voldoet aan ez(w) =5 7

Zij G* het gebied bestaande uit het hele vliak behalve de oorsprong en de po=-
sitief re&le as, Definieer in G*

£T(w) = log(-w) +ni ,
£7(w) = log(-w) - mi .

Daar w€ G* =~ ~w€ G, zijn ¥ en £” analytisch in G*. Verder is

+ .
) log(-m) 2rd

= (-w)ex"™ = w .
We merken nu op dat

£+(w) _ {log w in het bovenhalfvlak en op de negatief reé€le as
" llog w + 2ni  in het onderhalfvlak;

£ (%) = {log w - 2ni  in het bovenhalfvlak en op de negatief re€le as
¥ lilog w in het onderhalfvlak.

Op grond hiervan kunnen we zeggen (vgl. WSK 50, p. 60)

*
) Andere manieren om de analyticiteit van log w te bewijzen zijn
W
_ dt . : .
a) aan te tonen dat T analytisch is (zie WSK 50, p. 61),

1
. . . . . log w
b) door gebruikmaking van stelling 1.1 en het feit dat e =
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,e+(w) is de analytische voortzetting van log w (gedefinieerd in G) naar het
gebied G* door sansluiting van G en G* via het bovenhalfvlak,

£~ (w) is de analytische voortzetting van log w (gedefinieerd in G) near het
gebied G* door aansluiting van G en G¥* via het onderhalfvlak. .

Natuurlijk kunnen we £+(w) ook weer analytisch voortzetten van G* naar G.
Doen we het door aansluiting via het bovenhalfvlak den krijgen we als voort-
zetting log w terug. Doen we het echter door aansluiting via het onderhalf-
vlak dan krijgen we als voortzetting log w + 2ni (want deze functie is ana-
lytisch in G en in het onderhalfvlak gelijk aan £7(w)).

Conclusie: de analytische voortzetting van log w die verkregen wordt door in
positieve zin van G via G* naar G te gasn is log w + 2nui,

Analoog als we j maal (j mag positief of negatief zijn) in positieve zin van
G via G* naar G gaan.

Ve vatten het resultasat als volgt samen.
%2ij voor w # 0 en j geheel

zj(w) ;= log w + j.2ni .

Den is voor alle j

ejj (W)

1) =w voor alle w £ 0

2) sz(w) analytisch in G ;

3) de functie

£.(w) in het bovenhalfviak en op de negatief redle as

£ _}%(W) o= J

'EJ'+1 (w) in het bovenhalfvlak
is analytisch in C*; ,Ej_l%_(w) is de analytische voortzetting van Lj (w) naar G*
door aansluiting via het bovenhalfvlak en de analytische voortzetting van

.GJ. +1 (w) door asnsluiting via het onderhalfvlak;

4) bij analytische voortzetting van £J. (w) door k maal in positieve zin van G

via G* naar G te gasan is het resultaat

zj(w) + ko2 = £j+k(w) .

Op grond hiervan zeggen we:
de inverse van w = e? is een oneindig veelwaardige "algemeen analytische

functie", met als "vertakkingspunt" w = O en als "takken" of "functieélemen~
ten" de functies £J.(w), ~®o< j <o,




1.8'

_‘]4_

Bij éénmaal links om het vertakkingspunt lopen heeft .Ej(w) als analytische
voortzetting £j+1 (w).

N.b. Velen gebruiken het symbool log w of Log w ook om deze oneindig veel-
waardige "algemene analytische functie" aan te duiden. Dit kan licht tot
verwarring sanleiding geven.

Opgave. Zij -n < a < n, Bepaal voor w # O een functie 2, (w) zo, dat

1) R.u(w) is overal analytisch behalve op de halfrechte w= -tem, t reéel, t=0,

o)

2) W,

3) £ (1) =0 (resp, lim £ (1+iv) = O als o = m).
« vie ©

Wat zijn de analytische voortzettingen van ,Ea(w) ?

N.b, Er is geen bezwaar tegen om in een goed asngegeven context deze functie
.Ea(w) aan te duiden met log w, mits men (als a # O) er duidelijk bij zegt
dat de snede verlegd is.

We keren nu terug tot de functies g, (w) uit 1.6,

Vergelijking ven de definities van &5 (w) en .Ej(w) leert dat voor w # O

e,EJ. (w)/m

g5(w) =

,Ejm(w)/m ,Ej (w)/m+2mi e,ﬁj(w)/m

Daar e = e = s kunnen we gj best voor alle j

gedefinieerd denken en met de indices rekenen modulo m.
Uit de eigenschappen van de .ej (w) volgt nu onmiddellijk:
1) gj(w) is analytisch in G

2) de functie
£ (w) in het bovenhalfvlak en op de negatief redle as

€341 (w) in het benedenhalfvlak

is analytisch in (*; gj%(w) is de analytische voortzetting van g5 (w)
door aensluiting via het bovenhalfvlak en de analytische voortzetting van

g..,(w) door aansluiting via het onderhalfvlak;

J+1
3) bij analytische voortzetting van gj(w) door k maal in positieve zin van G

via G* naar G te gaan is het resultaat
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2nik/m - .
e gj (W) gj+k(w) H
met name is bij m keer rondgaan het resultaat weer gj(w).

Op grond van deze eigenschappen zeggen we:

de inverse van w = z° (m geheel, m > 1) is een m-waardige algemene ana)jti-
sche functie met als vertakkingspunt w = O en als takken de functies 8; (w)
(0< j < m-1). Bij éénmaal links om het vertakkingspunt lopen heeft gj(w)
als analytische voortzetting

. g.
an +

e 1/m.gj(w) = {9
go(w) als j=mn~-1.

(w) als j<m-1

We keren nu terug tot het algemene geval uit 1.5 en formuleren een stelling

in de trant van stelling 1.,2.

Stelling 1.3. Zij f(z) analytisch voor |z-zol <lds Zijm>1,

f‘(zo) = pa. = f(md)(zo) = 0, f(m)(zo) 4 0, Zij W, 3= f(zo).

Dan is er een & > 0 zo dat voor |w-w | < e er een m-waardige algemene ana-
lytische functie bestaat met vertakkingspunt w  en takken & (w)

(i = Oyeu.,m~1) die de inverse is van £(z).

Er bestaat een voor |t| < s1/m analytische functie k(t) zodanig dat

gy(w) = k(n‘j(W-wo)1/m) , (1)

waarin 1 = ezni/m en (w-w0)1/m de hoofdwortel is.

Opmerking. Uit (1) volgen onmiddellijk beweringen als: de functies gj(w)
zijn enalytisch voor O < |w- wol <g, =< arg(w-wo) < n; bij éénmaal
links om w  lopen heeft gj(w) als analytische voortzetting 854 (w) indien
j<m-1en go(w) indien j = m- 1.

Bewijs. Uit het gegeven volgt dat voor |z - Zol <A
m g J
f(z)-wo = am(z-zo) (1 + ji, cj(z-zo) ) ’

met &, # O.
Bepaal A! < A zo dat voor [z-zol < 4!

oo a
-n<arg<|+2 c(z-—z)'3><n
T3 0
J=1
(wasrom kan dit?).
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Definieer voor |z- zol < At
1/m
1/m g 3
h{z) 3= (z—zo)a.m CI+ .E cj(z-zo) ) y
3=1
(met voor beide wortels de hoofdwortel).
Dan is h(z) analytisch voor lz-zol <A, h(zo) =0 en h'(zo) # 0. Volgens
stelling 1,2 is er dus een ¢! > O en een voor |t| < &' enalytische functie
z0, dat de afbeelding

z = k(t) (|t] <e")
de inverse is van de afbeelding
t = h(z) .
Aangezien

(a(2)) = £(2) - w,

is de samengestelde afbeelding
t = h(z) , (1)
w = L + tm (2)

equivalent met
w = f(Z) . (3)

De bij (2) behorende inverse afbeelding is m-wasrdig met takken

tj = T}J(W-WO)1/m (3 = 0ysuuym-1),

En daar de inverse van (1) is z = k(t) (voor |t] < e&!) is de inverse van (3)

ook m-waardig (voor |w-w°| <e = (e1)%) met takken

83 (n) o=k m-w )/

Voorbeeld. De functie

w = z2e 2%
heeft voor |w| <e?|a|® een tweewaardige inverse met als takken
o n-1 0o n-1
g = = B 0/2 gy o og ) e n/2
n=1 n=t

L 1
(met wn/2 = (w2)? = ()2, steeds hoofdwortels, ge na!).
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1.10, Het maximumprineipe

Uit stelling 1.1 volgt een elegant bewijs ven het zg. maximumprincipe voor

analytische functies.

Stelling 1.10 (maximumprincipe). %Zij £{z) analytisch en niet constant in

een gebied G.
Zij in G

|£(z)| < X .
Dan is in G

£(z)] <n .

Bewijs. Zij Z, € G. Beschouw in een binnen G liggende omgeving lz- zol < A
van z, de afbeelding z = w := £(z). Volgens stelling 1.1 overdekken de
beeldpunten f(z) een volle omgeving van W, = f(zo). Er zijn dus zeker pun-

ten z in [z-zol <& met {£(z)| > If(zo)l. Derhalve geldt voor iedere z € G
|£(z )| < sup |£(z)] < M,
© €¢

Z
q.e.d.

Cpmerkingen
1) Vergelijk dit bewijs met dat uit WSK 50, p. 42.

2) Men kan de stelling ook uitspreken als: de modulus van een niet constante
analytische functie neemt in een open gebied geen maximum aan.

3) Een variant van de bovenstaande uitspraak is:

otelling 1.10a. Zij G een begrensd gebied met rand C.

Zij f£(z) analytisch in G en continu in G + C. Dan geldt

max [£(z)] = max |[£(z)] .
zEG+C z€ C

Als f(z) niet constant is in G, dan geldt bovendien voor alle z, € G

If(zo)l < ma.x|f(z)l .
z€ C

Bewijs deze stelling zelf (waarom bestaan de genoemde maxima?).

Opgave. Zij f(z) analytisch in een gebied G. Bewijs door een rechtstrecks
bercep op stelling 1,1 de volgende uitspraken:

a) Als |£(z)| constant is in G, den is f(z) ook constant in G.

b) Als Re(f(z)) < a in G, dan is Re(f(z)) < a in G, tenzij £ constant is.
¢) Als Re(f(2)) constant is in G, dan is £(z) ook constant in G.

d) Als |£(z)] 2 m> 0 in @, dan is |£(z)] > m in G, tenzij £ constant is.

Frne. . one.
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1.11. Het lemma van Schwarz

Een merkwasrdig en belangrijk gevolg van het maximumprincipe is het =zg.
lemma van Schwarz:

Stelling 1,11. 32ij f(z) analytisch voor |z| < 1, 2zij hier |f£(z)]| <1 en zij

£(0) = 0,

Dan is
of  f(z) = 26*% voor |z} <1, met 6 refel (zodat |f(z)| = |z} ),
o |£(z)] < |z| voor 0 < |z] <1 en [£1(0)] < 1.

Bewijs. Zij

£1(0) als z =0
g(z) 1=
£(z)/z woor 0 < |z| < 1.

g(z) is dan analytisch voor |z| < 1 (waarom?).

Zij ]zo| < 1. Dan geldt volgens stelling 1.10a voor alle p met |zol <p <
dat

le(z)| < mex |g(z)|= (1/p) max |£(2)| < 1/p .
Z|=p Z|=p

Hieruit volgt (hoe?) dat Ig(zo)[ < 1. Daar dit voor alle z_ € G geldt, volgt
nu uit stelling 1.10 dat in G

of g(z) = a (= constant), met |a| = 1,
Cdf |g(z)| <1,
Deze alternatieven corresponderen met de beweringen van de stelling.

Opmerking. Een interessante omkering van het lemme van Schwarz is:

Als f(z) analytisch is voor |z| <1, £(0) = 0, £'(0) = 1 en £(2)/z is niet
constant, dan zijn er punten z met |z| < 1 en [£(z)]| > 1.

Anderzijds geldt niet voor alle z dat |{f(z)| = |z|, want was dit het geval
dan volgt door toepassing van het lemma van Schwarz op £,(2) &= z2/f(z), dat
|£1(0)| > 1 (ga nat).
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Hoofdstuk 2. Algemene stellingen over conforme afbeelding

zij £(z) enalytisch en niet constent in een gebied G van het z-vlsk.
Beschouw de afbeelding

7z +W 1= £(z)

van GZ in het w-vlek, Noem de beeldverzameling G_. Dus
G, := {w | HZEGZ (£f(z) =w)} .
We bestuderen nu de afbeelding van GZ op G,.

Stelling 2.1. De beeldverzameling Gw is een gebied.

Bewijs. We moeten bewijzen dat Gw open en samenhangend is., Dat Gw cpen is
(wat is dat precies?) volgt uit stelling 1.1 (hoe?). Dat G, samenhangend is,

volgt uit het feit dat f contimz is in GZ. Neem nl. v, enw

in G_. Deze
2 w

hebben originelen z, en z, in Gz. Gz is samenhangend, dus z,
verbonden worden door een continue kromme K die in GZ ligt. Het beeld van K

is dan een continue kromme die in Gﬁ ligt en woenw, verbindt.

en z, kunnen

Definitie. f£(z) heet univalent (duits: schlicht) in G _als
Vz1€G VzaeG (f(z1) = f(zz) T Zz) *

Definitie. De afbeelding van GZ op Gw door de functie w = £(z) heet conform
als £(z) in G analytisch en univalent is.

Stelling 2.2.1. Als f(z) analytisch is in z,

& > O zodenig dat ieder gebied Gz’ gelegen binnen de cirkel lz-— zol a A door
f(z) conform afgebeeld wordt.

en f'(zo) # 0, den is er een

Bewijs. Dit volgt uit stelling 1.7a (ga na).

Stelling 2.2,2. Als f(z) G, conform efbeeldt op G, dan is £'(z) # 0 in G,
Bewijs. Dit volgt uit stelling 1.1b (ga na).

Uit £'(z) # O volgt dat een conforme afbeelding zg. hoektrouw is.

zij z, € G, woi= f(zo).

Zij z = 2, + te 0=t < t,y een lijnstuk dat in z begint en een hoek «
met de positief re&le as maakt. Het beeld van 4it lijnstuk is een (in het

algemeen niet rechte) boog K w = f(z0 +tem®), 0<t < to, die in w_ begint.
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Uit
W= W + telaf'(zo) + O(ta) (t - 0)

volgt dat de rasklijn aan K in v is de halfrechie
= ia f
wo=wW, o+te f (zo)
i{a +targ £
= W, +'|:[f'(zo)lel( € £'(%)) | o<t <w.

De ﬁoek die deze raaklijn maakt met de positief re€le as is dus

a + arg f'(zo). Slordig gezegd: door de afbeelding is de raaklijn over een
hoek arg f'(zo) verdraaid, Aangezien deze hoek onafhankelijk is van a geldt
nu ock: de hoek die de raaklijnen in z, van twee in Zs begimmende differen-
tieerbare bogen met elkaar meken is dezelfde als de hoek die de rasklijnen
in W, aan hun bteelden met elkaar maken.

Uit stelling 2.2.2 volgt datdeeis £'(z) # 0 in G_ nodig is opdat f(z) een
conforme afbeelding geeft. Stelling 2,2,1 laat zien dat deze eis in het klein
ook voldoende is, Maar in het groot niet, zoals blijkt uit het volgende
voorbeelds

Bij ieder enkelvoudig samenhangend gebied Gz dat niet het hele z-vlak is en
iedere 2, ¢ Gz is er een natuurlijk getal n zo, dat de functie

f(z) 3= (z-—zojn niet univalent is in G, (terwijl wel £1(z) # 0 in G,).
Bewijs dit zelf.

De eis van univalentie is equivalent met de eis dat de afbeelding een in-

verse heeft.

Stelling 2.3.1. Een conforme afbeelding van Gz op Gw heeft een inverse die
conform is,

I

Bewijs. Zij z ~w := £(z) de gegeven afbeelding van G, op G Uit de univa-
lentie volgt dat er bij iedere w € G precies één z € G, is met £(z) = w.
Noem deze z g{w). Uit het feit dat g een inverse afbeelding is volgt (ga
na) dat g univalent is. En daar overal in G f£'(z) # 0, volgt uit stelling
1.2 dat g analytisch is.

Stelling 2,3.2. Als z ~w := £(z) een conforme afbeelding is van G, op G
enw -t = g(w) is een conforme afbeelding van Gw op G,, dan is

t’
z -1t := g(f(z)) een conforme afbeelding van G_ op Gy.

Bewijs. Doe dit zelf,
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Uit deze twee stellingen volgt dat de conforme afbeeldingen van een gebied
Gz op zichzelf een groep vormen met als groepsoperatie het na elkaar uitvoeren

van afbeeldingen en als eenheidselement de identieke afbeelding z - z.

De nu volgende stelling is een heel prettig hulpmiddel om na te gasn of een
in een gegeven gebied + rand analytische functie dat gebied conform afbeeldt
(univalent is in dat gebied).

Stelling 2,4.1. Zij Cz een Jordankromme (= enkelvoudige gesloten kromme, vgl.
WSK 50, p. 7) in het z-vlak, 2ij f{z) binnen en op C, enalytisch. Zij het
beeld C van C, bij de afbeelding z - w := f(z) weer een Jordankromme die

door f(z) enkelvoudig doorlopen wordt als z C, doorloopt. Dan beeldt £(z)

het binnengebied GZ van CZ conform af op het binnengebied Gw van Cw" Als z

C_ in positieve zin doorloopt, dan doorloopt f(z) C, ook in positieve zin.
Bewdjs. 2ij LA 9.’ Cw" Beschouw
A dw A £1(z)d=
N, (wo) YT 2ndi fw-wo ’ Nz(wo) T 2ni ff(z)—wo *
C

C
w Z

N (wo) is 1als w €6 _en Oals w, g G.; Nz(wo) is het aantal nulpunten van
£(z) - W, dat binnen ¢, ligt, Nz(wo) is dus geheel en = 0,

Daar f(z) Cw éénmaal doorloopt als z C , doorloopt, volgt door substitutie
van w = f(z) (waarom mag dat?) dat

N1(w0) =iN2(W0) ) (1)

met het + teken als positieve omloop van z langs Cz positieve omloop van
£(z) langs C, impliceert en anders het minteken.

Zij w 4 G_o Dan is 1\T1(w0) = 0 en dus N, (wo) = 0, Hieruit volgt dat het
beeld van GZ bij de afbeelding z = w := £(z) geheel in Gw + Cw ligt.

Maar dit beeld is een open verzameling, dus het ligt zelfs in Gw'

Zij w € G . Dan is N1(w0) =1, Uit Nz(wo) = 0 volgt dat in (1) het + teken
geldt, waaruit de bewering over de omloopzin volgt. En uit N, (wo) = 1 volgt
nu dat GZ univalent afgebeeld wordt op Gy

Een gevolg van stelling 2.4.1 is:

Stelling 2.4.2. Als z > w = f(2z) een enkelvoudig samenhangend gebied Gz

conform afbeeldt op een gebied Gw’ dan is Gw ook enkelvoudig samenhangend.
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Bewijs. Zij Cw een Jordankromme in Gw. Zij Cz het origineel van Cw' Dit is
ook een Jordankromme, die bimmen G, verloopt (waarom?). Daar G, enkelvoudig
samenhangend is, behoort het hele binnengebied van Cz tot Gz'

Dus (stelling 2.4.1) behoort het hele binnengebied van Qw tot Gw. Daar Qw
willekeurig was, volgt hieruit dat Gw enkelvoudig samenhangend is. (Zie voor
de definitie van enkelvoudig samenhangend WSK 50, p. 7).

Opmerking. Met enige zorg kunnen we ook een begrip m-voudig samenhangend
gebied definiéren, Ruwweg: een enkelvoudig samenhangend gebied met m- 1 ga-
ten. Beelden we zo'n gebied conform af door een in het gebied univalente

analytische functie, dean is het heeld weer m-voudig samenhangend.

De_afbeeldingssielling van Riemann

Kunnen we bi] gebieden Gz en Gw altijd een conforme afbeelding vinden die Gz
op Gw afbeeldt? Volgens stelling 2.4.2 moeten GZ en Gw zeker dezelfde samen-
hang hebben. En daar er geen niet constante analytische functie bestaat die
in het hele z-vlek begrensd is (Liouville, zie WSK V, p.38) kan ook niet G,
het hele vlak en Gw begrensd zijn. Voor enkelvoudig samenhangende gebieden

zijn deze restricties echter ook wvoldoende.

Stelling 2,5. Zij GZ een enkelvoudig samenhangend gebied, maar niet het
hele gz-vlak, Zij Zy € Gz.

Dan is er een eenduidig bepaalde conforme afbeelding z = w := £{z) van G, op
de schijf |w| <1 zo, dat f(zo) = 0 en f'(zo) > 0.

Dit is de berocemde afbeeldingsstelling van Riemamn. Het bewijs van het exis-

tentiegedeelte is tamelijk diepzinnig, we geven dit niet*). De eenduidigheid
is een direct gevolg van het lemma van Schwarz en de groepseigenschap van de
conforme afbeeldingen., Uit het lemma wvan Schwarz volgt nl.:

lemma 2.5. Als z = w := £(z) de schijf |z| < 1 conform afbeeldt op |w| < 1
en £(0) = 0, £'(0) > 0, dan is f(z)} de identiecke afbeelding: f(z) = z.
Bewijs. Toepassing van het lemma van Schwarz op £(z) levert {daar £(0) = 0,
|£(z)] < 1 voor |z} < 1) dat

3 f(z) =az, met |a| =1, |[£'(O)] =1,
af £ (0)] < 1.

*) Zie bijv.: Ahlfors, L.V., Complex Analysis, New York, 1953 (McGraw-Hill),
Nehari, Z., Conformal Mapping, New York, 1952 (McGraw-Hill).
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72ij g{w) de bij w = £(z) behorende inverse functie. Dan is g(0) = O,
|g(w)] <1 voor |w| <1 en dus

df g(w) = bw met |b] =1, [g'(®)] =1,
 |g'(0)] < 1.
Daar echter g'(0)f'(0) = 1, moeten f en g lineair zijn met b = 1/5.
Uit £'(0) > 0 volgt dan dat a = |, Q.E.D.
Stel nu dat zowel i‘1(z) als fa(z) een gebied G afbeelden op |wj < 1 en aat
fj(zo) = 0, fj(zo) > 0voor j = 1,2,

Zij e, (w) de bij f1(z) behorende inverse functie. Zij voor |w| <1
hw) o= £, (g, () -

Dan beeldt h(w) de schijf |w| < 1 conform af op zichzelf, h(0) = fz(g't (0)) =
= fz(zo) = 0, h'(0)} = fé(zo)/f;(zo) > 0.
Uit lemma 2.5 volgt nu dat h(w) = w, of

i‘a(g;1 (w)) =w voor |w| <1.

Dus fz(gi(f1(z))) = f1(z) voor z € Gz R
deW. z. fa(z) = f1(z) voor z € G ,
Qe€.d.

Met de afbeeldingsstelling van Riemann is ook het probleem van de conforme
afbeelding van twee willekeurige enkelvoudig samenhangende gebieden Gz en Gw
op elkaar in principe opgelost.

Zij 2y € Gz’ w

o € Gw’ o refel. We zoeken de afbeelding z = w 3= f(z) van Gz

op G waarvoor f(zo) =W arg(f'(zo)) = a-

Zij z =t = g, (z) de conforme afbeelding van G, op |t] <1 waarvoor
g, (zo) = 0, g]'(zo) >0, Zijw =8 := gz(w) de conforme afbeelding van G op
|s] <1 waaxvoor gz(wo) = 0, g}(w,) > 0.

Zij h, de inverse van g, en h, de inverse van g,. Dan voldoet (ga na)

£(z) 1= h, (™%, (2))

pan de gestelde eisen.

En omgekeerd, als ook £(z) voldoet, dan is

t s = k(t) = e_iagz(?(h1(t)))
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een conforme afbeelding van |t| < 1 op |s| < 1 met k(0) = 0 en k'(0) > 0O (gn
na). Uit lemma 2.5 volgt dan dat k{(t) = t. Dus

g, E(n (£))) = ™ ¢ voor [4] <1.
Of, voor z € G,
¥(2) = n, (g, F(n, (g, (2))))
= b, (¢*%, (2)) -

Hieruit volgt dat de gezochte afheelding eenduidig bepaald is door de neven-
condities f(zo) = W, en arg(f'(zo)) = Q.

Het gedrag op de rand

Als z »w := f(z) een gebied G, conform afbeeldt op een gebied G, dan is er
in het algemeen niet veel te zeggen over het gedrag van f(z) als z nadert
tot de rand Pz van Gz. Met name behoeft voor een a € Pz

lim f{z)
Z—a
Z€EG
Z

niet te bestaan. Bestaat deze limiet wel, met waarde b, dan ligt b ook op de
rand I' ven G . Went daar voor z € G, f(z) € G, ligt, moet b in G of op I
liggen. Stel det b € G . Zij w = z := g(w) de inverse afbeelding. Daar (als
b€Ga) g(w) continu is in een omgeving van b geldt den

a= lim z = lim g(£(z)) = g(1lim £(2)) = g(b) .

z-+a
z€E G
z

Maar a € PZ, g(b) € Gz’ dus tegensprask.

Als de randen Pz en Pw aan bepaalde gladheidsvoorwaarden voldoen dan kunnen
we meer zeggen. We beschouwen het geval dat Gw de cirkel lwl <1 is.

Stelling 2.6. Zij G, een begrensd gebied waarvan de rand I'_ bestaat uit

eindig veel continu differentieerbare bogen. Zij w - z := g{w) een conforme
afbeelding van |w| <1 op Gz' Dan bestaat voor O < a < 2n

g(eia) = lim  g(w) .
ix
w—e
|w} <1
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De aldus tot |w| < 1 uitgebreide functie g(w) is hier continu. Als « van 0
near 2n gaat dan doorloopt g(eia) ', eenmaal in positieve zin.

Bij ieder punt a € 1‘Z bestaat een natuurlijk getal m, 20, dat voldoend kleine
cirkelomgevingen van a een doorsnede met Gz hebben die in o, disjuncte delen
uiteenvalt, De functie g(w) neemt dan in precies m_ verschillende punten van
|#| = 1 de wearde a aan, Beschouwen we punten van I‘Z als verschillend als ze
met verschillende punten van lw] = 1 corresponderen (hoewel ze hetzelfde

punt van het z-vlak kunnen zijn), den geldt dat g(w) |w| < 1 eenecenduidig op
G, +T_ afbeeldt.

We bewijzen deze stelling niet. Het is duidelijk dat hij kan worden uitge-

breid tot afbeeldingen van willekeurige gebieden met stuksgewijs continu
differentieerbare randen op elkaar,

Voorbeeld. Door z = w := z° wordt het gebied G, = {z | |z] <1 ARe z>0}
conform afgebeeld op het gebied G := {w] |wl <1 A (Inmw=0= R w>0)}.
Ga na wat er met de rand van Gz gebeurt.

Wat is de waarde van m,  VoOT & Op de rand van Gw ?

Het spiegelingsprincipe van Schwarz

Stelling 2.7.1. Zij G een gebied, gelegen in de bovenhelft van het z-vlak
en veronderstel dat de rand van G een open interval I' van de re&le as bevat.

Zij £(z) analytisch in G, continu in G +D en zij f(z) redel voor z € I'. Zij
G* het gebied

{z | z€a}.
Definieer in G + I’ + G¥

F(a) 1 f(z) inG +7T

£(Z) in G* .

Den is F(z) analytisch in G + I' + G* en dus de analytische voorizetting van
f(z) in G + T + G*.

Bewijs. Daar f(z) re€el is op I' is F(z) continu in ¢ + I' + G* (ga na). Uit
Cauchy-Riemann volgt (ga na) dat F(z) analytisch is in G*.

Zija€l'. Zij p zo, dat de cirkel C : lz-a.[ = p geheel binnen G +I' + G*
ligt. Noem het binnengebied C GC. Definieer voor z € GC

2ni
C

o) o e f K
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Zij z € GC N G. Dan kunnen we schrijven

3(3)53';{ +“§;—1§
ara <

Op grond van een kleine uitbreiding van de residuenstelling (geoorloofd om=-
dat F({) continu is in G
term rechts gelijk aan F(z), de tweede term is O. Dus g(z) = F(z) in G

c * C en apalytisch is in G en in G*) is de eerste

Analoog in Gc N G*, Daar F en g continu zijn in GC is dus overal in GC
g(z) = F(z). Maar g(z) is analytisch in G (zie WSK 50, p. 32).Dus F(z) ook,

dus met name in a, q.e.d.

Opmerking. We hebben eigenlijk een bijzonder geval van een algemenere stel-

ling bewezens

Als de randen ven G en G een gladde boog I' gemeen hebben, als fj(z) analy-

tisch is in G4 en continu in Gy +T (3 =1,2) en £, (2) = fz(z) op I'y dan

zijn f, (z) en fz(z) elkaars analytische voortzetting, d.w.z., de functie

f,(z) in G, +7T

f(z) := ! !
£, (z) 4n G,

is analytisch in G1 +I' + G2.

Opgave. Hoe zou F(z) gedefinieerd moeten worden als f(z) zuiver imaginair
wag op I' ?

In termen van conforme afbeeldingen kunnen we onmiddellijkk de volgende stel-
ling form:leren.

Stelling 2.7.2. Zij Gz een gebied dat geheel aan een zijde van een rechte

£, ligt en waarvan de rand een open interval 1"‘_3 met .Gz gemeen heeft. Veron-
derstel dat z - w = f(z) G, conform afbeeldt op een gebied G dat geheel
aan een zijde van een rechte £ ligt. Veronderstel dat f(z) continu is in
Gz + I‘z en dat het beeld van 1"Z op £w ligt.

Zij G; uit Gz verkregen door spiegeling van Grz aan .EZ, analoog G; uit Gw.
Definieer f(z) in G* door £(z) = (£(2*))*, waarin z* uit z verkregen wordt
door spiegeling aan £, en (£(2z*))* uit £(z*) door spiegeling aan % . Den
beeldt de aldus in Gz + PZ + G'; voortgezette functie f£(z) dit gebied con-

*
form af op Gw + Fw + Gw'
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Als ﬁz en £w de reé€le assen van z- resp, w-vlak zijn, dan volgt dit onmiddel-
1lijk uit stelling 2.7.1 (de univalentie van de uitgebreide afbeeldingen
volgt uit het feit dat GZ en Gw geheel aan een zijde wvan ﬂz, resp. zw lig-
gen).

Het algemene geval kan door translaties en draaiingen hiertoe teruggebracht
worden,

Voorbeeld. Zij G, het bovenhalfvlek, f(z) = log z (hoofdwaerde).

Dan is f(z) analytisch in G, en continu in G, + rand, behalve in z = 0 en

z2 =0, z-wi=1(z) beeldt G_af op de strook O < Imw < m,

Z2ij Pz de negatief refle as, het beeld hiervan is de Techte Im w = .,

We willen hiersan spiegelen. Het spiegelbeeld van een punt z uit G, aan r,
is het punt %, het spiegelbeeld van een punt w aan Im w = n is 2mi +¥ (ga
na). De voortzetting van f(z) in het onderhalfviak G; door spiegeling aan de
negatief re€le as wordt dus gegeven door

£(z)

3

2rni + £(7) voor z € G

2ni + log(%)

= 2ni + log z ,

daar voor de hoofdwsarde geldt

log(z) = loglZ| - i arg(?)

= log]z] +1iargz=1og z.

Het gebied Gz + PZ + G; wordt door deze voortzetting afgebeeld op de strook
0 <Inw< 2n.

Vergelijk deze resultaten met § 1,7.
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Hoofdstuk 3. Conforme afbeelding door elementaire functies

De gebroken lineaire afbeelding (Msbius-transformstie)

Zij a, b, ¢, d complex, niet alle O.

Beschouw de gebroken lineaire functie

£(z) = 232, (1)

We veronderstellen steeds dat

a b
c d

=ad -bc #0 . (2)

Want is dat niet het geval, dan is f(z) constant (ga na).
De functie f(z) is analytisch voor z ;4 - d/c met als afgeleide
ad ~ be

£1(z) = (cz +4a)?

De inverse van de afbeelding
z—+w = f(z)
is (ga na) de gebroken lineaire afbeelding

dw-D

z = g(w) = -CW +a

g(w) is (als (2) geldt) niet constant en overal analytisch behalve in w=a/c,
We kunnen dus zeggen (g2 na man de hand van de definities in 2.2):

f beeldt het gebied Gz, bestaande uit het hele complexe z-vlak met uitzonde-
ring van z = - d/c, conform af op het gebied G, bestaande uit het hele com-
plexe w-vlak met uitzondering van w = a/c,

De uitzonderingspunten kunnen we wegwerken door ook de punten z = wen w = oo

te beschouwen. We constateren dat, als ¢ # 0,
z -t = 1/f(z)

een omgeving van z = - d/c conform afbeeldt op een omgeving van t = O met als
inverse afbeelding t - z := g(1/t). Daarom stellen we

£(-a/c) 1=, gleo) t= - /o

en zeggen dan:
£(z) beeldt een omgeving van z = - d/c conform af op een omgeving van w =

met g{w) als inverse,
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Analoog stellen we, als ¢ # O,

£(») = 8/c, glaf) =«
en zeggen:
f(z) beeldt een omgeving van z = e conform af op een omgeving van w = a/c
met g(w) als inverse.
Behandel het geval ¢ = 0 zelf door te kijken naar s - t := 1/£(1/s).

Opmerking. We kunnen (vgl. WSK S50, p. 49) een in een omgeving van z = o ana-

lytische functie f(z) analytisch in z = ® noemen als £(1/s) analytisch is in

s = O (na geschikte definitie voor s = 0). Analoog voor een pool in z = o ,

We kunnen dan het begrip conforme afbeelding uit 2.2 als volgt verruimen:

a) We laten toe dat G, het punt z = « bevat.

b) We laten toe dat £(z) in G_ &én pool van de eerste orde heeft (zodat G,
het punt w = o bevat).

Met deze verruiming kunnen we zeggen: de gebroken lineaire transformatie

beeldt het hele afgesloten z-vlak conform af op het hele afgesloten w-vlak.

We zagen al dat de inverse van een gebroken lineaire transformatie (g.l.tr.)
weer een g.l.tr. is. Ook het "product" van twee g.l.tr. is een g.l.tr.:
als

azg +b +
£(z) = E3 , &lw) =%:§%

H

dan is (ga na)

Az +B
g(f(Z)) = 02 +D ?

e oG D0 D

De gebroken lineaire transformaties vormen dus een groep.

met

Elementaire g.l.tr. zijn

It

z +a translatie,

b X 2z draaistrekking t.o.v. z = O,

]

w=1/z inversie t.o.v. z = O.

Daarbij kunnen we de draaistrekkingen nog uiteen laten vallen in de typen

=
i

iv " ‘s
e” x z (a redel), draaiing om z = 0,

4
li

pxz (p>0), vermenigvuldiging t.0.v. z = O.




3e1.3.

- %0 -

Ga de meetkundige beelden van deze transformaties na!

De genoemde elementaire transformaties brengen de hele gebroken lineaire
groep voort. Want als ¢ # O dan is
az+b a  bc-ad

1
= x
ca+d ¢ T o2 z+ (d/c) °

En als ¢ = O (hetgeen impliceert dat a ¥ O en d # 0) dan is

82tb _ & (, b
czra -3 (+g) .

We defini&€ren als "cirkels" in het afgesloten complexe vlak de verzameling
van alle "gewone" cirkels en alle rechten. De rechten zijn dan precies die

"cirkels" die door z = « gaan, Iedere "cirkel" wordt gegeven door een verge~
lijking van de vorm

Azz +BZ +Bz +C =0 (1)
met A en C redel, BB - AC >0 . (2)
Want een "echte" cirkel heeft een vergelijking van de vorm

2

— - = - 2
|z-m|2==R of 2Z ~mz - Wz +mll -~ R" =0,

met R? > O,
En een rechte heeft een vergelijking van de vorm

& Re z2+b Im z+¢c = 0, of (a+ib)Z + (a-ib)z +2¢c = O

met &, b, ¢ reéel, a? +1v? >o0.
Ga na dat omgekeerd ook iedere vergelijking (1) met codfficisnten die vole-

doen aan (2), een rechte of een cirkel (met positieve straal) voorstelt.

Stelling 3.1.3. Bij een gebroken lineaire transformatie z - w wordt iedere

"cirkel" uit het z-vlak afgebeeld op een "cirkel™ uit het w-vlak.

Bewijs. 2elf (zie ook WSK 50, p. 70).

Opgave. ZBeschouw de afbeelding
z—=w:=1/(a-2) .

Welke cirkels gaan over in rechten, welke rechten in cirkels en welke rech-
ten in rechten?
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3.1.4. Definitie. De punten z, en z, liggen gespiegeld t.o0.v. de cirkel

AzZ +BZ +Bz +C =0

(met A en C regel, BB - AC > 0), indien

(Ga na dat deze relatie reflexief is.)

Ga ns dat als z, en 3z, gespiegeld liggen t.0.v. een rechte .2:

Re(el%) = g , (1)

de verbindingslijn van z, en z, door £ loodrecht middendoor gedeeld wordt en dat

als z, en z, gespiegeld liggen t.0.v. een cirkel ]z-m|2 = Rz, uit

2 2
Z -m = —He— o i (z -m) ,
- |z1--m|2 1

volgt dat de verbindingslijn van z, en z, gaat door m, dat z, en z, aan de-

zelfde kant van m liggen en dat 121 ~m]| ]zz ~n} = R2. Als z, ~m dan nadert

z, tot e , Daarom zeggen we dat ook middelpunt en ® gespiegeld liggen.

Stelling 3.1.4. Als z, en z, gespiegeld liggen t.o.v. een "cirkel" C dan
liggen na een gebroken lineaire transformatie de beelden van z , en z, ge-

spiegeld t.o.v, het beeld van C.

Bewijs: =zelf.

Toepassingen
a) Wat is het beeld van de eenheidscirkel bij de afbeelding

Z W 3= 1/(eia-z) ? (& redel).

NMerk op dat z = O en z = o gespiegeld liggen t.0.v. ]z| =13 w = e"ia en
w = 0 liggen dus gespiegeld t.,o.v. het beeld van de eenheidscirkel.
Construeer op grond hiervan dit beeld.

b) Gevraagd worden alle g.l.afb, die |z| <1 op |w| <1 afbeelden.
Uit de continuiteit van de g.l.afb. volgt dat dan |z| =1 op |w| = 1 af-
gebeeld wordt, Stel dat z = a, met |a] <1, afgebeeld wordt opw =0 (er
is precies één zo'n a!). Volgens stelling 3.1.4 wordt dan z = 1/% afge-
beeld op w = o (ga na). Dus moet de afbeelding de vorm
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zZ-8 , Z=8
W= =c =
z-1/a 1-8z
hebben. Daar z = 1 afgebeeld wordt op een punt van |w| = 1, moet |e'| =1

zijn. Dus: iedere g.l.afb., die |z| <1 afbeeldt op |w| < 1 heeft de vorm

z wi=f(z) = el 228 et g redel en la] < 1. (2)
1~az
Omgekeerd beeldt ook iedere functie van deze vorm |z| < 1 conform af op
|w| <1 (g na).
De g.l, functie (2) is gekarakteriseerd door
f{a) =0, arg(f'(a)) =« .

Laat zelf zien dat

eipz +h

z =W 1= glz) 1= —— T (B regel, |b| <1) (3)
1T+be "z

een g.l.afb, van [z.l <1 op |w[ < 1 gegeven wordt die gekarakteriseerd
is door

g(0) = b, arg(g'(C)) =g .

Zowel door (2) als door (3) wordt de meest algemene g.l.afb. gegeven die

|2| <1 conform afbeeldt op |#| < 1., De beperking tot g.l.afb. is dearbij
niet essentieel, Er geldt nl.

Stelling 3.1.4.1. Iedere conforme afbeelding z —» w := g(z) van |z| <1
op |w[ < 1 is gebroken lineaijr,

Bewijs. Zij z = w := g(z) een conforme afbeelding van |z| < 1 op lw| < 1.
Zij g(0) = b, arg(g'(0)) = B. We moeten bewijzen dat g dan door (3) gege-
ven wordt,

Beschouw de g.l.afb,

Wt = f(w) 1= e™if H=b

1~ tw

Deze beeldt |w| < 1 af op |t| <1 met £(b) = 0, arg(£'(b)) = -p
De afbeelding

z -4t = h(z) 1= £f(g(z)) = e~1PF &lz) = b

1-Dg(z)

beeldt dus |z] < 1 conform af op |t] <1 met h(0) = 0, arg(h'(0)) =
= arg(f'(b)g'(0)) = Q.
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Volgens lemma 2,5 is dus

hiz) = z ,
of

e—iB g(z) - b _ z
?

1-bg(z)
waaruit (3) volgt.

d) Opgave. 2ij f£(z) analytisch voor |z| < 1 en zij hier |£(z)}| < 1.
Dan geldt voor |z] <1

|f'(z)] S1_'.|£.(E)..E

1-|zf®

Hint: kies z = a, zij f£(a) = b.

[

Zoek een afbeelding s =+ z := g(s) van |s| <1 op |z| <1 met g(0) = a.

Zoek een afbeelding w -t := h(w) van |w| <1 op |t| < 1 met h(Db)

fi
(@]
L ]

Pas het lemma van Schwarz toe op h(f(g(s))).

2 4 vier onderling verschillende complexe getal-

len (4én mag er oneindig zijn). De dubbelverhouding van Z,9 Zyy Zyy Z, iS

Z3—Z1 Z4—Z
Z_ =4 Z, ~2
3 2 4 1

2

DV(z1,22,zs,z4) =

(met geschikte limiet als &én der getallen oneindig is).

Stelling 3,1.5. 2ij z = w := £(z) een g.l.afb. Zij 2.y Zyy Z
verachillend met beelden Wy Wy Wy w, . Dan is

z, onderling

3?

DV(z 12 3% 42

192,02, 4) = DV(w1,w2,w3,w4) .

Bewijs. Uit w = (az+b)/(cz +d) volgt

(a.d—bc)(z1 —22)
Wom¥ = (cz1 -!“fi)(cz2 +d) °

Mesk het bewijs zelf af.

Toepass ingen.,

a) Zij 2,y Zyy 2, drie onderling verschillende complexe getallen (&én mag er
oneindig zijn).
Uit de elementaire meetkunde weten we dat er precies é€én "cirkel" C door

deze punten gmat.
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Een g.l.afb, die deze "cirkel" afbeeldt op de re&le as van het w-vlak is

(z-2,)(z,-2,)
w = (z-zz)(z:-z1) (1)

(met geschikte limiet als een der gétallen Z,s Z, Z, o is),

Immers, het is een g.l.afb.; "cirkels" worden dus op "cirkels" afgebeeld;
Z.y Z,y Z, §8an over in resp. 0, e, 1; de "cirkel" door O,e, 1 is de re-
ele as,

Wordt het binmengebied GZ van C afgebeeld op boven- of onderhalfvlak? Dat

hangt af van de ligging van Z.s 2,9 Z, OP C. Als Z,y 2,9 3 in de links-om

volgorde op C liggen (d.w.z., datzwe van z, via z, naar zaslopend G, aan
de linkerhend hebben), dan is het beeld van G_ het onderhalfvlak, want als
we langs de re€le as van O via o« near 1 gaan dan hebben we het onderhalf-
vlek aan de linkerhand., En volgens stelling 2,4.1 bliift immers de om-

loopszin behouden.

in de links-om volgorde op C liggen dan en

Cpgave. DBewijs dat z1, 22, z,

slechts dan als

22‘2

0 < arg <n .,

217 %,
En is dit het geval dan ligt z in het binnengebied van C dan en slechts

dan als

Znp— 2 zZ, " Z

< 27 .
z

3
i < arg -
Z) =25 z

arg

Bewijs hiermee opnieuw de uitspraak over het beeld van Gz'

Opgave. Ieid met behulp van (1) af dat de vergelijking van de "cirkel"

door Zys Z,y Zg 18

Im((z-z1)('z'—22)(z3-—zz)(53-51)) =0,

Ga na dat deze vergelijking inderdaad een "cirkel" voorstelt.

Zij Z,y Z,s Zg drie onderling verschillende punten op een cirkel Cz en
Wiy Wy Wy drie onderling verschillende punten op een cirkel Cw'
De conforme afbeelding z = w die CZ op Cw afbeeldt is dan eenduidig be-

paald en wordt gevonden door oplossen van w uit
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(rew ) -w)  (a-2)(z-2,)
(o) -w,) (@7 2,)(z, - 7,)

Bewijs dit zelf. Bewijs ook dat het binnengebied van Cz op dat van Cw
wordt afgebeeldt dan en slechts dan als Zys Zyy 2,y G W, W, W, in de-
zelfde volgorde op Cz, resp. Cw liggen. Wat gebeurt er in ket andere ge-

val?

De meest algemene conforme afbeelding z -+ w waarbij de re&le as overgaat

in de reéle as is

z-0)(B -
v EZ-Y%ﬁ'ag ’
met @&, P en Y refel en verschillend (er mag er &én oneindig zijn).
Daarbij wordt het bovenhalfviak afgebeeld op het bovenhalfvlak indien

of ~w<g<pf<ysow
Of woo<cy<a<pEw
Q0

of ~m<pB<y<a<s=

Bewijs dit zelf (verifieer ook of het beeld van z = i inderdaad in het
bovenhalfvlak ligt).

Zij Gzeenbegrensd gebied waarvan de rand I, bestaat uit eindig veel continu
differentieerbare bogen. Volgens stellingen 2.5 en 2.6 is er een conforme
afbeelding z =~ w i= £(z) van G, op lw| <1 @ie continu voortzetbaar is
tot afbeelding van G +T_ op |w| < 1. Natuurlijk is f niet eenduidig be-
pasld: we kunnen |{w| < 1 nog met een g.l.afb. op zichzelf afbeelden. Uit
het voorgaande volgt echter:

Kies drie punten Z.y Zgy Z, VAN Pz die in de "links-om" volgorde t.o.v.
GZ liggen.

Kies drie punten Wy W,y W, OD lw| = 1 die eveneens in de links-om volg-
orde liggen.

Dan is er precies één continue afbeelding z - w := £{z) van G, +T_op
lw] <1 die G, conform afbeeldt op |w| <1 en Zyy Z,y Z, OP TeSPe W , W,

2
en Wy Immers als

z =+t = g(z)

een conforme afbeelding van G, op ltl < 1 is, dan wordt volgens stelling
2.6 Pz met behoud van de omloopszin afgebeeld op |tI = 1, Uit b) volgt mu
dat f{z) moet voldoen aan
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(£(a)=w)ln =w )  (e(z) -z, ) )Nelz, ) - &(z,))

1

Ty v, ), <w) eV = 60, V(e - ez, 1) )

Hierdoor is f(z) eenduidig bepasald.

Opgave. Veronderstel dat Zys Zyy 2y

,» W, in de rechtsom volgorde., Bepaal weer f(z) uit (1), Wat is dan

het beeld van Gz?

in de linksom volgorde liggen en

e) We willen [z| < 1 zo afbeelden op Imw > 0 dat z = -1,-i,1,i corresponde~
ren met w = -1,0,1,., Volgens het bovenstaande is het niet zeker dat dit
mogelijk is! laten we de eis 2 = -1 » w = =1 weg, dan vinden we als af-
beeldingsfunctie

(z+3)(1-3)  =z+i '
= = . 2
L ey ey e (2)

Het blijkt dat het meevalt: z = -1 wordt op w = -1 afgebeeld, Verklaar
dit op grond van een symmetrie beschouwing (laat bv. zien dat door (1) de
halve cirkel |z| <1, Re z > 0 afgebeeld wordt op het kwartvlak

Imw> 0, Re w > 0 en pas het spiegelingsprincipe toel).

2

De functie f(z) := z2 is uiteraard analytisch voor alle z en £'{z) # 0 voor
z # 0. Daar zf = z% en z, # z, impliceert Z, = "2, beeldt f(z) een gebied

Gz conform af dan en slechts dan als z ¢« G=» -z ¢ G, ofwel, als het gebied

G, :={z | -z€6,}

(verkregen door spiegeling van GZ aan de oorsprong) disjunct is met Gz. Met

name mag Gz dus de oorsprong niet bevatten.

Veronderstel nu dat f(z) een gebied G, conform afbeeldt op G_. Wat is de in-
verse functie g(w) ? Uit w = z° volgt z = j;{;. Welk teken moeten we nemen?
Stel dat Gz een punt z, ulit het rechterhalfvlak bevat, Zij Wy i zi. Dan is

in een omgeving van W, (waarom?)

gw) ={w  (hoofdwasrde) .

En vanuit deze omgeving moeten we g(w) analytisch voortzetten. Daar G geen

gesloten Jordankrommen kan bevatten die de oorsprong in hun inwendige hebben




- 37 -

(waarom niet?) is deze voortzetting eenduidig bepaald en onafhankelijk wvan
de wijze waarop we voortzetten. Passeren we bij de voortzetting de negatief
re€le as van het w-vlak, dan gaat \/_w over in wﬁr, als we met w de hoofd-
waarde blijven bedoelen. Men schrijft echter ook vaak

g(z) =\w

voor alle w € Gw en bedoelt dan met \Gv eenvoudig de functie die de inverse
afbeelding van GW op GZ levert.

0 ven

1) 7Zii -n<as<smen 21j GZ het halfvlak Re(eulaz) > 0. Dan is Gw het hele

w-vlak behalve de halfrechte w = 2%, - <t < 0.

Ga na waar in G_ gw) =Vw (hoofdwaarde ) en waar g(w) = ~\w {(hoofdwaerde ).
2) Beschouw het gebied G, bepaald door

2nit
e

z2€G, =3 A2t <p<2t+1)

t>o0 3p>0 (Z =@
en ga hiervoor de afbeelding en de inverse afbeelding na.

Eet is duidelijk dat de hieronder geschetste gebieden Gz en Gw door w = 22

op elkaar worden afgebeeld.
s
' //A //C g/ e
1 1

We passen mu het spiegelingsprincipe toe. Spiegelen we aan CDA dan krijgen
we de correspondentie

A/
%
] g
, 4/1/ /

< :
~

AL

AN

ik
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Spiegelen we aan ABC dan krijgen we

aven

1) Vergelijk de resultaten uit deze paragraaf met die uit 1.6 en 1.8,

2) Zij z = x +1iy, w = u + iv. Zij G, het kwartvlak x > 0, y > O. Bepeal het
beeld van de halfrechte x = X, (x0:>0), y >0 bij de afbeelding w = z2.
Dit is de "halve" parabool

u = x> - vz/(4x2) y v >0,
0 0
Analoog is het beeld van y = Y, (yo > 0), x > 0 de halve parabool
u=v2/(4y§)-y§, v>0.

Laat zien dat beide scharen parabolen elkaar loodrecht snijden en de ¢or-
sprong als brandpunt hebben,

3.3, De functie w 72 - 1

i

I

De functie w 422- 1 is analytisch voor z # + 1 en de afgeleide is # 0 voor

z # 0. Uit W, =W, enz, # z, volgt z, = - 2, , mear anderzijds volgt uit

z, = -2, niet altijd dat W, =W, & het kan zijn dat Wy =-W,.

3.3.1. We bekijken eerst het geval dat GZ het (open) eerste kwadrant is en we eisen
' dat w positief refel is als z positief refel en > 1 is, Het beeldgebied Gw

kunnen we op twee manieren vinden.

a) Door de afbeelding te ontleden in elementaire afbeeldingen

8=2%, t=s5-1, w= {%
| en na te gaan wat de met Gz corresponderende gebieden Gs, Gt en Gw zijn.
\ Doe dit zelf.

‘ b) Door na te gaan wat het beeld is van de rand van G, en dan stelling 2.4.1
toe te passen.,




Nauwkeuriger: we slaan cirkelbogen met stralen resp. 1/p, p en p {p < 1) om

B, B en C en beschouwen de gesloten weg A'A"B'B"C'C"A' (zie figuur)

A

e

ip

i, Langs A'A" is z = p"1eie, 0< 6 <n/2,

w = ‘}p-‘!e21 -1 =+ (:>_1eie 1—p2e—21 . (1)

Dasr 1 - pZe 2*® in het rechterhalfviak ligh, kumen we voor de wortel
de hoofdwortel nemen, het rechterlid van (1) is dan een continue func-
tie van € als we voor alle @ hetzelfde teken nemen, Dasr volgens af-
spraak op CA w positief regel is, moeten we het + teken hebben. Loopt
nu z van A' naar A" dan loopt w langs een kromme (die bij benadering
een cirkel met straal p'1 is, als p groot is) van positief re&le as
naar positief imaginaire asg.

ii. Op AB is z = iy, 0 <y <o ,

w=m=:im.

Aansluiting in A" leert dat we het + teken moeten kiezen. w is dus op

heel AB positief imaginair en nadert tot +i als z naar 0 gaat,

iii, Langs B'B" is z = pele, 0=<6<mn/2, dus {(hoofdwortel, aansluiting in B')

w o= pzezl -1 = +i\‘1-pzezl; .

iv. Op BC is z = x, 0 <x < 1, en dus (aansluiting in B")

w={]€2~——1=+imo
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V. Langs C'C" is z = 1 + pele, 0<® <mn, dus (hoofdwortel, aansluiting
in C')

T T 1. T
w = V ele 2+ ele) = + ezleq (2 + ele) .
P P p P

Hieruit volgt dat w in C" positief re€el is, in overeenstemming met het

uitgangspunt:
vi., Op CA hebben we z = x (1 < x < »),

w = Qx? -1.

We passen nu stelling 2.4.1 toe op de gesloten weg Pz(p) = A'AMB'B"C!'C", die
A

als beeld een weg Pw(p) beeft. {z2 -1
is analytisch op en binnen deze weg.
En dus wordt het binnengebied Gz(p)
van Pz(p) conform afgebeeld op het
binnengebied Gw(p) van Pw(p).

laten we nu p = 0 gaan dan vinden we:

Als we afspreken dat VEEiTT positief
re€el is voor z re€el en > 0, dan
beeldt deze functie het eerste kwa-
drant van het z-vlak conform af op
A het eerste kwadrant van het w-vlak.

Opmerkingen

1) De gevolgde methode 1lijkt {en is) wat moeizaam., Hij is echter erg veilig
en geeft een goed inzicht in het gedrag van de te onderzoeken functie bij
de punten waar deze of zijn inverse niet analytisch is.

2) Men kan de methode iets versnellen door op te merken dat

bij At w = + z¥V1-1/2°
bijBrw=2il1-2
bij C:w=2+Yz-1.Yy(2+(z-1),

De tweede factor is daarbi} steeds analytisch in een omgeving van het be-
schouwde punt met positieve limietwaarde als we de hoofdwortel nemen, We
hoeven daarom in wezen slechts de eerste factor te bekijken.

Merken we nu op dat 2 -1 positief reéel is op CA en negatief re&el op AB
en BC, dan vinden we snel:
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w positief refel op CA (volgens afspraak)
= + teken bij A
= w positief imaginair op AB
= + teken bij B
= W positief imaginair op BC
= + teken bij C (als we de hoofdwaarde van |z~ 1 nemen)
= w positief reEel op CA.
3) Merk op dat bij A de afbeelding conform is, in B f(z) analytisch is maar
£f'(z) = O en bij C f niet analytisch is. Welke invloed heeft dat op de
i hoektrouwheid?
i 4) Dat f(z) analytisch is op de open wegstukken AB, BC en CA is evident uit
de formules. In algemenere situaties kan men het vask concluderen met be-

hulp van het spiegelingsprincipe.

3.3.2, We beschouwen weer de afbeelding ven eerste kwadrant op eerste kwadrant door

" .
i

We willen het spiegelingsprincipe toepassen. We kunnen 8piegelen aan AB of
aan BC of man CA.

Spiegelen aan AB:

Gw is nu het bovenhalfvlak verminderd met het lijnstuk w = iv, O < v < 1,

Spiegelen aan BC:
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A/ A A
/ G /4’/ /5
< s ////

/19‘:/

AI

Merk op dat A en A' nu echt verschillende punten zowel van de rand van Gz

als van de rand van Gw zijn (ga na wat de beelden van GZ en Gw op de Riemann-
bol zijn).

Spiegelen aan CA:

R

Merk op dat 2z = o nu een inwendig punt van Gz geworden is (daar {z° -1 =
= zY1- 1/; conform is in een omgeving van z = « kan dat),
ven

1) Pas de methode ven het volgen van de randkromme toe op deze vier door
spiegeling verkregen afbeeldingen.
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2) Behandel de functie w = z/\"l -z,

3+4+ De functie w = z+z")

We zoeken de conforme afbeelding van het gebied Gz = {z | Imz>0A Iz| > 1}
op het bovenhalfvlak Im w > 0 zodanig dat de randpunten z = -1,1,% corres-

ponderen met resp, w = -1,1,00 ,

\/ Wit

We zullen deze afbeeldingen synthetiseren via enkele tussenstappen.

-1

i, Zij s = 1/(z+1). Bij deze gebroken linesire transformatie gaan “cir-
kels" door het. inversiepunt z = -1 over in rechten; zowel het beeld van
CAB als dat van BC ligt dus op een rechte, deze rechten anijden elkmar
loodrecht in het beeld van C. Uit het behoud ven de omloopszin en de
hoektrouwheid in C volgt mu (gza na) dat G, is zoals getekend.

0 i
B/' Al~-C V /
/ |~ qi "
: |~ C A B
1B N
ii, Zij t = 1-2s. Gt wordt dan zoals getekend.

iii, Z2ij v = $2, G_ wordt zoals getekend.
v

ey
B/gv -~ //A//B

We hebben nu een afbeelding van G op een bovenhalfvlak, maar nog niet met

de goede correspondentie van de rendpunten. Deze verkrijgen we door nog een

gebroken lineaire afbeelding toe te passen:
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Totaal krijgen we dan

g lt(1-2/(1+2))2 2241

= i(z+z"") .
1-(1-2/(1+2))2 22 "R

g pgaven

1)

3)

4)

Stel z = pele (p>1, 0<B <n), dan is, als w = u + iv,

u = %(p-#p-1)cos 8, v= é(p-—p"1)sin g .

Laat zien dat de (halve) cirkels p = constant corresponderen met ellipsen
(met + 1 als brandpunten) en dat halfrechten 6 = constant corresponderen
met (kwart) hyperbolen (eveneens met + 1 als brandpunten) die loodrecht
op de ellipsen staan. Wat zijn de limietexemplaren als p = 1 of © = 0 of
8 —+ =,

De bij w = 4(z+z ') behorende inversen zijn

2 =W+ W e,

Bespreek hoe deze functies het bovenhalfvlak afbeelden door na te gaan
hoe ze zich op de re€le as gedragen en stelling 2.4.1 toe te passen.
leat zien dat w = 3(z+z"') univalent is in ieder der gebieden |z| > 1,
|z] <1, Im 2> 0, Im z < 0, en bepaal de conforme beelden van deze ge-
bieden.

Zij Gz het hele z-vlak behalve de rechte liin van z

-1 naar z = 1,
Zij G_ het hele w-vlek behalve de rechte lijn van w = -e'" naar e % (met
een reéle a).

Zoek de functie w = £(z) die G_ conform afbeeldt op G en wel zo, dat

flo) moo , arg(f'(w)) =0 .

Hint: beeld eerst G, conform af op het gebied |s| > 1 en G op het gebied
4] > 1.
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3.5+ De_exponenti&le, hyperbolische en trigonometrische functies

3.5.1. We leiden eerst de voornsamste eigenschappen van de exponentible en trigono-
metrische functies af uit de definitie door machtreeksen.
Definieer
w© k
exp(z) 1= % 12:_7 ,
k=0
cosh(z) := ¥(exp(z) +exp(-z)) ,

sinh(z) := 3(exp(z) - exp(-z)) ,
cos(z) := cosh(iz) ,
sin(z) s= - i sinh(iz) .

Opgave. Leid de machtreecksen voor cosh, sinh, cos en sin af.

De machtreeks voor exp(z) heeft convergentiestraal oneindig, alle functies
zijn dus gehele functies, Door term voor term differentiatie (zie WSK 50,
p. 16) vinden we

d =

i exp(z) = exp(z) . (1)
Hieruit volgt dat voor alle z en a

Slexp(a-2) - exp(z)) = 0 ,

dus exp(a-z)+» exp(z) = constant = exp(a) ,
want exp(0) = 1,

Dus ook voor alle z, en z,
exp(z, +2,) = exp(z,) « exp(z,) . (2)

Opgave. leid (2) ook af door de termen van de machtreeks voor e:r:p(z1 +z2)

uit te werken.

|
|
‘ Uit (2) volgt dat
exp(z) # O voor alle z.
Uit (2) en de definities volgt dat
exp(x +iy) = exp(x) + exp(iy)

= exp(x)(cos(y) + i sin(y)) . (3)
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Voor redle x en y zijn exp(x), cos(y) en sin(y) redel.

Zeker is exp{x) > O voor reéle x, want deze functie is continu, nergens 0 en
1 voor x = 0.
Uit
d
ax ex(x) = exp(x)
volgt dat exp(x) monotoon stijgt. Uit de reeks volgt dat

lim exp(x) = +o ,
x—+oo

En met (2) is dan

lim exp(x) = lim exp(-x) = lim (1/exp(x)) = 0 .

Kup =00 X 00 X 00

Dear voor re&le y exp(iy) = exp(~iy) (waarom?), is voor redle y

lexp(iy)|? = exp(iy) - exp(-iy) = 1 . (4)
Hieruit volgt dat ook

lim exp(z) = e , lim exp(z) = 0,
Re z—o Re z--o0

uniform in Im z.

Uit (1) en de definities volgt dat voor redle y

i (cos(y)) = - ain(y) .

Daar
o0 k
: ~1 2k+
sin(y) = = 1337
0
@ 4k Y2
B CTEENE (1 - (4k+2)(4k+3)>
is sin{y) > O voor 0 <y < 2
En uit
1 k ok < 4kt 2
cosly) =2 gy =1 -2 e (- m e

volgt nu dat cos(y) menotoon daalt voor O <y < 2 en dat cos(0) = 1,

2
cos y <1 —%y:z(‘l—%) voor 0 <y < 2 en dus cos(2) < - %—- .
Dus : cos{y) heeft in (0,2) precies één nulpunt Tye

We definiéren:
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noi= 2y .
Daer sin y > 0, volgt uit (3) en (4) dat sin("/2) = 1 en
exp(ni/2) = 1.
Hieruit volgt met (2)
exp(z +ni/2) = i exp(z) ,
cos(y +n/2)
sin(n/2 - y)

Met behulp van deze relaties kummen we de bekende plastjes van cos (y) en

i

- sin(y), sin(y +n/2) = cos(y),

cos(y) , ete.

I

sin(y) voor O < y < 2rn afleiden uit het plaatje van cos y in 0 <y < 1:/2.

Met name zien we:

exp(2ni) = 1
en exp(iy) # 1 voor 0 <y < 2n , (5)
Met (3) volgt hieruit

exp(z) = 1 dan en slechts dan als z een geheel veelvoud van 2ni is,

Want exp(x+iy) = 1= x = 0, exp(iy) = 1.

Zij k = entier(y/(2=)).

Dan is ook exp(i(y-2nk)) = 1.

Maar O < y- 2nk < 2r, dus uit (5) volgt y = 2nk,

We hebben hiermee de met (2) voornaamste eigenschap van exp(z) gevonden:
exp(z) is periodiek met periode 2ni,

doWo Ze

exp(z1) = exp(zz) dan en slechts den als z, -z
veelvoud van 2ni is.

, €en geheel

We definiéren nog: e := exp(1) en schrijven voortaan ook

e” := exp(z) ,

hetgeen zinvol is op grond van (2),

3.5.2, We beschouwen nu conforme afbeeldingen door middel van w = e>=,

Uit de periodiciteit volgt: de functie e” is dan en slechts dan univalent in
een gebied Gz als

z2EG =Y

z  k,k geheel,ky0 (2 +2kni ¢ Gz) :
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Z2ij Gz de strook 0 < Im z < n, Dan is het beeldvlak van Gz het bovenhalfviak
In w > O.

Went als 2z =x +1iy, w =u + iv, dan is

u=e‘cosy, v=ersiny. (1)

Uit 0 <y < n volgt dat v > O. En omgekeerd is er bij iedere u en iedere

v >0 een x en y die aan (1) voldoen en zo dat O <y < m:

x = % log(u? +v*)  (de reéle logarithume)
u
¥y = arccos ( ) (de hoofdwaarde).
u? +v7 ,

We kunnen spiegelen aan ABC en vinden dan dat de strook lIm z| < n conform
afgebeeld wordt op het w-vlak verminderd met oorsprong en negatief re&le as,

De inverse functie bij w = e? is g = log w. Deze functie is reeds in 1.7

uitvoerig besproken, De bijbehorende conforme afbeeldingen volgen uit het
bovenstaande.

Opgave. Stel bekend dat w = exp(z) de strook O < Im z < M/2 conform afbeeldt
op het eerste kwadrant met Im z = O op Imw==0enImz==n/2opRew=O.

Lleid hieruit met behulp van het spiegelingsprincipe af dat exp(z) periodiek
is met periode 2ni.

Uit exp(x+1iy) = eX(cos y + i sin y) volgt gemakkelijk dat door t = eZ de
halve strook Re z > 0, 0 < Im z < n conform afgebeeld wordt op het gebied

|t| >1, Im t > 0. Door w = &(t +¢~ ) wordt dit gebied conform afgebeeld op
In w > O (vgl. 3.4). We vinden dus

door w = cosh z wordt de halve strook Re 2> 0, O <Imz <=
conform afgebeeld op Im w > O met de in de figuur sangegeven
correspondenties.




1)
2)
3)

4)

5)

6)

7)

T L0

Opgaven

- 49 -

Spiegel aan BC.
Bepaal de inverse functie.
Ga, gebruikmakend van

cosh(x+iy) = cosh x cos y + 1 sinh x sin y ,

na wat het beeld van de rand van GZ is en bewijs met stelling 2.4.1
rechtstreeks dat GZ op Gw afgebeeld wordt.

Bepaal ock de beelden van rechten Re z = X, en Imz = Yoe

Bewijs dat door w = sin z de halve strook |Re z| < m/2, Im z > O conform
afgebeeld wordt op Im w > O.

Beschouw de functie

% = - i log(iz + V1-2?)

voor Im z # 0 (hoofdwaarde van wortel en logarithme in de buurt van z=0).
Ga na wat het beeld van Im z = 0 is en wat het beeld van Im z > O is.
Bepaal de conforme afbeelding w = £(z) die de strook 0 < Im z < n/2 af~-
beeldt op Im w > O 20, dat z = - ,0, afgebeeld wordt op resp. w = =1,0,1.
Bewijs dat tanh z de periode mi heeft en univalent is in de strook

|Im zl < n/2, Waarop wordt de strook afgebeeld? Wat is de inverse functie?
Zij a re€el. Door 8 = tanh z, resp, t = tanh(z +a), wordt de strook

0 < Im 2z < n/2 conform afgebeeld op de bovenhalfvlakken Im s > O, resp.

Im t > O. Er moet dus (vgl. 3.1.5, pag. 35) een gebroken lineaire trans-
formatie tussen s en t bestaan:

A tanh 2z + B
C tanh z +D °

tanh(z +a) =

Bepaal A, B, C en D door speciale waarden van z te nemen. Geldt de gevon-

den relatie nu ook voor complexe & ?
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Hoofdstuk 4. De formule van Schwarz-Christoffel

Alsemene beschouwingen

2ij Gz een begrensd enkelvoudig samenhangend gebied waarvan de rand L', be-
staat uit een eindig aantal 1lijnstukken. Zo'n gebied noemen we een polygoon
gebied. Als we op dezelfde wijze als in 2.6 randpunten zo nodig meervoudig
tellen dan kunnen we zeggen dat l"z een enkelvordig gesloten polygoon is. Het
aantal hoekpunten van Pz zij n.

We zoeken een conforme afbeelding w -+ z := g(w) van het bovenhalfvlak

Im w > O op Gz‘ Volgens de afbeeldingsstelling van Riemann bestaat zo'n af-
beelding. En volgens stelling 2.6 is g(w) continu voort te zetten tot op de
reéle as, die dan afgebeeld wordt op Pz.

Zij Zyse oDy, de hoekpunten van I, , genummerd in positieve zin. Aan ieder
hoekpunt 2, voegen we een "buitenhoek My toe: bij doorlopen van PZ in posi-
tieve zin draait de richtingsvector over de hoek Th, naar links, Kennelijk
geldt

_1$p,k<1.

Daarbij correspondeert 0 < e < 1 met een inspringende hoek van Gz’

-1 < by < O met een uitspringende hoek en py. = -1 met het uiteinde van een
insnijding (coupure) in G .

Uit het feit dat Pz enkelvoudig en gesloien is en GZ als binnengebied heeft,
volgt dat voor

O<r$min(|zk+1-zk| ! [Zk-1'zk|)/
de punten

2=z + rol (0 *+arg(zxii-zy))

tot Gz behoren als

0<9<11:(1-p.k)




4-1.2-
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Meetkundig zien we in dat, omdat 1"z enkelvoudig en gesloten is,

Zp =2, (1)
We zullen deze relatie later langs analytische weg terugvinden.

Stel dat de hoekpunten ZoyeeesZ, VEN Pz de beeldpunten zijn van WoseensWy ap

de reé€le as. We veronderstellen de nummering uo, dat

- 0O <oc oo. 2
Sw1<W2 . <w < (2)

W y...,%_moeten in de linksom zin t.o.v. het bovenhalfvlak liggen.)
1 n

De volgende stelling geldt nu:

Stelling 4.1. De functie z = g(w) die Im w > O conform afbeeldt op het po-

lygoon gebied Gz begrenzd door een enkelvoudig gesloten polygoon I‘Z voldoet
voor Im w» O aan

I n B
k
8': ==k ST (3)
k=1 k

n

Hierin ie n het aantal hoekpunten van I‘z; WopeeesW zijn de originelen van
de hoekpunten z, pererZpd T ge ey T zijn de bij ZyyeessZy behorende huiten-

1
hoeken.

Uit (3) volgt, als Wogeee, W alle eindig zijn,

gi(w) = C T (w-m) E 4)
k=1

-p
met C een complexe constante. Als w, =0 dan moet de factor (w-w1) ! weg-

gelaten worden.,

De formule (4) wordt formule van Schwarz-Christoffel genoemd.

We zullen stelling 4.1 in 4.2 bewijzen. We merken nu echter reeds op dat
formule (4) zeer plausibel is.

Op grond van het spiegelingsprincipe is g'(w) analytisch en # O op de re&le
as, behalve in de punten W En daar voor W <W < L het punt g(w) op het
lijnstuk (z,z.,,) ligt, is voor deze w

arg(g'(v)) = arg(z ,, - 2) .

Hieruit wvolgt:




. 1.3,

t " :
als L <w <wk<w <wk+1,_dan is

]

arg(g'(w')) - arg(e'(v')) = are(z,, -2) - arg(z, - z_,)

Ty (modulo 2n).

Daar nu
0 als w re8el en > W)

a.rg(w-wk)
n als w regel en < W,

(we beschouwen g(w) in Im w > 0, we moeten dus arg{w-w, ) continu nemen in
k
Imw = 0) is ook

~Hx ~Hy

arg( (w" -wk) ) ~ arg((w! -Wk) ) = Ty (modulo 2n) .

Uit deze beschouwing volgt dat
azg (3! (1) (v - ) ™)

constant moet zijn (modulo 2n) langs de hele re&le as. Hieruit volgt nog
niet (4): het zou kunnen zijn dat in plaats van de constante C een functie
C(w) nodig was; deze functie zou dan analytisch moeten zijn voor w # w, met

in W polen of nulpunten van even orde.

Zij T, gegeven, met n (n = 3) hoekpunten ZyyereyZye Z0als bekend (zie
3.1.5.4) kunnen we drie der punten Wopeess W, voorschrijven (mits in de goede
volgorde), de overige punten W, zijn dan in principe geheel bepaald, maar
ons nog onbekend. Hoe kunnen we nu met behulp van (4) de afbeeldingsfunctie
g{w) geheel bepalen? In (4) zitten nog één complexe en n - 3 redle onbekende

parameters. En bij integratie van (4) komt er nog één additieve complexe pa-
rameter bij.

We merken op dat een begrensd gesloten polygoon met n hoekpunten waarvan al-
le buitenhoeken gegeven zijn, op translatie en rotatie na eenduidig bhepaald

is als van n- 2 zijden de lengten gegeven zijn. Er zijn dus n- 2 onafhanke-
lijke relaties van de vorm

W]=:+1
ENEL NS f g'(w)aw| .
"k

1]

Yk+1 n -,
ol [ Elwewy| Y (5)
w J=1
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Deze zijn voldeende om lC] en de n- 3 onbekende Wy te bepalen. Op grond van
de afbeeldingsstelling van Riemann weten we dat, als Pz enkelvoudig is, dit
stelsel vergelijkingen (dat, als n > 3, zwaar niet-lineair is) precies één
oplossing heeft,

De translatie-vrijheidsgraden van het polygoon corresponderen met de come
plexe integratie constante bij de integratie van (4). En de rotatievrijheid

correspondeert met arg C. Bijvoorbeeld kan arg ° bepaald worden uit

arg C = arg(21 - zn)
ga na, neem van alle factoren (w-w_) de hoofdwaarde).
k

Vaak willen we niet begrensde gebieden Gz afbeelden, waarvan de rand bestaat
uit een eindig aantal lijnstukken, halfrechten en rechten. De rand PZ bevat
dan het punt e één of meerdere malen, Bij een hoekpunt Z =@ defini&ren we
het getal e OP dezelfde manier als boven: e is de hoek waarover de rich-
tingsvector langs Pz naar links draait bij het passeren van Zy e Uit onder-
staande plaatjes blijkt dat in dit gevael

1€|.|k=;3,

5 _____””‘E-z-///// —— - > Ay
A < - &,
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4.2.2,
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Ook in dit geval geldt de relatie (1) uit 4.1.1. En het blijkt dat stelling
4.7 ook voor deze algemenere situatie onverminderd geldt.

De bepaling ven de parameters |Cl en wy lukt echter niet altijd op de in
4.1.3 geschetste manier. Meestal kunnen we echter door ad hoc beschouwingen

tot het vereiste aantal relaties komen.

Bewiis van de formule van Schwarz-Christoffel

Uit de beschouwing in 4.1.2 blijkt dat we moeten aantonen dat de functie

e

YORSIOLICEN (1)

een constente is. Uit (1) volgt

e +§131 : (2)

We zullen bewijzen, dat het rechterlid van (2) in het gehele vlak (ook in de

punten wk) analytisch is en in het oneindige naar 0 gaat. Daaruit volgt di-
rect dat h(w) constant is.

We beginnen met een lemma dat het locale gedrag ven g(w) bij een W be-
schrijft.

lemma 4.2,2. Zij £(w) analytisch voor O < |w| <p, Imw > O en continu voor
0= |w| <p, Imw=0.

Zij £{0) = 0.

Zij voor 0 < |w| <p f(w) # O en

arg(f(w)) = © als O<w<p,
arg(f(w)) = no als -p <w <O,
0 <arg(f(w)) <nae als Imw> 0,

wasrin

DO<a=s2,.
Dan is er een p', met O < p' < p, 2o, dat voor 0 < lwl <p'y Imw = 0,

f(w) =wa§a.kwk met a >0, (3)

fr{w) = &

oM 8

k
bkw met bo >0, (4)
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fw) TTw T %Yo (5)

Bewijs: Zij voor |w| <p, Imw =0,
1
gw) 1= (2(m))'/*

(dus g(0) = O en voor w # 0 g(w) = |f(w)[1/d et azg(f(w)) /e ).
Den is g{w) analytisch voor O < |w| <p, Im w> O en contimu voor |w| < p,
Imw= 0. Voor 0 < |w| <p is g(w) # O en

arg(g(w)) = 0 als O<w<p,
arg(g(w)) = = als -p <w< 0, (6)
0 <arg(gw)) <n als Imw> 0.

Met het spiegelingsprincipe volgt hieruit dat g(w) analytisch voort te zet-
ten is in de hele schijf |w| < p. Daar g(0) = O geldt hier dus

glw) = ;110 pkwk . (7)

Uit (6) volgt (waarom?) dat P, #£ 0 en zelfs positief refel moet zijn.
We schrijven nu (7) als

Yk
g(w) = p;ﬂ(‘ Yoy w ) .
Dan is duidelijk dat in een voldoend kleine schijf |wl <p's=sp

£(w) = (g(w))® = wn(w) ,

met h(w) analytisch, h(0) = p(: > 0.
Hieruit volgen direct (3) en (4). Leid zelf (5) af (neem p' < p" 20, dat
£'(w) # 0O voor 0 < |w| <p!').

Opgaven

1) De convergentiestraal van de reeksen in (3) en (4) is minstens p. Bewijs
dit door op te merken dat w f(w) analytisch is voor |w] <p.

2) Bewijs dat de coéffici®nten 8, b en ¢ alle refel zijn.

3) Bewijs een analoge stelling voor het volgende geval:
f is analytisch voor R « le <® , Imw >0, en continu voor R < ]w| s,

Imw > 0. £(=) = 0 en voor R < |w| <o is f(w) # 0 en
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arg(f(w)) = 0 als R <w <o,
arg(f(w)) = - na als -w<w <R,

~-mx < arg(f(w)) <0 &als Imw >0, R< |w <=,

Hierin is 0 < a < 2.
Dan geldt o.m.: in een omgeving van w = *° ig

£0w) + 1+a =§? c w—k (8)
f1{w) w , K ’

4.2.3., We bewijzen nu stelling 4.1 voor het geval dat alle getallen ZyeeesZy €N

n
alle getallen LATERERA A eindig =zijn.

De afbeeldingsfunctie g(w) is analytisch voor Im w > 0 en continu voor
Imw = 0,
Voor w, <w<w _ ligt g(w) op het lijnstuk (Zk’ zk+1)’ op grond van het
spiegelingsprincipe is g(w) dus ook analytisch op (W s ¥, ) en is ook daar
g'(w) # 0 (waarom?).
We passen lemma 4,.2.2 toe op de functies
-i arg(z , -27)

£ (w) = e (g(w) - z,)
(k = 1,.0.,11; zr1+1 i= 21’ etc-)-
Hiervoor geldt (vergelijk 4.1.1 bij de definitie van u.k)

arg(fk(w)) = 0 als w, <w<w,_, ,
a.rg(fk(w)) = n(1 -pk) als w,_, <w<w_ ,

en 0 < arg(fy(w)) < n(1-u)

als Imw>0, |w-w]| Smin(lwk+1—wk|,[wk__1-wk|) .

lemma 4.2.2 levert dus: de functie

GO0 e ), M

+
fl'c(w) LN g'(w) W W,

is analytisch (voort te zetten) in een omgeving van w, . Daar fk reéel is
voor W <W < W ., ia deze functie ook re&el voor Wy, <w< Vbt (waarom?).
Hieruit volgt onmiddellijk: de functie h'(w)/h(w) uit (2) is enalytisch in
het bovenhalfvlak en op de re€le as en refel op de reéle as, dus (spiege-

lingsprincipe) een gehele functie.
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We kijken nu naar w = o , Zij g(o) = 2., dit is een punt op het lijnstuk
(zn,zl )+ Op grond van het spiegelingsprincipe is g(w) analytisch in een om-
geving van w = e (ga na, kijk eerst naar g(1/t) in de buurt van t = 0),
Hier is dus

o

-k
g(w)uzo +>i:akw .
Daar de door g gegeven afbeelding conform is in de buurt van w = e moet

8, £ 0 zijn (ga na).
Hieruit volgt (ga na) dat voor |w| > R geldt

gl

W) o _ 2, % -k
w) w.‘-§cl‘:W : (9)

Voor de functie h'(w)/h(w) betekent dit dat deze nasr O gaat als w - . En
volgens Liouville (WSK50, p. 43) impliceert dit dat h'(w)/n(w) = 0, Uit (2)

volgt dan
tt w - -
g'w

Dit is uitsprask (3) uit stelling 4.1. De uitsprask (4) volgt door integra-
tie.

Opmerking. Uit (9) en (10) volgt dat

1
k_ (10)
W—-Wk

B v I =

n
Dac
hetgeen we in 4.1.1 al op meetkundige gronden inzagen.

Veronderstel dat W1 = &,

Zij a reéel, W, <& <%, Beschouw nu de functie
g,(t) = gla- 1)
1 t7

Daar w = & - 1/t bovenhalfvlak op bovenhalfvlak afbeeldt, geldt:
t =2z = g, (t) beeldt Im t > 0 af op Gz’ De hoekpunten Zy corresponderen net

1
tk. a-w ?

met name dus z1 met t1 = Q.

Daar alle tk eindig zijn volgt nu met het reeds bewezen geval van Schwarsz-
Christoffel dat




- 58 -

g, (t)

n
= - 3 .
17%) -
g1 t ] t t]

Leid hieruit af dat

W-=W

I
= - 2 .
2 k

Daar g regulier is in w = a moet de eerste term rechts verdwijnen.

Opgave. Behandel dit geval ook met de in 4.2.2, opgave 3 aangeduide variant
cp lemma 4.2,2.

4.2.5. Het bewijs van de formule van Schwarz-Christoffel voor het geval dat één of
meer der punten 2 in = liggen laten we achterwege. Het berust op lemmas die
analoog zijn aan lemma 4.2.2, masr nu voor het geval dat lim f{w) =00,

Vooral de gevallen p = 1, p = 2, p = 3 (zie de figuren in 4.1.4) vereisen
enige zorg.

4+%. Voorbeelden

4.3.1. Beschouw het gebied Gz begrensd door een driehoek met hoekpunten A, B, C,

zijden a, b, ¢ en hoeken n«, np, my.

- o)
s Y
/;//9%////,0,,, Y c////,';\////é/////c ‘
(1- )

We veronderstellen dat BC correspondeert met het lijnstuk [0,a] van de reéle
as en dat A boven de re&le as ligt.

We kiezen als beelden van 4, B, C iig w M
de punten O, 1, co uit het w-vlak. ce O |t-a
Daar de buitenhoeken van Pz 0 1 1-8
T-a, 1-B, 1~y zijn geldt dan ¢ a o |1~y

'S—VZ?= C'.\rmq(w--‘l)ﬁ_1 . (1)
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Daar op BC %% positief reel is, is C positief redel. De waarde van C kan
bepaald worden uit bv.

Q
fl

1
[2(8) - 2(8)] = c| fw“"'* (w- 1)P~"av]
0

1

C fta_1(‘l-t)8_1dt = CB(o,B) , (2)
S

waarin B(a,B) de zg. beta-functie is.

We herinneren aan de formules (zie 6.6.6)

B(a,p) = 3(p,a) = ) (5)

Tr(1-v) = 50— . (4)

sin 7y

Daar « + B + v = 1 volgt uit (2), (3) en {3)

cl'(a + Tic 1
¢ = PiaiPiB; = sin ny D) ()0 (y) (52)

Analoog hebben we (ga na)

a =0 [W'(w-)Plaw| = (stel w = 47")
J
= CB(B,y) = ¢ Sinﬂ 2 r(a)r(ply) , (5b)
0
b = C| fw“—1(w~ )P "aw] = (stelw = 1-47")

¢B(a,y) = € Ei—"‘%ﬁr'(ac)r(p)r(\«) . (5¢)

Het verband tussen deze relaties klopt met de sinusregel uit de goniometrie.

De afbeeldingsfunctie z = g(w) volgt nu formeel uit (1) door integratie
(ervan gebruik makend dat in B z = O en w = 1):

w

z =0 [+% ' (t-1)P 134 (6)
J
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(met integratieweg willekeurig in het afgesloten bovenhalfvlak en hoofdwaar-
de van de factoren in de integrand).
Het is in het algemeen niet mogelijk de integraal uit te drukken in elemen-

taire functies (wel in de zg. incomplete beta-funciie).

Opmerking. Als B =1-a, v = 0 dan zijn AC en BC evenwijdig. We hebben nu

met (4) A / Vi G
¢ = 0B(a,t-a) /c/////q%///
= P(a)n(1-a) = € ==I— . A // s /CI (7)

T

Deze relatie kan ook rechistreeks uit (1) afgeleid worden. In een omgeving

van w = % geldt nu nl.

dwz o1 -0 -1
T = 0w (w=1)"" = Cw <1+J

TR

-J
).

, 0 <8 <n (met R groot genoeg - hoe

1
Integreer dit langs een cirkel w = Reie
groot is dat?). Dan vinden we
s(-R) - g(R) = nic + 0(&™") . (8)
Nu ligt g(R) op BC en g(-R) op AC. Dus is voor alle voldoend grote R
In{g(~-R) -g(R)] = ¢ sin np = ¢ sin m .
Daar dit onafhankelijk is van R volgt uit (8)

nC = ¢ sin no ,

Hiermee hebben we (met een methode die vaak bruikbasar is en die aanlokkelijk
is omdat er geen gecompliceerde integraal uitgerekend hoeft te worden) for-
mule (7) teruggevonden. Of anders: we hebben een onafhankelijk bewijs van de

met (4 ) corresponderende formule

3
B(ay1-a) = sin ma

gevonden,

Opgaven

1. Behandel het geval a = § = % verder door de integraal in (6) mu echt uit

te rekenen. Het resultaat is

Z =ng'log(W!v_v +dw-—1) ,

en omgekeerd
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w = %(1 + cosh %?J .

Vergelijk dit met 3.5.3.
2. Behandel ook de gevallen

i
—
1
™
Hi
]
S
-
—
I
<
1l
[\

1o = -

en

e

1ao

Il

, 1eB=-t, day=2 .

3. Behandel het geval dat GZ het bovenhalfvlak is, verminderd met het kwart-
vliek Re 2> 0, Im 2z > m.

4. Behandel het geval dat GZ het bovenhalfvlak is, verminderd met de half-
rechte Re z < 0, Im 2 = 7.

21 GZ het hele z-vlak verminderd met de halfrechten Im z = O, Re z > O en

a <0 indien b =

Imz = b, Re z < a. De getallen a en b zijn willekeurig behoudens de eis dat
/A//c{///// /// ¢’ /// //

Y ? '

We eisen de in de figuur aangegeven correspondentie tussen z-vlak en w-vlak.

Het getal p is daarbi]j nog onbekend,

alleen weten we zeker dat p > O, zZ "

De getallen p zijn als in de tabel A oo 0 2

aangegeven, De afbeelding voldoet B 0 -1

dan aan C oo oo o
dz _ o (w=1)(w+p) Pharib e
aw = © (1)
W 2

w

(Merk op dat we de punten A en C, waar p = 2, in w = O, Tesp. w = o gelegd
hebben, dit bespaart enig werk bij het integreren van (1).)

Daar %ﬁ' positief reéel is op BC, is C positief redel.

Door integratie van (1) vinden we (daar = = 0 als w = 1)

z = Clw +-§-+—(p-—1) log w - 1 - p] (2)
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(hoofdlogarithme, die O is voor w = 1 !),
De constanten C en p vinden we door na.é:r het punt D te ki jken:
a+ib = C[= 2p - 2 + (p-1)(ni + log p)]

(log w = mi + log p omdat we de tak van log w moeten hebben die in het afge-
sloten bovenhalfvlak (behalve in w = O) continu is),

Hieruit volgt, daar C regel is:
C(p-1)m (3)
c[(p-1)log p-2p-2] . (4)

Als b = O dan volgt hieruit, daar C £ O,

b

i

a

p=1, C=-2g (a is < 0 in dit gevall).

De afbeelding wordt dan

z = -2a(w+w |- 2) .
Vergelijk dit met 3.4.
Als b 7! 0 dan kan p bepaald worden uit de vergelijking

+ 1
T—f—=logp—2£_—== ¢(p) (5)
die door eliminatie van C uit (3) en (4) volgt.

Daar

+——4—>0 (P(P)

1(p) = 1
9'(p) = 5 Y

als p > 0, loopt ¢(p) monotoon van
~ o naar o« als p van O naar 1 gaat

en ook als p van 1 naar e gaat., 0 1
De vergelijking (5) heeft dus voor
iedere waarde van a/b twee oplos-
singen. Maar we weten dat C > O

moet zijn. Met (3) volgt daaruit
dat p>1als b>0en p <1 als
b < 0, Hierdoor is p eenduidig bepaald. De afbeelding is in dit geval

b
7 = =
s

b
logw+;(p_—1y[w+£-1—p]. (6)

Opmerking. We kurmen vergelijking (3) rechtstreeks uit (1) verkrijgen door

beschouwing van (1) in een omgeving van w = O, Hier is
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%UZ-= C[-?+Eil+0(1)} .

Integratie langs w = peie, O0< @& <mn, p klein genoeg, levert
2 .
a(p) - 2(p) = c[-<& + (p- Vni + 0(p)] .

Daar z{-p) op AD ligt en z(p) op AB, is
In(z(~p) -z(p)) = b .

Daar dit onafhankelijk is van p en C redel is, vinden we (3) terug. Ga na

dat hetzelfde resultaat te bereiken is met een beschouwing in de buurt van

w =00 ,
Opgaven

1. Wat gebeurt er als we de "verkeerde" oplossing van (5) kiezen? Ga na hoe
de afbeelding (6) nu de refle as afbeeldt en hoe dus nu het onderhalfvlak
van het w-vlak afgebeeld wordt. Breng het resultaat in verband met het
feit dat ¢(1/p) = - ¢(p).

2. Behandel ook de gebieden GZ bestaande uit het hele zfvlak verminderd met
de halfrechten Im 2 =0, Re z> O en z = & +ib + te™ 0 <t <o . Kijk
speciaal naar de gevallen ¢ = 0, a = n/2, a = 3n/2.

4.3.3, 2ija>0, b >0 en zij Gz het eerste kwadrant verminderd met het kwartvlak
Re z = na, Im z = nb.

We kiezen bij de afbeelding van GZ op het bovenhalfvlak GW de corresponden-

ties als getekend (merk op dat we de punten B en D, waar p = %, c.q. ~%, in

0 en o leggen).
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Z W m
A o0 -2 | 1
B 0 ol 1
C oo 1 1
D | n{a+ib) o | =}

De afbeelding voldoet dan aan

dz C

W (w-1)(w +p)

De constante C is zeker positief redel.

(1)

We bepalen nu eerst C en p door locale beschouwingen bij w = 1 en w = -p.
Bijw =1 geldt

4z C 1

a-E:"F‘_I-w-‘] +0(1) .
Integratie langs w = 1+ ele, 0 <6 <mn, p klein genoeg levert (daar C resel
P
is)
C
In(a(1-p) - 5(1+p)) = -
Hieruit volgt
C=(p+1)p.
Analoog vinden we bij w = -p
dz C 1
= +0(1) ,
W ifp(p+t) VTP
en daarmee
C
Re(z(-p-p) -z(-p+p)) = =—— ,
olp+1)
waaruit volgt
C = g(p-i-‘l)a. .
samen dusg
b2
Y =_§'
a
2, 2
b(b™ +:
C = (p+1)b = VI_)(P+'])9, = -—(Td'—)—
a

Hiermee kummen we (1) schrijven als
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- b + a\ﬂ;
Ww(1-w)  Vw(p+w)

Door onbepaanlde integratie vinden we

gl&

f____QJL__= (stel w = t2) =I&=log1—-}%=10g 1+ iw ’
w(1~w) 142 1w
j‘ = (stel w = pt2 =‘j‘ 2dt2

\f_(p+w 1+t

]

1-.
2 arctan t = 2 arctan w/b = i log “——éii2£

1+ w/b

Dat we hierbij de goede takken gekozen hebben blijkt het eenvoudigst door

.

reeksontwikkeling van integrand en resultaat bij w = 0., Het eindresultaat

wordt mu {daar z = O correspondeert met w = O)

=blog1—+—ﬁ+ialog1—-ﬁ . (2)
1=V 1 +ifw/p

Deze voorstelling (met hoofdwaarde voor wortel en logarithme) geldt in het
hele bovenhalfwvlak.

Geef zelf speciale voorstellingen voor w op de verachillende delen van de
re8le as,

In verband met latere toepassingen bepalen we nog het gedrag van g(w) in om-

gevingen van w = 1, resp. w = -p.

Als w = 1-u, |u| klein, dan is

W = 1-%u +0?) ,
tefw _ _240G)  _ 4 ¢4,,
1-yw Lu+o@?) U (rot)

log Tadw log(4/u) + 0(u) ,
Ty
1~ifw/p _1-i/fp (1+0

1 +i /p ’I-I-:L/\E;

i log 1;;2i£2£.= 2 arctan(1/¢5) + 0(?) )

1T+14 w/p

W) ,

en dus geldt

= b log §-+ 2a arctan %-+ o(u) , (u-0).
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We willen nu u als functie van z schrijven, voor z — + o (dus in de buurt
van C). Uit (3) volgt

w=ueP(1+0@) , (-0 (4)
2a a
met u =4 exp(i- arctan F) .

Kunnen we hieruit concluderen dat ook

u = uoe-z/bﬁ +O(euz/b)) (z = + o) ? (5)

Ja. Want in alle formules tot en met (4) kunnen we de O(u)-term vervangen

door een voor voldoend kleine u convergente machtreeks in u (zonder nulde

term). Stellen we e - = Vv, dan kunnen we in plaats van (4) dus schri jven

u = uovh(u) .
waarin h(u) analytisch is in een omgeving van u = O en h(0) = 1, Uit stel-
ling 1.2 volgt dan dat voor kleine v

u = uovk(v) ,

met k(v) analytisch in een omgeving van v = 0 en k(0) = 1. Hieruit volgt di-
rect (5).

In de buurt van w = -p vinden we op analoge wijze:

als w = ~p(1-v), |v| klein, dan is
< d 4 : b
z—1alogv+21barctana+0(v), (v - 0) .

En hieruit volgt dat

v = voelz/a(‘f +O(eiz/a)) , (z - + ioo) ’
Zb - b
met v, =4 e@(a arctan a) .

Opgave. Behandel op analoge w1rJze het hieronder getekende gebied GZ.

iTh

U
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4.3e4. Zij G‘Z de rechthoek =-a <Re z <a, O<Im z <b.

-a a K

We willen afbeelden zoals in de figuur aangegeven. Dat kan (met k een nog
onbekende parameter, zeker O < k < 1) op grond van het spiegelingsprincipe:
als de rechthoek ABCD afgebeeld wordt op het eerste kwadrant met als beelden
van A, BenD 0, 1 enc , dan wordt de rechthoek BCEF afgebeeld op het bo-
venhalfvliak,

We vindens:

o)

= - S (1)
WANOSE (118

met C redel en > O.

Hieruit volgt

1 i n/2 .
= C =C g ,
* of V(1 -t)(1-E+4) Of V1~ sin‘g
dt
b=C = (stel t = ¢
of V(1 +42)(1 +124?) (ote )
n/2 n/2
de d¢
™= C =C ’
d[ ‘!cosch + X sin2q9 Of \}1-1{'2 sin2q9
met k' = \}1-1{2.

Men definieert als veolledige elliptische integraal wvan de- eerste soort

1 n/2
a at _ | dp .
Bl 1 Ofﬁ1-t2)(1-k2t2) f/ 1.1 sin®

0 ne
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Verder definieert men wel
K'(k) := K(k') .
Uit het bovenstaande volgt dan dat de parameter k bepasld moet worden uit

b K'(k

a Kk * (2)
Het is uit de definitie duidelijk dat K(k) monotoon van n/2 naar = gast als
k van O naar 1 gaat. Het rechterlid van (2) gaat dus monotoon van + e naar O
als k van O naar 1 geat. Bij iedere verhouding b/a is er dus precies &én k
die aan (2) voldoet.
Kiezen we a = K(k), b = K'(k), dan is C = 1 en uit (1) volgt voor de afbeel-
ding van Gw op GZ

t

= w) o= d .
2 = g(v) of{m_ta)u-kzta) )

Dit is een zg. onvolledige elliptische integraal van de eerste soort.

Zij £(z) de inverse afbeelding. Deze wordt genoteerd als

w=gn z = sn(z;k) (4)

Deze functie is voorshands gedefinieerd en analytisch in de gegeven recht-
hoek, Er geldt
sn(0) = 0, sn(K) = 1, sn(ik') =o , sn(K+iK')} = 1/k .

Uit het spiegelingsprincipe volgt dat de functie analytisch voort te zetten
is tot analytische functie in het gebied |Re z|{ < K, |In z| < K! door middel

van de relatie

sn(z) = sn(z) .

Eveneens kunnen we voortzetten in het gebied IRe z] <K, 0<Imz < 2K' met

behulp wvan

sn(iK' +2) = sn(iK' +%)

of sn(z) = sn(2iK' +%) ,

Combineren we beide voortzettingen dan hebben we een voortzetting in

|Re z| <K, |Im z]| < 2K', die voldoet aan

sn(2iK' +z) = sn(2iK! + (2iK' +z)) = sn(z) = sn z .
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Dat wil zeggen: de functie is periodiek met periode 2iK'. En met behulp
hiervan is sn z onmiddellijk voort te zetten in de hele strook |Re z| <K,
Analoog kunnen we de functie voortzetten door spiegeling aan Re z = + K. We

vinden dan (hoe?) dat en z ook periodiek is met periode 4K.

Daar een omgeving van het punt z = iK' conform afgebeeld wordt op een omge-
ving van w = v moet sn(z) een pool van de eerste orde hebben in z = iK', We
kummen dit ook als volgt narekenen.

Er geldt bij w = o

1 1
- L - - o (1 owTE) (1 LK)

V(1 =w) (1 - K5%P) o

gl

(ga na dat het teken goed is). Hieruit volgt (daar w = gorrespondeert met
z = iK') dat voor de functie uit (%) geldt

) 1 o --2j
= ' —
z = iK' + (1 + ‘z} c W )

in een omgeving van w = o ,
Met stelling 1.2 volgt hieruit dat

oo )
1_ k(z—iK')(‘l + 5 d.(z-iK')23>
w 4 J

in een omgeving van z = iK' en dus ook
0

1 : 2]
YT k(z-ik ( M ? ej(z iK') ) :

sn(z) heeft in z = iK' dus een pool van de eerste orde met residu 1/k.

Bewijs zelf dat de voortgezette functie polen heeft in

z = 4m K + (2n+1)iK' met residu 1/k

en in

il

z = (4m+2)K + (2n+1)iK' met residu -1/k

(m en n geheel).
Resumerend: de functie w = sn(zjk) die gedefinieerd is door analytische
voortzetting van de inverse van de onvolledige elliptische integraal (3) is

een dubbelperiodieke functie met perioden 4X(k) en ZiK'(k) die in het hele

vlak analytisch is behoudens twee polen per rericdenparallelogram.

Men noemt dubbelperiodieke functies die analytisch zijn behoudens een aantal

polen (eindig veel per periodenparallielogram) elliptische functies.
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De functie sn(z;k) is een der zg. elliptische functies van Jacobi; deze heb-

ben een rechthoekig periodenparallelogrum.
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Hoofdstuk 5. Toepagsingen van conforme afbeelding

Potentiaalproblemen in de mathematische fysica

In vele gebieden van de mathematische fysica komt men situaties tegen die
beschreven kurmen worden met functies die voldoen aan de potentizalvergeli j-

king (vergelijking van Laplace)

2 2 2
§_§ + 9—§-+ 22 .o, (1)
Ox dy 3z°

We noemen er enkele.

A. Warmtegeleiding (stationair).
In vaste stoffen wordt de stroming van warmte onder invloced van een tempera-

tuur~-verval beschreven door de wet van Fourier

oT 9T aT
q =~k o ! 4, T -k oy * %37 ° K5z (2)

of in vectorvorm
qg=-kgrad T,

waarin T(x,y,z)} de temperatuur, g(x,y,z) de stroomsterkte (aantal eemheden

van warmte per eenheid van tijd en eenheid van oppervlak door een oppervlak
loodrecht op de stroomrichting) en k een evenredigheidsconstante is, die bij
homogene materialen onafhankelijk van de plaats is. Verder geldt voor stati-

onaire stroming een "behoud wet"

aq1 Bq2 aq3

=t T S 0, of divg=0 (3)

die uitdrukt dat geen warmte verloren gaat of geproduceerd wordt.
Substitutie van (2) en (3) levert

2 2 2
8T 8T + o"T _ 0

2 2 2 !

of AT = div grad T = 0 ,

zodat T dus aan een vergelijking van het type (1) voldoet.

B. Electrische stroming in een metaal (stationair).
Hier geldt de wet van Ohm

i=-0grad ¢

i = stroomdichtheid, o = geleidingsvermogen, ¢ = potentiaal).
— ¥

Verder geldt weer div i = C, en dus Ag = Q.
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C. Diffusie (stationair).

Wet van Fick:
g =~-D grad ¢

(4 = diffusiesnelheid, D = diffusieconstante, ¢ = concentratie).

Verder div g = O, en dus Ac = 0.

D. Electrostatica.

Voor de electrische veldsterkte E geldt

) 0K ok ok oE oB
(= 3 2 3 3 2 1 )

rot B =0 3y ~ %z ' Bz ~ ox ' Bx " By

waaruit volgt dat er een electrostatische potentiaal ¢ bestaat, zodanig dat
E=-gradg .

Verder geldt, indien geen vrije lading aanwezig is, voor de dielectrische

verplaatsing D
divD =0,

Uit D = eB, waarin € de dielectrische constante is, volgt dan weer, als &

niet van de plaats afhangt, div E = - Ap = O,

E. Magnetostatica.
Voor magnetische veldsterkte H en de magnetische inductie B geldt:
rot § =0, div B =0, B = pH (b = permeabiliteit).

F. Voor rotatievrije stroming van een ideale vloeistof (incompressibel en

niet visceus) geldt rot v=0,divy =0en dus v = - grad ¢, Ap = 0.

Uit deze opsomming blijkt dat er een grote analogie bestaat tussen geheel
verschillende verschijnselen (die ogenschijnlijk alleen gemeen hebben dat ze
stationair zijn en dat de materiaal-constante onafhankelijk van X, yen z
werd verondersteld).

In alle gevallen is de stroming divergentievrij (behoudwet). Ook is de stro-
ming rotatievrij, dus een potentiaalstroming (snelheid = gradiént van een
potentiaal). In de gevallen A t/m C volgt dit uit een empirische weerstands-
wet (Fourier, Ohm, Fick), in de overige gevallen omdat het rotatievrij zijn

als natuurwet of als beperkende hypothese (geval F) gegeven is.

Zoals bekend heeft de potentiaalvergelijking (1) vele oplossingen en eendui-
digheid wordt pas verkregen door op grond van de fysische situatie bepaalde
randvoorwaarden te formuleren. Ook hier vlijken vergasnde analogieé&n tussen

de bovenbeschouwde gebieden op te treden.
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5.2. Twee~dimensionale problemen. Stroomfunctie. Verband met functietheorie

In al het volgende zullen slechts twee-dimensionale problemen worden be-
schouwd; dat zijn problemen waarbij de optredende functies slechts van twee
cartesische codrdinaten afhangen. Dit is bv. het geval indien het gebied
waarin de stroming plaats vindt begrensd wordt door twee evenwijdige ondoor-
dringbare vlakken, terwijl de overige randen alle loodrecht hierop staan en
de hier geldende randvoorwaarden niet varidren in de richting loodrecht op
de vlakken. Ook kan een twee-dimensionaal probleem een benadering zijn van
een in wezen drie-dimensionaal probleem, waarbij de afmetingen in é&n rich-
ting zeer wveel groter zijn dam in de andere richtingen (bv. stroming om een
vleugelprofiel). De handelbaarheid van twee-dimensicnale potentiaalproblemen
is nl. zoveel groter, dat men gasrne over de bezwaren van een niet geheel

juist beeld heenstapt (of die achteraf door correcties ondervangt).
Definitie. Een functie o(x,y) heet harmonisch in een zeker gebied G van het
Xyy=vlak indien

2 2 2
a) o b} 3" )

’ n
332 ayz dxBy

(en dus zeker g, %i en g%) bestaan en continu zijn in G

2 2
p) £@,.82 .4 4.

ax® oyl

213 ¢(x,y) harmonisch in een enkelvoudig samenhangend gebied 6. We kunnen

m(x,y) opvatten als potentiaal van een twee-dimensionale stroming

ek}

- - =_ & - -
q, ¢ 9 oy (of 4= - grad ¢). (1)
aq1 @
Op grond van de bovenstaande definitie zijn Bz B ?E; contimi in G en
dq aq2 2 2
3 0
divg_=—a“l-+'a_‘=———%—-"-£=0, (2)
I 9% 6y2
maar ook
6q2 3q
t
rotgr-(0,0, ax-ay)=0,

zodat de gtroming zowel divergentievrij als rotatievrij is.

We willen nu een stroomfunctie invoeren. Daartoe beschouwen we eerst een ge-
heel in G verlopende continu differentieerbare weg L die twee punten A en B

uit G verbindt. De hoeveelheid "vloeistof" die per tijdseenheid door L gaat

is

¥
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Iwn

Q g = J(i’ n)ds = Kf(qlld:y-- qde) K (3)

A n

waarbij 9, de component van g is in de richting van de normaal in een punt
van de weg (we zullen bij een georiénteerde weg de normaalvector steeds kiew
zen in de richting die 90° "terug" gedraaid is ten opzichte van de raakvec-
tor).

Op grond van het divergentie theorema van Gauss (dat geldt als div g contim
is) geldt voor een gesloten weg

jg(g_,g)ds = deivg_dxdy=0 ,
K G{K)

waarbij G(X) het door de weg omsloten gebied is.

Hieruit volgt direct dat QAB onafhankelijk is van de gekozen weg (mits deze
geheel bimmen G verloopt).

Kies nu een vast punt (xb,yo) in G en zij

def (x!y)

¢(xy) = - J(g.,n)ds~f(q2dx q,dy) - (4)

(x vy

Volgens het bovenstaande hangt ¢(x,y) slechts van (x,y) en het vaste punt
(Xb’yb) af, niet van de integratieweg. Na keuze van (x,,7,) is ¢(x,y) dus in
geheel G eenduidig bepaald, ¢(x,y) is kennelijk continu in G. Om de diffe-

rentieerbaarheid na te gaan beschouwen we de uitdrukking
1
7 (x+n,y) -4 ()} met n £ o,

Daar ¢(x,y) onafhankelijk ie van de integratieweg in (4), kurmen we deze
eerst van (xo,yo) near (x,y) laten gaan en dan langs een rechte 1lijn van
(x,y) naar (x+h,y), zodat
(xth,y) (x+h,y)
F{oGerny) - 0(oy)} = - £ q, @ = & q, ax =
(x5 (x,y

= q (x+6h,y), met 0 <8 < 1, daar continu is.
% %

3
Conclusie: %ﬁ- bestaat en is geiijk aan q, = - 53—.
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d
Analoog vindt men g% =-q, = %% .

De functie ¢(x,y) voldoet dus aan de differentisalvergelijkingen

Qg.:% g&z_.a_ﬂl;’_ (5)
dx dy ' oy ax

Omgekeerd: als ook de functie ¢*(x,y) voldoet aan (5) (bij gegeven ¢(x,y)),
dan geldt klaarblijkelisk f% (b -¢*) = 0, g%-(¢..¢*) = 0, en dus

¢* = ¢ + const,

Samenvattend:

Stelling 5.1. Zij ¢{x,y) harmonisch in een enkelvoudig samenhangend gebied G.
Dan bestaat in G een op een additieve constante na eenduidig bepaslde conti-

nu differentieerbare functie ¢ (x,y), zodanig dat (5) geldt.
Uit (3) en (4) volgt
Q.A-B=¢A-¢B- (6)

3 3
Verder is d = gi-dx + gi-dy = qedx-q1dy, waaruit volgt dat de 1ijnen

¢ = const. gtroomlijnen zijn (waar dy/dx = q2/ql)' die loodrecht op de

equipotentiaallijnen (waar dep = - q1dx-q2dy = Oen dus dy + dx = - q : q2)
staan.

Op grond hiervan zal ¢(x,y) de stroomfunctie worden genoemd.

Uit de omkering ven de stelling van Cauchy-Riemann (zie WSK 50, p. 66) volgt

nu

Stelling5.2. Als ¢(x,y) harmonisch is in een enkelvoudig samenhangend gebied
G van het x,y-vlak, dan bestaat in het corresponderende gebied GZ van het z-
vlak een op een additieve imaginaire constante na eenduidig bepaalde angly-
tische functie 2(z) zodanig dat 9(x,y) = Re Q(z). Voor de bij ¢ behorende
stroomfunctie(s) geldt ¢(x,y) = In Q(z) (+ const.).

We trekken hieruit enkele eenvoudige, doch belangrijke conclusies.

&) Iedere harmonische functie is oneindig vaak continu differentieerbaar en
en alle differentiaal-quotiénten zijn harmonisch.

b) Re¥le en imaginaire deel van een analytische functie zijn harmonisch.

c) De functies ¢(x,¥), q, (x,¥) en q, (x,y) zijn harmonisch,

Q
d) De functie q(z) = q1(x,y)-iq2(x,y) = - %; is een analytische functie
van z (let op het minteken).
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o) Indien de functie Q(H) in GZ univalent is dan geeft z -+ @ = Q(z) een
conforme afbeelding van Gz op een gebied GQ van het @ = ¢ +id-vlak. Is de
rand van Gz voldoende "netjes" (bv. bestaande uit eindig veel continu
differentieerbare wegen) dan wordt deze op de rand van GQ afgebeeld. Hier
ligt de basis van een groot aantal toepassingen ven de conforme afbeel-
ding op twee-dimensionale potentiaalproblemen. Vask kent men nl. a priori
de rand van Gy. Kan men dan een functie f(z) vinden, die analytisch is in
GZ en de rand van GZ op die van GQ afbeeldt met behoud van de omloopzin,
dan beeldt f£{z) het gebied G_ op Gy af en dus Q = f(z).

£) Zij w = £(2) = u(x,y) + iv(x,y) een analytische functie van z die een ge-
bied G  conform afbeeldt op een gebied G . Zi] ¢(u,v) harmonisch in G, .
dan is 9*(x,y) = ¢(u(x,y),v(x,y)) harmonisch in G . Hier ligt de tweede
toepassingsmogelijkheid van de conforme afbeelding, Heeft men een poten-
tiaalprobleem in een ingewikkeld gebied GZ in het z-vlak, dat afgebeeld
kan worden op een eenvoudig gebied G (cirkel of halfvlak) in het w-vlak,
dan kan vaak het gestelde probleem in GW wél worden opgelost. Is het re-

sultaat ¢ (u,v), dan is ¢*(x,y) de oplossing van het oorspronkelijke pro-
bhleem.

5¢3. Voorbeelden

5¢3.1. Beschouw de halve stroken GZ: Re 2>-b, C<Inz<aen GW: Re w > 0O,

O <Imw< 1. We wensen deze op elkaar af te beelden met correspondenties

zoals in de figuur sangegeven.

Door respectievelijk
g = cosh a , t = cosh nw

worden deze halve stroken afgebeeld op de boverhalfvlakken Tm s > 0, resp.
Im t > 0,
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e S

-cosh "b .

En door
s = %(t-1)(cosn B2 _ 1) _ 1

wordt (met de vereiste correspondenties) Gt op GS afgeheeld.

Hieruit volgt dat het verband tussen z en w gegeven wordt door

%log(t+\’t2-‘l) , (1)

1 hin(z +b}/a)
+zg:h(nb7§)b_)1a . (2)

=
It

t=1+2

Voor x - o volgt hieruit

en(z+b)/a —x/a enz/a _
~ Sost(m/ay =T (140 ) - (12 ~b /2 (1 +0(e7™/2))
w = % log(2t) + 0(+™%)

|
O S

2 2 -nx/a
T e T T ©)

We geven twee toepassingen hiervan.

a) Veronderstel een stroming tussen twee ondoordringbare wanden langs ¥=0
en y = a die voor x - o nadert tot een uniforme stroming met horizontale
snelheid - % * Langs x = =b bevindt zich een ondoordringbare wand, mear
langs y = a, -b < x < 0 kan de vloeistof (warmte, lading, diffusie-
stroom) uitstromen naar cen reservoir waarvan de potentiaal (temperatuur,

gpanning, concentratie) op nul gehouden wordt.

- v=0q
¢=0 L 9 <
e ® Cq.0 <
2 i —
“In e—— A
- T T T T T T e T e

v =20
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Kiezen we langs (DA de waarde van de stroomfunctie ¢ nul dan is langs AB

¢ =ag, .

Hieruit volgt dat, als R = ¢ + i¢ de complexe potentiaal is, de functie
Q(z)/éqo de rand van G_ afbeeldt op de rand van het gebied G, inclusief

de correspondentie van de punten A, B en C. Daaruit volgt dat
2(z) = aq w(z) (4)

voldoet, uit een eenduidigheidsbeschouwing (die we hier niet geven) volgt
dat dit ook dé oplossing is.

Door combinatie van (1), (2) en (4) is nu @ (en daarmee ¢ en ¢) als func-
tie van z bekend. De waarde van Q kan voor willekeurige z berekend wor-
den, omgekeerd kunnen we, door z als functie van § te beschouwen, ook bv.
stroomlijnen en equipotentiaallijnen eenvoudig bepalen,

Voor x — o volgt uit (3)

2a9 _
9 = g,z + > log —2— + O(e /ey (5)
1-e
dus
28,9
_ ) 2 —nx/a
P = gyx e log ’ e—nb/a + 0(e )
. (6)
-nx/a
¢ =qy+ 0(e ) .

Hieruit blijkt dat voor x - o de stroming al spoedig vrijwel parallel
wordt.

De grootheid

R :=

F N

2
log —nb;a
1-8

zou men de geometrische uitstromingsweerstand kunnen noemen. Zouden we
nl. in plaats ven de beschouwde configuratie kijken naar het geval dat de
halve strook x > 0, 0 <y < a langs x = O afgesloten was door een equipo-

tentiaalvlak ¢ = O, dan zou de potentiamal zijn

Cp=qo'x.

Het feit dat in onze configuratie de vloeistof pas langs BC kan uitstro-
men naar een reservoir met potentiaal nul veroorssakt een verhoging van
de potentiaal die voor x = % als limiet ¢OR heeft, waarbij ¢0 = aq, de

totale flux is.
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b)
-b+ia G0
y=0 ¢=%
SN O, ol SR 5
-b~-a ¢=0

Veronderstel dat de rand van de halve strook x > -by, —a <y <a op po-
tentiaal nul gehouden wordt, terwijl langs de halfrechte y=0, x>0 de
potentiaal de waarde @0 heeft.

Ga na dat dan de complexe potentiaal gegeven wordt door

Q(z) = - imow(z +ia)

waarbij Gz’ GW en de afbeelding van GZ op GrW uitgebreid moeten worden
door spiegeling aan BC.

De totale flux (bv. warmteafgifte) J(xo) ven de middenplaat tussen x = O
en X = x, is

X X

Oai 0 3
J(x0)=2f 2y (x,-O)dx=2f -ZEBede
0 0
X
9]
3 .
_-2f —Im Q dx = - 2 Im Q(x_ - i0)
dx 0

i)

2q:)0 Re w(xo +ia~10) .
Voor X, = is dit volgens (3)

2, 4%, 2 T /a

J(x0)=—a-x0 +—= log

1 -8
De tweede term kan nu gefnterpreteerd worden als randeffect (ga na).
Cpgave. Laat zien dat in (5) de O-term vervangen kan worden door sen reeks

van de vorm

iy krz/
Zce'frza

k=1

waarin alle Cy re€el zijn., Wat correspondeert hiermee voor de reeksen in

(6) 7
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Opgave. Beschouw het gebied GZ uit 4.3.3. Z2ij ¢ = 0 langs ABC, ¢ = n langs
ADC en 2ij p harmonisch in Gz'

Bepaal de complexe potentiaal Q(=z).

Antwoord:

2 = =1 log

H

wip
1

-W

als p=1b2/a°, Imw > O en

zzblogliﬂ+ialogl:_ifﬂ7‘a
1-\(\; 1 +iVw/p

Bepaal en interpreteer ook de grootheid

R := lim (%(- + ¢(x,0)) + 1im (;V: - ¢{(0,¥)) .
X =00 y-oo
Antwoord:
R=2 log——d'-eib—-ir-g-s—‘arctan i+-2iarcta.r113--
aE +b2 b b a a

Formileer een analoog probleem waarbij ABC en ADC stroomlijnen zijn.

Opgave. Formuleer analoge problemen voor het gebied GZ uit de opgave aan
het eind van 4.3.3.

We beschouwen een condensator die bestaat uit twee evenwijdige platen met
breedte 2b en afstand 2a (zie figuur, de afmetingen loodrecht op het x,y-
vlak worden zeer groot verondersteld).

Gevraagd wordt de capaciteit (per een- (Pz"'(Po ¥, .
heid van lengte loodrecht op het x,y-

vlak) van de condensator.

Stel de potentiaal van de platen + o 2b
- T v:D \.]I:-\ro \f=0
en zij de lading (per eenheid van wra
lengte loodrecht op het x,y-vlak) + Q- 0
Dan is de capaciteit (per eenheid van
2a.

lengte) . ¢ — u v

Q0

C = pre
%9

Kennen we de complexe potentiaal Q dan is QO eenvoudig te bepalen. Voor de

oppervlakteladingsdichtheid van de platen geldt nl.
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(normaal in de richting van het metaal, dus kloppend bij de omloopszin van
GZ).
Hieruit volgt

QO = i%:ﬁ %% ds
(kringintegraal over de rechterplaat).
De stroomfunctie ¢ kan niet eenwaardig zijn, want dan zou Q mul zijn (dit
is niet in strijd met 5.2 want G, is niet enkelvoudig samenhangend). Men kan
echter een coupure aanbrengen langs y = 0, -a < x < a. Stellen we dan ¢ =0
voor y = O, le > a, dan is ¢ = -¢0 aan de bovenzijde en ¢ = ¢O aan de

onderzijde van de coupure en QO = ¢0/?n. Hiermee vinden we

4rp

(1)
Om de complexe potentiaal Q te bepalen kijken we naar het '"halve" probleemn,

zoals aangegeven in onderstaande figuren. Ter vereenvoudiging van de formm-

les nemen we verder ¢ = /2,

a J a I L4

s 7 %{;/f oIB A ;;?/'Cj:;/ b|
/{ 4/ //// _% 2

/s

Op de rard van GZ is hetzi) ¢, Letzij ¢ constant, zodat de complexe potenti-
aal @ = Q(z) G_ conform afbeeldt op het getekende gebied Goy e

De afbeelding van GZ op qg kan geconstrueerd worden via afbeelding op een

s oy
I

1 -p -1
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Er geldt dan (vgl. 4.3.5))
t = sn(ZlEd g, 1) (2)

en

o0

s2_ 2
2 = C f E ds . (3)

£ 82\!(1—82)(1—1{282)

De nog onbekende parameters €, p en k moeten bepaald worden met de relaties
t=1-2z=a,t=1%k—>2=a, t=p—+z=a~ib .

De waarde van ¢ is dan (vgl. 4.3.5)

o kxk) Kx! R~
q)O—ZE%ET)-_CPOE%Ejl,metk_JIk .

De integraal in (3) is elliptisch. Hij kan worden herleid tot standsardvor-
men *).

We zijn vooral geinteresseerd in het geval dat b >> a. Dat blijkt te corres-

ponderen met kleine waarden van k. Men kan in dat geval proberen, de rechter-

leden te ontwikkelen naar machten van Ka. Aantrekkelijker is de hieronder

volgende beschouwing.

In plaats van naar GZ en 'GQ kiJjken we naar de gehieden G"Z* en GW, zoals hier-

onder asangegeven.

N
NN

NN
NN

5 /A

N

«/ . h////ca.-tb N

N\
>
A

(STE I

*)

Bv. met het zeer nuttige tabellenboek Byrd and Friedman, Hendbook of
elliptic integrals for engineers and physicists, Berlin, 1954 (Springer),
zie met name pag. 18.
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Deze beelden we op elkaar af via een t-vlek

Er geldt dan

t =gin w
dz _ 2a _t°-d°

- ’
dt nt21-t2

(de factor volgt uit het gedrag van dz/dt bij t = %}, en dus

2

z = %_?-(w-Fot ctn w)

(de integratieconstante is O omdat z re&el is op HAB en omdat Re z = O als
Re t = 0).

De nog onbekende parameter o moet nu bepaald worden door naar het punt C te
kijken. Hier is 2z = a-ib en sinw = a (o > 1 !) dus w = n/2 + i arccosh a =
=n/2 + 1 log(a+\l§z-_‘l) en (ga na) ctn w = - iJoa” = 1 /a, Derhalve moet

b oo o1 - 1og(0t+\[0€_2—j1_) . (4)

2a

Het rechterlid gaat monotoon van O naar <« als « van 1 naar o gaat (ga na},
vij iedere b/a is er dus &&n o > 1, We merken op dat voor b/a - oo uit 4)
volgt dat

2 _ 7 b
o« = o + 0(log a)

en bij nauwkeuriger beschouwing vinden we
2
2 _ b a 2nb a b
-5 (145 og E2 v 1) 4 O<b2 108 2)), (b/a~w) . (5)

Om verband te leggen met het eigenlijke probleem kijken we naar het lijn-
stuk

z = X, X reéel, le < &,

dat is de verbinding van D en F die in het inwendige van G‘; ligt. Het beeld
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van dit lijnstuk in het w-vlak wordt gegeven door de parametervoorstelling
w + a? ctnw=12%, x reéel, |x| <a, (6)

waardoor w als functie van x bepaald is.

Stellen we w = u +iv, dan is (6) gelijkwaardig met

oo
u = %]5--2@2 5 e 2KV gin 2ku
a 1
(7)
o0

o +24° T e 2KV cos 2ku .

1

<
]

We hebben hierbij gebruikt dat

2iw oo .
cth w = - im.—*= -i(1+22e21}m> .
1_e21W 1

In het geval dat b/a en dus a groot is kunnen we als volgt schatten. Met het
punt E (z = O) correspondeert u = O en v moet opgelost worden uit

oo
2 -okv 2
v =0 +2a2}3e2 = o ctnh v .

1

Hieruit volgt dat in E v > a°. Verder volgt uit (7) dat, uniform op DEF,

oo 2
-2kv 20
|v-a2[—€2a22e = m——,
2v
1 e” -1

Na enig jongleren volgt hieruit dat, uniform op IEF,

v = R+0(e™2%)) ,  (a-~e) . (8)

Dit resultaat betekent dat, als « groot is, het beeld van DEF in het w-vlak
vrijwel op een rechte lijn ligt.

Beschouw nu in het oorapronkelijke gebied GZ de functies w en Q. Beide zijn
daar analytische functies van z. En daar Q Gz conform afbeeldt op GQ, kunnen
we w ook als functie van Q opvatten. We splitsen weer w = utiv, = g+ig,

en hebben dus

W(Q)

Langs HAB is v = O en ¢ = 0 en dus

u(Q’!‘l’) +iv(tp,¢) .

Im(w=Q) = 0 . (9)
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Langs BCD, resp., FGH, is u = +

INT
[0}
5

-
i
I+
na
[0]
=
[N
o
w

Re(w-Q) = 0. (10)

2
Langs DEF tenslotte is v = a° (1 +0(e™*% )) (« - o) en ¢ = ¢, Kurmen we
hiermee de waarde van ¢0 benaderen?

Met Cauchy-Riemann en (10) vinden we

n/2 /2
5 | [v(0ye) = lag = /[ [$2- 110
-1/ 2 -/ 2

n/2

i
o

n/2
- [[%-ﬂw=[u%w-w
-1/2 —n/2

Hieruit volgt met (9)

n/2 1

/2
/j'v(w,o)a¢ - /[ [v(9,4,) = 4, )dg
-1/ 2 -/ 2

nfa? (1 +O(e-2a2))- ¢0] , (o0 =+ o)

daar (8) uniform op DEF geldt.

O
it

)

Hiermee is gevonden

b, = (14072

Daar we 9, = n/2 gesteld hebben, volgt nu uit (1) en (5) als resultaat

Ct2 20C2
C===(1+0(e™" )
2
2n

2
b 8 2nb a b
_4na(1+nb (log 5 +1)+O<b2 loga)>, b/a -+ e ,
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Hoofdstuk 6. Gehele en meromorfe functies

Gehele functies

Een functie f(z) heet geheel als f gedefinieerd en analytisch is in het ge-
hele z-vlak (zie WSK 50, p. 42).
De Taylorreecks

°°'k
f(z) =2 82 (1)
0
heeft dan de convergentiestraal « en er geldt

R £(z)
% T oni kn 92 s (2)
g %

voor ledere gesloten weg C die &énmaal in positieve zin om de oorsprong

loopt.

Fen deelverzameling van de gehele functies zijn de gehele raticnale functies.

Dit 2zijn de gehele functies waarbij de machtreeks (1) afbreekt, dus de poly-
nomen.,

De volgende uitbreiding van de stelling van Liouville karakteriseert de ey o2
hele rationale functies:

Stelling 6.1.1. Ben gehele functie £(z) is dan en slechts dan geheel ratio-

naal indien er een geheel getal m = 0 is, zo dat

f(z) =0("), z-c. (3)

Bewijs. Als f een polynoom is, dan geldt (3) als m = de grasd van het poly-
noom. Als (3) geldt voor zekere m dan volgt uit (2) dat a8, = 0 voor k >m
(ga na, blaas C op).

Opmerking. Het kleinste gehele getal m waarvoor (3) geldt is de graad van
het polynoom. Hiervoor geldt zelfs dat lim z f(z) bestaat en £ 0 of = is.

Z 00

. De niet rationale gehele functies noemt men transcendent. Daar de uitspraak

van stelling 6.1.1 geschreven kan worden als:
m
=0 >0 Ir=0 wz]>R (Je(2)] <ul2|™) ,

geldt voor de transcendente gehele functies
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m
Vmao VM>0 VR:BO HIZ|>R (|f(Z)| >M‘Zl ) .

Dit is equivalent met de bewering:

als £(z) geheel en transcendent is dan is voor alle m = O

lim sup|z-mf(z)] = o , (4)

2 = 00

Complement cp deze uitsprask is

Stelling 6.1,2 (Casorati-Weierstrass). Als f£(z) geheel en transcendent is,
dan geldt voor ieder bomplex getal ¢ en iedere m = 0O
lim inf|z"(f(z)-¢)| =0 , (5)
g ™

d.w.z.
Yo a0 Yoo 'm0 22| >R (|2%£(z)-c)| <€) .

Bewijs. Zonder beperking der algemeenheid mogen we ¢ = 0 veronderstellen.
a) Als f(z) oneindig veel nulpunten heeft, dan bevat ieder gebied |z| > &
ook oneindig veel nulpunten, want zo niet, dan zou er een gebied [zl‘s R
zijn dat oneindig veel mulpunten bevat; dit kan niet want dan zou
f{z) =0 zijn (identiteitsstelling, zie WSK 50, p. 42).
b) Als f(z) geen nulpunten heeft, dan is g(z) := 1/f(z) ook geheel en trans-
cendent en daaruit volgt volgens (4) dat voor alle m = 0
lim sup|z-mg(z)| =00 ,
g - o0
Dit is equivalent met (5) (als ¢ = 0).
¢) Als f(z) eindig veel nulpunten heeft, nl. in 8 5yl dan is

k
g(s) = 1 (s-2.)/5(2)
J=1

geheel en transcendent. Hiervoor geldt dus

lim sup]z_m-kg(z)| = oo,
7 >

hetgeen weer equivalent is met (5) (ga na).

Opgave. Bewijs dat voor alle polynomen p{z) en q(z) geldt:

Als £(z) geheel en transcendent is, dan is




- 88 -

lim sup Iiﬁé%fégliﬁtl= o, lim inflq(z)(f(z)-—p(z))] =0 .
7 - 00

a o

6.1.3. Het is bekend dat een polynoom van de graad m precies m (al dan niet samen-

vallende) nulpunten heeft (hoofdstelling van de algebra, zie WSK 50, p. 44).
Een gehele transcendente functie hoeft echter geen enkel nulpunt te hebben.

Voorbeeld is
f(z) _—

(zie 3,5.1).
In zekere zin is de exponenti&le functie ook de enige gehele functie zonder

nulpunten. Er geldt namelijk

Stelling 6.1.3,Als f(z) geheel is en geen nulpunten heeft, dan is er een

gehele functie g(z) zodanig dat

f(z) = eg(z).

Bewijs. Definieer wvoor alle gz

gb(z) 1= df? %%é%l-dC .

De integratieweg mag willekeurig gekozen worden aangezien de teller en noe-
mer van de integrand geheel zijn en de noemer geen nulpunten heeft.

Uiteraard is gb&) geheel. Bewijs nu zelf dat

-g (2)
d 0 _
g f(z)e ) =0
en dus dat

f(z) = exp(gO(Z) + log £(0)) .

Stel dat f(z) eindig veel nulpunten heeft, nl. een k-voudig nulpunt in z=0
(k = 0) en verder nulpunten in B 38,y 0es8, (alle # 0). Dan geldt (ga na):

er is een gehele functie g(z) zodanig dat
n
f(z) = zkeg(z) II (‘I-—§->
. a.
J=1 J

In 6.5 zullen we nagaan hoe deze uitsprask gemodificeerd moet worden in het

geval dat £(z) oneindig veel nulpunten heeft.
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Ged, Functies met peisoleerde sinsulariteiten

Een punt a heet geisoleerd punt van een deelverzamelinnga.n het complexe
vlak indien a geern verdichiingspunt van ¥ is, d.w.2., indien er een geredu-
ceerde omgeving van a bestaat die geen punten van ¥V bevat. Een verzameling V"
die geen eindige verdichtingspunten heeft bestaat uitsluitend uit gelgoleer-
de punten. Zo'n verzameling is zeker aftelbaar want een gchijf Iz] < n kan
slechts eindig veel punten van ¥ bevatten (wa.arom?). Tevens blijkt hieruit
dat als de verzameling\v*—- {a,1 1B ye - } oneindig is en geen eindige verdich-
tingspunten heeft,
lim a, =o . | (1)
oo
Omgekeerd geldt, dat als voor een aftelbare verzameling\‘v = {a1 18,9 ...} (1)

geldt, ¥ geen eindige verdichtingspunten heeft.

We beschouwen nu functies f(z) die eenwaardig analytisch zijn in het gehele
complexe vlak verminderd met een deelverzamelingv die geen eindige wverdich-

tingspunten heeft.

6.2.1, In ieder punt a € Y heeft £(z) een geisoleerde singulariteit, f(z) is in een
omgeving van a echter wel eenwaardig. Derhalve wordt het gedrag ven f(z) in
eeh gereduceerde omgeving 0 < Iz-a] < p, die geen punten van ¥ bevat, be-
schreven door de Laurent-reeks (zie WSK 50, p. 45~47)

oo

f{z) = 1 ck(z—a

- 0O

)lc

»

die convergeert voor O < {z-a| < p en waarin

o = f £(z) iz ,

k 2mi . (Z—a)k+1

met C een enkelvoudige gesloten weg die a omsluit en waar geen andere punten
van\Vop of binnen liggen.

Yefiniéren we

o
~k
ha(z) = ?C_k(z—a’) b4

g(z) :=

o Mg

k
ck(z -a) ,

dan geldt
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i)  e(z) is analytisch voor O < |z-a| < p;
ii) ha(z) is analytisch voor z # a;
ﬁi)lﬂlhéz)zO;

Z+0

iv) glz) + ha(z) = f(z) (voor 0 < |z-a| <p).

Omgekeerd zijn de functies g(z) en ha(z) door deze eigenschappen ock eendui-
dig bepaald (ga na).
De functie ha(z) heet het hoofddeel van f(z) in het singuliere punt a.

YVoor ha(z) hebben we de volgende integraalvoorstelling

n(o) - i [ Hlar, (2)
C

geldig voor een enkelvoudige gesloten weg Ca die a omsluit en waar noch =z
noch andere singulariteiten van f(z) op of binnen liggen (vgl. WSK 50, p.
45-47)0

We kunnen eigenschap ii) ook uitspreken als:
de functie
1
* on -
ha(w) : ha(a +W)
is een gehele functie van w (dus ha(z) is gehele functie van 1/(z-a)).

We klassificeren nu het singuliere punt a van f(z) overeenkomnstig de klassi-

ficatie van de gehele functie h;(w):

a) Als h;(w) constant en dus, i.v.m. iii), O is, dan heet a een ophefbare
singulariteit; defini&ren (of herdefini&ren) we f(a) door

£(a) = gla) (=c,)
dan is £(z) analytisch voor 0 < |z-a| < p.
b) Als h;(w) een gehele rationale functie is, dus een polynoom met graad

m > O, dan heet a een pool van de orde m. Er geldt mu (vgl. stelling
6.1.1)

£(z) = 0((z-2)™") , z > a
en zelfs

lim (z-a)"f(z) bestaat en is £ O of o .
z—+8a
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¢) Als h;(w) geheel en transcendent is dan heet a een essenti&le singulari-

teit. Hier geldt (Casorati-Weierstrass):

Voor iedere m = 0 en ieder complex getal c is

lin sup|(z-2a)"f(z)| ==
Z —~ g

lmiﬂﬁ|@-ajﬂ%f@)-cn =0 .

Bewijs dit zelf, uitgaande van stelling 6.1.2.

. Heeft een functie £(z) eindig veel singulaxriteiten ByeeesBy met hoofddelen

h1(z),...,hn(z), dan is er een gehele functie g(z) zodanig dat

n
f(z) = g(z) + 3 hj(z) . (3)
1
Immers, de functie f(z)-5 hj(z) heeft uitsluitend ophefbare singulsriteiten,
kan dus door geschikte definitie in de punten aj nitgebreid worden tot een
gehele functie,
De functie g(z) wordt gegeven door

s(e) = 5 [$&lar, @)

T o2ni -2z
C
als C een enkelvoudige gesloten weg is waar z en alle gsingulariteiten van
f(z) binnen liggen. Bewijs dit zelf, gebruik makend van de integraalvoor-
stellingen (2) voor de functies h,(z) en de kanaalmethode, of door uit te
gaan van het feit dat lim h.(z) = O voor J= Tyees,n.

Z oo

Uit (4) volgt natuurlijk dat

met

b, = _lT ilﬁl dg
J 2mi rJ+f
¢ o
Stel nu dat f(z) singulier is in ieder punt van een aftelbare verzameling
Y- {a1,ag,...} zonder eindige verdichtingspunten., Zij h1(z), hz(z),... de
hoofddelen van f(z) in deze punten.
We kunmen niet verwachten dat het analogon van (3) (met n = %) ook in deze

situatie geldt, want het is niet zeker of de reeks voor enige =z convergeert.
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Wel geldt echter

Stelling 6.2,3 (Mittag-Ieffler). %ij f(z) analytisch voor alle z behalve

in de punten van een aftelbare verzameling Y- {a.1 28,9 ..} die geen eindige

verdichtingspunten heeft, met hoofddelen b (z), hz(z),... in deze punten.
Dan zijn er polynomen p, (z),p2 (z),... en een gehele functie g(z) zo dat,
uniform in ieder compact deel van het complexe vlak dat geen der punten

8y 98 gese bevat,
£(z) = g(a) +3 (y(2)-2,() -

Opmerking: Iets sterker geld$ nog: bij ieder compact deel D van het com-
plexe vlak is er een getal N zodanig dat

Ni (hj(z)-pj(z))

in D uwniform convergeert (met als limiet een in D analytische functie). :

Bewijs. We weten dat lim aJ. =¢ , 5tel a. ;4 0 voor j= 2 en kies P, (z)=0.
4 —+00
7ij j = 2. Het hoofddedl hj(z) is analytisch voor z # 2., Qus zeker voor

|z < ]aj[. Zij hier

=
P
3
S
]
o MR
e
&

Dan is er een index N, zodanig dat voor | | S%;[aj|

o .
| = ¢, 2" =279,
N Ja

Kies

Dan is

Ihj(z)-pj(z)l <279 voor |z s%lajl

Zij D een compact gebied van het complexe vlek, Zij R zo, dat
z€ D= |z| < 5R. Bepaal N zo, dat [aj] = R voor j > N (dit kan omdat
lim By = ),

Voor z € Den j> N geldt dan

() =p(2)] < 27
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en dus is de reeks

o0

3:§+1 (h;(z)-p,(2))

uniform convergent in D en dus analytisch. De functie

£ (2) 1= chhj(z)-pj<z>)

heeft dus in D geen andere singulariteiten dan de punten aj uit “n D; de

hoofddelen zijn hiex hj(z). Derhalve heeft de functie
6(2) = £(2) - £ ()

in D uitsluitend ophefbare gsingulariteiten. Daar D willekeurig was, is g{z)

een gehele functie, q.e.d.

Opmerking: De polynomen pj(z) zijn natuurlijk geenszins eenduidig bepaald.
Als q1(z),... polynomen zijn waarvoor

o0

>13 qj(Z)

uniform convergeert in ieder compact deel van het complexe vlak dan geldt

ook

ORI ORENCHORACHIP
met

353(2) = pj(Z)+qj(Z) » glz) = g(z) +5 qj(Z) .

Bewijs zelf: als er bij ieder compact deel D van het complexe vlak een N is
zo dat

o0
2 h.(z)
N+ J

uniform convergeert in D, dan is er een pehele functie gb(z) zodanig dat

f(z) = go(z) + ? hj(z) .
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Meromorfe functies

Een meromorfe functie is een functie f(z) die analytisch is in het complexe
vlek verminderd met een deelverzameling Y ; in de punten van ¥ heeft £(z)
polen.
Daar polen geisoleerde singulariteiten zijn kan‘?"geen eindige verdichtings-
punten hebben, daaruit volgt dat“V eindig of aftelbaar is: ¥ = {a ,8,,...}
en dat, als ¥ oneindig is, lim a. = ,

j—roo
Het hoofddeel h.(z) van een meromorfe functie f(z) in een pool 8, is een po-

lynoom in 1/(2-33), de graad van dit polynoom is de orde van de pool.

Als f(z) meromorf is en slechis eindig veel polen heeft: B ye+er8, met ordes

my...,m , dan is
1 n

(z-8,) .. (28 ™ £(2)

een gehele functie en f(z) is dus van de vorm

2(s) - 2, (1)

met q(z) een polynoom en p(z) geheel. Later zullen we bewijzen dat iedere
meromorfe functie geschreven kan worden in de vorm (1) met p(z) en q(z) go-
heel.

Daar de verzameling der nulpunten van een gehele functie geen eindige ver-
dichtingspunten heeft en daar ieder nulpunt een eindige multipliciteit heeft
(dit volgt uit de identiteitsstelling), geldt zeker dat iedere functie van

de vorm (1)} met p(z) en g(z) geheel, meromorf is.

Fen deelverzameling van de meromorfe functies vormen de rationale functies.

Dit zijn functies van de vorm (1) waarbij p(z) en q(z) polynomen zijn. We
mogen veronderstellen dat p(z) en q(z) geen gemeenschappelijke nulpunten,
dus geen gemeenschappelijke factoren z - a hebben. Een rationale functie waar-
bij a(z) = constant is geheel en rationaal,als q(z) niet constant is (en

f(z) dus minstens één pool heeft), dan heet £(z) gebroken rationaal.

Een andere karakteristiek van de gebroken rationale functies wordt gegeven

door

Stelling 6.3.1. Een meromorfe functie f(z) is dan en slechts dan rationaal

alg

1°. er slechts eindig veel polen zijn;
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2°. er een gehele m iz zodanig dat
£(z) = o(z") , z = oo,
Bewijs dit zelf,

Een rationale functie f(z) kan men in zg. parti&le breuken spliteen. Als
£(z) polen & ye+.,8 met hoofddelen

g ~k
hj(z) = ki cjk(z-aj)

heeft, dan is

I

g(z) = £(z) - B hy(2)

geheel. Maar daar (ga na)

g(z) = O(Zm) ’ Z o0,

met m = graad(p(z)) - graad{q(z)), moet g(z) een polyncom zijn (stelling
6.1.1):

m
g(z) = 2 o 2 .
0
Dus geldt
m n m-
£(z) = g(z) +Zh(z) = 3 ¢+ 5 ¥ o (z-a)™". ()

Dit is de partieelbreuksplitsing van f(z).

Opgave. Bewijs dat

A fE(0)
h(z) = 53 fc-z ag (3)
C.
J
met Cj een enkelvoudige gesloten weg waar aj binmnen ligt maar waar z en de
overige polen buiten liggen.

Bewijs ook dat

g(z) = 5= §-§(§%dc | 4)
c

met C een enkelvoudige gesloten weg waar z en alle polen binnen liggen.
Bewijs ook dat (2), (3) en {4) gelden voor iedere meromorfe functie f£{z) met
eindig veel polen; g(z) is dan en slechts dan geheel rationaal als f(z) ra-

tionaal is, anders is g(z) transcendent geheel.
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Voor een meromorfe functie met oneindig veel polen (in ai,a sese €N met

2
hoofddelen h1(z),h2(z),...) wordt het analogon ven de partieelbreuksplitsing
gegeven door de stelling van Mittag-Leffler:

er zijn polynomen p1(z),p2(z),... en een gehele functie g(z) zodanig dat

£(2) = g(2) + 2 (n,(2)-p,(2)) - (5)
J=1

We behandelen als eerste voorbeeld
2
f(z) ORI | S,

v 2
81in nz

Deze functie is kennelijk meromorf. f(z) heeft als polen de punten z = J
(j geheel) met hoofddelen

hj(z) = ___?_2_

(z-3)
(voor z = 0 is 2°6(z) = 1 + 0(2%); bedenk verder dat £(z) periodiek is met
periode 1).

We merken nu op:
a) De reeks

oo

1 o 1
Z — e ]4im lim 2

. . L2
Jm=co (Z— J)a N] —-00 Na - 00 j:...N1 (Z"' J)

convergeert uniform in ieder compact gebied dat geen punten z = k met k
geheel bevat. Want voor |Re z| <R geldt: als |j] = 2R den is

2 .2

|z 3|2 = (Re z=-3)% + (n 2)® > 23° + (Im 2)% = % (6)

(=]

en T j~ 2 convergeert. Mask het bewije zelf af.
t

b) De functie
o0

(z) = £(z) - =
© Jeo (z-3)?

1

is geheel en heeft periode 1.
¢) Voor de functie g(z) geldt

IImlinll g(z) = 0, uniform voor |Re z| <% .
Z | =0
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Want

.2 2 2 .2
sin nx cogh ry + cog nx sinh ny

|sin nz|?

]

: . L .2
31nh2ny + smznx = ginh my .

En uit (6) volgt dat de reeks in (7) voor |Re z| < % uniform convergeert

en dat de termen hier naar 0 gaan als |Im z| + =,

d) De functie g(z) is begrensd en dus constant en dus nul. Want uit c¢) volgt

dat er een M is zo, dat
lg(z)| <1 wvoor |Re z| <%, |Im z| > M.

Daar g(z) zeker begrensd is in het afgesloten gebied IRe z] <4,
|Im z| < M, is g(z) dus begrensd in de hele strook IRe z[ <% en dus, om-
dat g(z) de periode 1 heeft, in het hele vlak., Met Liouville constateren

we dat g(z) constant moet zijn en met c¢) volgt hieruit dat g(z) = O.

We hebben hiermee bewezen: voor iedere z die niet re¥el en geheel is, is

n2 ® 1
— =1 -z {(8)
gin“mz -~ (z- i)
Voor deze meromorfe functie zijn dus zowel de gehele functie g(z) als alle

polynomen pj(z) uit de Mittag-Leffler splitsing nul.

Een andere methode om (8) af te leiden is de volgende. Beschouw de integra-

len 5

() = § g e St (9)
C

. 2
gin"n{
n

waarin Ceen vierkant is met hoekpunten + (n+%) + (n+%)i. De verticale
zijden ven C  snijden de redle as in z = + (n+%), gaan dus net tussen de

polen van de integrand door.
We constateren nu

a) Als z binnen Cn ligt en niet geheel en reéel ig, dan is

n2 n 1
Jn(z)= —- I —— .

sin“ng  j=-n (z- j)2

Want de polen van de integrand bimmen de integratieweg zijn dan § = 2
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(enkelvoudig) en £ = j (|J| < n, tweevoudig, hoofddeel = hoofddeel van
1 1

1
C-2)c-37 (g-57 #-3-0&=J)

dus
) 1 (halmdy oA 1t 1
(€ ~3)(z-3) 2-J 2-3 (g3 (z-g)® C-d

dus residu - (z-3)72).

b) Op de verticale zijde £ = n + % + iv geldt

1 1

n+%-|Re z| cosh’ v

| integrend| < j

en dus

(n+&)(1+) oo

| | < 1 f__f.i_\.r___n
n+%-|Re zl _ cosh’ nv

(n+3)(1-1) oo

¢) Op de horizontale zijden van Cn geldt

4

n+%-|Re z|

Ao

1 1
n+%-|In z| sinh®n(n +%)

| integrand| <

d) Uit c) en d)} volgt lim Jn(z) = 0, uniform in ieder compact gebied.
o

N

n 2
e) Daar niet alleen lim Z maar ook 1lim 5 Ybestaat volgt mu (8).
> -n Ny, 2% N,

We kunnen de hier gebruikte methode samenvatten in de volgende stelling:
Zij £(z) meromorf met hoofddelen g, (Z),gz(z),... . 71J € ,C,,... een rij
enkelvoudige gesloten wegen zcodanig dat

1OV AV (z binnen cn);

2 . 0p G liggen geen polen van £(z);

3, lim £2ll az) = o,
n-bOO Z

dan geldt

f(z) =2 gj(z) ’

uniform in ieder compact gebied dat geen polen bevat.

Bewijs deze stelling =zelf,
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6.3.4. Als tweede voorbeeld behandelen we

cos 1z

f(z) =nctnnz =n oin nz

Deze functie is meromorf met enkelvoudige polen in z = j (geheel) en hoofd-
delen hj(z) = 1/(z-3) (ga na), De reeks

[++]

M

- OO

1
z-J

is echter divergent, want

1 - Z _ ki
z-3 J(z-3) "3 °?

[+.a) . 0
z J—G?_-_-J—y is convergent (ga na), ¥ -3- is divergent.

1 1
De polynomen pj(z) uit de stelling van Mitteg-Leffler moeten nu in werking
treden om de convergentie te forceren. We kunnen hier nemen: po(z) = 0,
Pj(z) = -1/j (als j # 0). De functie

o0

- 1 1 1
g(z) t= n ctn nz - z " jjiufz"j + j) (10)

ifo

is dan geheel (ga na).
We bewijzen op twee manieren dat g{z) = O.
a) Op grond van de uniforme convergentie in (10) geldt (zie WSK 50, p. 38)
2 0o
g'(z) = = —5 +-1£-+ T L -
sin“nz 2 j=o (z-3)
j#o

en dit is O op grond van (8). Dus g(z) = constant. Daar uit (10) volgt

dat g(z) oneven is (ga dit zorgvuldig na) moet g(z) = O zijn.
b) Door groepering der termen vinden we dat voor

o0
s = 5 (——+3
ja_mz-.] J
G j%o
geldt
S=°)_.f 27
. 2 .2 "
=1z -]

Voor |Re z| <% en j > 01is |2°-3°| = (3-2)® + (In 2)? en dus is, als
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Im 2z ¥ O,

|s| < c; 2131 < jm 2‘_2_1@: - n| 2

3=t (§-%)2 +(In z)? o+ (m o) 2

0]
Daar verder

lim nctnr:z=-;ni,
Tm z—b;(:cp
volgt (hoe?) dat g(z) begrensd is in de strook |Re z| < &. Daar g(z) pe-
riode 1 heeft, volgt nu dat g{z) begrensd en dus constent is. Dat g(z)=0
volgt als boven.

De conclusie is dat

oo o

%otnnz = —+ % (—1-—+1.)=-1-+E 2z . (11)
Z  iwew Z=J ] z . 2 L2
=t 2" =]
g!‘o
We kunnen hiervoor ook schrijven (ga na)
N
netn nz = lim & ’
Noco -N 274

masr het is misleidend (hoewel niet ongebruikelijk) om voor het rechterlid
te schrijven

1) Bewijs (11) ook door beschouwing van

3 (2) = 21? § % ctn “C(c,:z - 2—)6.(, ,
¢
n

waarin C dezelfde contour is als in (9). (Bewijs weer dat lim Jn(z)=0.)

2) Bewijs de volgende stelling:
%ij £(z) meromorf met uitsluitend enkelvoudige polen in 8, 38,,.+. Mt re~
siduen T sTpseas o
Zij aj # 0 voor alle j. _
Zij C1,Cz,... een rij enkelvoudige gesloten wegen zodanig dat
o
1°. VZ 3N Y

>N (z binnen Cn);

2°. er is een geheel getal m = O zodanig dat
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k=0 3=

Va1
& === PE@ I
a. Z=-8 Z=8 v *
J w1 aj

Kijk voor het bewijs naar

ff(c) @m R
C

Druk
oy 1
z 3
-0 zsnn

uit in elementaire functijes

Zij 8,38,5¢00 €N rij onderling verschillende complexe getallen met

lim aj = wen zi] r1,ra,... een rij complexe getallen % 0.

-]

Stel dat m een geheel getal = O is zo, dat I [1';.‘||£|.J.|-m"1 convergeert.

Dan is 1

f()-nozo {E T +Zm-1
2 ¢ *\z-a. =, 2 " m
1 B i ey 8

een meromorfe functie met enkelvoudige polen in aj en residuen rj.
Bewijs dit.

6.4. Oneindige producten

Ter inleiding op de definitie van een oneindig product geven we eerst een

definitie van een oneindige reeks:

Een oneindige reeks

5ot
j=1 9
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is een voorschrift om aan een gegeven rij getallen {t1,t2,...} (de zg. ter-

men) een rij getallen {51,32,...} (de partiéle sommen) toe te voegen, nl.

8 = 3 t (n‘=1’2’|.n).

De reeks heet convergent als

g = lim 8
n -+

bestaat en we schrijven in dat geval

Vrijwel analoog definiéren we nu:

Een oneindig product

is een voorschrift om san een gegeven rij getallen {f1,f2,...} (de factoren)
een rij getallen {Pt’pa""} (de partig&le producten) toe te voegen, nl.

n
p =1 f. (n=12,...).

Het product heet convergent als

P = lim b,

n->00

bestaat en # 0 is en we schrijven in dat geval

De extra eis dat p # O is, blijkt nodig om een mooie theorie te krijegen. Hij
impliceert dat bij een convergent product alle factoren ongelijk nul moeten
zijn.

We kurnen deze eis wat verzwakken door te stellen:

o0
Een product II £, heet convergent als er een N is zo, dat
=1 7 |
n
lim n f,

n—+oo j=N+1 J
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bestaat en £ O is.

Met name is het dan toegelaten dat eindig veel factoren nul zijn. En er
geldt dan: ]

P is dan en slechts dan nul als een der factoren nul is.

Stelling 6.4.1. Een nodige (niet voldoende!) voorwaarde voor de convergen-

jis

lim £. =1,
SR

tie van het productnl £

Bewijs. 2ij fj £ 0 voor j > Nen zij

n
p= 0O £, .
TN Y

Dan is

P
£ = 4,
Ppy

Als het product convergeert dan hebben teller en noemer rechts dezelfde lie
miet p # O als n = o,

Op grond van deze stelling schrijft men meestal een oneindig product in de
vorm

oo

o {1+u.) .,
gt J

De uj heten de termen. Bij een convergent product geldt lim u, = O.

J

We beschouwen nu producten met uitsluitend niet negatieve of uitsluitend
niet positieve termen.

Stelling 6.4.,2. 2ij U‘,j =0 voor j = 1,2,... . Dan zijn

o0 o0 o0
2 u. II (1+u, O {1=-u.
, 3 ; ( uJ) ' ) ( uJ)

tegelijk convergent en divergent.

Bewijs. Als een der drie vormen convergeert dan is lim uJ. = 0. Daarom kun-
nen we gzonder beperking der algemeenheid asannemen dat u:j < 1 voor alle j.
Zelfs nemen we aan: als 3 uj convergeert dan is de som kleiner dan 1.

Zij nu

0

]

=

=

il
[R=R-
[R=N-=

(Jl +uj) ] Pn =

(1-u.) .
1 J J

J 1
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s, en p; zijn monotoon niet dalend, pr-l is monotoon niet stijgend. 8,

convergeren dus als ze naar boven begrensd zijn, p; convergeert als p;l door

+
en p,

een pogitieve constante naar onder begrensd wordt.

Na geldt
8
+ n
1+8 <p <e (1)

-8
- n
1-8 <p <e . (2)

De rechter ongelijkheden volgen nl. uit het feit dat voor alle reéle u

1+u$eu .

De linker ongelijkheid van (1) is triviaal. De linker ongelijkheid van (2)
bewijzen we inductief. Hij geldt voor n=1. En als hij geldt voor zekere n,
dan is

Pow = (1-un+1)pn'>’. (1 —un+1)(1-sn) = 1_un+1 =5h T 1-Sn+1 ’

- = = 0,
daar 1 un+1 Oenun_Hsn 0

Uit (1) volgt

. . + 8
als llmsn=s<°°,da.n is pnsée

y dus p; convergent;
. + . +
als lim p, =7 <o , dan is 8, <p -1, dus 8, convergent.
Uit (2) volgt
als lims_ = s <1, dan is p; =1-8 >0, dus p;l convergent;
als lim p;l =p >0, den is 8, < - log p »dus 8 convergent.
Door deze stelling wordt de convergentietheorie van producten wasrvan alle

termen hetzelfde teken hebben teruggebracht tot de welbekende convergentie-

theorie van reeksen met positieve termen.

Voorbeelden
n 1
I (4 +3) = n+1, dus divergent.
1
n 1y 1
I(1-%5) = 7 » dus divergent.
2
n
I (1 -—%) =4 n:1-1 , dus convergent, limiet %.
2 J
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Het verband tussen de convergentie vanIl {1 +uj) en T u, geldt niet meer als

J

de uj willekeurig redel of complex zijn.

Voorbeelden
Zij
1
u = ——— =

2375 7 Yy 54

-,
\E
)

Dan is o ug convergent en I (1 -i-u;.| divergent.
Z2ij
u - u L
. = y . == ]
29y 29N i+

Dan is = uy divergent en {1 +uj) convergent. Bewijs dit zelf.

Net als bij reeksen kunnen we een begrip absclute convergentie defini&ren:
1 (1 +uJ.) heet absoluut convergent als II (1 + |uj]) convergent is.

Stelling 6.4.3. Absolute convergentie van I (1 +uj) impliceert convergentie,
n n

Bewijs. Zij p, =1 (1 +uj), P =1m(1+ |uJ.|). Dan is zeker
1 1

Verder is

Py, =P

n| B Iun+1:pnl <l By = By =By

n+1 l n n-+H n

Als Plrl convergeert, dan convergeert ook de reeks I (Pn 1 Pn). Dus conver-
geert dan de reeks I (pn_‘_1 -pn) absoluut, dus lim p bestaat. Ken deze li-
miet O zijn? Stel dat alle |ujl < 1. Dan is

ENES PR

Het rechterlid heeft limiet > O (volgens stelling 6.4.2), dus moet ook
lim P, £ 0 zijn.

Combineren we het begrip absolute convergentie met stelling 6.4.2, dan kri j-
gen we :

o1 +uJ.) is dan en slechts dan absoluut convergent als I uy absoluut con-
vergent is.

En:

voldoende (maar niet nodig) voor de convergentie van I (1 +uj) is dat X us ab-
soluut convergent is.




- 106 -

6.4.4. Voor het werken met producten met complexe termen is van belang

Stelling 6.4.4.

oo

p=I (1+u.,) ens =3 log(1+u,)

convergeren en divergeren tegelijk, als we voor de logarithmen de hoofdloga-

rithmen nemen,

Bij convergentie geldt

b=e

En er is een N 20, dat voor n> N

o0 [»a]
% log(1+u,) = hoofdlog van I (1+u.} .
n+1 J n+1 J

Bewijs. Stel u # -1 voor alle j.
Zij

el
]

n
o (1 +uj) y 8

n
= ¥ log{1+u.)} .
1 1 J

Dan is

=g
Pn »

dus convergentie wvan 8, impliceert convergentie van P,-

Stel nu dat pr1 convergeert met limiet p. Dan is

Y
s, = log p + log ?n +2ni k  (beide hoofdlog), (1)

waarbij kn van n afhangt. We moeten bewijzen dat kn (die steeds geheel is)
op de duur niet meer verandert.
Uit (1) volgt

h¢ P
R _ _ _ n+i - n
2m.(kn+1 -kn) =8 . -8 - log s log >
b P
~ nt+ n
= log(1 +un+1) - log ” + log >

Voor n — @ gaat het rechterlid naar O (als 1 convergeert). Daar k geheel
is, volgt hieruit dat op de duur kn = k, onafhankelijk van n, en dus

lim 8, = log p + 2nik .
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6.4.5., We beschouwen nu producten waarvan de termen functies van z zijn:

p(z) =1 (1+u,(z) .
1

Ga na dat de stellingen 6.4.3 en 6.4.4 en hun gevolgen ook gelden voor uni-
forme convergentie in een gebied G:

Als £ |u.(z)| uniform convergeert in een gebied G dan convergeert

o {1 +uj(z)) ook uniform in G; I {1 +uj(z)) convergeert dan en slechts dan

uniform in G als £ log(1 +uj(z)) in G uniform convergeert.
Van belang is

Stelling 6.4,5. Als voor j = 1,2,... uj(z) gnalytisch en ¥ -1 is in een
gebied G en I (1 +uj(z)) in G uniform convergeert, dan is

p() =T (14w, ()
1

analytisch en ¥ 0 in G en

gy © ui(z)

plz 1‘l+u‘_jz

(waarbij de reeks uniform convergeert in G).
Bewijs. Alles volgt uit de stelling van Weierstrass over uniforme limieten

ven rijen van analytische functies (zie WSK 50, p. 37 en 38, de stelling is

daar uitgesproken voor reeksen). Als nl,

p,(2) = f (1 +u,(2))
zodat (2)
pi(2) = p (2) Z 1—;]?(27 ,

dan zegt Weierstrass:
als lim pn(z) = p(z), uniform in G, dan is p(z) analytisch in G en lim pr‘l(z)
bestaat en is gelijk aan p'(z).
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6.4.6. Voorbeelden

a) Zij f(z) =

Toas

z2
1 - —> .
1 ( n?

Daar T n 2 convergeert is f(z) geheel, met nulpunten in +1y 42y eee &
Er geldt

1 o0
g—(%-l=-2""‘g'z——=nctnuz-%
z 1 n? -2
(vergelijk 6.3.3, formule (11)),

Door integratie vinden we

f(z) = ——Lsinz Z

Daar kennelijk £(0) = 1, is C = 1/n en dus

o 2
sin nz = nz I (1—%) . (1)
n=1 n

Dit is het 2g. sinusproduct.
b) Zij Re w > O. Dan convergeert voor alle z (ga na)
©0 1 1
o(zw) = I (1 + o~ (m¥R)w e®)(1 + o~ (n¥E)v e %) .
n=9

o(z;w) is dus een gehele functie van z. Zeker is 6(z;w) als functie van z
periodiek met periode 2mi. Ook geldt (ga na!)

L
Z+2w e(Z;W) .

oz +w;w) = e
Hieruit volgt onder meer dat, als

de functie

- 5(z
£(z) olz-v)o(z-0

dubbel periocdiek is met pericden 2mi en w,

De nulpunten van 6(z;w) zijn
z=(m+3)w + (2k+1)md , alle gehele k en m.
Daaruit volgt dat f(z) nulpunten heeft in

« +(m+g)w + (K+1)ri en B+ (m+3)w + (Zk+1)mi
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en polen
y +(m+z)w + (Zk+1)ri en 3 + (m+%)w + (ZKk+1)ni .

Opgave. DBewijs met Liouville dat er, behalve de constante, geen dubbel-

periodieke gehele functies bestaan,
c) Zij

6(z) = 1 (148, (2)
n=1

Hier zijn de termen un(z) = (1 +I%)e'z/n - 1.
Daar voor vaste z (of z in een compact gebied)

2 -
u (2) = - ? (1+0@™)) ,  (n-~w),

convergeert het product overal. G(z) is dus een gehele functie met nul-
punten in -1,-2,,.. . Er geldt

[==]
Glz) o 2. _2
G(z H?(n+z‘n)' (3)
We merken op dat, op grond van (1),

¢(z)e(-2) = 31 ( - 52-) -elnmg 4)

n= n e

We komen op deze functie nog terug.

6.5. Productontwikkeling van gehele functies

Zij f(z) een gehele functie. De nulpuntenverzameling? van £(z) is leeg,
eindig of aftelbaar oneindig =zonder eindige verdichtingspunten (wa.arom?).
De eerste twee gevallen hebben we al behandeld in 6.1.3., Stel nu dat f(z)
een k-voudig nulpunt (k 0) in z = 0 heeft en verder nulpunten in 8 38 e0.
met V. & # 0, lim &, =%, en zo genummerd, dat als a een %-voudig mulpunt
is\, a precies & keer voorkomt in de rij & ,e,,... (in feite zeggen we dus:
stél\dat £(z) lineaire factoren (z-a1),(z-a2),... en geen anderz bevat).
Als het product

RO

convergent is, dan geldt =zeker
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£(z) = 25 o802 nB; (1 - ;’“—’;1-) ,

met g(z) geheel, omdat dan
o0 -1
f.‘(z)z'k I (1 - f—)
n=1 n

een gehele funotie zonder nulpunten is (stelling 6.1.3). Mear voor de con-
vergentie van (1) is het uiteraard wel nodig, meer geenszins voldoende, dat
lim an = o,

Opgave. Bewijs dat voor de convergentie van (1) voor alle z voldoende (maar

o0
niet nodig) is dat = Ia\.nl"‘l convergeert.
1

Stelling 6.5.1. Bij iedere Tij &,,8,,0.., Wt ¥, & # 0 en lim &, = zijn
er niet-negatieve gehele getallen Ry, yeeey zodanig dat het product

P(z)=n;='1°1 (1-;2;>exp (a%;+rg--z—z-+...+£-n-(i->mn> (1)

8
uniform convergeert in ieder compact gebied.

Bewijs. Kies M > O, Bepaal N zo, dat voor n 2 N |a.n| = 2N,
Zij |z] <M. Zij voor n =N

r, (z) = log (‘i - -::) +f;+ +;11-(_%_>mn

(hoofdlogarithme). Dan geldt, daar [-f—l <%,
n

. .
J

r(a) == = ()
J=m, +1 n

en dus
o0 h] m_+1 -1 -0
r(z)sz|-5-=|—z-|n(1-|i> sz *,
I o l m +1 anl & ELn|

Kiezen we nu de rij getallen M, yM,yees Z0 dat
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-m

T b g
o
o}

1

convergeert (dus bv. m, = n), dan volgt de bewering uit stelling 6.4.4.

Corollexrium. Bij iedere rij & 18,500 met ¥ & £ 0en lim a, = ig er een

2
gehele functie P(z) met precies deze punten als mulpunten.

Stelling 6.5,2 (Weierstrase). Zij f{z) een gehele functie met een k-voudig
mulpunt in z = 0 (k » 0) en voorts nulpunten in 8 18,5000 (met ¥ & # 0).

Dan is er een gehele functie g(z) en een product P(z) als in stelling 6.5.1
zodanig dat

£(z) = o eg(z) P(z) .
Bewijs. Volgt uit stellingen 6.5.1 en 6.1.3,
Opgave. Bewijs deze stelling ook door op te merken dat £'(z)/f(z) meromorf

is met uitsluitend enkelvoudige polen en dearop de stelling van Mitteg-
Leffler toe te passen.

Stelling 6.5.,3. Iedere meromorfe funotie f£(z) is te schrijven als quotiZnt
van twee gehele functies.

Bewijs. Construeer met stelling 6.5.1 een gehele functie q{z) met in de
polen van f(z) nulpunten met ordes die dezelfde zijn als de ordes ven de
polen van £(z). Den is q(z)f(z) geheel.

Zij weer de rij & ,8,,..., 20 dat ¥V (a.n £ 0) en 1im 8, =.

0
Stel dat er een geheel getal h (0 <h < ®) is zo, dat I |a.nl"h"'1 convergeert
oo h !
en & |a.n|— divergeert. Dan convergeert het product

) 2
e 2 PA l/z
Ph(Z)= I (1-;—) exp (a—+'12—'-;+...+ h(a—>h). (1)
n=1 n: n a, n

Bewijs dit zelf door op te merken dat voor |z s%gla.n|

|20g (1 - Z) + 24 + E—hlsz |-Z—]h+1
o T a a *** "h\a 8 .
n n n n

We noemen Ph(z) een kanonjek product met geslacht h. In het geval h = O
laten we ook toe dat Ph(z) slechts eindig veel factoren heeft.

1
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Zij voor een gehele functie f{z) de orde p gedefinieerd door

p = lim sup (log log( max |£(z)|) / log r) .
T - |z| <z

0f, equivelent,

T
p=dnf{t | 3, 3, v ( max |£(z2)|) < ae” } .
A°R ‘r>R |z|sr| |

Men kan dan bewijzen *)

a) Voor een kanoniek product (1) geldt

p =0 1= inf{r | Z Ia.n|"T convergeert} .
n

Kennelijk geldt
h<gs<h+1.

b) Bij iedere gehele functie £(z) van eindige orde f 2ijn er niet-negatieve
gehele getallen k, m en n met

p—1Sm&x(m,n)Sp ’

een kanoniek product Pm(z) met geslacht m en een polyncom pn(z) met
grasd n, zodanig dat

£(z) = zk epn(z) Pm(Z) .

*
) Zie bv. Kneser, H., Funktionentheorie, GSttingen, 1958 en Ahlfors, L.v.,
Complex Analysis, New York, 1953.
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6.6. De Gamma-functie

De functie

o(2) ==§;1° (1 + Be™?/" (1)

is geheel en heeft enkelvoudige nulpunten in -1,-2,... . De functie G(z- 1)
heeft dus enkelvoudige nulpunten in 0,-1,-2,..., dus in dezelfde punten als
zG(z). Daaruit volgt met stelling 6.1.3 dat

G(z-1) = zG(z)eg(z) (2)

waarin g(z) een gehele functie is. Logarithmisch differenti&ren levert

o P

) 1 T
gfa) =2 G -w 77 Gm - 2)
waaruit volgt (ga zorgvuldig na) dat g'(z) = 0. g(z) is dus een constante,
die we Y noemen.
Nemen we in (2) z = 1, dan vinden we
[~}
1=H(1+:';)e_1/n-e7,
1

of
el =

tig <] g‘l_
= S g eXP n/°*
N -0 1

of, als we Y reéel kiezen,
N 1
£ - log N) . (3)

YT = lim (
1

N-—oo
Dus v is de (door (3) gedefinieerde) constante van Euler (y = 0.57722...).

Definiéren we H(z) = ¢"” G(z), dan volgt uit (2) de eenvoudige functionaal-
betrekking

H(z-1) = zH(z) .

Op min of meer historische gronden beschouwt men in plaats van H(z) liever

r(z) := ;ﬁ%;y .

Hiervan kennen we mu al de volgende eigenschappen:
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‘ oo
D () =t (1 BT
1

ii) I{z) is meromorf, zonder nulpunten en met enkelvoudige polen in
O’-1,"2’.|- .
iii) I'(1 +2) = 2'(z) .

Uit de relatie G(z)G(~z) = sin nz/(nz) (vgl. 6.4.6) volgt met 1ii)

iv) r{z)r(t-2z) = sirf —

Uit iii) en i) volgt I'(1) = lim =zI'(z) = 1 en met 1ii) volgt hieruit
Z2=+0

v) voor n geheel en =0 is I'(n+1) = n!

Met iv) en v) volgt (ga na) dat voor n geheel en = O

lim(z +n)r(z) = (=)

t ’
Z=—n n.

zodat het residu in de pool z = -n gelijk is aan (~1)"/nl. Nemen we in iv)

z =%, dan zien we: I''(%) = n. Daar uit i) volgt dat I'(3) > 0O, is

vi) T(3) = Yn .
Opgawve. Bewijs dat voor n geheel en 2 0O

I‘(n+ L)_.?n ' \[l

2n'

r(k-n) = (=1 n%—’%\fn.

Uit de definitie i) volgt dat

r(z) =z~ D%irr;o(N! 11"11I (n.+z)-1-ex_p(z(l%}rn"1 - Y))) .

en dus, in verband met (3),

N! N2

vii) Mz) = lin cr==y "o 3Rwy o

N=+oo

wasrin N° = exp(z log N) (de redle logarithme). Voor een aantal doelen is
deze productformule nuttiger dan i}. Zo zien we vrij eenvoudig dat

1
P(a)0(z+d) _ ., (01)° §% 22(2z+1) ... (22 + 2N)
r(2z = -

N~oo (2N)! 2% 7 ... (z+N)(z+%) ... (z+N+%)
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‘of

22 D)0z +d) | . ()2 o2 il . )
r(2z N =00 (2N)1{(N+z+g)
Het rechterlid is onafhankelijk van z. Voor z=4% is het linkerlid 2I'(%) = 2.

Hieruit wvolgt

viii) P(2){z+%) = 2"7%% Yn p(22) .

Dit is de zg. verdubbelingsformule van Legendre.

Tevens zien we uit (4)
2 2N
1lim .(.N_!)__Z__, \(Tt , (5)

of

(product van Wallis).

Opgave. leid het product van Wallis ook af door in het sinusproduct (zie

6.4.6) 2 = 4 te nemen.

Uit de reé&le snalyse weten we dat

We bewijzen nu dat voor Re z > O

o

ix) ftz"‘ et at = r(z)
o

(zie ook Ackermans-Van Lint, Algebra en Analyse, 7.6.28}.
De eis Re z > 0 is kennelijk nodig opdat de integraal bij t = O convergeert.

Om ix) te bewijzen merken we op dat, uniform in ieder gesloten interval
O=1%t=<a,
. £\ -t
lim ( - rT) =e . (6)
I~ OO B

Zij voorlopig z = x reéel en > 0 (a.ls we bang zijn voor oneigenlijke inte-

gralen dan kunnen we ook x = 1 nemen),
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41
n

Gn(x) 2= Of(1 - i)n £ at .

Door n maal partieel integreren vinden we

Gn(x) - x(x+13l.!.l_1.(x+n) !

en dus, met vii),

lim Gn(x) = I'(x) . (7)

Anderzijds is voor iedere amet O €a <n

[ =]
ft"" et at - G (x)
0
a 0 -] n 0
= f [a‘t-(1-1> ]tx“ it + fe"‘ %1 a4 - f(ni) £ 1 at
n n
0 a

a

Daar 0 < 1-; < e_t/n voor O < t < n, zijn zowel de eerste term rechts als

de tweede en de derde term samen positief. Bovendien zijn tweede en derde
term samen kleiner dan de tweede term.

Geef nu ¢ > O, Bepaal a zo, dat

o0

fe‘t ¥ at <e/2 .
a8

Bepaal nu n = a zo, dat ook

” - -En *= <e/2,
Of[ (1 n) ]t dt < /2

Dit kan op grond van de uniformiteit van de limiet (6).
Voor deze n is dus

oo

0< ftx-1 et at - ¢ (x) <e ,
0
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waarmee ix) voor positief re8le x bewezen is. Het linkerlid van ix) is ana-
lytisch voor Re z > 0, want
a - a
j’tz-ﬂ e~ 4t = fe-t+(z-1 Jlog t at
a) )

is geheel (zie WSK 50, p. 33) en de limieten voor & - O en & - « zijn uniform
in stroken 0 <& < Re z< A (ga na). Op grond van de identiteitsstelling
geldt ix) dus ook in het hele halfvlek Re z > O,

On een analoge integraelvoorstelling te hebben die overal geldt bekijken we

F(2) = fe(z-1)logw+wdw ’
C

waarbij C een weg is in het langs de negatief reéle as opengesneden complexe
w-vlak, die van - c - i0 nasr - o + i0 loopt. Op C nemen we voor log w de
hoofdlogarithme.

Als Re z > O dan kunnen we C samentrekken tot de negatief reéle as en we
vinden met ix)

oc oo

F(z) = fe(z-1)(-ni +logt)-t . _ fe(z-1)(ni +logt)-t 4, _
0

2ni
I‘i‘l-—zi :

n

2i sin nz . 0(z) =

Derhalve geldt voor Re z < 1

1. -z logw+w o 1 -z W
x) m- 5 |© dw Sl fw e dw .

c
Maar daar linker- en rechterlid geheel zijn (ga na) geldt x) voor alle z.

Opgave. Leid uit x) af dat '(n+1) = n! (n > 0) en dat 1/T'(z) nulpunten
heeft in. O,“1,-2,.oo »

Uit i) volgt met stelling 6.4.5 voor de logarithmische afgeleide van de
T'-functie

o0 oo
. (g 11 1 1 1
xi) ¢(Z)==F('i')')'=‘?(;{-n+z)-g-1f=-Y-E(m-nﬂ) .

4(z) is een meromorfe functie met polen in 0,-1,... ., We zien
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¢(1) =1'(1) = - v,
b(n+1)
p(z+1) = T4 4(a)

¢(z) -~ ${1=2) = = n ctn nz .

]

=y +1+ .., +

=R

Uit ix) volgt (ga na)
o
xii) Y=-1"'(‘|)=-fe-t log t 4t .
0]

Hieruit zijn vele andere integraalvoorstellingen wvoor y af te leiden, bv,

1 co 1

-t -t 1-¢7F me_t
xiii) Y=-flogtd.(1-e ) + -flogtde = f__%——dt-f_‘t_dt‘
0 1 0 1

Opgave. Leid uit de laatste formule af dat voor Re a > O

oo &

-a‘t -t oo k k

e _ 1 1-¢ 1 (~1)" &
f rs dt-loga-y-b f s dt=loga—y-? ke k1 .
1 ]

Deze formule is vooral interessant sls a - Q.

6.6,5. We onderzoeken nu het asymptotische gedrag van I'(z) als z = ,

Voor z = x = redel en positief volgt wit wvii)

N

log(l'(x)) = lim [log(N!) +x log N -2 log(x+k)] . (8)
N—-OO 0

Door tweemaal partieel integreren blijkt (vgl. diktaat Numerieke Wiskunde I,‘

p. 51 en 52) dat voor een tweemeal contim differentiesrbare functie f(t)

geldt
1

ff(t)dt

0

:
He)+2(0) + [@2-3°-De()as
0

en dus ook
N N

ff(t)dt z

ot £(k) + fcp(t)f"(‘b)dt ,
0 k=0 §

1l

waarin
o(t) = (6= [£]-2)°=F  (met [t] = entiex(t))




- 119 -

en " aangeeft dat de O-de en N-de {erm half genomen moeten worden.
Nemen we £(t) = log(t +x) dan vinden we
(N+x)log(ll+x) = x log x = N = L‘" log(x +k) - ?’l—? at .
0 t+x

Combinatie met (8) levert

log(r(x)) = lim [log(N!) +x log N+¥N - (N+x +%)log(N+x) +

N=oo

+(x=%)log x - f—“’i—)-—dt]

t+x)2

lim [log(¥!) ~ (N +%)log N+N]

N-oo

(x=%)log x=x- f—ﬂ—Ldt .

(4 +x)?

+

De integraal convergeert omdat (%) begrensd is. De overblijvende limiet be-
staat omdat de limiet in (8) bestaat. We hebben dus bewezen dat er een reéle
constante C bestaat zodat voor positief re&le z

1og(1(z)) = (z-3)log z - 2 + C = f(:tﬂ:-))— at . (9)

De integraal rechts convergeert uniform in iedexr compact deel ven het z-vlak
dat geen punten van de afgesloten negatief re&le as bevet (ga na). Het rech~
terlid (met hoofdwesarde voor log z) is dus eenwsardig analytisch in het
langs de negatief reéle as opengesneden z-vlek. In dit gebied is I'(z) analy-
tisch en % 0, dus log I'(z) kan gedefinieerd worden door snalytische voort-
zetting vanef de positief reéle as. Voor deze voortzetting (waarbij de loga-
rithme beslist niet overal de hoofdlogarithme is!) geldt nu formule (9) ook
op grond van de identiteitsstelling. *

*) Uit het feit dat (9) moet gelden voor ieder stukje analytische voortzet-
ting van log (I'(z)) volgt dat deze voortzetting leidt tot een ecenduidige
analytische functie (die niet afhangt van de weg waarlangs is voortge-
zet). Hadden we (9) niet ter beschikking dan zouden we ons moeten beroe-
pen op de zg. monodromiestelling, die zegt dat als een in een deelgebied
GO van een enkelvoudig samenhangend gebied G analytische functie fo(z)

naar ieder punt van G amnalytisch kan worden voortgezet, deze voortzetting
ook eenduidig (onafhankelijk van de weg) is.
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De constante C bepalen we streks, eerst kijken we hoe uit (9) het asympto-
tische gedrag van log(I'(z)) volgt. Daar O < -o(t) 5%" , geldt, als

z=rele,r>0, -n<f8<n,

oc
—M—)—-d‘t] —tb (met t = rs)
0 [t+rele|2

(t +z
[~
1 ds 1 0 (
= = = = = 10)
3 s .
8r g (s + cos 8)% + sine °F 8
Uit (9) en (10) volgt dus de asymptotische relatie

log(T(z)) = (z-%)log z ~ 2z + C + 0(z™") (11)

als z »o , uniform voor |arg z| < n~% <m.

0f , meer expliciet:

- .
|10g(1(2)) - (z2-%)log z + z - C| Eanair?a ‘Tl

alsz;‘O, |argz| S na=8 <.

Om C te bepalen kijken we naar de rechte z = 5 +iy. Uit iv) volgt dat

P +iy)r(E-iy) = 5o

en dus (dsar - waarom? - IM(x+iy) = I'(x-iy))
1 .
PG +iy)] = 2r "BV (140(e ™)), y .

Uit (11) volgt dat voor y - oo

log(P(d +iy)) = iy log(h+iy) - & - iy +C + o(zy™")

I

. i 1 -
iy(% + log y + Llog(1 +-E)-1) - +C+0(y™H

It

iy(logy - 1) - +Cc+o0(z™"),
dus

]

logr(E+iy)| = -+ c + 0™,

want C is re¥el. Hieruit volgt dat C = % log{2n) en we hebben dus tenslotte

(z-%)log z - 2 +% log(2n) - f—‘l(—)——dt -

xiv) log(I’(z))

(z-%)log z - 2 +% log 2n + 0(z"")

1l
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als z =« , uniform voor ja.rg z| S =0 < T

Uit xiv) volgt dat in dezelfde sector
L _ -

r(z) = Yen 2272 e™(1 +0(z""))
n! = \"2—n nn+%e-n(1 +O(n‘1))

$(z) = log z - §1E' +0(z7%) .

Opgave. Bepaal de waarde van C ook door de relaties (11) en (5) of (11) en
viii) te combineren.

Opmerking. Defini€ren we de Bernoulli polynomen door
Bo(t) = 1
t =
Bn(t) nB _ (t)

1 n =1

an(t)dt =0

0
dan is 31(1;) = t -4, Bz(t) = (t=%)° - ;1-2— , en dus p(t) = & Ba(t— [t]) - ;15
Hieruit volgt dat

=~} [>=]

f'im_dt T fBa(’“-[t])

(t+ 2)2

dt .

Door herhaald partieel integreren volgt hieruit, dankzij het feit dat voor
*
k=2 Bk(O) =Bk(1) )v
oo =.=]
f o) 4 __ & By 1 j‘BK+1 (¢-[t])
0

+
(t+2)2 k=2 k(k-1)z2"1 K1 J G +z)EH

at , (12)

geldig voor alle K = 1, Hierin zijn de Bk de zg. Bernoulli-getallen, gedefi~

W
nieerd door Bk = Bk(O) Er geldt Bk = 0 als k oneven en > 1 is ); ]32 = g— ’

. - L - -2
B4"30’Bs 42’38—-30’B10_66°

*
) Dit volgt uit het feit dat voor n = 2
1 1
Bn(1)-Bn(O) = fBﬁ(t)dt = nfBIl_1(t)dt =0.

0 0

*%
) Dit volgt uit het feit dat Bn als functie van t~% even is als n even ig

en oneven is als n coneven is.
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De integraal in (12) is (ga na) O(z_K) voor z = , uniform voor

|arg zl < n-% <n en we hebben in deze sector dus, voor iedere K = 1,

xv) log(l'(z)) = (z-%)log z - 2 + 3% log(2n)
K B
by —E O(z'K) .

kez k(k- 1)z

Dit is een volledige asymptotische reeks.
Opgave voor WSK-studenten.
Bewijs xv) ook, uitgaande van (8) door op de term % log(z +k)} de somformule

van Euler-MacLaurin toe te passen {zie Ackermans-Van Lint, Algebra en Ana—

lyse, 7.5.12). De constante C moet weer analoog als boven bepaald worden.

We beschouwen nu nog de 2zg. Beta-functie

1

B(e,B) 1= |t '(1-4)P"" at .
J

De integraal convergeert als Re o > O, Re B > O. Bewijs zelf dat B(o,B) hier
een analytische functie van o, c¢.q. B is.

Uiterasrd is B(a,B) = B(B,a).

Ook geldt (stel t = cos®g)

n/2

B(a,B) = 2.[(008 0)2% 1 (ain ¢)26‘1 do .
0

De voornaamste eigenschap is het verband tussen Beta- en Gamma-functie:

e, ) - S

Deze eigenschap kan bewezen worden door de oppervliakte integraal

2 .2
I=4 I];2G_1 y2p-1 e X ¥ axdy

x>0
y>0
op twee manieren uit te rekenen,
De ecerste manier is, I te schrijven als herhaalde integraal en x* = S, y2 = %

te substitueren. Dit levert direct

I=T"(q)r(p) .
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Anderzijds gaan we over op pooleotrdinuten:
X =T co8 g, ¥y =r 8in ¢

en vinden
Tt/ 2 o

2
A J‘ J;2a+2ﬁ—1(cos )2 (sin cp)2{3-1 e T ap =
¢ Q0

|
I

n

M{a+p)« Ba,B) .

Opgaven. Bewijs dat ook

o0

B(a,B) = fua_1(1 +u)_a-‘3 du ,
0

1
B(oy ) = f(u“" ()R
0

n

B(o,1~a) = pr—

Leid de laatste formule ook af uit

1f a-1 - .
i P 2 (z2=-1)"dz = 1
(langs contour die de snede van z = O naar z = 1 in positieve zin eenmaal

omsluit).
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