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Seminar on Partial Differentialequations 1966 - I

1. Moving source of heat in an infinite plate

AT = T, = -5(x=t) 8(y)y - w<x, y <o, t >0,

Initial condition : T(x,y,0) = O
Boundary condition: T(x,y,t) - 0 voor x° + y2 - =,

1¢1 Superposition of sources

+ 2 2
-[(x- ) /4(t - 7)
T(x,¥,t) = f g 4n(+ty_ 1) at, t > 0. (1)

1.2 Laplace transformation

o0

et v(x,y,s8) = IeHSt T(x,y,t)dt
0

AV - 87 = = &% 5(y) U(x).

oo

L2t vye) = gn [ etk (o[- 0 +57]) at (2)
0

-r2
Ko(r{s)ﬂ E‘[E%ﬁ} .

By means of the convolution theorem we find (1),

oo

1.2,2 Let w(Ay,8) = feiu v(x,y,8)dx

- OO0

2 [
- (S+K)w=‘s—»il'

e-“s+12 |y[
w(Xy,s) =

2(s - i?\)Vs + 22

a’w
ay2

Remark: We can now transform back with respect to A and, using the
wellknown integralformulae,ofsKyy: we .can. find egain- {2), W§ shall.at first

transform back with respect to s.




(o [tels] \ ol
ERC

2 2 £
-A iy /4% : 2_ 2 ,
[-1{w} = f:.__.......f.._.{_ * el?tt - f e-}\ T=y /41,+1J&(t-'r) aT

2Vt

2yt

b ‘3’2/4'17 e 2 .,
wnyit) = [ o g | AR (bex) o,

o{ne 2®

ft oL (x+u=t )2 452 ) /4

41”: dt .

0

2., Formulae for K0

Ko (x) satisfies

fi_y_ 14y -
d xdx-y 0,X>0.

For x =+ O we have
K (X) = log 2 - + O(leog X)
0 ==Y .

For x = o we have

Ky(x) = Vg eX(1+0(x"")).

Integral representations

oo

Ky () = fe"x oosh ¥ gt , x> o0.
0

o0

KOOIJ!‘-Z"‘YZI) -3 j‘eix sinh t =~ |y| cosh t it

-0

[+e]
=3 feix"-lyl"hxa _an

1+;\

- O

[

-|y”1 +22
h— cos AxX dA
1+A




3. Exercises
341 Work out the foregoing!

3¢2 Determine T (x,y) = lim T(t +x,7,t).

t -+

Find the function which satisfies

aJTO 2 2
ﬁTO+E=-6(x) 5(y) , T, =0 for x° +3° —=e ,

Show that lim T(t +x,y,%t) = To(x,y). Give an interpretation of this

t oo
relationl
Show that
. 1
Llim [P(t+xy,t) = T(x7)] = 77 B, (3%)
2,2
X 4y =0

oo
where . E1(x)= fe“u %’5 , x>0,

X

How is the behaviour for large and for small 1 ?
343 Solve the following problem by means of reflection:

AT—Ttw-&(x-t) 3a(y) , x>0, ww<y<em, t >0,

Tnitial condition 3 T(x,y,0) =0 x>0, a@<y <o ,
Boundary conditions: Tx(O,y,t) =0 —o<y <o , t >0,

T(x,y,t) = 0 for Xty o,




Te
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Ap = @ in GZ iy
1
¢ = n on the upper boundary Z-piane
¢ = 0 on the lower boundary
' Alb
( ' ' G, I‘I
Solution by means of conformal mapping.
let Q(z) = o(x,5) + i¢(x,7).
We map GZ cn the upper boundary Gw.
Gw w=plane
Then we have o D A B
1 B
dz e

W fww-1)(p-w)

Integrating in Gw along & small half part of a circle around w=1,

- HEe Ly or

b
5_1 c=;(3-1)'

Operating in the same way for w=p we find

niC . . V’
= . or B =
Va(p-1)

z=%(b2_1)f dw2 =%1og 11!:-1)__._10g
Vo(w-1)(b2-%) W+ 1

for 0 <wi<1

z=%log(1—"—h>+ib--:?log (b——f—>+01

1 +{w b+\[w

w03 z~—1ib ; C1=O.

For - w<w <0 we find

z = - ——arcta.n o -w) +ib +——arctan (E)

1

7

C real positive.

b

(b—:—_{[;)+ ¢

If we take \fw > 0 and the logarith.ﬁg real if 1 <w <b°® then we have

we find

(1)



1.1,2 We map Gw on the strip 0 < Im @ < n in such a way that AB corresponds
with Im Q = Q0 and BCDA with Im QR = =n ,

lie
D [
A B
¢ D A B
@

{-plane q t-plane
Introducing the variable t = e (2)
we find .

-
paxl (5)
P -w

Q is determined as a funetion of z by (1) (with c, = 0), (2) and (3).

. n
1.2 Determine lim [9(q,y) - @(~ps¥) = TP = ma]
D oo
q—bﬁo
(The change of the resistance caused by the change in width.)
In the neighbourhood of A we have

w=14+ (bz--1)eQ + 0(929‘)

=1 | 102 - 1)e2 + 0(e29)

Vw+1
2
b b b -1 1 b+1 Q
z==n9.+nlog( ) )+nlogb_1+0(e )e
2
i b" =1 1 b+ 1 nZ
Q=Fz-log (T)-glogb—'j'l-o(e /b).

2
D" =1 1 b+1
ol{x,y) = %’-x- log (——--4 ) - Flog g7 + O(enx/b), X = -

Analogous in the neighbourhood of B we have

2
Q=nz +b log %—t-%- + log (E--—-él)+ 0(e"™%)
- 4t |

2
e(x,y) = mx + b log g-f—:]l + log(® "21) +0(eT), x-e .
b

It follows that

: 12
Limit = (b—~2+%) log (‘;fb + 2 log bZt: :




1.3 The horizontal force on the upper boundary exerted by a magnetic induction
B =~ md ¢ .

The force on a part C of the boundary, along which ¢ = const, is given by
k =1k =3 [[QY° + @Y (n_-in )as = - 14822 7 -
X y  ® d3x Yy x y 2 dz

¢

(n_ - iny)ds = - idz

i d.Q 2 - .
==-5 I(EE) dz (for dQ=dR'along C,

c
do [s19]
dz |az
@ " Tpppg 99
The integrand is real on horizontal parts.
dz _ b Q in
In the neighbourhood of A: g= = = + 0(e™) , contribution =55 .
. dz _ 1 -Q . . . 2
In the neighbourhood of B: o= — + 0(e™™), contribution ~in",

Hence

2 1
Kx = -%n (1-3).

2+ Exercise

2.1 Solve the following problem by means of conformal mapping:
Ap=0in G
¢ = O on the lower boundary

e
¢ = n on the upper boundary ;é%////////{ 1111}

Find the behaviour of ¢ (or Q@) in K

the neighbouxhood of the four edges. K/////////////‘;////

2.2 let B = -« grad ¢ & magnetic induction,

1

Determine the horigontal forces on the upper and lower boundary.
DPetermine the difference of this two forces.
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1, bp + k%9 =0, =w<x <0,
Boundary conditions: %;- (x,0)

O<y<n; O<k<®.

O, -°°<x<°°,

q)(x,ﬁ)=0, -°°<x<0.
%(x,n)=0, 0 <x <0,
g = o kx| polkx O(e-Mx) for x » o,

9= O(e“"x) for x » = o

where A, = V1-%2 s By o= \,%.. k>

1e3 Solution by means of the Wien

er-Hopf technigue

We define:
+ ] X
£H(x) =
cP(x’ﬂ:) X
(xs“)
£ (x) = “63'
0
We introduce oo
o) - [
- 00
[= +]
+,- - isx
and 1 2(5) fe
- 00

These transforms exist for O

The problem transforms into

a_g_ (82-x%)8 = 0

%gi (s,0) = 0
O(s,n) = FT(S)
gy (svm) = F;<s>

o(s,y) = __1 B-I-k

<0

>0

x <0

x>0.

(X1Y)dx

+"( Jax,

<Ims < :}-k2=p1.

+ regular in the strip - V1-k2 <Im s <

(1)

1 2
=k



The last follows from the asymptotic behaviour for x = + =,

It follows that
+ cosh ¥ 32-k2
®(s,5) = F1(s) Vo -k
cosh nys“ =k

F (s) K(s) = ¥(s) (2)

and

where 5 =
cosh mis®-k L k*(s)

_Vs 2. kasinh n\/sa - kz

This homogeneous Wiener-Hopf problem has to be solved with the help of

K(s) =

the following data
g, F (s) ig regular for Im 8 > = A except poles in +k with residues
glven by (1) and F (s) = o(1) for |8 | =« in this halfplane,

b. Fz(s) is regular for In s <y, and F_(s) = o(1) for |s| -= in
thig halfplane,

o 1+Z/

Vi (0) Fn Vo2 g2 -
Let ¥(z) = VK*(0) n£11 T—TW where A = n?-x?, My =V(n_%~)2 -

This product converges.

Then M(is) M(~ig) = K*(g).

Algo we have M(z) = Yz(1+0(1)) for |z] =, |arg Z| <m- % .
Then we can write (2) as follows

F (s) M(is) = (8% -k%) _((Ts.))-

The lefthand is ansalytic for Im s < By and the righthand side is
anelytic for Tm s > = 7\1 .
Further we know the asympitotic behaviour, i.e.
i

lefthand side = o(s®) for |s| >, - n<args <0,

righthand side = 0(83/2) for |s| »>», O<args<n,
It follows that left and righthand side are equal to a polynomial of
zero degree

Fy(s) = gromy » Fi(s) = S-S

2 M(is) ? o2 _ 12 '

From the behaviour of FT(S) at the poles + k it follows that




C = ik
M{~ik

R oo MEK) ;"n”'k Aotk
= M(-ik ”"1p-ik A +ik

[~}
= - exp (2i I arctan k >
1 n(n-%) +Xk

We get
o(s,7) = 2ik cosh yVasz-k2 (3)
1
u(-ik)M(is) Vo2 ~ k> sinh 5% -2
(4)
Hence ot T
o(x,y) = S “i8X p(s,y)ds  with 0 <7< By
~co+iT B

For x > 0 we can shift the path of integration downwards;
(poles s = +k and 5 = ~iA ; Tesidues from (3)).

~ikx ikx 2 A
o(x,y) = e + Re +Zae cos ny.

1

For x < 0 we shift the path of integration upwards;
(poles s = ip, » residues from (4))

8

unx

9(x,y) = 3 b cos(n-%)y.

ne
1




Exercises

1. Work out the foregoing,
Prove the stated properties of M(z).

Determine the coefficients &n and bn.

2, a) Consider the case & <k <1 and

- ; -nx
q:=elkX+R+elkx+0(x 17) for x =,

|=

P X
p=Te 1|“1 .cos &y +O(ep2) for x » =,

Determine RT and T .

b) Consider the case 2 <k <1 and

kx

i -A
p = e + 0(e 1::) for x ~eo,

-e-i | |J.1

p = (eihl’lljc +R

Determine R and T+.

¢) Show that

ln, |
RY)* +

|77? = 1 and |R“|2+T%1:-|- |77]* = 1.

+|2
Prove these results alsc by means of Greents theorem: .
m |5 Ra =0
on
C

for every solution of the differentialequation.

|x)cos Y + O(euax) for x ==,
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du v ou ov
Te ax“"ay’ ay"ax for —w<x<ew, y>0.

Boundary conditions:

v(x,0) = 0 for |x| > 1.
u(x,0) sin ny - v(x,0) cos my = h(x), for -1 <x <1

0 <y <1,

u,v -0 for x2+y2--co, y= 0.

1| -
wv = 0 (((1£x)* +5°)"7%), >0, for (xy) = (¥1,0), y> 0.
1.1, Solution

Q@ := u-1iv is an analytic function of z = x+1iy in the upper halfplane, for

the Cauchy-Riemann relations are satisfied.

Definition:
Q(z) for Imz=0
o(z) =

Q(z) for Imz <O

o¥(x) = a(x+i0) = u(x,0) - iv(x,0)

]

o (x)

]

Q(x +io) u(x,0) + iv(x,0).

il

]

We have ®+( x)

According the reflection principle of Schwarz o(z) is analytic in the whole

z-plane with exception of the points Im z = 0, -1 <Re z < 1.

&(x) for y=0, 1 < | <oa.

From the boundary condition for |x| < 1 we get the following Hilbert problem

einY ¢\+(x) _ e-iﬂY o (x) = 2ih(x), -1 <x <1, (1)

The following considerations only hold for a set H* of functions.

f(x) belongs to H* if and only if f£(x) can be written in the following form,

£(x) = Aq’(x) = O, , <1
(1+x) ' (1-x) 2

where ¢(x) is H8lder-continuous on [-1,1].
If f(x) € H* then

+1
e £(t)
6(z) = 33 f t-g F
-

is a sectionally holomorphic function which satisfies the Plemelj's formulae




-2 -

I

flx), -1<x<1

+1
Jf {—(}% dt, (2)

6 (x) - ¢ (x)

il

G+(x) + G-(x)

The homogenous part of equation (1) has a solution

X(z) = (z+ )™ (z-1)"7
We fix the argument by
-n<arg(z~-1)<n, -ns<sarg(z+1) <n.

Then we have for -1 < x <1

M) = eI (1ex)""Y (1-x)Y

X (x) g7 (1 +x)m1+Y (1 -X)-T

hence
et™ X+(X) - X (x) =

X(z) is also continuous for z = x < =1,
Taking

e(z) = X(z) ¥(z) ,
we find from (1)

2ih(x) (1+x)"77 (1-x)7, |x| <.
+ -
v(x) - ¥ (x) =
O, IXI > 1-

From Plemelj's formulae it follows that the following function ¥(z) satisfies
‘ the last equation.

¥(z) - f (1+4)'Y (1 t)"f 2ih (t)
i

dt +

5 +P(2)(z+ 1) z-1)", nandm integers,

where P(z) is an arbitrary entire function with P(+1) £ 0.
From the boundary conditions it follows that

@(z)
‘l’(z)

From the regularity conditions at z=+1 it follows that n,m = 0,

o(1}) for =z - e , hence

il

It

o(z) for z -,

‘ Then from the behaviour for z — o it follows that

n=m=0 and P(z) = constant.




1.2.

Hence the solution of the Hilbert problem (1) is

+1

@(z) = L(fl f (1 +t)1_¥ ( _t)Y h(t) dt + C

t-z !
-1

(3)

where C is an arbitrary constant.

The funcitions u and v can be determined by the relatioms

It

Re @
Im ®.

u(x’Y)
V(X:Y)

1]

The behaviour of the solution at z = £ 1.

If h{x) is analytic at the points x = + 1 then we can calculate the behaviour

of ®(z) in the neighbourhood of these points as follows.

1 1 z - 1
tez "~ 1-t " (1-t)(t-2z) °

From (3) it follows that
1

o(z) = L x(z) [c - ¢, -(m)f (1) (oY~ B gy

t-z

= }1‘ x(z) {¢ - + (z-1)n(1) J £1+t)“¥(1 o) at +

+1

- (2_1)J‘ (1+4)17 (12 g7~ BLEL=D() o

+1
where c,, = f (1 4-1:)1""(1-1—,)7"'1 h(t)dt.

By means of Cauchy's residu theorem we find

+1

f () V=) (z+1)"V(z-1)T""}

t-2 sin ny
-1

H

hence

&(z) =-:; (¢ - C-;4)(Z+‘|)_H'Y(z_‘1)"'Y -8l + O((z-1)1"y) for z - +1,

8in ny

In a similar way we find

o(z) = - (C +C_ )(z+‘|)-1+T(z ™Y .+ M +0((z+1)Y) for z - a1,

sin iy




+1
with c_, = I (1 +4)7Y(1 = £)"n(t)dt.
=1
We can make &(z) bounded in one of the points +1 by a special choice of C.
If ¢ = C, then ®(z) is bounded in z = +1 and the solution can be written as

+1
follows.

oz) = - 1 &5 f (”“) ) g,

If C == C_, then ®(z) is bounded in z=-1 and we can write

2(z) = % (g*,.)*Tf G 2 g,

-

I +1

f A+t) T(1-2)""" n(t)at = 0

=1
and

+1
f (1+4)"(1 =) n(t)at
-1

then ®(z) is bounded in both of the points z=+1 and

+1

2(z) -%(2-1)1"Y(Z+1)7f (1-t)"1ﬂ(1+t)_’f%@%dt.
=1

it

Exexcise
u and v satisfy

ov ou _ ov
ay and 3y ~ ox for ~w<x<ee , y>0,

o
Hlﬁ

Boundary conditions:
a) u(x,0) = 0 for |x| > 1,
b) u(x,0) sin ny ~ v(x,0) cos my = h(x) for -1 < x < 1
where h(x) is HSlder continuous on [-1,1] and analytical in x = +1,
¢) u and v bounded at (-1,0) and (1,0),
d) v and v bounded for ¥ + y* - e , y = O.

1) Determine w and v for -3 <y <% .

2) Which condition h(x) has to satisfy in order that u and v tend to ZEeT0
for +y2--oo, y=0

Determine two terms of the expansion of u-iv in powers of (x+iy)”"

3) If Y = + 5, vhich condition on h(x) has to be satisfied in order that the
preblem has a solution.




Seminar on Partial Differential equations 1966 - V

The general partial differential equation of first order in two independent

variables can be written as
(1) F(X3Ysu,PaQ) =0 .

At each point (xo,xo,uo) the PDE (1) may be considered as a relation between

p and q with parametric solution

(2) p = p(A), a = q(d), Flx,,¥,uyp(M),a(A)) =0.
o?rvorto

The vector (p(A), g{A), =1) is normal to the plane

(3) u-u, = p(A)(x=-x)) + a(M)(y~73,) »

which plane can be interpreted as the tangent plane of an integral surface.
The family of possible tangent planes will envelope a cone, called the Monge
cone, with vertex (xo,yo,uo). Every integral surface has to be tangent to
the Monge cone at each of its points.

The generators of the Monge cone are given by
= p! - 1 -
(4) i 0 =p'(A)(x-x) +a'(M(y-v,)
u-u = p(M)(x-x) +a(N(y-7y,) .

Differentiation of (2) yields
F_p' +F_ q! =0
(5) , P +F ara) -0,

hence (4) can be written as

(6) x—x0=y-y0= u-u
7 T F +oF  °
P g PipTi,

It follows that the direction of a generator is given by the vector

(7) (FP’ qu PFP ""qu)-

Such a direction is called a characteristic direction.

Let u = u(x,y) be a specific integral surface.
On this surface we infroduce a family of characteristic curves which are

tangent to a characteristic direction at each of their points,

ax _ & _ du _
(8) = Fp, 3 Fq, s pr+qu.

where $ is a parameter. Along such a curve we have




2,

dp _ . dx dy _
s Pxas * Py as _ Px Fp + Py‘Fa !

(9) .

dg ., , 4x & -

ds " % ds * %y ds qijp + iy Fq °
Differentiation of (1) with respect to x and y resp. yields

(10) FX +—Fu P+ Fp P, +-Fq q = o,
F +F +F + F = 0
y Tu T Py a % ’

hence (9) can be replaced by

di=-F -qF [

dp _ _ -
(11) F PR, » & v u

The set of equations (8), (11) is called the characteristic system of

differential equations. Every solution of this system of ordinary differential

equations, with F(x,y,u,p,q) = O, is called a characteristic strip consisting

of a characteristic curve x = x(s), ¥ = y(8), u = u(s) together with a set of
tangent planes normal to (p(s), q(s), =1). On every integral surface there lies

a family of characteristic strips.

Invergely one may start from the characteristic system of differential
equations (8), (11). Through each element (xo,yo,uo,po,qo) there will pass
one strip x = x(s), y = y(s), w = u(s), p = p(s), a = a(s).

Theorem. Along every strip F = constant.

Hence, if F(xo,yo,uo,po,qo) = O then F =0 along the whole strip and the strip

is agein a characteristic strip.

Theorem, If a characteristic strip has one element(xo,yo,uo,po,qo) in common

with an integral surface u = u(x,y) then it lies completely on the surface.

The Cauchy problem

We want to determine an integral surface u = u(x,y) which rass through the

initial curve C,
(12) x = x(t), ¥ = y(t), u=u(t).
First we extend to an initial strip 01, by introducing the functions

(13) p = p(t), a =aqlt) ,

which have to satisfy the following conditions.




du _ ax ay
dt - P(t) dt + Q(t) dt L]

(14)
F(x(t), y(t), u(t), p(t), a(t)) = 0.
Through each element of C , We draw the characteristic strip.

The set of all characteristic strips is given by
(15) x = x(s,t), ¥ = y(s,%), u= u(s,t), P = pls,t)y 9 = a(s,t).

The functions (15) will satisfy the characteristic system (8), (11) whereas
for s=0 these functions reduce to the initial element x(t), y{(t), u{t), p(t), alt)
of 01.

Solution of s and t as functions of x and y is possible if the Jacobian

_|'e t] _ _ -
(16) J = =X, Yy - Xy Vg = FP T4 Fq X, # 0
Iy It
along C1. Then we obtain
(17) u = u(s(x,y), t(x,5)) = w(xy) , »=>20(xy) a=alxy).
Theorem. u =P, uy =q .

Conclusion. In a sufficiently small neighbourhoed of C, the Cauchy problem
has a unique solution,

If J=0 along C,; then

(18) Fp vy - Fq x, =0
or
(19) XL = Fp ’ y‘h = Fq s u‘t = PFp+qu ’

hence at each of its peoints C is tangent to a characteristic direction. Two
cages must be distinguished:

a) C, is a characteristic strip.

Then the Cauchy problem has infinitely many solutions.

b) G, is not a characteristic strip.

Then either the Cauchy problem has no solution or it has a solution for

which the derivatives of second order are singular at C.

References.
Courant-Hilbert, Methods of Math, FPhys.,

VOl II, P. 75""84’ P. 88_97

Garabedian, Partial Differential Equations, p. 24 -~ 33.




3. Problems

3.,1. Determine the solution of the Cauchy problem for the eiconal equatiocn

(20) p2 + g% =1
where the initial curve is given by
a) x=-y, u=0;

b) x + y2 =1, u=20;
¢c) xT=2b,y=t+1, u=+t;

d) ¥
x_xy_u,

©) I 5=%
X

f) =cos t,y=sint,u=1t (0<t<2I),

2

Verify that the solution of problem 1.f) has derivatives of second order

which are singular at the initial curve.

3424 Verify that the characteristic curves of the eiconal equation are straight
lines. For each of the solutions of problem 1.a), b), c¢), d) draw a picture
of the projections on the x,y-plane of the characteristic curves lying on the
integral surface, These projections are called rays. Verify that these rays
are orthogonal to the curves u(x,y) = const. in the x,y-plane. The problem
1.d) will have two solutions leading to two systems of rays. From each point
of the parabola y2 = 2x+1 there will emanate two rays, viz. one ray of each
system., Verify that these tweo rays make equal angles with the normal to the
parabola at that point.

Consider the Cauchy problem for the eiconal equation where the initial curve
is given by

(21) x = x(t), ¥ = y(t), u = u{t).

Show that the rays are orthogonal to the curves u(x,y)

const. in the
x,y-plane. Show that the distance between two curves u

[]

01 = const. and

u = 02 = const., measured along a ray, is equal to |C1-C . Hence, any two

2]
curves u = const, are equidistant.

3¢3. Determine the solution of the Cauchy problem for the partial differential

equation
(22) w(p? +g%2 +1) =1
?




where the initial curve is given by
a) y=u=d2;

b) x= 12-005 8, y= lz-sin 6, u= &-;
5 5 p)
c) x2 + y2 =4, u=1,

Show that the characteristic curves are circles with the following properties:
a) the radius of the circle is equal to 1; .

b) the center of the circle lies in the x,y-plane;

¢) the plane of the circle is orthogonal to the x,y-plane.

Explain why the equation (22) is called the differential egquation of tubular
surfaces.,




Seminar on Partial Differential Equations 1966 - VI

Axially symmetric boundary velue problems

Let ry 9, 2z be cylindrical coordinates. We consider the boundary value

problem:
2 2 2
or r aq>2 4
(1) u(r,9,0) = £(r) on the circular disk r<a, O<g <2n, z = 0 ;
2, 2vE
u(r,g,z) = 0 when (r* +2°)% -,

From the boundary condition on the disk it is clear that the solution of this

problem is independent of ¢ 3 the boundary value problem is called axially
symmetric with the z-axis as its axis of symmetry.
The solution of the problem is represented by

a 2n
1 g
@ -z [ [ e a0
g ¢ r"+p" ~2rp cos O+2

where the function o(p) has to be determined. Application of the boundary
condition on the disk leads to the following integral equation for o(p),

a 2n

1
(3) Hfo(p)pdp f = 26‘6 .= f(r), O<r<a.
G 3 Vr +p  -2rp cos O

By means of Copson's lemms we will reduce the equation (3) to a repeated

Abel's integral equation,.

Copson's lemma

2 min(r,p)

4) i 4 -4 &,
6 V:c'2+p2-2rp cos 6 g V(ra-—tz)(Pa-ta)

Substitution of (4) into (3) yields

1 a min(zr,p) 2t 1 T . a
(5) s of a(ple de Of Vi —42)(p2 - £2) n of ez -7 vaz _%dp=f(r)
OKr=aga,

The latter equation can be split into two equations,




2.7,

2.2,

f—g-gg-)-p—a'dp=8(t), O<t=<a,
%

by
Ve -t

The equations (6) are special cases of Abel's integral equation.

Abel's integral equation If £(x) and f'(x) are continuous in the interval

0 <x <a, then the solution of Abel's integral equation

(1) f—ﬂm—rdt=f(x), O<x=<a,
(x-1)%

is given by

8) g(x) =+ & f—fﬁﬂ—at.

n dx

By means of some simple substitutions the integral equations (6) can be re-
duced to the form (7) and the solutiong can be shown to be given by

a
21 4 3
o(t) = - S3 3% f_.(ﬁ)—vﬁ‘dp ;
g V-t
(9)
r
.4 tf (4
s(r)-zdrf = tgdt.
g F -
Problems
Verify the derivation of form (9) from the solution (7) of Abel's integral

equation,

Show that the solution of the integral equation

(10) —g-(—Ldt=f(x), O<x<a
(x-)*
where 0 < A <1 and £(x), f'(x) are continuous in the interval 0 < x < a, is
given by -
(1) glx) =gl 4 f_f() gy
) dx (x-t)‘!"x

N.B. The integral equation (10) is also called Abel's integral equation.




2.3, Determine the solution of the axially symmetric boundary value problem,

2 2
Au’:‘g'—g'+-:_-%u5+-a—-;=0;
or 0z
(12) u(r,0) = 1 on the circular disk, r <2, 0 < <2n, z =0 ;

w(r,z) = 0 when (r?+23) =,

The present problem admits the following interpretation: the funcition u(r,z)
is the electrostatic potential dve to a charged circular disk, The disk is

conducting and kept at potential 1. It can be shown that the surface charge
density q(p) on the disk is related to the function o{p) introduced in (2),

(13) a(p) = ¢, olp)

where eo is the dielectric constant of free space.

Determine q(p), the total charge on the disk and the capacity of the disk.
2.4, Prove the following generalization of Copson's lemma,

2n 27

cos no . e:Lne
(13) T 48 = = = d6 =
g Vrotp -2rp cos D o Vr +p” ~ 2rp cos O
min(r,p)
L4 20

= et At , D =0, 1, 2, eee o
(zp) Of Viz2- 62y (02 - t2)

2+5s Determine the solution of the following boundary wvalue problem,

2
wozd, 18, 8 T,
ar? r- 09 0z
(14) u(r,p,0) = -E_r cos ¢ on the disk, r <a, 0 <@ <2m, z =0 ;

w(zr,9,2z) =0 when (r?+23)°=w,

The function u(r,p,z) may be considered as the potential due to & grounded
conducting disk which is placed in an external electrostatic field. The
external field has a strength E_ parallel to the x-axis (where x, y, 2z are
rectangular coordinates with x = r eos ¢, y = r sin ¢), The potential of
this field is given by Yot -on = -Eor cos ¢, Hence, the boundary con~

dition on the disk just expresses that u+u = 0 on the disk, in agreement

ext.
with the disk being grounded. Determine the charge demsity q(p) induced in

the disk.




2.6.

N.B. The solution of this problem may be obtained in a similar way as for
the probhlem treated in section 1, Make use of the generalization (13) of

Copson's lemma with u =1,

Determine an approximate solution (valid for small values of ka) of the
axisgymmetric bhoundary value prchlem,

2 2
Au+k2u_=_§-—12i+%%+g—%-+k2u=0;
or az
(15) u(ry0) = =1 on the circular disk r <a, OS¢ <2r, 2 =0 ;

1 2. 2vh
u(r,p,z) ~4 7 When R = (r" +2°)° = e,

The problem describes the scattering of a plene normally incident wave

B 1kz

u, = by a circular disk, The function u(r,z) represents the scatiered

wave., On the disk the total wave has to vanish, hence,

(16) uw+ut =0 , u(r,0) = -1,

The solution of this problem can be represented by

a 2n V
(17) ulr,z) = 11;;" f f o(p) ex_p\Elk T +p - 270 cos 9+z ] pdpdd ,
r +p - 2rp cos 0 + 22 '
0 0

Compare the present representation with (2)) where the function o(p) has to
be determined, Application of the boundary condition on the disk leads to
the integral equation,

a
(18) f pa(p)K(xryp)dp==-1, O<r=<a,
g
where - V
1 -
(1) o) =g [ omlilelep®e2mm oo 0] 4o
o Vr +p - 2rp cos 3

The kernel K(r,p) and the function o(p) are expanded in power-series in

powers of (ik),

K(r,p) = K(O)(r,p) + ik K(‘)(r,p) + (ik)zK(z)(r,p) T

(20)
olp) = ot (p) + ik ol V() + ()2 o(2)(p) 4 ...

Substitute these expansions into (18), then we are led to the following

system of integral equations,




-1

It

[ 0o @z, 0000
(21)

a

fpc(1)(p)K(°)(r,p)dp -fp°(°)(p)K(’)(r,p)dp » etca,

0 0

from which the functions 0(0)(p), 0(1)(p), «.. may be determined successively

by means of the method of section 1,

Determine c(o)(p), 0(1)(p), 0(2)(p). The corresponding potential function

(see (17)) is denoted by Uy ppr which is an approximation to the exact
solution, valid for small values of ka.

Introduce spherical coordinates R, ¢, @ with
(22) r=Rsin ¢, z=Rcos .

Show that for large values of R,

(R sin ¢,

u
appr.

and determine A($) up to and including terms of order (ka)®.

Determine an approximate value for the scattering coefficient

1lmeluappr |2R sin ¢ddde

f |ui|2 papde
D

(23) T =

where 5 is a sphere of radius R and D is the circuler disk. Physically 7 is

the ratio between the scattered energy and the energy incident on the disk.

Hint The following integrals will be needed in connection with the problems.

j1xp“ q dx = L ’

'p +tq

(24) valid for Rep> O,
d.

f(x )P Na-x)2"ax = (a-c)PH! Ppﬂ%pz -'.(qg% Req> O,
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Stage Partiéle Differentisalvergelijkingen 1968 -~ III

Oplossing van een randwaardeprobleem met behulp van de Wiener-Hopf techniek

1. Formulering van het randwaardeprobleem

Gevraagd wordt de functie #x,y) te bepalen welke voldoet aan

A¢+k2€P=0 y =< x <%, 0 <y<n ;

o(xym) = 0, ~o <x <0 ;
(1)
%&(x,n)=0, 0<x <w3;

o(x,y) = e IF 4 ™= 4 0(e™M®) voor x - w ;

o(x,y) = 0(e"1®) voor x = = o ;

waarbij O <k <% is, A =V1-k", ", =\(%-k2

1.1. Fouriertransformatie van het probleem

Definieer

. o , x<0 ﬁ(x,n),x<o
f1(x)= ] 2(x)u
o(x,m), x>0 0 y x>0,

Pas Fouriertransformatie toe en stel

(-]
®(s,y) = f o(x,y)e*®%ax ,
- OO
0
+"‘ +,- 18X
F1,2(S) f f1,2( Jem Tdx .
-0

Deze Fourier getransformeerden bestaan voor O <Ims < M

Het randweardeprobleem (1) gaat na deze Founertransforma.tle over in

2
dé_(sz

———tr——

a -¥)e=0, Oo<y<n,

(2) %'ys) (S,O) =0,

2(s,m) =F(s) , & (5,1 =] (a) .



1.2.

1.2.1

Uit het gedrag van 9(x,y) voor

Ri
(tI!(s a8 +k
+ i Ri
(3) <F(S)=~s_-.l-_l-:.+s+k

\

Oplossing van het getransforme

X ™+ ®volgt verder nog dat

+ functie analytisch in de strook =~ A1 <Ims <MK

+ functie enalytisch in het halfvlek Im 8 > - A ;

F-z(s) = functie analytisch in het halfvlak Im s <.

erde probleem

De oplossing van het getransformeerde probleem luidt

- cosh W’s - (s cosh y\[s -k
(4) @(S,Y) F ( ) coshﬂ:\(s -k =7 () «B -~k 8inh Tﬂ[s -k )

De (nog onbekende) functies F

(5)  F(e)K(s) = (s)

waarin

e), F;(s) moeten dus voldoen aan de relatie

K(s - cosh njs -k § )
{s -k s:.nhj‘ds -k

De verg'elijking (5) stelt voor een homogeen Wienei'—Hopf probleem dat als

volgt is op te lossgen,

Factorisatie van X (s)

Voer in de functie M(z) gedefinieerd door

0 ‘l+z/u

(6) u(z) = K*(0) T gymplt

n=1

waarin

=7
An=\fn-k y B =

(@-57x".

De functie M(z) bezit nu de volgende eigenschappen

I. Het oneindig product (6)
II. Factorisatie van K*(s):

is convergent.

(7) K*(s) = M(is)M(-ia) .

III. Voor |z| » e, |argz| <

(8) M(z) = Vz[1+0(1) ]

=5 (d >0) geldt

Opmerking. Het bewijs van eigenschap ITT laat zich geven met de volgende

hulpstelling.



A R e kS P B e s om0 T e f ot v me T A Ut ehtien amded - e 0t e 0 e o ey e e T e

co an-bn
P
5
n=1 n

Hlpstelling., Zij &, reéel, bn >0 en zij de reeks | convergent,

dan geldt
xRz + 48

n

; I ——— o
lim > T b
Z o =1 Il

uniform voor |arg z|< -5, @ >0 .

Literatuur over oneindige producten:
E.T. Copson, Theory of functions of a complex variable, pp. 102-106.
B.A. Fuchs and B.V. Shabat, Functions of a complex variable, Vol I.,
Pp. 333-345.
R.A. Rankin, An introduction to mathemstical analysis, pp. 563-582.

1.2.2 Vervolg oplossing van het getransformeerde probleem

Met toepassing van 1.2,1, eigenschap II is (5) te schrijven als

- 2,2 F1+(S).
(9) Fo(s)M(is) = (s°-k%) g

-is
Merk op dat het linkerlid van (9) analytisch is voor Ims < #, en het rechter-

lid analytisch voor Ims > -A1. Linkerlid en rechterliid zijn dus elkaars ana-
lytische voortzetting, samen vormen ze een gehele functie.

Met (8) volgt voor het asymptotische gedrag van linkerlid en rechterlid van
(9):
1 .
linkerlid van (9) = 0(s%) voor |spew, Ims < u,
rechterlid van (9) = o(s /2) voor [8|*eq In s >h,

Volgens de stelling van Liouville zijn dan linkerlid en rechterlid van (9)

gelijk aan een constante, waarna

\ - C + CM(-is
1 = . = *
( 0) | Fz(ﬂ) lesj ’ F,‘(S) 52 _ 32
Volgens (3) bezit de functie F':(s) polen in de punten s = + k met residuen i

resp. Ri. Met behulp ven (10) volgt den

2 ik M(ik
(11) C=m,ﬁn-ﬁ .

Tenslotte, de functie s,y) wordt gegeven door

(122)

. . Z,2
2ik M(-is} cosh \[s -~k
@(s,y) = ( ) L

M(-ik }(s -k ?)cosh s 2-k?2




(12b) - 2ik cosh ﬂa -k
M(~ik i(ie Vs —k 2 sinh s k>

1.3 Inverse Fourier transformatie van ¥s,y)

2.

2.1,

2.2,

De oplossing ¢{(x,y) van het oorspronkelijke probleem wordt gegeven door

w+iy
1 _i |
(13) o(x,5) = 5= f o(s,y)e % as, O<y<y .
—eot 1Y

Voor x > O sluiten we de integratieweg in het beneden-halfvlak Im s < Y. In
dit halfvlak bezit &s,y) polen 8 = +k en s = -i} ; de residuen van &(s,7)
in deze polen zijn te berekenen uit (12b). Voor ¢(x,y) volgt dan een reeks
van de gedaante

o0
(14) o(x,y) = e~ikX g X 5 & e~ nx cos ny .

n=1

Voor x <0 sluiten we de integratieweg in het boven-halfvlak Im s > Y. In
dit halfvlak bezit ¥s,y) polen s = ip met residuen te berekenen uit (12a).
Voor ¢{x,y) volgt dan

o “- x

(15) o(x,y) = % b e cos(n-d)y .
n=1

QEE_E_I:'V‘GII

Werk de voorgaande schets uit.
Bewijs de eigenschappen I, II, III en de hulpstelling uit 1.2.1.
Bepaal de coéfficiénten a end in (14), (15).

&) Onderzoek het randwaardeprobleem (1) in geval 3 <k <1 en

CP(xs.')’) = e—ikx + R+ eikx + O(e_hx) VOOT X o,

T e'ih"'x cos 3y + 0(e"?*) voor x ~ =% .

o{x,¥)
Bepaal R+, T en cp(x,y).

b) Onderzoek het randwaardeprobleem (1) in geval & <k <1 en



i A
#(x,y) =T KX o(e”™" ") voor x » w ;

olx,y) = (eilu1 lx +R” e_ilp" |x) cos &y + O(euzx) voor X -~ - &,
1' Bepaal R~, T'.
| ¢) laat zien dat

1)
mt12 Ll

+|2=10

7|2 =4, [&7|? Tﬁ% |7

Bewijs dit ook a priori met behulp van de eerste identiteit van Green.

Aanwijzing: Toon eerst aan dat
= 99
Im ? n ds = 0
C

voor elke oplossing ¢ van de vergelijking 49 + kqu = 0 en voor elke geslo-

ten contour C.




1.1

1.2

Stage Partiéle Differentimalvergelijkingen 1968 - IV

Oplossing van een randwaardepi’obleem met behulp van conforme afbeelding

Pormulering van het randwaardeprobleem

G, zal een gebied zijn in het complexe z-vlak (zie figuur).

Gevraagd wordt de functie ¢(x,y) te bepalen welke voldoet aan

& = 01in G, iy
(1) . ¢ = n op de bovenrand van G, z-vlak
¢ = O op de onderrand van Gz D
A b c

Gz ‘o 11

Oplossing door conforme afbeelding

Voer in de functie ¢(x,y) zodanig dat ¢(x,y) en ¢(x,y) voldoen aan de dif-
ferentiaalvergelijkingen van Cauchy - Riemann

S % B __ 9
9x 8y ! ox oy °*

De functie 2(z) gedefinieerd door
(2) Q(z) = o(x,y) + i(x,¥), z = x + iy
is dan analytisch in Gz

De te bepalen functie Q = Q(z) beeldt het gebied Gz conform af op het gebied
Gy ¢ 0 < ImQ < n in het R-vlak. De bovenrand (onderrand) van G, dient daar-
bij over te gaan in de bovenrand Im Q = n (onderrand Im 2 = Q) van Gy

Afbeelding van Gz op Gw

We beelden eerst Gz af op het o w=vlak
gebied GW : Im w> 0 in het w-vlak. w

De punten 4,B,C,D in het z-vlak C D A B
zullen daarbij overgaan in de punten 0 1 B

A,B,C,D in het w-vlak (zie figuur). , |
Volgens de formule van Schwarz - Christoffel wordt.de afbeeldingsfunctie

z = z(w) gegeven door

dz K
) W u (we1)(p-w)

vaarin K en B nog nader te bepalen constanten zijn.
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Integreer nu % langs een Xleine halve cirkel om w = 1, dan volgt

(4) - B = b s k= 1)

Evenzo volgt na integratie langs een kleine halve cirkel om w = 3,

(5) —mk i apav?.

Vo(p-1)

Substitueer (4), (5) in (3), dan volgt na integratie

(©) =.;% j\l_ (w-1)(1? w) n (w+1) 110(}:

waarbij K een nog te bepalen integratieconstante is.

We spreken af dat in G zal gelden: 0 Sargw<n .
In onderstaande tabel is opgenomen het verloop van arg (r +1), arg (b + \l—)
langs de reéle w-as:

w>p? | 1<w<b’ | 0<w<1 w<0
arg (ﬁ-1) 0 0 n n-arctg (G)
arg (ﬁr-ﬂ) 0 0 0 arctg (ﬁ:)
arg (b—ﬂ) -% 0 0 -arctg (g)
arg (b#ﬁr) 0 0 0 arctg ( ;w)

Met behulp van deze tabel is de afbeeldingsfunctie (6) langs de reéle as
als volgt te vereenvoudigen:
a. w> b%. Dan is

(7)‘ gQ%: gQ_)-!':L-i-K.

Controle: wr-'-caﬂ,z--»:.'.+K1 -==:i.=K1 =0 ;
w - b2 s T e+ 1 .

b. 1< w<b°. Dan is

BRI SR

2 R
Controle: w— b , 2~ ;w—-1,2 = -2x,

¢ce. O<w< 1. Dan is

(9) =-lg(—') g(bd_’)+ib.




-3 -
Controle: w—~ 1 y 2+ «<a +ib; w=>0,2~1iD.

de w< 0, Dan is
(10) z = -%1?2 arctg (J-w) + ib +% arctg(—;l').
Controle: w—= 0 , 2z~ 1b ; w* -, 2~ 1.

1.3 Afbeelding van ('.‘-Q op Gt

De functie

(11) t =6 ,Q=1ogt

beeldt het gebied Gy : 0 < Im Q < n af op het gebied Gt t:Imt~>0.

D c ~-vlak t=-vlak

- log b2+ni ni
A G B Gt

C

D
0 - A4 -3x 0

De onderrand Im Q = 0 gaat daarbij over in de positieve reéle t-as; de boven=~

rand Im Q = n gaat over iIn de negatieve regle t-as.

1.4 Afbeelding van Gw op Gt

We zullen nu Gw afbeelden op Gt zodanig dat het interval AB van de reéle w-as
overgaat in de positieve reéle t-as en de rest van de reéle w-as overgaat in
de negatieve reéle t-as. Het punt A moet dus worden afgebeeld in t = O, het
punt B in t = . Deze afbeelding wordt gerealiseerd door de volgende M&bjus =
(12) T

' b -w
Door de betrekkingen (6) (met K, = 0), (11), (12) is nuQ als functie van z
bepaald.

1.5 Bepaling van een limiet

We wensen de volgende limiet te bepalen

lin [o(p,7) - @(-a,¥) -np -F al.

p-coo
q—.oo
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Opmerking. Indien we Gz opvatten als een geleidende plaat en xp(x,y) als de
potentiaal van een in Gz heersend electrisch veld, dan zal tengevolge van
dit veld in Grz een electrische stroom gean lopen. Bovenstaande limietuit-
drukking laat zich dan interpreteren als een extra weerstand tengevolge van

de breedteveréndering van de plaat.

a. Onderzoek van ¢{x,y) voor x - -~ = d.i, in de omgeving van
A(z=wo,w=1,t=0,0Q==0),
Ontwikkel (6) (met K, = 0) in de omgeving van w = 1:

(13) blog(w-1) -—10g2 -llog b+1 + 0(w=1) .

vit (11), {12) volgt

2 2 Q

b1+ 1+h e

(14) =T - g
1+e

<1+ (B3-1)e% + o)

Substitueer (14) in (13) dan volgt

s :
b b b -1 1 b=
==—Q b - — ——

(15) z =M+ log 2 - log e +0(e ) .

Uit (15) lossen we Q op als functie van z,

2
z -1 1 b=1 nz /o
(16) Q=22 ~log 7 +blogb+1+0(e )
waarna voor 9(x,y) volgt
221 1 X
(17) olx,y) = § x - log == + 3 log 21 + ofe" L%

b. Onderzoek van q:(x,y) voor x = d.i. in de omgeving van
_B(Z=°°,w=b2,t=00’g=oo)‘
Geheel analoog (controleer dit!) vinden we

b1 B2

(18) Q =nz - b log oy + log =—F + o{e™™%) ,
4b
' -1 bz w] -nX
(19) 9(x,y) = mx = b log 157 + log = e +0(e™7) .
Uit (17) en (19) volgh
' b+ )2 b
(20) ln [¢(py) - ¢{~ay) = np - F o] =2 los-L,u;)— - (b +5 - 2) log b+} .
P>
q-.oo

1.6 Bepaling van de horizontale kracht op de bovenrand
We vatten q;(x,y) op als de potentiaal van een magnetisch veld B gegeven door

= - grad ¢ .
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Voor de kracht door dit veld uitgeocefend op een gedeelte L van de rand van
Gz’ geldt de volgende formule

(21) =3 f [(%E)z"'(—g-{)&j n ds

L

waarbij de normaal n naar het inwendige van Gz gericht is.

Vorm nu de combinatie
1 [ (3, ()
(22) K - le =3 f ax) + (63:' (:n]c - :.ny)d.s .
L

Voer in de raskvector t aan L (zie fig.) dan zal bij doorlopen van L in de
richting van t het gebied Gz steeds asn de linkerhand liggen. Dan is

(nJc - :Lny)ds = - :i.(1‘.x - 1ty)ds = - idz ,

2 2 2 '
(.g%) +(-g-§’; =L‘—i-9-| =g-9-g% (N.B. 42 = dQ langs C)

waarna
(23) K - 4K - -+ f(i"’;)zaz
x "ty T 72 dz *

De horizontale kracht op het gedeelte CD laat zich nu op twee manieren be-

Tekenen:

a. We schrijven

| i @ \2 i [ (a@\ (az\™
(24) Ke=-3 f (dz dz = - 3 f (dw (dw) dw
CD D
0 2
ni 2 W ]
| 4 aw e - B (1-1) .

e (02 ~w)(w~1)
b. We schrijven
(25) K =R --::‘—f (Q'Q*-)zdz = Re| & f (953 ‘4z
x © " T2 dz = 2 dz :
H)] DABC

Op de horizontale gedeelten van DABC is de integrand reéel.
In de omgeving van A,B geldt (zie (16)),



2. ven
2.1 Los het volgende randwaardeprobleem op met behulp van conforme afbeelding.
Gevraagd wordt de functie ¢(x,y) te bepalen welke voldoet aan

Ay = 0 in ¢ (zie figuur)
(27) ¢ = n op de bovenrand van G

¢ = 0 op de onderrand van G

2

_;I
NN
?E

Onderzoek het gedrag van ¢ in de buurt
van de vier hoekpunten. Verklaar de
uitkomst.

2.2 laat ¢(x,y) de potentiaal zijn van een magnetisch veld B = - grad ¢.
Bereken de horizontale krachten op bovenrand en onderrand van G.
Bepasl ook het verschil van beide krachten.
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Stage Partifle Differentisalvergelijkingen 1968 - V

Oplossing van een randwaardeprobleem met behulp van de theorie van het
Hilbert probleem

Formulering van het r;@_dwaardgﬁrobleem

Gevraagd wordt de functies u(x,y), v(x,y) te bepalen welke voldoen aant

du _ _8v  du_3dv
3x ~ " 3y’ ynax VOOT ~m < X< , y>0;

v(x,0) = 0 voor |x|>1;

(1) u(x,0)sin ny - v(x,0)cos ny = h(x) wvoor |x|<1;
u(x,y)s v(xy) = 0 voor £ +3y° »w, y>0;

u(x,y), V(x.y) = o{[(1 £x)? +¥ ]"%'":), e > 0, voor (x,y) = (¥1,0),y> 0.

Hierbij is: 0 <y < 1; h(x) is HBlder-continw op [-1,+1] .

.Herleiding tot een Hilbert probleem T

?'?:'Voer in de functie

(2) a(z) = u(x,y) - iv(xy), z = x+iy, y>0

dan is (differentimalvergelijkingen van Cauchy-Riemann) Q(z) analytisch voor
Im z > 0. Definieer vervolgens

{Q(z), voor Imz"a 0,
o(z

Q(z), voor Im z < O.

(3)

Dan is voor reéle x,

o¥(x) = a{x+1i0) = u(x,0) - iv(x,0),
(4)

ﬁ'(x) Q(x+io0) = u(x,0) + iv(x,0). o Q.

Uit (4) en de randvoorwaarde v(x,0) = O voor x| > 1 volgt dat oH(x) = ¢7(x)
n.a.w. ®(z) is continu voor het gedeelte x| > 1 van de refle as.

Volgens een hekende stelling is dan ®(z) analytisch in het gehele complexe
z-vlak met uitzondering van de snede -1 <z <1, |

Het randwaardeprobleem (1) laat zich nu vertelen tot het volgende Hilbert
probleem: Gevraagd wordt de functie &(z) te bepalen welke voldoet aan de
volgende voorwaardens:




/(i) ¢(z) is analytisch buiten de snede -1 < z < 13

(11) ™ a¥(x) - ™3™ §7(x) = 2ih(x) voor -1i<x <13

[41]

(5) {

(iii) o(z) ~ 0 voor |z]| == ;

\(iv) 8(z) = 0(Jz+1]|""*%) in de omgeving van z = 1.

1.2, Theorie van de Cauchy integraal

De functie f£(x) zal op [-1,+1] tot de klasse H' behoren indien

; 6) g = —Hxl

| j (1+x)1(1—x)2

met 0 S A, <1en ¢(x) Holder~continu op [-1,+1].
Zij ma f(x’ € H*, voer dan in de Cauchy-integraal

| ' +
’ M E@ ey [ (B
| -1

De functie P(z) bezit nu de volgende eigenschappen:
(i) F(z) is analytisch buiten de snede -1 € z < 13
(ii) voor =1 <x < 1 gelden de formules van Flemelj
F(x) - F(x) = £(x),

1
(8) P e ) - ay
: -1

(iii) F(z) = o(T;-r) voor |z| = ;

(iv) indien A, , =0, F(z) = 0(1loglz +1])
' Y in de omgeving van
]

Voor de bewijzen ven deze eigenschappen, zie bv. N.I. Muskhelishvili,
Singular integral equations, chapters 2 and 4.

1.3. Oplossing van het Hilbert probleem.

1.3.1., Homogene Hilbert probleem

Uitgeande van (5,ii) beschouwen we eerst het homogene Hilbert probleem

(9) M et(x) - g(x) = 0, x| < 1.
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Aan deze vergelijking wordt voldaan door de fundamentele oplossing

(10) X(z) = (z+1)""(z=1)Y
waarbi]j we afspreken dat
(11) -n<arg(zr1)<n. .

Dan geldt voor -1 <x < 1:
(12)  Fx) = " (1 ex) (1 x)

Inhomogene Hilbert probleem

Substitueer in het inhomogene Hilbert probleem (5)

(13) ®(z) = X(2)¥(z)

dan gaat (5,ii) over in

(18) ¥ - () = 20140V (1=x)Y, |x| <1,

Met de formule van Plenelj volgt dat aan (14) voldaan wordt door

(15) ¥(z) _ f (1 +t)1-7(1 t)YZ'jz_l_lL(t) dt + P(z)(z+1)n(z—1)m

waarin n,m geheel zijn en P(z) een willekeurige gehele functie voorstelt.
Met (10), (13) volgt dan voor ¥(z)

(16) 8(z) = (z+1)"" (5~ 1)-T[ f“ +4) -Y“' )h(t) at +

+ P(Z)(Z”)“(Z*-")“‘]

Uit de voorwaarde {5.iv) volgt dat n,m = O moeten zijn. Uit het gedrag van
&(z) voor |z| = o (voorwaarde (5,iii))volgt tenslotte dat

1) n=m=0, P(z) = C = constant
waarna ' +
(18) o(z) = (Z*-")'1:’:(z-1)"'r (1+t)1-71(;1~-zt)Yh(t) it + c]

waarin C een willekeurige constante wvoorstelt.

De functies u en v zijn te bepalen uit

(19) u(x,y)‘= Re Q(Z): v(er) = - Im @(z), Yy =>0.
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Gedrag van de oplossing in de omgeving van z = + 1

We zullen het gedrag van &(z) in de omgeving van z = +1 onderzoeken in de
onderstelling dat h(x) analytisch is in x = +1,
Schrijf dasrtoe

1 k| Zwl
(20) el e (D DR

De oplossing {18) gaat dan over in

+1
(21)  o(z) = X ”:LL-”'T [c - f(1 +)17Y(1 - £)""n(t)at -
-1, '

&

- (am ) f{(ﬂﬂ"*ﬁ Sl

- (z=1) f(1+t)"7(1-t)7"‘ htt:g1 dt:l .
-1
Voer in de notatie
+1
(22) o= [ (14) 720 n(u)as
-1

Verder volgt met de stelling van Cauchy

[1-<z+1> Tz-1)""],

t-z sin ﬂY

)Y Y-1
(23) IL+1;) (=)

Substitueer dit in (21) dan volgt voor &(z),

(24)  8(a) = 5 (©=C,,)(2+1)""(a- 1)+ AL 4 o((a- 1))

in de 6mgeving van z=1,

Op enaloge wijze is af te leiden

(25)  a(a) =L (+C )G +1) M (@ 1)+ BELL 4 o((a 1))

sin ny
in de omgeving van z=-=1, waarbij

+1

(26) C_, = f(1+t)"f(1-t)'fh(t)dt.

-1




2o

2.1.

Door passende keuze van C kunnen we nu ®(z) begrensd maken in de omgeving
van één der punten z = +1,

Kiezen we C = C,, dan is ®(z) begrensd in de omgeving van z= 1, De functie
2(z) is dan voor te stellen door

(21)  o(a) = (:;?,) v f(} j:) T nle) g .'

-1

Evenzo, indien we kiezen C = -C_ dan zal de oplossing

(28). @(z)m%(z'ﬂ) I(Ht) h(t) o

begrensd zijn in de omgeving van z=-1,

Tenslotte, indien C_I_1 & - C_1 m.a.W, indien h(t) voldoet san de i‘elatie

+1

(29) C, +C_, =2 f (1+t)Y(1-¢)""n(t)at = 0

den is het mogelijk door de keuze C = C_ = -C_, een oplossing ®(z) te ver-
krijgen welke begrensd is in de omgeving van beide punten z = +1, Deze op~-
lossing laat zich nog als volgt schrijven

1 +1_(1 t)—1+"r(1 £)” Yh(t)
(30) Q(Z) = - -1; (Z- 1)1-T(Z+1)Y f - t-;. .

0 ven

Gevraagd wordt de functies u(x,y), v(x,y) te bepalen welke voldoen aan
gu v ou

?x-=—$, 3:}-—-3-5 VOOr =00 <X <00, ¥ > 03

u(x,0) = 0 wvoor |x| >1;

(31)

.

u(x, 0)sin ny ~ v(x,0)cos ny = h(x) wvoor |x| <1;
u(x,y), v(x,y) zijn begrensd in de omgeving van (+1,0);

L u(x,¥), v(x,y) zijn begrensd indien x? +y2 ~o , y 0,

Rierbij is: =% <y <343 h(x) is Hlder-contimu op [-1,+1] en analytiech in
x=+1. Los dit randweardeprobleem op. Bepsal ook u(x,0), v(x,0).




2.2, Welke voorwaarde moet worden opgelegd aan h(x) opdat u(x,y), v(x,¥) = O voor
x2 + yz —+oo , y = 0 ? Bepaal de eerste twee termen van de ontwikkeling van

. . =1
u - iv naar machten van (x+iy) .

2.3, Onderzoek het randwaardeprobleem (31) indien y = + %, Welke voorwaarde moet

worden opgelegd aan h(x) opdat het probleem een oplossing heeft? Bepaal deze
oplossing.




1.1,

1.2,

Stape Partigle Differentiaslvereelijkingen 1970 - T

Bewegende warmtebron in oneindige plaat

Geef de oplossing van het volgende warmtegeleidingsprobleem:

ATéTt=~6(x-t)6(y), ~w<x,y <™, t>0;
7(x,y,0) = 0 (beginvoorwaarde) ' (1)

T(x,y,t) = 0 voor x? +y% >0,

Superpositie van warmtebronnen

De fundameniele oplossing van de warmtegeleidingdvergelijking, d.i. een op-

lossing ven het probleem

AT - T, = - d(x)d(y)o{t), -~ <x,y <, t>0,

T(x,'y,—O) =0,

|

T(x,¥,%) =~ 0 voor X2 432 e

wordt gegeven door

XEE 2
o T st
T(x,y,t) = HE‘ e .

Toon asn, met behulp van deze fundamentele oplossing, dat de oplossing van het
probleem (1) luidt: '

~[(x=7) %452 -7 :
T(x,¥,t) = f = ! 43'5@3{- 1;4& ) dv . _ ' (2)
0 .

_Laplace tra.nsformatie

Los het probleem (1) op door laplace transformatie naar de tijd %.

Stel
. . 20
vin3,9) = L{EGy,0)) = [0 2y t)e
¢]
dan ontstaai voor v de vergelijking
AV - sv = - % 3(y)U(x) . : (3).

1.2.1.

Bepaal een aplnssing van de vergeli iking
&v - sv = - 8(x)8(y) ,

v(x,y) - 0 wvoor' x2+y2 -,




1.2.3. Toon aan dat

Toon vervolgens aan dat de oplossing van (3) gegeven wordt door

viay.e) = 5 [oF 1 (BTG 07 7 Dac (4)
0

leid af, met behulp van de formules uit punt 2, dat .

.C{i"—rz-éﬁ}do(r{s) .

(5)

Verifieer nu, dat inverse laplace transformatie van (4) voert tot de oplos~

sing (2).

1.2.2, los de vergelijking (3) op door Fourier transformatie over de variabele x.

Stel

oo

W()\!Y:S) = F{V(X:Y1S)‘} = feiAx V(X,Yss)dx

-0

dan voldoet w aan de vergelijking

2 . C s

SR S 1R
2 8 ~1iA

dy

met oplossing

e—Vs+ﬂ?[yI

"lhye) - 2(s-ix)m '

Toon dit aan.

(6)

Laat zien dat inverse Fourier transformatie van (6) 4ot de oplossing (4) voert.

L G-Jélyl ~ e'yz/ht
{{s ‘ﬁ

+
. ‘[’ewkzw-yz/hr+ih(t—1) 47
6 2Ynt

Verifieer dat na inverse Fourier transformatie van de laatste nitkomst weer

de oplossing (2) ontstaat.



2. Formles voor Ko(x)

Differentiaalvergeli jking voor K0 {x),

2
a 14 '
——‘2[+§'a‘;‘c:—y=0, x>0.
dx

Gedrag van K/ (x) voor x —~ O Tesp. x > ¢

Ko(x) = log % -y + O(x2 log x), (x-0),
By (x) = Ve [1+0(x2)] , (x=).

 Integraalvoorstellingen voor Ko(x),

o0 ] !
Ko (x) = fe-x cosh % at
0
- o
K, (B +y%) = & fe?x simh t- |y| cosht 4y
. -l

[22]
i J’eix)\- ly| 2 _ax

fien

It

-£0 . .
fw e-—-lyl ‘J1+7\.2
= e ¢ 05 AX AN .
\’ 2
G 1+ A

3. Opgaven
3¢%1e Werk de voorgaande schets uit.

3.2, Bepaal T (x,y) = lim T(x+t,y,t).

-t-—n:o

laat zien dat To(x,y) voldoet aan

aTO
ATO + Ta;— = - 5(){)6(3’)

en interpreteer dit.

Toon asn dat

. N
dim  [P(x+t,5,1) - T (x,y)] =

1 4
=% 77 Ea(g)
Vi +y° ~o0




C a2 3

waarlin oo

-u
E1(x)= f %—du, x>0,

X

Onderzoek het gedrag van E ; (x) voor kleine x (machtreeksontwikkeling) en

voor grote x (asymp'botische ontwikkeling)'.

3. 3%, Bepaal een oplossing van hed 1varmtegeieiciingsprobleem

AT-Tt=-b(x-t)6(y), x>0, ~cw<y<ow, t>0;

(x,5,0) =0, x>0, -w<y<e (beginvoorwaarde);

TX(O,y,t) =0, m~mow<y<o, t>0 (randvoorwaarde);
2 2

T(x,y,%) ~ 0 voor X +y =—eo,

Mzak hierbij gebruik van de spiegelingsmethode.



Stage Partigéle Differentisalvergelijkingen 1970 ~ II

De algemene partigle differentiaalvergelijking van de eersie orde in twee

onafhankelijke variabelen kan -worden geschreven als

F(x,y,uaP’Q) =0 . . (1)

In elk punt (xb,yb,ub) kan (1) worden beschouwd als een relatie tussen p en

g, waarvan de oplossingen in parametervorm luiden
p=2(), a=ad), Flx,ymu,o0)ar)) =0 . (2)

De vector {p(A),a(r),~1) staat loodrecht op het vlak

weu = pM)Gemx) +a-y,) (3)

dat kan worden geinterpreteerd als het raalvlak aan het integraaloppervlak,
De familie van mqgelijké ragkvlakken omhult een kegel, de zg. Monge-kepel,
met als top (xb,yb,uo). Elk integraaloppervlak mcet in al zijn punten reken
aan-%e Monge-kegel.

'De'béschrijvenden'van de Monge-kegel worden gegeven door

0=p'(Wx-%) +a' M) (y-v,)

(4)

u-u = p(A)x-x ) + aW)-v,) | -

Differentiatie van (2) geeft

Fop'(A) +F a'(A) =0 . (5)
(4) kan dus worden geschreven als

X=X y=¥ u~-u

= o _ 0 (6)
F 3 F ror. °
L

Hieruit volgt dat de richting van een beschrijvende wordt gegeven door de

vector

(FyoFqs pE +aF) -

Zo'n richting wordt een karakteristieke richting genoemd,
Laat_u = u(x,y) een- bepaald integraaloppervlak zijn.

Op dit oppervlak introduceren we een familie van karekteristieke krommen, die

in elk punt raken aan een karakiteristieke ridhting,

dx .
e = F %% = F
de T as

d
.+ S-=DpF_+qF_ (e)
~ \.:.u‘ M q -

waar 8. een parameter is., Langs zo™Mm kromme hebben we



- 2 -

dp _ . 4x dy - o P
ds px ds * Py ds Py Fp * py q

. (9)
dq _

dx dy. ' '

dx - + g T
ds qxds+qyds 'qup q‘y a
Differentiatie van (1) naar x en y geef%

= 0
Fx +-Fu P *—Fp px +-Fq qx

. | (10)

F +F q+F_ p_ +F =0
y TTa T By T Yy
(9) kaen dus worden vervangen door

49 _ F -gqFr . (11) .

u ? ds, y u

do _ _p .
ds Px pF

De vergelijkingen (8), (11) vormen het zg. karakteristiek stelsel differen-

tiaalvergelijkingen. Elke oplossing van dit stelsel differentiaalvergelij-

kingen met F(x,¥y,u,p,a) = 0, wordt een karakteristicke strook genoemd en

bestaat uit-een karakteristieke kromme x = x(s), ¥y = y(s), u = u(s) tezamen
met een stelsel raakvlakken loodrecht op {p(s),q(s),-1). Op elk integraalop-
pervlak ligt een familie karakteristieke stroken. Omgekeerd kan men uitgsan
van het karakteristlicke stelsel differentiaalvergelijkingen (8), (11). Door
elk element (xo,yo,ho,po,qo) gaat dan een strook x = x(s), ¥ = y(s), u = u(s),
p = p(s), a = als). | ]

Stelling. langs iedere strook is ¥ constant.

Als dus F(xo,yo,uo,po,qo) = 0 dan is F=0 langs de hele strook en de strook

is dan weer een karakieristieke strook.

Stelling. Als een karakteristieke sfrook een element (xb’yo’uo’Po’qo) metl

een integraalopperviak gemeen heeft dan ligt zij helemaal op het

opperviak,

Het Cauchy-probleem

We willen een integraaloppervlak u = u(x,y) bepalen dat door de beginkromme

C. gaat, Hierbij wordi C gegeven door de parametervoorstelling
x = }C('t), ¥y = y(t)s u = u(t) . 7 (12)
Ferst breiden we € uit tot een beginstrook C1 door functies

p = p(t), g = q(t)



in te voeren, die moeien veoldoen aan de volgende voorwaarden
du _ dx ay
av = p(v) g +alt) g (12)
F(x(t),y(t)u(t),p(t),a(t)) =0

Door elk element van C1 trekken we de karakteristieke stroock. De verzameling

van alle karakteristieke stroken wordt gegeven door

X = X(S,t) s ¥ = .V(S,t) s U= u(sft) s P = P(sst)s q = Q(syt) .

(15)

De functies (15) zullen als functies van s aan het karakteristieke stelsel
(8), (11) voldoen, terwijl zij voor s =0 reduceren tot het beginelement
x(t), y(t), u(t), p(t), a(t) ven €.

Oplossing van 5 en t als functies van x en y is mogelijk als de Jacobiaan

X X '
8 t _
J = =X ¥y - Xy Vg = FP Yi - Fq X, £ 0 . (16)
g Yy
langs 01. Dan krijgen we:
u = uw(s(x,y), t0ay)) = ulxy)p=p(x,v),a=alxy) . (1)

Stelling. ux = p, uy = Q.

Conclugie. In een voldoend kleine omgeving van C1 heeft het Cauchy-probleen

een eenduidige oplossing.

CAls J=0 langs C, dan geldt

A (18)

of

x't = Fp! yt = Fq’ ut = pr+qu 4 . (19)
Dan heeft dus in elk punt van C de raaklijn van C de karakteristieke rich~

ting. We onderscheiden twee gevallen:

a) €, is een karakteristieke strook,

Dan heeft het Cauchy-probleem oneindig veel oplossingen.

b) C, is geen kerakieristieke strook,
Dan heeft het Cauchy-problesem ofwel geen oplessing of het heeft een ovlos-

sing waarvoor de tweede orde afgeleiden singulier zijn op C.




Literatuur
Courant~Hilbert, lMethods of Math. Fhys. Vol II, p.75-84, p.88-97.
Garabedian, Partial -differential Equations, p.24 - 33.

3. COpgaven
3.1, Bepaal de oplossing van het Cauchy-probleem voor de eikonaalvergelijking
P2+ g% =1 | (20)

waarbij de beginkromme is gegeven dooxr
a) x=-y, u=0;

b) -X2+y2 =1, u=0;

c) x=2bt,y=t+1, u=t;

f) x=cost, y=sint,u=t (0=t <swf2) .

Ga na, dat de oplossing van 1.f) tweede orde afgeleiden heeft, die singulier

zijn op de beginkromme,

3.2+ Ga na dat de karakteristieke krommen van de eikonaalvergelijking rechte 1ij-
nen zijn. Teken voor elk van de oplossingen.van 1.a),b),¢),d) de projecties
op het x,y-vliak van de karakteristieke krommen die op het integraaloppervlak
liggen. Deze projecties worden siralen gencemd, Ga na dat dgze stralen locd-
recht staat op de krommen u(x,y) = const. in het x,y-vlak, Probleem 1.d)
heeft twee oplossingen, wat leidt tot twee stelsels stralen.
Van elk punt van de parabool y2 = 2x+1 gaan twee strgﬁgﬁ uit, nl. één
.straal van elk stelsel. laat zien dat deze twee stralen gelijke hoeken maken
met de normaal cop de parabool in dat punt.

Beschouw het Cauchy-probleem voor de eikonaalvergelijking wearbij de begin-

kromme is geven door

Lex=x(t), y=y(t), w=ault) . (21)

Toon aah dat de stralen loodrecht staan 6p de krommen u(x,y) = const. in het

x,y-vlek. Laat zien dat de afgtand tussen twee krommen u = {, = const. en

u = C, = const., gemeten langs een straal gelijk is aan

01 - 02 l . Bik tiree-
tal krommen u = const., is dus equidistant. '



5;3. Bepaal de oplossing van het Cauchy~probleem voor de partiéle differentiaal- '
vergeli jking '
w¥(p2+g%+1) =1 (22)
waarbij de beginkromme is gegeven dooxr

a) y=u-=%V2;

b) x

il

; :
%? cos 8, y= Tg-sin 6, us= % 3

¢) xP+yi=4, u=1.

Laat zien dat de karakteristieke krommen door een heginelement (xo,yo,ud,po,qo)

met ﬁz(p§-+q§-f1) = 1en v, # + 1 cirkels zijn met de volgende eigenschappen:

8) De strzal van de cirkel is gelijk aan 1,

!
b)_Hgt middelpunt ven de cirkel ligt in hei x,y-vlak.
|
‘¢) Het vlak van de cirkel staat loodrecht op het x,y-vlak.

Verklaar waarom (22) de differentimalvergelijking van de “buisvormige opper-
vlakken" wordt genocemd.
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QOefeningen partiele differentiaalvergelijkingen 1964 - IV

2
10 Ap = Mg = =B8(x-2)8(y), O <x < b, =<y <o, 0 <a < b,

1
o

Randvoorwaarden: 9(0,y) = ¢(b,y)

® begrensd voor y — 1 <o,

1.1. Oplossing
Volgens het spiegelingsprincipe is het potentiaalveld voort-
zetbaar in het hele vlak behoudens
bronnen in x = a, a ¥ 2b, a * 4b, ... en
putten in x =~a,-a * 2b,-a * 4b, ... .

1.1.1. Het geval A = O

De potentiaal van een eindige rij van bronnen in

x=0, ¥ 2b, ¥ 4b,..., * 2Nb wordt gevonden door superpositie.

N '

Z z -
fN(x,y) = - gﬁ' Ez: log Vix-2ab)° « y + regulier harmonisch.
n=-N
zij w = 22 | gan is
2b
g o w?
fN(x,y) = - 5= [log|w 1_2(1— ;g)l + 2 log N! - (2N+1)log 2b]+ reg.
n=
N
Daar lim 1w Tju (1= v = sin 7w,
2
I - 00 n=1 n
geldt dus
. 1 2N+1 =1
- y =2t = = ;
§ii)[fN(x,y} + - log N! 5 —Log 2b} s7logi 2 sin nw + reg.

De oplossing van het randwaardeprobleem is

elx,y) = lim,[fN(x-a,y) - fN(x+a,y)] =
N oo
cosh X _ cos Eiiiil
_ A 1o b b
|4y o8 n{x-a) /°

ay _
cosh B cOS b




opm,

11,2,

-2 -

Cpgave 1

Ga na, dat deze functie inderdaad aan de randvoorwaarden

en de differertiaalvergelijking (ook in (a,0)) voldoet.
#(x,y) is een oneven periodieke functie van x met periode 2b.

Uit log 2(cosh @-cos B) = o + 1og[(1-eiﬁ-a)(1-e"i8-a)] =

fﬁ- —anm
=a-2 / & cos Bm (a > 0) volgt de Fourier-

m="1
ontwikkeling

. rly]
olx,y) = = S 2 gjp M8 oy, DOX - 0B

R P A b b *

m=4

Opgave 2

Vind deze coplossing door separatie van variabelen in het

randwaardeprobleemn.

:Voor een oneindige rij van bronnen in x = C, * 2b, % bp,...

kunnen we als potentiaal nemen

f(x,y) = - g; logl? sin mw| = - ﬁ% log[2(cosh %F— cos %%)]:
nlx Enlzl
.- L [ﬁL&i + % 1o {1 - 2e” b‘cos X, e* ° }]
=~ 2n L 72p & : o8 % .

De eerste term - &%l is potentianl van de vervangende enkel-

laag.

Het geval A > O

[+.a]

9(x,y) = {KO(AJ(x-a—anb)2+y23 - KO(Aka+a-2nb)2+y23].

¥

n=—ca

De Fourierontwikkeling luidt:

J-y—]'\[nn+)\b

o{x,y) = i 27 sin nna sin nnx
’ - ————
am VaZn? +A2 b7 b b

Al

1




Opgave 3

Los het vraagstuk op m.b.v, separatie van variabelen.

Cpgave 4
Laat zien dat de twee fermules equivalent zijn; gebruik de
formule:
[+
- z - 7\.2 2
K(AW)z%f Axt- by VA%t _ae , A >o0.
e -co \/')xz+té
Opgave 5
De cplossing van het probleem
oQ

Ay - Ao = - /. ®¥x-nb)dy), A >0, ¢ begrensd voor

n=-

y-—bi‘oc' is

Wxyy) = 3= 3 K (A VGan)Bay?) -

n=-~o°

= —ileMHEm“+K§bE
e-?\ly] L2 z 27 b 2

X
vy - —_— cGs
m=" V4ﬁ2m2+)\.2b2

it

1
2t A 2m
Laat zien dat de eerste term oplossing 1s van

1
5 &y).

Voor kleine X en |y':>>b overheerst deze term.

Lagt zien dat

oo

SR AN N I XIS e P

de potentiaal is van een enkellaag langs y = O, die gemiddeld

dezelfde sterkte heeft als de bronnenrij{equivalente enkellaag).

Opgave 6. 2ij z = x + iy,
{(N+3) b N

- ,
Bepaal lim = loglz -tlag - / log|z - nb] (1)
b 1
N - (N+'2') b n=~N




Bepaal lim

Neseo

Nb N
T jﬁ loglz+&| d¥ —‘zw log ‘z+(n—%)bl (2)
0 n="1

Loid het resultaat van (1) ook af uit dat van (2).

Formules over de ['-functie:

N
1 1 N ﬂ (1+ )
= im W + -
TCw) N-+00 n=1
v
log T(w+1) = log y2n + (w+})
I(1-w)D(w) = —=

sinnw °

o0

Fi (14 =) e .
n
n="1

3=

W

W e

= constante van Huler.

log w - w + O(%), |arg w, =Eqn - 3%
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