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I. Inleiding.

Een partiele differentiaalvergelijking (PDV) is een relatie tussen een onbe-

kende functie van twee of meer onafhankelijke variabelen en haar partiéle af-
geleiden.

Onder de orde van een PDV verstaan we de orde van de hoogste afgeleide die
in de PDV voorkomt.

De algemene gedaante van een PDV van eerste resp. tweede orde in twee onaf-

hankelijke variabelen x,y wordt gegeven door resp.
(1) F(x,y,u,ux,uy) = 0,
(2) G(x,y,u,ux,uy,uxx,uxy,uyy) = 0,

Hierin is u = u(x,y) de genoemde onbekende functie, terwijl u ,u ,... de
du  du

_B';E’ ay g
wordt de algemene gedaante van een PDV van eerste orde in n onafhankeliijke

gebruikelijke notatie is voor de partiéle afgeleiden . Evenzo

variabelen Xy Xgsee. X, gegeven door

3 F(xl,xz,...,xn,u,u 28, seeesu ) =0,

X

X 2 n

Zij gegeven een PDV van orde m in de n onafhankelijke variabelen LIFEIPERRRS S

De functie u = u(xl,xz,...,xn) heet een oplossing van de PDV in een gebied

G c Rh’ indien

a) u € Cm(G)- d.w.z. de functie u(x],xz,...,xn) is in G m keer continu dif-
ferentieerbaar naar elk van haar variabelen,

b) substitutie van u = u(xl,xz,...,xn) en van de partiéle afgeleiden van de-
ze functie in de PDV doet deze overgaan in een identiteit.

Een aldus gedefinieerde oplossing heet ook wel klassieke oplossing of sterke

oplossing.

In hoofdstuk VI zal het begrip oplossing worden uitgebreid door de eis a)

te verzwakken; we spreken dan van een gegeneraliseerde oplossing of zwakke

oplossing.

Een PDV bezit in het algemeen meerdere oplossingen. Evenals bij een gewone

differentiaalvergelijking (GDV) kan men zoeken naar de algemene oplossing

van een PDV. De algemene oplossing van een GDV van orde m bevat m willekeu-
rige integratiekonstanten; deze worden bepaald door m begin—- of randvoor-
waarden. Een soortgelijk resultaat blijkt te gelden voor PDV's: De algemene

oplossing van een PDV van orde m in n onafhankelijke variabelen bevat m wil-




lekeurige functies van (n—1) onafhankelijke variabelen. We geven geen bewijs

van dit resultaat maar vermelden ter illustratie de volgende voorbeelden:

1) De PDV u, = 0 in drie onafhankelijke wvariabelen x,y,z heeft als algemene
oplossing u = w(x,y), waarbij w een willekeurige functie wvoorstelt.

2) De &&n—dimensionale golfvergelijking

1
U ~ T2 Vet T 0
c

heeft de algemene oplossing u = wl(x - et) + wz(x + ct), waarbi] WiV,

willekeurige functies voorstellen.
In tegenstelling tot GDV's speelt het begrip algemene oplossing bij PDV's
slechts een geringe rol. In de theorie der PDV's onderzoekt men voornamelijk
de oplossing van zgn. beginwaardeproblemen resp. randwaardeproblemen, waarbij
de PDV en de begin- of randvoorwaarden als een bij elkaar behorend geheel
worden beschouwd. We zoeken dan een functie die zowel aan de PDV als aan de
begin- of randvoorwaarden voldoet.
In dit college zullen we ons uitsluitend bezighouden met PDV's van eerste
en tweede orde. De theorie der PDV's van eerste orde is min of meer afge-
rond; de behandeling in hoofdstuk II beperkt zich tot de quasi-lineaire en
de lineaire PDV van eerste orde. Bij de behandeling van PDV's van tweede or-
de beperken we ons voornamelijk tot lineaire PDV's, welke worden onderschei-
den in drie klassen: elliptische, hyperbolische en parabolische PDV's. Als
belangrijkste vertegenwoordigers van deze klassen zijn te beschouwen de La-
place vergelijking en de Helmholtz vergelijking als voorbeelden van ellip-
tische PDV's, de golfvergelijking als voorbeeld van een hyperbolische PDV
en de diffusievergelijking of warmtegeleidingsvergelijking als voorbeeld van
een parabolische PDV. In de latere hoofdstukken zullen speciaal deze PDV's
met hun bijbehorende begin- of randwaardeproblemen onderzocht worden. Daar-
bij wordt aandacht besteed zowel aan oplossingsmethoden als aan existentie-
en eenduidigheidsstellingen; een existentie - resp. eenduidigheidsstelling
doet een uitspraak over het bestaan resp. over de eenduidigheid van de op-

lossing van een begin- of randwaardeprobleem.




IT. PDV's van eerste orde.

Quasi-lineaire PDV van eerste orde in twee onafhankelijke variabelen.

De algemene gedaante van een PDV van eerste ovde in twee onafhankelijke var
riabelen werd reeds gegeven in (I.1). We beperken ons hier tot het onderzoek
van enige bijzondere gevallen van (I.1), namelijk

a) quasi-lineaire PDV

(1.1 a(x,y,u)u+ b(x,y,u)uy = c(x,y,u),
b) lineaire PDV
(1.2) a(x,y)u_ + b(x,y)uy + c(x,y)u = d(x,y).

De lineaire PDV is een bijzonder geval van de quasi-lineaire PDV.

Laat nu de functie u = u(x,y) een oplossing zijn van de quasi-lineaire PDV

(1.1). Met deze oplossing correspondeert een zgn. integraaloppervlak in de
(x,¥,u)-ruimte. De normaal n in een punt van dit oppervlak heeft richtings-

getallen (ux,uy, -1). Voer nu in het vectorveld
(1.3) d(x,y,u) = (a(x,y,u), b(x,y,u), c(x,y,u)).

De PDV (1.1) drukt dan juist uit, d.n = 0 i.e. de vector d staat loodrecht
op de normaal n. Het integraaloppervlak u = u(x,y) raakt daarom in elk van
zijn punten aan de vector d.

We construeren nu ruimtekrommen die in elk van hun punten raken aan de vec-—
tor d. Een dergelijke kromme heet een karakteristieke kromme of karakteris-
tiek. Zij de karakteristiek K beschreven door de parametervoorstelling

x = x(s), vy = y(s), u = u(s) met parameter s. K zal nu in elk van zijn pun-

ten raken aan de vector d indien geldt
(1.4) XS = la(xsysu)s YS = Ab(x,y,u), uS = XC(X,Y,U),

waarin ) een evenredigheidskonstante is. Kies de parameter s zo dat A = )}
wordt. Dan worden de karakteristieken bepaald door het volgende stelsel van

drie GDV's,

(1.5) XS = a(st:u)! Y. © b(K,YsU), US = c(x,y,u).

s

De oplossing van dit stelsel ligt in het algemeen eenduidig vast zodra we

een drietal beginvoorwaarden voorschrijven, x(so) = X4 y(so) = Yoo u(so) =y

0



Dit betekent dat door het punt (xo,yo,uo) precies &én karakteristiek gaat.

Elk integraaloppervlak van de PDV wordt nu gegenereerd door een familie van
karakteristieken op grond van de volgende stelling:

Stelling. Indien een karakteristiek &&n punt met een integraaloppervlak ge-
meen heeft, dan ligt die karakteristiek geheel op het integraaloppervlak.
Bewijs. Zij gegeven een integraaloppervlak S: u = U(x,y), en een karakteris-
tiek K: x = x(8), y = y(s), u = u(s). K en S zullen een punt (xo,yo,uo) ge—
meen hebben waarbij Xy = x(so), Yo = y(so), uy = u(so), uy = U(xo,yo).

De functies x(s), y(s), u{s) worden bepaald door het volgende stelsel van

drie GDV's met beginvoorwaarden,

x = a(x,y,u), v_ = b(x,y,u), u_ = e(x,y,u),
(1.6) ( s s s

x(sg) = %, v(s4) = yqgs ulsy) = ug

Voer vervolgens in de functies x*(s), y*(s) welke oplossing zijn van het

stelsel van twee GDV's met beginveoorwaarden
* ® k.1 * * * * * * *
x o =alx,y,UEx,y))y =bkx,y,Ux,vy)),
(1.7) . .
X (so) = X5 ¥V (so) = Yo

Ten opzichte van (1.6) is in (1.7) de wvariabele u vervangen door de functie
U(x*, y*) welke oplossing is van de PDV.

Zij nu K" de kromme gegeven door de parametervoorstelling
* * * * *
(1.8) x=x (8), y =y (8), u="U(x (s), y (8)) =u (s),
dan ligt K" geheel op het integraaloppervlak S. Langs K" zal gelden
* * * * * *
(1.9) u, = Uxxs + UyyS = aUx + bUy =e(x, ¥, u)

omdat de functie u = U(x,y) voldoet aan de PDV. Uit (1.7), (1.9) volgt dat
de functies x*(s), y*(s), u*(s) voldoen aan het volgende stelsel van drie

GDV's met beginvoorwaarden

'X: = a(x*3 y*s u*)s Y: = b(X*,‘Y*, U*)s u: = C(X*, y*: U*)s
{(1.10)
* * *
X (89) = %55 ¥ (8g) = yg5 u (sg) = U(xy,74) = u,-




Aangezien dit stelsel met beginvoorwaarden identiek is met (1.6) zal gelden
x(s) = x*(s), y(s) = y*(s), u(s) = u*(s) i.e. X en K" vallen samen. K ligt
dus geheel op S.

Gevolg. Zij S een integraaloppervlak, trek dan door elk punt van S de karak-
teristiek. De aldus ontstane familie van karakteristieken zal geheel in S
liggen en daarmee S genereren.

Omgekeerd: Zij S' een oppervlak dat gegenereerd wordt dcor een familie van
karakteristieken. Dan raakt S' in elk van zijn punten aan de vector d(x,y,u)

en is daarmee tevens integraaloppervlak.

We formuleren nu het zgn. Cauchy probleem of beginwaardeprobleem voor de

quasi-lineaire PDV (1.1): Gevraagd wordt een integraaloppervlak u = u(x,y)

van de PDV te bepalen dat gaat door de beginkromme C,
(1.11) x = X(t), y = Y(t), u = U(t),

Ter oplossing van het Cauchy probleem trekken we door elk punt t van C de
karakteristiek. De aldus gevormde familie van karakteristieken wordt beschre-

ven door de parametervoorstelling
(1.12) x = x(s,t), ¥y = y(s,t), u = u(s,t)

waarbij s de lopende parameter langs de karakteristiek wvoorstelt. De funec-—
ties x(s,t}, y(s,t), u(s,t) worden bepaald door oplossing van het volgende
stelsel van drie GDV's met beginvoorwaarden,

x, = a(x,y,u), v = b(x,y,u), u, = clx,y,u),
(1.13)

x(0,t) = X(t), y(0,t) = Y(t), u(0,t) = U(t).

Langs de beginkromme C is s = 0 gesteld.

Een eventueel integraaloppervlak dooxr C zal de familie van karakteristieken
(1.12) moeten bevatten. Omgekeerd: Als de familie (1.12) een oppervlak ge-
nereert dan is dit oppervlak een integraaloppervlak van de PDV,

Onderstel nu dat we uit x = x(s,t), y = y(s,t) de variabelen s,t kunnen "op-—
lossen" als eenwaardige functies van x,y i.e. s = s(x,y), t = t(x,y). Het

oppervlak gegeven door
(1'14) u = U(S,t)=u(S(X,Y), tCXQY))

is dan het gevraagde integraaloppervlak door C.




De oplossing van het Cauchy probleem bestaat dus en ligt eenduidig vast.

De functies s = s(x,y), t = t{x,y) heten de inverse functies van x = x(s,t),

¥y = y(s,t). Voldoende voorwaarde voor het bestaan van deze inverse functies

is dat de Jacobi determinant J(s,t) # 0 is, i.e.

(1.15) J(s,t) = =Xy, "

. x, = ay, - bx, # 0.
s T¢

s

Beschouw in het bijzonder J(s,t) op de beginkromme C,
(1.16) J(0,t) = a(X(t), Y(t), U())Y - b(X(t), ¥(t), U(L))X,,

en merk op dat deze uitdrukking a priori bekend is zonder dat we de oplos-—

sing hoeven te kennen.

We onderscheiden nu de volgende gevallen:

I. J(O,t) # 0. Op grond van continuiteitsoverwegingen is dan ook J(s,t) # 0
in een omgeving van s = 0. Het Cauchy probleem bezit dan een eenduidige
oplossing in een voldoend kleine omgeving van C.

2. J(0,t) = 0. We onderzoeken dan de partiéle afgeleiden ux,uy op C. Deze
dienen te voldoen aan het volgende stelsel van twee lineaire vergelij-

kingen,

[

a(x(t), ¥(t), U(tDu_+ b(X(t), ¥(t), U(t))uy c(X(t), Y(t), U(L)),

(1.17)

+ Y .
Xt ux N uy Ut

De koefficientendeterminant van dit stelsel is juist gelijk aan J(O,t) = 0,
De oplosbaarheid van het stelsel (1.17) wordt dan bepaald door de rang van

de aangevulde matrix

(1.18) B = .

Onderscheid nu twee gevallen:

2a. Rang B = 2., Het stelsel (1.17) is dan strijdig en bezit geen oplossing

voor ux,uy op C. Ook het Cauchy probleem heeft dan geen oplossing met par-
tiele afgeleiden welke continu zijn op C. Eventueel kan het Cauchy probleem

wel een "oplossing'" bezitten met partiele afgeleiden welke niet continu zijn




op C; zie het hierna volgende voorbeeld 2.

2b. Rang B = 1., Het stelsel (1.17) is dan afhankelijk en bezit oneindig

veel oplossingen. Ook het Cauchy probleem heeft in dat geval oneindig veel

oplossingen. Rang B = | betekent namelijk dat de rijen van de matrix (1.18)

lineair afhankelijk zijn, i.e.

]

(1.19) X = xa(X(t), ¥(t), U(£)), Y, = ab(X(t), Y(t), U(t)),

U

¢ = Ae(X(e), ¥(t), U(t)).

Uit (1.19) is af te lezen dat de beginkromme C zelf een karakteristiek is.
De constructie van het integraaloppervlak mislukt nu omdat de karakteris-
tiek door een punt t van C met C samenvalt. De familie van karakteristieken
bestaat enkel uit de kromme C en genereert geen oppervlak.

Om toch tot een oplossing van het Cauchy probleem te komen trekken we door
een punt van C een willekeurige kromme c* waarop J(0,t%) # 0 zal zijn. Het
Cauchy probleem voor c* heeft dan een eenduidige oplossing. Het betreffende
integraaloppervlak zal C bevatten zoals volgt uit de constructie. Door nu
C* te varieren kan men willekeurig veel integraaloppervlakken bepalen welke

door C gaan.

Conclusie., De oplossing van het Cauchy probleem voor de quasi-lineaire PDV

van eerste orde laat zich terugbrengen tot het oplossen van een stelsel van
drie GDV's voor de karakteristieken door de beginkromme.
Indien J(0,t) = a¥ - bX, # 0 is langs de beginkromme C heeft het Cauchy-

probleem een eenduidige oplossing.

Indien J(0,t) = O en C geen karakteristiek is heeft het Cauchy probleem

geen oplogsing.

Indien J(0,t) = 0 en C een karakteristiek is heeft het Cauchy probleem onein-

dig veel oplossingen.

Voorbeelden. 1. De karakteristieken van de quasi-lineaire PDV
uu, + u_ = |
X y

worden bepaald door de GDV's

Zij de beginkromme C gegeven door




X=t,y=t,us=jt,
dan vinden we de volgende familie wvan karakteristieken door de punten wvan C

x(s,t) = t + lst + %sz, y = y(s,t) = t+s, u = u(s,t) = it+s.

"
1]

Na eliminatie van s en t volgt de oplossing

_ X~ 2y + by*
y - 2

» ¥ F 2.

Merk op dat J(s,t) = it + is-1 = ly-1 # 0 is voor y # 2.

2. Beschouw het Cauchy probleem voor dezelfde PDV met beginkromme C,

Voor de karakteristieken door de punten van C vinden we nu

I

X = t2 + st + 552, y = 2t+s, u = t+s.

In dit geval is J(s,t) = s en dus J(O,t}) = 0 langs C. C is evenwel zelf geen

karakteristiek. Los s,t op als functie van x,y,
s = % Vhxy?, t = jy & } Vax—y?, 4xy% > 0,
waarna volgt

u=ly+} J&x—yz, 4x—y2 > 0.

Het Cauchy probleem heeft dus twee "oplossingen'; evenwel, de bijbehorende

partiele afgeleiden ux,uy bestaan niet op C.

3. Beschouw het Cauchy probleem voor dezelfde PDV met beginkromme C,
X = %tz, y=t, u=t,

De karakteristieken door de punten van C worden nu gegeven door
X = %(t+s)2, y = t+8, u = t+s.

Deze karakteristieken wvallen samen met C, daar C zelf karakteristiek is. Het
Cauchy probleem heeft nu oneindig veel oplossingen. Na invoering van een

kromme C als boven aangegeven zijn b.v. de volgende oplossingen af te leiden,




2.2,

C:x=¢t,y=0, u=0 oplossing u=1y;

2
* -
C: x =t, u= 3t oplossing u = x - 2y + 3y ., ¥ # 2; etc.
y =2

I
lus
~
|

Voor verdere voorbeelden zie Smeddon £91, chapter 2.

Opmerking over karakteristieken. Het begrip karakteristiek speelt een be-—

langrijke rol in de theorie der PDV's. We formuleren nog een aantal eigen-
schappen van de karakteristieken van een quasi-lineaire PDV van eerste orde.
Elk van deze eigenschappen is typisch voor eenm karakteristiek; men kan een

karakteristiek eventueel door elk van deze eigenschappen definieren.

1. Langs een karakteristieke beginkromme worden de partiele afgeleiden ux,uy
niet eenduidig bepaald door de PDV; het stelsel (1.17) is afhankelijk.
Het Cauchy probleem voor een karakteristieke beginkromme heeft geen een~

duidige maar meerdere oplossingen.

2. Indien twee integraaloppefvlakken u = ul(x,y), u = uz(x,y) elkaar snijden

volgens een kromme C, dan is C een karakteristiek.

3. In vervolg op eigenschap 2, laat C0 de projectie zijn van C op het (x,y)-
vlak, Voer dan in de functie u(x,y) met u(x,y) = ul(x,y) Tesp.
u(x,y} = uz(x,y) aan weerskanten van C,. De functie u = u(x,y) is dan een
gegeneraliseerde oplossing van de PDV met afgeleiden ux,uy welke disconti-

nu zijn op de karakteristiek C.

Lineaire PDV van eerste orde in twee onafhankelijke variabelen.

Het Cauchy probleem voor de lineaire PDV (1.2) laat zich uiteraard behande-
len volgens de methode van §2.1. We zullen dit Cauchy probleem nog eens van-
uit een ander gezichtspunt beschouwen.

We voeren in het begrip grondkarakteristiek (characteristic base curve) d.i.

de projectie van een karakteristiek op het (x,y)-viak. De grondkarakteris-
tieken van een lineaire PDV van eerste orde worden bepaald door het stelsel
van twee GDV's,

b(x,y)

dy
x  a(x,y) ~

(2.1) x, = a(x,y), ¥, = b(x,y) of 3% =
In deze GDV's komt de variabele u niet voor. De grondkarakteristieken zijn
daarom a priori te bepalen, zonder dat we de oplossing u hoeven te kennen,
In de literatuur wordt de grondkarakteristiek ook vaak karakteristiek ge-

noemd; uit het verband is wel duidelijk wat bedoeld is,
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Zij nu gegeven een beginkromme C met projectie C. op het (x,y)-vlak,

0

(2.2) C:x=3X(t), y=Y(t), u=70U(t); C, : x=X(t), y =¥(t), u=0.

0
Het Cauchy probleem voor de lineaire PDV van eerste orde met beginkromme C

is dan als volgt te formuleren,

a(x,y)u, + b(x,y)uy + c(x,y)u = d(x,y),
(2.3)

u(X(t), Y(t)) = U(t).

Ter oplossing van dit Cauchy probleem trekken we door elk punt t van C0 de

grondkarakteristiek K., Ky wordt beschreven door de parametervoorstelling
(2.4) x = x(s,t), y = y(s,t),

waarbij de functies x(s,t), y(s,t) oplossing zijn van het volgende stelsel

van twee GDV's met beginvoorwaarden,

xS = a(x,y), YS = b(x,¥),

(2.5)
X(O,t) = X(t)$ Y(O:t) = Y(t}.

Langs KO is u = u(x,y) een samengestelde functie van s, u = u(x(s,t), y(s,t)),

t vast, met afgeleide
(2.6) ug = ux, + uyys = ay + buy.

Langs een grondkarakteristiek geldt dus

3 3 ?
—_— —_— —
(2.7) "3 a o b 7y

waarbij s de parameter langs K0 voorstelt. De operator 3/3s heet een inwen-

dige differentiaaloperator (interior differential operator) langs K,+ Langs

een (grond)karakteristiek gaat de operator a %; + b %; over in een inwen-
dige differentiaaloperator.

Opmerking. Deze eigenschap is typerend voor karakteristieken in het algemeen:
Zij L een lineaire differentiaaloperator in n onafhankelijke variabelen en

¥ een oppervlak in Rn’ dan is I karakteristiek oppervlak wvoor L indien langs

I , L overgaat in een inwendige differentiaaloperator; zie Stakgold 111,
Vol. 1I, p. 72-76.




_11_

Langs K gaat de lineaire PDV over in

0

(2.8) u, = d(x(s,t), y(s,t)) = c(x(s,t), y(s,t))u, t vast,

d.i. een lineaire GDV voor u als functie van s. De oplossing u = u(s,t) van
(2.8) wordt nader vastgelegd door de beginvoorwaarde u(0,t) = U(t) op CO'
Daarmee is de functie u langs elke grondkarakteristiek bepaald en het Cauchy
probleem is in prinecipe opgelost.

De functiewaarde U(t) is bepalend voor de oplossing u = u(x,y) langs de grond-

karakteristiek door het punt t van C,. Is de functie U(t) b.v. discontinu

voor t = t0 dan zal deze discontinuigeit zich "voortplanten' langs de grond-
karakteristiek door het punt ty van CO'
De functiewaarden U(t) langs een boog AB van CO zijn bepalend voor de oplos-—
sing u = u(x,y) in een gebied D van het (x,y)-vlak dat begrensd wordt door

de grondkarakteristiekem door A en B. Men noemt D het bepaaldheidsgebied

(domain of determinacy) van de boog AB. Omgekeerd: Zij D' een gebied in het
(x,y)-vlak, trek dan door elk punt van D' de grondkarakteristiek. Deze grond-

karakteristieken snijden in C, een boog A'B' uit; men noemt deze boog het

0
afhankelijkheidsgebied (domain of dependence) van D', De waarden u = u(x,y),

(x,y) € D' zijn slechts afhankelijk van de functiewaarden U(t) op de boog
A'B',

Volgens 5§2.1 heeft het Cauchy probleem voor de lineaire PDV geen of onein-

dig veel oplossingen indien

(2.9) J(0,t) = aYt - bXt =0

oftewel indien
(2.10) Xt = ha(X(t), Y(&)), Yt = Ab{(X(t), Y(t£)).

bit betekent dat CO een grondkarakteristiek is., De parameter t is zo te kie-
zen dat A = 1 wordt.

Langs C0 geldt nu overeenkomstig (2.8),
(2.11) u, = d(X(e), ¥(t)) - eX(r), Y(£)) U(L),

terwiil anderzijds u = U(t) langs CO.
Deze betrekkingen zijn in het algemeen strijdig: het Cauchy probleem heeft

dan geen oplossing.
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Indien "toevallig" geldt

(2.12)  d@X(t), (1)) - c(X(t), ¥(t)) U(r) = U,

dan zijn de betrekkingen niet strijdig: de oplossing van het Cauchy probleem
is dan onbepaald. De voorwaarde (2.12) drukt juist uit dat de beginkromme C

een karakteristiek is van de lineaire PDV.

Slotopmerkingen.

De voorgaande theorie laat zich gemakkelijk uitbreiden tot het geval van de
quasi~-lineaire PDV van eerste orde in n (> 2) onafhankelijke variabelen

X X . X
l’ 2!' b n!

n
3.1) .E ai(x],xz,...,xn, u)ux = a(xl,xz,...,xn, ul.

1=1 i

Ook voor deze PDV kan men karakteristieken
(3.2) X, = xi(s), u=u(s), i=1,2,...,n

invoeren, die bepaald worden door het stelsel van n+! GDV's
(3.3) EE— = d.y 3 F 4, i-= 1,2,...,n.

Men kan voor deze PDV weer het Cauchy probleem formuleren: Gevraagd wordt
een integraaloppervlak u = u(xl,xz,...,xn) van de PDV te bepalen dat gaat
door de (n-l)-dimensionale varieteit (manifold) C gegeven door de parameter-

voorstelling

(3.4) - x, = Xi(t],tz,...,t )y u = U(tl,tz,...,tn_l), i=1,2,...,n,

n—1

waarbi j tl’t2""’tn—1 parameters zijn. De oplossing van dit Cauchy probleem
laat zich weer vinden met behulp van karakteristieken. Voor de details zie
Courant-Hilbert [21, p. 69-75.

Het Cauchy probleem voor de algemene PDV van eerste orde in twee onafhanke-

lijke variabelen
(3.5) F(x;y!usuxsuy) =0

laat zich eveneens oplossen met behulp van karakteristieken. De karakteris-

tieken worden in dit geval bepaald door een stelsel van vijf GDV's. Voor de
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theorie van de algemene PDV zie Courant-Hilbert [2], p. 75-84.
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I11. PDV's van tweede orde in twee onafhankelijke variabelen.

Classificatie van PDV's van tweede orde en herleiding tot normaalvorm.

De algemene gedaante van een PDV van tweede orde in twee onafhankelijke va-

riabelen werd reeds gegeven in (I.2). We beperken ons hier tot het onderzoek

van enige bijzondere gevallen van (I.2), namelijk

a) quasi-lineaire PDV

(1.1) au  + 2buxy + cuyy = f(x,y,u,ux,uy),

waarbij de koéfficienten a,b,c functies zijn van x,y,u,ux,uy;

b) semi-lineaire PDV

(1.2) a(x,y)u  + 2b(x,y)uxy + c(x,y)uyy = f(x,y,u,uxsuy);
¢) lineaire PDV
(1.3) au + 2bu +cu +du + eu + fu-=g,

XX Xy Yy X y

waarbij de koefficienten a-g functies zijn van x,y.
We beschouwen in eerste instantie de semi-lineaire PDV (1.2), die we kort-

weg schrijven als

(1.4) Llul = £, Llul = au _+ 2bu  + cu .
XX Xy vy

Llul] heet het hoofddeel (principal part) van de PDV.
We willen nu LLul] herleiden tot een eenvoudiger vorm (de zgn. normaalvorm)

door middel van een coordinaten—transformatie

(1.5) €= 9(x,y), n = ¥(x,y).

De transformatie zal &&n-8&nduidig zijn met Jacobi determinant

(1.6) I = = o ¥y~ ag¥ # 0.

bW

Na toepassing van de transformatie (1.5) gaat de PDV (1.4) over in

(1.7) Alul EoeuEE + ZSuEn + yunn = g(E,n,u,uE,un)

met koefficienten o,B,y gegeven door
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_ 2 2
@ = ap_ + 2b¢x¢y + C¢y s
(1.8) B = ag b+ b(wxwy +¢Y¢x) + cmywy,
_ 2 2
Y= oab + waxwy + CIPY

Men kan gemakkelijk verifieren dat

2 2 2
1. - = - -
(1.9) 8 ay = (b ac}(mxwy mywx) .
Daaruit blijkt dat het teken van b2 -~ ac invariant is onder de transformatie
(1.5). Op grond van het teken van bz(x,y) - a(x,y) c(x,y) komen we nu tot de

volgende classificatie voor de differentiaaloperator L in het punt (x,y):

1. L heet hyperbolisch indien b2~ac > 0;

2. L heet parabolisch indien bz—ac = 0;

3. L heet elliptisch indien bz—ac < 0,
Ook de semi-lineaire PDV (1.4) heet dan hyperbolisch, parabolisch resp. el-
liptisch in het punt (x,y). Het type van de PDV is een functie van x,y.
Laat nu de PDV (1.4) van vast type (hyperbolisch, parabolisch of elliptisch)
zijn in een zeker gebied G in het (x,y)-vlak. In G is dan de PDV te herleiden
tot haar normaalvorm. Deze herleiding verloopt als volgt voor de drie typen
PDV's:

1. PDV is hyperbolisch in G, i.e. bz—ac > 0 in G.

Kies dan de functies ¢(x,y), ¥(x,y) zodanig dat

2 2
o = awx + 2bq:x:py + c@y =0,
(1.10)
y=a1p2+2btp1,b +c1p2=0.
X X'y Y

Wegens 62 -y = 82 >0 is g # 0, waarna (1.7) te herleiden is tot de nor-

maalvorm voor hyperbolische PDV's,

(1.11) Uy = h(Z,n,u,u

E,un).
We zullen de vergelijkingen (1.10) nader uitwerken. Merk daartoe op dat de

vergelijkingen (1.10) van dezelfde vorm zijn als de vierkantsvergelijking

(1.12) agz + 2b) + ¢ = 0,

Wegens bz—ac > 0 heeft (1.12) twee verschillende reele wortels Al,kz gegeven
door




2
- _ —b(x,y) t'Vé (x,y) — a(x,y) c{(x,y)
(13 Xy o= M a0y = a(x,y) ‘

aangenomen dat a(x,y) # 0 is. Aan de vergelijkingen (1.10) wordt nu voldaan

indien
(1.14) ¢x - ll(x,y)@y = 0, ¢x - Az(x,y)¢y = Q.

We hebben daarmee voor 9(x,y), ¢(x,y) een tweetal lineaire PDV's van eerste

orde verkregen.

Beschouw nu de niveaukrommen
(1.15) £ = 9(x,y) = konst., n = ¢(x,y) = konst.

Langs een niveaukromme is y te beschouwen als een functie van x met afge-—

leide

] ¢
QX = - _x = g.z = - --}E = = X
(1.16) e @Y Kl(x,y), I ¢y kz(x,y).

De niveaukrommen (1.15) heten de karakteristieken van de PDV. Ze worden be-

paald door de twee GDV's (1,16) welke eventueel zijn samen te nemen tot &én

GDV van de tweede graad,

2
(1.17) a(x,y)(%%) - 2b(x,y)%§ + c(x,y) = 0,

Opmerking. Uit (1.16) blijkt dat de niveaukrommen (1.15) juist de graondkarak-
teristieken zijn van de lineaire PDV's (1.14), Eigenlijk zou de benaming

grondkarakteristieken voor de krommen (1.15) dus meer op zijn plaats zijn.

Een hyperbolische PDV bezit twee families van karakteristieken; door elk
punt van het (x,y)-vlak gaat in het algemeen &&n karakteristiek wvan elk der

families. De codrdinaten £,n heten karakteristieke codrdinaten; met deze co-

ordinaten als onafhankelijke variabelen neemt de PDV de normaalvorm (1,11)

aan.

Door de verdere transformatie
*

(1.18) £ = g+n, n" =&

gaat (1.11} nog over in

x _kx *
—u4x x=h (£ ,n ,u,u

(1.19) UE*E* n*n E*,un*).
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Ook deze vergelijking heet wel de normaalvorm voor hyperbolische PDV's.

2. PDV is parabolisch in G, i.e. b2~ac = 0 in G,
Kies dan ¢(x,y), ¢(x,y) zodanig dat

" 2 _
{1.20) @ = ap + 2b¢x¢y + cwy =0

en ¥ # 0 wordt. Wegens 82 - ay = 0 is dan ook B = 0, waarna (1.7) te her-

leiden is tot de normaalvorm voor parabolische PDV's

(1.z21 Upy = h(E,n,u,uE,un).

De vergelijking (1.20) laat zich nader uitwerken. Wegens bz—ac = 0 heeft

de vierkantsvergelijking (1.12) twee gelijke reéle wortels, AI = Az, gege—
ven door

- _ _ bx,¥)
(1.22) Al Al(x,y) ;z;r;y .

De vergelijking (1.20) is nu te herleiden tot
. - A = 0,
(1.23) Oy 1(x,y)cpy 0
De niveaukrommen £ = ¢(x,y) = konst. worden dan bepaald door de GDV

(1.24) %% = - A, Gy

Deze krommen heten weer karakteristieken; een parabolische PDV bezit slechts

gén familie van karakteristieken.

De functie ¢(x,y) is willekeurig te kiezen mits voldaan is aan de voorwaarde
v # 0 oftewel ¢x - Al(x,y)cl;y # 0,
3, PDV is elliptisch in G, i.e. bz-ac < 0 in G.

Kies weer ¢(x,y), ¢(x,y) zodanig dat ¢ = y = 0 wordt. Wegens Bz—ay=82 <0

is dan B # 0, waarna de PDV (1.7) overgaat in

(1.25) uin = h(u,g,n,u

E,un).

Analoog als onder !, moeten de functies g¢(x,¥), ¢(x,y) voldoen aan de PDV's

(1.26) o, = A (%y)ey = 05 by = Ay 06,9)4y = 0.

Wegens bz-ac < 0 zijn nu echter de wortels Ay}, Van de vierkantsvergelijking

(1.12) toegevoegd complex,
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. 2 -
(].27) Al’z = A],z(x'y) = _b(x,Y) + lvg(x9Y) C(st) - b (X,Y) s A, = Ane

a(x,y)

De niveaukrommen £ = ¢(x,y) = konst., n = ¢$(x,y) = konst. worden bepaald
door de (complexe)GDV's (1.16); dit betekent dat een elliptische PDV geen

reele karakteristieken heeft.

Onderstel nu dat de koéfficienten a(x,y), b(x,y), c(x,y) analytische functies

zijn van x,y, dan zijn ook l], Az analytische functies van X,y. Men kan be-

wijzen dat de vergelijkingen (1.26) dan een analytische oplossing
(1.28) €= 0(x,5) = 90(x,9), N = $(x,5) = §,(x,7)

bezitten. Voer nu in de reéle coordinaten

(1.29) p = E%E = Re[wo(x,y)], g = %%ﬁ = Im[¢0(x,y)].

Transformatie naar de codrdinaten p,o doet (1.25) overgaan in de normaal-

vorm voor elliptische PDV's

(1.30) u, o+ = h*(p,c,u,u

op ¥ Yoo ,uo).

p

Ock in het geval dat de koéfficienten niet analytisch zijn is de elliptische

PDV te herleiden tot de normaalvorm (1,30); zie Garabedian [33, p. 66-67.

Voorbeelden. 1. De belangrijkste representanten van de drie klassen van PDV's
van tweede orde zijn:

a) één~dimensionale golfvergelijking

=0

uxx - i? utt
als voorbeeld van een hyperbolische PDV. Invoering van de karakteristieke
coordinaten £ = x-ct, n = x+ct doet de golfvergelijking overgaan in de nor-
maalvorm u,. = 0,

En

b) diffusievergelijking of warmtegeleidingsvergelijking

als voorbeeld van een parabolische PDV. De PDV is reeds in de normaalvorm.

¢) potentiaalvergelijking of Laplace vergelijking

u +u_ =0
XX vy

als voorbeeld van een elliptische PDV. De PDV is reeds in de normaalvorm.
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2. Voor de semi-lineaire PDV

u  txu -~ (x+tDu =0
XX Xy vy

. 2 . . , .
is b -ac = }(x+2)2, i1.e. de PDV is hyperbolisch voor x # -2 en parabolisch

voor x = =2,

De karakteristieken van de PDV worden bepaald door de GDV

2
dy\ 4y (dy _ __\{dy ~
(dx) x E% (x+1) -(-&% x 1) (& * 1)- 0,

met als oplossing

Identificeer de integratiekonstanten C1,02 met de karakteristieke coordinaten

Ean,
1.2
E=y - ix" - x, n= y+x,
Transformatie naar deze coordinaten doet de PDV overgaan in de normaalvorm

1 -
Yo T T mze v g T O

Teken de karakteristieken £ = konst. (parabolen), n = konst. (rechten) en
merk op dat op de parabolische lijn x = -2 steeds een parabool £ = konst.
raakt aan een rechte n = konst.

Voor verdere voorbeelden zie Tychonoff-Samarski 021, p. 25-26.

3. De Tricomi vergelijking

+ =
yuxx uyy 0

is hyperbolisch voor y < 0, parabolisch voor y = 0 en elliptisch voor y > 0,
Deze PDV speelt een belangrijke rol in de theorie van de transsone stroming.
Bepaal de karakteristieken in het gebied y < 0; herleid de PDV tot haar nor-

maalvorm.

Opmerking. De voorgaande classificatie en herleiding tot normaalvorm blijft
onveranderd doorgaan voor de lineaire PDV (1.3). De normaalvorm zal ook weer
een lineaire PDV zijn,

Voor de quasi-lineaire PDV (1.!) laat zich een zelfde classificatie invoeren

gebaseerd op het teken van bz—ac.
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Omdat bz-ac nu een functie is wvan x,y,u,ux,uy zal het type wvan de PDV o.m.
afhangen van de oplossing u. Ook de eventuele karakteristieken zullen van

u afhangen, ze zijn daarom niet meer a priori te introduceren. De herleiding
van de PDV tot een normaalvorm is nu veel gecompliceerder, zie Courant-

Hilbert (21, p. 163-166, Garabedian [31, p. 85-90.

Cauchy probleem voor de semi-lineaire PDV van tweede orde.

Laat C0 een kromme zijn in het (x,y)-vlak gegeven door
(z.1) x =X(t), v = Y(t).

Voor de semi-lineaire PDV (1.2) laat zich nu het volgende Cauchy probleem

of beginwaardeprobleem formuleren,

Llul = a(x’Y)UXX + Zb(st)ny + C(X:Y)Uyy = f(xsy’u’uxouy)s
(2.2)

u(X(t), Y(t)) = U(t), u (X(t), Y(t)) = P(c), uy(X(t). Y(£)) = Q(t).

Op C0 zijn dus de waarden van u,ux,uy voorgeschreven,
Meetkundige interpretatie: Met de oplossing u = u(x,y) correspondeert een

integraaloppervlak in de (x,y,u)~ruimte. Dit oppervlak moet gaan door de

ruimtekromme C,
(2.3) x = X(t), y = Y(t), u = U(t).

De normaal n in een punt van het integraaloppervlak heeft richtingsgetallen
(ux’uy’_l)' Op C zal daarom gelden n = n(t) = (P(t}, Q(t), -1). Door elk
punt t van C brengen we nu een vlak aan loodrecht op de vector n(t). Het
geheel van kromme C plus vlakken wordt een strook (strip) genoemd: de strook

C,. Het gezochte integraaloppervlak moet nu de beginstrook C, bevatten d.w.z.

1 1
het integraaloppervlak moet door C gaan en raken aan de vlakken van de strook.

De functies U(t), P(t), Q(t) zijn niet onafhankelijk van elkaar. Langs C

0
moet namelijk gelden

du . dx - dy =
(2.4) - Y% 3t Uy ¢ ° U, P(t)Xt + Q(t)Yt

d.i. de zgn. strookrelatie. Van de drie functies U(t), P{t), Q(t) zijn er

slechts twee willekeurig te kiezen, waarna de derde functie vastligt. De
beginvoorwaarden (2.2) met strookrelatie (2.4) kunnen eventueel worden ver-

vangen door de equivalente voorwaarden
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(2.5) u(X(t), Y(£)) = u(e), u (X(t), Y(£)) = N(r),

waarbij u, de afgeleide in de richting van de normaal v op C. voorstelt

0
(verifieer dit). De functies U(t), N(t) zijn nu wel onafhankelijk van el-
kaar. De beginvoorwaarden (2.5) worden wel Cauchy beginvoorwaarden (Cauchy

data) genoemd.

We stellen nu de vraag naar de oplosbaarheid van het Cauchy probleem. In

eerste instantie vervangen we deze vraag door de eenvoudiger vraag: Is het
mogelijk om uit PDV en beginvoorwaarden (2.2) de partiele afgeleiden van

tweede orde u__, u_, u__ op C, te bepalen?

bl xy’ vy 0
De partiéle afgeleiden u__, u__, u__ op C., voldoen aan een stelsel van drie
xx' “xy' Tyy 0

lineaire vergelijkingen
a(X(t), Y(eHu _ + 2b(X(e), Y(t))uxy + c(X(t), Y(t))uyy =

= f(X(t), Y(t), U(t), P(t), Q(t)),

—
(%3
(=3}

~
P
+
I
=y

n
la=]

t Yxx T 't Vxy T T’

<
-+
o]
Il
O

De koefficientendeterminant van dit stelsel wordt gegeven door

a 2b c
B _ 2 _ 2
(2.7) D(t) = Xt Yt 0 = aYt 2bXtYt + cXt .
0 X Y
t t

Indien nu D(t) # O is heeft het stelsel (2.6) een eenduidige oplossing.

Opmerking. Indien de koefficienten a,b,c,f van de PDV en de functies X,Y,U,
P,Q analytisch zijn, kan men op analoge wijze de partiéle afgeleiden van u

van hogere orde op C. bepalen. Voor de partiéle afgeleiden van derde orde

0
op‘CO laat zich door de differentiatie van (2.6) afleiden een stelsel van

vier lineaire vergelijkingen

au + 2bu + =
r XXX XXy cuxyy fx * fuu * fu xx u_ Xy
- au -2bu -c
xx X xy vy
. au + 2bu + cu =f + f + f +
2.8) i Wy Y T et T Rty
- a - 2b u -
) xx - Pylay T Sylyy
X u 2X Y u + Y = - -
t %xxx tt Yaxy tYxyy et~ XerYyx Vetlyy o
L X‘u + 2X Y. u + Y2 = - -
XXy ety T TeYyy T Qe T Xl ttlyy °
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De rechterleden van het stelsel (2.8) bevatten enkel bekende functies, ter-
wijl de koefficientendeterminant van het stelsel gelijk aan Dz(t) biijkt te
zijn (verifieer dit). Verdere differentiatie van (2.8) leidt algemeen tot

een stelsel van n+l lineaire vergelijkingen voor de afgeleiden van u van or-
de n op CO; de koefficientendeterminant van dit stelsel is gelijk aan
[D(t)]n_l. Indien dus D(t) # 0 is zijn de partiéle afgeleiden van u van twee-
de en hogere orde op Cy eenduidig te bepalen.

De oplossing van het Cauchy probleem kan nu worden voorgesteld door de Tay-

lorreeks
T B 1 3" m n-m
2.9 = - -
(2.9) ulx,y) nZO mZO m! (n-m)! e (XO’YO) (x xO) (v yO) '
welke convergent is in voldoend kleine omgeving van het punt (xo,yo) € C0

(stelling van Cauchy-Kowalewski, zie Garabedian [3], p. 6-17). Het Cauchy

probleem bezit dus een eenduidige oplossing in voldoend kleine omgeving

van CO.

We onderzoeken nu het geval D{(t) = 0 langs CO’
(2.10)  D(t) = aY¥? - 2bX.Y. + cX> = 0
* t t't t )

De betrekking (2.10) is te herleiden tot de GDV

2
dy dy B
(2.11) a&iﬁ) -2 ai-+ c =0,

welke overeenstemt met de vergelijking (1.17) voor de karakteristieken.

D(t) = 0 betekent dat CO een karakteristiek is.

De oplosbaarheid van het stelsel (2.6) wordt nu bepaald door de rang van de

gangevulde matrix

a 2b
(2.12) B = Xt Yt :
0 Xt Yt ¢

Onderscheid twee gevallen:

1. Rang B = 3. Het stelsel (2.6) is dan strijdig en bezit geen oplossing

voor u cp C

xx’uxy’uyy Ock het Cauchy probleem heeft dan geen oplossing.

0
Z. Rang B = 2. Het stelsel (2.6) is nu afhankelijk en bezit oneindig veel
oplossingen voor uxx’uxy’uyy op CO'
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Te verwachten is dat ook het Cauchy probleem dan oneindig wveel oplossingen

bezit.
De voorwaarde "rang B = 2" betekent dat behalve de determinant D(t) nog &én

andere onderdeterminant van B gelijk aan nul moet zijn b.v.

a 2b
2
2. = - =
(2.13) Xt Yt Pt aQth (aPt + 2th)Xt + fxt 0.
0 Xt Qt
De strook C

"
(2.14) x = X(t), y = ¥(r), u=U(t), u_ = P(t), u, = Q(t}

heet een karakteristieke strook, indien de functies X,Y,U,P,Q voldoen aan de

strookrelatie (2.4), aan de voorwaarde D(t) = 0 en aan (2.13).

Conclusie. Indien C0 geen karakteristiek is worden de partiéle afgeleiden
uxx’uxy’uyy op C0 eenduidig bepaald door PDV ~n beginvoorwaarden.

Indien C0 een karakteristiek is bezit het stelsel vergelijkingen voor U o
uxv’uyy op CO alleen dan een oplossing als voldaan is aan (2.13) oftewel als
C]deen karakteristieke strook is; de oplossing is in dat geval niet eendui-

dig.

Opmerking over karakteristieken. Voor de karakteristieken van een semi-line-

aire PDV van tweede orde kan men analoge kenmerkende eigenschappen formule—
ren als in §2,1:

1. Langs een karakteristiek worden de partiéle afgeleiden u niet

xx*xy*Vyy
eenduidig bepaald door PDV en beginvoorwaarden; het stelsel (2.6) is

strijdig of afhankelijk.
2. Indien twee integraaloppervlakken u = u](x,y), u = uz(x,y) aan elkaar

raken langs een ruimtekromme C m.a.w. een strook C. gemeen hebben, dan

1

is C, een karakteristieke strook. Voorts is de projectie C

(x,y)-vlak een karakteristiek.

0 van C op het
3. In vervolg op eigenschap 2, voer in de functie u(x,y) met u(x,y) = ul(x,y)
resp. u{x,y) = uZCX,Y) aan weerskanten van CO' De functie u = u(x,y) is

dan een gegeneraliseerde oplossing van de PDV met afgeleiden L

Xy
uyy welke discontinu zijn op CO; zie ook Courant-Hilbert [2], p. 416-418,
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We zullen het Cauchy probleem (2.2) voor de semi~lineaire PDV nog eens van-

uit een ander gezichtspunt beschouwen, analoog aan §2.2. De beginvoorwaarden
zullen herleid zijn tot de vorm (2.5).

We voeren in codrdinaten £,n gegeven door
(2.15) £ =09(x,¥), n = ¢(x,y).

Daarbij worden ¢(x,y), ¢(x,y) zo gekozen dat langs de kromme C.: x = X(t),

- - I
y = ¥Y(t) geldt £ =0, n = t, 5v - 3EF
£,n doet het Cauchy probleem volgens (1.7) overgaan in

0
Transformatie naar de cobrdinaten

Alul = au,_. + 2Bu

£E

+ =
£n Yunn g(E,n,U,uE,un) s

(2.16)
u(0,n) = u(n), ug(O,n) = N(n),

waarin de koéfficienten «,B,y worden gegeven door (1.8).
Uit de beginvoorwaarden op CO: £ =0, zijn nu alle partiéle afgeleiden van

eerste en tweede orde op CO te berekenen behalve u__,

EE

(2.17) u(0,n) = U(n), ug(O,n) = N(n), un(O,n) = U, ugn(O,n) = Nn’

0 =U_ ,
unn( »n) nn

De afgeleide Uge OP Co is eenduidig te bepalen uit de PDV mits a # O is,
=1 - -
(2018) UEE(Osn) = E [8(0,” » U(n)» N(ﬂ)’ Un) ZBNn YUnn].
Beschouw nu het geval
(2.19) o = ap> + 2b rce’ =0
. 0y * 200,00 * coy

op CO. Overeenkomstig §3.1 is dan de kromme CO: E = ¢(x,y) = 0, een karakte-
ristiek.
Langs CO gaat Aful over in

(2.20) Alful = 28u n + yu

= 28N_ +
£ nn B n YUrm’

i.e. de waarde van A[ul] langs CO wordt geheel bepaald door de Cauchy data

u{0,n) = U(n), uE(O,n) = N(n). De operator A heet in dit geval een inwendige
differentiaaloperator. Langs de karakteristiek C0 gaat de differentiaalopera-

tor L over in een inwendige differentiaaloperator; vergelijk met de opmer-

king uit §2.2.



3.3.

—.25_

Uit de PDV (2.16) volgt anderzijds dat langs C0 moet gelden
(2.21)  Alul = g(o,n, U(n), N(n), ude

De betrekkingen (2.20), (2.21) zijn in het algemeen strijdig: het Cauchy

probleem heeft dan geen oplossing.

Indien voldaan is aan de extra voorwaarde
(2.22) 25Nn_+ Wy, = g(0,n, U(M), N(n), Un)’

zijn (2.20), (2.21) niet strijdig. Evenwel, de afgeleide u op C. is dan

23 0

onbepaald.
Deze uitkomsten zijn in overeenstemming met de conclusie van p. 23, Men kan

verifieren dat de voorwaarde (2.22) equivalent is met de eerdere voorwaarde
(2.13).

Semi-lineaire hyperbolische PDV in twee onafhankelijke variabelen,

Overeenkomstig (1.11) is de semi~lineaire hyperbolische PDV in twee onaf-

hankelijke variabelen te herleiden tot een normaalvorm
(3-1) uxy = f(X’Y.U,Ux,Uy)-

Hierbij zijn x,y karakteristieke coordinaten, terwijl de lijnen x = konst,,
y = konst. de karakteristieken van de PDV zijn. We onderzoeken nu een drie-

tal beginwaardeproblemen voor de PDV (3.1).

I. Cauchy probleem . Laat C0 een kromme zijn in het (x,y)-vlak welke geen
karakteristiek is en ook nergens raakt aan een karakteristiek. De krom-

me C0 is dan voor te stellen door
(3.2) y = g(x)} of x = h(y).
We beschouwen nu eerst het Cauchy probleem voor de meer eenvoudige PDV
{(3.3) uxy = f(x,y),
waarbij de waarden van u,ux,uy gegeven zijn op CO.
De oplossing van dit Cauchy probleem laat zich expliciet bepalen. Z1ij
P(xo,yo) een willekeurig punt. Trek dan de twee karakteristieken x = Xg»
Y =¥, door P. Deze karakteristieken zullen C0 snijden in de punten

Q(hlyy)s vo)» Rxgs 8(xy)).
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Met C, begrenzen de karakteristieken een "driehoekig"gebied D. Integreer nu
de PDV (3.3) over D,

(3.4) J J uxy(x,y)dxdy = J I f{x,y)dxdy.
D D

De integraal in het linkerlid van (3.4) is op twee manieren uit te werken,
X9 Yo
dx J uxy(x,y)dy

(3.5 J J uxy(x,y)dxdy

D h(yy) g(x)
%0
= U(XOsYO) - U(h(yo), yo) - J ux(x,g(x))dx,
h(y,)
21
Yo xO
(3.6) J J uxy(x,Y)dxdy = J dy uxy(x,y)dx
D g(xo) h{y)
Yo
= U(XO,YO) - U(XO: g(xo)) - I uY(h(y), y)dy.
g(xo)

Teneinde tot een symmetrische uitkomst te komen vervangen we het linkerlid

van (3.4) door het gemiddelde van (3.5) en (3.6), waarna volgt

X

(3.7) u(xys¥g) = fulhlyy), vy) + %U(xo, 8{xy)) + 3 J u (x, g(x))dx
h(y,)
Yo
+ 4 uy(h(y),y)dy + J J f(x,y)dxdy.
g(xo) D

Het rechterlid van (3.7) bevat enkel bekende grootheden nl. de functie f

en de beginwaarden van u,ux,uy op CO; (3.7) stelt voor de oplossing van het
Cauchy probleem. Met behulp van de notaties

(3.8) ux(X, g(x)) = p(x), uy(h(y), y) = a(y),

is de oplossing (3.7) nog als volgt kort te schrijven
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R
(3.9) u(P) = {u(Q) + Ju(R) + { f [p(x)dx - q(y)dy] + J J f(x,y)dxdy.
Q D

Uit (3.7), (3.9) blijkt dat de oplossing u in P slechts afhangt van
(i) de waarden Jﬁn f in het gebied D,
(ii) de beginwaarden van u,uX,uy op de boog QR van CO'
Gebied D plus boog QR heet het afhankelijkheidsgebied van P(xo,yo). Dit af-

hankelijkheidsgebied wordt begrensd door de kromme Cy en de karakteristieken

door P,

Indien de PDV homogeen is i.e. f = 0, bestaat het afhankelijkheidsgebied van
P slechts uit de boog QR., Omgekeerd kan men invoeren het begrip bepaaldheids-
gebied van een boog Q*R* van Co. Het bepaaldheidsgebied van de boog Q*R* is
het rechthoekig gebied dat begrensd wordt door de karakteristieken door

Q*, R". De oplossing u in dit gebied wordt eenduidig bepaald door de begin-
waarden van u,ux,uy op de boog Q*R*.

Tenslotte, indien de beginwaarden u,u of ug op C0 discontinu zijn in een

punt Q van CO’ dan zal deze discontinuiteit zich "voortplanten" langs de

karakteristieken door Q.

We beschouwen vervolgens het Cauchy probleem voor de PDV
(3.10) Uy = £y,

waarbij weer u,ux,uy gegeven zullen zijn op C,. Analoog als boven volgt na

0

integratie van de PDV over het gebied D, begrensd door C0 en de karakteris-

tieken door P(xo,yo),

(3.11) U(XO’YO) = U(xosyo) + J J f(xsynu(XsY))dXdy:

D
waarin

%o

(3.12) U(xo,yo) = éu(h(yo), yo) + %U(xo, g(xy)) + 4 J u_(x,g(x))dx
h(yo)
Yo

+ % J uy(h(y), y)dy
g(xo)

een bekende functie voorstelt.
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De betrekking (3.11) moet worden beschouwd als een integraalvergelijking voor

de functie u(x,y). Onder bepaalde voorwaarden is deze integraalvergelijking
op te lossen door iteratie. De te gebruiken iteratiemethode is in principe
dezelfde als de methode van Picard voor het bewijs van de existentie van

de oplossing van een GDV. We construeren een rij van functies uo(x,y),

ul(x,y), uz(x,y), ... met behulp van de iteratieformule

ug(xgs¥) = Ulxysy4)s
(3.13)
a1 Gigr9) = UGiguy) + | [ £y Gayddady, n = 01,2,

Onder bepaalde voorwaarden voor de functie f zal dit iteratieproces conver-
geren, i.e. un(x,y) + u(x,y) voor n =+ =, en de limiet u(x,y) is de oplossing
van het Cauchy probleem.

Opmerking. Het Cauchy probleem voor de algemene semi~lineaire PDV (3.1) is
te herleiden tot een stelsel van drie integraalvergelijkingen voor de func-
ties u(x,y), ux(x,y), uy(x,y). Met behulp van een analoge iteratiemethode

is te bewijzen dat deze integraalvergelijkingen een eenduidige oplossing

bezitten in een omgeving van C.. Voor de details zij verwezen naar Garabe-

o
dian (31, p. 110-117; zie ook Smirnov [8], p. 50~56 voor de behandeling van

het Cauchy probleem voor de lineaire hyperbolische PDV op normaalvorm.

2. Karakteristiek beginwaardeprobleem, Bij het karakteristiek beginwaarde-

probleem zijn de beginvoorwaarden voorgeschreven langs twee karakteris-
tieken.

Als voorbeeld beschouwen we het karakteristiek beginwaardeprobleem wvoor
de PDV (3.3),

uxy = f(x,y),
(3.14)
u(x,0) = U, (0) (x 2 0), u(0,5) = Uy(y) (y = 03, U,(0) = U,(0).

Vergeleken met het Cauchy probleem wordt nu alleen de waarde van u voorge-
schreven langs de karakteristieken x = 0, y = 0. De functie u langs x = 0,
y = 0 bepaalt eenduidig de waarde van de afgeleiden ux,uy langs x = 0, y = 0,

Immers, uit de beginvoorwaarden (3.14) volgt direct

(3.15) ux(x,o) = Ui(x). Uy(O,Y) = Ué(y)-
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Voorts, langs de x-as gaat de PDV (3.14) over in de GDV

(3.16) %;uy(x,m = £(x,0),

welke samen met de beginvoorwaarde uy(0,0) = Ué(o) de afgeleide uy(x,O) vast-
legt. Evenzo is de afgeleide ux(O,y) te bepalen.

We geven nu de oplossing van het karakteristiek beginwaardeprobleem (3.14).
Zij (xo,yo) een willekeurig punt in het eerste kwadrant wvan het (x,y)-vlak.
De karakteristieken door het punt (xo,yo) begrenzen met de x— en y—as een
rechthoekig gebied D. Integreer nu de PDV over het gebied D, dan volgt ge-
makkelijk

(3.17) u(xy,¥,) = u(xy,0) + u(0,y,) - u(0,0) + J J f(x,y)dxdy
D

= Uy Geg) + Ul - 0,0 + | [ sxydanay,
: D

d.i. de oplossing van het karakteristiek beginwaardeprobleem. Deze oplossing

is bepaald in het gehele eerste kwadrant. Het gebied D heet weer het afhan-
kelijkheidsgebied van het punt (xo,yo).

Opmerking. Het karakteristiek beginwaardeprobleem voor de PDV (3.10) resp.
(3.1) is te herleiden tot een integraalvergelijking voor de functie u(x,y)
resp. tot een stelsel van drie integraalvergelijkingen wvoor de functies u(x,y),
ux(x,y), uy(x,y). Deze integraalvergelijkingen zijn op te lossen met de
iteratiemethode;zie Tychonoff-Samarski [12] , p. 119-123 voor een behande-
ling van het karakteristiek beginwaardeprobleem voor de lineaire PDV op nor-
maalvorm.

Opgave. Herleid het karakteristiek beginwaardeprobleem

+ Au =0,
xy
{u(x,o) =1 (x20), u(C,y) =1 (y 2 0)

tot een integraalvergelijking voor de functie u(x,y) en toon aan dat de op-

lossing gegeven wordt door
u(x,y) = J,Q27Vxxy),

waarin J0 de Bessel functie van eerste soort en orde nul voorstelt.




_30_

3. Goursat probleem. Bij het Goursat probleem zijn de beginvoorwaarden voor-

geschreven langs een karakteristiek en langs een kromme die geen karakte-
ristiek is.

We behandelen het volgende voorbeeld van een Goursat probleem: Laat CO
een kromme zijn in het (x,y)-vlak welke verloopt in het eerste kwadrant

en door de oorsprong gaat. CO wordt beschreven door de vergelijking
(3.18) y = g{x) of x = h(y),

waarbij de functies g(x), h(y) monotoon zullen zijn. De kromme CO verdeelt

het eerste kwadrant in een gebied I tussen C. en de x-as, en een gebied II

0
tussen CO en de y-as.
We stellen nu het Goursat probleem
uxy = f(st) s
(3.19)

u(x,0) = U, (x) (x 2 0), u(h(y), y) = Uz(y) (y 20, U,(0) = UZ(O)-

Ock bij dit probleem is alleen. de waarde van u ( en niet die van ux,uy) voor-—
geschreven langs de karakteristiek y = 0 en langs CO. De functie u langs

y = 0 bepaalt eenduidig de waarde van de afgeleiden ux’uy langs y = 0, ver-
gelijk (3.15), (3.16). Evenzo, indien we langs C0 zowel de waarde van u als
van ux,uy zouden voorschrijven, ontstaat er een gewoon Cauchy probleem met

C0 als beginkromme. De oplossing u(x,y) van dit probleem laat zich bepalen

in het gehele eerste kwadrant. Evenwel, deze oplossing zal in het algemeen
niet voldocen aan de voorwaarde u(x,0) = Ul(x). Langs C0 kunnen daarom de
afgeleiden ux’uy niet worden voorgeschreven,

We geven nu de oplossing van het Goursat probleem (3.19). Zij P(x } een

'Y
willekeurig punt in het gebied I. Trek dan de twee karakteristiekgn g = X5,
Y =Y door P. De karakteristiek y = ¥, zal C0 snijden in het punt
Q(h(yo), yo)). Laat D het rechthoekig gebied zijn met hoekpunten P, Q, R(xO,O),
S(h(yo), 0) i.e. D wordt begrensd door de karakteristieken x = Xys X = h(yo),
Y=Y V= 0. Integratie van de PDV over het gebied D leidt nu tot de op-

lossing van het Goursat probleem,

(.20) gz = ulg0) + ulh(zg), 5g) = ualygds 0 + | | £Cx,yaxay
b

= U](xo) * Uylyy) - U, (h(yy)) + J J f (x,y)dxdy
D
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oftewel in korte notatie

(3.21) u(P) = u(Q) + U(R) - u(S) + J J f(x,y)dxdy.
D

De oplessing (3.20) is geldig in het gebied I.

Voor een punt (x ) in het gebied II kan men op analoge wijze het bijbeho-

0*70
rende gebied D construeren. Na integratie van de PDV over D volgt voor de

oplossing in het gebied II,

(3.22) U(xo,yo) = Ul(xo) + U,(yy) ~ Ul(h(yo)) - J J f(x,y)dxdy.
D

Eén-dimensionale golfvergelijking.

Als toepassing van de voorgaande theorie zullen we in deze paragraaf een

aantal beginwaardeproblemen behandelen voor de inhomogene &&n-dimensionale

golfvergelijking

{(4.1) u = - f(x,t).

XX if utt
Deze vergelijking beschrijit onder meer de beweging van een trillende snaar
onder invliced van een uitwendige kracht. ¢ heeft de dimensie van een snel-
heid.

De golfvergelijking (4.1) is van het hyperbolische type met karakteristieken
bepaald door de GDV

2
dt 1

Uit (4.2) volgt dat de karakteristieken rechte lijnen zijn beschreven door

x + ct = konst. Na transformatie naar de karakteristieke codrdinaten,
(4.3) £ = x—¢ct, n = xtct
gaat de golfvergelijking (4.1) over in de normaalvorm

B R Sl B S
(4.4) 3 FECT 5 55
We bespreken nu een aantal beginwaardeproblemen voor de golfvergelijking

4.1).
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1. Golfvergelijking op het oneindige interval -e < x < w,

We formuleren het volgende Cauchy probleem,

1
Yex T T2 Bee T THGGE), e <x <wy £ >0,
(4.5) ¢

u(x,0) = ¢(x), ut(x,O) = ¢(x).

De oplossing van dit probleem laat zich vinden met de methede van §3.3. Laat
P(Xo,to), ty > 0, een willekeurig punt zijn in het (x,t)-vlak. Teken in het

(x,t)-vlak de karakteristieken door P. Deze snijden de x-as in de punten

Q(x0-+ct0,0), R(xo—ctO,O). De driehoek PQR vormt dan het afhankelijkheids-—

gebied D van het punt P. Integreer nu de golfvergelijking over D,

{4.6) J { (uxx - if utt)dxdt = - J J fix,t)d=dt.

D D
De integraal in het linkerlid van (4.6) laat zich uitwerken door transfor-
matie naar de karakteristieke coordinaten £,n. Daarbij zal u(x,t) overgaan
in v(£,n) (definitie), terwijl we tevens stellen EO = xo-cto, 1y = x0+ct0.

Uitwerking van de integraal (4.6) leidt nu tot

1 2
(4.7) J J_‘(uxx -5 utt)dxdt = E—I J vEn dedn

c D
i Mo "o
2 2
=< J dg I Vgn(ﬁ,n)dn = E‘Ef(no,no) - V(Eomo) - J VE(E,E)dE} .

Met de beginvoorwaarden (4.5) volgt

V(no,no) = UCx0+ct0,0) = rp(x0+ct0),
(4.8)
v (E,8) = Ju (£,0) = 4= u (5,0) = 4 0" () - 5= 4(E),

waarna (4.7) te herleiden is tot

XO+Ct0

(4.9) J J (-5 utt)dxdt"-*%{p(xomto) - ulxg,tg) - J [ho" (8)~5z4(£) e
D c xo—ct0
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XO+CtO
=21 - - L
{2 plxymety) + 4 9(xgtety) = ulxg,ty) + 5= ¢(X)d%}-
xo-cto
Substitutie van (4.9) in (4.6) leidt nu onmiddellijk tot de oplossing van

het Cauchy probleem (4.5),

(4.10) u(xo,to) =} @(xo—cto) + 4 ¢(x0+ct0) +

XO+Ct0

+ %E. p(x)dx + %-J J f(x,t)dxdt,

xo—cto D

Methode van d‘'Alembert. Indien de golfvergelijking (4.1) homogeen is i.e.

f(x,t) = 0, wordt de normaalvorm gegeven door u,._ = 0. De algemene oplossing

En

van de homogene golfvergelijking laat zich dan eenvoudig vinden,
(4.11) u(x,t) = WI(E) + wz(n) = wl(x~ct) + wz(x+ct),

waarin WiV, willekeurige functies zijn. Voor het Cauchy probleem (4.5) wor-

den de functies w ,w, bepaald door de beginvoorwaarden

1’72

u(x,0) = w, (x) +w,(x) = ¢(x),
(4.12)
ut(x,O) = —c W;(X) +c wé(x) = §(x).

Verdere uitwerking leidt dan gemakkelijk tot de oplossing van het Cauchy
probleem (4.5),

X+ct
(4.13) u(x,t) = } o(x—ct) + } op(x+ct) + %E- J ¢(s)ds.

x-ct

Deze zgn. d'Alembert oplossing stemt overeen met (4.10) met f = O gesteld,

Uit (4.13) is af te lezen dat het afhankelijkheidsgebied van het punt (x,t)

nu gevormd wordt door het interval [x-ct,x+ct] van de x-as. Dit interval
wordt uitgesneden door de karakteristieken vanuit het punt (x,t). Omgekeerd

kan men weer invoeren het bepaaldheidsgebied van een interval [a,b] van de

x—as, d.i. het driehoekig gebied dat begrensd wordt door de x-as en de karak-
teristieken x-ct = a, x+ct = b. De oplossing u in dit gebied wordt eenduidig

bepaald door de beginwaarden o(x), ¢(x) op [a,bl.
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2, Golfvergelijking op het half-oneindig interval x > 0.

We formuleren het volgende probleem voor de golfvergelijking (4.1) op het

interval x > 0,

u -

1
- :f Uy = -f(x,t), x>0, t >0,

(4.14) u(x,0) = ¢(x), ut(x,O) = ¢(x), x 2 0,

u(0,t) = g(t), t 2 0.

Het gestelde probleem is een zgn. gemengd probleem; de functie u(x,t) moet

voldoen aan twee beginvoorwaarden voor t = 0 en aan de randvoorwaarde

u(0,t) = g(t) in x = 0. In plaats van de laatste voorwaarde hadden we bv.
ook ux(O,t) = h(t) kunnen voorschrijven.

We zullen het probleem (4,14) weer c¢plossen met een karakteristiekenmethode,
Verdeel daartoe het eerste kwadrant van het (x,t)=-vlak in een gebied I:

x-ct > O en een gebied II: x-ct < 0, gescheiden door de karakteristiek

x—ct = 0 door de oorsprong (fig. 1). Voor een punt P(xo,to) in gebied I zal
het bijbehorende afhankelijkheidsgebied D worden begrensd door de x-as en
de karakteristieken door P. D zal geen punten gemeen hebben met de t-as.
Integratie van de PDV over het gebied D leidt weer tot de uitkomst (4.10)

voor u(xo,to) il.e.

(4.15) ulxysty) = & 9(xgmety) + 4 glx tety) +
x0+ct0
* ;—c I $(x)dx + % J J £(x,t)d=xdt,

x.—ct D

0 "0

geldig in het gebied I: x)cty 2 0. Merk op dat de randvoorwaarde

u(0,t) = g{t) niet meespeelt in (4.15).

Door (4.15) wordt ook de waarde van u{x,t) langs de karakteristiek x-ct = Q
bepaald. De functie u(x,t) in het gebied II is dan oplossing van een Goursat
probleem: langs de karakteristiek x-ct = 0 en langs de t-as is de waarde
van u gegeven. We lossen dit Goursat probleem op met de methode wan §3.3,
Laat P(xo,to) een punt in het gebied II zijn. Teken dan in het (x,t)-—vlak
de karakteristieken PQ,PR,RS, zie fig. 1. In karakteristieke coordinaten

worden deze karakteristieken beschreven door

(4.16) PQ: n =n,, PRz & = £,, RS: n = -EO,'

Ol



waarbij EO = XyTety, ng = Xg*tety.
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0
t
I x-ct=0
E=0
p
EB7 Q .
R
o Q=",
S :-
&
Ctd-xo x°+ct° X

fig.1.

Integreer nu de golfvergelijking over het gebied D* begrensd door het paral-
lellogram PQSR,

(4.17)

1
JJ‘%X‘7

D*

- J J f(x,t)dxdt.
D'k

De integraal in het linkerlid van (4.17) is uit te werken door transformatie

naar karakteristieke codbrdinaten £,n, waarbij u(x,t) zal overgaan in v(g,n),

_ 1 =2
(4.18) J l (uXx —5 U Jdxdt = = J J vgndgdn
D ¢ D*
0 "o
2| 4 | v, mdn = 2Evo,ny
c En 3 T’] c ’no
%0 %o
= 2 [u@ - u(® - u(s) * u®].
Uit (4.17), (4.18) volgt voor u(P) = u(xo,to),

= V(Eosno)

(4.19) u(xo,to) = u(Q) + u(R) - u(s) + % J J f(x,t)dxdt,

D*

- V(O:_EO)+V(E0’_EO)]

Substitueer voor u(Q), u{(S) de waarden gegeven door (4,15) en stel

(4.20)

u({R) = u(O,t0 - xO/c) =

g(t0

- xO/c)

overeenkomstig de randvoorwaarde. We vinden dan voor de oplossing van het

probleem (4.14) in het gebied II: x

=ct

0 0 a0,
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x0+ct0

1

- 1 - _ 1

(4.21) u(xo,to) i m(x0+ct0) i cp(ct0 xo) + g J $(x)dx
Cto‘xo
c
+ g(to-xo/c) + E-J J f(x,t)dxdt.
D

Daarbij is D het gebied begrensd door de x-as, de karakteristieken door

P(xo,to) en de "gereflekteerde" karakteristiek door R(O,t /e), zie fig. 1.

-x
070
Opgaven. 1. Leid de oplossing (4.21) rechtstreeks af door integratie van de
golfvergelijking over het gebied D.

2. Bepaal de oplossing van het gemengde probleem (4.14) met f£(x,t) = 0

(homogene golfvergelijking), met behulp van de methode van d'Alembert.

Methode van spiegeling. In het geval van een homogene randvoorwaarde

u(0,t) = 0 is het gemengde probleem (4.14) ook op te lossen met de methode
van spiegeling. Daartoe zetten we de functies f(x,t), 9(x), ¢(x) voort als

oneven functies van x, d.w.z. we definieren voor x < 0,
(4.22) f(x,t) = -f(-x,t), ¢(x) = —9(-x), ¢(x) = —(-x).
Vervelgens beschouwen we het Cauchy probleem op het interval —= < X < o,

1
U T T Y, T -f(x,t), == < x <=, £t >0,

(4.23) ©
u(x,0) = p(x), ut(x,O) = §(x).

Overeenkomstig (4.10) wordt de oplossing van dit probleem gegeven door

(4.24) u(xg,ty) = § olxymcty) + plxyrety) +

+
xo ct

+ %E- J $(x)dx + %-J J f(x,t)d=xdt,
D

XO_CtO

waarbij D het afhankelijkheidsgebied van het punt (xo,to) is, begrensd door
de x-as en de karakteristieken door (xo,to). Uit de eigenschappen (4.,22)
volgt dat de oplossing (4.24) automatisch voldoet aan de randvoorwaarde
u(0,t) = 0.

Men kan gemakkelijk verifieren dat de oplossing (4.24) overeenstemt met de

eerdere oplossing (4.15), (4.21) met g = 0 gesteld.
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Opmerking. De methode van spiegeling kan ook worden toegepast in het geval
van een gemengd probleem met randvoorwaarde uX(O,t) = 0. De functies f(x,t),

¢(x), ¢(x) dienen dan te worden voortgezet als even functies van x.

3. Golfvergelijking op het eindig interval 0 < x < 3.

We formuleren het volgende gemengde probleem voor de golfvergelijking

(4.1) op het interval 0 < x < 3,

1
uxx—?utt = -f(x,t), 0 < x < &, t >0,

(4.25) u(x,0) = ¢(x), u (2,0) = 4(x), 0 5 x <4,

u(0,t) = g(t), u(f,t) = h(t), t 2 0.

We zullen dit probleem oplossen met een karakteristiekenmethode. Beschouw

in het (x,t)-vlak de strook 0 < x < &, t > 0, Teken nu de karakteristieken
door de punten (0,0), (2,0} en hun "reflekties" aan de randen x = 0, x = &.
Deze karakteristieken verdelen de strook in een aantal gebieden I, II, III,

etc., zie fig. 2, t

p fig.2.
-~

A|O £le x

Voor een punt (xo,to) in gebied I wordt het bijbehorende afhankelijkheids-
gebied begrensd door de x—as en de karakteristieken door (xo,to). D heeft
geen punten gemeen met de randen x = 0, x = 2. Als onder 1. wordt de oplos-
sing u(xo,to) in gebied I nu gegeven door (4,10). De randvoorwaarden

u(0,t) = g(t), u(®,t) = h(t) zijn nog niet"merkbaar' in deze oplossing.

In het gebied II is de functie u(x,t) oplossing van een Goursat probleem
met u gegeven langs de karakteristiek AC en langs AD, Als onder 2. wordt

de oplossing u(xO,to) in gebied II gegeven door (4.21). In deze oplossing
is de randvoorwaarde u(%,t) = h(t) nog niet "merkbaar",

Ook in het gebied III is de functie u(x,t) oplossing van een Goursat pro-

bleem met u gegeven langs de karakteristiek BC en langs BE. Analoog aan
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(4.21) wordt de oplossing u(xo,to) in gebied III gegeven door

2£—x0—ct0
1
(4.26) u(xo,to) = | m(xo—cto) -4 m(Zl—xo-ctO) * 5 J d(x)dx

xo--ct0

+ h(t0+(x0-£)/c) + % J [ f(x,t)dxdt,
D

waarbij D het gebied is als aangegeven in fig. 2.

Door (4.21), (4.26) wordt ook de waarde van u(x,t) langs CD,CE bepaald. In
het gebied IV is de functie u(x,t) dan oplossing van een karakteristiek be-
ginwaardeprobleem met u gegeven langs de karakteristieken CD,CE. Zij nu
P(xo,to) een punt in gebied IV, teken dan het parallellogram van karakteris-—
tieken PQCR dat de rand van een gebied D vormt, zie fig. 2. Integratie van

de golfvergelijking over het gebied D" leidt nu tot de oplossing

(4.27) u(xo,to) = u(P) = u{Q) + u(R) - u(C) + %—J l f{x,t)d=dc.
D,

Hierin zijn voor u(Q), u(R), u(C) de reeds bekende functiewaarden te substi-
tueren. De oplossing is voort te zetten voor de gebieden V, VI, etc. De func-—
tie u(x,t) is steeds oplossing van 3f een Goursat probleem 5f een karakteris-

tiek beginwaardeprobleem.

Methode van spiegeling. In het geval van homogene randvoorwaarden u(0,t) = O,

u(f,t) = 0 is het gemengde probleem (4.25) ook op te lossen met de methode
van spiegeling. Daartoe dienen de functies f(x,t), p(x), ¢(x) te worden
voortgezet als functies van x welke oneven zijn t.o.v. x = 0 en t.o.v. x = g,

Deze voortzetting is te realiseren via de definitie
(4.28) f(x,t) = ~£(—x,t), "2 < x < 0,

waarna de functie £(x,t) periodiek (in x) wordt voortgezet met periode 2.
De functies ¢(x), ¢(x) worden op dezelfde wijze voortgezet.
Beschouw vervolgens het Cauchy probleem op het interval == < x < o,
u T -1-2-utt = —f(x,t), = < x <, £t >0,
(4.29) ¢ '
u(x,0) = 0(x), u (x,0) = ¢(x).
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De oplossing (4.10) van dit probleem voldoet automatisch aan de randvoorwaar-

den u(0,t) = 0, u(%,t) = 0 en is daarmee tevens oplossing van het gemengde

probleem (4.25) met homogene randvoorwaarden.

Voor een uitvoerige behandeling van beginwaardeproblemen en gemengde proble-

men voor de golfvergelijking, zie ook Tychonoff-Samarski [12], Kap. II.
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IV. PDV's van tweede orde in n onafhankelijke variabelen, n > 2.

Classificatie van PDV's van tweede orde en herleidigg tot normazalvorm.

We beperken ons hier tot het onderzoek van de ligggizg PDV wvan tweede orde
in n onafhankelijke variabelen X sXgyeeesX s

n n
(1.1) Llul = ] a,.(x)u + } b,(x)u_ + c(x)u = f(x).
i,j=1 B T =

Hierbij is de volgende korte notatie gebruikt,

(1.2) X = (XI’XZ""’Xn)’ f(x) = f(x],xz,...,xn).

De som I aij(x)ux X heet weer het hoofddeel van de PDV. Zonder verlies aan
i7j

algemeenheid kunnen we stellen aij(x) = aji(x). De matrix A = A(x) gevormd

door de koefficienten a,.(x), is dan symmetrisch.

1]
We trachten de PDV weer te herleiden tot een eenvoudige normaalvorm door

middel van een coordinaten-transformatie
(1.3) Ei = mi(x), i=1,2,...,0,.
Onder deze transformatie zal de PDV (l.l) overgaan in

n

(1.4) Alul = @, . u + )
1K 5Ey ke K OE

k,

13

met koéfficienten %, B, segeven door

n amk 3¢2
'S T Z_ 813 o%. x, ?
1,3= 1 ]
(1.5) 2
B = lzl a .a__cp..lf'.._-l— v .ac'i
k i,5=1 ij Bxiaxj ;27 1 Bxi

Analoog als voor de PDV van tweede orde in twee onafhankelijke variabelen

verlangen we nu dat de normaalvorm geen gemengde afgeleiden ug £ k # ¢
k>4

bevat, i.e. o, . = 0 voor k # 2. De laatste conditie geeft aanleiding tot

k2
een stelsel van in(n~1) vergelijkingen voor de n functies wi(x). Voor n > 3
is in{n-1) > n en het stelsel zal in het algemeen geen oplossing bezitten.
In geval n = 3 is het mogelijk de functies mi(x) zo te bepalen dat Ao = 0

wordt voar k # £.
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Evenwel, de resterende koéfficienten % p2 %gps Ogq liggen dan ook vast en
we hebben geen vrijheid om nog te eisen dat deze koéfficienten gelijk zullen
zijn. Het blijkt dus in het algemeen niet mogelijk om de PDV (1.1) te her-
leiden tot een eenvoudige normaalvorm geldig in een zeker gebied in de
(x],xz,...,xn)—ruimte.

We beschouwen nu de PDV (1.1) in een vast punt Xq = (XOI'XO2""’x0n)' De
koefficienten aij en de matrix A zijn dan als konstant op te vatten,

aij = aij(xo), A= A(xo). Het blijkt nu w&l mogelijk om de PDV (l1.i) lokaal
d.w.z. in het punt Xy» tot een normaalvorm te herleiden. Deze herleiding is

te realiseren door een lineaire transformatie van de codrdinaten LIPEITTRERE

We geven nu de details van de herleiding.

Laat § = (Sij) een orthogonale (nxn)-matrix zijn, i.e. § P ST. Onder de

coordinatentransformatie

n
(1.8) x=08, £=68"x, £, = Z §..X,, 1 = 1,2,...,0,
£, 317

zal de PDV (1.1) overgaan in (1.4) met koéfficienten Gy Bk gegeven door

n
(1.7) Gy © §

Lo B5a8iByyr By T
1,]=

)
Uit (1.7) blijkt dat de koéfficienten aij op dezelfde wijze transformeren

als de koéfficienten van de kwadratische vorm

n
(1-8) Q= § aijyiyj = (Ast)’ Y e Rn,

i,3=1

onder de transformatie y = Sn; vergelijk Collegedictaat Wiskunde 30, 1975,
P. 38-40. Door passende keuze van de matrix S is nu de kwadratische vorm

(1.8) op diagonaalvorm te brengen i.e,

v 2 2 2 2

waarin de (reéle) eigenwaarden Ak van de matrix A als koefficienten optre-
den. Onder de transformatie (1.6), met de aldus gekozen matrix S, gaat de

PDV (1.1) in het punt X, over in
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n n

(1.10) } oAu + ) Bu. +cu
=1 B a5 ke K G

In geval Ak # 0 is vervangen we Ek door Ek f|Ak . Na deze extra lineaire

transformatie zal de PDV (1.1) in het punt x, tenslotte overgaan in

0

n n

Zl k"t

(1.11) = ggn (A ),
K k k

d.i. de normaalvofm van de PDV in het punt Xy
Op basis van de kwadratische vorm (1.8), (1.9) komen we voorts tot de vol-

gende classificatie van lineaire PDV's van tweede orde in n onafhankelijke

variabelen:

1. De PDV (1.1) heet elliptisch in het punt X, indien de eigenwaarden
Al,lz,...,ln van de matrix A(xO) alle ongelijk nul en van hetzelfde te-
ken zijn. Door eventuele vermenigvuldiging van de PDV met -1 kunnen we

zorgen dat A > 0, € = +] is voor k = 1,2,...,n. De kwadratische vorm

k k
(Ay,y) is dan positief definiet d.w.z. (Ay,y) > 0 voor elke vector y # 0.

De Laplace vergelijking in Rn

(1.12) Au = u + u +...+ U =0

is een voorbeeld van een elliptische PNV,

2, De PDV (1.1) heet hyperbolisch in het punt x. indien de eigenwaarden

0
AI,AZ,...,AB van de matrix A(xo) alle ongelijk nul zijn, n-1 eigenwaarden

hetzelfde teken hebben en &&n eigenwaarde het tegengestelde teken heeft.

De wvariabelen Ek zijn dan zo te rangschikken dat Ak >0, € = +1 is voor
k =1,2,...,n-1, terwijl An < 0, e = -1 is,
De golfvergelijking in Rh-]
(1.13) Au - lf utt Zu x +u < +,. .4+ w4 - 15 u., = 0
c %1 %% n-1"n-1 ¢

is een voorbeeld van een hyperbolische PDV,.

3. De PDV (1.1) heet ultra-hyperbolisch in het punt X indien de eigenwaar-

den A],kz,...,ln van de matrix A(xo) alle ongelijk nul zijn, m eigenwaar-

den hetzelfde teken en n-m eigenwaarden het tegengestelde teken hebben,

waarbijm=2 2, nm = 2.
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Voorbeeld van een ultrahyperbolische PDV is de vergelijking

(1.14) u + u -u -u = (3,

X1 %% X34

Voorzover bekend zijn er geen problemen uit de mathematische fysica die
tot ultrahyperbolische PDV's voeren.

4, De PDV (1.1) heet parabolisch in het punt x_ indien é&n of meer der eigen-—

0
waarden Al,kz,...,xn van de matrix A(xo) gelijk aan nul zijn.

De diffusievergelijking of warmtegeleidingsvergelijking in R

(1.15) u +u ...+t u -u =0
X X X
2 n—-1"n-1

is een voorbeeld van! een parabolische PDV.

Zoals reeds opgemerkt kan de lineaire PDV (1.1) in het algemeen niet worden
herleid tot een normaalvorm geldig in een zeker gebied in de (xl,xz,...,xn)—
ruimte. Een uitzondering hierop vormen de lineaire PDV's met konstante ko~
éfficienten, Indien de koéfficienten aij in (1.1) konstant zijn is ook de
matrix A konstant. Onder de transformatie (1.6) gaat dan de PDV (1.1) over
in de normaalvorm (1.11) welke geldig is in de gehele (gl,gz,...,gn)-ruimte.
De PDV is voorts in de gehele ruimte van hetzelfde type.

Indien de koefficienten b, ,c in (1.1) konstant zijn zullen de koéfficienten
B;,c in (1.11) eveneens konstant zijn. De normaalvorm (1.11) is dan nog ver-
der te vereenvoudigen. Neem daartoe aan dat alle eigenwaarden Ak van de ma-
trix A ongelijk nul zijn m.a.w. we sluiten het parabolische geval uit, Sub-

stitueer nu in (1.11)

n
{1.18) u=v exp[} l Z

*
g, B, & I
Kk k "k k]

1
dan ontstaat voor v de vergelijking

n

n n

2 *
¥ oe, v + [c -1 7 e 8 ] v= f exp[£ L e, B, & ]
k=1 k Ekﬁk =1 k "k Ke k "k *k

oftewel
n

*
Z’ € v +. Av=f (E),
=1 & Exfy

(1.17)
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waarin A een konstante voorstelt.
Op deze wijze is een lineaire elliptische PDV met konstante koéfficienten

te herleiden tot de vorm
*
(].18) Av + Av = £ (E)s

terwijl een lineaire hyperbolische PDV met konstante koéfficienten te her-

leiden is tot de vorm

(1.19) v -v, + v o= £7(8).

nn

Cauchy probleem voor de lineaire PDV van tweede orde.

Laat C0 een oppervlak zijin in de (xl,xz,...,xn)-ruimte, gegeven door de ver-—

gelijking
(z.1) p(x) = ¢(x1,x2,...,xn) = 0.

We stellen nu het Cauchy probleem of beginwaardeprobleem voor de lineaire

PDV (1.1} en het beginoppervlak CO: Gevraagd wordt een opleossing u = u(x)
van de PDV te bepalen, zodanig dat u(x) en de normaalafgeleide uv(x) (v is
de normaal op CO) op CO voorgeschreven waarden aannemen.

De vraag naar de oplosbaarheid van dit Cauchy probleem vervangen we weer
door de eenvoudiger vraag: Is het mogelijk om uit PDV en beginvoorwaarden

de partiele afgeleiden van u(x) van tweede orde op C, te bepalen?

0
Om deze vraag te beantwoorden passen we een coordinaten-transformatie toe,

(2.2) £, = 0;(0), i =1,2,...,n,

met ml(x) = ¢(x), terwijl de overige functies ¢i(x) willekeurig gekozen
kunnen worden. In de nieuwe codrdinaten wordt het oppervlak C0 gegeven door

El = 0. Onder de transformatie (2.2) zal het Cauchy probleem overgaan in

n n

Alul

B

o, u + u, +cu=f,
K, 0=1 SF &g ) kg
(2.3)

u(0,£) = U(E), u (0,2) = N(E).
1
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Hierbij zijn U(Z), N(E) de voorgeschreven beginwaarden van u en van de nor-
maalafgeleide ug op CO; £ is een korte notatie voor (52,53,...,€ﬁ). De ko—-
efficienten akR’IBk in (2.3) worden gegeven door (1,5).

Uit de beginvoorwaarden op CO: Ef = 0, zijn nu alle partiele afgeleiden van

eerste en tweade orde op C0 te berekenen behalve uE g
171

uE (O:E) = N(E)’ uE CO’E) =T

E_: » k = 2,3,.!0,11’
1 k k

(2.4)

(0,8) = NE » U g 0,5) = UE , k,2=2,3,...,n,

1
815 Kk k% )

Beschouw vervolgens de PDV (2.3) op C. en substitueer de waarden (2.4). De

0
PDV bevat dan nog &én onbekende teym nl. Gy U g o Indien @ # 0 is kan de
1°1

lei ‘s , .
afgeleide uglEl eenduidig Wordén bepaald uit de PDV

Beschouw nu het geval

n 8@1 Bml n
(2.5 e = Loaigea T L a0, e, =0
1,]=1 i i i,j=1 i ]

op CO' Indien de functie ¢(x) op CO voldoet aan de betrekking (2.5), dan
heet het oppervlak CO: 9(x) = 0 een karakteristiek oppervlak of karakteris-—
tiek.

Langs een karakteristiek oppervlak C0 gaat de differentiaaloperator Alul over
in
n

n
(2.6) Mul=2) o N + 7
oy TkE .

n
+ 8N+ ) B U +cU,
R B
waarbij het rechterlid geheel bepaald is door de Cauchy data u(0,£) = u(e),

u (0,£) = N(£). Langs CO is de operator A een inwendige differentiaalopera-

to%; deze eigenschap is typerend voor een karakteristiek oppervlak zoals we
reeds opmerkten in §2.2,

Uit de PDV (2.3) volgt anderzijds dat langs C., moet gelden

0
(2.7) Alul = £.
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De betrekkingen (2.6), (2.7) zijn in het algemeen strijdig: het Cauchy pro-
bleem heeft dan geen oplossing.

Slechts indien voldaan is aan de extra voorwaarde

n n n
(2.8) 2 ) e, N+ ¥ o U +gN+ J g U +cU=ftE
k=2 K E i pep K OHE T L) kg
op CO, zijn (2.6), (2.7) niet strijdig. Evenwel, de afgeleide uE . op C0
11

is dan onbepaald.

Conclusie. Indien C0 niet een karakteristiek oppervlak is worden de partiéle
afgeleiden van u(x) van tweede orde op CO eenduidig bepaald door PDV en be-
ginvoorwaarden.

Indien CO karakteristiek oppervlak is heeft het Cauchy probleem in het alge-

meen geen oplossing, tenzij voldaan is aan de voorwaarde (2.8). In dat geval

zijn echter de afgeleiden van u(x) van tweede orde op C. niet eenduidig be-

0

paald.

Karakteristieke oppervlakken.

Een oppervlak CO: ¢(x) = 0 is karakteristiek oppervlak van de lineaire PDV

(1.1) indien de functie ¢(x) op C0 voldoet aan de betrekking

n
(3.1) ' Z_ aij(x) v, 9, = 0.
1,3=1 1 3j
Merk op de functie ¢(x) aan (3.1) moet voldoen alleen op C0 d.i. voor
g(x) = 0. Indien de functie ¢(x) identiek voldoet aan (3.1), beschouwd als
PDV, dan is elk oppervlak ¢(x) = konst. karakteristiek oppervlak.

Vergelijk (3.1) met de in (1.8) ingevoerde kwadratische vorm

n
(3.2) Q= (Ay,y) = } aijCX)yiy.-

i,3=1 ]
Voor een elliptische PDV is deze kwadratische vorm positief definiet d.w.z.
(Ay,y) > 0 voor elke vector y # 0. De betrekking (3.1) kan in dat geval
geen reele "oplossing"” ¢(x) bezitten. Een elliptische PDV heeft dus geen

re¢le karakteristieken.

Karakteristieken spelen een belangrijke rol in de theorie der hyperbolische
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PDV's in n onafhankelijke variabelen., We zullen de eigenschappen van karak-
teristieke oppervliakken nader onderzoeken voor het geval van de hyperbolische
PDV (1.1) met konstante koefficienten aij'

Laat het oppervlak CO: p(x) = O karakteristiek oppervlak zijn dan voldoet
9(x) op CO aan de betrekking (3.1). Deze betrekking laat zich als volgt
meetkundig interpreteren.

2ij X = (XOI’xoz""’XOn) een willekeurig punt wvan CO’ voer dan in de ke-

gel K met top X, gegeven door de vergelijking

n
{(3.3) . Z_ aij(xi-xoi) (Xj_xej) = 0.
1,j=1
De kegel K wordt gegenereerd door vectoren p = (p],pz,...,pn) welke '"aan-

grijpen” in het punt X, en voldoen aan

n

(3.4) (Ap,p) = . JZ=1 a;; PP = 0.

Hierbij is A de matrix gevormd door de koefficienten aij'

Uit (3.1), (3.4) volgt nu dat de vector

(3.5) Vf{J(XO) = {mx (XO), Py (XO),...,cpx (xo)}
1 2 n

op K ligt, Aangezien de vector V@(xo) dezelfde richting heeft als de nor-

maal v op CO in Xys zal ook de normaal v langs de kegel K vallen.

Construeer nu bij elk van de vectoren p die K genereren, een hypervlak door

het punt X, loodrecht op p; de vergelijking van dit hypervlak wordt gegeven

door

n
(3.6) (P;X'KO) = 1£1 Pi(xi_XOi) = 0.

Op deze wijze verkrijgen we een verzameling van hypervlakken door het punt

X.. Deze hypervlakken omhullen nu een tweede kegel KO met top Xy Met de

0
standaard techniek voor het bepalen van de omhullende is af te leiden dat

de kegel K0 gegeven wordt door de vergelijking

n
(3.7) . §=1 Aij (x, x4, ) (xj—xoj) = 0,
)
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- . . : . . e P
waarbij Aij het i,j-de element is van de inverse matrix A ; verifieer zo
mogelijk deze uitkomst.

Aangezien de nermaal Vv op C0 in % valt langs de kegel K, zal het karakteris-—

tiek oppervlak C0 een raakvlak gemeen hebben met de kegel K0 oftewel C0
raakt aan de kegel Xo in het punt Xy- We zullen aanstonds bewijzen dat Ky
zelf ook karakteristiek oppervlak is: de kegel K0 heet daarom de karakteris-

tieke kegel met top X5+ In elk punt van de (xl,x2,...,xn)—ruimte kan men
een dergelijke karakteristieke kegel aanbrengen, Een karakteristiek oppervlak
zal dan in elk van zijn punten raken aan de karakteristieke kegel met dat
punt als top.
De kegel K0 is zelf ook karakteristiek oppervlak., Schrijf daartoe de verge-
lijking (3.7) in de volgende vorm

n

e S
i JZ=] Aij(xi xoi) (Xj xoj) = (A- Clg‘l) 0’
y

1t

(3.8) 0 (x)

waarbij X=X, = q gesteld is. De gradient van ¢(x) in een punt van K0 wordt

dan gegeven door

n
-1
N = ‘s . . Vv = .
(3.9) tpxi 2 jgl Aps(eimx,.), o = 247 g

Substitueer deze uitkomst in (3.1) dan volgt

n
(3.10) ] a0, o = (Ave,%9) = 4(aA'q, 47 = 4a7lq,q) = 0
i,j=1 i

op KO m.a,w. de kegel K0 is karakteristiek oppervlak.
In de theorie van de hyperbolische PDV's in n variabelen speelt de karakte-
ristieke kegel een soortgelijke rol als de karakteristieken in de theorie
der hyperbolische PDV's in twee variabelen. Zo blijkt b.v. dat het afhan-
kelijkheidsgebied van een punt P(xo) begrensd wordt door de karakteristieke
kegel met P als top. We komen op dit punt terug in hoofdstuk VIII bij de

behandeling van de golfvergelijking in R3,R2. Voor de golfvergelijking in R

I
(3.11) u +u +...+ U --—u =0
1*1 A Xn*n c2 te

wordt de karakteristieke kegel met top (xo,to) gegeven door de vergelijking
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n
(3.12) z (xi-in)2 - cz(t-to)2 = 0, ]x—xolz - c2(t-t0)2 =0,
i=1

zoals eenvoudig volgt uit (3.7).
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Correct gestelde problemen,

PDV's welke uit praktische problemen voortkomen, worden vrijwel altijd ver-

gezeld door zekere additionele voorwaarden waaraan de oplossing dient te

voldoen. Deze voorwaarden kunnen van verschillende soort zijne

1.

Beginvoorwaarden. Laat b.v. de PDV van tweede orde L[ul = f de tijd t als

onafhankelijke variabele bevatten; indien nu de waarden van u, u, voor

t = 0 (beginsituatie) zijn voorgeschreven dan spreken we van beginvoor-
waarden. Algemeen spreken we van beginvoorwaarden indien de onbekende
functie en een aantal van zijn partiéle afgeleiden zijn voorgeschreven

op een kromme in het (x,y)-vlak resp., op een {n-1)-dimensionaal opper-
vlak in de (xl,xz,...,xn)—ruimte. Het geheel wvan PDV plus beginvoorwaarden

heet een beginwaardeprobleem (initial value problem) of Cauchy probleem,

Essentieel voor beginvoorwaarden en voor een beginwaardeprobleem is dat
de PDV in principe gedefinieerd is aan "weerskanten" van de kromme of
het oppervlak waarop de beginvoorwaarden gegeven zijn.

Randvoorwaarden. Laat een PDV slechts gedefinieerd zijn in een zeker ge-

bied in het (x,y)-vlak resp. in de (xl,xz,...,xn)—ruimte; indien nu de
waarde van u of van de normaalafgeleide u op de rand van dit gebied zijn
voorgeschreven dan spreken we van randvoorwaarden. Het geheel van PDV

plus randvoorwaarden heet een randwaardeprobleem (boundary value problem).

Problemen waarbij de oplossing van een PDV zowel aan randvoorwaarden als

aan beginvoorwaarden moet voldoen, heten gemengde problemen {mixed pro-

blems), Men kan b.v. denken aan een PDV L[ul = f in de onafhankelijke
variabelen xl,xz,...,xn,t welke gedefinieerd is in een gebied G in de

(x],x ,...,xn)-ruimte en voor elke t. We zoeken dan een oplossing

u = u%x,t) die voor t = 0 voldoet aan zekere beginvoorwaarden en die op

de rand T van G voldoet aan zekere randvoorwaarden.

Diverse problemen uit de mathematische fysica voeren tot PDV's van twee-
de orde met bijbehorende voorwaarden. De ervaring leert dat PDV's en voor-

waarden steeds in bepaalde combinaties voorkomen; bij PDV's van een be-

~ paald type (hyperbolisch, parabolisch, elliptisch) treedt steeds een be-

paald soort voorwaarden op ( begin- en/of randvoorwaarden). Meer uitge-

werkt komen we tot het volgende ervaringsprincipe:

Randwaardeproblemen zijn geéssocieerd met elliptische PDV's; begin-

waardeproblemen en gemengde problemen treden op in verband met hyperbo-

lische en parabolische PDV's.




- 51 -

Ter illustratie van dit principe geven we de volgende voorbeelden:
1. De Laplace vergelijking in Rn
(n du = u +u +...+u =0

xlxl x2x2 xnxn

is voorbeeld van een elliptische PDV. Speciaal voor n = 2, n = 3 zijn uit de
stromingsleer en de electrostatica bekend de volgende randwaardeproblemen:
Gevraagd een oplossing van de Laplace vergelijking Au = 0 in een gebied G

welke op de rand T van G voldoet aan de randvoorwaarde u = f (Dirichlet pro-

bleem) of u, =g (Neumann probleem).

2, De diffusievergelijking in Rl

b - =
(2) uxx u, 0

is voorbeeld van een parabolische PDV. Additionele voorwaarden voor deze

PDV zijn b.v.

(3 u(x,0) = 9(x), == < x < «
resp.
u(x,0) = ¢(x), 0 = x < ¢,
(4)
u(0,t) = g(t), ux(z,t) = h{t), t = 0,

corresponderend met een beginwaardeprobleem resp. met een gemengd probleem.

3. Voorbeeld van een hyperbolische PDV is de golfvergelijking in Rl’

I = -
(5) U :5 U, = f(x,t).

In §3.4 zijn reeds een aantal beginwaardeproblemen en gemengde problemen
voor deze PDV besproken.

We willen nu het boven geformuleerde ervaringsprincipe ook mathematisch door-

zien. Daartoe voeren we in het begrip correct gesteld probleem (well posed

problem). Een mathematisch probleem heet correct gesteld indien aan de vol-
gende eisen voldaan is:

(i) De oplossing van het probleem bestaat.

(ii) De oplossing is eenduidig.

(iii) De oplossing hangt continu af van begin— en randvoorwaarden d.w.z.
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een "kleine" verandering in deze voorwaarden heeft slechts een "kleine" ver-
andering van de oplossing tot gevolg.

De naam correct gesteld probleem is afkomstig van Hadamard. Elk probleem
(begin- of randwaardeprobleem, gemengd probleem) dat een fysisch verschijn-
sel beschrijft behoort correct gesteld te zijn i.e. dient aan de drie eisen
te voldoen. De eisen (i), (ii) spreken voor zichzelf. De eis (iii) is inge-
geven door de idee dat de rand- en beginwaarden voor een fysisch probleem
meestal verkregen zijn door metingen. Deze metingen zijn altijd behept met
fouten. Het mathematisch model is nu alleen realistisch indien deze kleine
fouten slechts een kleine verandering in de oplossing tot gevolg hebben.

De achtergrond van het ervaringsprincipe is nu dat juist die combinaties
van PDV en voorwaarden voorkomen welke aanleiding geven tot correct gestelde
problemen. Een groot deel van de theorie der PDV's is gewijd aan de vraag

of bepaalde klassen van problemen correct gesteld zijn. Bij de behandeling
van elliptische, hyperbolische, parabolische PDV's in de navolgende hoofd-
stukken zal deze vraag een belangrijke rol spelen.

Voorbeeld van een correct gesteld probleem is het Cauchy probleem voor de

golfvergelijking in Rl’

u =0, =< x<w, t>0,

1
xx 2 “tt
c
(6)
U(X,O) = Q(X), ut(xso) = ¢(X).

De oplossing van dit probleem wordt volgems (III. 4,13) gegeven door

xtct
(7) u(x,t) = § p(x~ct) + } o(x+ct) + %E. J ¢(s)ds.
x-ct

Het is duidelijk dat de oplossing bestaat en eenduidig is. De functie u(x,t)
is voorts continu afhankelijk van de beginwaarden 9(x), ¢(x). Indien we na-
melijk de functies ¢(x), ¢(x) op het interval [a,p] veranderen in

0(x) *+ ¢ ¢](x), ¢(x) + ¢ ¢ (x) met |m!(x)] <1, ]¢1(x)[ s 1, zal daardggz de

oplossing u(x,t) veranderen met een bedrag hoogstens gelijk aan s(l + —52) .

We zullen tenslotte nog aan de hand van enige voorbeelden verifieren dat de
niet in het ervaringsprincipe genoemde combinaties aanleiding geven tot

niet-correct gestelde problemen:
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1. Cauchy probleem voor elliptische PDV. We beschouwen het volgende voorbeeld

afkomstig van Hadamard,

u + u =, —= < x < @
XX yy, 3 ’y 3

(8)

u(x,0) = 0, uy(x,ﬂ) = ?-l::—nx- ,

waarin n = 1,2,... ., De cplossing van dit probleem luidt

sin nx sinh ny
2 L]
n

(9) u = un(x,y) =

Deze oplossing hangt niet continu af van de beginvoorwaarden. Immers voor
n*«*isu(x,0) =0, uy(x,O) > 0 terwijl de oplossing un(x,y) niet tot nul
nadert. Het Cauchy probleem (8) is dus niet correct gesteld omdat niet aan
de eis (iii) voldaan is.

2. Dirichlet probleem voor hyperbolische PDV. Als voorbeeld beschouwen we

het Dirichlet probleem voor een gebied G: 0 < x < a, 0 < y < b,

, u =0, 0<x<a 0<y<hb,
(10)

u gegeven op de rand van G.

Dit probleem is niet coxrect gesteld omdat de oplossing u(x,y) in het alge-
meen niet bestaat. De oplossing u(x,y) wordt in G namelijk reeds eenduidig
bepaald door de waarden van u langs x = 0 en y = 0 (karakteristiek begin-
waardeprobleem). Deze functie u(x,y) zal dan in het algemeen niet voldoen
aan de randvoorwaarden langs x = a en y = b,

3. Parabolische PDV. In hoofdstuk IX wordt aangetoond dat het Cauchy probleem

voor de diffusievergelijking

U u, = 0, 2 <x <o, t>0,

(11)
u(x,0) = o(x),

correct gesteld is. Het Cauchy probleem (il1) met t < O is evenwel niet cop-
rect gesteld zoals blijkt uit het volgende voorbeeld afkomstig van Rothe:

.. sin nx
Zij ¢(x) = ———

~ s 0 =1,2,.,., dan luidt de oplossing van het Cauchy pro-~
bleem (11),
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2
_ N -n t
(12) u = un(x,t) S sinnx e .

Indien n + = volgt ¢(x) - 0, maar de oplossing un(x,t) nadert niet tot nul
als t < 0 is. Voor t < 0 voldoet de oplossing (12) dus niet aan de eis (iii)

voor een correct gesteld probleem.
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VI. Distributies, zwakke oplossingen van PDV's.

In dit hoofdstuk geven we een beknopte inleiding tot de theorie der distri-
buties of gegeneraliseerde functies. Voor een meer uitvoerige behandeling
zij verwezen naar b,v. Stakgold [11], chapters 1,5, Gelfand-Schilow [4]; zie
ook Collegedictaat Lineaire Analyse II, 1969, hoofdstuk 12.

Definitie en eigenschappen van distributies in &&n variabele.

Distributies zijn voor het eerst ingevoerd door Schwartz in 1950. De theorie
der distributies bedoelt een uitbreiding van het functiebegrip te geven zo-
danig dat ook "singuliere functies" als de §-functie van Dirac worden omvat.
Deze &-functie werd reeds lang toegepast in de fysica en daarbij gedefinieerd
door de volgende eigenschappen |

(t.1) §(x) =0, x# 0, §(0) = o, Jé(x)dx = 1.

=oq

Voor elke continue functie f£(x) geldt voorts de "zeefeigenschap"

o

(1.2) J a(x-xo) f(x)dx = f(x

oo

00"

De uitbreiding van het functiebegrip komt in essentie neer op het volgende.
Laat y = £(x) een reeelwaardige continue functie zijn, gedefinieerd op

—® < X < «, Volgens klassieke betekenis is deze functie een afbeelding van
in R,. Men kan de functie be-

1 1
schreven denken door de verzameling van functiewaarden. In de theorie der

de x-as in de y-as i.,e. een afbeelding van R

distributies definieert men een klasse K van testfuncties ¢(x) en vormt voor

elke ¢(x) ¢ K de integraal

o

(1.3) (f,9) = Jf(x) e{x)dx.

= 1

Men kan dan de functie f beschreven denken door de verzameling van waarden
(f,9). Aan elke ¢(x) ¢ K is een reéel getal (f,p) toegevoegd, i.e. f is nu
een afbeelding van K in R]. Een dergelijke afbeelding heet een functionaal,
Onder een distributie of gegeneraliseerde functie verstaan we nu een func-

tionaal welke gedefinieerd is op een zekere klasse van testfuncties,
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We zullen nu de bovenstaande schets nader uitwerken. We specificeren eerst

de klasse K van testfuncties ¢(x):
Definitie I. Een testfunctie ¢(x) is een reeelwaardige functie gedefinieerd

VOOr X € R], welke aan de volgende eisen voldoet:

(1) o(x) € C®(RI) d.w.z. ¢(x) is oneindig vaak differentieerbaar,

(i1) 9(x) heeft een begrensde drager.

De drager (support) van 9(x) is de afsluiting van de verzameling der punten

X waarvoor ¢(x) # 0 is.

Voorbeeld van een testfunctie is de functie

eXP(X; ]): |x| <1,

0, |x[ z 1.

(1.4) e(x) =

De klasse K van testfuncties is een lineaire ruimte.

Op K definieren we het volgende convergentiebegrip:

Definitie II. De rij van testfuncties (mn(x)} c K is convergent naar 0, i.e.

o, 0 in K, indien geldt:

(i) De dragers van wn(x) liggen alle binnen een zelfde begrensd inter-

val. k
d7e_(x)
(ii) lim ¢ (x) = 0, lim —5 = 0, (k =1,2,,.,) uniform op
n>w n =+ dx

-0 < ¥ < o,
We komen nu tot de invoering van het begrip distributie:

Definitie III. Een continue lineaire functionaal f op K is een afbeelding

welke aan elke functie ¢ e K een reéel getal (f,9) toevoegt, met de eigen-
schappen:

(i) (f,c]cp1 + c2¢2) = cl(f,ml) + cz(f,mz) voor elke reéle €€, en

2
0,10, € K (lineariteit).
(ii) Indien 9, 0 in K, dan is ook (f,¢n) + 0 (continuiteit).

Definitie IV. Een distributie is een continue lineaire functionaal op K.

Voorbeelden |. Zij de functie f£(x) lokaal integreerbaar d.w.z. absoluut in-

tegreerbaar over elk eindig deelinterval van R, , dan behoort bij £(x) de

]D
distributie

L=-]

(£,9) = J f(x) o(x)dx, ¢ ¢ K.

-
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Men identificeert nu veelal de functie £(x) met de bijbehorende distributie
(f,9) en spreekt dan over de distributie f(x). Elke lokaal integreerbare
functie is dan tevens een distributie. Een distributie .die voortkomt uit een
lokaal integreerbare functie, heet een reguliere distributie.

2. De "&~functie" is de distributie gedefinieerd door

(63¢) = ¢(0), (1 K.

Men kan gemakkelijk bewijzen dat (§,¢) geen reguliere distributie is i.e.

er bestaat geen lokaal integreerbare functie f(x) met

[=+]

(8,9) = J f(x) p(x)dx = ¢(0), ¢ ¢ K,
zie Stakgold [11], Vol.I, p. 33. Toch schrijft men vaak naar analogie met 1.,

[

(&,9) = J S(x} 9(x)dx = 9(0).

—to

De "functie" &(x) en ook de integraal hebben dan alleen symbolische betekenis.

Rekenregels voor distributies:

1. We noemen twee distributies f,g identiek indien (f,9) = (g,p) voor elke
p ¢ K,
Evenzo definieren we: Twee distributies f,g zijn gelijk op het interval
a < x <b indien (f,p) = (g,0) voor elke ¢ ¢ K met drager binnen dat in-
terval,
Uit deze definitie volgt b.v. 8(x) = 0 voor x < 0 en voor x > 0.

2, Translatie. Zij f(x) een distributie dan definieren we de '"wverschoven"

distributie f(x—xo) door
(1.5) (f(xx4), 9(x)) = (£(x), o(x+x3)), ¢ € K.

Voor de verschoven §-functie 6(x—x0) zal daarom gelden

(1.6) (S (xxy), o(x)) = (8(x), o(xtxy)) = 9(xy), 9 € K.

3. Optelling en vermenigvuldiging met konstante., Zijn c 28,y reele konstanten

van twee distributies f,,f

dan wordt de lineaire combinatie ¢ £, + ¢, f, 125,

]
gedefinieerd door

(1.7) (C] fl + szz,@) = c](f].¢) + 62(f2,¢), ¢ € K.
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Deze lineaire combinatie is opnieuw een distributie. Distributies vormen

daarom een lineaire ruimte K' te noemen.

4. Vermenigvuldiging met een functie. Zij f een distributie en a(x) een on-

eindig vaak differentieerbare functie dan definieren we het product af

door
(1.8) (af,g) = (f,ap), ¢ ¢ K.

Merk op dat ap ¢ K is zodat (f,ap) betekenis heeft. Het product af is op-
nieuw een distributie,

Uit deze definitie wvolgt b.v.

(x6(x), 9(x)) = (6(x), x9(x)) =0, ¢ € K,

oftewel x8(x) = 0.
N.B. Het i1s niet mogelijk om het product van twee willekeurige distribu-
ties te definieren.

Opmerking, Voor reguliere distributies zijn deze rekenregels gelijkwaardig

met de overeenkomstige regels voor ‘'gewone" functies.

Differentiatie van distributies. We wensen het begrip afgeleide van een dis-

tributie zodanig te definieren dat voor een functie differentieerbaar in de

gewone zin, de distributie-afgeleide $amenvalt met de gewone afgeleide.
Ga daartoe uit van een functie f(x) welke differentieerbaar is in de gewone

zin., De afgeleide f'(x) definieert de distributie

oo

(1.9)  (£',0) = J £1(x) o(x)dx, 9 € K.

-0

Met partiéle integratie volgt dan

a0

110 (€0 = 10 o7, - [ £60 o' Gdx = ~(E0N.

—0o

Geleid door dit resultaat geven we nu de volgende definitie:

Definitie V. De afgeleide f' van een distributie f wordt gegeven door

(1.11) (f',9) = =(f,0'), ¢ € K.

Merk op dat ¢' € K is zodat (f,¢"') betekenis heeft. Men kan gemakkelijk ve-
rifieren dat de afgeleide f' eveneens een distributie is welke dus opnieuw

differentieerbaar is.
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Gevolg. Een distributie is willekeurig vaak differentieerbaar; de n-de af-

(n)

geleide £ van een distributie f wordt gegeven door

(.r1a) ™) = D (£,0™), ¢ ¢ k.
Voorbeeld. De eenheidsfunctie van Heaviside H(x)} wordt gedefinieerd door
H(x)=0,x<0,- H(x) =1, x>0,

De bijbehorende distributie wordt gegeven door

>}

(H,9) = J p(x)dx, ¢ ¢ K.
0

Voor de afgeleide H' vinden we nu

(=]

H',p) = ~(Hyg') = = J o' (x)dx = (0),
0

waaruit volgt H'(x) = &(x).

Evenzo wordt de afgeleide van §(x) gegeven door de distributie

(8",9) = =(8,0') = ="' (0).

Convergentie van distributies. In de ruimte K' van distributies voeren we

het volgende convergentiebegrip in:

Definitie VI. De rij van distributies {fn} c K' convergeert naar de distri-

butie f, i.e. fn + £ in K', indien voor elke p ¢ K geldt

(1.12) lim (£ ,9) = (£,0).

b1 R B - -]
Opmerking. Voldoende voor de convergentie van de rij van distributies {fn}
is dat voor elke ¢ ¢ K de getallenrij (fn,m), n=1,2,,.., convergent is,
Noemen we de limiet van de getallenrij (f,¢) dan is het duidelijk dat f een
lineaire functionaal op K is. Men kan voorts bewijzen (Gelfand-Schilow [4],
p. 354-355) dat de functionaal f continu is i.e. f is een distributie en

f =+ £f in K'.
n

Op analoge wijze kan men definieren de convergentie van een verzameling van

distributies ft welke afhangen van een continue parameter t:
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lim f, = f in K' als lim (ft,m) = (f,9) voor elke ¢ € K.

t
- .
t to t tO

(o]

Evenzo, een reeks van distributies nZ fn heet convergent met som s indien

voor de partiéle sommen s, = ¥ o¢ geldt, lim s
k n=] "n k + o

=S in K',

Stelling. Indien lim £ = f in K', dan is lim f' = £' in K'.
n - o n -+ « o
Bewijs.Merk op dat de afgeleiden f;, f' bestaan omdat een distributie dif-

ferentieerbaar is. Voor elke ¢ ¢ K geldt nu
(1.13) (£1,0) = —(£ ,9') > -(£,0") = (£',9)

indien n -+ <, Daaruit velgt 1im f' = £' in K'.
n >

Gevolg. Een convergente rij of reeks van distributies kan willekeurig vaak
termsgewijs worden gedifferentieerd.
Voorbeelden. 1. De rij van functies fn(x) = -n-1 cos nx convergeert uniform

naar 0 op ~» < X < ». Voor elke functie ¢ ¢ K geldt dan

o

lin (£ ,¢) = lin -

n -+ o n -+

=R

J cos nx o(x)dx = 0,

0

i.e. fn + 0 in K'. Volgens de stelling is dan tevens

lim f; =1im sinnx =0 in K'.
n > o noso .

Merk op dat deze limiet niet bestaat in klassieke zin.

2. Uit de theorie der Fourierreeksen is bekend de reeksontwikkeling

T cos nx
Z ===

2 772
- = Ix* - §ﬂ|x| + < -T<£xXx=T,

n=] n

welke reeks uniform convergent is; zie Collegedictaat Wiskunde 30, 1975,
p. 83. De reeks is tevens convergent in distributiezin (verifieer dit) zodat

na termsgewijze differentiatie volgt

-]

z EE%TEE = - tx - 47+ MH(X), -m<x<mw,
n=1
(1.14) 2 cos nx = = } + n8(x) , -r < x<TmW,

n=1
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Merk op dat de laatste reeks divergent is in klassieke zin. De betekenis van
de betrekking (1.14) is: Voor elke functie p € K met drager binnen het inter-

val (-m,7) geldt

o m i

Z f cos nx ¢(x)dx = -} j p(x)dx + mp(0) .
n=]

=T

Opmerking. Men kan gemakkelijk verdere voorbeelden geven van Fourierreeksen
welke divergent zijn in klassieke zin doch convergent in K' zijn. Algemeen
is te bewijzen dat de Fourierreeks van een periodieke, lokaal integreerbare
functie f(x) convergent in K' is met som f(x); zie Gelfand-Schilow [4],

p. 39,40.
3. Beschouw de verzameling van functies

2
1
(1.15) ft(x) = 3T exp (- %EJ, —© < X < o,

waarbij t een positieve parameter voorstelt. Men kan gemakkelijk afleiden

dat
® 0, x # 0,
(1.15a) J ft(x)dx =1, t » 0; lim ft(x) =
. t+0 @, X = 0.
We zullen nu aantonen dat
(1.16) 1im ft(x) = §(x) in K'
t+ 0
oftewel
1 i x2
(1.17) tlT . 5T J exp (- T p(x)dx = ¢(0)

-0

voor elke ¢ ¢ K.

Bewijs. We geven het bewijs in de onderstelling dat ¢(x) continu is in x = 0
en begrensd is voor —w < x < « i.,e, [m(x)] s M voor elke x. Een functie

¢ € K zal zeker aan deze onderstellingen voldoen.

Vorm nu het wverschil
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2
L=y J exp(~ ]Z(T:') o(x)dx — ¢(0) =

2
= E%== J exp( - %E) Lo(x) - ¢(0)Jdx, t > O.

Daar ¢(x) continu is in x = 0 laat zich bij ¢ > 0 een getal § > 0 vinden zo-
dat

lo(x) - 9(0)] < %ﬁ voor |x| < 6.

Splits nu de integraal I in drie stukken,
x2
I = II+12+I3 = 57/% J + J + J )exp(— ZE) Lo (x)—9(0) 1dx.

De drie integralen zijn als volgt af te schatten:

§ o
2 2
. 1 {
1) |1l s S [ exp (- %E |p(x)—p(0) [dx < %—57?? [ exp (- %Egdx = %E’
-8 o
‘s 1 i x2 2M ) 2
N v J exp(~ 77) [o(x)=9(0) [dx < Im= J exp(-y*)dy,
8 §/2vE
=6 2 -5/2)’?
(i) 1] < zlwt-- [ exp(= 72) [9(x)-9(0) |dx < %-1 J exp(-y*)dy.

Uit (ii), (iii) volgt I] 37 0 voor t + 0; er bestaat daarom een getal t0

]
zodanig dat |I][ < %E, |13| < %g voor 0 < t < t,. Combineer deze resultaten

0
met (i) dan volgt
I ) X
[z] = IE??? J exp(- 77) o(x)dx - ¢(0)| < g voor 0 < t < £y

-0

Daarmee is (1.17) bewezen.
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Opgaven. 1. Zij gegeven de verzameling van functies

t 1
ft(x) i e S 0.

X +t

Toon aan dat lim f (x) = 6(x) in K',
t
t +0
2, 7Zij gegeven een verzameling van lokaal integreerbare functies ft(x)

-0 < x < o t >0, met de volgende eigenschappen,

<]

ft(x) 20, —» < x <o, t>0; J ft(x)dx =1, t > 0;

b
lim f ft(x)dx = ] indien a < 0, b > 0.

t v+ 0
a

Toon aan dat lim £ {x) = 6(x) in K'.
t+0

Voor.verdere voorbeelden en opgaven zie Stakgold [11], Vol. I, chapter 1,
Gelfand-Schilow [41, Kap. I, §8],2.

6.2, Distributies in n variabelen.

We zullen nu de voorgaande theorie uitbreiden tot het geval van distributies
in n variabelen %X ,X,,...,%x . Daarbij maken we gebruik van de volgende kor-
1772 n

te notaties

)
2 2 2
x = (xl,xz,...,xn), |x| = (xl +oxy ot xn) , f(x) = f(xl,xz,...,xn),
(2.]) @ o o
I f(x)dx = J J E J f(x],xz,...,xn)dx]dxz;..dxn.

—00 -0 —0

We voeren weer in een klasse Kn van testfuncties gp(x):
Definitie I. Een testfunctie ¢(x) is een reeelwaardige functie gedefinieerd
VOOr X € Rn’ welke aan de volgende eisen voldoet:
(i) p(x) € Cm(Rn) d.w.z. 9(x) is oneindig vaak continu differentieer-
baar naar elk der variabelen.xi,
(ii) 9(x) heeft een begrensde drager.
Op de lineaire ruimte K van testfuncties definieren we weer é&n convergentie-

begrip op de bekende wijze:
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Definitie II, De rij van testfuncties {mm(x)} S Kn is convergent naar 0, i.e.

o, 0 in K » indien geldt:

(i) De dragers van @m(x) liggen alle binnen een zelfde begrensd gebied.
(ii) De rij {¢m(x)} en elke rij van partiele afgeleiden convergeren in
R uniform naar 0.
Het begrip distributie is dan analoog als voren in te voeren:

Definitie III. Een distributie is een continue lineaire functionaal op Kn.

Voorbeelden. 1. Zij de functie f(x) lokaal integreerbaar dan behoort bij

f(x) de distributie

(f,9) = I £(x) o(x)dx, ¢ € K.

R
n

Men identificeert weer veelal de functie f(x) met de bijbehorende distributie
(f,9) en spreekt wan een reguliere distributie f(x).

2. De "d-functie" is de distributie gedefinieerd door
(G,CP) = ¢|(0), P € Kn-

Symbolisch schrijft men vaak

(6,9) = J 8(x) p(x)dx = ¢(0),
R
n

waarbij echter te bedenken is dat &(x) niet een reguliere distributie is,

De in 56,1 geformuleerde rekenregels voor distributies blijven onveranderd
doorgaan. De distributies in n variabelen vormen weer een lineaire ruimte
K; te noemen. In K; introduceren we het volgende convergentiebegrip (verge-
lijk met §6.1):

Befinitie IV. De rij van distributies {fm} c KL convergeert naar de distri-

butie £, i.e. fm + £ in K&, indien voor elke ¢ ¢ Kn geldt

(2'2) lim (fm,CP) = (fsq])'

m —*>

Voorbeeld. Zij gegeven de verzameling van functies

n 2
(2.2a) ft(x) = (55??) exp(- l%%—), X e Rn, t > 0.
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Dan geldt lim ft(x) = §(x) in K;; verifieer dit resultaat.
t +0

We definieren voorts het begrip direct product van twee distributies: Zijn

b.v. fl(xl)’ fz(xz) distributies in &én variabele dan wordt het direct pro-

duct f!(xl) f2(x2) gedefinieerd door
(2.3) (fl(xl) fz(xz), @(Xlgxz)) = (fl(xl)s (fz(xz)’ m(xl!xz)))!cp(x] !xz) € K2-

Het direct product is hier een distributie in twee variabelen. Voor regu-
liere distributies valt het direct product samen met het gewone preduct.

Uit de definitie (2.3) volgt voor de &-funktie in R2 resp. Rn’

(2.4) §(x) = é(xl) 6(x2), resp. §(x) = 6(x!) 6(x2) ‘e é(xn).

Differentiatie van distributies. Analoog aan 56.1 geven we de volgende defi-

nitie:
Definitie V. De afgeleide fx (i =1,2,...,n) van een distributie f wordt
. i

gegeven door

(2.5) (£, ,0) = ~(F,0, ), 0 € K.

i i
Deze afgeleide is eveneens een distributie en daarom opnieuw differentieer-
baar, Distributies in n variabelen zijn willekeurig vaak differentieerbaar
naar elke combinatie van variabelen X sXgseoasX .

Zij nu L een lineaire differentiaaloperator van tweede orde, gegeven door

n
(2.6) Llulz | a,.(x)u + 7 ob,(®u. + c(x)u
i,j=1 i T ) B

met koefficienten aij(x), bi(x), c(x) e Cm(Rn). Indien u(x) een distributie
is dan heeft (2.6) betekenis en L[u] is opnieuw een distributie, Met behulp

van de definitie (2.5) volgt dat de distributie L[u] gegeven wordt door
*

(2.7) (Llulse) = (u,L'[eD), ¢ € K,

waarbij de differentiaaloperator L* gedefinieerd is door

n n

(2.8)  Llel= ] (a e, - [ (b)) + clxs.
1,j=1 1] i=1 1
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* -
Merk op dat L (9l ¢ Kn is zodat (u,L*[m]) betekenis heeft.

" _
De operator L heet de geadjungeerde (adjoint) van L. Indien L = L heet de

operator L zelf-geadjungeerd. De Laplace operator

2 2 2
(2.9) S N
2 2 2

ax X ox
1 2 n

is een voorbeeld van een zelf-geadjungeerde operator.
Addendum. De operator L en zijn geadjungeerde L* bezitten nog de volgende
eigenschap: Zij u(x), v(x) « Cz(Rn) d.w.z. de functies u(x), v(x) zijn twee

keer continu differentieerbaar in Rn’ dan geldt

[=¢)
o
e

x, ’

n
(2.10)  wLlul - w'(vl=dive = ]
=1 1

i

Q2

waarbij de vector-functie P(x) = {P](X), PZ(X),---, Pn(X)} gegeven wordt

door

n .
(z.11) Pi(x) = jzl[aij(x)uxjv - u(aiij)v)#j] + bi(x)uv;

verifieer deze resultaten. De vector—functie P(x) is bilineair in u en v.
Integreer nu de identiteit (2.10) over een begrensd gebied G c Rn met rand
I' welke stuksgewijs glad en orienteerbaar zal zijn. Onder toepassing van

de divergentiestelling van Gauss volgt dan de zgn. formule van Green

(2.12) J {vLlu] - uL’[v]}dx = J P.vdao,
r

waarbij v de naar buiten gerichte normaal op I' is en do het oppervlakte-
element van T voorstelt.
In geval L = L* = a (Laplace operator) gaat de formule van Green (2.12)

juist over in de tweede identiteit van Green.

Zwakke oplossingen van PDV's,

Zij gegeven de lineaire PDV van tweede orde in n variabelen

n n
(3.1) Llul= } agGu o+ ) biu *+elxu = £(0).
1,3=1 1] i=] i
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Zoals gedefinieerd in hoofdstuk I heet de functie u(x) een klassieke oplos-

sing of sterke oplossing van de PDV (3.1) in een gebied G < Rn’ indien
(i) ulx) « c2(@),

(i1) u(x) voldoet in G aan L[u] = f.

We zullen nu dit begrip oplossing uitbreiden. Beschouw daartoe nogmaals de
PDV (3.1) en onderstel dat de koefficienten aij(x), bi(x), c(x) € Cm(Rn)
zijn, Het rechterlid f(x) van (3.1) mag eventueel een distributie zijn.

De distributie u(x) heet nu een gegeneraliseerde oplossing of zwakke oplos-

sing van de PDV (3.1) indien L[ul = £ in distributie-zin d.w.z.
(3.2) (Llulyp) = (£,9), ¢ € K .
Met behulp van (2.7) is deze voorwaarde te herleiden tot
*
(3.3) (u,L [(P:]) = (f,cp), (U Kn:

waarbij de operator L* de geadjungeerde van L voorstelt.
Analoog: De distributie u(x) is een gegeneraliseerde of zwakke oplossing van
de PDV (3.1) in het gebied G indien

(3.4) W,L Tel) = (£,9)

voor elke functie ¢ ¢ Kn’ waarvan de drager geheel binnen G ligt,

Het begrip zwakke oplossing vormt een uitbreiding van het eerdere begrip
sterke oplossing zoals blijkt uit de volgende twee stellingen:

Stelling I. Elke sterke oplossing van (3.1) in G is tevens zwakke oplossing
in G.

Bewijs. Zij de functie u(x) sterke oplossing van (3.1) in G dan is

u(x) e CZ(G) en L[ul = f. Laat nu ¢ ¢ Kn een testfunctie zijn met drager

binnen G. Dan is volgens de formule van Green (2.12),

(3.5 J‘[CPL[U] - UL*[CP]}dX = JB.EdG =0,
r

omdat ¢(x) = 0, P(x) = 0 op de rand T van G, Daaruit volgt

(3.6) (u,L*[m1) = J uL*[¢]dx = j ¢ L{uldx = J p fdx = (£,9),
G G

m.a.w. u(x) is tevens zwakke oplossing van de PDV in G.
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Stelling II. Zij ‘de functie u(x) € CZ(G) zwakke oplossing in G van de PDV
Llul = £ met f « CO(G). Dan is u(x) tevens sterke oplossing in G.
Bewijs. Laat ¢ € K.n een testfunctie zijn met drager binnen G dan volgt met

behulp van de formule van Green (2.12),

(3.7) fm Lluldx = J uL*[eldx = (u,L Cel) = (£,0) = J'mfdx
G G G.
oftewel
(3.8) .J g{Llul - £}dx = 0.
G

Omdat Llul - f ¢ CO(G) is volgt uit (3.8) Llul = £ in G i.e. u(x) is sterke

oplossing van de PDV in G.

Opmerking. De lineaire PDV (3.1) kan ook zwakke oplossingen bezitten welke
niet tevens sterke oplossing zijn. In Stakgold [11], Vol. II, p. 44-47 wordt
een voorbeeld gegeven van een dergelijke zwakke oplossing voor de &&n-dimen-
sionale golfvergelijking; deze zwakke oplossing blijkt discontinu te zijn

over een karakteristiek.

Fundamentele oplossing. Laat L weer de lineaire differentiaaloperator van

tweede orde zijn als gedefinieerd in (3.1).

De distributie S(x;y) heet nu. een fundamentele oplossing voor de operator L

met singulariteit in y = (yl,yz,...,yn), indien S(x;y) zwakke oplossing is
van de PDV

(3.9) Lis(x;y)] = §(x-y).
Volgens de definitie (3.3) moet dan gelden
(3.10) ($(x3¥), LLo(x) D= (5Gx=y), ¢(x)) = ¢(¥), ¢ € K .

Uiteraard is de fundamentele oplossing niet eenduidig bepaald; men kan nog
een willekeurige oplossing van de homogene PDV L[u] = O toevoegen. Bij toe-
passingen voor een concrete PDV wordt de fundamentele oplossing meestal
nader vastgelegd door het opleggen van zekere begin- of randvoorwaarden of
van bepaalde symmetrie-—eigenschappen.,

" In het geval dat L een differentiaaloperator is met konstante koéfficienten,

volgt S(x;y) door translatie uit een fundamentele oplossing S(x:;0} met sin-
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gulariteit in 0,
(3.11) S(x3y) = S(x-y;0).

Met behulp van de fundamentele oplossing S(xjy) kan men zeer eenvoudig een
oplossing bepalen van de inhomogene PDV L[ul] = f(x). Schrijf daartoe het

rechterlid f(x) als een superpositie van 8-functies,

(3.12) f(x) = J S{x-y) £(y)dy.

R
n

Men noemt deze integraal de convolutie (convolution, Faltung) van 6 en f;
voor definitie en eigenschappen van het convolutie product zie Stakgold [111],

Vol.II, p.18-20, Gelfand—-Schilow [4], p. 104-117. Vorm nu analoog aan (3.12)

de integraal

(3.13) u(x) = J S(x;y) f(y)dy,
R
IL

dan is (onder zekere voorwaarden) u(x) een oplossing van de PDV Llul = f(x).
Deze afleiding van de oplossing is zuiver formeel en voornamelijk bedoeld
om de betekenis van het begrip fundamentele oplossing aan te geven. In de

navolgende hoofdstukken zullen we dit punt nader uitwerken voor een aantal

speciale PDV's.
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VII. Elliptisché PDV'sS: Laplace vergelijking en Helmholtz'vgggelijking.

Inleiding en recapitulatie,

Het eenvoudigste voorbeeld van ecen elliptische PDV is de Laplace vergelijking

(1.1) buEu o otu ot u . = 0.
171 272 nn
Diverse problemen uit de mathematische fysica worden beschreven door de Laplace
vergelijking met n = 2, n = 3, Het onderzoek van de Laplace vergelijking is
daarom van belang voor de toepassingen in de fysica. Daarnaast is de Laplace
vergelijking tevens representatief voor de klasse van elliptische PDV's als
geheel: vele resultaten voor de Laplace vergelijking zijn te generaliseren
tot algemenere elliptische PDV's.
Behalve de Laplace vergelijking onderzoeken we in dit hoofdstuk nog de

Poisson vergelijking

(1.2) Au = =f(x),

Helmholtz vergelijking

(1.3) Ay + du = 0,

waarbij X een konstante voorstelt.

Het onderzoek richt zich zo veel mogelijk op de PDV's in n onafhankelijke
variabelen X sXgsee X 3 in een aantal situaties beperken we ons tot de prac-—~
tisch belangrijke gevallen n = 2, n = 3,

Notatie. Analoog aan (VI. 2.1) gebruiken we weer de korte notatie
2 2 2 2
X = (x}’xz!'°"xn)! |x| = (X] + X2 +--s+ xn) 3
f(x) = f(xl,xz,...,xn),

J f(x)dx = JJ “ea J f(xl,xz,...,xn)dx]dx2 cas dxn.

G zal steeds een begrensd, enkelvoudig samenhangend gebied in Rn zijn., T is
de rand van G; waar nodig wordt I' stuksgewijs glad en orienteerbaar veronder-
steld zodat de divergentiestelling van Gauss kan worden toegepast. v is de

naar buiten gerichte normaal op T.



G is de afsluiting van G i.e. G = G + [, G, is het complement van G ten

opzichte van Rn' Voor de rand T is G het binnengebied en G
bied.

i het buitenge-
u(x) € Cm(G) betekent dat de funktie u(x) in G m keer continu differentieer-

baar is naar elke combinatie van de variabelen Xy sXpyenesX o

Recapitulatie. We recapituleren een aantal resultaten uit het Collegedictaat

Wiskunde 40, 1976, § 2.4, Tevens vertalen we deze resultaten naar het ge—

val van n variabelen.

Eerste identiteit van Green

(1.4) J (uAv + Vu.Vv)dx = J uv, do,
G r

geldig onder de voldoende voorwaarden u(x) e Co(a), CI(G), v(x) ¢ Cl(a),
CZ(G). vy is de normaalafgeleide van v, do is het oppervlakteelement van T.

Tweede identiteit van Green

(1.5) J {ubv = vAu)dx = J (m‘r\J - Vuv)dc,
G T '

geldig onder de voldoende voorwaarden u(x), v(x) € CI(E), CZ(G).
Definitie. De funktie u(x) heet harmonisch in G indien u(x) « Co(a), CZ(G)
en Au =0 in G,

Voor een harmonische funktie u(x) ¢ Cl(a) gelden de volgende integraalbetrek-

kingen

(1.6) a) J |Vu|2dx = J uu do, b) f u do = 0,
G T r

af te leiden uit (1.4), (1.5).

Met behulp van (1.6a) laat zich bewijzen de stelling:

Stelling I. Zij u(x) harmonisch in G met u(x) = 0 op T, dan is u(x) = 0 in G.
Zij u(x) harmonisch in G met uv(x) =0op T, dan is u(x) = konst. in G.

Met de Laplace vergelijking zijn de volgende randwaardeproblemen geassocieerd:

(i) Dirichlet probleem,

(1.7) M =0, x € G u(x) = g(x), x ¢ T,

(ii) Neumann probleem,

(1.8) ftu = 0, x € G; uv(x) = h(x), x ¢ T,.
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Uit stelling I volgt gemakkelijk:

Stelling II. De oplossing van het (inwendig) Dirichlet probleem is eenduidig.
De oplossing van het (inwendig) Neumann probleem is eenduidig op een kon-
stante na.

Uit (1.6b) volgt nog een nodige voorwaarde voor het bestaan van de oplossing

van het Neumann probleem (1.8), namelijk

(1.9) J h(x)do = 0.
r

Maximum-minimum principe voor harmonische funkties.

Maximum—minimum principe. Zij de funktie u(x) harmonisch in G, dan neemt

u(x) haar maximum en minimum aan op de rand T van G.

Bewijs. Voer in M = max u(x), m = min u(x) dan is te bewijzen
x ¢ T xe T

(2.1) m< u(x) <M, x ¢ G.

We bewijzen alleen de rechterhelft van de ongelijkheid (2.1).
Stel daartoe dat er een punt Xy € G bestaat met u(xo) =M+n, n > 0, Voer

dan in een funktie v(x) gegeven door

2
(2.2) v(x) = u(x) + Glx—xol , 8§ >0,
Op de rand T geldt nu

(2.3) v(x) £ M+ § max |x-x0[2 =M + 6r2, xeT,
xe T

terwijl v(xo) = u(xo) is. Kies nu § zo klein dat geldt
(2.4) Mo’ <Mn = ulxg) = vlxy)

De continue funktie v({x) zal dan op G zijn maximum aannemen in het inwendi-

ge van G i.e. in een punt x; ¢ G. In dat punt x; zal gelden

(2.5) v (x;) < 0, Av(x;) < 0.

X.X.
11

Anderzijds is echter
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n
(2.6) Av = Au +§ A[ X (xi-XOi)z] = 2n§ > 0,

i=1

zodat we tot een tegenspraak komen.

Daarmee is bewezen u(x) < M voor x ¢ G.

Opmerking. In 47.5 zullen we een tweede bewijs geven van dit maximum-minimum

principe met nog de volgende toevoeging: Indien de funktie u(x) haar maxi-

mum of minimum (tevens) aanneemt in het inwendige van G, dan is u(x) = konst.

in G.

Opgave. Toon aan dat een analoog maximum-minimum principe geldt voor oplos-

singen van de Helmholtz vergelijking:

Zij de funktie u(x) ¢ Co(a) in G oplossing van de Helmholtz vergelijking

fu + Au = 0 met A < O, dan neemt u(x) haar positief maximum en negatief mi~

nimum (indien aanwezig) uitsluitend aan op de rand T van G.

Met behulp van het maximum-minimum principe bewijzen we nogmaals het eerste
deel van stelling II uit §7.! in de volgende uitgebreidere vorm:
Stelling. De oplossing van het Dirichlet probleem voor de Laplace vergelij-

king i.e.
(2.7) Auw =0, x e Gy ulx) = g(x), x e T,

is eenduidig en hangt continu af van de randwaarde g(x).

Bewijs. (i) Eenduidigheid. Onderstel dat het probleem (2.7) twee oplossingen

ul(x), uz(x) bezit. Vorm dan het verschil w(x) = ul(x) - uz(x), dan is v(x)
harmonisch in G en v(x) = 0, x ¢ T. Ook het maximum en minimum van v(x) op
I' zijn dan 0, waarna met het maximum-minimum principe volgt v(x) = 0 i.e.
u](x) = uz(x), X e G.

Opmerking. Bij het bovenstaande eenduidigheidsbewijs wordt verondersteld
u(x) € CO(E). Het bewijs van stelling II uit §7.1 is gebaseerd op de iden-
titeit (l.6a) en veronderstelt daarom u(x) ¢ CI(E).

(ii) Continue afhankelijkheid. Beschouw het Dirichlet probleem (2.7) met

randwaarde g(x) = gl(x) resp. g(x) = gz(x) en noem de bijbehorende op~
lossing u](x) resp. uz(x). Zij nu |g](x) - gz(x)] £ e, x e[, dan is te be-
wijzen [ul(x) - uz(x)| < e, x € G. Vorm daartoe het verschil

v(x) = ul(x) - uz(x), dan is v(x) harmonisch in G en v(x) = gl(x) - gz(x)’

x € T'. Er zal nu gelden

(2.8 -¢ < min [gl(x) - gz(x)] < max [gl(x) - gz(x)] < e,
xe T X el
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Met het maximum—minimum principe volgt dan —€ < v(x) < € i.e.
lq](x) - uz(x)l < e, X € G.

Opmerking. Het Dirichlet probleem voor de Laplace vergelijking voldoet aan
twee van de drie eisen voor een correct gesteld probleem.

Opgave. Bewijs ook dat de oplossing van het Dirichlet probleem voor de Helm-

holtz vergelijking Au + Au = 0 met A < 0, eenduidig is en continu afhangt

van de randvoorwaarde. Maak gebruik wan het maximum—minimum principe voor
oplossingen van de Helmholtz vergelijking.

Bewijs de eenduidigheid ook met behulp van de eerste identiteit wvan Green.

Stelling van Kelvin, uitwendig Dirichlet en Neumann probleem voor de Laplace

vergelijking.

: . - 2
Inversie t.o.v. een bol. Laat B een bol in Rn zijn gegeven door |x|2 = a .

We noemen nu de afbeelding

2 2

(3.1) y = = 7 X, ¥, = S — X,, i =1,2,...,n,
| x| '

inversie t.o.v. de bol B, Het punt y heet de inverse van x t.o.v. B. Opge~-

vat als vectoren hebben x en y dezelfde richting, terwijl voorts geldt

x| 7] = &,

Eigenschappen van de inversie:

a) Indien x wordt afgebeeld op y, dan wordt y afgebeeld op x; de punten x
en y zijn dus elkaars inverse.

b) De punten van de bol B worden op zichzelf afgebeeld. Het binnengebied
van B gaat over in het buitengebied en omgekeerd.

c) Voeg aan Rn een punt = toe dan wordt {definitie) x = 0 afgebeeld op

y = = en omgekeerd.

Stelling van Kelvin (1847). Zij de funktie u{x) harmonisch in G, dan is de

funktie

2
(3.2) v(x) = l L u( 2 x)
x| |

x|

. . . * . . .
harmonisch in het gebied G ontstaan uit G door inversie t.o.,v. de bol

[x|2 = a2.
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Bewijs. Voer in de notatie

2
(3.3) y = —E_E Xy, v(x) =
x|

*
X|“‘2 u(y); x e G, y e G.

Met elementair rekenwerk is de afgeleide Ve x uit te drukken in de funktie
it
u en haar afgeleiden van eerste en tweede orde. Sommatie van de aldus bere-

kende afgeleiden Ve x blijkt nu te leiden tot

1 1
a4 v ot
(3.4) v=—2_ Y u o8& _ aiop
|2 g2y YiYy o [x|P*2 ’

3 * - *
i.e, v(x) is harmonisch in G .

Regulariteit in het punt «, Zij GI een buitengebied inwendig begrensd door

de rand T, en zij de funktie u(x) harmonisch in G,. Onderstel dat het punt
x = 0 binnen T ligt. Inversie t.o.v. de bol lez = a2 doet dan T, G1 over-

gaan in F*, GT; GT zal het gebied binnen r zijn met uitzondering van het

punt x = Q. Volgens de stelling van Kelvin is de funktie

1 a2
(3.5) vix) = u( 5 x)
x|

. . *
harmonisch in G].

Definitie., Zij de funktie u(x) harmonisch in een buitengebied G!. Dan heet

u(x) regulier in het punt = indien de funktie v(x) gegeven door (3.5), har-
monisch is in GT aangevuld met het punt x = 0,

Voorbeeld., De funktie u(x) = 1 is harmonisch in ieder buitengebied G]. Even~

wel de funktie is regulier in = alleen in R, en niet in Rh’ n = 3.

2
We geven nog de volgende stellingen over het gedrag voor ]x] + o van een
harmonische funktie regulier in «:

Stelling I, Zij de funktie u(x) harmonisch in een buitengehied G, < Rn en

regulier in het punt =, Dan geldt voor r = Ix[ +> o,

(3.6) u(x) = o( ‘ 2), |vu(x)| =

n-—
r
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Bewijs. Overeenkomstig (3.5) is de funktie u(x) als volgt voor te stellen

2

=1 =2 _ *
(3.7) u(x)—m_—zv(Y)sY [xzxaxeclyyeG]’

Volgens definitie is dan v(y) harmonisch in GT aangevuld met het punt y = 0.

Kies nu een getal R zodanig dat de omgeving |y| < a2/R van y = 0, in G? lige.
Op deze omgeving zijn v(y), Vv(y) begrensd i.e.
2
(3.8) [v(y)] = M, (w(y)| < M,, ly| < a“/R.
Met (3.7) volgt nu onmiddellijk
" !
(3.9) lu(x)| < —— x| > R i.e. u(x) = o( n-—2)'
x| r
Evenzo volgt na differentiatie van (3.7),
2
{n=-2)x, 2 2a"x. n
u o= — Ly+ -2 — V. - niz Z v. ¥%X,,1=1,2,...,n,
i x| EIRERE T L MRS T
en vervolgens met (3.8)
(n—2)Ml 3a2M2
(3.10) |Vu(x) | < ——*+ ——=, [x[ = x> &
r r
Stelling IT. Zij de funktie u(x) harmonisch in een buitengebied G, <R .

Indien u(x) begrensd is (in geval n = 2) resp. u(x) + 0 (in geval n 2 g)

voor lx( + =, dan is u(x) regulier in het punt =,

Voor het bewijs van deze stelling zij verwezen naar Petrowski [7], p. 201-202,
210-213, Tychonoff-Samarski [12], p. 287-288.

en re-

! —

Integraalbetrekkingen. Zij de funktie u(x) ¢ C](al) harmonisch in G
gulier in het punt =, dan geldt

(3.11) a) J qu|2dx = - J uuvdc, b) J uvdo = 0 alleen in R..

2
Gl r r

Bewijs. Kies een getal R zodanig dat de bol B: [x] = R de rand T van GI om~
sluit. Laat D het gebied zijn begrensd door I' en B dan volgt uit (1.6a),




(3.12) f | 74| %dx = J wu_do - J uu_do.
Vv v
D B r

Met behulp van stelling I is eenvoudig in te zien dat J uuvdo + 0 indien

B
R + «, In de limiet voor R + « zal (3.12) dan overgaan in (3.1la).

Evenzo volgt uit (l1.6b),

(3.13) J u dg = J u do.
v v
B

Voor R » » geldt weer J uvdo + 0, echter alléen in R2 en niet in Rn’ nz>3

B
(zie stelling I). Daarmee is (3.11b) bewezen.

Stelling III. Zij u(x) harmonisch in Gl’ regulier in het punt « en zij
1 c Rn’ regu—

u(x) = 0 op I, dan is u(x) = 0 in El' Z1ij u(x) harmonisch in G
0 op I', dan is u(x) = konst. (in geval

lier in het punt = en zij uv(x) =
n = 2) resp. u(x) = 0 (in geval n = 3) in El.
Bewijs. Indien u = 0 of u, = 0 op T volgt uvit (3.11a)

(3.14) I |vu|%ax = ©

G

oftewel u(x) = C = konst. in 61. Indien u(x) = O op I' zal C = 0 zijn. In
geval uv(x) =0op Tl en n 2z 3 geldt eveneens C = 0 omdat u(x) regulier is
in het punt «. Slechts in het geval uv(x) =Q0Qoplenn=2 kan de konstante

C niet nader worden vastgelegd.

Voor het buitengebied GI kan men nu de volgende randwaardeproblemen stellen:

(i) Uitwendig Dirichlet probleem,

Au = 0, x ¢ G]; u{x) regulier in ;
(3.15)
ax) = g, (x), x € T.

(ii) Uitwendig Neumann probleem

As = 0, x ¢ G]; u(x) regulier in e
(3.16)
uv(x) = hl(x), xel .,
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Uit stelling III volgt dan gemakkelijk:

Stelling IV. De oplossing van het uitwendig Dirichlet probleem is eenduidig.
De oplossing van het uitwendig Neumann probleem is eenduidig op een konstante
na in R2 resp. eenduidig in Rn, n z 3,

Uit (3.11b) volgt nog een nodige voorwaarde voor het bestaan van de oplossing

van het uitwendig Neumann probleem (3,16) in Rz, namelijk

(3.17) J h](x)dc = 0,
r

Opgave. Bewijs het eerste deel van stelling IV ook met behulp van het maxi-

mum-minimum principe voor harmonische funkties.

Fundamentele oplossing voor de Laplace operator.

Een fundamentele oplossing S(xjy) voor de Laplace operator —A met singulari-

teit in y voldoet volgens definitie (VI. 3.9) aan de PDV
(4.1) AS(x3y) = -6 (x~y).

S(x;y) volgt door translatie uit een fundamentele oplossing S(x;0) met sin-

gulariteit in O,
(4.2) S(x3y) = S(x-y;0).

We bepalen nu een speciale fundamentele oplossing 5(x30) = S(x) welke al-
leen afhangt van r = [x[. Voor r > 0 voldoet 5 aan de PDV AS = 0 welke verge-

lijking nu overgaat in

n-1 _
(4.3) Srr e Sr = 0.

De algemene oplossing van deze GDV luidt

C
n=2; S(x) = nEZ +D,n =23,
r

(4.4) S(x) = Czlog r +D

2’
Hierbij zijn Cn, Dn willekeurige integratiekonstanten.

In het vervolg stellen we Dn = 0 terwijl Cn wordt bepaald op de volgende
heuristische wijze. Integreer de PDV AS = -§(x) over het gebied Ge: Ixf < g
begrensd door de bol BE: |x| = €. Dan volgt onder formele toepassing van de

divergentiestelling van Gauss,




(4.5) J 48 dx = J 5 da = J 5 do = - J s(x)dx = -1.
GE B€ BS GE

Substitueer voor Sr op BE de waarde volgens (4.4) dan vinden we

€
J Srdc == J do = 2nC, = -1, n = 23

2
B B
€
.6
(4.6 (n-2)C
J S do = - — J do = —=(n-2)s C = -1, n 2 3,
© B
B €
Hierbij is gesteld
4.7 f do = oppervlakte bol BE = cnanul;

B
€

de konstante 9 is de oppervlakte van de eenheidsbol in Rn'
Uit (4.6) zijn de konstanten Cn eenvoudig af te lezen waarna de fundamentele

oplossing S(x) gegeven wordt door

(4.8)  S(0) = g log Ty, 0 = 25 S(x) = T Ix;n_z, n = 3.

Lemma. Voor een n-dimensionale bol met straal r worden volume Vn(r) en opper-—

vlakte On(r) gegeven door de formules

=1
(4.9) V() =rr, 0 (r) =orx" ",

met

An nﬂ%n

Tr — - —
(4.10) TS TY;;;TT ’ Un = nTﬁ'-'FfIE:TY .

Het bewijs van dit lemma wordt aan de lezer overgelaten; zie eventueel Stak-
gold [111, Vol. II, p. 14,15.
Voorbeeld. T, =T, 0, = 2n; Ty = 4w /3, 03 = 47,

Verificatie der fundamentele oplossing. We zullen nog verifieren dat de funktie

(4.8) inderdaad zwakke oplossing is van de PDV AS = -8(x). Daartoe is te be-

wijzen dat

(4.11) (8(x)s A9(x}) = = (§(x), o(x)) = —9(0), ¢ ¢ K -
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We geven het bewijs alleen voor het geval n = 3. Aangezien S5(x) een regu-

liere distributie is gaat de te bewijzen betrekking (4.11) over in

1 A (x) L
(4.12) AL J — =2 dx = —9(0), 9 € Kn’
n r
R
n
waarbij weer |x| = r gesteld is.
Voer weer in het gebied G_ : |x| < ¢ met rand B, ¢ |x] = e. Met behulp van

de tweede identiteit van Green (1.5) is nu af te leiden

1 Ag (x) B 1 Ag 1
(4.13) (n-2)0n J rn—2 dx = (n-z)cn J [rn—Z ¢’A( n—ZJ}dx

R -G R -G r
n € n e
= - ] l -— a— _.1_._ do-
(n—2)c n-2 %r T ¥ 37\ n—2
n o r
€
I _ 1
= ) = J ¢rd0 - vy J pda.
OnE B nE B
£ €

Hierbij is te bedenken dat ¢(x) een begrensde drager heeft, Uit de continui-

teit van ¢(x) in x = 0 en uit de begrensdheid van o, volgt nu gemakkelijk

Go14)  lim ——L | G ds =0, lin ——— | gdo = p(0).
e +0 (n=2)g €n-2 r e~>0 ¢ En—l
n B n BE

Na een limietovergang e + 0 zal dan (4.13) overgaan in de te bewijzen be-

trekking (4.12).

De fundamentele oplossing S(x;y) met singulariteit in y wordt overeenkomstig
(4.2), (4.8) gegeven door

a l ‘l a . . = 1 ]
(4.]5) S(X,Y) = "2? 108 '|__x__yl"9 n=2; S(X:Y) (n_z)o.

—5 » 0 2 3.
n |x-y|

In RZ’R3 is S(x;y) te interpreteren als de electrostatische potentiaal in x
tengevolge van een positieve eenheidslading in het punt y.

Opgave. Toon aan dat een analoge fundamentele oplossing voor de Helmholtz

operator —Arkz gegeven wordt door
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explik|x-y|]
b | x—y |

(4.16)  sGuy) = £ BSD Gelxy]), n = 23 sCasy) = , n = 3.

Hierbij is H de Hankelfunktie van eerste soort en orde 0.

(1)
0 2
Verifieer dat S(x:y) zwakke oplossing is van de PDV 4S + k“S = -§ (x—v).

Met behulp van de fundamentele oplossing (4.15) kan men eenvoudig een oplos—

sing bepalen van de Poisson vergelijking

(4.17) A= =f(x), x ¢ G,
Schrijf daartoe f(x) als een superpositie van §—funkties,

(4.18) f(x) = J §(x-y) £(y)dy, x ¢ G,
G

dan volgt formeel dat

(4.19) u(x) = J S(x;y) f(y)dy
G

oplossing is van (4.17).
Voor n = 3 b,v. gaat (4.19) over in

4.20)  u(x) =£’,T in_; dy,

te interpreteren als de potentiaal van een ladingsverdeling in G met dicht-
heid £(x).

Met klassieke analyse is te bewijzen dat onder zekere voorwaarden voor f de
funktie u(x) inderdaad oplossing is van de Poisson vergelijking:

Stelling., Zij £(x) ¢ CI(E) dan is ufx) ¢ CI(E), CZ(G) en u(x) voldoet zan de
Poisson vergeliiking Au = —-f(x)}, x ¢ G.

Voor het bewijs van deze stelling zij verwezen naar Courant-Hilbert [2],

p. 246-248, Hellwig [51,p. 173-176.

Ogmerking. In het buitengebied Gl is u(x) continu en willekeurig vaak dif-

ferentieerbaar, terwijl voorts geldt Au = 0 in Gl’

Derde identiteit van Green. Zij de funktie u(x) ¢ C](E), Cz(G). Uit de twee-

de identiteit van Green (1.5) met v(x) = S(x;y) gesteld, volgt nu




(4.24) uly) = - J S(x;y)audx — J [S(x;y)uv(x) - u(x) Sv(x;y)]dcx, vy e G
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(4.21) J Lu(x) 4s(x3y) - S(x;y)fuldx = J Lu(x) Sv(x;y) - S(x;y)uv(x)]dcx
G T

waarbij dcx aangeeft dat x de integratievariabele is. Met de formele herlei-

ding

-u(y), y € G,
(4.22) J u(x) AS(x:;v)dx = - J u(x) $(x-y)dx =
G G 0 s Y eG

1’
gaat (4.21) over in de volgende representatie voor u(y),

(4.23) u(y) = - J S(x;y)ludx + f ES(x;y)uv(x) - u(x)Sv(x;y)idox, y € G,
G T

Voor y € G] is het rechterlid wvan (4.23) gelijk aan nul. Men noemt (4.23) wel

de derde identiteit van Green. Voor een klassieke afleiding van (4,23) in

het geval n = 3 2ij verwezen naar Tychonoff-Samarski [12], p. 277-278.

Merk op dat de identiteit (4.23) ook geldig blijft indien S{x;y) een wille-
keurige fundamentele oplossing is niet noodzakelijk gelijk aan de fundamen-
tele oplossing (4.15).

Opgaven. 1, Zij de funktie u(x) € C](EI), CZ(GI) regulier in het punt = d.w.z.
het gedrag van u(x) voor |xl > ® wordt beschreven door (3.6). Leid af de

derde identiteit van Green voor het buitengebied Gi’

l‘
Gl T

2. Zij de funktie u(x) e C (G), C (G) in G c R oplossing van de Helmholtz
vergelijking Au + k u = 0. Leid af voor n = 2 resp. n = 3 de integraal-
formule van Weber (1869)

g1

Bv Hy “(k[x=y|])ldo_, vy € 6,

(4.25) uly) = % J EHél)(klx-yl)u (x) - u(x) —
r :

resp. de integraalformule van Helmholtz (1859)

(4.26) u(y) = 4 J [%EPEikIX-YII (x) - u(x) ——PEIka‘Yl] do_, ¥ ¢ G.

b [ x=y| [z=y] X
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Maak gebruik van de in (4,16) gegeven fundamentele oplossing voor de Helm-

holtz operator,

Middelwaarde-eigenschap voor harmonische funkties.

Middelwaarde-eigenschap. Zij de funktie u(x) harmonisch in G c Rn' Voor elk

boloppervlak B met middelpunt y en straal R dat geheel binnen G ligt, geldt

dan

!

o Rn~1
n

(5.1 u(y) = J u(x)do,

B

i.e. u(y) is gelijk aan de gemiddelde waarde van u(x) over B.
Bewijs. We geven het bewijs alleen voor het geval n > 3. Ga uit van de derde

identiteit van Green (4.23) en neem voor T het holoppervlak B, dan is

] 1 3 1
(5.2) u(y) = —— J [—-—_ u (x) - u(x) — {-——-———_. }Jdo
(n ZSUn . |x-y|® 2 v v |x-y|® 2

1

| d 1
= ——————— | u (x)do - s——5v— J u(x) - (—:")dc
(n—Z)UnRF 2 BJ v (n 2)0n : dr " 2

Hierbij is nog gebruik gemaakt van de integraalbetrekking (1.6b).

Maximum-minimum principe. Zij u(x) ¢ CO(E) en laat u{x) in G de middelwaarde-

eigenschap bezitten. Dan neemt u(x) haar maximum en minimum aan op de rand
I' van G. Indien u(x) haar maximum of minimum (tevens) aanneemt in het inwen-

dige van G, dan is u(x) = konst. in G.

Bewijs. We geven het bewijs alleen voor het maximum. Zij M = max _u(x), voer

. . xe G
dan in de verzamelingen €

(5.3) § = {x I xe G, u(x) =M}, T = {x ' x e G, u(x) < M}.

Dan zijn S en T disjunct i.e. S n T =P, terwijl Su T = G.
We tonmen nu aan dat S en T open zijn:
(i) 2ij Y, € §, dan is u(yl) = M, Laat Bl een boloppervlak zijn met middel-

punt y, en straal R, dat geheel binnen G ligt.

1
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Voor elke bol B met middelpunt y, en straal R < Rl geldt dan de middelwaarde-

eigenschap

—"%I— J UCX)do’.
onR B

(5.4) U(YI) =M=

Uit (5.4) volgt noodzakelijk u(x) = M, x ¢ B oftewel u(x) = M, [x—yJ] < Rl'
De omgeving Ix-y][ < Rl van y, behoort dus geheel tot S.

(i1) zij Y, € T, dan is u(yz) < M. Wegens u(x) ¢ CO(E) bestaat er een omge-—
ving van Yoo waarbinnen eveneens u(x) < M is. Deze omgeving behoort dus ge-
heel tot T,

G is hiermee de vereniging van twee disjuncte, open verzamelingen. Ander-
zijds: G is een gebied d.w.z. G is niet de vereniging van twee disjuncte,
niet-lege, open verzamelingen {Ackermans-Van Lint (1], p. 260). Daaruit

volgt:

a) Of S =0, i.e. u(x) < M, x ¢ G; u(x) neemt haar maximum aan op T.
b) OfF T =0, i.e, u(x) = M, x ¢ G; dan is u(x) = M = konst. in G.
Gevolg. Harmonische funkties bezitten de middelwaarde—eigenschap. Hetzelfde

maximum-minimum principe geldt daarom ook voor harmonische funkties.

De middelwaarde-eigenschap laat de volgende omkering toe:

Stelling. Zij u(x) ¢ CO(E) en laat u(x) in G de middelwaarde-eigenschap be-
zitten, dan is u(x) harmonisch in G.

Bewijs. Laat B een boloppervlak zijn dat geheel binnen G ligt. Voer dan in
de funktie v(x) welke harmonisch is binnen B met v(x) = u(x), x ¢ B; de
funktie v(x) is expliciet te bepalen met (8.8), (8.26).

De verschilfunktie u{x) - v{x) bezit nu in B de middelwaarde-eigenschap,
terwijl u(x) ~ v(x) = 0, x ¢ B. Volgens het maximum-minimum principe is dan
u(x) - v(x) = 0 oftewel u(x) = v(x) binnen en op B. De funktie u(x) is dus

harmonisch binnen elke bol B in G, i.e. u(x) is harmonisch in C.

Funkties van Green en Neumann.

Definitie I. De funktie van Green G(x;y), x € G, y € G wordt gedefinieerd

door de volgende eigenschappen:

(i) G(x3y) is een fundamentele oplossing voor de Laplace operator ~A
met singulariteit in y, i.e. LG(x3y) = —0(x~y);
(ii) G(x3y) = 0, x ¢ T.
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Uit (i) volgt dat G(x3y) is voor te stellen door
(6.1) G(xsy) = S(x3y) + g(x;v),

met S(x;y) gegeven door (4.15). De funktie g(x;y) is vervolgens oplossing
van het Dirichlet probleem

(6.2) Ag(x3y) = 0, x € G; g(x3y) = -S{x3y), x ¢ T.

De oplossing van het probleem (6.2) is eenduidig zodat G(x;y) door de defini-
tie I eenduidig wordt vastgelegd.

Opmerkingen. 1. De volledige naam van de funktie G{x;y) luidt "funktie van
Green (van de eerste soort) voor de Laplace operator in het gebied G".

2. In R3 is te schrijven

(63 G5y = sy * 86y

De funktie G{(x;y) is dan te interpreteren als de potentizal in x van een

eenheidslading in het punt y binnen de geaarde geleider T (Green, 1828).

3. In R2 bestaat er een nauw verband tussen de funktie van Green G(x;y) en
de afbeeldingsstelling van Riemann uit de funktietheorie; zie Hellwig [5],

p. 35-36.

Definitie II, De funktie van Neumann N(x;y), X ¢ 6,_y e G wordt gedefinieerd

door de volgende eigenschappen:

(i) N(x;y) is een fundamentele oplossing voor de Laplace operator -A
met singulariteit in y, l1.e. AN(x}y) = -6{x-v):

(ii) Nv(x;y) = -1/Q, x ¢ T, waarbij @ = oppervlakte van T;

(1ii) J N(x;y)dcx = 0.
T
Uit (i) volgt

(6.4) J Nv(X;Y)dcx = J AN(x;y)dx = - J §(x-y)dx = -1.
T G G

Deze relatie verklaart de eigenschap (ii). N(x;y) is weer voor te stellen

door

(6.5) N(x3y) = S(x;y) + n(x;y),
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met S(x;y) gegeven door (4.15). De funktie n(x;y) is dan oplossing van het

Neumann probleem
{6.6) dn(x;y) = 0, x € G; nv(x;y) = —Sv(x;y)—l/ﬂ, x € T.

De oplossing van dit probleem is eenduidig op een konstante na. Genoemde
konstante wordt bepaald door de eigenschap (iii) zodat N(x;y) door de defi-
nitie II eenduidig wordt vastgelegd.

Opmerking. De volledige naam van de funktie N(x;y) luidt "funktie van Neu-
mann of funktie van Green van de tweede soort voor de Laplace operator in
het gebied G".

Addendum. Men kan op analoge wijze invoeren de funkties van Green en Neu-
mann voor een buitengebied G]. Aan de definities I,II dient dan te worden
toegevoegd de eigenschap dat G(x;y), N(x;y) als funkties van x regulier zijn

in het punt <,

Symmetrie-eigenschap. De funkties van Green en Neumann zijn symmetrisch in

de argumenten x en y, d.w.z. G(xjy) = G(y;x), N(x;y) = N(y:x).
Bewijs. We geven het bewijs alleen voor de funktie van Green. Ga daartoe
uit van de tweede identiteit van Green (1.5) met u = G(x;yl), v = G(x;yz)

gesteld,

(6.7) f [G(x;yl) AG(x;yz) - G(x;yz) AG(x;Yl)]dx =
G

= J [G(x;y]) Gv(x;yz) - G(x;yz) Gv(x;y])]dox.
r

Met behulp van de definiérende eigenschappen van de funktie van Green gaat

(6.7) juist over in
(6.8) G(y,3y,) = Gly 3y,).

Opmerking. Men kan de symmetrie-eigenschap ook op klassieke manier bewijzen
zonder gebruik van é-funkties; ga dit na, zie eventueel Tychonoff-Samarski
[12], p. 305-306.
Opgave. Bewijs de volgende ongelijkheden voor de funktie van Green G(x;y):
0 < G(x3y) < S(x3y) + konst., X,y € G ¢ Ry3
{6.8a)
0 < G(x;y) < S{x3y), X,y € G < R, n23.
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De funkties van Green en Neumann zijn van bijzonder veel nut voor de oplos-

sing van het Dirichlet probleem en Niumann probleem voor de Laplace vergelij-

king of Poisson vergelijking. Vervang daartoe in de derde identiteit van
Green (4.23) de funktie S(x;y) door G(x;y) resp. N(x;y) dan komen we tot de

volgende representaties voor u(y),

(6.9) u(y)

- I G(x;y)Audx - J ulx) Gv(X;Y)de’ ¥ e G,
G r

(6.10) u(y)

- J N(x;y)Audx + J N{x;y) “v(x)dUX + % J u(x)do, y € G,
G r T

geldig indien u(x) ¢ Cl(a), CZ(G).
Beschouw nu de bekende randwaardeproblemen voor de Poisson vergelijking:

(i) Dirichlet probleem,

(6.11) du = —f(x), x € G} u(x) = g(x), x ¢ T.

(ii) Neumann probleem,

(6.12) bu = -f(x), x € G; uu(x)=h(x), x e T.

Neem aan dat de funkties van Green en Neumann G(x;y), N(x;y) voor het ge-
bied G bekend zijn.

Indien nu de oplossing u(x) van het Dirichlet probleem bestaat met

u{x) e Cl(a), C2(G), dan volgt uit (6.9), (6.11) dat deze oplossing voor

te stellen is door

(6.13) uly) = J G(x3y) f(x)dx - J g(x) Gv(x;y)dcx, v e G,
G r

Evenzo, indien de oplossing u(x) van het Neumann probleem bestaat met
u(x) € Cl(a), CZ(G), dan volgt uit (6.10), (6.12) dat deze oplossing voor

te stellen is door

(6.14) uly) = J N(x3;y) f£(x)dx + J h(x) N(x;y)dcx + %' J u(x)do, y ¢ G.
G r T

Merk op dat (6.13), (6.14) nog steeds representaties voor de oplossing zijn,

alleen geldig indien de oplossing u(x) bestaat met u(x) e clcé); CZ(G).
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De rechterleden van (6.13), (6.14) bevatten enkel bekende funkties, afge-
zien van de laatste term in (6.14) welke evenwel konmstant is.

We verwachten nu dat (6.13) resp. (6.14) (met weglating van de konstante
term) tevens de oplossing zal zijn van het Dirichlet probleem resp. Neumann
probleem. Daartoe moet worden bewezen dat de funktie u(y) als gegeven door
(6.13), (6.14) inderdaad voldoet aan de Poisson vergelijking in G en aan de
randvoorwaatde op I'. Zodra deze punten geverifieerd zijn is de existentie
van de oplossing van Dirichlet en Neumann probleem aangetoond; de oplossing
wordt gegeven door (6.13) resp. (6.14). In §7.8 zullen we dit programma uit-

werken voor het Dirichlet probleem voor het binnengebied van een bol.

Met behulp van de funkties van Green en Neumann kan dus in principe de exis-
tentie van de oplossing van Dirichlet en Neumann probleem worden bewezen.

De verkregen oplossingen (6.13), (6.14) zijn evenwel alleen bruikbaar indien
de funkties van Green en Neumann expliciet bekend zijn. Een expliciete bepa-
ling van de funkties van Green en Neumann is alleen mogelijk voor een aantal
eenvoudige gebieden zoals b.v. de halfruimte en het binnengebied van een bol;
zie §§7.7,7.8. Voor gebieden van meer gecompliceerde vorm is de bepaling van
G(x;y), N(x;y) zelf weer een Dirichlet probleem resp. Neumann probleem (zie
(6.2), (6.6)), waarvoor de existentie wvan de oplossing in eerste instantie

nog dubieus is, Men heeft daarom in de potentiaaltheorie verschillende andere

methoden ontwikkeld om de existentie van de oplossing van Dirichlet en Neu-
mann probleem te bewijzen. Met deze methoden zijn diverse stellingen af te
leiden waaruit blijkt dat onder zekere voorwaarden voor de rand I' en voor
de randwaarden g(x) resp. h(x), de oplossing van het Dirichlet probleem
regsp. Neumann probleem inderdaad bestaat. Voor de details van methoden en
resultaten zij verwezen naar Garabediam [3], chapters 8-10, Courant-Hilbert
(2], p. 290-312.

Funkties van Green en Neumann voor een halfruimte.

De funkties van Green en Neumann voor een n—dimensionale halfruimte zijn ex—

pliciet te bepalen met de methode van spiegeling. We beperken ons gemakshalve

tot het geval n = 3 en beschouwen de halfruimte G : Xy > 0 met rand T : Xy = 0.
Overeenkomstig (4.15) wordt de fundamentele oplossing voor de Laplace opera-

tor in R.3 gegeven door

(7.1) S(x;y) = Z}qg%:;T .
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Zij nuy = (Y],Yz,y3) € Gi.e. y, > 0, voer dan in het gespiegelde punt
y = (yl,yz,-y3). Men kan nu gemakkelijk inzien dat de funkties van Green en

Neumann voor de halfruimte G worden gegeven door

. _ b 1 _ ) . -1 1 ! =
I | At L

y e G.

We stellen weer de bekende randwaardeproblemen voor de Laplace vergelijking
in G:

(i) Dirichlet probleem,

Au = 0, x ¢ G; u(x) begrensd in G
(7.3)
u(x) = g(x), x e I.

(ii) Neumann probleem,

Au = 0, x € G; u(x) begrensd in G}
(7.4)

uv(x) f —uxB(x) = h(x), x « T.

Opmerking. De halfruimte G is niet een begrensd gebied en ook niet het com-
plement van een begrensd gebied. De eerder bewezen eenduidigheidsstellingen
voor de oplossing van Dirichlet en Neumann probleem ;zijn daarom niet geldig.
Men kan evenwel langs andere weg aantonen dat ook in dit geval de oplossing
van het Dirichlet probleem eenduidig is, terwijl de oplossing van het Neu-
mann probleem eenduidig is op een konstante na; zie Sobolev [10], p. 180-182.
Met behulp van de representatie (6.13) komen we nu tot de volgende "oplos-

sing" van het Dirichlet probleem (7.3),

y
(7.5) u(y) = - J g(x) 6 (x3y)do_ = 5% J _§£51§ do, v € G,
r r =l

of uitgeschreven
[<-]

«

3 g(xl,xz)

(7.6) U(Y 1¥qsY ) = == J J T ——dx,dx,., v, > 0.
1°72°73 2n Exl_yl)z . (x2-y2)2 . y3]3/2 17722 73
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De funktie u(y) is inderdaad oplossing van het Dirichlet probleem (7.3) in-
dien de funktie g(x) continu en begrensd is op I (voldoende voorwaarde);

toon dit aan, zie eventueel Sobolev [101, p. 184-187.

Evenzo volgt de oplossing van het Neumann probleem (7.4) uit de representa-
tie (6.14),

(7.7) () = ul ) =4 JJ i 4
. u(y) = u(y »¥,,7,) = 5= dx,dx,, y, > 0,
1°72°73 i Bxl_y!)2+(x2_y2 2+y§]1/2 17722 73

De funktie u(y) is inderdaad oplossing van het Neumann probleem (7.4) indien

b.v. de funktie h(x],xz) continu is met

M

(7.8) lh(xl,x2>| < —

(XI §+6 2

+ xg)
voor zekere konstante M, § > 0; zie Sobolev [10], p. 184-187.

Analoge resultaten zijn af te leiden voor de funkties van Green en Neumann
voor een halfruimte G : x > 0, in Rh' Deze funkties vinden weer toepassing
bij de oplossing van het Dirichlet en Neumann probleem voor de Laplace ver-
gelijking in G. Zo kan men b.v. gemakkelijk afleiden dat de oplossing van

het Dirichlet probleem (7.3) gegeven wordt door

(7.9 u(y) = u(ylsy2"":yn) =
2yn g(xl !xz!"'!xn__l)
= Q'—- . ( ~ )2+ +( )2+ 2]&“ dxldlenndxn_]u
R —o (T T T T Yy

Funkties van Green en Neumann voor een bolgebied.

Zij gegeven in Rn een boloppervlak B : le = R met binnengebied G : |x| <R
en buitengebied G ¢ |x| > R. De funkties van Green en Neumann voor de ge-
bieden G,Gl zijn weer expliciet te bepalen met behulp van de methode van
"spiegeling™; onder spiegeling verstaan we in dit geval inversie t.o.v. de
bol B. Vooraf bewijzen we het volgende lemma:

Lemma, Zij y ¢ G en y = (R2/|y|2)y het t.o.v. de bol B inverse punt van y,
dan geldt

(8.1) !§:§l] - lﬁ', x € B.
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Bewijs. We geven het volgende "rekenbewijs",

8.2)  x=y|® = x]? -2y ¢ |y2 = R2 - 26,9 + [y[% x e B,
%2 2 * %2 2 2R2 R.4
(8.3) |x-y I =R" - 2(x,y ) + |y I = R" - 5 (x,y) + 5
|y y]
R2 2 2
= T_Tf (R = 2(x,y) + |y|"], x ¢ B,
h4

waarbij (x,y) het scalair produkt van x en y opgevat als vectoren, voorstelt,
Uit (8.2), (8.3) volgt onmiddellijk (8.1).

Beschouw in eerste instantie het geval n = 2. Overeenkomstig (4.15) wordt

de fundamentele oplossing voor de Laplace operator im R gegeven door

2

{8.4) Si{x;y)} = %F log T;égT .

Met behulp van het lemma is nu gemakkelijk te verifieren dat de funktie van

Green voor het gebied G gegeven wordt door

) = L -
(8.5) C(x3y) = 5 log [x=y[ 2= e |Y|fx-y*|’

waarbij x ¢ E, ¥y € G, y* = (R2/|y|2) y € G,. De normaalafgeleide Gv(x;y),

1
X € B volgt door eenvoudige berekening,

2 2
1 R” - |y]
27R

(8.6) G (x3y) = - , X € B}

2
| x-y|

verifieer dit resultaat.

We stellen nu het Dirichlet probleem voor de Laplace vergelijking in G,

(8.7) Au =0, x e G; u(x) = g(x), x ¢ B.

Overeenkomstig (6.13) is de oplossing van dit Dirichlet probleem (indien

ze bestaat) voor te stellen door

: 2 2
@8 ue) == [ 2 6 e, - Bl [ B 6y
B g [xl

De betrekking (8.8) heet de integraalformule van Poisson.
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Verificatie van de oplossing (8.8). We zullen nog aantonen dat de funktie
u(y) gegeven door (8.8), inderdaad oplossing is van het Dirichlet probleem
(8.7). Daartoe onderstellen we (voldoende voorwaarde) dat de funktie g(x)

continu en daarmee begrensd is op B, <M, x ¢ B,

(i) Bepaal Au(y), waarbij de Laplace operator onder het integraalteken mag

worden toegepast indien y ¢ G,

2 2
(8.9) Auly) = = J 8(X)Ay [5——:—l2l-]dcx, ¥y ¢ G,

27R 2
B | %~y |

Een eenvoudige berekening leert

2 RZ _ y2 _ y2
(8.10) _____bLL_] ( + ] ) [ 1 2 2] =0,
Byl )

- 2 - 32 _
[x Yl ayy/ Ly DT+ (%,

zodat inderdaad Au(y) = 0, v ¢ G.

C(ii) zij Yy € B, dan is te bewijzen

(8.11) lim u(y) = 8(yy) -
y+y0’ yeG

Als voorbereiding beschouwen we eerst het speciale Dirichlet probleem met

randwaarde g{x) = I. De oplossing van dit probleem wordt gegeven door

u(y) = 1, zodat uit (8.8) volgt

_R™ - ly] 1
(8.12) 1= J 5 do_s ¥ € G.
|x~y]

Met behulp van (8.12) is nu het verschil u(y) - g(yo) voor te stellen door
de integraal

2

- _ _R - |y]
(8.13) 1= u(y) g(yo) = R

dux, Yy e G.

J 8(x) - glyy)
3 Ed
Daar g(x) continu is in Yo laat ziech bij € » 0 een getal § » 0 vinden zodat
(8.14) lg(x) - g(yo)l < }e voor IX'YOI < 8.

Zij nu 3 het gedeelte van B dat ligt binnen de bol ]x-y | = §. Splits dan

de integraal I in twee stukken,
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2 2 g(x) - gly,)
(8.15) I=1 +1=R—"-|-¥-|—(J+J) i 0" 4o .
T

1 2 2TTR [ _ |2 X
) B- X7y

De twee integralen zijn als volgt af te schatten:

2 2 ¢ e - gy | 2 2
R” - |y] 0 € R” - |y] ]
8) 1< J - dop <3~ 7 9
X x—y[ B |x y|
= %g'
b) Zij |y-y0| < 16, dan is
byl > 48, |e(x) - gty ] < 24, x € 31,
waarna velgt
2 2 - 2 2
2 2mR i _ |2 X 27R (16)2
B"E X y . 2 B
M 2
-8 @ - |y,
8

Er bestaat nu zeker een getal n > 0 zodat |12] < fe voor R - 1 < |y| < R,

Combineer de voorgaande resultaten dan volgt
8.16) |1 = Juty) - gty | < € voor |y-y,| < 45, R = n < |y| <R,

Daarmee is (8.11) bewezen,

Opgave. Toon aan dat de funktie van Neumann voor het gebied G gegeven wordt
door '
1 ] 1 .
(8.17) N(x;y) = — log + — log
2m x- 27 *
7 [yl ==y

waarbij x € G, y e G, y~ = (R2/|y|2)y € G

De oplossing van het Neumann pfobleem
{(8.18) fu =0, x ¢ G uv(x)r= h(x), x € B,
is overeenkomstig (6.14) voor te stellen door

(8.19)- u(y) = % J h(x) log T;éET dax, v € G.
B
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Verifieer dat (8.19) inderdaad oplossing is van het probleem (8.18). Onder-

stel daartoe dat h(x)do = 0 (nodige voorwaarde (1.9)) en dat h(x) con-

tinu is op B.

De funktie van Green voor het buitengebied GI(C R2) wordt gegeven door

. _ l_ 1 _ l_ R
(8.20) G(x;y) = 5~ log =T " 7 log ————,
[y]]x=y"|
waarbij x € El’ V¢ G], v = (R2/|y|2)y ¢ G; vergelijk met (8.5). We stellen

nu het uitwendig Dirichlet probleem voor de Laplace vergelijking in G

1)
Au =0, x € Gl; u regulier in o}

(8.21)
u(x) = g (x), x e T.

De oplossing van dit probleem laat zich bepalen met behulp van de funktie

van Green (8.20),

(8.22)  u(y) = 1

2 _ Q2 g, (x)
27R

lx—y|2 dcx, Y e G].
B

Merk op dat de oplossingen (8.22) en (8.8) juist elkaars tegengestelde zijn.

Opgave. Toon aan dat de funktie van Neumann voor het buitengebied G1 gege—

ven wordt door

R 1 1

=L ! 1 g —R 1
(8:23) NOsy) = gy 108 T * g5 LB T T 10 o

.. - 2
waarbij x € Gl’ yeG,, y* = (R /|Y|2)Y € G.

]
Beschouw vervolgens het geval n > 3, Overeenkomstig (4.15) wordt de funda-
mentele oplossing voor de Laplace operator in Rn gegeven door

1 1

(8.24) S(x;y) = (n-2)0n [x—yln—z .

Met behulp van het lemma is dan weer te verifieren dat de funktie van Green

voor het gebied G gegeven wordt door

8.25 G(x3y) = i L. il
(8.25) (x5y) = (n-2)¢ n-2 n-2 *;n-2°
n L[x-y| [y [x=y"]
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waarbii x ¢ G, y ¢ G, vl =(R2/|y|2)y € Gl' Ook de funktie van Green voor het

buitengebied G] wordt gegeven door (8,25), maar dam is x ¢ 51’ Yy e GI'
Na berekening wvan G“(x;y), X ¢ B volpt voor de oplossing van het inwendig
Dirichlet probleem (8.7),

2 2
(8.26) u(y) = R” -~ |y| J |az(x) o , y € G.
n

¢ R = |n X
B Y

De betrekking (8.26) heet weer de integraalformule van Poisson.

Voor de oplossing van het uitwendig Dirichlet probleem (8.21) vinden we

weer het tegengestelde resultaat

(8.27) uy) = dcx, yeg

g R

n

Iy|2 - &° J g &)
l.

n
J eyl

Opmerking. Stellen we y = 0 in (8.26) dan volgt

(8.28)  u(0) = =~ J 84 4 - —Jn—_] J u(x)do,
n o, lx[ OnR B

d.i. juist de middelwaarde-eigenschap voor harmonische funkties.

Verdere eigenschappen van harmonische funkties.

Bij de afleiding van de hierna volgende eigenschappen van harmonische funk-
ties speelt de integraalformule van Poisson (8.8), (8.26) een belangrijke

rol.

1. Analyticiteit. Zij de funktie u(x) harmonisch in G, dan is u(x) tevens

analytisch in G, d.w.z. voor elk punt X, € G is u(x) te ontwikkelen in
een machtreeks naar machten van XX i=1,2,,..,n, welke absoluut
convergent is in een omgeving van X
Bewijs. Neem gemakshalve Xg = 0. Laat de bol B : |x| = R geheel binnen G
liggen, dan volgt uit de integraalformule van Poisson (8.26) met x en y

verwisseld,
2

2
(9.1) u(x) = R ; £K| J u(y)n ddy, |x| <R, |yl = R.
n |y
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Voor y ¢ B is de faktor ]y-xl_n te ontwikkelen in een machtreeks,
- o - T - I
0

waarbij

(9.3) w = Jﬁ'z — 2(x,y)
R2 '

De machtreeks (2.2) is absoluut convergent voor |w| < 1. Aan de laatste on-

gelijkheid is zeker voldaan indien

2 2
(9.4) x| - g(x,y)l < [x[” + 2R]x] <1, i.e. |x| < RG/Z-1).

R R2

Substitueer de machtreeks (9.2) in (9.1) en integreer termsgewijs dan volgt

2 2 o
(9.5)  u(x) = %F‘-L ) ('ﬁ“) R2K J aly) [lx|? - 2¢x,7) 1% do,
g R k=0

n B
2 2 o«
=.E_;:_L§l_. E (_%n) R_Zk Pk(x)’ |x| < R(/E;l),
o RPF g\ K
n

waarbij Pk(x) een polynoom in Xy sXgreeasX voorstelt. Rangschik nu de reeks

(9.5) naar opklimmende machten van x, (i = 1,2,...,n) en vermenigvuldig nog

i
met R2 - |x|2. Er ontstaat dan voor u(x) een machtreeks van de volgende ge-
daante

v EE k1l %
(9.6) u(x) = J G ko .k ¥ % e x 0, x| < R(2-1).

k=0 k. +k, +...+k 172°"""n

1 2 n
=k

Deze machtreeks is absoluut convergent voor |x| < R(/2-1).

2. Ongelijkheid van Harnack (1887). Zij de funktie u(x) harmonisch en niet-

negatief voor |x| < R, dan geldt de ongelijkheid

RF_Z(R - |x|) u(0) < u(x) < Rn_Z(R + Ix,)

kR + |x|)n-l (R - ’Xl)n-l

(9.7) u(0), |x| < R.
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Bewijs. Ga uit van de integraalformule van Poisson (8.26),

(9.8) ul{x) = ; é I J u(y)n do_, le <R, B : |y| =
ly—=[" 7

Voor |xf < R, |y|

]

R geldt de ongelijkheid

1A

(9.9) R - x| < [y=x| <R+ [x].

Met behulp van (9.9) en het gegeven u(y) = 0 volgt nu voor de integraal (%.8),

(9.10) R |x[*n_] J u(y)do < u(x) < R+ le - I ufy)da, |x| < R.
s R(R + [x|) 8 s R(R - lx ) B

Onder toepassing van de middelwaarde-eigenschap (5.1) gaat (9.10) over in
(9-7)-

. Stelli Li i . Zij i isch 1
3 telling van Liouville. Zij de funktie u(x) harmonisch in Rn en begrensd

naar boven of naar beneden, dan is u(x) = konst. in R .
Bewijs. Zij u(x) begrensd naar beneden vorm dan de funktle v(x) = ulx) + §,
zodanig dat v(x) =2 0 is in Rn' Toepassing van de ongelijkheid van Harnack
(9.7) op v(x) geeft dan
n-

R IxIJ v(0) = v(x) < L I"L v(0), [x] < R.

(9.11) 2
(R + |x|>n (R - |x]"

Laat nu x vast zijn en neem R + « in (9.11), dan volgt v(x) = v(0) i.e.
v(x) = konst. in Rh' Ook de funktie u(x) is dan konstant .in Rn'

Indien u(x) naar boven begremsd is kan het voorgaande bewijs worden toege-
past op de funktie -u(x).

Opmerking. Vergelijk deze stelling met de stelling van Liouville uit de

funktietheorie; zie Ackermans-Van Lint [1], p. 444.

4. Spiegelingsprincipe van Schwarz. Zij de funktie u(x) harmonisch in G. In-

dien u(x) = 0 op een vlak gedeelte F] van de rand T, dan kan u(x) har-

monisch worden voortgezet over FI

Bewijs. Laat het gedeelte Pl van de rand behoren tot het vlak X = 0. Voer

in het gebied G* dat ontstaat door spiegeling van G.t.o.v. x, = 0. De funk-

door middel van spiegeling.

tie u(x) wordt nu voortgezet in G* volgens

*
(9.12) u(x],...,xn_l,xn) = -u(x],...,xn_l,—xn), (xl""’xn-l’xn) e G,
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De funktie u(x) met voortzetting is dan harmonisch in het gebied G + G + Tye
We bewijzen alleen het niet-triviale gedeelte van deze bewering. Zij Xy € T
en laat de bol B : |x~xoj = R geheel binnen G + c* + F] liggen. Voer dan
in de funktie v(x) welke harmonisch is binnen B met v(x) = u(x), x ¢ B; de
funktie v(x) is expliciet te bepalen met de integraalformule van Poisson
(8.26),
(9.13) (x) = s |X_XO|2 J S0 4o, |

. v(x an . ly—x|n O X—X

0'(R.

Uit (9.13) volgt, v(x) = 0, x ¢ rys immers voor x ¢ P] is de integrand on-
even in de variabele ¥,

Het gebied binnen B wordt door Fl in twee helften verdeeld, D] en D2 te noe-

men. In de gebieden DI’DZ zijn u(x), v(x) harmonisch, terwijl langs de rand
van Dl’ 9
u(x) = v(x) binnen en op B. De funktie u(x) is dus harmonisch binnen de

D, geldt u(x) = v(x). Daaruit volgt, u(x) = v(x) in 51,52 oftewel

bol B. In het bijzonder is u(x) dan harmonisch op Pl.
Opmerking. Vergelijk het hier gegeven principe met het overeenkomstige spie-~
gelingsprincipe uit de funktietheorie; zie Collegedictaat Voortgezette Funk-

tietheorie, 1973, p. 25-27.

Dirichlet en Neumann probleem voor de Helmholtz vergelijking.

De Helmholtz vergelijking in Rn wordt gegeven door

(10.1) Au + du = 0,

waarbij X een konstante voorstelt. Verschillende problemen uit de mathema-
tische fysica worden beschreven door deze vergelijking met n = 2, n = 3,

Als belangrijkste voorbeeld noemen we golfvoortplantingsproblemen met harmo-
nische tijdsafhankelijkheid. Deze problemen worden in eerste instantie be-

schreven door de golfvergelijking in Rn’

(10.2) Au - '7 utt = 0-

Beschouw nu oplossingen u(x,t) met harmonische tijdsafhankelijkheid i.e,

stel
(10.3) u(x,t) = u(x) exp(—iwt),

waarbij w de frequentie voorstelt.
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De funktie u(x) moet dan voldoen aan de Helmholtz vergelijking
2
(10.4) by + k"u =0, k = w/e.

Men noemt (10.4) ook wel de gereduceerde golfvergelijking.

Zoals eerder opgemerkt (zie de opgave uit §7.2)is de oplossing van het in-
wendig Dirichlet probleem voor de Helmholtz vergelijking (10.1) eenduidig
indien A < 0 is. Indien ) > 0 is (zoals in het geval van de gereduceerde

golfvergelijking (10.4)), is de oplossing van het Dirichlet probleem in het

algemeen niet eenduidig. Zo heeft b.v. het Dirichlet probleem in R3,
(10.5) Au + k2u =0, |x| < n/k; u(x) = 0, |x] = n/k,

de oplossing u(x) = A(sin k|x|)/|x]. Hierbij is A een willekeurige konstan-
te, zodat de oplossing niet eenduidig is.

Van groot praktisch belang zijn vooral het uitwendig Dirichlet en Neumann

probleem voor de gereduceerde golfvergelijking in een buitengebied Gl’

Au + kzu =0, x ¢ Gl’
(10.6)

u(x) = g](x) resp. uu(x) = h](x), X e T,

Het probleem (10.6) beschrijft de verstrooiing van een gegeven "invallende"
golf uo(x) aan een obstakel met opperviak I'; de funktie u(x) zal de ver-
strooide golf voorstellen. Indien nu de totale golf U(x) = uo(x) + u(x) vol-
doet aan &&n der randvcoorwaarden U(x) = O of Uv(x) =0, x ¢ I'y dan ontstaat
voor u(x) een probleem van de gedaante (10.6).

Ook de oplossing van het probleem (10.6) is in het algemeen niet eenduidig,
De niet-eenduidigheid is opnieuw te illustreren zan het probleem (10.5) nu
beschouwd in het gebied |x| > ©/k.

We zullen aanstonds bewijzen dat de oplossing van het probleem (10.6) wel
eenduidig is indien een additionele voorwaarde wordt opgelegd aan de funk—
tie u(x), namelijk de

uitstralingsvoorwaarde van Rellich-Sommerfeld,

(10.7) ur(x) - iku(x) = c:(—gﬁ:;) voor r = |x| > =,

r

oftewel

(10.8)  1lim 1%} | u_(x) - iku(x)| = 0.

r=|xl—>€n .Z
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Voorbeeld. De gereduceerde golfvergelijking (10.4) in R3 heeft o.m. de op-

lossingen
ik -ik ot
(10.9)  u, () = SREKD) |y (o = &PCIkD) |y,

vergelijk met (4.16). Men kan gemakkelijk verifieren dat de oplossing u](x)
resp. uz(x) wel resp. niet voldoet aan de uitstralingsvoorwaarde (10.7) in
R3.

Vermenigvuldig nu uI(x), u2(x) met de tijdfaktor exp(-iwt) (zie (10.3)) dan

zijn de funkties

explikr—igt]
4rr

expl-ikr-iwt]
4rr

(10.10) ul(x,t) = s uz(x,t) = , T = lxl,
oplossingen van de golfvergelijking (10.2) in R3. De funktie ul(x,t) stelt
voor een naar buiten lopende sferische golf, terwijl de funktie uz(x,t) cor-
respondeert met een naar binnen lopende sferische golf.

Aan de hand van dit voorbeeld kan men de volgende interpretatie geven voor
de voorwaarde (10.7): De uitstralingsvoorwaarde van Rellich-Sommerfeld

drukt uit dat de funktie u(x) voor r = |x| + = het karakter heeft van een
naar buiten lopende golf. Deze interpretatie maakt de voorwaarde ook fysisch
acceptabel,

Opgave. Zij de funktie u(x) ¢ CI(EI), CZ(GI) in het buitengebied Gl oplossing
van de vergelijking Au + kzu = 0 en laat u(x) voldoen aan de uitstralings-
voorwaarde. Toon dan aan dat de in (4.25), (4.26) gegeven integraalformules
van Weber, Helmholtz ook geldig blijven voor y ¢ Gl’ mits de rechterleden

van deze formules worden voorzien van een min-teken,

Als voorbereiding op de eenduidigheidsstelling voor het probleem (10.6) be-

wijzen we eerst de volgende twee lemma's:
Lemma I. Zij de funktie u(x) ¢ c'(él), Cz(Gl) in G1 oplossing van de ver-
gelijking Au + k2u = 0, dan geldt

(10.11) J [u B T u ur]do = J [u u, - u uv]dc,
B T

voor elke bol B : |x[ = r, welke T omsluit. Hierbij is u(x) de toegevoegd
complexe waarde van u(x).

Bewijs. Pas de tweede identiteit van Green (1.5) toe op de funkties u(x),
u(x) in het gebied D tussen T en de bol B,
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(10.12) J (UAu - uAuldx = - J[Gu - uu Jdo + J [uu - uu ldo.
A V r Tr
D T B

De integraal over D is nu gelijk aan 0 wegens Au + kzu =0, Au + kzﬁ = 0.

Daarna volgt onmiddellijk (10.11).

Opmerking. De integraal [Gur - uﬁr]dc is te interpreteren als de energie
B

welke gemiddeld per tijdseenheid door de bol B naar buiten stroomt.

Lemma II (lemma van Rellich), Zij de funktie u(x) € C2 oplossing van de

vergelijking Au + k2u = 0, ]x » r.. Indien nu geldt

0

(10.13) lim J |u(x)|2 do = 0, B : |x| =r,

r - &«
B

dan is u(x) = 0 voor |x| > Ty
Voor het bewijs van dit lemma zij verwezen naar Hellwig [51, p. 110-113;

F, Rellich, Jber. Deutsch. Math.-Verein 53, 57-65 (1943),

Het lemma drukt uit dat elke oplossing van de gereduceerde golfvergelijking,
welke voor r = |x| + = "sneller" tot nul nadert dan ]/rin—ﬁ’ identiek ge-
lijk aan nul is. Merk op dat dit resultaat niet geldt voor oplossingen van

de Laplace vergelijking.

Eenduidigheidsstelling. Onder toepassing van de uitstralingsvoorwaarde van

Rellich-Sommerfeld is de oplossing van het uitwendig Dirichlet probleem resp.
Neumann probleem voor de gereduceerde golfvergelijking eenduidig.

Bewijs. Onderstel dat het probleem (10.6), (10.7) twee oplossingen

ul(x), uz(x) bezit. Vorm dan het verschil v(x) = u](x) - uz(x), dan is

v(x) = 0 resp. vu(x) =0, x € T.

Pas nu lemma I toe op de funktie v(x), dan volgt

(10.14) J [vvr - vvr]dc = J {vvv - vvv]do =0,
B r

voor elke bol B : [x| = r, welke I' omsluit,.
De funktie v(x) voldoet tevens aan de uitstralingsvoorwaarde (10.7) of (10.8).

Uit (10.8) is eenvoudig af te leiden dat

(10.15) lim J |vr - ikv|2 do =0, B : |x| = r,

r>w
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Werk deze integraal nader uit,

I

(10.16) J v, - ikv]? do
B B

J [|vr|2 + k2|v|2 + ik(\_rvr - v;r)]do

J []vrlz + k2|v|2]dc,
B

op grond van (10.14).
Uit (10.15), (10.16) volgt nu in het bijzonder dat

(10.17)  lim J |V(x)|2 do = 0, B : |x| =r.

Tr - o

Volgens het lemma van Rellich is dan v(x) = 0 voor [x| > r., waarbij

By ¢ [x| = Ty de kleinste bol is die het oppervlak T omslugt. Men kan nu be-
wijzen dat de funktie v(x), als oplossing van de gereduceerde golfvergelij~
king in Gl’ tevens analytisch is in G1 (vergelijk met de analoge stelling
voor harmonische funkties uit §7.9). Uit v(x) = 0 voor |x[ > 1y en v(x)

analytisch in G,, volgt tenslotte: v(x) = 0 in G

] |
Daarmee is bewezen dat de oplossing van het Dirichlet probleem resp. Neu-

mann probleem eenduidig is.

. Eigenwaardeprobleem voor de Laplace operator.

We formuleren het volgende eigenwaardeprobleem voor de Laplace operator in

een gebied G c Rn’
(11.1) A+ du =0, xe G; u(x) =0, xe T,

waarbij de konstante A en de funktie u(x) te bepalen zijn.

Het is duidelijk dat de funktie u(x) = 0, x ¢ G (triviale) oplossing is

van (11.1). Daarnaast bezit het probleem (11.1) voor bepaalde waarden van )
ook niet-triviale oplossingen u(x) # 0 in G. Deze waarden van A heten eigen-
waarden van de (negatieve) Laplace operator in G; de bijbehorende oplossing

u{x) e CO(E), CZ(G), u(x) £ 0 in G, heet een eigenfunktie., We zullen nu de-

ze eigenwaarden en eigenfunkties nader onderzoeken. Daarbij beperken we ons

of G < R,.

tot de praktisch belangrijke gevallenn =2, n= 3 i.e. G ¢ R2 3

of tewel ul(x)=u2(x), b 61.
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Het eigenwaardeprobleem (11.}1) in R2 treedt o0.a. op bij het onderzoek van
de eigentrillingen van een membraan dat langs de rand T is ingeklemd. In R3
beschrijit het probleem (11.1) b.v. de eigentrillingen van een akoestische
resonator begrensd door het oppervlak I', waarbij op I' de randvoorwaarde
u(x) = 0 zal gelden. De eigenfrequenties van membraan resp., resonator han-—

gen eenvoudig samen met de eigenwaarden A van (11.1).

Stelling I. Het eigenwaardeprobleem (i1.1) bezit geen eigenwaarden 2 s 0.
Bewijs. Volgens de in §7.2 bewezen eenduidigheidsstellingen heeft het pro-
bleem (11.1) voor A < 0 enkel de triviale oplossing u(x) = 0, x € G . Daar—

uit volgt dat A < 0 geen eigenwaarde is.

Onderstel nu dat de funktie van Green G(x;y) voor de Laplace operator in
het gebied G, bestaat. Het eigenwaardeprobleem (11.1} is dan te herleiden
tot een homogene Fredholm integraalvergelijking voor u(x), met kern G(x;y).
Deze integraalvergelijking is gedefinieerd in de ruimte LZ(G)’ d.i. de ver—*)
zameling der funkties welke kwadratisch Lebesgue—integreerbaar zijn over G.

Stelling IT (equivalentiestelling). Het eigenwaardeprobleem

Au + du =0, x € G; u(x) ¢ CO(E), Cz(G), u(x) # 0;
(11.2)

u(x) =0, x e T,
is equivalent met het eigenwaardeprobleem

J G(x3y) u(y)dy = uwu(x), x € G}

G
(11.3)

o= 1/A, u(x) € L2(G), u(x) # 0,

Bewijs. (i) Zij de funktie u(x) oplossing van (11.2) behorend bij de eigen-
waarde A. Onderstel voorlopig u(x) e Cl(a), Cz(G), dan volgt met behulp van

de representatie (6.9),

]

(11.4) uly) = - J_G(x;y) Au(x)dx - J u(x) G\)(x;y)do*x

G r

]

A J G(x;3y) u(x)dx, y € G.
G

Zie het Collegedictaat Maattheorie en Lebesgue-integratie, 1976, hoofdstuk 10.
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Men kan bewijzen dat de representatie (11.4) ook geldig blijft indien slechts
0,5 . . . .

u(x) ¢ C°(G), C2(G); zie Hellwig [5]1, p. 223-225. Verwissel nu in (11.4) de

variabelen x en y en bedenk dat G(x;y) symmetrisch is in x en y (zie §7.6).

De funktie u(x) is dan oplossing van de Fredholm: integraalvergelijking

(11.5) J G(x;y) uly)dy = yu(x), x € G3 u = 1/A.
G

Daarmee is aangetoond dat elke oplossing van (11.2) tevens oplossing is van
(11.3).

(ii) Zij de funktie u(x) € L (G) op10351ng van (11.3) behorend bij de eigen-—
waarde M. Dan is te bew1Jzen u(x) € C (G), c (G) en u(x) is oplossing van
(11.2) met A = 1/p, Het bewijs berust op een diepliggend resultaat uit de
theorie der elliptische PDV's (lemma van Weyl) en wordt daarom hier niet

gegeven; zie Hellwig [5]1, p. 225-226.

We schrijven de integraalvergelijking (11.3) in operator-notatie
(11.6) Tu = Mu, u € LZ(G)’

waarbij de integraaloperator T gedefinieerd is door

(11.7) (Tu)(x) = J G(x;y) u(y)dy.
G

T is een lineaire operator in LZ(G)' Het is bekend dat LZ(G) een separabele

Hilbertruimte is na invoering van inwendig produkt en norm volgens

1
(11.8)  (u,v) = J u(x) v(x)dx, ||lull= (u,u)? = “ uz(x)dx} ;
G G

zie Helmberg [6], p. 27-35, Collegedictaat Maattheorie en Lebesgue~integratie,
1976, p. 31-34,

Stelling III. De operator T is kompakt en hermitisch.

Bewijs. Overeenkomstig (6.8a) gelden de volgende ongelijkheden voor de funk-
tie van Green G(x;y) in RZ’RB’

1 1
R2 : 0 < G(x3y) < 3?'1°g T;:;T + konst.,
(11.9)

. . 1
Ry 0 < G(x:y) < TR T
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Met behulp van (11.9) is gemakkelijk in te zien, dat

(11.10) J J Gz(x;y)dxdy < oo
G G

is, i.e. G(x3y) is kwadratisch integreerbaar over G x G. De integraalopera-
tor T is dan een Hilbert-Schmidt operator en dus kompakt; zie eventueel Helm-
berg [6], p. 85-87,182, LAI*?, stellingen 6.4.8, 6.1.4.

Volgens de in §7.6 afgeleide symmetrie-eigenschap is G(x3y) = G(y:x). Daar-
uit volgt dat de operator T zelf-gead jungeerd of hermitisch is; zie eventu-
eel Helmberg (6], p. 99, LAI, 4.5.11, 4.5.12.

Stelling IV. De operator T is positief definiet.

Bewijs. T is positief definiet, betekent
(11.11) (Tu,u) > 0, u e Lz(G), u # 0.

Voer in de klasse ¢ van funkties p(x), met g(x) e Cl(a), CZ(G), Ap begrensd
op G, 9(x) = 0 voor x ¢ I'. Overeenkomstig (6.9) is een funktie p € ¢ voor

te stellen door

(11.12)  o(x) = - J G(x;y) Ap(3)dys % € G, i.e. o = ~T(40).
G

Met behulp van de eerste identiteit van Green (1.4) volgt dan onmiddellijk,

(11.13)  (T(A9),49) = -(9,4¢) = - J p(x) Ap(x)dx = J lvwlzdx 20, 9e0,
G

Een funktie u(x) ¢ LZ(G) is nu te benaderen door funkties van de gedaante

Ap, ¢ € ®. Na een limietovergang volgt dan
(11.14) (Tuyu) 2 0, u e LZ(G)'

Onderstel nu dat (Tuo,uo) = 0 voor zekere uy € L2(G). Voor elke reele § en

elke v e'Lz(G) moet dan gelden
(11.15)  (T(uy + &%), uy + 6v) = 28(Tuy,v) + 67(Tv,v) 2 0.
Aan deze ongelijkheid is alleen voldaan indien

Fl].lG) (Tuo,v) =0, ve Lz(G).
*}

LAI verwijst naar het Collegedictaat Lineaire Analyse I, 1975.
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Neem nu in het bijzonder v = -Ap, ¢ ¢ ¢ dan volgt met (11.12),
(11.17) —(TuO,Am) = -(uO,T(ﬁm)) = (uo,m) =0, 9ped.

Omdat de klasse & dicht ligt in LZ(G) volgt uit (11.17) u, = 0.

Daarmee is (l11.11) bewezen.

Stelling V (existentiestelling), Het eigenwaardeprobleem

(11.18) Au+ Au =0, x € Gy u(x) =0, xe T,

bezit aftelbaar veel positieve eigenwaarden Aj met bijbehorende eigenfunk-
ties u () € C'(@), C2(6), § = 1,2,3,...
De eigenwaarden lj zijn te rangschikken volgens

(11,19) 0 <X, <%, £ ... €A, £ ..., lim )\j=w.

i

De eigenfunkties uj(x) vormen een totaal orthonormaalsysteem in L2(G)’ i.e.

{11.20) (ui,uj) = J ui(x) uj(x)dx = 6ij’
G

(11.21)  u= } (uu)u, voor elke u ¢ L,(G).
i=1 377
Bewijs. Overeenkomstig stelling II is het eigenwaardeprobleem (11,18) equi~-

valent met het eigenwaardeprobleem
(11.22) Tu = pu, p = 1/4, uce LZ(G)’

voor de kompakte, hermitische operator T.
Met behulp van de spectraalstelling voor kompakte, hermitische operatoren
(zie LAI, stellingen 6.2.4, 6.2.5, 6.2.6) volgt nu:

T bezit hoogstens aftelbaar veel recle eigenwaarden uj # 0 met
(1[.23) |1.l'| P4 |u2| Z e 2 |u-l Z een H

de bijbehorende eigenfunkties uj(x) € L2(G) vormen een totaal orthonormaal-
systeem in T(Lz(G)).

T is tevens positief definiet: De eigenwaarden p, zijn dan alle positief,
My > 0, en 1 = 0 is geen eigenwaarde van T; de eigenfunkties uj(x) vormen

dan een totaal orthonormaalsysteem in LZ(G); zie LAIL, stelling 6.2.10.
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Cmdat L2(G) oneindig-dimensionaal is zal het orthonormaalsysteem der funk-
ties uj(x) aftelbaar zijn. T bezit daarom aftelbaar veel positieve eigenwaar-

den “j met

{11.24) Hy = My Z see Z . 2 ... >0, lim  u, = 0

zie nogmaals LAI, stelling 6.2.5.

Met behulp van stelling II zijn nu de voorgaande resultaten te vertalen naar
het equivalente eigenwaardeprobleem (I1.18). Na invoering van lj = l/uj volgt
dat het probleem (11,18) aftelbaar veel positieve eigenwaarden Aj bezit,te
rangschikken volgens (11.19)., Voor de bijbehorende eigenfunkties uj(x) zal
gelden uj(x) € Co(a), Cz(G). Voor X = Aj is de funktie uj(x) oplossing van
(11.18).

Opmerkingen. !. In de rangschikking (11.19) kunnen gelijktekens optreden.

De eigenwaarde Aj heeft multipliciteit r indien Aj gelijk is aan (r-1) van
de overige eigenwaarden. Uit lim kj = = volgt dat elke eigenwaarde een ein-

dige multipliciteit heeft.

2. Voor een aantal gebieden G van eenvoudige vorm zijn de eigenwaarden en

-eigenfunkties expliciet te bepalen met de methode van separatie van varia-

belen; zie Collegedictaat Toegepaste Analyse I, 1973, §5.5,

Opgave. Toon aan dat de eigenwaarde AI multipliciteit | heeft en dat u](x)a()
is in G. Aanwijzing: Toon aan‘dat'l;l = max{ (Tu,u) | u ¢ L,(G), lult = 1} waar-
bij het maximum wordt aangenomen voor u = ui(x); maak voorts gebruik van de

eigenschap G(x,y)_> 0, x,y ¢ G.

Elke funktie u(x) € L2(G) is te ontwikkelen in een reeks naar de eigenfunk-
ties uj(x), zie (11.21).
De reeksontwikkeling (11.21) is convergent in de LZ(G)-norm, d.w.z.

m m 2 4
(11.25) lim ]|u - z (u,u.)u.[] = 1im {J [u(x) - Z (u,u.)u.(x)] dx} =
. J 1] i=1 5 I

m-o ® J=l m > G j=

De reeksontwikkeling voor u(x) is in het algemeen niet puntsgewijs conver-
gent of uniform convergent in G, tenzij voldaan is aan zekere extra voor-
waarden. Deze extra voorwaarden komen erop neer dat u(x) te schrijven is als
u="Tv, v e L2(G) {zie stelling VI),.

Voor de koefficienten (u,uj) van de reeks (11.21) geldt de gelijkheid van
Bessel (zie LAI, stelling 4.3.16),

{11.26) E (u,u.)2 =||u|]2 = J u2(x)dx.
=t c
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Ook voor de funktie van Green G(x;y) kan men een reeksontwikkeling afleiden.
Met behulp van de ongelijkheden (11.9) volgt namelijk G(x:y) € LZ(G) voor
vaste x € G. Bereken nu de koéfficienten

u, (x)
(11.27)  (G(x;y), uj(y)) = JG(x;y) u, (yXy = —5 ’
G J

dan volgt voor G(x;y) de reeksontwikkeling

© u,(x) u,(y)
(11.28)  GGxzy) = } ol
=1 i

welke weer convergent is in de LZ(G)-norm.

De gelijkheid van Bessel geeft in dit geval

® u%(x) 2 _
(11.29) ¥ -—J-——z = J 6 (xjy)dy < A, x € G,
j=1 A%
] G

waarbij A een konstante is.
Voor de Hilbert-Schmidt operator T kan men nog berekenen de dubbelnorm”]T“|
(zie LAI, 4.5.18, stelling 6.4.8) gegeven door

[~ +]

a3y izl = § |l

=1

”2 = _Z ";‘— = J J Gz(x;y)dxdy-
=1As g'g
Opmerking. Uit de convergentie van de reeks I l/A§ volgt nogmaals dat elke

eigenwaarde een eindige multipliciteit heeft.

Stelling VI (ontwikkelingsstelling). Zij u(x) € Cl(é), Cz(G), Au begrensd

op G en u(x) = 0 voor x € T, Dan is u(x) te ontwikkelen in een abscoluut en

uniform convergente reeks naar de eigenfunkties uj(x),

(11.31) u{x) =
j

It~ 8

1 (u,uj) uj(x), x e G,

Bewijs. Merk op dat de voorwaarden voor u(x) overeenstemmen met die voor
de funkties van de klasse ¢ ingevoerd bij het bewijs van stelling IV, Over-~

eenkomstig (11.12) is u(x) daarom voor te stellen door
(11.32) u = ~“T(Au) = Tv,

waarbij v = —Au gesteld is.
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Volgens het gegeven is v{(x) « C (G), v(x) begrensd op G, dus zeker v(x)

Bereken nu de koefficienten

(11.33) (w,u;) = (Iv,u) = (v,Tu;) = l—J (v,u5),

dan volgt voor u(x) de reeksontwikkeling

prel

(11.36) @ = [ u) w = ] —-‘j—uj(x), x e G,

j=1 3

welke convergent is in de LZ(G)—norm.

€ LZ(G)'

De reeks (11.34) is nu tevens absoluut en uniform convergent in G, Daartoe

passen we de ongelijkheid van Schwarz toe op de som

n q(v,u.) 2 n n o ul(x)
i 2 -
(11.35) Lg l y uj(x)ﬂ A R

< ]
= =m A,
J=m ] i
Nu is
n u?(x) % u%{x) _
(!1-36) z —"l—-?:-—s Z —L'E'FSA, X e G,
j=m lj j=1 Aj

overeenkomstig (11.29).

Voorts volgt uit de convergentie van de reeks Z(v,uj)2 dat bij € > 0 een ge-

tal N(e) bestaat zodat

t 2 2
(11.37) Z (v,u.}” < ¢ voor n 2z m 2 N(e).
j=m J

Met behulp wvan (11.36), (11.37) gaat (11.35) over in

n (v, u )
(11.38) ) I -
j=m ]

1 -
u (x){ < e A%, xe G, n2m

= N(e).

De reeks (11.34) is dan absoluut en uniform convergent in G met som u(x).

Opmerking. De in stelling VI genoemde voorwaarden voor u(x) hebben het ka-

rakter van voldoende voorwaarden. Hellwig ([51, p. 229) bewijst de ontwik-

= 3
kelingsstelling onder de alternatieve voorwaarden: u(x) ¢ CO(G), c(G),

Au begrensd op G en u(x) = 0 voor x ¢ T.
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VIII. Hyperbolisch PDV's: golfvergelijking.

Cauchy probleem voor de golfvergelijking in R

3

We formuleren het volgende Cauchy probleem voor de homogene golfvergelijking

in R3,

Au -l—z-u
(1.1) ¢
u(x,0) = 9(x), u (x,0) = ¢(x),

e = 0, x ¢ R3, t > 0,

waarbij de funktie u(x,t) = u(xl,xz,xs,t) te bepalen is.
De oplossing van (1.1) wordt afgeleid met de methode der “sferische gemid-

delden".

Afleiding van de oplossing. 1. Zij x,. € R3 een vast punt, voer dan in de

0
funktie

(1.2) G(r,t;xo) = ]2 J u(x,t)do, Br : |x-x0| =r,

4ur B
r

i.e. ﬁ(r,t;xo) is het gemiddelde van u(x,t) over het boloppervlak Br' Voor

r = 0 zal gelden
(1.3) G(o,t;xo) = u(x,,t).

De punten x ¢ Br zijn voor te stellen door x = Xy + TV, waarbij v de naar
buiten gerichte eenheidsnormaal op Br is. Met behulp van deze notatie gaat

(1.2) over in

J u(x0 + ry,t)dq,
[v]=1

] —
=

(1.4) E(r,t;xo) =

waarbij dQ = do/r2 het opperviakteelement van de eenheidsbol |v| = | voor-
stelt.

We zullen nu verifieren dat ﬁ(r,t;xo) voldoet aan de bolsymmetrische golf-

vergelijking,

1 2

(1.5) = (r
r

- 1 -
ur)r :f u., = 0.

Bereken daartoe de afgeleide
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- 1
(1.6) r'u = %; J Vu(xo + rv,t).v do= v [ vu(x,t).v do
|U|=] B
T

1 . xe
I J au(x,e)dx, Gr : |x x0] <r,

op grond van de divergentiestelling van Gauss. Schrijf nu de integraal over

Gr als een herhaalde integraal

r
1 1
{(1.7) i J Au(x,t)ﬁx =W J dp J du(x,t)do, Bp : [x—xol = p,
G 0 B
r 1
dan volgt onmiddellijk
(1.8) L (rzﬁ y = I su(x,t)dg = 1 Au(x, + rv,t)dg
2 r’r 2 ? 4 0 ’ !
r 4nr
5, s

Evenzo is af te leiden uit (1.4},

LI -
(1.9) :5 v, = > utt(x0 + ry,t)dp = I J Au(x0 + rvy,t)dq,

|v =1 ]v|=l

daar u(x,t) voldoet aan de golfvergelijking. Uit (1.8). (1.9) volgt dat
G(r,t;xo) voldoet aan de bolsymmetrische golfvergelijking (1.5),
2. Men kan eenvoudig narekenen dat de vergelijking (1.5) ook te schrijven

is als

(1.10) () - -‘-5 W, =0,
C

i.e. ru voldoet aan de homogene golfvergelijking in Rl' Overeenkomstig

(III. 4.11) wordt de algemene oplossing van (1.10) gegeven door
(1.11) rG(r,t;xo) = Wl(r_Ct) + wz(r+ct),

waarin WV, willekeurige funkties voorstellen. Stel in (l1.11) r = 0 dan

volgt wl(-ct) = —wz(ct), waarna de funktie W, te elimineren is,

{1.12) ra(r,t;xo) = wz(r+ct) - wz(ct-r).
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Differentieer (1.12) naar r en stel r = 0 dan volgt
(1.13) G(o,t;xo) = 2wj(et).

Met het oog op (1.3) is het nu voldoende om alleen wé(ct) te bepalen.
3. De funktie wé wordt bepaald door de beginvoorwaarden van het Cauchy pro-

bleem. Differentieer daartoe (1.12) naar r en naar t en stel t = 0,
a * = ! ! u . = ' - N
(1.14) [ru(r,O,xO)]r wz(r) + wz(-r), rut(r,O,xo) cwz(r) cwz( r),

Elimineer wé(—r), dan volgt

(1.15) 2w, (x) [rE(r,O;xO)]r+-E-Gt(r,0;x0)

r

o [z r
==l J u(x0+rv,0)d9] + e J ut(x0+rv,0)dn
- lv]=1 |v]=1

3
=5 %; J ¢(x0+rv)dﬂ] + Z%E [ b(xptrv)de,
|v|=1 |v|=l

op grond van de beginvoorwaarden. Vervang r door ct dan wordt de opiossing

van het Cauchy probleem (1!.1), overeenkomstig (1,3), (1.13) gegeven door

-
(1.16) u(xo,t) = -S-E %ﬁ- J cp(x0+ctu)dﬂ:l + % J. ¢(xo+ctv)d9
= |vl=1 lv]=1
=§— [ 12 ( cp(x)dc] + 12 J b (x)do.
t L 4e t 4met
ct ct

Men noemt deze uitkomst wel de formule van Poisson (1819). In korte notatie

is te schrijven
3 - -
(1.17) u(xo,t) =3 {t ¢(x0+ctv)] +t ¢(x0+ctv),

waarbij 9,9 het gemiddelde voorstelt van de funkties ¢, ¢ over het bolopper-

vlak Bc : [x—xof = ct,

t
Afhankelijkheidsgebied. Uit de formule van Poisson (1.16) blijkt dat de op-

lossing u(xo,to) slechts afhangt van de waarden van ¢ en ¢ op het bolopper-

vlak Bct : Ix—xol = ety Men noemt dit boloppervlak daarom het afhankelijk-

0
heidsgebied van (xo,to).
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Dit afhankelijkheidsgebied wordt ook verkregen als de doorsnede van de karak=-

teristieke kegel K, met top (xo,to), met het hypervlak t = 0§ volgens (IV.3.12)

wordt namelijk K0 beschreven door de vergelijking
2 2 2
1.1 P - - =
(1.18) | x x0| e (t to) 0.

Omgekeerd, zij Gc : |x—x0| < cto een bolgebied in R3 dan zijn de waarden

o

van ¢,{ bepalend voor de oplossing in het gebied S gegeven door

(1.19) S = {(x,t)] | x-x,| < e(ty=t), 0 st < ek

Het gebied S wordt begrensd door dekargkteristieke kegel K. en het hypervlak

- 0
t = 0; S heet het bepaaldheidsgebied van Gp *
0

De aldus ingevoerde begrippen afhankelijkheidsgebied en bepaaldheidsgebied

zijn te vergelijken met de overeenkomstige begrippen voor hyperbolische PDV's
in twee variabelen (zie hoofdstuk III). Het blijkt dan dat de rol van de ka-
rakteristieken hier wordt overgenomen door de karakteristieke kegel.

Merk op dat het afhankelijkheidsgebied van (xo,to) de doorsmnede is van enkel

de mantel van de kegel K,  met het hypervlak t = 0. Men noemt dit verschijn-

0

sel het principe van Huygens. Voor de golfvergelijking in R3 geldt het prin-

cipe van Huygens,

Dit principe van Huygens is nog als volgt te interpreteren. Laat de funktie

u(x,t) een "verstoring" zijn tengevolge van b.v. een geluidsgolf. Neem aan

dat voor t = 0 de verstoring gelokaliseerd is in een begrensd gebied D <« R3,

i.e. ¢, ¢ = 0 buiten D. Voor een punt X, buiten D volgt dan uit (1.16),
u(xo,t) =0, ct < r of ct > T,s

(1.20)

u(xo,t) # 0, r <ct<r,,

waarbij r)sTy de kleinste resp. grootste afstand van X tot D voorstelt.
Uit (1.20) is af te lezen dat de verstoring het punt X, bereikt op het tijd-

stip ¢, = r]/c, terwijl op het tijdstip t, = r2/c de verstoring het punt x

1 0
gepasseerd is. De voortplantingssnelheid van de verstoring is gelijk aan c.

We concluderen nu dat een verstoring welke voor t = 0 gelokaliseerd is in

een begrensd gebied D, in X, wordt ''waargenomen" gedurende een begrensd

tijdsinterval by <t < t,. Deze conclusie is te beschouwen als de fysische

versie van het principe van Huygens.
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8.2. Cauchy probleem voor de golfvergelijking in RZLEI'

We formuleren het volgende Cauchy probleem voor de homogene golfvergelijking

in RZ’

1 -
Au :f Ue = 0, x ¢ R2, t >0,
(2.1)
u(x,0) = p(x), ut(X.O) = ¢(x),

waarbij de funktie u(x,t) = u(x],x ,t) te bepalen is.

2
De oplossing van het probleem (2.1) is af te leiden uit de oplossing van het

Cauchy probleem (1.1) in R, met behulp van de "method of descent" (afdalings-

3
methode) van Hadamard. Het Cauchy probleem (2.1) is namelijk te beschouwen

als bijzonder geval van het probleem (l.1), met beginwaarden ¢(x), ¢(x) die
onafhankelijk zijn van Xy i.e.

(2.2) 900 = 0(xx,) s 4R = blx %))

Bereken nu voor deze funkties de gemiddelden 5,5 over het boloppervlak

Bct : |x—x0| = ct; uitgeschreven met behulp van bolcodrdinaten 6,9 vinden
we
R 27
- 1 ( . .. .
(2.3) ¢(x0+ctv) = J J ¢(x01+ct sin® cosy, x02+ct sin @ sing)sin € d6dy
0O o0
_ﬂ/2_2w
_ 1 . , . .
= 5 J J ¢(x01+ct sin 8 cosg, Xyptet sin 6 sinp)sin 6 dodg,
o0 o0

terwijl een analoog resultaat geldt voor $(x0+ctv). Na de substitutie

o = ¢t sin 0 gaat (2.3) over in

_ | ce  2m ¢(x01+p Cos B, X, +P sin @)
@) Fageod =gtz [ T odode
0 0
1 ¢ (x) o g
= Srer J.{z 3 " dx, Gct : |x xol s ct.
¢t - |x-x0|

Gct

Overeenkomstig (1.17) wordt nu de oglossing van het Cauchy probleem (2.1)

gegeven door
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3 1 p(x) ! $(x)
t) = — | — J dx | + J dx.
ct —[x-xol ] 2me c %:th_ |x-x0 |2
ct ct

Deze uitkomst werd voor het eerst gegeven door Volterra, 1892,

Afhankelijkheidsgebied. Uit (2.5) blijkt dat de oplossing u(xo,to) slechts

afhangt van de waarden van ¢,¢ in het cirkelgebied Gct : lx-xol < cty.
0
G heet weer het afhankelijkheidsgebied van (x.,t.). G is tevens het
ety 070 ety
gebied dat door de karakteristieke kegel KO met top (xo,to) (zie (1.18))

wordt uitgesneden in het vlak t = 0. In afwijking van de situatie in Ry is
nu het afhankelijkheidsgebied van (xo,to) doorsnede van kegel K, plus "in-

wendige", met het vlak t = 0, Het principe van Huygens geldt daarom niet voor

de golfvergelijking in Rz. Het bepaaldheidsgebied van Gct is weer het ge-
bied § gegeven door (1.19). 0
De niet-geldigheid van het principe van Huygens is nog als volgt te inter-
preteren. Laat u(x,t) weer een verstoring zijn die voor t = 0 gelokaliseerd
is in een begrensd gebied D < R2, i.e, 9,4 = 0 buiten D, Voor een punt X
buiten D volgt dan uit (2.5),
u(xo,t) =0, ct < T,
(2.6)
u(xo,t) # 0, ct > o,

waarbij T, de kleinste afstand van X, tot D voorstelt, De verstoring bereikt

dus het punt Xy OP het tijdstip t, = rl/c en de voortplantingssnelheid is

weer gelijk aan c. Na het tijdstip t, = r /c blijft echter u(x.,t) # 0 d.w.z.
I 0

1
de verstoring blijft oneindig lang nawerken. Dit bevestigt nog eens dat het
principe van Huygens niet geldt voor de golfvergelijking in R2.
Opgaven. 1. Bepaal met de method of descent de oplossing van het Cauchy pro-

bleem voor de golfvergelijking in RI’

1
uxx-?utt=0, —» < x < e, t >0,
(2.7)

u(x,0) = ¢(x), ut(x,O) = ¢(x).

Ga daarbij uit van het Cauchy probleem voor de golfvergelijking in R3 resp.

in R2'
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Verifieer dat de uitkomst overeenstemt met de d'Alembert oplossing (III.4.13).

Merk op dat het principe van Huygens in het algemeen niet geldt voor de golf-

vergelijking in R , tenzij ¢(x) = 0 is.

1
2, Bepaal met de method of descent de oplossing van het Cauchy probleem

Au + k2u “u = 0, x ¢ R2, t >0,

(2.8)
u(x,0) = ¢{x), u, (x,0) = ¢(x).

Ga daartoe uit van het Cauchy probleem voor de golfvergelijking in R

3'
Principe van Duhamel, Cauchy probleem voor de inhomogene golfvergelijking
in R .
—

Principe van Duhamel. Zij de funktie v(x,t;r) oplossing van het Cauchy pro-

bleem voor de homogene golfvergelijking in Rn’

Av - lf v
[

_— 0, x ¢ Rn’ t > 1,
(3.1)

V(Xs'ﬂ;T) = 0: vt(x’T;T) = sz(X,T)-

Dan wordt de oplossing u(x,t) van het Cauchy probleem voor de inhomogene
golfvergelijking
]
Ay - zi.utt = -f(x,t), x € Rn’ t > 0,
(3.2)
u(x,0) = 0, ut(x,O) = 0,

gegeven door de Duhamel integraal

t
(3.3) ulx,t) = J v(x,£3T)dT.
0

Bewijs. Het bewijs volgt door een eenvoudige verificatie, Bereken de afge-

leiden van (3.3),
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t t
ut(x,t) = v{x,tit) + f Vt(x,t;T)dT = J vt(x,t;r)dr,
0 0
t
utt(x,t) = vt(x,t;t) + J vtt(x,t;z)dr
0
(3.4) t
2
= ¢ f(x,t) + J vtt(x,t;r)dr,
0
t
Au(x,t) = J Av{x,t;T)dT,
0

dan volgt onmiddellijk dat u(x,t) oplossing is van (3.2),

Opmerking. Het principe van Duhamel is algemeen van toepassing bij ‘de oplos-
sing van het Cauchy probleem voor inhomogene lineaire PDV's., Het principe
van Duhamel is te beschouwen als het analogon van de methode van variatie

van konstanten voor de oplossing van inhomogene lineaire GDV's,

We zullen de oplossing (3,3) van het Cauchy probleem (3.2) nog nader uit-
werken in de gevallen n = 3, n = 2,
Geval n = 3, Overeenkomstig (1.16) wordt de hulpfunktie v(xo,t;r) nu gege-—

ven door

o |x—x0| = gt-cT,

. - I
(3.5) V(Xo,t,T) = ZF??:?T J f(x,1)do, Bct-c

BCt'CT

Met (3.3) volgt dan voor de oplossing u(xo,t) van (3.2),

t
(3.6) u(xo,t) =4 dr_ J f(x,t)do

Gr | t-T

B
ct-et

—— J f(x,t-r/e)deo
0 B

£ ] v
=3
-

T

o fx,t - |x—x0|/c)

dx, G

: |x-x0| < ct.

Fol
=

|x-x ct

ol
Gct
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Vanwege de analogie van (3.6) met de oplossing (VII.4.20) van de Poisson

vergelijking noemt men u(xo,t) wel een geretardeerde potentiaal;

f(x,t - |x—x0|/c) heet de geretardeerde waarde van f£(x,t). De vertraging
[x—xollc is te interpreteren als de tijd die nodig is om met snelheid ¢ van
X naar X te lopen.

Uit (3.6) blijkt dat de oplossing u(xo,to) slechts afhangt van de waarden

van f(x,t) in de punten (x,t) gegeven door

(3.7) |x—x°| < ctg, =ty - |x-x0|/c
of tewel
(3.8) [x—xolz - cz(t—to)2 =0,0<t < tye

Uit (3.8) is duidelijk dat het afhankelijkheidsgebied van (xo,to) gevormd
wordt door (enkel) de mantel van de karakteristieke kegel met top (xo,to).
Geval n = 2, Overeenkomstig (2.5) wordt de hulpfunktie V(Xo,t;T) nu gege-

ven door

f(x,17)
Ve (e-r)” - |xx |

dx, Gpogr ]x—xol < ct-eT.

(3.9 vl = & J

ct—¢r

De oplossing u(xo,t) van (3.2) volgt door integratie van (3.9),

t

{3.10) u(x,.,t) = S J dt J f(x,1)
° 2 0 C ng(t-r)z - |x—x0I2

ct—eT

dx,

oftewel

f(x,t)
2 2
c (t*to) - Ix—xol

(3.11) ulxg,ty) = g? J w dxdt,

K
waarbij K het gebied is in de (x,t)-ruimte beschreven door
(3.12) 0<¢ts<t, Ix-xol < e(tymt).

K wordt begrensd door de karakteristieke kegel met top (xo,to) en het vlak
t = 0. K is tevens het afhankelijkheidsgebied van (xo,to).
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Opgave. Bepaal met het principe van Duhamel nogmaals de oplossing van het
Cauchy probleem (III.4.5) voor de golfvergelijking in R
Het Cauchy probleem voor de (in)homogene golfvergelijking in R is op analo—
ge wijze op te lossen weer met gebruikmaking van de methode der sferische
gemiddelden, method of descent en principe van Duhamel; zie Courant~Hilbert
{23, p. 681-706. Uit de oplossing blijkt dat voor de golfvergelijking in Rn
het principe van Huygens wel geldig is indien n oneven, > 3 is, niet geldig is
indien n even is.

Naast de hier onderzochte Cauchy problemen kan men ook gemengde problemen be-
schouwen, bestaande uit golfvergelijking plus begin- en randvoorwaarden.

We geven het volgende voorbeeld,

1
M-z u = -f(x,t}, x € G, t > 0,
c

¥

(3.13) u(x,0) = ¢(x), u (x,0) = $(x), x ¢ G,

u(x,t) = g(x,t), x e ', t = 0,

waarbij G een gebied in Rn is met rand T'. In §8.5 zullen we een eenduidig-
heidsstelling voor het probleem (3.13) bewijzen.

Gemengde problemen als boven zijn slechts in bepaalde gevallen in gesloten
vorm op te lossen. Als mogelijke oplossingsmethoden noemen we in dit ver-
band:

(i) Methode van separatie van variabelen. Deze methode is van toepassing

indien het gebied G van eenvoudige vorm is b.v, cirkelgebied in R,, bolge-

2!
bied in R3; zie Collegedictaat Toegepaste Analyse I, 1973, hoofdstuk V.

(ii) Methode van spiegeling. Deze methode is van toepassing indien b.v. G
een halfruimte is en de randvoorwaarde op T luidt: u(x,t) = 0 of uv(x,t) =0,

X ¢ T; vergelijk met §3.4.

Stralingsprobleem, fundamentele oplossing van de golfvergelijking.

Een bijzonder geval van het Cauchy probleem voor de inhomogene golfverge-

lijking wordt gevormd door het zgn. stralingsprobleem,

1
3 U, = -g(t) 6{x), x ¢ Rn’ t >0,
c

Au -
(4.1)
u(x,0) =0, ut(x,O) =0,
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De oplossing u(x,t) is te interpreteren als een "verstoring' veroorzaakt
door een "bron" met "sterkte" g(t), gelokaliseerd in x = 0.

In Ry>R, volgt de oplossing van het stralingsprobleem onmiddellijk uit (3.6),
(3.11) na substitutie van £(x,t) = g(t) &(x). De resulterende integralen
zijn nog te vereenvoudigen door formele toepassing van de rekenregels voor
de &-funktie,

We vinden dan voor de oplossing van het stralingsprobleem in 53,

o, t < |x[/c,

BRI e /e

Merk op dat de funktie g(t—|x|/c)/|x| oplossing is van de bolsymmetrische

(4.2) u(x,t) =

golfvergelijking, zie (1.5), (1.11); u(x,t) is te interpreteren als een naar
buiten lopende sferische golf,

Evenzo volgt uit (3.11) de oplossing van het stralingsprobleem in R,

2
0, t < |x|/e,
(4.3) u(x,t) = t-|x| /e
S g(r) wdt, t > |x|/c.
2y OJ f@z(t—r)z—IX|z

In de oplossingen (4.2), (4.3) manifesteert zich opnieuw het wel resp. niet

geldig zijn van het principe van Huygens. Indien we u(x,t) weer opvatten

als een '"verstoring" dan zal zowel in R3 als in R2 deze verstoring een punt
x voor het eerst bereiken op het tijdstip t = ]x|/b, i.e. de voortplantings-
snelheid van de verstoring is gelijk aan c. Voor t > ]xl/b zijn de inter-

pretaties van (4.2), (4.3) wezenlijk verschillend. In R, wordt de in x waar-

3
genomen verstoring u{x,t) enkel bepaald door de bronsterkte op het tijdstip
t - |x|/fc; de vertraging |x|/c correspondeert weer met de looptijd van de
verstoring. Daarnaast ondergaat de verstoring bij haar voortplanting een

verzwakking temgevolge van de faktor 1/|x

. In R2 daarentegen wordt de in
X waargenomen verstoring u(x,t) bepaald door de bronsterkte g(t) over het
tijdsinterval 0 < t < t—|x|/c, i.e. u(x,t) wordt bepaald door de hele
"voorgeschiedenis" van de bron tot aan het tijdstip t - |x[/c. Indien de
bron op zeker moment gedoofd zou worden zou de waarnemer in x dit niet mer-

ken!
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Opgaven. 1. Leid de oplossing van het stralingsprobleem in R.2 af uit de op-

lossing van het stralingsprobleem in R, met behulp van de method of descent.

3

2. Toon aan dat de oplossing van het stralingsprobleem in R gegeven wordt

1
door

03 t < |x|/cs

(4.4) u(x,t) =
t*lx[/c

g(n)dr, t > |x|/c.

(] Ne]

0

Merk op dat het principe van Huygens niet geldt in dit geval.

Fundamentele oplossing. De causale fundamentele oplossing C(x,t) = Cn(x,t)

voor de golfvergelijking in R, is per definitie oplossing van het probleem

-—l = - -0 oo
AC - cz Ctt = -6(x) 6(t), X € Rn, < t < o,
(4.5)

C(x,t) = 0, t < O.

Het probleem {4.5) is te beschouwen als een bijzonder geval van het stralings-
probleem (4.1). In de gevallen n = 3,2,1 is Cn(x,t) eenvoudig te bepalen met
behulp van (4.2), (4.3), {(4.4) na substitutie van g(t) = &(t),

cytety = SR oy - g—ﬂﬁ_l_ll:zﬂ“' xl/e)
et -]x|
(4.6)
c (x,t) = 5 H(t-|x]|/e),

waarin H(s) de eenheidsfunktie van Heaviside voorstelt: H(s) = 0, s < 03
H(s) =1, s > 0.

Voor een rechtstreekse bepaling van Cn(x,t) (voor algemene n) met behulp van
Laplace transformatie, zij verwezen maar Stakgold [11], Vol IL, p. 61-65.
Stakgold verifieert tevens dat de gevonden fundamentele oplossing C(x,t)

inderdaad zwakke oplossing is van de PDV

4.7 ac - L

5 Ctt = -8(x) O(t).
c

De causale fundamentele oplossing C(x,t3;v,T) met singulariteit in (y,T) is

per definitie oplossing van het probleem
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1
AC - — Ctt = =8(x-y) 8(t-1), X € Rn’ -o <t < ®,

(4.8) ¢
C{x,t;y,T) =0, t < 1.

C(x,t;y,T) volgt uit C(x,t) door translatie,

(4.9) C(x,t;y,T) = C(x-y,t-1).

Opgaven. 1. Zij v(x,t) oplossing van het volgende Cauchy probleem voor de

homogene golfvergelijking,

1
Av - ;iivtt =0, x ¢ Rn’ t >0,
(4.10)

v(x,0) =0, vt(x,O) = czﬁ(x).

Toon dan aan dat C(x,t) = v(x,t) H(t).
Blijkens dit resultaat is voor t > 0 C(x,t) = v(x,t) i.e. C(x,t) is oplossing
van een Cauchy probleem voor de homogene golfvergelijking.
2. Toon aan dat de oplossing van het Cauchy probleem voor de homogene golf-
vergelijking in Rh’
Au - 1 u, =0, xeR, t>0
2 Tttt i n’ ’
(4.11) ¢
u(x,0) = 9(x), u (x,0) = ¢(x),

gegeven wordt door

(4.12) u(x,t) = g; [1—2 J C (x-y,t) q:(y)dy.} + Lz- J C (x-y,t) 4¢(y)dy.
c

€ R R
n n

Maak gebruik van het resultaat van opgave 1. Verifieer dat voor b.v. n = 3

de uitkomst (4.12) overeenstemt met de formule van Poisson (1.16).

Eenduidigheidéstellingen.

In deze paragraaf bewijzen we een tweetal eenduidigheidsstellingen resp, voor
het Cauchy probleem voor de inhomogene golfvergelijking in Rn en voor het ge~
mengde probleem (3.13). Deze stellingen spreken uit dat de oplossing ux,t)
van het betreffende probleem, aangenomen dat ze bestaat, eenduidig is. Het

bewijs van de eenduidigheid laat zich voeren op de bekende wijze: Onderstel
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dat het betreffende probleem twee oplossingen ul(x,t), uz(x,t) bezit., Vorm

dan het verschil v(x,t) = ul(x,t) - uz(x,t), dan voldoet v(x,t) aan de homo—
gene golfvergelijking en aan homogene begin- en randvoorwaarden. Te bewijzen
is nu dat dit homogene probleem enkel de cplossing v(x,t) = O bezit. De een-
duidigheidsstellingen voor het Cauchy probleem en het gemengde probleem zijn

daarom terug te brengen tot de hierna te formuleren stellingen I en II.

. .. . 2
Stelling I. Zij de funktie u(x,t) € C voor x ¢ Rn’ t > 0, u(x,t) ¢ C1 voor

X € Rh’ t 20 en zij u(x,t) oplossing van het homogene Cauchy probleem

Au - lf u =0,xeR, t >0,
¢ tt n
(511)
u(x,0) = 0, ut(x,O) = 0,

Dan is u{x,t) = 0 voor x ¢ Rn’ t = 0.

Bewijs. We geven het bewijs gemakshalve voor het geval n = 2; bij de beschrij-
ving kunnen we dan namelijk refereren aan ruimtelijke voorstellingen in de
drie-dimensionale (x,t)-ruimte.

Laat (xo,to) een willekeurig punt zijn met x, € R,, t. > 0. Het punt (xo,to)

0 27 70
is top van de karakteristieke kegel KO beschreven door

(5.2) lx—x 2 _ cz(t--to)2 = 0.

ol

Zij nu D het gebied in de (x,t)-ruimte dat begrensd wordt door de kegel KO

en de vlakken t = 0, t = t waarbij 0 < t] < tO' De kegel KO zal in de vlak-
ken t = 0, t = £ cirkelvormige gebieden GO’GI "witsnijden". Het gedeelte van
de kegelmantel tussen de vlakken t = 0, t = ty wordt M genoemd. GO’GI’ M vor-
men dan samen de rand van D.
Het bewijs is nu verder gebaseerd op de identiteit

- -1
(5.3) ut(Au - utt) = ut(ux < ¥ U o 5 utt)

c 171 272 ¢
2 2 1 2
=(uu )+ (uu ) = du +ul +—u) .
£x, 'x, tx,"x, X x, CZ t't

Merk op dat het laatste lid van (5.3) de vorm heeft van een divergentie. In-
tegreer (5.3) over het gebied D dan volgt met de divergentiestelling van

Gauss,
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(5.4) 0

1
Ay — e
J ut( u c2 utt)dxdt
D

2 2 1 2
-1 -
[%tux]vl + utuxzv2 2(uxl + uX2 =5 ut)v3]d0’
G0+G1+M €

waarbij (v v3) de componenten van de naar buiten gerichte normaal op de

v
1°°2°
rand voorstellen. We herleiden nu de oppervlakteintegraal (5.4) als volgt:

(i) op G0 is v. =v_=0, v, = -1, waarna volgt

1 2 3
(5.5) J [...Jdo = } J[u2 vl ¢+ LwPlax ax, = 0
X X, c t 172
€ €0
op grond van de beginvoorwaarde (5.1).
{(ii) op GI is V) =V, = 0, vy = 1, waaruit velgt
{5.6) (...]da = =} [u2 + u2 + — u2]dx dx. .
X 2 7t 172
c G 1 2 c

(i1i) De kegel K, is een karakteristiek oppervlak voor de golfvergelijking.

0
Schrijf nu de vergelijking (5.2) voor KO in de vorm
2 2 2
(5.7) p{x,t) = |x—x0| -c (t—to) =0,

dan voldeet ¢(x,t) aan de betrekking (zie (IV.3.1))

2 2 1 2
(5.8) Or + Py - Pe =0, (x,t} ¢ KO-

De vektor V¢ = (mx 20, ,@t) heeft dezelfde richting als de normaal op KO.
1 72

Voor de componenten (vl,vz,v3) zal daarom gelden

2 2 2r2 _
(5.9) VitV u3/E = 0.

Met behulp van (5.9) is nu de oppervlakteintegraal (5.4) over M te herleiden
tot

(5.10) J[...]d0= -1 J\)—[(ux Vq -ut\?l)2 *(u v
M M

- utvz)zjdﬁ.
3 1 2

3
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Substitueer nu (5.5), (5.6), (5.10) in (5.4) dan volgt

2
utvl) +

2 2 1 2 1
(5.11) J [ux A ut]dxldx2 + J VI [(uX Vq

1 2 o2 3 1

G] M

2 -
+ (uxzv3 tvz) ldo = 0.
Beide integralen in (5.11) zijn niet negatief en daarom noodzakelijk gelijk
aan nul. Daaruit volgt
(5.12) u =u o =u = 0, (x,t) € Gl'
Varieer nu t1 dan zal (5.12) gelden in het hele gesloten gebied begrensd

door de kegel K. en het vlak t = 0. In het genoemde gebied is dan

0
u(x,t) = konst. = 0 vanwege de beginvoorwaarde u(x,0) = 0.
Daar het punt (xo,to) (als top van de kegel KO) willekeurig gekozen is zal

ook algemeen gelden u(x,t) = 0 voor x ¢ RZ’ t = 0.

Opmerkingen. 1. Uit het bewijs blijkt nog: Indien slechts geldt

(5.13) u(x,0) = 0, ut(x,O) =0, x€ G, : |x-x0| < cto,

0

0 in het gesloten gebied begrensd door de kegel K0 en het

1t

dan is u(x,t)
viak t = 0. Dit gebied is juist het bepaaldheidsgebied van GO.
2. Men noemt de integraal (5.6) (zonder het min-teken) een energie-integraal;

de integraal is namelijk te interpreteren als een energie. De methode der
energie-integralen vindt veelvuldig toepassing bij de afleiding van eendui-

digheidsstellingen voor hyperbolische PDV's.

Stelling II. Laat G een begrensd gebied in R zijn met rand T'. Zij de funktie

u(x,t) ¢ C2 vaor X € G, t > 0, u(x,t) ¢ Cl voor X ¢ G, £t =2 0 en zij u(x,t)

oplossing van het homogene gemengde probleem

Au - lf Ue = 0,xeG, t >0,
c
(5.14) u(x,0) = 0, ut(x,O) =0, xe G,
ux,t) =0, x e, t = 0.

Dan is u(x,t) 2 0 voor x ¢ G, t 2 0.
Bewijs. Ook hier geven we het bewijs alleen voor het geval n = 2.

Laat D een cylindrisch gebied in de (x,t)-ruimte zijn, gegeven door
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(5.15) D= {(x,t)| x €eG, 0 <t < t, 1

D wordt begrensd door de cylindermantel M en de eindvlakken GO’ 1

(5.16) M={(x,t)|x€F,OStSt1},G = {(x,0)| x € G},

0

G

]

{(x,tl)lx e G}.

Voor de funktie u{x,t) in het gebied D geldt nu weer de betrekking (5.4).

De oppervlakteintegralen over G.,G. zijn weer te herleiden volgens (5.5),

(5.6). Qp de mantel M is Vv

0" 1

3= 0; de oppervliakteintegraal (5.4) over M zal dan

overgaan in

(5.17) J £...]Jdo = J ut[uxlvl + uxzvz]dd =0,
M M

wegens u,_ = 0 op M, zie de randvoorwaarde (5.14).
Substitutie van (5.5), (5.6}, (5.17) in (5.4) leidt nu tot
(5.18) J (w2 +u? +1 o?lax,ax = 0,

X, X t

2 1772
G[ 2 c

waarult volgt

(5.19) u, =u  =u = 0, (x,t) € G].

Varieer t, dan zal (5.19) gelden in elk punt (x,t) met x ¢ E, t =2 0. Met de
beginvoorwaarde u(x,0) = 0, x ¢ G volgt dan onmiddellijk: u(x,t) = 0, x ¢ G,
t=>0.

Opgave. Toon aan dat stelling II ook geldig blijft indien de randvoorwaarde

u(x,t) = 0, x ¢ T wordt vervangen door &&n der volgende randvoorwaarden,

(5.20) U.\)(X,t) =0, xe¢T, t 20,
resp.
(5.21) uv(x,t) + 8(x)u(x,t) =0, xeTl, t20; 6(x) 20, xeT,

Hierbij is v de naar buiten gerichte normaal op T.
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IX. Parabolische PDV's: diffusievergelijking.

Fundamentele oplossing, Cauehy probleem voor de diffusievergelijking.

Als belangrijkste voorbeeld van een parabolische PDV bespreken we in dit hoofd-

stuk de warmtegeleidingsvergelijking of diffusievergelijking in Rn’

(1.1) My - u, = -f(x,t), x ¢ Rn.

Indien f£(x,t) = 0 is heet de vergelijking homogeen. Diverse transportverschijn-
selen uit de fysica worden beschreven door de diffusievergelijking, b.v. de
diffusie van een gas waarbij u(x,t) de concentratie voorstelt; warmtegelei-
ding in een medium waarbij u(x,t) de temperatuur voorstelt. Het rechterlid

in (1.1) correspondeert met een "bronverdeling" met "sterkte" f(x,t).

Voor de diffusievergelijking (l1.1) laat zich formuleren het beginwaardepro-

bleem of Cauchy probleem,

by - u, = -f(x,t), x € Rn’ t >0,
(1.2)
u(x,0) = ¢(x).

Merk op dat nu alleen de beginwaarde u(x,0) is voorgeschreven.
We zullen het Cauchy probleem (1.2) oplossen met behulp van een geschikte
fundamentele oplossing.

Definitie I. De causale fundamentele oplossing C(x,t) = Cn(x,t) voor de dif-

fusievergelijking in Rn is oplossing van het probleem

AC - c, = -8(x) 6(t), x € Rn’ - <t < ®,

(1.3)
C(x,t) =0, t <0.

C(x,t) is te interpreteren als de temperatuursverdeling in een medium onder
invlioed van een warmtebron, die gelokaliseerd is in x = 0 en op het tijdstip
t = 0 een "eenheid van warmte" ontwikkelt.

C(x,t) is tevens oplossing van een Cauchy probleem voor de homogene diffusie-
vergelijking.

Stelling. Zij v{x,t) oplossing van het volgende Cauchy probleem voor de ho-

mogene diffusievergelijking,

AV - v, = 0, x ¢ Rn’ t >0,

(1.4)
vi(x,0) = §(x).
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Dan is C(x,t) = v(x,t) H(t), waarbij H(t) de eenheidsfunktie van Heaviside
voorstelt.,
Bewijs. Voor t < 0 is C(x,t) = v(x,t) H(t) = 0 in overecenstemming met (1.3).

Bereken nu de afgeleiden van C(x,t),

AC

It

Alv(x,t) H(t)] = avH(t) -
(1.5)

€

]

v, H(t) + v(x,t) &(t) = v, H(t) + v(x,0) 5(t) = th(t) + §(x) &(t).

Daaruit volgt

AC - C_ = (av — vt) H(t) - 6(x) §(t) = -6(x) &(t),

in overeenstemming met (1.3).

Gevolg. Voor t > 0 is C(x,t) tevens oplossing van het Cauchy probleem voor

de homogene diffusievergelijking,

AC-C =0, xeR, t>0,
t n
(1.8)
C(x,0) = 6(x).

De fundamentele oplossing C(x,t) is expliciet te bepalen met behulp van Fou-

rier transformatie,

n 2
(1.7} C(x,t) = (5—%) exp (-~ -I%l-) H(t),

zie b.v. Stakgold [11], Vol. II, p. 60.

Men kan gemakkelijk verifieren dat de funktie (1.7) oplossing is van het
probleem (1.6). Voor t > 0 volgt door eenvoudig differentieren dat AC—Ct =0
is. Voorts is in (VI.2.2a) afgeleid dat

. . 1 n lez
(1.8) lim C(x,t) = lim (—7=) exp(- ) = §{x)
t+ 0 £ ¢ 0\2TE 4t

in distributie-zin.

Definitie I1. De causale fundamentele oplossing C(x,t;y,t) met singulariteit

in (yv,t) is oplossing van het probleem

AC - Ct = ~§{x—y) §(t-1), x € Rn, -~ < t < @,

(1.9)
C(x,t3y,T) = 0, £t < 1.,
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Voor t > T is C(x,t3y,T) tevens oplossing van het Cauchy probleem voor de ho-

mogene diffusievergelijking,

AC—Ct=O,x€Rn,t>T,
(1.10)
C(x,13y,1) = &(x~y).

C(x,t;y,T) volgt uit C{(x,t) door tramslatie,
(1.11) C{x,t;y,T) = C(x=y,t~1).

Met behulp van de causale fundamentele oplossing is het Cauchy probleem voor

de diffusievergelijking expliciet op te lossen.

1. Cauchy probleem voor de homogene diffusievergelijking in Rn’

Au—ut=0,x€Rn,t>0,
(1.12)

u(x,0) = 9(x).
Schrijf de funktie ¢(x) als een superpositie van S-funkties,

(1.13) P(x) = J S(x-y) ¢(y)dy.

R
n

Met behulp van (1.10), (1.11) vinden we dan formeel de volgende oplossing

van het probleem (1.12),

n 2
(l.14) u(x,t) = J C(x-y,t) ¢(y)dy = (55??) J exp[} léi%l-iy(y)dy-
R

R
n n

Verificatie van de oplossing (1.14). We zullen nog aantonen dat {1.14) in-
derdaad oplossing is van het Cauchy probleem (1.12). Daartoe onderstellen we
(voldoende voorwaarde) dat de functie ¢(x) continu en begrensd is in Rn, i.e,
|¢(x)| =M, X ¢ Rn.

(i) Voor ]x| < A, 0 < £, <t < t2 geldt de volgende afschatting voor de in-
tegrand (l1.14),

n 2
(1.15) \(57%§) exp[% lii%l-] ¢ (y)
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Omdat het rechterlid van (1.15) integreerbaar is over Rn’ is de integraal

(1.14) uniform convergent voor |x| <A, 0<«<t, gt< t2, A t],t willekeu-

1 - : 2
rig (criterium van Weierstrass).

Op analoge wijze kan men aantomnen dat de integralen

(116 [ 0,6y, gy, | sy, sy
R . R
n n
uniform convergent zijn voor |xl < A, 0 ¢ tl <t < t2. Volgens een bekende

stelling zijn nu de afgeleiden Au,ut van (1.14) te bepalen door differentia-

tie onder het integraalteken indien x ¢ R, t> 0. Er volgt dan onmiddellijk

(1.17) M - u, = J {AC - Ctj p(y)dy = 0, x € Rn’ t > 0.
R
n
(ii) Zij X, € Rn’ dan is te bewijzen
(1.18) 1im ulx,t) = @(xo).
X - xo,t + 0

We maken gebruik van het volgende hulpresultaat (vergelijk met (VI.l.15a)}),

n 2
(1.19) (57%) J E}cp[— Jx_ztzl_]dy - 1.

R
n

Met (1.19) is nu het verschil u(x,t) - w(xo) voor te stellen door de inte-

graal

n . 12
(1.20) I = u(x,t) - tp(xo) = (wl-g) J exv[— Jx—%‘—} le(y) - qJ(xO)JdY-

Daar ¢(y) continu is in x, laat zich bij € > 0 een getal § » 0 vinden zodat

0

(1.21) le(y) - @(xo)l < %—voor Iy-xol < § .

Splits nu de integraal I in een integraal I, over het gebied G, : |y—x0] < 6,
en een integraal 12 over het gebied G2 : ]y-xol > §. De twee integralen zijn

als volgt af te schatten:
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n 2
1 -
a) |z, | < (? ﬂt) J eXP[f 152%1-] lo(s) - olxy) |dy
G
n 2
E 1 lx-zl _ &
=2 (27ﬂt) J eXp[_ 4t de T2
R
n
2
b) ‘Izls _——EETH J exp[} lEEZlu]dy
(2V7E) €
G
2
2
M . lx—xo'Yi
= _/__E eXp| = — dy.
@y 2
Zij nu |x-x0| < 48 dan is
(1.22) |x—x0'y| > }|y| indien |y| = &,

waarna volgt

A

2
M J exp (- Jl]_)dy

1, |
2 (2J1r—t)n | 16t

y|=6

2M

In
T |z|28/2/F

exp (- }|z|2)dz.

Er bestaat nu zeker een getal n zodat |Iz| < 3¢ voor 0 < t < n,

Combineer de voorgaande resultaten dan volgt
(1.23) |I! = |u(x,t) - m(x0)| < € voor |x—x0| < 348, 0 <t <n.

Daarmee is (1.18) bewezen.

2. Cauchy probleem voor de inhomogene diffusievergelijking in R s

Au - u, = -f(x,t), x ¢ Rn, t >0,
(1.24)

ul{x,0) = 0.

Schrijf de funktie f(x,t) als een superpositie van §-funkties,
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o0

(1.25) f(x,t) = J dt J 8(x-y) 6(t-1v) f(y,T)dy.

0 R
n

Met behulp van (1.9), (1.11)} vinden we dan formeel de volgende oplossing van
het probleem (1.24),

[}
[
—

(1.26) u(x,t) C(x-y,t-1) f(y,T)dy

. . 2
= dr —_— exp[} l——Zl—] f(y,1)dy.

x—
0‘ IRJ [2¢ﬂ(t—T)]n 4(t-T)
n

Opgave. Leid de oplossing van het Cauchy probleem (1.24) ook af met behulp

van het principe van Duhamel.

Naast deze Cauchy problemen kan men ook gemengde problemen beschouwen, be-

staande uit diffusievergelijking plus begin- en randvoorwaarden. We geven
het volgende wvoorbeeld,

Au - u, = -f(x,t), xe G, t > 0,
(1.27) u(x,0) = ¢(x), x ¢ G,

u(x,t) = gx,t), xe T, £t 20,

waarbij G een gebied in Rn is met rand T'. Voor het probleem (1.27) zal in
§9.2 een eenduidigheidsstelling worden afgeleid., Als mogelijke oplossingsme-
thoden voor gemengde problemen noemen we weer de methode van separatie van

variabelen en de methede van spiegeling; zie het slot van §8.3.

Opgaven. 1. Bepaal de oplossing van het gemengde probleem,

uo T U 0, x>0, £ >0,

(1.28)
u{x,0) = ¢(x), x =2 0; u(0,t) =0, t =2 0.

2. Bepaal de oplossing van het gemengde probleem,

Uy T U T 0, x>0, t >0,

(1.29)
u(x,0) = 0, x = 0; u(0,t) = g(t), t 2 0.
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Aanwijzing: Bepaal eerst de oplossing van (1.29) in het geval g(t) = H(t).
Leid daaruit af de oplossing van (1.29) voor algemene g(t), met behulp van

een soort principe van Duhamel; zie eventueel Tychonoff-Samarski [12],
p. 227-230.

Maximum-minimum principes,eenduidigheidsstellingen

Maximum~minimum principe I. Laat G een begrensd gebied in Rn zijn met rand T.

Zij de funktie u(x,t) continu voor x ¢ E, 0 <t < t, en zij u(x,t) oplossing

van de homogene diffusievergelijking

(2.1 Ay - u, = 0, x G, 0 <t s tl'

Dan neemt u(x,t) haar maximum en minimum aan 6f op het tijdstip t = 0 of op

de rand T.

Bewijs. Laat D een cylindrisch gebied in de (x,t)-ruimte zijn, gegeven door
(2.2) D={(x,t)| x €6, 0 <t < t,}

Onderscheid de rand van D in twee gedeelten,

r,= {(x,£)| x ¢cG, t=0VvxeTl, 0sts e, b
(2.3
T, = {(x,t])| x € G}.
F] is dus gesloten, terwijl F2 open is.
Voer nu in
(2.4)- M = max " u(x,t), m = min u(x,t),
. (x,t)erl , (x,t)erl
dan is te bewijzen
(2.5)  mw<u(x,t) <M, (x,t) € D+ T,.

We bewijzen alleen de rechterhelft van de ongelijkheid (2.5). Het bewijs ver-~
toont grote overeenkomst met het bewijs van het maximum-minimum principe voor
harmonische funkties; zie §7.2.

Stel dat er een punt (xo,to) eD+r, bestaat met u(xo,to) =M+n, n >0,

Voer dan in een functie v{(x,t) gegeven door

(2.6} - vtx,t) = u(x,t) + §|xx § > 0.

2
o)




- 134 -

Op het randgedeelte rl geldt nu
2 2
2.7) vi(x,t) £ M+ § max |x-x0l =M+ 8, (x,t) € Pl,
X €T

terwijl v(xo,to) = U(XO’tO) is., Kies nu § zo klein dat geldt
2
(2.8) M+dr” < M+n = u(xo,to) = vi{x ,to) .

De continue funktie v(x,t) zal dan op D zijn maximum aannemen in een punt

* *
(xo,to) e D+ ,. In dat punt zal gelden

2

*® % *x %
(2.9) Av(xo,to) <0, vt(xo,to) > 0,
waaruit volgt
. *  *
(2.10) Ay - v, <0 in (xo,to).
Anderzijds is echter

n
2
(2.11) Av - v, = M - u  + §A [igl (xi in) } = 2né > 0,
zodat we tot een tegenspraak komen.
Daarmee is bewezen u(x,t) < M voor (x,t) ¢ D + PZ'

Maximum-minimum principe II. Zij de funktie u(x,t) continu en begrensd voor

X € Rh’ 0 <t < t1 en zij u(x,t) oplossing van de homogene diffusievergelij-

E

king

(2.12) Au = u = 0, x ¢ Rh, 0 <t = tl.

Dan geldt

(2.13) m = inf u(x,0) < u(x,t) < sup u(x,0) =M, x € Rn’ 0stz=ste
X € R.n X € Rn

Bewijs. We bewijzen alleen de rechterhelft van de ongelijkheid (2.13).

De funktie u(x,t) is begrensd, i.e. |u(x,t)| < K voor X ¢ Rn, 0 <t = t)

Voer nu in een funktie v{x,t) gegeven door
2
(2.14) v(x,t) = u(x,t) - M - a(|x| + 2nt), o =2 0,

en merk op dat v(x,t) voldoet aan de homogene diffusievergelijking.




- 135 -

Laat D het gebied zijn gegeven door
(2.15) D={Gxt)] [x] <4, 0 <t <t

Volgens het maximum-minimum principe I neemt v(x,t) op D haar maximum en mi-

nimum aan of op het tijdstip t = 0 of op de rand |x| = A, Nu is voor t = 0,
2

(2.16) v(x,0) = u(x,0) - M - a|x|” < 0.

Evenzo geldt voor |x| = A,
2 2

(2.17) v(x,t) = u(x,t) - M- a(A"™+2nt) <K -M - aA” = 0,

indien we stellen o = (K—M)/Az.

Uit (2.16), (2.17) volgt met het maximum-minimum principe I,
(2.18) vi(x,t) €0, (x,t) ¢ D
oftewel

M+K—;M(|x|2+2nt), |x] <A, 0t <¢.
A

IA

(2.19) ulx,t)

Zij nu (x,t) vast dan volgt na een limietovergang A + «,

(2.20) ulx,t) <M, x ¢ Rn’ 0 <t < tl'

Stelling I. Zij G een begrensd gebied in R met rand I'. De oplossing u(x,t)

van het gemengde probleem voor de diffusievergelijking

Au - ut = -f(x,t), xe G, t > 0,

(2.21) u(x,0) = ¢(x), x ¢ G,

u(x’t) = g(X,t)s Xxel, t =20,

is eenduidig en hangt continu af van de beginwaarde g(x) en de randwaarde
g(x,t).

Bewijs.'Het bewijs berust op het maximum-minimum principe I; vergelijk met
het bewijs van de overeenkomstige stelling uit §7.2 voor het Dirichlet pro-
bleem voor de Laplace vergelijking. De verdere uitwerking wordt aan de le-

zer overgelaten.
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Stelling IT. Zij de funktie u(x,t) oplossing van het Cauchy probleem voor de

diffusievergelijking

Au - ut = -f(x,t), x ¢ Rn’ t >0,
(2.22)

u(x,0) = ¢(x),

en zij u(x,t) begrensd voor x ¢ Rh’ t = 0, Dan is de oplossing u(x,t) een—

duidig en continu afhankelijk van de beginwaarde p(x).

Bewijs. Het bewi]s berust op het maximum-minimum principe II; dit verklaart
ook de extra voorwaarde, u(x,t) begrensd voor X ¢ Rn' t » 0. De uitwerking

wordt weer aan de lezer overgelaten.

Het eenduidigheidsgedeelte van stelling I laat zich ook bewijzen met de me-

thode der energie-~integralen. Zoals opgemerkt in §8.5 is het daarbij voldoen-

de om de stelling te formuleren voor de homogene diffusievergelijking onder
homogene begin— en randvoorwaarden.

Stelling III. Laat G een begrensd gebied in Ry zijn met rand r. Zij de funk-

. 1 = .
tie u(x,t) e C2 voor x e G, £t > 0, u(x,t) ¢ C voor x ¢ G, t > 0 en zij

u(x,t) oplossing van het homogene gemengde probleem

Au - u, < 0, xe G, £t> 0,

(2.23) u(x,0)

0, xe G,

u(x,t) =0, xerT, t =0,

Dan is u(x,t} = 0 voor x ¢ G, t 2 0.
Bewijs. Vermenigvuldig de diffusievergelijking met u en integreer over het

gebied G bij vaste t > 0, dan volgt

(2.24) J uutdx = J ududx.
G G

Het .rechterlid van (2.24) is te herleiden met de eerste identiteit van Green
(VII.1.4),

(2.25) J uAudx = - J ]Vu|2dx + J uu, 4o = - J IVulzdx,
G G T G

op grond van de randvoorwaarde (2.23).
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Uit (2.24), (2.25) volgt nu

(2.26) ' J uutdx = - J |Vu|2dx <0
G G"

oftewel

(2.27) [ J w?(x,t)dx] < 0, t > 0.

G

4
dt

Blijkens (2.27) is de energie-integraal } J uz(x,t)dx een monotoon niet-toe-

G
nemende funktie van t voor t > 0. Voor t = 0 is de integraal gelijk aan 0 op

grond van de beginvoorwaarde (2.23). Daar de energie-integraal niet-negatief

is, moet dan gelden

(2.28) ! J uz(x,t)dx =0, t =0,
G

waaruit volgt, u(x,t) = O voor x « G, t > O.

Opgave. Toon aan dat de stelling III ook geldig blijft indien de randvoor-

waarde u(x,t) = 0, x ¢ T wordt vervangen door &é&n der volgende randvoorwaar-

den,

(2.29) uv(x,t) =0, xeT, t =0,

resp.

(2.30) uv(x,t) + 0(x,t) u(x,t) =0, xeT, t20;0(x,t) 20, xeT, t2

Hierbij is v de naar buiten gerichte normaal op T,

0.
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Collegedictaat Partiéle Differentiaalvergelijkingen: aanvullingen en wijzigingen
7.11. Eigenwaardeprobleem voor de Laplace operator
De verwijzingen naar het collegedicaat Lineaire Analyse 1 (LAI) worden vervangen door

verwijzingen naar
E. Kreyszig, Introductory functional analysis with applications, Wiley, New York, 1978.

Aanvulling op stelling I, p. 103:

Stelling Ta. Alle eigenwaarden (indien aanwezig) zijn redel en positief.

Bewijs. Zij A eigenwaarde met bijbehorende eigenfunktie u(x) £ O. Toepassing van de
eerste identiteit van Green op de funkties u (x) en Z(x) levert

| @Au+VE-Vuyix = | Tu,do=0,
G r

en dus

2
G'f IVul“dx

2
Gj bu 12 dx

>0.

| v+ 1vuidac =0, A=
G

Opmerking. Ook alle eigenfunkties zijn als regle funkties te nemen.

Stelling Ib. Eigenfunkties behorend bij verschillende cigenwaarden, zijn orthogonaal.

Bewijs. Laat A; en },, met A, # A, eigenwaarden zijn met bijbehorende eigenfunkties u(x)

resp. u(x). Pas de tweede identiteit van Green toe op de funkties u4(x) en u,(x), dan volgt
Bu2 aul

GJ (u]Auz""uzAul)dx =FI (ul —av—- —uz—a—v-)d0'=0 s

M=% [ uyudx =0, | wie)usrdx = (uyup =0.
G G

Opmerking. Bij eenzelfde eigenwaarde A kunnen meerdere lineair onafhankelijke eigenfunk-
ties behoren. In dat geval heet de eigenwaarde A ontaard. Laat bij A bijv. twee cigenfunkties
behoren, u,(x) en u,(x), dan is ook de lineaire combinatie C1u(x) + cpuy(x) eigenfunktie bij
A. Vervang mu uy(x) door uf (x)=ciu,(x)+ caUx(x) met ¢y en ¢, zo gekozen dat
(uy,ud ) = 0. Voor meer eigenfunkties is deze constructic systematisch voort te zetten met het
Gram-Schmidt proces; zie Kreyszig, pp. 157-158. De eigenfunkties zijn vervolgens te nor-
meren: || u; || = (u-.u},-)“2 = 1. Algemeen geldt dan dat de eigenfunkties een orthonormaal stel-
sel (Kreyszig, p. 152) vormen, met (4;, u;) =8;.

Op p. 103 wordt de ruimte L,(G ) gedefinieerd als de verzameling der funkties welke kwadra-
tische Lebesgue-integreerbaar zijn over G. Analoog aan Kreyszig, pp. 62, 132, geldt ook:
Ly(G) is de completering van C%G) onder de norm (11.8). Met het inwendig produkt (11.8)
is Ly(G ) een separabele Hilbertruimte; zie p. 104, en vergelijk met Kreyszig, p. 180.
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Het bewijs van stelling III (pp. 104-105) is als volgt te wijzigen:
Bewijs. Overcenkomstig (6.8a) gelden de volgende ongelijkheden voor de funktie van Green
G(x;y)in Ry, R4,

1
Ry :0<G(x; —1 +k L,
2:0< (xy)<2n og : onst.

Ix—y
(11.9) .

1

Ry3:0<G(x; —_—
3 ) < Ty

Met behulp van (11.9) is gemakkelijk in te zien, dat

(11.10) f | GXxsy)dndy < o
G G

is, ie. G(x;y) is kwadratisch integreerbaar over G X G, oftewel G(x;y) € Ly(G xG).
Analoog aan Kreyszig, p. 454, is dan de integraaloperator T kompakt; zie eventueel ook Helm-
berg [6], pp. 85-87, 182.

Met gebruik van de symmetrie-eigenschap G (x;y) = G (y; x) (zie § 7.6) is af te leiden dat

(Tu,v)= [ [j G(x:y)u(y)dy]v(x)azx= | [J Gof;x)u(x)dx}v(y)dy
G G G G

= ucx)[ | G(x:y)v(v)dy]dx=(u,rv).
G

Daaruit volgt met Kreyszig, p. 201, dat de operator T zelf-geadjungeerd of hermitisch is; zie
eventueel ook Helmberg [6], p. 99.

Het bewijs van stelling V (pp. 106-107) is als volgt te wijzigen:
Bewijs. Overeenkomstig stelling II is het eigenwaardeprobleem (11.18) equivalent met het
eigenwaardeprobleem

(11.22) Tu=pu, =1, e LyG), u=0.
Hierin is de operator T hermitisch, kompakt en positief definiet.
Uit T hermitisch volgt op grond van Kreyszig, p. 461, theorem 9.1-1;

(i) Alle eigenwaarden van T (indien aanwezig) zijn reéel; vergelijk met stelling Ia.

(ii) Eigenfunkties behorend bij verschillende eigenwaarden zijn orthogonaal; vergelijk met
stelling Ib.

Uit T kompakt volgt op grond van Kreyszig, pp. 421-423, thgorems 8.3-1, 8.3-3:

|n—y e




-3.

(i) De verzameling van eigenwaarden van T is hoogstens afielbaar (eventueel eindig of
leeg), met u =0 als enig mogelijk verdichtingspunt. Voor elke £ > 0 zijn er eindig veel
eigenwaarden p met Ipl 2 k.

(i) Voor elke eigenwaarde p = 0 is de nulruimte N (T,) = N(T —W) eindig dimensionaal,
ie. bij elke eigenwaarde p = 0 behoren eindig veel, zeg r, lineair onafhankelijke eigen-
funkties. De eigenwaarde p wordt dan r keer geteld, en in N (T) voeren we in een ortho-
normale basis van r eigenfunkties u®, z@, ... 5,

Door combinati¢ van de voorgaande resultaten vinden we:

de operator T bezit hoogstens aftelbaar veel reéle eigenwaarden p; # 0 te rangschikken vol-

gens

(11.23) ! 2 gtz - 2 apl> g

de bijbehorende eigenfunkties u;(x) € L{(G) vormen een orthonormaal stelsel, d.w.z.

(u;,u;) = §;;; tenzij dit orthonormale stelsel eindig is, geldt w; — 0 voor j — oo,

De eigenfunkties u;(x) vormen voorts een totaal orthonormaalsysteem (voor de definitie, zie

Kreyszig, p. 168) in T(L5(G)); voor het bewijs wordt verwezen naar Helmberg [6], pp. 200-

202.

De operator T is positief definiet met de volgende consequenties:

(1) Alle eigenwaarden W; zijn positief. Immers (Tu;, u;) = w;(uj,u;) > 0, zodat H; >0.

(ii) p =0 is geen eigenwaarde van T. Immers voor de bijbehorende eigenfunktic v zou gel-
den(Tv,v)>0en (Tv,v)=0.(v,v) =0.

(iil) T(La(G)) =Ly(G). Immers stel dat T(Ly(G)) < Lo(G) en T(L,(G)) niet dicht in
Ly(G), dan bestaat er een funktie # € Ly(G) met ¥ #0, en u | T(Ly(G)). Daaruit
volgt (Tu,u) = (u,Tu) = 0, terwijl anderzijds (Tu,u) > 0 is wegens T positief definiet.

Met (iii) volgt dat de funkties u;(x) een totaal orthonormaalsysteem vormen in L,(G). Omdat

L,(G) oneindig-dimensionaal is, zal het orthonormaalsysteem der funkties u;(x) aftelbaar zijn.

T bezit daarom aftelbaar veel positieve eigenwaarden M; met

(11.24) W22 - 22 - >0, }i_)n;u,-=0.

Met behulp van stelling II zijn nu de voorgaande resultatcn te vertalen naar het equivalente

eigenwaardeprobleem (11.18). Na invoering van A; = 1/n; volgt dat het probleem (11.18) aftel-

baar veel positieve eigenwaarden bezit, te rangschikken volgens (11.19). Voor de bijbehorende
eigenfunkties u;(x) zal gelden u;(x) € C%G),C¥G). Voor A = A, is de funktic u;(x) oploss-

ing van (11.18).

Toevoegen aan de opgave op p. 107:
Zie Kreyszig, p. 467, theorem 9.2-3.




Tekst onderaan p. 107 wijzigen:

Voor de koé&fficiénten (u.uj) van de reeks (11.21) geldt de gelijkheid van Parseval (zie
Kreyszig, p. 170),

(11.26) S (o) =ul? =
J=1 G

| wxdx .




II. PDV’s van eerste orde

2.1.  Bepaal de oplossing v = u(x,y) van de PDV yu, + zu, = u, waarvan het integraal-
oppervlak gaat door de rechte y = 0, v = 1.
Bepaal het definiticgebied van de (reéle) oplossing.

Bepaal het definitiegebied ook met behulp van grondkarakteristieken.



ITL. PDV’s van tweede orde in twee onafhankelijke variabelen

3.1.

3.3.

J.4.

3.6.

Op p. 14, 15: Verificer de formules (1.7) en {1.8).

Laat zien dat (1.8) als volgt in een matrix uotatie te schrijven is,

[ /6 ﬂo:u (,Qy a b L ¢.’L‘
Jé; v d)ar wy b ¢ Py {by

Verifieer nogmaals (1.9), met gebruik van dit laatste resultaat,

Gegeven is de kwadratische vorm Q{s,1) = as? + 2bst + ct?.
De vergelijking Q(s,1) = €' = konstant beschrijft een kwadratische kromme (= ke-
gelsnede) in het (s, 4)-vlak. Bepaal het type van deze kromme (ellips, hyperbool of

parabool) afhankelijk van de kodéfliciénten a, b, c.

Op p. 16 bovenaan: Hoe verloopt de herleiding tot de normaalvorm indien

a{z,y) = 07

Op p. 18 Verifieer (1.30).

Bepaal de karakteristicken van de één-dimensionale golfvergelijking ug, — — i = 0.
c
Herleid de golfvergelijking tot de normaalvorm en bepaal de algemene oplossing van

de golfvergelijking.

Op p. 19 Werk voorbeeld 3 nit, Bepaal en teken de karakteristieken in het gebied
y < 0. Herleid de Tricomi vergelijking tot haar normaalvorm, zowel in het gebied

y < 0 als in het gebied y > 0.

Op p. 20, 21: Wat is de mectkundige betekenis van de strookrelatie (2.4)?

Verificer dat de voorwaarden (2.5) equivalent zijn met de beginvoorwaarden (2.2) en



3.7.

de strookrelatie (2.4).

Op p. 21, 22: Bercken de koéflicientendeterminant van het stelsel (2.8).
Leid af een stelsel van vijf lineaire vergelijkingen voor de partiéle afgeleiden van % van

vierde orde op Cy.

Op p. 25: Verifieer dat de voorwaarde (2.22) equivalent is met de eerdere voorwaarde

(2.13).

Op p. 26 dient de hiernaast getekende
fignur te worden toegevoegd.

In (3.5) en (3.6) is hel verleidelijk

te sclirijven:

‘i(xo) . — ‘ P

T-'-— — v G -
. PG
ug(@, g(x))de = u(z, g(z)) 0 , L 1
@ (o) fl'{.) Xy X~ag
hyo)
Yo

y, (M(y), y)dy = 'u.(h,(y'),y)l:c(’mu) ; waarom is dit fout?

glwo)

Op p. 28, 29: Bepaal, uitgaande van het karakteristiek beginwaardeprobleem (3.14),
de partiéle afgeleiden w,(x,0), uy(x,0) voor z > 0, en uz(0, y), 4y (0, y) voor y > 0.
Op p. 29 dient de hiernaast getekende 9"2'3

[ e s o

figuur te worden toegevoegd. 9‘

D

o ey - -

Xc- X'-G'.S




3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

4

Werk de opgave op p. 29 nit. De Bessel functie Jy wordt gedefinieerd door

=5 B (5)"

1?
n=0 Han.

G

Y-a-
Op p. 30 dient de hiernaast getckende I z
figuur te worden toegevoegd. ?o _____ —————— P[x,ﬂo;
Op p. 31: Leid af dc oplossing (3.22) van : 'b :
het Goursat probleem in het gebied I1; ILS Ri
teken zell cen bijpassende figuur. f(?,) Xo X-ae
Op p. 32 dient de hiernaast t-ao
getekende figuur te worden Fex tb}
toegevoemd.
De punten P, ), K hebben
karakteristieke coordinaten X-ae
Xy~Clo =7 Xorcé,

P(&o,50)s Q(n0s10), B(Eo,E0)-
De zijden van de driehoek P@QR worden in karakieristieke coordinaten beschreven

door de vergelijkingen £ = & voor PIR; 13 = 5o voor PQ; £ = 5 voor QR.

Op p. 35: Bepaal de karakteristicke coordinaten van de punten P, @, R, § in fig. 1.
Beschrijf de diverse rechten in fig. 1 door vergelijkingen in karakteristieke coordinaten.

Deze resultaten zijn van nut in (4.18).

Op p. 36: Werk de opgaven 1 en 2 uit.

Na de opmerking op p. 37: Bepaal de oplossing u(z,1) van het volgende gemengde



probleem voor de golfvergelijking op het interval > 0,
1
Ugy — c_2 Uy = -—f(.’l.‘,f.) y > 0 y > 0 H

w2, 0) = @), w(v,0)=dz), x>0,

(0, 8) = h{t), t>0.

Vergelcken met het probleem (4.14) op p. 34 is de randvoorwaarde u(0,t) = g(t) hier

vervangen door u,(0,t) = h{t).
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IV. PDV’s van tweede orde in n onafhankelijke variabelen, n > 2

4.1.

Op p. 40 is te lezen “Zonder verlies aan algemeenheid kunnen we stellen a;;(z) =
] & i

a;;(x).” Waarom is dit zo?

Verificer de formules (1.4) en (1.5).

Tekst op p. 41 na (1.7) als volgt wijzigen:

“De betrekking (1.7) is in matrix notalic kort te schrijven als
[ap] = STAS = S1AS

waarin jag] de matrix is gevorind door de coeflicienten ayy.

De matrix 5 wordt nu als volgt gekozen. Bedenk dat de matrix A symmetrisch en
dus diagonaliseerbaar is. ISr bestaal dan cen orthogonale matrix S, zo dat §~1AS
eent diagonaalmatrix is,

- -

Al

A
STYAS = :

’\ 3

L -

Hierin zijn Ag, Ay, ..., Ay de (reéle) eigenwaarden van de matrix A. Met de aldus

gekozen matrix § is

Opke = Ap ., au =0 voor k#1,

en gaat de PDV (1.1) in het punt 29 over in ” (verder op p. 42).

Verifieer datl de dassificatie op p. 42 in het geval n = 2 tot hetzelfde resultaat voert

als de classilicalie op p. 15.




4.4.

4.6.

4.8.

Op p. 46 onder (3.1): “Indien de functie ¢(z) identiek voldoet aan (3.1), beschouwd
als PDV, dan is elk oppervlak ¢(2) = konst. karakteristiek oppervlak.”

Verifieer dit.

Op p. 47 onderaan: Probeer met de standaard techniek voor het bepalen van de

omhullende af te leiden dat de kegel Ky gegeven wordt door de vergelijking (3.7).

Op p. 48: Laat het oppervlak Co: (2, y, z,t) = 0 karakteristiek oppervlak zijn van
de golfvergelijking in 23,
+ + ! 0
My + Uy + Uz — — 1y =0,
e uy 3 (,‘2 i
Aan welke conditie moet de functie (2, y, z,1) voldoen?

Geel voorbeelden van karakteristicke oppervlakken van de golfvergelijking.

Bepaal de omhullende van de familie van krommen beschreven door de vergelijking

a) y=2Cx—C*, b) (2 -C)V+yt=1.

- . A\
Een evenwijdige lichthundel valt > 1=
-
in op een halle cirkeleylindrische - _,"\4
spiegel en wordt daar gereflectecrd;
. . . —
zic de fignur hiernaast,

Geef een parametervoorstelling voor de gereflecteerde stralen.
Bepaal de ombhullende van de gereflecteerde stralen. Deze omhullende is de zgn.

brandlijn of kaustiek van de holle spiegel; geef een schets van de brandlijn.



VI. Distributies, zwakke oplossingen van PDV’s

6.1.

G.2.

G.3.

6.4.

6.

6.6.

<

Op p. 56: Verifieer dat de klasse & van testfuncties een lineaire ruimte is. Zij

o(x) € K en a(x) € (R ); laat zien dat a(z)w(x) € K en oM z) € K voorn € IN.

Op p. 56, 57: Verificer dat (f, ) en (&, ¢) uit de voorbeelden 1 en 2 inderdaad dis-

tributics zijn. Laat zien dat (4, ) geen reguliere distributie is door een berekening
2

van lhjn (¢, ,) op twee manieren; hierbij is @,(z) = exp ( ) voor [z| < g, en
a]0

x?2 — a2

wala) = 0 voor |z| > a, met a > 0.

Op p. 58: Verificer dat af en f’, als gedefinieerd door (1.8) en (1.11), distributies zijn.
Toon aan dat a{x) é(x — wo) = a(2g) 6(2 — x0); e(z) §'(2) = a(0) §(2) — a'(0) 6(z),
voor a(a) € O 1),

Op p. 60: Laat zien dat een recks van distributies .22, f,, convergent is in K’ met
(o)

som s, als de (getallen)reeks 377, (fu, ) convergent is met 3°22 . (fn, @) = (s,¢)

voor elke ¢ € . Dit resultaat wordt gebruikt in de bovenste vier regels van p. 61.

Op p. 60, 61: Het resultaat van voorbeeld 1 betekent in klassieke zin dat
o0

litn / sin{na) @(a)dr =0 voor clke p € K .

=00
—CO

Is dit laatste resultaat niecuw? Evenzo, is het uitgewerkte resultaat in de vierde regel

van p. 61, nieuw?

Op p. 63: Werk de opgaven | en 2 uit.



6.8,

6.9.

G.10.

G.11.

6.12.

Op p. 63: Geefl voorbeelden van testluncties o(z) € K.

Op p. 64, 65: Werk het voorbeeld onderaan p. 64 verder uit, i.e. verifieer dat

ltlfiol fi(z) = &(2) in distributiczin.

Op p. 65: Wat is het moeilijke punt in de definitie (2.3) van direct product?
Toon aan dat voor de é-functie in Ry (genoteerd als (i, z2)) geldt §(zy,22) =

8(x1) 8(aq).

Op p. 65, (6: Geel de afleiding van form. (2.8). Onder welke voorwaarden voor de
koeflicienten agj, b;, ¢ is de operator L zell-geadjungeerd?

Verifieer de formules (2.10) en (2.11).

Op p. 67: Voor de duidelijklieid zij opgemerkt dat de betrekking (3.3) als dé de-
finitie van gegeneraliseerde of zwakke oplossing beschouwd moet worden. Dus “de
distributiec u(x) heet gegeneraliseerde of zwakke oplossing van de PDV (3.1) indien

(1, L*[¢]) = (f, ) voor elke ¢ € K,,”. Verzoeke dit erbij te schrijven.

Bij de opmerking op p. 68: De één-dimensionale golfvergelijking uze — 1y = 0 heeft
o.n. de oplossing u(x,1) = f(x — 1), waarin f een willekeurige functie is. Deze oplos-
sing is sterke oplossing indien f € 2.

Een zwakke oplossing is bijv. w(a,¢) = H(t — ), waarin H de eenheidsfunctie van
Heaviside is; verificer dit laatste resultaat.

Merk op dat eventuele discoutinuiteiten van zwakke oplossingen optreden langs ka-

rakteristieken & 4 ¢ = konstant.



6.13.
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Op p. 69: Verificer de formule (3.11).
De fundamentele oplossing S(wz;y) is te interpreteren als de “responsie” in z veroor-
zaakt door de “eenheidsbron” in y. llet resultaat in (3.11) is dan te begrijpen door te

bedenken dat de operator I (met konstante koeflicienten) invariant is voor translaties.
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VIL. Elliptische PDV’s: Laplace vergelijking en Helmholtz vergelijking

~l
—

-1
L

Op p. 73 dient de opgave als volgt te worden gewijzigd en aangevuld:

Zij de functic u({z) € C°(G) in G oplossing van de Helmholtz vergelijking Au+Au = 0
met A < 0. Bewijs dat u(2) niet een positiel maximum en niet een negatief minimum
kan aannemen in het inwendige van G.

Voer in de notalics M = max w(z) en m = 1212111 u(x), waarin I' de rand van G is.
Leid uit let voorgaande resultaat het volgende maximum-minimum principe af; Zij
M > 0en m <0, dan geldt m < w(x) < M voor x € G. Wat valt er van de functie
w(®) te zeggen indien M < 0 of m > 07

Gowbineer de resultaten in een eenvoudige ongelijkheid voor w(z), @ € G. Gebruik

deze ongelijkheid voor de oplossing van de opgave op p. 74.

. ) 1 . . L
Op p. 75 Laat zien dat de functic u(z) = — harmonisch is in R3\{0} en regulier is
] I 1’1'{ g

in hel punt 0o, Geef een analoog voorbeeld van cen functie harmonisch in R,\{0} en

regulier in oo,

Op p. 76: Check de berekening van de afgeleide ug, (midden p. 76). Formuleer het

resultaat, in termen van een vector-notatie, voor Vu.

Op p. 76: Onderzoek stelling 11 in het geval n = 2 — welk resultaat uit de functie-
theorie komt hiermee overeen? Bedenk dat er een eenvoudig verband bestaat tussen
harmonische functies in #2 en analytische functics nit de functietheorie — welk ver-
band?

Combineer stelling I met stelling 1 en stel vast dat er een aanzienlijke verscherping

van het gedrag op oo verkregen wordt.



7.5.

7.6.

=1
-1

7.9.

-1

A1,

12
Op p. 78: Beschouw het uitwendig Dirichlet probleem in Ra,
Aw=0, lz|>1; wlz)=1, 2] =1.
Laat zien dat de els van regulariteit in oo essenticel is voor de eenduidigheid van de
oplossing van het probleem.

Op p. 78: Verifieer de formules (4.3) en (4.4).

Op p. 80 bovenaan: Waarom is S(z) een reguliere distributie? Onderzoek algemeen

de convergentie van de integraal / || dx voor een begrensd gebied G C R,,.
G

Op p. 80, 81: Werk de opgave uit in liet geval n = 3.
Op p. 8i: In de Poisson vergelijking Aw = —f(=), @ € G, is het rechterlid f(z) te

interpreteren ajs de dichtheid van een ruimtelading in G C Rj3. Geef een “fysische”

afleiding van de oplossing (4.20) voor de potentiaal u(z).
Op p. 82: Werk de opgaven 1 en 2 uit, de opgave 2 alleen in het geval n = 3.

Op p. 83: Bewijs ook de volgende versie van de middelwaarde-eigenschap: Zij de
functie u(a) harmoniseh in & C R, Laat Gp = {a | |z — y| < R} een bolgebied zijn

met middelpunt y en straal R dat gelieel binnen G ligt. Dan geldt

1
w(y) = T f wulx)dx

&)

i.e. u(y) is gelijk aan de gemiddelde waarde van () over Gp.



7.13.

~1
—
i

=]
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Op p. 83: Laat de functic w(z) in (¢ C R3 voldoen aan de Helmholtz vergelijking
Aw + k*w = 0. Zij B een boloppervlak met middelpunt y en straal R, dat met zijn

inwendige geheel in G ligt. Dan geldt de middelwaarde-eigenschap

%—]Q wy) = —i— f wia)da .

Op p. 85: In delinitic IT is eigenschap (i) / N(z;y)doy = 0 als facultatief te be-
I

schouwen, enkel nodig apdat de functic van Neumann N(z;y) eenduidig vastligt. In
de literatuur en ook verderop in deze syllabus wordt de eigenschap (iii) vaak weggela-

ten, met het gevolg dat de functie van Neumann dan eenduidig is op een konstante na.

Op p. 86: Bewijs dat de functie van Neumann symmetrisch is in de argumenten z en

y, e N(ajy)= Ny 2).
Op p. 86 onderaan: Werk de opgave uil.
Op p. 87: Leid de representaties (6.9) en (6.10) af uit de tweede identiteit van Green.

Op p. 87: Laat G een begrensd gebied in R, zijn met rand T'. Deze rand bestaat uit
twee gedeelten, '= 1) U Iy, met Ty 1T, = . Beschouw het volgende randwaarde-

probleem;
Au=0,2€G; ulz)=gla), 2 €l ufe)=nz), z€Tly,

dat is op te vatien als een gemengd Dirichlet-Neumann probleem.
Toon aan dat de oplossing van het randwaardeprobleem eenduidig is. Introduceer
een bij het probleem passende functie van Green en geef een representatie voor de

oplossing w(x), vitgedrukt in deze Greense functie.
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718, Op p. 89 Werk de afgeleide G, (z;y) in (7.5) uit.
Toon aan dat voor de oplossing (7.6) geldt ]i]]nO w1, Y2, ¥3) = g(y1, y2); neem hierbij
w3

aan dat de functie g(2) continu en begrensd is op I

7.19.  Op p. 90: Bepaal de functie van Green voor het kwartvlak
G ={x € Ry|w >0, 2 >0} Welke gencralisering is mogelijk, m.a.w. voor welke

andere gebieden in Ry is de functie van Green expliciet te bepalen?

7.20.  Op p. 92: Verificer (8.10).

Coutroleer (8.12) door een rechtsireekse berekening van de integraal.
721 Op p. 93, 94: Werk de opgave (onderaan p. 93, bovenaan p. 94) uit.

7.22. Op p. 94: Laat & het half-cirkelvormige gebied in Rs zijn gegeven door G =
fo € Ry | 2+ a3 < R?, @9 > 0). De rand van G bestaat uit de twee gedeelten I'y =
{r€Ry |af+ad=R >0 enly={2€ Ry | —R<u; <R, 22 =0}

Beschouw het volgende randwaardeprobleem:
Au=0 reG; wa)=yg(x), zely; ule)=~h(z), zely.

Bepaal de bij dit problecin passende functie van Green; zie ook opgave 7.17.
7.23.  Op p. 94: Werk de opgave uit.

7.24.  Op p. 95, derde regel: Voer de berekening van Gy(z;y), z € B, uit.
Aanwijzing:

¥’

1 Ve = r 20 f:'t'
G"’(R"'U)Lreis =, Gao sy y) i len

==



7.25,

=1
o]
-1

7.28,

T.29.

Op p. 97: Gebruik het spiegelingsprincipe van Schwarz en de stelling van Liouville
om aan te touen dat de oplossing van het Dirichlet probleem (7.3) (zie p. 89) voor de
Laplace vergelijking in een halfruimte eenduidig is. Toon evenzo aan dat de oplossing

van het Neumann probleem (7.4) eenduidig is op een konstante na.

Op p. 99: Laat G het vierkante gebied in R2 zijn gegeven door
G={ze My |0< 2 <x, 0 <wy<r};derand van G heet T. Bepaal de oplossing

van het Dirichlet probleem
Au42u=0, e €G; wx)=0,xel,

en stel vast dat deze oplossing nict eenduidig is.

Op p. 100: Verificer het wel resp. niet voldoen aan de uitstralingsvoorwaarde van
de oplossingen (10.9). De functies wy(x,1) en uz(x,t) uit (10.10) beschrijven een naar

buiten resp. naar binnen lopende slerische golf — waarom?

Op p. 100: Werk de opgave uit in het geval % = 3 (integraalformule van Helmholtz).

Bij §7.11: Op p. 99 is gesteld dat de oplossing van het inwendig Dirichlet probleem

voor de Helmhoitz vergelijking,

Aut =0, 2 €@ wa)=glz), 2 el,

in het algemeen niet eenduidig is, indien A > 0 is. Nuanceer deze uitspraak en onder-
zock of de oplossing nooit eenduidig is, dan wel niet eenduidig is in bepaalde aan te

geven gevallen,



7.30.

7.32,

L6

Op p. 107 bij opmerkingen 1 en 2: Bepaal de eigenwaarden en eigenfuncties van de
Laplace operator in ket gebicd (= {x € Ra | 0 < &1 <7, 0 < 23 < ©}. Geef een
voorbeeld van een eigenwaazrde mel multipliciteit 4.

Bepaal evenzo de eigenwaarden en cigenfuncties van de Laplace operator in het gebied

G={aefz|0<a<a 0<y<bh, 0<z<c}.

Op p. 107 na stelling V: Voer in de klasse K van functies u(z) € C1(G) met u(z) = 0
voor z € I'. Toon aan dat voor de kleinste cigenwaarde Ay geldt Ay = HEIR_HLI#D Q(u),
waarin Q(u) = [ |Vu|*dw/ [ |u]* de {Rayleigh quotient).

Formuleer een ;ﬁmloog lIIi.IIilCl,illlii-[)l'.illc.i]){‘. voor de cigenwaarden Az, Az, ... .

Op p. 108, tweede regel: Verificer dat G(z;y) € L2(G) voor vaste z € G C Ra.
Bepaal een mogelijke waarde voor de konstante A in (11.29), eveneens voor het geval

G C s,
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VIII. Hyperbolische PDV’s: golfvergelijking

8.1.

8.2.

o
[

Op pp. 110-112: Verifieer de formules (1.5) en (1.10).

Geel een alternatieve afleiding van de oplossing van het Cauchy probleem, te beginnen
ua (1.10). Voer in de functie »(r,t) = ra(r,t; zo), dan is v(r,t) oplossing van het
volgende probleem voor de één-dimensionale golfvergelijking:

1

Vpp— o3 =0, r>0,1>0;
c

v{(r,0) = r@(r), v(r,0)=rH(r), r>0;

2(0,0)=0, t>0.

Hierin is
)= o [ (e + )AL, B(r) = — ¥z dg
@(r) = P / wlag+ rv)dd, ¥(r) = P f (o + rv)dQ .

|wf=1 lv]=1

Los het probleem voor u(r,t) op met gebruik van de theorie van pp. 34-36. Leid

hieruit af de oplossing van lhict Cauchy probleem

v(r, t)
w(wg, L) = w0, 1 xg) = lim -
( 0- ) ( O) {0 r
en stel vast dat deze overeenstemt met (1.16) op p. 112.

Op p. 114: Werk (2.4) uit.

Op p. 115: De niet-geldigheid van het principe van Huygens voor de golfvergelijking
in Ry manifesteert zich als volgt. Ten verstoring u(x,t) die op het tijdstip t = 0 gelo-
kaliseerd is in een begrensd gebied D C Rg, blijft in principe oneindig lang nawerken

in elk punt 2 buiten D,




84.

8.5.
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Verklaar dit enigszins paradoxale resultaat door het Cauchy probleem in Ry te ver-

elijken met het {(volgens de “method of descent”) overeenkomstige Cauchy probleem
g g g

ill R,3.
Op p. 115: Werk opgave 1 uit door rechtstreekse “afdaling” van Rz naar Rj.
Op p. 116: Werk opgave 2 uit.

Op p. 116: Merk op dat het Cauchy probleem voor de inhomogene golfvergelijking in
£, met inhomogene beginvoorwaarden, te splitsen is in een Cauchy probleem voor de
homogene golfvergelijking met inhomogene beginvoorwaarden (als behandeld in §§8.1,
8.2 voor n.= 3, n = 2), en ecn Cauchy probleem voor de inhomogene golfvergelijking
met homogene beginvoorwaarden; werk dit uit.

Dit verklaart waarom in het Cauchy probleem (3.2) de beginvoorwaarden homogeen

genomen mogen worden.

Op pp. 116-117: Het bewijs van het principe van Duliamel volgt door verificatie; niet
duidelijk is waar de Duhamel integraal vandaan komt. Meer inzicht biedt de volgende

heuristische afleiding. Schrijf de bronterm f{z,t) als een superpositie van §-functies,
oo
flwt) = / (e, 7) 6(t 7Y dr .
0

Beschouw het volgende probleem voor de functie w(z, t):

1 .
Aw — 7 Wu = —fla,r) et —7), v € Ry, t>0,

w(2,0) =0, w(x,0)=0,

met bronterm f(xz,7)6(¢ — 7). Laat zien dat w(z,t) = v(z,t;7) H(t — 1), waarin H(-)

de cenheidsfunctie van Heaviside is. Superponeer de oplossingen w(x, 1), dan volgt de




8.8.

8.9.

§.11.

8.12.

Duhamel integraal (3.3).

Werk deze schets van de alleiding verder uit.,

Op p. 118: Verificer de formule (3.11).

Op p. 119 bovenaan: Werk de opgave uit.

Op p. 120: Verklaar het toch wat paradoxale resultaat onderaan p. 120 door het
stralingsprobleem in Ry te vergelijken met het {(volgens de “method of descent™) over-

eenkomstige probleem in f23.

Op p. 121: Werk de apgaven 1 en 2 uil.
Bepaal de causale fundamentele oplossing Cs(z,t) rechtstreeks met behulp van Lap-

lace transformatie naar de tijd (.

Op p. 122: Werk de opgaven 1 en 2 uit.

Bij §8.5: Maak een figuur bij het bewijs van de stellingen T en II.

Werk de opgave op p. 126 uit.
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IX. Parabolische PDV’s: diffusievergelijking

9.1.

9.2,

9.3.

9.4.

=
ey

Op p. 127: Merk op dat het algemnene Cauchy probleem (1.2) te splitsen is in het
Cauchy probleem (1.12) voor de homogene diffusievergelijking met inhomogene begin-
voorwaarde, en het Cauchy probleem (1.24) voor de inhomogene diffusievergelijking
met homogene beginvoorwaarde.

Waarom wordt in het probleem (1.2) alleen de beginwaarde u(z,0) = @(z) voorge-

schreven, en niet tevens wu{a,0)7

Op pp. 127, 128: Het bewijs van de stelling volgt door verificatie en biedt aldus
weinig inzicht in de herkomst van het resultaat.

Geefl cen eenvoudige heuristische alleiding van de stelling.

Aanwijzing: Tntegreer de inhomogene diflusievergelijking (1.3) naar ¢ van ¢ = —¢ naar

i = +¢&, en neem de limiet voor ¢ ] 0,

Op pp. 128, 129: Verificer dat C{z, 1) uit (1.7) oplossing is van het probleem (1.6).

Check de ongelijkheid (1.15).

Op p. 132: Werk de opgaven 1 en 2 uit. Probeer bij opgave 2 de algemene g(¢) voor
te stellen door een superpositic van eenheidsfuncties H(t — 7) (van Heaviside). De
oplossing w(x,t) wordt vervolgens verkregen door analoge superpositie van oplossin-

gen met randwaarde I (¢ — 7).

Op p. 134: De functie V(z,1) is oplossing van het volgende gemengde probleem,

Vie = a2(x)V,, O<ax<l, t>0,

1 V(e,0)=0, 0<a<l,

V(0,6 =0. V(L,)=g(l), +t20;




9.6.

9.7.
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hierin zijn a?(x) en g(t) gegeven funclies met a?(z) >0, g(¢) > 0.

Toon aan dat V{z,t) > 0isvoor 0 <z <!, t2> 0.

Op p. 135 Werk het bewijs vau stelling T uit.

Op p. 137: Werk de opgave uit.

Niets overgenomen uit
andermans of eigen via een
uitgever gepubliceerd werk.
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