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Syllabus Inleiding tot de Anaiys?e )
Deel van het college van Prof,dr.N.G.de Bruijn,
najaarssemester 1962/63 | :

Von e éHhA:PKJA, 2ie bed ;pc;«p&kz¢e~q 6£4,944pn4f /

Algebraische voorbereiding. Zij R een commutatieve ring met eenheids-

element e. EHen niet-lege dgelverza_meling M vah R heet een ideaal als

1° voor alle a €M en b €M geldt a-b eM

2° voor alle a €M en rel geldt areM.

Twee elementen 2€ R, BER heten equivalent als a-beM De equivalentie~

klassen heten restklassen mod M. Voor elk paar restklassen a, B is gede=~

finieerd een M_a-&ﬁ (d.i. de klasse Fiie bestaat uit alle a+b met a€ M,
beM) en een Eroduc.t (d.i. de klasse die bestaat uit alle ab met a €M,
bEM). Nu geidt: -

Stelling 1. De verzameling der restklassen vormf een commutatieve ring

met eenheidselement (de zg. restklassenring, notatie R/M).

Stelling 2. Nodig en voldoende opdat R/M een lichaam is, is dat er bij

elke. a € R\M een Y €R bestaat met ab-e € M,

Hoofdstuk I. Theorie van het reele getalr.

Notatie. R, = lichaam der rationale getallen. N = verzameling der

‘ . N
natuurlijke getallen. R = Rf: = verzamellng der afbeeldlngen van N in R =\:‘5

= verzameling der rijen (a1,a2, 3 ,...) met rationale an's..

Stélling . Met de volgende definities wvan oPtell_.iﬁg en vermenigvuldiging: -
(a‘l 'a.Z g‘-u) + (b.' gbz "oo-) = (a1 +b1 y a2+1‘:>2‘, ...)

(a.l,az,...)('ﬁ., 10, 9000 = (a151, azbz,..‘..)

is M een commutatieve ring met nulelement (0,0,0,...) en eenheidselement

11,1.1,...).




Def,1 (31'3‘2"") heet hegrensd als
3, en, 7 eyl <o)
Def.2 (a, ,2,,...) heet een nulrij als

N

peRt, p>0 k€N nelN, n>k

Ian] < B

Def,3 (a,,az,r...) heet een fundamentaalrij als

N

(la - a | <ple

VpéRt, p>0 " kEN \-\Z;e:m, m>k Y ne ¥, nok

Notatie. 23 = vefzameling der begrensde rijen; % = verzameling der nul-

rijen; I = verzameling der fundamentaalrijen.

Hulpstelling 1. ¥ C FC R

Hulpstelling 2. 1° a€¥, be® dan a+bed, a-b eTd en abedH .

2° a€ A, be AN dan a+be A, a-bed.
%% ae f, beEF dan asved , a-bef.
Lo ae¥, be A dan abe X,

5° ae f, bef dan abe s .

Stelling 2. £ is een commutatieve ring met eenheidselement, en N is een

ideaal in .F.

Def.4 Is aef, vef (a =(a, By40..0y b =(b,, byse..)), dan betekent

a >* b dat
EpéRti p>0 q{éN \dne:N, n>k (an - Py >p)-

Bulpstelling 3. Is aed , be F dan geldt precies £én der vélgende

betrekkingen a >* b, a~be dl, b >* a.




Hulgstelliﬁg; b, 1Is aef , bef s cef . de § . a-cé‘?fl o b=ded , en

a >* b, dan is ook ¢ >* 4.

Def,5 2ijn o en t elementen van de restklassenring f/7 dan betekent

o >1 dat er a en b bestaan met ac o , be T, a >* b,

Hulpstelling 5. Is o€ .;/'ﬂ, T€ }'/a’t dan geldt precies éé&n der relaties

02Ty 0=T, T >0,

Fulpstelling 6. Is 0 >T en T >p dan is ¢ >p.

Is g >t enp > 0 dan is 9p > 1p.

Is o >1t, p willekeurig, dan iz 6 +p > T +p.

Stelling 3. f/% is een archimedisch geordend lichaam (d.i. een licheam

met een relatie > die aan hulpstellingen 5 en 6 voldoet, en bovendien 2an
het zg. axioma van Archimedes (of Eudoxus): Als p > O, en o willekeufig,

dan is er in de rij p, p+ps P+PtPy PHPHP+Ps #e. €en element >o . .

Def.6 ¢ is de afbeelding van R, in Jt/'ﬂ.-, gedefinieerd door de afspraak:

t

Voor elke r€ R, is ¢(r) de restklasse die (r,r,r,...) bevé.f.

Hulpstelling 7. ¢ beeldt Rt éénéénduidig in .;/B’C af, met behoud van som,

product, en erdening!

el(r + s) = p(r) + tp(‘s)

¢ (rs) = ¢(r) ¢(s) |

¢(0) = nulelement van /X

9 (1) - cenheidselement van F/n

r>s = e(r) > ‘P(é).

Def,7 Het lichaam der reele getallen (notatie Re) is het archimedisch
geordende lichaam dat uit F/X ontstaat door, voor elke r €R, het

© element p(r) te vervangen door r zelf.




Def.8 Is %€R_, @4 €R_, % €ER , ... dan betekent de notatie lim a_ =«

-+ =

(of o - o) dat
n

v

(lan ~al <€),

ceRe,E>o keN "n€eN, n>k

Hulpstelling 8. Zij a €R, (o = 1,2,3,4..) en a = (2, .az,...)ef;
- verder zij o de klasse waartoe a behoort. Danm is

lim a_ = a (in de zin van def.8).

n - co

Def.9 1Is anGRe {n = 1,2,3,...) en is

V.. .. 3. VY v,

€ER_, E>0 “kEN ‘meN, mk (ay -a | <e),

e, n>k

dan heet de rij a;,a,,%5, ... een fundamentaalrij.

Stelling 4. (Cauchy) Zijn @, 0,4 @3, ... reéle getallen die een fundamen-

taalrij vormen, dan is er een reeel getal « z6 dat lim a, =a.

N s

‘Notatie. Van nu af azn stellen kleine latijnse letters resle getallen

voor, tenzij uitdrukkelijk anders is vermeld.
Stelling 5. Is a, £ 8, €2 L ... £ b, dan 18 er een a met a ~a..

Stelling 6. (Intervallennest) Voldoen de rijen a, +3, cens b, 4b, ,.
aan ) ) |
anéanﬂ‘gbnﬂ‘sbn (n =1,2,3,...),
dan is er een ¢ met
a_ £ecgb ' (n = 1,2‘,3,..‘.).

n n

Is bovendien bn'- a - 0, dan is er precies één dergelijke c.




L
4
g

Stelling 7. (Dedekind) Is Re gesplitst in twee disjuncte niet-lege

verzamelingen A en B, en is veldaan aan

V \Z/ (a < b)),

a€ A bEB

- dan-is er een ¢ met

Vx (x < ¢c=px €4}, Vy (y > c=>y€B).

Def.10 Laat V een deelverzameling van Re zljn. Een getal b 6Re heet

~een bovengrens van V als Vv'ev {v £ b). We zeggen dat V naar

boven begrensd is als V een bovengrens heeft.

(Analoog: benedengrens, naar beneden begrensd. )

Stelliﬁg 8. Is V niet lee'g, en naar boven begrensd, dan is er in de ver-

zameling der bovengrenzen van V een kleinste, de zg. kleinste bovengrens

van V, of het supremum van V (notatie sup V). Eiervoor geldt dus

Vvev (v L 5up V)

\V{a<supV3v€V v.>a.

Analloog:_ Is V niet leeg en naar beneden begrensd, dan he.eft' V een grootste ~

benedengrens (het infimum van V; notatie inf V).

’

Stelling 9. Is a,,8,,35 400, een rij, dan is er hoogstens één getal a
fnet de volgende eigenschappen

\_/x>a (slechfai__‘_elnd:.g vaak a_ > x)

e
Vx(a (on;gmg?_g_vaak A, > x).

Bestaat er niet zo een ge"pal a dan is of a + - (d.w.z. \i 4 \gvk

(a < b)), 6f én is naar boven onbegrensd. In deze drie gevallen schrijven

we resp. lim sup a = a, lim™sup a = -=, lim sup a_ ==.

.

v,
BN

7

Stelling 10. Is a -a, bn—-b, dan is a, + bn -a + b, anbn ~ abj

" is bovendien a < bn (alle n), dan is a <b.




Hoofdstuk II. De numerieke n-dimensionale ruimte ij

Def .1

Fen topologische ruimte is een verzameling R waarin sommige deel-~

verzamelingen een bijzondere rol spelenj zij worden open

verzamelingen genoemd, en worden verondersteld te voldoen aan

“1°  De lege verzameling is open, en R zelf is open.

2° De verepiging van willekeurig vele open verzamelinggn is open.

%° De doorsnede van twee open verzamelingen is open.

Notatie: doorgaans voor punten P, @, voor verzameliﬁgeﬁ V, W, in het

bijzonder voor open verzamelingen .

Deselementen van R worden punten genoenmd.

Is P€E R CR, en Q open, dan heet Q een omgeving van P.

Het complement R\& wvan een open verzameling 2 heet een gesloten ver-

zameling. .
‘IILZ. 2,

Def.2

De f‘. 3

Een topologische ruimte R heet een Hausdorff;ruimte_als bij elk

puntenpaar B , P, (p,€ R, F,€ R, P, # P,) omgevingen @ en @, van

F, resp. P, bestaan z6 dat de doorsnéde van Ry en Q, leeg is.

1

Zij‘R een topologische ruimfe, en PER, P, €R, P, € R, ... .

Dan betekent de notatie lim P =P (of P —P) dat er bij elke

’ n oo
omgeving Q van P geldt
3 v & Q)
V_rzsp keEN meN, bk (Pm )

De rij P, , P,, ... heet convergent als er een P is met Pnﬂ-P.

:Sfelling 1. Is V e¢en gesloten deelverzaméling van een topologische

ruinte R, en is P,E V, B, €V, ..., en P —P, PER, dan is ook PEV.

-f./?%m._/puy;Ak € %%ﬁ«@4@ﬂ7é¢k4;mk s




St T g v, e

Stelling 2. Is x een Hausdorff-ruimte,dan' heeft een cbnvérgente rij

slechts één limiet.

Def‘LF

Def.5

" Def.b

Def.?7

Lzat R een‘verzameling zijn en laat voor elk?paé: elementen P, 9
een redel getal 4(P,Q) gedefinieerd ziin {(de elementen van R

worden ‘punten' genoemd, en d{P,Q) heet de "afstand" van P tot Q).

Men noemt R met deze afstand een metrische ruimte als voor alle

Py R, B € R is voldaan aan

2 L

,d(P1',P2 ) = d(PZ ’P.‘ )1
i(p,,?) >0 als P #7%, dF,p) =0,

a(y ,B ) < a(F, ,B, ) + 4a(g, ,B ).

4ls P een punt is van een metrische ruimte R, en a een positief

getal, dan heet de verzameling B, .+ gedefinieerd door
Y=
Bp , = 12 1QeRrR & a(P,Q) <a )
]

de open bol met middelpunt P en straal a.

Is V een deelverzameling van een metrische ruimte R, en P een

"punt van V, dan heet P inwendig punt van V als er een a > 0 is

m‘et BP_. a_C V.

+

. Ben deelverzameling V van een metrische ruimte R heet open als

elke PEV een inwendig punt van V is. blpev 3‘370( B(P,t?) < U) |

Een deelverzameling V van een metrische ruimte R heet begrensd

als er een PE R en een a > 0 is zd dat VCZBP "

- Stelling 3. Elke open bol.is een open verzaméling.




3telling L. Elke metri.sche ruimte is een Hzusdorff-ruimte (als het begrip

open verzameling door def.7 is vastgelegd).

stelling 5. Is R een metrische ruimte, en PER, P,€R, P,€ R, «00y

dan is nodig en voldoende voor Pn—'P dat

CGRe, £20 keEN melN, mdk (d(Pn,P) <e).

Def.9 Een rij punten B, , E 4 K, .- in een metrische ruimte heet

fundamentaalrij als

v o 3

v oy .
€€R_, e>0 k€N meN, m>k  g€N, o>k (d(Pm,Pq) <e).

Stelling 6. In een metrische ruimte is elke convergente r'ij een

fundamentaalrij.

Def.10 Een metrische ruimte heet volledig als elke fundamentaalri}

convergeert.

Stelling 7. Is V een deelverzameling van de topologische ruimte R, dan

~ is de doorsnede van alle gesloten verzameiingen W die voldoen aan WOV

‘weer een gesloten verzameling. Deze heet de afsluiting van V (notatie .

Stelling 8.3)‘1‘1 cV, --——-,‘.'V'1 cv,.
L)V gesloten =V = V.
97="Y.
Def.11 Is V een deel van een topologische ruimte R, en is PER dan heet
P een

verdichtingspunt van V als PEV en elke omgeving van P een punt

Q £ P met V gemeen heeft;




geisoleerd punt ven V als rev, en er een omgeving van P bestaat

die, behalve P zelf, niets met V gemeen heeftj

randpunt van V als elke omgeving van P zowel punten van V als van

R\V bevat.
{De randpunten behoeven niet tot V te behoren.)

De verzamelingen van alle randpunten van V heet de rand van V.

Stelling 9. De afsluiting van een déel V¥ van een topologische ruimtg;R\

ontstaat door aan V alle randpunten van V toe te voegen.

Stelling 10. Is V een deel van eer metrische ruimte R, dan is V de

"B, ... met

verzameling van alle limieten van convergente rijen E v By

V (p

e VP E V).

' :Def.12 Als n een natuurlijk getal is, is R (de n~dimensionale numerieke

ruimte) de verzameling van alle fijtjes

(p, ’Pz’°"'Pn) met p €R_y...,p €R,.
Met andere woorden R = (Re)s, waarin S een verzamélihé van n
elementen is. Een rijtje (P1"'°’Pn) stellen we vaak door één

letter P voor. Py heet de i-de component van P.

Def.13 Als PGZRH,QQERH dan definieren we

o
g, (F,Q) =\/§(pi -q),

dz (PfQ) = ) max lpi - qij ’
. l=1,--‘gn .
n
4,(?,q) = § . Ipi - qil.
i=

Hierin stellen de p. en g, de componenten van P en § voor.
Py 3 ¥




F e
e o

Stelling 10. Met elk der afstandsdefinities d,, d,, d; is Rn een

metrische ruimte. Blk dezer afstandsdefinities geeft (via def.7) dezelfde

collectie van open verzamelingen, en (via def.8) dezelfde begrensde ver-

zamelingen.

Ogmérking

In stelling 11 t/m stelling 18 wordt met &&n der afstandsbegrippen

d,, d,, 4, gewerktj; het is'pnverschillig welke,

Stelling 11. Is PER, B E€R_(k = 1,2,3,...), dan geldt

k

P, +P = Vi (pypy ™ P53

k i

hierin is P = (p1'o.o,pn), Pk = (Pk1,o--gpk_11)o

Stelling 12. Is P, €R_ (k = 1,2,3,+..) dan geldt

k

P, 4P, y... is fundamentaalrij &% V. (9 ;+P,5s+-+ is fundamentaalrij).

Stelling 13. Rn is een volledige metrische ruimte.

Def.14 EBen deelverzameling V van Rn heet kompakt als V zowel gesloten

is als begrensd.

Stelling 14. (Stelling van Heine en Borel) Laat V een kompakt deel van

Rn zijn. Er is een collectie § ;an open deelverzamelingen van Rn gegeven,

Deze collectie overdekt V, d.w.z. bij elke PEV is er een Qes mét rPEQ,
Dan is er een eindige déelcolléctie van 5 {d.w.z. een verzameling

van eindig vele Q's uit 5) die V reeds overdekt.




' Stelling 15. Laat V,, V2 s =+. Xompakte, hiet-le_g;e deelverz'amelingen van

Rn_‘zijn,_ met RnVDV_V1 D.Vz OV, ... . Dan is er een PER met v N (PEVk)‘.

ke

Stelling 16. (Stelling van Bolzano en Weierstrass) Is V een kompakt deel -
~van R , en is B, P,y F;y ... een rij punten van V, dan is er een deelrij’

P

1,0 F1,0 Pi;’ oo (1, €31, <i; < ...) en een punt PEV met
lim P, = P.
k- Tk

Stelling 17. Zij VC Rn, WCRn, V kompakt, en niet leeg, W gesloten, en

niet.leeg. Dan is er een getal d 20 (de zg. afstand van V en+W z6 dat

o Y . ¥

1 pey gqew 3@ 24,

s 3 3 Ny

2 PEV Q€W dFP‘Q) = d.
g\ v

Stelling 18. Is VCRn, V= RE#®® en zijn V en V' beide gesloten, dan is

£én va ide - ) . .
n van 'pelde leeg AN A M~ gl /_.7‘3,( 5734»\

o O/c'i"jai W
Opmerking

Alle definities en stellingen betreffende R zijn in het geval n =1 te
interpreteren als definities en stellingen over de reele getallen, en

in het geval n = 2 als definities en stellingen over complexe getallen.




Hoofdstuk III. -Continue functies.

Notatie: is f een afbeelding wvan een verzameling V in een verzameling W,
- en 15 V, een deel van V, dan wordt het 2. beeid van V;, nl.
@I rp€v )

door f{V,} voorgesteld.

Def.1 Laat R en R' metrische ruimten zijn, V een deel van R, en £ een
afbeelding van V in R'. Laat Q een punt van de afsluitiﬁg ¥V zijn.
. We zeggen dat

1im £(P) = &
CPEV,P-§

is,als A eem punt van R' is, en er bij elke omgeving Q' van A een

omgeving @ van @ bestaat z6 dat £f(Q N VIc Q.

Stelling 1. Is (met de in def.71 gemaakte onderstellingeh)

iim £(P) = &4 en lim - £(P) = B,
PEV,P>Q PEV,P2Q

Def.2 Is VCR, @ een inwendig punt van V, en f een afbeelding van V in

R', dan is 1lim een afkorting voor lim , met W = V\{Q}
P=Q ‘ - PEW,P-Q g
(d.i. V minus het punt Q zelf). :

Stelling 2. Is VC R; f een afbeelding van V in R,,QG:?, dan is de uitspraéﬂ

"lim (P} = A" eguivalent met "voor elke rij P,,P,,... die aan

P €V, P~ Q voldoet, geldt £(p )~ Al

Def.3 Zij VCc R, f een afveelding van V in.R',‘QEZV. We 'noemen { in Q

continu t.o.v, V als

1im C£(P) = £l
PC V, P~ Q




pef.b Zij Vc R, f een afbeeldirzig van V in ‘R', Q een inwendig punt van

¥V, dan heet f continu in § als Llim £(P) = £(Q).
. . P-q

| Def.5 Zij VC R, f een afbeelding van V in R'. We noemt_an- f continu op V

als f in elk punt van V continu t.o.v: V is.

S.telrling 3; (Continuiteit -v.an samengestéldé functies) Laét R, ,R-', R"
-metriscllle ruimten zijn 'en"lV'c R, Wc Rf; f een a_t_fbeelding van V in W, g
:een afbeeldlng van W in R". Zij Q€ V.‘ £ continu.'t o ve V in'het p‘unt Gy '
B contlnu t.o. v. W in het punt f(Q). Dan is de samengestelde functie gf

_'(d:l.e v afbee‘dt in R”) continu t 0.V, v in het punt Q.

Stellingr 4, 7Zij n een natuﬁrlijk getal Vc R ,y V kompak‘i: f een afbeeldlng

van V in 2,, f contini op V Dan :|.s f Lnlform continu op V, d WoZ.

€20 6 >0 POV RV (d('P’-Q) <t = d(_f(P)' f(-Q))-<,E) .
Ste.lling 5; Onder de¢ gegevens van stelling 4 geldt dat het beeld £(V) '

kompakt is.

Stelling 6. Is bovendien V niet leeg, dan is er (or_xdef de gegevens van

stelling 4) een QE V met de eigénschap

VPCV (£(P) g £(Q)), : .

d.w.z. f neémt in @ een absoluut maximum aan.




:_stéliing-?. Zij R een metrische ruimte, VSR, en f een afbeelding van 

V-inrRm, met componenten f0 eees £ (dowez. £(P) = (£, (P}, «0us fm(P))

T T i g

voor alle PEV; £, ..., f zijn afbeeldingen van V in R,). Dan geldt 3

f continuJop'V & £, ...y I alle continu op V.

7Zij V- een verzameling, en R' een metrische ruimte. Laat voor elke R

3 (3 = 1,2,3,000) fﬂ een afbeelding zijn van V in R', en ook f

I Do . o
“#;q?:glafbeelding,jWg zeggen
"fj* f uniform op V' - o 1
‘als _ ‘
Y3 v oy o '
e>o "KEN ok pey (A (B, £(B)) <ed.
Ef__ételling 8. Laat R en R' metrische ruimten zijn; VcRY, Q€V, £, £, . .

£, 4 ies afbeeldiﬁgen van V in R', f.—f uniform op V, en elke f, COntiﬁuﬁ-

1;;15 Q t.o.v. V. Dan is f cortinu in § t.o.v. V.

' 'Ste11in5 9,'b§ afbeeldingen van thin R, gedefiniecerd door
| | (x,y);* X+y )
(X,Y)-+_xy
(x,7) - x/¥

zijn continu (de laatste met uitzondering van de punten (x,0)).

Stelling 10. De afbeeldingen van R, in R,, gedefinieerd door

(X4752,w) ={u,v) met u+iv = (x+iy) + (z+iw)
(x,y,i,w)-*(u,v) met u+iv = {x+iy)(z+iw)
(%,¥,2,w) = (u,v) met u+iv = (x+iy)/(z+iw)

zijn continu (de laatste met uitzondering van de punten (x,y,0,0).

oo



Stelling 11. (Tussenwaardestelling) Zij V het gesloten interval [0,1],
f een afbeelding van V in R,, f continu op V, £(0) < 0 < £(1). Dan is

o

er een ¢c€ V met f(e) = O, S S
. Def,7 FEen niet-lege open deelverzameling V van Rn heet esn gebied als
V niet de vereniging is van twee disjuncte niet-lege dpen

verzamelingen,

- Stelling 12. Is V een niet-leeg open deel wan Rn, dan geldt: V is dan
‘en slechts dan een gebied als er bij elk paar punten PEV, QEV een

:;coﬁtinﬁe afbeelding f van [0,1] in V bestaat met f(0) = P, £(1) = Q.
{ - _

!
i 8WK ,;u‘o - %9 M .
-Stelling 13. Zij R een topclogische ruimte, en f en g continue afbeel-

_ dingen van R in de redle getallen (resp. complexe getallen). Dan zijn ook
_de som h en het pfoduct k (gedefimeerd door VxCR h(x) = £(x) + gl{x),
.'vxER k(x) = £(x)+ g(x)) continue functies, en in punten waar de noemer

~niet nul is geldt hetzelfde voor het quotient.

. Def,8 Zij V¢ Ry en f een afbeelding van V in R,. We noemen f monotoon

‘

niet-dalend als
Yy
] xev yey X <7 = 2x) L £(y)

en monotoon stijgend als zelfs

vxEV vijV (x <y = f(x) < £(y)).

(Analoog monotoon niet-stijgend en monotoon dalend.) .

v

._"Stelling' 14. Is f monotoon niet-dalend op het interval (2,b), en is-

¢ €(a,b)#dan bestaan in e de linker- en rechterlimiet van f, en die




- zijn resp. £ f(e) en » f(c):

lim f{x) € fe) € 1lim £(x).
X<C 4 XC X>C,X"C

H I
i
.
i
!
i

s cmmmih e o e

. . .Def.9 De afstand tussen rechter en linkerlimiet heet de sprong van f

in het punt c.

; ?Ste1lin5 15+ Is V€ R,, bevat V minstens twee getallen, en is .
o v v v (a <e < H/==> cC V)
P aCV b&<V c¢&R, ?

- dan is V een interval (d.i. een verzameling van één der typen (p,a), -

i (p,al, Cpya), [p,al, (Pa‘”)i [Pv‘”)0 (=ec,q), ('m!q]s (""“""“)_)-

Stelling 16.‘Is f monotoon stijgend en continu op een interval I, dan

_beeldt f dat interval éénéénduidig af op een interval J, en de inverse

:%fbeelding beeldt J monotoon stijgend en continu af op I.

Eimﬁ P'ﬂz .
[ %

"';Stelling 17. Voor elk complex getal z convergeert de reeks

2
Z Z L
Prardil R T R -

T+HI7+ 3

"

| . en de som is een continue functie van z. Stelt men de som door exp (z)

pa

ibor, dan is voor alle 2z, en z,
exp (z, .+ 2z,) = (exp z,)(exp z,).

" De fuﬁctie.exp beeldt de redle aS.(-m,m) éénéénduidig en monotoon

tijgend op (0,») af, De inverse afbeelding wordt log genoemd. We hebben

2 < exp (1) < 3; noemen we exp 1 = e, dan is voor alle gehele getallen

q (met q'# 0) exp E het positieve getal waarvan de g-de macht e? is.

.(Hét kan dus geen kwaad -voortaan e? te schrijven in plaats van exp z.)




schappen dat cos n =A11 en ¢os x monotoon dalend voor CLx g™,

pef.10 Voor alle complexe z is

1z -iz ? A
_ e + 2 — =1 Z . &
cos % = —-—-"'-"-—'—"2 = . —2! —--.4! - aes
iz -iz
. = e - 2 _ 23 - 25
s1ln % = 2i = 2 - 3! 5! - eses

‘stelling 18. cos’z + sin?z = 1; cos z = cos (~-2); sin z = - sin (-2);

COS(u4V) = €cOs5uU¢0s v - sinu sin v sin(u+v) = sin u cos v + cos u sin v.
Voor reele x zijn cos x en .sin x reeel, -1 cos x 1,

-1 € sin x £ 1. Er bestaat één en slechis één reéel getal = met de eigen-

Nu is cos (x+T) = -~ cos x, cos (x+27m) = cos x, cos (ym-x) = sin x,
N R 2ni P
é%n =i, 8" =<1, e*'" = i, e~ = 1.

Stelling 19. De afbeelding w = elx beeldt het interval 0 x < 2n

: éénéénduidig en continu af op de cirkel |w| = 1 in het complexe w-vlak;

de inverse afbeelding is continu met uitzondering van het punt w = 1.
Def.11 Is w een complex getal # 0 dan is arg w (het argumenf van w)

de restklasse mod 2% die bestégt uit alle reele getalien x met
aix '

‘fw E)

L

de.eigenéchap dat. we~ = lw] (lwl = modulus van w = het positieve

getal met 'w? = u? + v?, als w = u + iv met u en v reeel).

N

.Sfelling 20, Is f een continue afﬁéelding vaﬁ het interval [a,b] in het

Cgmplexe vlak, en is f(1) # O voor alle t&€ [a,b], dan is er een continue

redle functie ¢ op La,bl, met de éiggnachap dat

£(t) = el°sif<t>4 +'i¢<f);




[ P

yeelvoud van 2n.

voldoen ¢, en ¢, beide aan deze eis, dan is ¢, = ¢, een constant geheel

Def.12 Ondef de in stelling 19 genoemde omstandigheden heet (o) - ¢(a)

de argumentstoename van f over het interval {[a,bl.

sl g s

E'._i':'stelligg 21. Is ¢ een complex getal, dan is

h- o

 ;1 = reéle getallen, R

2

c+h ¢
. - @ c
lim T e,
h- o
. en '
. cos (c+ - 5 ¢ . .
1im- ( h)h co = ~ sin ¢, lim
h—- o h- o

ol

~%;Wé mogen hierbij lim opvatten als lim

h&€R, ,h~0

= complexe getallen).

sin (ec+h) -~ sin ¢

maar ook als lim
hCRz,h—vo'




Hoofdstuk III. Differentiatie.

Def.1 De reéle of complexe functie f, gedefinieerd voor a g x K B,heét

in een punt ¢ (c€[a,bl, ¢ # b) rechtsdifferenticerbaar als

h—-o,h>0

bestaat; deze limiet heet de rechterafgeleide in ¢. Analoog worden

de begrippen "linksdifferentieerbaar" en "linkerafgeleide™ gevorm&.
Bestaan in ¢ zowel linker- als rechterafgeleide, en zijn deze

gelijk, dan heet f differgntieerbaar in ¢, en de gemeenschappelijke

waarde heet de afgeleide in ¢ (notatie £'(c)).

- ) LY—JC e Aqm . .
Voorbeeld van een nergens differentieerbare funttie: definieer de functie

g door g(x) = 2| x| '(-’-"i—‘\< x £ Yy ‘g periodiek met periode 1. Definieer f
door- ”

£ = 3 2 g (4% 0
n=o

dap is f nergens links- en nergens rechtsdifferentieerbaar.

. Qizstelling 1. {Middelwaardestelling) Zij b > a. Is f een recle functie,

continu op (a,bl, en differentieerbaar in elk punt van (a,b), dan is er

’

een ¢ &(a,b) met

ak’( [GQ”"IO C €LV,

£(b) - f(a)';

() = HRI =1

7 Stelling 2. Is a < b, en f reeel en differehtieerbaar op (a,b),'en

" £'(x) > 0 voor alle x.op (a,b), dan is f monotoon stijgend op (a,b).

stijgend op (a,bj, dép is £'(x) > 0 voor alle x€(a,b).

- Stelling 3. Is a < b, f refel en differentieerbaar op (a,b) en monotoon -




- stelling 4. Zijn f en f overal op (a,b) differentieerbaar en stemmen

£¢ en £' overeen, dan is £, -f, een constante.

Ef1f7 telllng 5. Laat f en g reeel en differentieerbaar zijn op (a,b), en

'g(x);(O(a <x <b). En

o) | C lim | £(x) = 1im g(x) =

X wa,x>a -, X =a,x>a
’ . . fl(x) .
. ' li_m ' 1 = L-
| S % —a,x>a B OO
| e
l . Dan is lim ' - 2%5%'=‘L.
’ X +a,x>a ,S x :

 Stelling 6. Dezelfde stelling geldt als we (1) vervangen door

| S lin (g(x))™
P X ~a,x>a

"'Def.2 Laat f éen reéle of complexe functie van twee verandérlijken

. zijn, gedefinieerd in een omgeving vén ‘het puﬁf (a,b)} We noemen

f totaal differentieerbaar in het punt (a,b) als e;.getallén A

Ten B bestaan met

S-Bch:%x v 'y yiﬂrﬂl<h W¢I<k):;

?$’|f(x,y) -,f(a,b) - A(#-a) -'B(y-b){'< glx-al + ejy~b|} .

4

E

I
oo
:

§ Stelling 7. Is f totaal differenticerbaar in het punt (a,b) dan is ¢
daar continu, en bovendien partiegl differentieerbaar naar x en y; de

partiéle afgeleiden zijn de in Def.2 genoemde A en B.




Stelling 8. Bestaan van f de beide partiglé afgeleiden in een omgeving

van'het punt (a,b), en zijn dezé afgeleide functies continu in (a,b),

dan is f totaal differentieerbaar in dat punt.

Stelling 9. Zij F totaal differentieerbasr in het punt {0,0). Laat verdsr
¢ en ¢ functies zijn van één veranderlijke, gedefinieerd in een omgeving

‘van het getal O én differentieerbaar in O. Laat, voor alle t uit een

omgeving van O, de functie g gedefinieerd zijn door g(t) = F(w(t) @(t))

. Dan is g differentieerbaar voor t = 0, en

grt0) = (&) (0 () o,

0,0 ‘0,0

$télling 10 Laat fi' gi §% 9§ bestaan in een omgeving van (0,0),

neem aan dat de laatstgenoemde functie continu is in (0,0). Dan bestaat

L 6 of . : .
o ook EE‘E}fln dat puntt en

Stelling 11. Laat van de functie f van twee veranderlijken de partiglé

‘ . " . ‘
afgeleidgq £14 f;, fn_, £ fyy-bestaan in een omgeving vgnx(0,0), en

xy’

| continu zijn in het punt (0,0). Neem aan dat f£1 = f; = 0 in (0,0).

) 2 . :
Kort af: A= f" fn o (f" } , Dan geldt:
XX ¥yY Xy X ,

Is 4(0,0) > 0, £ (0,0) >0, dan heeft f‘eeﬁ minimun in (0,0).
-15 A(O;O)-> 0, f" (0,0) < 0, dan heeft f-éeh maximum in (0,0).

Is A(O O) < 0 dan is er in elke omgev1ng van (0,0). zowel een punt
(xpy ) met £(x, ,y,) > £(0,0) als een punt (xz,y ) met

f(xz'yz) < £{0,0).

ro——
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