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TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN
Afde;ing der Algemene Wetenschappen

Onderafdeling der Wiskunde

_ LEBESGUE-INTEGRALEN. | x.° College van Prof.dr.N;G.deMBruijn.

We beschouwen een verzameling X, die we ook wel "de ruimte" zul-

1en npemen, Elementen van X heten punten. Deelverzamellngen van X

heten "puntverzamellngen" of kortweg verzamellngen. Ondanks deze
meetkundige terminologie worden geen topologlsche eigenschappen
van de ru:Lmte X gepostuleerd.

Zen. verzamellng van dee¢verzamelingen van X heet een klasse.

1. Semiringen.:

Definitie’ 1 1., Is T een klasse, dan is Q(P) de klasse bestaan-

de uit alle verzamelzngen van de vorm U Ai.(AiGI‘ Ai's
o ' Lo . is=

disjunct).

Definitie 1.2. De klasserr‘heet‘een semiring als
1° ger

2% (a€eT & B(-:I‘)=>(AGB)€Q(P) & (AN B)XEQ(D).
Véofﬁeelden.

,1; X = (=0, o) I bevat de lege verzameling, en verder alle

cellen. Een cel is een incerval (a,b], waarbij a en b reeel

.z.JJn, met - w<a<h< w,
2. X = R, T als in yoorbeeld 1. Een cel is nu een blokje
{(x ,....x )Ia < X<byeeey a <x b ).

3. X = een w111ekeurige verzamellng T bevat alle deelverzamen

'-llngen dle uit ‘nuiyof één element‘yan X bestaan. .
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Stellix}g 1.7. Is T een semiring, en schrijven we R i.p.v. Q(P), dan is

° rca _

2° AeT & BeT=(AUB)eq ()
-] v
o

3" .P;j€Q, P;'s disjuncts iu‘l PiE:Ql

4° Peo , AeI‘:;(P\A)GQ & (PNAY€E Q .

5° €7 (4=1,2,3,...) ,dan V) A € Q.

i=1
Bewg"é.
on

1° A=40@FUVUPFUFU..., dus A heeft de vorm U A; met AieI‘.

' 2° AUB = AU(B\A), enz.

3% triviaal.

(- -3 . ]
4° 25 Pe @, dus P = iL="I Ajy Ay's € T en onderling disjunct.
e s - U | )
Verder A€T . Dan is PNA = M (AN A). Stel Aj\ A = Py, dan
P,€ Q , P;'s onderling disjunf:t. DerhaI_Lve ligt de Vﬂrenigin-g‘
der Py{'s ook in Q. Analoog: (PNAEQ, '

50 De vereniging is in de volgende disjuncte delen te splitsen:
Ayy A NA, (A N\ A, JAN Ayye.+, en blijkens het voorafgaande be~
hoort- elk van deze delen tot Q(T). .

2. Maat op een'semiring.
Definitie 2.1. Laat I' een semiring zijn en laat aan elke A€T een

getal p(A) zijn tvoegevoegd. Er zij voldaan aan

10

20

0K p(A)g = voor alle A€ T..

w(g) = 0.

Is A€ T, A€ I'(i‘=1.2,...). A,'s disjunct, A =

[ -}

iL=J1 45, dan is

p{a) = Ei.lv-(A)

Dan heet n een maat op I' . Geldt bovendien dat

X de ve.r'eniging- is va,ri aftelbaar vele disjuncte Ai's met

Aj€l en u(Ai)<°ﬂ voor alle i, dan heet de maat § sigmafiniet.




Voorbeelden,

1.

‘eens aan dat I :f'u(A; )< 2(A). Dan is er een getal P >0, zb dat voor

X = (~e, D)' I' bevat de lage verzameling en alle cellen. Op

(= ) is een reele, monotoon niet-dalende functie g gegeven.

Nu is y gedefinieerd door p{Z) = 0, en (als -=<a< b< o)
1((a,b]) = g(b+0) - g(a+0);

hierbij betekent g(b+0) resé. gla+0) _fi,‘.'limiet van
g(x) wanneer x van rechts af tot b resp. a nadert. We zullen be-
wijzen dat.\p. eénnmaat of I' is (deze. heet de Lebésgué-Stieltjes-
maat; in het bijzondere geval dat g(x) = x (voor alle x) krijgen we
de "gewone"- Lebesgue-maat). |

Laat 4 een cel zijn die de vereniging $is van e\e.;\n? aftglbgar'

stel disjuncte cellen A,, A,,... . Noteer A = {a,b ],

2'°

Ay = (ai, bi} . Nagenoeg triviaal is dat p(A ) S +u(A Jgu(a),

want er zijn cellen B'I""’Bm te vinden zo dat

AzAUo.oUA UB Uoo-UB "I
1 n 1 m

wen disjuncte splitsing van A is. Dus ‘E: H(Ai)é'ﬂ(A)'. Neem nu

ST,

alle n geldt p + & }L(A )<p(A)
Verkort A tot A* ={a+H,b] en verleng elke Ai tot A;‘_ =

{a-{; bi + 6i). Daarbij worden 562>0 en bi > 0 25 gekozen dat

. ami=1 7 . » '
gla+8)< 3 p + gla+0), g(oi + 6i) <2 P+ g(b:L + 0). Ay, A%,...

zijn open, en A* is kompakt. Volgens de stelling van Heine-Borel

LR

is er nu een n z6 dé.t (as0 ... UA;I)DA".
We mhken van A:?L wéer een cel AJ?_" door het rechtereindpunt toe i

te vo‘egen- en van A* een cel A** door het linkereindpunt weg te

laten.‘ Bog wordt A** door A3*,...,A** overdekt (niet noodzakelijk

1
disjunct). Ea p(a*9)>(A) - ¥ p, BAII<H(A)) + 27570




Nu blijjkt dat
w(AT*) + oo +p{A2*) —u(a**)<-p + 3p+ Ef]-l 2-i-1p< 0.

We kunnen een stel C,,... »C, vinden (Ciel" ) zd d‘a'?"\_cic are,
terwjjl de C's een disjuncte splitsing van A opleveren. Nu

is ﬁ(Cq) + e +p(Cn) =p(A), in strijd met het voorafgaande.

2. X = willekeurig. I' bestaat uit alle deelverzamelingen. Voor A€
is p (A) = aantal elementen van A als A eindig is, en pnd) = =

als A oneindig is.

3. Norm van een reele functie.
X is een ruimte met semiring I' , daarop een sigmafiniete maat,

Definitie 3.1, Als SC X, dan is de karakteristieke functie

van S de op X gedefinieerde functie die 1 is op § en‘;g,O op X\ S,
Deze wordt gewoonlijk met X-.g aangeduid.

Gemakshalve ziillen we de karakteristieke functie van S
ook met § aanduiden. Dus S(x} = 1 als x€S, 8{x) = 0 als x¢ 3.
Voorbeeid. Als S de ver.'eniging is van S,‘, 52,... s en als deze
Si's onderling disjunct zijn, dan is S = E: Si-’

Als de vereniging van T‘l’ Tz,... de verzameling T bedekt,

o0
dan is T..‘;E,] Ti'

Definitie 3.2. Zij f een op X gedefinieerde reele functie. We

oo
beschouwen alle mogelijke functies van de vorm E,I a’iAi' met

0g a;<e« , A,€T en met de eigenschap dat

i'

L

Z, aiAi(x) 2 If(x)]| voor alle x€ X,

o0
By elk dezer sommen vormen we I, o, p(4;). Het infimum van al
e : .




A + A

al deze uitdrukkingen heet de norm van f (notatie [|f}| ). Dus

Ol € = &

. ) § . . . } .ﬂ '. .
Opmerking., Bij elke f bestapat m;nstgns één 'som z'laiAi 2 It} .

1

We kiezen nl. een stel A, .A

rhosee. mef‘h1+ A2+ .,.).X, en nemen

1+ A+ A+ A_+ A3++AT+ A2+ A3+ A4+ A1+ sre

2 1 2

Stelling 3.1.

10

‘20

Is £(x) = 0 voor alle x, dan is It =.0.
f en |f| hebben dezelfde norm ( |f| is de functie met °
waarden |f§(x) = |[£{x)}]).

Is « een redel getal, dan is [« {] =Ia|.”f””.

- _
cIs |£f] € ) lfjl , dan is Ifll g :::' i fjl]; in het bijzonder

is [tegll < IL0 -+ Ugi. -

Neem voor alle As de lege vefzameling,_;h de ai'alle nul,

L -
Dan is ook z, a.nl(A,) =0, enz,
; Bk a1

In de definitie van 38 komt slechts de absolute waarde
! . . '

van f voor, en daar de absolute waarde van {f| weer |£] is,-

hebben f en |f) dezelfde nofm.:i

Is a= 0 dan is'faf| = Of = O volgens 1°; is « # O daa-

vinden we alle voor de definitie van!fafﬂ benodigde som-

‘men Ej,ﬁiAi(x) door de in de definitie vén.”fﬂ henodigde

sommen met |g| te vermenigvuldigen. De verzameling der

getallen waarvan bij de definitie'van:Hafﬂ het infimum

~genomen moet worden is dus te vinden door de getallen ~-

van de ovefeenkomstige verzameling bijj f allemaal met [l

te vermenigvuldigen.

SR ECEREREL it o
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4°  we mogen aannemen dat alle Ilfilj eindig zijn, want anders is de
bewering triviaal. Kies nu ¢ >0. Bij elke g zoeken we aijls en

' - > o . _j
Aij s met T i1 aiinj .rlfjl s Ei=‘1 aiju(Aij)g iifj l +_ 2 Ye,

- ‘
>ifl, en E_‘.p_ ¥
i=1

o0
2
Nu is is _]:’laiju(ﬂi')g

1 & sy %5584 3 3

<z 3’_1 ﬂfj I+ €. Het linkerlid van de laatste ongelijkheid in één

der sommen uit de collectie waarvan‘ﬂfﬁ het infimum is. Dus

|]f||gz;1llfj | +&. Daar dit voor elke ¢ >0 geldt, volgt het

gestelde.

4, Trapfuncties.

" is een semiring in X, p daarop een sigmafiniete maat.

Definitie 4.1. Een .trapfunctie- is een op X gedefinieerde reele

functie die kan worden geschreven in de gedaante ‘ . _

E-:ﬁiBiq met -=<B,<~, B,€l, waarbjj voldaan is aan ~ B

X-=.E‘,’;Bi (hetgeen betekent dat de Bi's twee aan twee disjunct ziin
en samen X vormen) en bovendien voldaan is aan d& voorwaarde
E 718, In(B;) <o, |

Merk op dat de disjunctie niet was geeist bij de som ZaiAi in
def. 3.2; daar staat tegé‘nover dat thans de B's ook negatief nmogen
ziin.

We moeten er rekening mee houden dat een trapfunctie vaak op

meer dan één manier in de vorm zaiBi kan worden geschreven.’

Stelling 4.1. Zijn s en t trapfuncties, en zijn p en y eindige ge-

tallen, dan is ook BS + yt een trapfunctie.

Bewiis. Zij 6 = Z BiBi' t = 1 chj I%et Bi€ r, CJ.E r,




0 .
E‘lBi 2,1Cj = X, EIBiI 'p,(Bi) en EITJ.I p.(Cj) beide convergent.

Nu zijn ook alle doorsneden Dij = Biﬂ CJ. onderling disjunct  (in

-plaats van Bin C'j mogen we ook. Bicj schrijven, want de karakteris-

tieke functie van Dij is het product der karakteristieke functies
] ) ' 3

van B, en Cj). Verder is X = L, , &._ Dij' Laat Dij = Ty Eijk

z2ijn met Eijkel" (dit kan, want B, en Cj behoren tot I' ). Nu is

X=5%, Z,Z  E.,,en Bs+yt=C Ly Byl +yr ) E

i 737 k Ti; i ijk*

En I.I, z k! (BB + vy ) e (By ) <IBIES 1B, 1w (B +lviEdvy,luie)),

want Il(Bi) EJE "l (E ) enz.

'

Stelling 4.2. Is s = £.p,B;, t = I ¥,C,, met X =zi.-"-ai= 2,0y,

Biel‘, Cjel‘, E_il‘BiI 1 (Bi)<°° , en .i-s’s(x) 2t(xl) \Iroor alle x,

dan is ) o
- EjIYjI u(Cj)< , T Biu(Bi) ;E Yju(Cj).

. Bewijs. We gebruiken de notaties uit het bewijs van st. 4.1 y DU met

s = t. Voor xEEijk is s(x) = Bo t{x) = Y5 dusl‘ als Ei’jk niet

i?” YJ Dus steeds B p(Ele) "‘Yj“(E'ijk)' Nu is

E 2 L. . Y. E. . =X .X. c.). D -
5 »( ) leYJ ®( leJ JIJP-( ;1) e som

leeg ié, is B

2 Biu(B ) = J.Jk

mat:.ev_olgorde mag worden verwisseld op grond van de absolute con-

vergentie,

Definitie 4.2. Is t =7p,B, (metZB, = X,Z[p,| u(B)<=), dan heet

'z Bi}l (Bi) de integraal van t (voorlopige nd_t.atie_ L(t)).

Uit st.4.2. voligt‘ dat deze _definitie_onaf_hankelijk is van de speci-
ale representatie \fanA t. Hébp'en wé nl'EBiBi = Echj'. dan-'volgt

z Bi B (Bi)2 z Yj(Cj), doch e\f:_engo'ed_ z Yj p(Cj)2E By (Bi).

Stelling 4%.3%. Met de notaties van st. 4.1. is L(BS + yt) =

BL(8) + YL(t).




" Bewijs. Beide leden zijn te schrijven als

By BBy BBy e YT OR(E )
(zie het bewijs van st.4.1), enz.

P

Stelling 4.4. Is t een trapfunctie en t{x)3 0 voor alle x.'han is

L(t) = Ntf{en dus HEll<=). |
Bewijs. i t =ZB;B,, X = IB, dan alle B >0, en L(t) =28 (B,)s
Eén der in de deflnltle van [l tll benodlgde sommen is" EaiBi zelf dusi
el € (). |
Om L(t) g It} te bewijzen iaten we iets algemener zien: als
_t ta,... niet-negatieve trapfuncties zijn, en t1+ t2+4... >t, dan
is L(t1)+L(t2)+... }I&t).(Specialisatie tot t.= aiAi geeft dan wat
we nodig hebben). |

We bewijzen eerst:

Hulpstelling. Zijn &, s 5 -niét-negatieve trapfuncties,

1-‘ 2‘ LI

) . . . oo . -3
5564= 0 (i #3j)ens = £4s;, dan is L(s) = 21L(si).

s, . . = ] . _=Z‘
Bewijs. Splits s : & EcxiAi, en splits elke S;t Sy 3513B1*

Dan is 5 = I,

1381j

zie onder) toegelaten is voor de berekenlng van L(s), dus L(s) =

een splitalﬁg vﬁn didie (afgezien van n detal ,

2y, Pyyn(Byy) = T0Z.6,,m(B; 1)) =2 1(s,).

Er is een kleine moeilijkheid gelegen in de Bij waarbij ﬁij = 0.
De bovengenoemde splitsing moet daarom worden vervangen door
.

8 = zi,jBijBiJ EialAl,

lHief betekent I* dat de termen met Bij = 0 zijn weggelaten, en Z**

dat de termen met ai2>0 zijn weggelaten.

Laat nu t t1, PLREE nlet-negatleve trapfuncties zijn met

t1+ t2+ ...Izt De onderstelllng t. 1::J 0 .wordt nu niet gemaakt.




..Kies een getal v(0<y <1). -I,aat u de functie zijn beschreven deor

Ct(x) als t,(x) + ..o + 8 (7)) 2yEx),
un(x) = ‘ S n
, 0 . als t1(x) + eee + tn(x)<y t.(x).

Nu is niet woeilijk te bewijzen dat elke ur'1 een trapfunctie is.

Metlx_s1 S Ugy B, = u, - ou,, 53 = u3 - u‘a‘,,’ se» 185 dus voldaan aan de

" eisen van de hulpstelling, want voor elke x geldt un(x) = t(x) o.d.d.

Dus L(s1? + L(E2) + 400 = L(t), waaruit volgt L(un)-L(t). Maar
duidelijk :_'Ls bk voe 4 t >yu ., dus L(t,l) + L(ta)‘+ eespylim L(un),
dus L(t.,) + L(t,) + ..o 3 yL(t). Daar v willekeurig was, blijkt

Lt )+ L(t,) + ... 2L(t), g.e.d.

Stelling 4.5. Is t een trapfunctie, dan is ook |[t| (gedefinieerd

door. lrtl(x) = |t{x)]) een trapfunctie. Zijn s en t trapfuncties, dan
zijn ook max(s,t) en min(s,t) trapf'uncties (max(s,t) is de functie
die aan x toevoegt het grootste van de getallen. s(x) en t(x)).
Bewijs. De uitspraak over ]tl%volgt direct uit def. 4.1. De uitspra-
ken over max en miﬁ volgen nu uit st.’-&..‘l., ﬁant *max(s,t) = |

= 1(s+t) +-%|s-£|. min(s,t) = +(s+t) = F is=t} .

Stelling 4.6. Voor elke trapfunctie geldt [L(t)| < it

Bewijs. Zij t, = |t|, dan is |L(t)|; L(t1) (direct uit de definitie

van L(£)), en L{t.) = iit, I(st.4.4), le b = it (st.3.1,2%),

Sommeerbare functies.

¥ -is een sigmafiniete maat op een semiring I' in X.

~ Definitie S.1. Een op X gedefinieerde reele functie f heet sommeer- -

baér als er bij elke € >0 een trapfunctie t bestaat mét if-tii<e .

Stelling 5.1. Trapfuncties zijn sommeerbaar.

- Bewijs. Volgt uit |0f = O.
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Stelling 5.2. Is f sommeerbaar, dan is ufu?iw-
N ' '
Bewijs. Kies een ¢>0 en Yaarbij een trapfunctie t. Nu is (st,.3.1,

4% en st. b.b) e liE-tl + It < e+ ftli<

Stelling 5.3. Is f sommeerbaar dan is er precies één getal ¥ met

de eigenschap dat voor elke trapfunctie t geldt (2 ~ L{t)}} gf-ty &

Bewijs., Kies ¢ = n-1, en daarbij een trapfunctie tn met Hf-tn{h:n-1.

- ) : -1 : - -1
Nu is, als n>m, |t -t |g2m , dus (st.b.6) [L(tn-tm)|< 2m” ',
Dasr L(tn-tm) = L(tn) - L(tm) (st.%.3) zien we dat de getallen

L(t{)' L(ta),... een fundamentaalrij vormen. Noem lim L(tn) =F.

2ij t een willekeurige trapfunctie. Dan is voor elke n
LG = L€ em £l < Uty = £+ 12 - ¢l
‘Door n-e te laten gaan zien we dat |f- L(t)| < [[f-t] .
ﬁet is duidglﬁk dat er maar één getal ¥ is met genoemde eigen-
schap, want uit [g- L(t )< -t i< n”' volgt dat £ = lim L(t ).
Opmerking. Is f zelf een trapfunctie dan kunnen we de in st. 5;3?'
-éenpgmde t gelijk aan f nemen, zodat we vinden ¥ = L(f). We hebben

nu dus het recht om.ﬁe definieren:

Definitie 5.2. Is f sommeerbaar, dan wordt het getal £ uit st. 5.3

met L{f) aangeduid en de integraal van f genocemd.

Stelling S.4. Zijn f en g sommeerbaar, en zijn ¢ en B (eindige) reele

getallen, dan is ook af + Ppg sommeerbaar, en L{af + Bg) =

= al{f) + BL(g).
o s . =1
Bewijs. Zoek bij f en g trapfuncties s en t met ﬂf—an <n ,
| -1 . . -
“g-th«(n . Dan is {af + Bgll .~ (asn+.ﬂ§n)” gliaf - Gsnh +
+1Bg = 5t#“ < n_1(la|+15|). Dus af + fg is sommeerbaar. En

L(af + pg) = lim L(ds_+ Bt ) =alim L(s ) +Plin L(t ) =

= a L(f) + BL(g).
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Stélling 5.5. Is f sommeerbaar, dan is |L(f)] ¢ [|f]l . Is bovendien
£{x) 3 0 voor alle %, dan is L(f) = Ufl -
'Bewys. De eerste bewering volgt door in st. 5.% t=0 te nemen. 2j

verder f3 0. Keenm tn met anfnﬂ < n-1. Iss_ = ltni, dan is

'lf-snlgifftnl. dus ook ﬂf-snﬂ <. Dus |L(f) - L(sn)l< 2T,

n

St. 4.4 zegt-L(sn) = Hsnl], dus
LC£) = Nl < LIzl = s lil+ o™ < lg-s §+ 07 <20,

Opmerking. In het bijzonder is dus |L(f)] ¢ L{}f|).

Stelling 5.6. Is f sommeerbaar, dan 1s ook |f| sommeerbaar. Zin f en

g beide sommeerbaar, dan zijn ook max(f,g) en min(f,g) sommeerbaar.
Bewijs., Als t een trapfunctie is met |f-tl< € , dan is ook It| een

trapfunctie, en [[|f]j = it]| <e (want||fj~|t]l}] € |£=-t|). Dus {f] is

i e L

_sommeerbaar. De beweringen over max en min kunnen bewezen worden zo-

als bij st. 4.5,

6, Gemajoreerde convergentie.

'n 1is een sigmafiniete maat op een semiring T in X.

et e e o

Stelling 6.1. Zij fn > 0, fn sommeerbaar. Laat de reeks f1(x)+f2(x)+...
voor alle x convergeren, en F(x) tot som hebben. Neem aan dat HFH<Im..

Dan is F sommeerbaar, en

L(F) = ch’,l) # L)+ aen

Bewijs. Kies een c:>Q.:Bu fn kiezen we een trapfunctie tn met

n

“fn- th< 2 g We‘mogen aannemgn dat thZO (neem anders s Itnl).

We hebben nu

g e ooe o T s B o e s D)) = Ley o s v b))

e : Tt : e - f e + |t - i< :
= _Ht1_+ cee tnﬂ < [M1 + + an + ||t1 f1” + +,Jtn £iis ;
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CUFY + 2™ 4 vie 4 2"CIUF] + €.
. Hieruit volgt dat de reeks I|t1il+ lit2|l+ .+. convergeert. Daar

| S e - e 0+ 1
llf,]- t‘l” + [I.‘C2 - t2 + ... convergeert, is nu ool; f,1 + e+ ...

2

. ’
fl+ ”fn+2h+ eee <08

convergent. We hebben dus n 26 te kiezen dat || f oo

i i ] - . = - . <
is, en dan is ook ||F (f,‘ + oeae + fn)ﬂ “fn_‘_A| + o e li< e

+2
(st. 3.1, 4°).

2'|+ . +

+ £ - t i<2e. Bij elke g >0 is dus een trapfunctie t(= t

Nu is ||F - (t1+ es + tn)n< € + hf1- t1ﬂ +i|f2- t

gt e +tn)

te vinden met iF~t]| €2¢., Dus F is sommeerbaar.
Bij gegeven £>0Q was voor voldoend grotem:jF = (f1+ ees + fn)il<c .
en daaruit volgt (st. 5.4 en st. 5,5) ||L(£f) - (L(f1) Foeea + L(fn))H<c

voor voldoend grote n. Derhalve is L(F) = L(f,) + L(f,) Foees e

Definitie 6.1. We zeggen dat een rij functies f1,f2,... op X gemajo-

reerd convergeert naar de functie---f,'als lim fn(x) = f(x) voor elke

~x €X (we noemen dit puntsgewijze convergentie; er is geen uniformiteit

geeist) en er een sommeerbare functie g bestaat zb dat
{fn(x)l € g{x) voor alle n en alle x.

Stel_ling 6.2. Zijn f,‘,f sommeerbaar, en convergeert fn gemajo-

2‘001

reerd naar f, dan is ook f sommeerbaar, en lim L(fn) = L(f).

Bewijs. 2ij l’fn(x)i € g{x) voor alle n en alle x, g sommeerbaar, In het
geval dat f,I( f2< 2o vo.lgt de stelling direct uit st. 6.1, want dan
ds (Fpm £) + (5 = £5) + wow = £ = £, en lIf = £ Nl + Hegi <

< Jlegll + llgell <. Als f,1> f2> ... heeft men natuurlijk een analoge
conclusie. In deze gevallen spreken we van monotone gemajoreerde
convergentie.

We nemen nu het algemene geval. Noemy als mgn,

max(fm’fm+',1’-c * 'fn) = hmno
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Dan is - gg<h g, en h = sommeerbaar (st.5.6). Verder is

mns

h dus 1lim k bestaat. We noemen drie
Ne+oo

mlllS hm,m+‘|€hm,m+2$"'sg' mn

limiet -hm' We zien gemakkelijk in dat voor elke x geldt hm(x)-' f{x)
als m —+» ». De convergentie hmn—rhm (n;-oo) is monotoon gemajoreerd,
dus hm is sommeerbaar,

zh Verder

#e hebben h (als npm+1), en dus ook h >h

n¥ m+1,n 1°

zijn alle hm's 2- 83 de convergentie hm;-f is weer monotoon gemajo-
reerd, zodat f somweerbaar is.

We kiezen ¢ > 0. Dé.ar L(hm)-‘-.L(f), kunnen we m zd groot nemen dat
L(hm)gl-(f) + ¢ . Daar fn‘< hmng hm voor alle n>m, is nu L(fn):\(.L(f)+c
voor alle n>m. Op dezelfde manier bewijzen we dat L(fn) 2L(f)~¢ is
voor alle voldoend 7 fg'rote n, en daarmee is (aaﬁgezien e willekeurig

gekozen was) aangetoond dat L(fn)-'L(f).

Meetbare functies.

# is een sigmafiniete maat or een semiring I' in X.»

Definitie 7.1. Een overal op X gedefinieerde reele functie f heet

meetbaar als er een rij sommeerbare functies f,],fg,... is z6 dat

puntsgewijs i‘n(x) - f(x).

Stelling 7.%. Is f sommeerbaar, dan is f meetbaar.

Stelling 7.2. Zijn f en g meetbaar, a. en B ré'e'el, dan zijn ook

af +Bg, Ifl , max(f,g), min(f,g) neetbaar.

Bewijs. Als'fn-f, g, &» dan 'afn' + ng'l‘*cr.f + Bg, lterwijl a.fn + Bgn

sommeerbaar is. De andere uitspraken worden ¢p analoge wijze bewezen.

"Hulpstelling. Is g >0, h» 0, g meetbaar, h sommeerbaar, dan is min{g,h)

r

sommeerbaar.

el e iR A

Bewijs. Is 8,78 B, sommeerbaar, dan is ook Ign] sommeerbaar, en dan

' convergeert min(lgni,h) gemajoreerd (n.l.door h) naar min(g';h).-
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Stelling 7.3. Is f meetbaar en |[f]<e , dan is f sommeerbaar,

Bewijs. Laat f meeibaar zijn, ffj< ®» , en bovendien £ 0. Nu is

er een rij sommeerbare functies f,,f_,... met fnf>o' fn-f. Noem

172
min(fn;f) = g, dan is g sommeerbdar blijkens de hulpstelling.
Is verder k = max(g1,....gn), dan is {blijkens st, 5?6) k som-
meerbaar, O.gk,lgkag...gf, kn-*f. Uit st. 6.1, toegepast op
k, + (k2 - k1) + (k‘3 - k2) + «.»y bTidkt nu direct dét f sommeer-
baar is.

De beperking £ »0 is niet wezenlijk. Is er niet aan ﬁbldaan,

dan is f te schrijven als max(f,0) - max(~f,0); beide stukken zijn

meetbaar, 0 en eindig van norm.
g

alle meetbaar, is £ =f (puntsgewijs),

Stelling 7.4. Zijn f1,f2,...

dan is [ meetbaar.

Bewijis. Is £ 30, f meetbaar, dan.is er een rij sommeerbare functies
1;'1,h2,... met h >0, h,+ b+ ... = f (zie het begin van het bewijs
van st. 7.3). .

| Is nu f = f_I +'f2 ¥ aes fn>0, .fn meetbaar, dan is f de som
van een dubbelreeks van niet-negatieve sommeerbare functies., Der-
halve is f meetbaar.

Hieruit leren we: Is f de limiet van een menotone rij van me¢t~
bare functies, dan is f meetbaar. Het algemene geval is hierop weer

RS B
f ,.-uan conyep-

& e

terug te brengen: Is fn-f, en is g = maxmgkgn{ T
geert (bij vaste m) gmg.?0qotqogwn§£i een limiet 8y = Supk;;m fk‘
zodat elke g, meetbaaf is. Als m;qét‘convergeert 8, monctoon naar
f, zodat ook f meetbaar is.

Wanneer wij ons tot niet-negatieve neetbare functies ceperken,

kunnen we vok aan niet sommeerbare functies een integraal toeken-
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-

‘_pﬁg}”die zonder meer'met de norm blijkt samen te vallen.

Definitie 7.2. Is f meetbaar, >0 en niet sommeerbaar, dan

schrijven we L(f) = = en j fdu= o,

Stelling 7.5. Zijn £, £, £_,... meetbaar en > O, dan is

Al! 2!'

(1) Llaf) = o L(f) als. a 20

(2) Llfy £,) = L(£) + L(E,)

(3) ,;FAiﬂ + f2 + ... = f, dan is L(f1) + L(fe) + +.. = L(F),
(&) L) = fifj - '

Bewijs. We beperken ons tot (3) en (4). Eerst (3): Is f sommeerbaar,
-t ) \

/,dah_is elke fn sommgérbaar (st.3.1), en dan voert st. 6.1 tot het

doel., Is L(f) = » , en is er een n met L(fn) = e , dan zijn we even-
eens klaar. Is tenslotte L(f) = e , en elke L(fn) eindig, dan is
volgens &t. 5.5 en st. 3.1 ||f] € z‘,’l° £ i = =3 L(£ ); was nu

1

z ?L(fﬂ,);&eq , dan was || fll< e~ , dus volgens st. 7.3 was L(f)< o

’ - £l I3 ‘
waarmee een tegenspraak bereikt is.

:
:

ngering (4) volgt direct uit st. 5.5 en st., 7.3.

- Stelling 7.6. Constanten zijn meetbare functies,

Bewii ._DaafﬂL o -finiet is, is X = Ag+ A+ ..., met elke A, eindige
maat. Elke Ai is‘een trapfunctie, dus sommeerbaar. Pas nu st. 7.4

'toe.'

o

: i
Stelling 7.7. Is A€T , dan is de functie A meetbaar, met p(a) = L(A{ﬂ

T

Bewiis, X = A+ Aj+...., piet p(a;) <= | dan & = AR+ Ao+ ey

en elke AAi( = min(A,AiD is sommeerbaar, Dus A is meetbaar, en

R P

L(A) = L(A.A1) + L(AAE) + ves (8t.7.5), Elke A4, ligt in (), dus’
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[

A heeft de vorm A = B,+ B2+ con met B, €I" u(B )<e® . Nu is

p(A) = u(B )+ p(B ) . .:}\- L(B )+ L(B) + ...y en volgens

:st. 7.5 is dat L(A)f

Meetbare verzamelingen,

Definitie 8.1. Een deelverzameling E van X heet meetbaar als zijn

- .

karaktéristieke functie een meetbare functie is. De klasse van

alle meetbare verzamelingen heet A .

Bewijs. St. 7.7 en st. 7.6.

Definitie 8.2, Voor E€A definieren we p(E) dobr £(E) = L(E)

(dit kan =e4 zijn, zie def. 7.2).

OQMerking; Voor A€T wasy reeds gedefinieerd, maar dan levert

def.8.2 niets nieuws (21e Ste7.7),

Stelllng 8.2. A is een semiring, en voldoet zelfs aan

[y »

(a) E€A =4 X\E€A

. ' oo oo
(v) E,I,E €L =2 U Eieﬂ. en n,]_EieA

2, 1
(¢) u is op A een maat.
Bewijs. (a) Is E éen‘meetbare functie, dan ook 1 - E
(b) De karakteristieke functie van u‘,l1 By is max(Z,...,E ),
en dus meetbaar,en de functie max(Eq,...,En) conver-
geert puntsgewijs naar CJ? Ei. Analoog voor de doorsnede.

Uit (a) en (b) volgt: £,6 4, E,6 A= ENE €4,

2 2

ey

want E1\E2.= E, O(X\E,).
(¢) Als B =E+ Ej+ ... dan is L(E) = L(E4) + L{E,) + ...
volgens st. 7.5. Verder is 0§ p(E)S = (L(E) = [Eii , dus

> 0).
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Stelling 8.3. Heeft £ de maat nul dan heeft clke deelverzameling

van E de maat nul. {Met "E heeft de maat nul" bedoelen we: “E is
‘meetbaar en heeft de maat nuIAS;En vit |E{l = 0O volgf dat E de maat
nul-heeft.

Bewijs. Is E.C EA, ¥(E) - 0, dan §Ef = 0 (st. 7.5) dus Il = o,
dus'E1 is sommeerbaar (HEd-Q Oll<e, en 0 is een trapfunctie), dus

E,en, u(Eq) = ”E1” = 0.

i

Stelling 8,%4. De functie f is dan en slechts dan meetbaar als voor

elk reeel getal a geldt dat {xtf(x)> a) meetbaar is.

We laien het bewijs achterwége. De stelling kan bijv. worden gé-
b;uikt om te bewﬁéen dat het product van twee meetbaré functieg weer
meetbaar is, Of algemener: is ¢(u1,...,uk) een continue 'functie van
k variabelen Uiseenyy, €1 ziin L 4+0+4f, meetbaar, dan is @(fq""‘fk);

meetbaar,

Opmerking. Gaan we uit vanAi.p.v. T dan vinden we precies dezelfde
norm, dezelfde sommeerbare functies, en dezelfde meetbare verzame~

lingen met dezelfde maat. We laten het bewijs achterwege.

Defipitie 8.3. Is E meetbaar, en f sommeerbaar, dan is “de integraal

‘van f over E" gedefinieerd door
S ran = 1B,

(het is gemakkelifk in te zien dat het product fE sommeerbaar is).

In het bijjzonder is, als f sommeerbaar is:

S, fap = L(o).

e L
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Bijna overal.

Definitie 9.1. Laat B(x) een uitspraak over het element x van X zijn.

We zeggen dat B(x) bijna overal geldt, of B(x) geldt p.p. ( = presque

partout) als er een meetbare verzameling N is met p(N) = 0, z& dat

B(x) geidt voor alle x € X\N,

Stelling 9.1, Laat [ een overal op X gedefinieerde functie zijn. Dan

geldt : ) ’
iff = 0 &<  f{x) = 0 (p.p.).

Bovendien impliceert {ffl = O dat f sommeerbaar is, en dat L(f) = 0.

Bewijs. Zij #f)} = O. Dan is £ sommeerbaar, getuige de goede approxima-

" tie van f door de trapfunctie 0. Laat An de verzameling ziin van alle

x met 2"« lf(x)|< (n—1)-1 voor n >1 en n—1<ilf(x)| voor n = 1.
Dan is n™'A_<|f| , dus IIn" Al < Hfl , dus JA_Il = O, dus u(A ) = O.

Nu is ook A1+ A2+ ++» meethaar, met maat 0+0+... = 0, dus

f =0 (p.p.). Neem vervolgens aan dat £ = O {p.p.). Zij N de verzame-

ling waarop '}f # 0. De karakteristieke functie N is dus sommeerbaar,

u

LY
0. Nu is |f|g NN+ ..., dus (st. 3.1, 4°) ||fj €0 + O + ...,

dus |T| = O.

We zullen in het vervolg ook wel funciies beschouwen die overal
gedefinieerd zijn met uitzondering van een verzameling van de maat nul,

of die op een dergelijke verzameling als waarde = hebben, We spreken

‘af dat norm en integraal van dergelijke functies worden berekend door

de ontbrekende functiewaarden willekeurig te kiezen;‘welke waarden
doet er niet toe, want het verschil tussen twee mogeliike functies
is steeds een nulfunctie.

Men kan trouwens ook direct def. 3.2'geldig verklaren voor: dergelij-

fﬁ§4£uncties. Is'nl. N een verzameling met maat nul, dan is |Nj = O.

a
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. o .
De functie f die op N de waarde ® heeft en verder overal nul is,

i

‘voldoet aan [f]< N + N + N+ .,., zodat bij elke e>0 f kan:wordén
gemajoreerd door een i:uiAi.met norm <e. (Ga het bewijs van st.3.1,
4° na), |

De kleine uitbreiding die we hier aén het functiebegrip hebben
gegeven, brengﬁﬁlmiﬁ of meer futiele wijzigingen in de stelliﬁgen
die we tot #ﬁ tderﬁébbenabesproken. Ve zﬁllen deze niet in discussie
nemen. \ | |

We geven nog twee stellingen waarbij het begrip "bijna overal" een

rol speelt.

.

Sﬁelling'9.2. Laat f{,fa,... niet;negatieve sommeerbare functies-op

X zijn, met Hf1H,+ Hfail+ ¢e. <o, Dan-is f

+ f_ + ... bijna overal

1 2

convergent. De som F is sommeerbaar, en L(F)} = L(f,) + L{f) + ... .
Bewijs. Noem ”f1ﬂ + ”f2|f+ ere =1, Is P, een eindig getal > p, dan
kunnen we (zie het bewijs van st. 3.1, 4°) een som Za A, vinden met

g oo . - Sy -
. . A < N N L R Ly 3
z aiAi > L, f; en I;aill(Ai) p,. Laat N de verzameling .der +x

“voorstellen waarvoor I : fi(x) = ®, Dan is, voor elke t >0
oo
ZTagh; e,

‘dus tllﬁ” € Py Daarlt willekeurig is, blijkt nu [Nl = 0,

' Vérvéné.nu'op N elke f; door O. Dan is E:;fi-overal convergent,
. en, als de som F, heet, is MF,I l€p < e, Volgens st. 6.1 is nu -F,.I -
sommeerbaar, en L(F1) = L(£f,) + L(fa) + ... . Blijkens de bovengeqaak-

te'éfspraken zijn deze resultaten direct op F zelf over te dragen.

Opmerking. Achteraf is (via st. 6.2) gemakkelijk in te zien dat de

stelling ook ggldt als het woord "niet-negatieve" wordt weggelaten.

PYERE

Stelling 9.3, Is f sommeerbaar, dan is er eeq;rﬁ srapfuncties §,15

e e L L
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. n_. - . o w
met |f - = s - 0, z?]“ll sill<m , terwijl E,lsi(x_) bijna overal abso-
luut convergeert, met Ersi(x) = £{x) (p.p.).

1 1!

_ T-n o ‘
85 = by = Toeees Iisnll<2 (n>1), dus I s i<

Bewijs. We kunnen t_ 2d kiezen dat If - tn“ <2™™, Dan is met s, = t.

B, = t2 - t1,

Blijkens st. 9.2 is L7 s,(x) bijna overal absoluut convergent. Noem

o oo ! 1-n
de som F. Dan is ||F z, siil $2n+1 i[si" < 2 y dus

IF = Tl < 22"n; daar n willekeurig is, is IIF - £l = 0, dus F = £ (p.p.).

Opmerking. Daar elke .trapfunctie als som van "treden™ is te schrijven,
blijkt vervolgens gemakkelijk dat elke sommeerbare f te schrijven is

als N

- o
f = I, u’iAi+_5

met A€, E‘ailp(Ai)<°" s ligii = © (Ai"s behoeven+niet disjunct te

zijn).

. 10. Cartesj.gch'product van maatruimten.

Definitie .10.1.. a) Zijn X en Y willekeurige ruimten,~dan is het car-

tesisch product Xx Y gedefinieerd als de verzameling van alle paren
(x,y)(xe X, ye¥).

b) Is 5. ¢X, S,c¥, dan is 5,x S, de deelverzameling van Xx¥

2
bestaande ui't.-'-aﬂ,;}e (x,y) met X€S8,, 3’652-

»

c’). Zijn 01, 82 klassen van deelverzamelingen van X resp. Y, dan

is 81x 62 de klasse van allei8, X S, (S‘le e

i3 : ies 8 8 i = x
d) Zijn ¢, en @, functies op &, resp. © ., dan is ¥= ¥ X%, op

8
gv 55€95).

61x 62 gedefinieerd door

_ ) 8
@(S) -tp1(s1)cp2(sa) als 5,€9,, sae 2
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Voorbeeld. I'; = klasse vau alle cellen op (-, =), plus de lege
verzameling (i=1,2). Dan is I_’,lx 1‘2 de collectie van alle tweedi-

mensionale cellen, plus de lege verzameling,

Stelling 10.1. Is 1"1 een semiring bij X, l"2 een semiring.bij Y, dan
is I = I‘1><l"2 een semiring bij Ax Y,
Bewijs. Kennelijk is €T . Stel nu Ci = Aix Bi’ Aie I‘q, Bie l"a- (i=1;2).

Dan is c,nc, = (A,lﬂAa) x(B1OB2), en daar A,N4,¢ Q(r1),

B1nB2€ 9(1‘2), is nu C, 0 c,e sz(l",l X 1"2).‘ Verder is

CN\C, = {(A,'\AE)X BE} v {(A,InAa)X(B,I\Ba)} R

en beide termen tussen accoladen zijn disjunct, omdat A‘I\ A_ en

2
A, NA, dat zijn. Deze termen liggen beide in Q(I'), zodat hun ver-

eniging in Q(I') ligt.

. Stelling 10.2. Zijn (X,I‘,1,}J.1) en (Y.I‘a_,ua)‘sigmafiniete maatruimten,

.dan is u= By X », een sigmafiniete maat op I' = l",l'xl"a.
Bewijs. Z}J Ae'l",], Ane I‘1, Be 1"2, BnC 1'"2, .en
»
2% . A,xB, = AxB.
i=1 7i i

Op X beschouwen we de functies }La(Bi_)Ai » B,{B)A  (dit zijn functies

waarvan de waarden gegeneraliseerde reele getallen zijn). Voor elke

X is er een deelverzameling Ix van de verzameling der natuurlijke

getallen, bestaande uit alle i met xe€ A;. Nu is

“ . : B als xe€ A,

0 als x ¢ 4.

Daar B een maat op I, is, vinden we

2
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uz(B) als x €4,

z (8.) =
1e1 P2 .i) |
X S .
0 als x¢ A
en dit betekent’ dat
o ’ _
(10.1) B 1 pz(Bi)Ai = uz(B)A.

Hieruit leiden we .af met behulp van st. 7.5 (integratie over X),
dat

(10.2) z, u1(Ai) ua(Bi) = u-,l(A) ua(B).
( = x ' ; T
Wegens }1_1=(Ai) uz(Bi) u(Ai Bi) zien we nu dat p een maat is op I.

Opmerking. Zigenlijk mogen we s5t.7.5 in het bovengenoemde geval niet
toepassen als 112(3) = = en u,l(.ﬂ.) > 0, omdat we slechts functies
_hebben beschouwd die de waarde o hebben op een verzameling met
maat ‘nul. We moeten in dat geval dus even apart laten zien dat de
reeks in het linkerlid van (10.2) di\.rergent is. Voor elk positief

getal p is in ons geval

dus || pAll g L4 I ua(Bi) Aii[= % 121 p.a(Bi) u-‘l(‘Ai)'

Is de reeks rechts convergent (som s), dan is [Ali< p-ll 5 voor elke

p>0, dus JA|] = O, in strijd met de onderstelling.

Stelling 10.3 (Fubini). Laat f op Xx Y gedefinieerd en sommeerbaar
zijn. Bij bijna elke x€ X is f(x,y) een sommeerbare functie op Y.

Met ¢{x) = j‘ :tE'()t:qy)d1.v.2 geldt dat ¢ sommeerbaar is over X, en dat
: . _

§

o(x)ap, =  flxyddw.

X IxY
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Bewijs.

1. We nemen eerst het bijzondere geval dat lifll = 0 (norm t.o.v.
Ax Y). L_aL_at '¢(-i) ‘de norm (over Y) aanduiden van de functie
--fx.' c?.-.i. de functie gedefinieerd door fx(y) = £(x,y). Bi eike

, o . . —.
€ > 0_‘kunrl1en we een som I 1-’*1(%" Bi) vinden met Yi?o,—

A.eT

€ T4 Bje T

o0 ErvyraxBI<e, EFY (A, xB )2 1l
Nu is bij elke x (met de notatie van het bewijs van st. 10,2)

RIS RS

Dus ¢(x) £ & (Bi)', zodat

ie1 Yite
X
- . o
p(x)g T . Yip.a(Bi)Ai.

Nu blﬁkt-dét de norm van ¢ (over X) hoogstens gelﬁk is aan
. . . A . . _ f < - ‘ .
.2 Y-i u-_E(Bi) ¥ 1(Ai), dus (wegens B 1 B > ®) € E Fi:l.ern;ee

is bewezen dat (in voor de hand liggende notatie) - - -

f f"‘ o 0 2
el ’|| Y)- ”_ %0
zodat .in het geval ||}l = O de ‘stelling bewezen is.
2. Als f de karakteristieke functie van een AxB (A€ r,,83€ T))
is, is de stelling nagenoeg triviaal.
. o e _ '
3. Onderstel dat f = 33 » Yi(Aix Bi) met A,€T,, B€ 1"2,
£ ‘le‘j:.l u‘(Aix B,)< = (geen disjuncties verondersteld). Dan is

~ weer fx = E"‘YiBi y zodat fx sommeerbaar is voor elke x die vol-

doet aan T* Iyl y(B)<= ; voor zulke x is @(x) = I*y u,(B,).

Een antwoord op de vraag voor wélke x deze reeks convergeert,
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wordt geleverd door st. 9.2, toegepas‘t op de ruimte X en de func-
ties ,f1,f.2<;. gedefinieerd door fi(x) = IYilua(Bi)Ai(x). He

hebbeg E:’ I £, I = B:’Hilua(Bi) ‘}11(Ai),‘ he\hg\een (wegens By Wy = B
~

W

convergent is. De reeks is dus voor bijna alle x convergent, en de’

L oo . ‘
s z; lTiI}la(Bi)Ai is sommeerbaar over X,

’ ‘ . _ ™ - ‘ .-.
Aangezien ¢(x) = _E' Yiua(Bi) = I ‘Yi'ﬂ-a(Bi)Ai. blijkt dat @

sommeerbaar is, en dat edp = Doy, . (B.)n, (4,). Ook in dit
Ix : 147273 17

geval is de stelling bewezen.

Volgens st. 9.3 is he.t algemene geval tot de onder 1 en 3 genoemde
terug te brengen. |
Ogmerking“'. Op soortgelijke wijze wordt de volgende variant van de
ételling'. van Fubini bewezen: Is f >0 .en meetbaarl over }_ExY, dan is
voor bjjna alle x de functie f een meetbare functie van y, en de in-
tegraal over Y is een meetbare functie ¢ van x, met weer als resul-
taat dat de "dubbelintegraal" gelijk is aan de herhaalde.

Met behulp‘ van dit resultaat is weer af te leiden dat, uit

10 f meetbaar over'X_x Y, en

o . .
08, Hlaw,)dn <oy

2

reeds volgt dat f sommeerbaar is:-over XxY, zodat st. 10.3 kan

worden toegepast.




Correcties en aanvullingen bij de syllabus over

Lebesgue~integralen,

Rlz, regel
3 2 lage moet 2zijn: lege.
3 3 Toevoegen: g is overal eindig,
ki b i moet zijn: A**
b 5. B(A) moet zijn: p(ar*+)
L V66r 3.Norm ... Tussenvoegen: Aanvulling I.
4 §3 regel 2 g Achter "semiring I'' toevoegen "y is',
L Def 3,2 In de eerste regel toevoegen:

"f is overal eindig".
In de derde regel: Pi moet zijn Iy

6 2 & moet zijn: j
in moet zijn: is

V86r: We moeten ... (5de'regel van onder)
tussenvoegen: Aanvulling II,

2 van onder BS + Yt moet zijn Bs + vt.
7 Stelling 4.2, en definitie 4,2. moeten vervangen
' worden door: Aanvulling III,
2 van onder L(BS + yt) moet zijn L(Bs + yt)
8 10 Voor t,,t;4... toevoegen: t,
' 17  sidie moet zijn: s die
10 4 van onder l achter Bg verwijderen,
11 9 < Hf—sn" moet zijn € [f-s |
8 Achter L(,fl) toevoegen: , als f sommeerbaar is

(want dan is ook f] sommeerbaar blijkens
BtoSoso’ en L(lf, - "f" blijkens St.5.5.).

1 van onder verwissel < en = )

12 11 BL(e) « (LU£,) + o0 + L(fn))ﬂ_< € moet zijn:
| [L(F) = (L(£) + oo + LE )] <&

15 van "Stelling 7.7." t/m "... is dat L{A)." vervar~
16 . ‘ gen door: Aanvulling IV,
18 3de regel v/h bewijs: < (n=-1)"" moet zijn < (n-1)""%, E
19 2 l£] < N &+ N & ... moet zijn [f] €N + N + ... -
19 3 ~ ‘achter < e: (alle A, €T) :
21 - 9 ...xBg} moet zijn .o eXB,}

" " T =
2 van, onder v56r EiE:IxBi toevoegen: 'L, Ai(x)Bi_“ ",




Blz. regel
22 & van onder

3 yan onder

23 1

% van onder

24 9

2,

lall < p~*s moet zijn Hlall < p ls.

Tussen "zijn" en "Bij bijna ..." invoeéen:
"Dan geldt:"

”(”qu)"X = O moet zijn:
IChe iyl = o

Achter ”fx ¥ TiBi" toevoegen:
"(Z* betekent EiEIx)"

n

u

Tussen "Volgens' en "st 9.3" invoegen:
"de opmerking na', '
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tanvulling T

Stelling 2.1, Laat p een sigmafiniete maat op I' zijn, en laat A €T,
Dan zijn 4 en X\A . disjunct te splitsen: '

L]

A= Ui=1 Bi'

o
X\A =Ui=1 Gi

met B, €T, C, €r, p(Bi)‘-< oo, _p(Ci) < oo,
- Bewijs: 2ij X = u,~. A, een disjuncte splitsing van de ruimte met

Ti=1 74

ll(Ai) < ® voor alle.i, Neem nu

oo

. | o
A=U_, (ANnAy en XVA= Uy 4 AT

daar (4 N a) € a(r), (4\4) € a(I), »ijn deze A 0 A; en AL weer
disjunct te splifsenmi

o0
A ﬂ_Aj = Uk:? Bjk'

' oo
Aj\A = uk:1 C;}k'

Daar B.'Ik c A—j en Cjk‘. c Aj hebﬁen Bjk en Cjk veindige maat.

Asnvulling II

Voorbeeld, Is A € ', p(a) < ®, dan is A een.trapfunctie. We hebben
nl. een disjuncte splitsing X\A = E:°Ci, (zie st.2.1.) waaruit volgt:

2> 0.0
A=1.A+ 1 .i

Aanvulling III

Stelling 4.2, 2ij gegeveh &8 = B BiBi, t=Z ch;*l met X = Z; By =
=2,;C, B €T, C4ET, Iy fpilp(gi) <, Dan geldt:

J

a. {V:_ce:x t(x) < 8(x) & I, l{jlu(cj) < oo}:g.

= I, ‘rju(Cj>§ z, B,u(B)




v ey [ ss}=> = |y luep s 28 us,)

Bewijs: a. We gebruiken de notaties uit het bewijs van st.b.1,

Neem het linkerlid van de implicatie aan. Voor x E:Eijk is

s(x) =‘Bi en t(x) = ys, dus als E niet leeg is, is"rj = ﬁi.

1k

Dus steeds geldt: ij(E ) = ﬁiu(Eijk). Wegens de absolute con-

. iik
" yergentie van Bj Yjp(Cj) geldt

r.j. Lf Mey) = B vy Iy w(Ey ) = By g v u(E, )
[} .‘ -E' _ ' .
en dit laatste is niet groter dan zijk Bi“”ijk) = Zi Biu(Bi)

b. Ng‘geldf 'leu(Eijk) < Bi“(Eijk) en dus is het rechter-
1id niet negatief, Derkalve is
Bijk Bip{Eijk)jz Ei Biu(pi) < o en we vinden

z, lvjl'u(Eijk) < o, dis zij'k lrj,p(Eijk) =z, ,lep,(c_j)

Hieruit'volgt I, IT'jlp(Cj) < 3, Bi“(Bi)

Definitie 4.2, Is t = % BB, (met 3 B, = X, T IBi[pkBi/ < o)

dan heet 3 Bih(Bi) de integraal van t. (voorlopige notatie L(t))e
Uit st.k.2, volgt dat de definitie onafhankelijk is van de spe=
cizle representatie van t, is nl. Ei BiBi = Zj Y&ij dan volgt uit

stohiz. kb dat I, l-rjlp(c.) < @, Daarpe uit st.h.2adat I, k(C,) <

J
s I Bip(Bi) en (door verwisceling van s en t) ook dat
o .
Zj Yjpkcj) = Ei Biu(Bi)-

Zn uit € en = volgt =




TR R e
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Aanvulling IV

Stelling 7,7, Is A € ', dan ie de functie A meetbaar, met p(4) = L(A)

Bewijs, We gebruiken de splitsing uit st.2,1, : 4 = 278

1 :
0o : . n J
X\Aa=2_ C,, Hu 15 voor elke n de som t =X B
13 n =1 7]
. n o o
een trapfunctie nl.: t = Bj=1 1.Bj + Ej=n+1 O.Bj + Bj—d O'Cj

zodat t sommeerbvaar is (st,5,1)., Daar puntsgewijs tﬁ-* A, is
A meetbaar. Elke Bj is een trapfunctie, dus sommeerbaar en dus

meetbaar. Door nu st.?.S.(3) toe te passcen komen we tot w(a) = L(4),.
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