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Integratietheorie

De integraal is een generalisatie van het begrip oppervlakte. De opper-—
vlakte van een rechthoek is hierbij het uitgangspunt. In § 1 zullen we het
begrip lengte (of maat) bestuderen. In § 2 zullen we integralen van trap-

functies invoeren,
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Volgens de daar gegeven definitie is bijv (a2 a])b1 (a3 a2)b2 + (a4 a3)b3
de integraal van trapfunctie gegeven in fig. 1, Om van algemenere functies
integralen te berekenen, benaderen we deze met trapfuncties. We hebben dan

een maat nodig voor de afstand tussen de trapfunctie en de gegeven functie.

Zo'n maat wordt norm gencemd. In § 3 worden twee normen ingevoerd: de Riemann-
norm en de Lebesgue-norm. Deze geven aanleiding tot twee verschillende inte-

graalbegrippen: Riemann-integraal en de Lebesgue-integraal (8 4).



§ 1. Madat,

Definitie 1.1. I is de verzameling bestzande uit @ en intervallen van de vorm

(a,b], waar a,b ¢ R, a < b.

Eigerschap l.l1. A,Be T = An B eTl.

Definitie 1.2, De lengte A(A) van een element A ¢ T wordt gedefinieexrd door

A(®) = 0, A((a,b]l) := b-a.

n
Eigenschap 1.2. Als AI’AZ""’An € ' onderling disjunct zijn en u Aie r,
i=1

dan is

n
AU A =-§ MAL)

n
Definitie 1.3. Q is de verzameling van alle verzamelingen van de vorm U 4.,

. i
. . . .. ‘s I
waar de verzamelingen Ai el (i=1,...,0) onderling disjunct zijn. *
. A 1 L Azl L A’-y A"-a
A) T ~ F ~ e 3
Let wel dat de voorstelling A = Ai van een element A ¢  als vereniging
i=] :

van disjuncte elementen van I niet eenduidig is.

Stelling 1.1, Als A,B ¢ @ dan geldt A u B, An B, A\NB e Q (m.a.w. @ is een

ring}.

.1- = = ' - - ' - - -
Bewijs. Als A UAi, B qu met Ai s disjunct, Bj s disjunct, dan is
AnB= u (Ai n Bj) waar Ai n Bj € I' (Eigenschap 1.1), en

1,3
(Ai n Bj) N (AJl n Bk ) = @ als (i,j) # (A,k). Dus A n B € Q, Als A € 0,
ITelenhAclI,danis I\ A e Q. '
.. *
Zij nu A,LBe enAu BcIeTl, We schrijven C := I \ C voor eitke € ¢ I,

Dan zlien we:

w n B e q.

il

AUDB

*
An B € Q. a

ANDB




Definitie 1.4, Als A = u A, (Ai ¢ T onderling disjunct) dan definiéren we
i=]

de lengte (of mact) van A door: M(A):= A(Ai).

I

I e~1d

i

Deze definitie is correct, want als A = VA; = UBj, dan geldt

D..
1]

A.=AinA=Ain(g BJ.)=;_J(AinBj)=3J

waar D.. 3= A. n B. € T,
1] ]

Derhalve

LA =) A D) =] (a0,

i i i
Anderzijds is

Z x(sj) = Z (] A(Dij))-
] i
Dus

g A4 = § A(Bj).

Stelling 1.2. Als A]""’An € 2 onderling disjunct zijn, dan is

A(u A = % A8

i
Bewijs. Zij A; = ; Bij’ waar Bij eI, Bij n B, = @ als j # k. Dan geldt ook
Bij U By = ¢ als (1,37) # (2,k) omdat de Ai's disjunct zijn. Derhalve:

AMuA) =aCu B = F a0 =] (G AG ) =] aa). C
i i,j *J i,] J i3] ] i

De in Stelling 1.2 geformuleerde eigenschap wordt de additiviteit van A

genoemnd.

Gevolg 1.1. i) Als A,B ¢ @, A c B, dan geldt x(A) < A(B).
ii) Als A ,...,A € 0, dan geldt i(u A;) < E AMAL.

Bewijs. 1) B = A U (B VA, An (BN A)Y =0, édus A(B) = A(A) +X(B\VA)Y 2x(a).
(Bedenk dat A(C) 2 0 voor alle C € O, en dat uit A,B ¢ Q volgt B \ A ¢ Q.)




11) AIlJ...LJAn = AIU(A2 \A]) U ... U (An\ ux}u... uA .

n—1]
Het rechterlid is een disjuncte vereniging. Dus

A(AILJ...lJAn) A(A])-+A(A2‘\Al)-+...-+k(An\ (AILJ...lJAn)) <

A

A(AI) +J\(A2) + ...t A(An). O

De volgende eigenschap spreekt de c-additiviteii van X uit.

Stelling 1.3. Als AI’AZ"" e 2 onderling disjunct zijn en A := U A. ¢ {i,
dan geldt -

Aa) = 1oy,

1=]
n
Bewijs. Als Vn 1= igi Ai’ dan geldt vV, < A en dus
n
1OAA) = AV ) s A(A).
1=]
Hieruit wvolgt
IoAA) s a(A).
i=1

Om de tegenovergestelde ongelijkheid te bewijzen, merken we op dat bij elke
e > 0 en elke verzameling E € Q er verzamelingen P ¢ @, Q ¢ @ bestaan met
PcEc a {hier is P de afsluiting van P en a het inwendige van Q),

A(E) — A(P) < e en A(Q) — A(E) £ e. Derhalve kunnen we.verzamelingen Bi Y
(i =1,2,...) vinden met Ai c %i en A(Bi) - A(Ai) < 2_15 en een verzameling
Ce met Cc A en A(A) - A(C) £ g, Er geldt C c A = UAi c UBi' Omdat C

=] . . -
compact is en Bi open, volgt uit de stelling van Heine-Borel, dat er een n

n n
bestaat met C =« C ¢ v %i < u Bi' Dus:
i=1 i=1
E18 oo
AMA) sx (@) +es ] A(B) e < ] A +es
i=1 1=1

< T @)+ elee =
i=1 t i

e~ 8

1 A(Ai) + 2g.

Daar € > 0 willekeurig is volgt hieruit het gestelde. 0J




Gevolg 1.2, Als AI’AZ"" € 2, A1 > AZ D ey nAi = f, dan geldt
AA) >0 (4w

Bewijs. Zij B, := A, e
ewljs. Zij Bl Al \ A1+1 Dan geldt

n
A, = B, A
( : 1) v n+l

In beide gevallen zijn de verenigingen disjunct. Hieruit volgt

oo

XA = ]OAGE)
1=1
en
n
OO '[ A(B) + A(A)
1=]
zodat
A(An) = Z A(Bi) >0 (n~+ =) .

n+1i

§ 2., Trapfuncties

Definitie 2.1. Als A ¢« R, dan heet de functie ]A gedefinieerd door

lA(x) = 1 als x € A
0 als x £ A

de tndicatorfunctie van A,

Eigenschap 2.1. i) Als A],...,An onderling disjunct zijn, dan is

Iy uaiua “ A P T,
1 ho | bl

ii) Als A < B, dan 1is I, £ 1




Definitie 2,2. Een functie van de vorm t =

I =10

ai]A.’ waar A ..,An e T

ys
1=1 I

onderling disjunct zijn heet een trapfunctie,De verzameling van trapfuncties

geven we aan met gf.

De representatie t = Za.l is niet eenduidig. Als t = Zuil = Ipf.!

1A, A, ] B.
i i 3
en D., := A, nB.,dan is D.,., e " en A, =uD,,, B, =y D,, en dus
ij i ij i ; ij ;1
£t = .1 = . . D i . = B. .. . i
'Z' a1, .Z. BJID.. erhalve is s BJ wanneer DlJ # @. We vinden
1,] 1] 1,3 13
daarom

Logha) = ) adDy) = ) B.2(D; 0 =] BAGBy).
i ij 1,] J

De volgende definitie is dus gerechtvaardigd:

ot ,
Definitie 2.3, Als t = ZailA e J (door deze formule geven we steeds aan

dat a; € R en dat Ai ¢ T onderling disjunct zijn), dan heet

ft i= ft(x)dx i= g aik(Ai)

de integraal van t.

Stelling 2.1. Als t,s ¢ 5f, a € R, dan

Je + [s .
aft .

iii) ts, [t|, max(t,s), min{t,s) € 9H .

i) t+s ¢ F en [(t+s)

11) ot € QH en f(at)

iv) £t20= [t20,tss= [t=<][s.

vy el < flef

Bewijs. Laat t = ZailA s 8 = ZBjIB. € 99. Zij I ¢ T zodanig dat Ai c i,

1 3
Bj ¢ I voor alle 1 en j. Dan mogen we veronderstellen, dat UAi = I, want
P
anders 1s I‘\(uAi) ¢ U, zeg I‘\(uAi) = v Ai’ waar An+1""’Ap ¢ T onder-
i-n+l
ling disjunct zijn. Als we dan a, 1= 0 definieren voor i = n+l,...,p, dan

P
geldt t = Z a ty
1 i

en uAi = I, Op dezelfde manier kunnen we bereiken dat




UB. = L. Zij nu D.. := A,
3 1]

n B.. Dan geldt A. =
1 i 1

t = ZaiiD.,’S = Zleb..
1] 1]

en de verzamelingen Dij zijn onderling disjunét, zodat

_ g’
trs= ] oy v 8Ol <V
1,] 1]
en
[(e+s) = | (o, + BN, ) = P a A0y ) a (D) = Je + [s .
1] 1] 1]
De andere béweringen volgen nu gemakkelijk. B

Gevolg 2.1, Als Ai € 2 (niet hoodzakelijk disjunct), u o€ R voor i=1l,...,n,

, T g’ -
dan is t := ZailAi ¢ 4 en [t ZaiR(Ai). ;

De volgende eigenschap zal in § 3 een belangrijke rol spelen:

. 7 frad
Stelling 2.2. Als ty,t,,... € J,ted , 0= t, St, S ... en

0 <t < 1lim t,, dan is ft < lim ft.. (De laatste limiet kan « zijn.)
1-+o0 1 1o *

Bewijs. Zij € > 0. We definiéren Q := {x [ t(x) > 0},
Ai = {x e Q | ti(x) < t(x) - e}, 8 i:= max t. Dan is Q, Ai € 1 en

Q> Al o A2 =S, nAi = @, zodat A(Ai) + 0 (1 > =) {Gavolg }.2). We con-

cluderen dat
fti > ftilQ\Ai > ftlQ\Ai - ele\Ai =
ft}Q - j’tlAi - e((Q) - a(A)) 2

> [t - BA(A) - ex(Q) 2 ft - 2ex(Q) o.d.d.

Omdat ¢ > O willekeurig is volgt het gestelde. : U




§ 3. Normen

Definitie 3.1, Zij £ : B » R. We definiren de Riemann—norm van f:

Il = inf(ft |t e §, |£] <&

en de Lebesgue—norm van £:

t.} .

P &7
WEN, 2= mf{§ Je, bose, e, [g]l s )t

1

e 1 8

In beide gevallen spreken we af dat inf § = «=. Ook zullen we HfHL = w
7

stellen wanneer thi divergeert voor elke rij t]’tz"" met O = ti € ’

1f| < Eti. Als een eigemschap of stelling zowel opl!fﬂL als op HfHR van

toepassing is zullen we [l £l schrijven.

Stelling 3.1.

iy Lol =20
iy W[E]N = N£d
iii) €] < lg| = £l = Mgl
iv) liafl = [a] 1£1
v) E+gll s IEN + Mgl
vi) I £ s LONE I
i=1 =]
vii) HfHL SllfﬁR .
Bewijs. 1}, ii), iii), iv) zijn evident. De ongelijkheden in v), vi), vii)
zijn triviaal als het rechterlid = is (in vi) kan dat zijn omdat een van
de termen = is of omdat de reeks divergeert). v) volgt voor de Lebesgue-
norm uit vi) (neem fl = £, f2 =g, fi = 0 (i 2 3)). Voor de Riemann—norm

. . o
gaat het bewijs als volgt: Zi] lf| <5 ¢ 9J, Js <lfll+e, |gi sted,

ft <llgll + €. Dan is [f+gl < t+s en dus

If+gl s [(e+s) S HEN + gl + 2e.




Bewijs vanvi). Kies voor elke i een rij trapfuncties to. 2 0 (3 =1,2,...)

0

met |fi| < EI tij’ jzl ftij < HfiH + 2 '¢. Dan geldt

en dus

-]

e) s ]} HE b +e.
i=]

g £.0< ] ft..sf(llfiIHz-i
i i 4

Bewijs van vii). Als we in de verzameling waarvan IIfIIL het infimumis,t, = t,

1

ti =0 (i 2 2) nemen dan zien we dat deze verzameling groter is dan de ver-

zameling waarvan [fll; het infimum is. O

Stelling 3.2, Als t ¢ g—, t 2 0, dan geldt

rely = el = fe .

Bewijs. We weten al dat HtHL < HtHR. Ook geldt HtHR < ft, want ft is een van

de getallen waarvan lti, het infimum is. Rest ons te bewijzen ft < HtHL.

R
We mogen aannemen, datiltilL <w, Z1j ¢ > 0, 8. € 5f, s; 2 0, t = Esi,

n
Efsi sHtHL + £. We definieren tn = iZ] s; e Dan geldt O < t1 < t2 < ... en
t = lim t ., Uit Stelling 2.2 volgt dus
nre O
n L]
< 3 = i =
ft < lim ftn lim _Z fsi 'Z fsi < HtHL + . O
o 1=1 1=1

Gevolg. Als t « 5f, dan geldt |ft| < litl .

A
1
dus ook HiAHL =0}, want 0 =1, < 1A , waar An t= (a-—; ,al en

! AT
J‘]A - A(An) S act
n
ii) Als A = {al,...,an} dan is ”]A”R =]
(Stelling 3.1.v).

Voorbeeld 3.1. 1) Als A = {a} (eenpuntsverzameling), dan is |1

”R = (0 (en
n

L. = 0, want |

aly AT ey

iii) Als A = {al,az,...} aftelbaar is, dan is HIAIE = (0, want

i1 I = Z i1 Il = 0.
AL = {ai} L




...10.-

iv) Als A = @ n (0,!], dan is A aftelbaar en dus HIAHL = (0. Maar HIAI& =1,

want uit 1A < t volgt t(x) 2 | (x € (0,1]). We zien tevens dat Stelling 3.1.vi)
nlet geldt voor de Riemann-norm.

v) Als HfHR<<W, dan is f begrensd en f heeft een compacte drager (de drager
van een functie £ is de afsluiting van {x[f(x) # 01}). Er bestaat dan immers

een t € E/Jmet If[ £ t.

vi) Zij A := (n-1,n] (n = 1,2,...) en f = z n-21 . Dan is
n A
n=1 n
T -2 s =2
MElp < o oSl =} n® <.
n=1 n n=1
Als B = Q—l— l] (n=1,2 Yen g = E nél dan is
n ntl ’ n et g nel Bn’

§ 4. Integreerbare functies

Definitie 4.1. Een functie £ : R~> R heet Riemann—integreerbaar (korter:

R-integreerbaar) als er een rij trapfuncties t]’t2"" bestaat met Hf-tnﬁR +0

voor m -+ =. f heet Lebesgue—integreerbaar (L-integreerbaar) als er een ri]
trapfuncties t1’t2"" bestaat met Hf—tnnL + 0 (n~» «).
Riemann—integreerbare

{ &
e {functles heet{

De verzameling van { P,

Lebesgue-
Uit HgHL = HgHR volgt & < £,

We zien ook dat HgHR < w als ge R en.HgHL < wals ge £ .
Immers gl = thH + Hg—th.

Stelling 4.1. i) Als t, € gé, Hf—th + 0 (n » =}, dan bestaat Iim ftg.

L n—)co
ii) Als ook s_ ¢ ¥, I£-s L +0 (n > =), dan geldt iim fs_ = lim [t .
n ol n 11

n—+w >

Bewijs. 1) |j'tn—j'tﬁi] < e e boslif-e L +if-¢ I >0 (n,m+e),

zodat (ftn):=l een fundamentaalrij is en derhalve convergent.
ii) |[e -/fs | sie -si suf-t ) +lIf-s I >0 (n =), zodat

lim fe_ = lim [s . | , 0
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Op grond van stelling 4.1 is de volgende definitie gerechtvaardigd,

Definitie 4.2, Als £ ¢ L (f € R) en Hf-tnﬂ + 0 {n > =) (Hf—thR->0 (n+r=)),

L

dan heet

J£ := [E)dx := lim [t_

1>

de Lebesgue-~integraal (Riemarm—integraal) van £,
Het is duidelijk dat voor £ ¢ ® de Lebesgue~integraal van f gelijk is aan
de Riemann—integraal van f. Gewoonlijk spreken we kortweg over de integraal

van £, Ook zien we dat voor t e ﬁf de nieuwe integraal met die van Definitie

2.3 samenvalt (neem tn'= t in Definitie 4.2).

Stelling 4.2, Als f,g c L (R), o ¢ R, dan

ff + fg

aff

1)  f+g e £ (R) en [(£+g)

i) af e L (R) en [(af)

%

iii) £2 0= (£ 2 0
g£xg= [t =g, |[E] < []f]

iV) lfi’ max(f,g), min(f,g) ¢ £ (&)

A
1A

Bewijs. Laat Hf*tnﬂ + 0, Hg‘SnU + 0.
i) Er geldt || (£vg) = (t_*s )l < #f-t I + lig=s I » 0, dus
f(f+g) = lim f(tn+sn) = 1lim ftn + lim fsn = ff + fg,

ii) gaat analoog.
iii) Als lIf~t_ Il > O en s := |tn|, dan is sz 0 en [f—sn| < |f-tn| en dus
Hf*an s Hf~th + 0. Hieruit volgt Jf = lim fsn = 0.

10
ltnfﬂ < Hf—th {(want I|f[ - [tnl[ < [f-tnl, zie Stelling 3.1 1ii),

iv) I £]

max(f,g) = y{f+g + |f-g|}, min(f,g) = }{f+g - |£-g|}. 0

Stelling 4.3,

i) Als £ el (®), £ 20 dan is [£ =1L (EL).

ii) Als £ € £ (®), dan is |[[f] = NEl W) .




Bewijs. 1) Als Hf—th +~ 0, £ 2 0 dan geldtllth >l £, want

hign - thu[ < I £-t_{l (zie Stelling 3.1.v). Dus
JE = lim ft_ = limlc_I = II£I.
hbiacs] t e
ii) |f€] < [|£] < IEIL 0

Als £ ¢ f, dan geldt Hfl& = HfHR, immers:
el =W [E] 0, = [[E]dx = 0[], = WEU.

Hieruit volgt in het bijzonder, dat f := XQn(O 1] { 6 (zie Voorbeeld 3.1.1iv).
. —4 2 .

Wel geldt £ € £, wantllf-—OIIL = 0 en 0 ¢V . Ook zien we dat f begrensd is en
compacte drager heeft als £ ¢ ® (want HfHR < =), De functies £ en g uit

Voorbeeld 3.1.vi zijn echter wel L-integreerbaar. Bijvoorbeeld:

-2
als t_ = z k71 dan geldt
o1 A&
lE-e I = | T uL; T k2.0 (e
n k=n+1 A k=n+1

Stelling 4.4, Als £,£,,... ¢ L (R), £f: R> R enl £ £l + 0
Glfn-fHR > Q), dan is.f e £ (R) en

J£ = lim [£_ .

T~
.. . . . 1
Bewijs. Kies voor elke n een trapfunctie tn met an—tnn <o Dan geldt

liE-e I < ME-£ 0+ ke -t 1 -0 (n » ).

Dus f is integreerbaar. Verder |ff - ffn] < uf—fn” > 0. O

Gevolg 4.1. Als f,g5 ¢ £ (R) en |g[ is begrensd, dan is fg ¢ £ (R]).

Bewijs, Als t ¢ 93, s € 9J, Hg-snn + 0, dan is_”tg—tsnu < MHg—an + 0,
waar M := max|t|. Bovendien geldt ts_ ¢ 7. Dus tg ¢ £ (®). Als I£-e -0,

. Bovendien is

dan geldt Hfg-tnglls NHf—th + 0, waar N := Sup|g
tng e L{(R) dus fg ¢ L (). O
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§ 5. Convergentiestellingen van Lebesgue—integreerbare functies

In deze en de volgende paragraaf zullen we alleen over Lebesgue-normen,
Lebesgue-integreerbare functies en Lebesgue-integralen spreken.

We zullen LEll i,p.v. HfHL schrijven.

fi’ ffll < », dan is £ € £ en
1

W38

Stelling 5.1. Als £, € £, £, 20, £ :=

i
fe= 1 g

Bewijs. Er geldt “f]“ t .o v HE NS ffl + ...t ffn = "r(fi+"'+fn) =

=lf + ...+ f Il <{fll omdat 0 £ £ + ... + £ < £, Dus } (f.ll < » en
1 n 1 n ] 1

WE=(E +eee*E D0 =1 F £ < ] IEI+0 (n>w) (hier gaat het mis
i=n+] n+l

voor R-normen). Omdat £, + ... + fn € £, volgt uit Stelling 4.4, dat £ ¢ £

1
en

<0

[ = lim f(f1+...+fn) = I fE .
e 1=1

Definitie 5.1. Een rij functies (fi)T heet gemajoreerd als fi e &

(L = 1,2,...) en Ifif < h voor zekere h ¢ £,

Stelling 5.2 (Monotone—Convergentie-Stelling = MCS). Als f] < f2 S oaea,

fi e £, £ = lim fi’ dan zijn de volgende uitspraken equivalent:

a) Ifl < =, ®) £ L, ¢) lim ffi < w, 4d) (fi) is gemajoreerd.
Als deze beweringen gelden, dan is ff = lim ffi.

Bewijs. We tonen het volgende implicatieschema aan:

b
¢ ;2? é/ﬁ::;fﬁd

Zonder verlies van zlgemeenheid mogen we aannemen dat fI = 0. Anders be~

schouwen we u. i= fi_-fl’ u = f-fl. Dan is 0 = u, < uy < ..., u; € L,

u = lim u, en



_14_..

a) hull < = <= Jfjl < =

B) uel <= f &

c) iim fui < o <= lim ffi <

d) (ui) gemajoreerd <= (fi) gemajoreerd
terwijl lm fu, = lim [, - [£ .

zij dus £, = 0. We definieren 8; = f - i, (i =1,2,...). Dan geldt

i+l

<«
g, 2 0, g; € L, £ = Z 2. .

"a => p'", "a=> " ; Als £l < », dan volgt uit Stelling 5.1, dat
it n-|
£el, [f=] [g = lin I Ja, -E) = lim f£, .
1 nrw i=| 1w
b => 4" : Als £ ¢ £, dan is (fi) gemajoreerd door f.
"d => a" : Als fi <hedl, dan ook £ s h, dus N£il < lhll < =,

"o = g IEN =llzg i < zlg = ngi = lim ffi . Q

Stelling 5.3 (Fatou). Laat fl’f2"" een gemajoreerde rij zijn. Dan geldt

i) sup fi e L, fsup f.1 = sup ffi

ii) inf £, ¢ £, [inf £, < inf J£;

iii) lim £, ¢ £, flim £, < lim [f;

iv) Tim fi g L, ITTE fi > 1im ffi .

Bewijs. Zij lfil shed.

i) Als g_ = max £., dan geldt g_ e £, g, < g, < ..u, |gn| < h en dus

i=ly...,0

(MCS) : g := lim g, = sup fi ¢ L en fg==1im fgn = iim Q max fi) = 3up ffi
nxe 1=]l,..,,n

{ max ffi < fgn, omdat fi -9 (1 = 1,...,0)).

i=l,...,0

ii) Vervang £. door -f..
i i
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11} Z1] g, = inf fL' Vanwege 11) gelde g, ¢ L en Ign 4 %Pf ff..

1:n izn

Bovendien 1is B S8, S -0, ]gn| < h. Derhalve (MCS) :

fg = lim [g_ < lim (inf £ = lim ff, .

e n izn

iv) Vervang fi door —fi . 0

Hieruit volgt ommiddellijk de bekende:

Gemajoreerde Convergentie Stelling (GCS) (Lebesgue}. Als fl’f2"" een ge—

majoreerde rij is en fi + f, dan is £ ¢ £ en ffi - ff .

§ 6. Meetbare functies en verzamelingen

Meetbare functies zijn intultief gesproken functies die alleen daarom
niet (Lebesgue—~) integreerbaar zijn omdat ze te groot zijn. Zo is bijvoorbeeld
de functie £ = | niet Lebesgue-integreerbaar want £l = =, Er geldt immers

f=1lim fn waar fn = 1 een niet-dalende rij is, Omdat

(-n,nl]

If = 2n + o (n—)»m)
ju

volgt uit MCS dat Ifll = = .

We zullen het begrip meetbare functies definiBren d.m.v. een afknip-

operator:

Definitie 6.1, Zij £f : R» R, N ¢ W. Dan is

N, ]f(xj] < N

[T

(KNf)(x) := £(x) als -N < x
N " -N<xsUN, f(x >N
-N " -N<x <N, £(x) < =N

0 " x ¢ (°N,N].

LA

1A

Definitie 6.2, £ : R+ IR heet meethagr als KNf ¢ £ voor elke N ¢ N.

De verzameling der meetbare functies heet .
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Stelling 6.1. £ c &,

Bewijs. Als £ ¢ L, dan is K_Nf = min{NI(_N N7? max (-N1 )} ¢ L. N
]

(-N,NT?

Stelling 6.2, Als fn+ £, fn e A2, dan is f e.lj.

Bewijs. KN(f) = 1im KN(fn) e L (GCS), want de rij (KN(fn)) wordt gemajoreerd

door NI (-N,N1* 0

Stelling 6.3, £ : R+ R 1is dan en slechts dan meetbaar als er een rij

f.,f,,0.. met £. € £ bestaat zodat . - f.
1*72 1 1

Bewijs. Als fi e L, = 1lim fi’ dan is f ¢ ujgvanwege Stellingen 6.1 en 6.2,
Als f ¢ .,%, dan geldt Kn(f) e L, Kn(f) + £ (o » =), . a

Gevolg 6.1. Als f,g ¢ A, o € R, dan is f+g, af, |£], max(f,g), min(f,g) ¢ £,

Uit Gevolg 4.1 volgt ook dat fg ¢ L als f,8 ¢ df, want Kn(f)Kn(g) + fg en
K (£)R (g) < L.

Stelling 6.4, £ ¢ M, NEll < @<= f ek,

Bewijs. " <=" is bekend, " = " : Er geldt KN(|f[) + |£], en vanwege |f| e
KN|f[ e L. Daar I £ll < =« wvolgt uit MCS dat lf[ ¢ £, Hieruit wvolgt, dat de rij
Kn(f) (doot ,f') gemajoreerd naar f convergeert voor n +~ = , zodat f ¢ £

vanwege GCS. O

Definitie 6.3. A ¢ R heet (Lebesgue—) meetbaar als e Ld. De verzameling

g\

van meetbare verzamelingen wordt aangegeven door A.

Stelling 6.5.
i) 2 <A

i1) Re A
iii) A ¢ A = R\VA € A

1v) A LA ... € A= nAi, uAieA .

12772

De eigenschappen ii), iii), iv) en @ ¢ A spreken uit dat A een o-algebra

is.
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Bewijs. i) g" C«/tg.

ii) Uit de inleiding van deze paragraaf volgt dat | ¢ A

iii) ]]R\Az l—lA.
iv) ]UA. = sup IA.
i i
lnA. = inf IA. . g
i i

Opmerking. Als fa'fz"" € JM, en sup fi < =, dan geldt sup fi e.dg want

sup fi = lim max (fl,...,fn). Analoog voor inf fi'
e i=1,...,0 -

Definitie 6.4. De maat A(A) van een meetbare verzameling A wordt gedefini-

eerd door

A(A) 1= HIAH .

Eigenschap 6.1. i) Op R valt A samen met de in Definitie 1.4 gedefinieerde

lengte.

i1i) Als AI’Az"" € A onderling disjunct zijn, dan is A(uAi) = ZA(Ai),
d.w.z. ook op A is X o—additief,

Dit volgt uit Stelling 5.1. Bedenk dat we een som = definieren als ze diver-—

geert of als er termen in staan die « zijn.

Definitie 6.5. Als A ¢ A en £ ecjg, dan is

Af F{x)dx = Aj £ := ff]A

als net rechterlid is gedefinieerd, d.w.z. als f]A e L,

Als A = (a,b], schrijven we
b
af f(x)dx := Af £.

De notatie Af f zullen we ook gebruiken als f niet op de hele R is gede-

finieerd, maar wel flA e £ (f moet dan wel op A zijn gedefinieerd).

Stelling 6.6. Als HIAH = 0, dan is A € A en A(A) = 0. Algemener, als Ifil = Q,

dan is f ¢ £ en ff = 0.

Bewijs. Neem tn = {, O




Stelling 6.7. Open en gesloten verzamelingen zijn meetbaar,

“Ax((a,b}) = x((a,b]) = x(La,b)) = A(La,b]l) = b-a, A({al}) = 0.

Bewljs. We hebben in Voorbeeld 3.1.1 gezien dat Hl{a}ﬁ = 0, dus {al ¢ &,
x({a}) = 0, Verder is (a,b) = (a,bl\ {b}, [a,b) = (a,b} v {za},

[a,b] = {a} v (a,b]. We zien in het bijzonder dat open intervallen meethaar
zijn. Omdat elke open verzameling te schrijven is als aftelbare of eindige
vereniging van open intervallen volgt hieruit dat elke open verzameling
meetbaar is (Stelling 6.5.iv). Uit Stelling 6.5.1iii volgt nu dat elke ge-

sloten verzameling in A is. O

We zilen ook dat

(] T By T [E@I gy - @Ay -0

en

b
[a,b]f £ (a,b]f £ - {a}f = aj £ (x)dx.

Evenzo

(a,b)f £ afb £(x)dx.

De volgende stelling is vaak handig om na te gaan of een functié meetbaar
is.
Stelling 6.8. Een functie £ : R +TR 1is dan en slechts dan meetbaar als
{x | £(x) > a} € A voor elke ¢ € R.
Bewijs, " = ". Als £ e M, o ¢ R, dan is £ gedefinieerd door

fn(x) = min{l,n(£{x) —min{£(x},a))}

meetbaar. Er geldt fn - lA’ waar A := {x | £(x) > al.
Dus lA eljg enn A e A,

" <«=", Voor alle k e Z, n ¢ N 1is

_ k-1 k
Ay = x| —— < £(x) =} e A
Er geldt u A = R, We definiéren
nk
k
k
£ =7 =1 .
" okez ™ Akn
1
Dan is £ Ecﬁ% en !f—f | s =, dus f e . 0
n n o
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Gevolg 6.2, Monotone functies en continue functies zijn meetbaar,

In Stelling 6.8 kan men de verzameling A(a) := {x l £{x) » a} vervangen
door een van de verzamelingen: B(a) := {x | f(x) < a}, C(a) 3= {x [ £(x) < al,

D(a) = {x| £(x) 2 a}. Want C{a) = R\ A(a), B(a) = R\ D(a),

Al@) = U D(a + ), D(a) = n A - 2).
n=1 n n=1 °

Gevolg 6.3. Als £ e /Z, £ # 0, dan 1/£ < L.

§ 7. Verdere eigenschappen van integreerbare functies

Definitie 7.1, We noemen A < R Riemann—meetbaar als IA e R,

Voorbeeld 7.1. i) Als & ¢ 0, dan is A R-meetbaar.

ii) {a}, (a,b), [a,b], [a,b) zijn R-meetbaar.

Immers “i{a} - OHR =0, l(a,b) = I(a,b] - l{b}’ etc.

Definitie 7.2. Als S (R of L)-meetbaar is, en £ : § + R dan zeggen we dat

f (R of L)-integreerbaar is, als de functie

£1, :=

S op S

£
0 Dbuiten S

(R of L)-meetbaar is.

Stelling 7.]1. Een continue functie £ @ La,b] - R is R-integreerbaar,

Bewijs. We definiéren £ doot t = O buiten (0,13, tﬁ(x) = f(g) op

k~1i k

G?r-, E] gk = 1,...,0). Dan geldt If(x) - tn(x)] s sn(x) waar sn(x) =0
buiten (- 5 s 11, sn(x) = £(0) op (- 2 s 11

s (x) = max [f(g) - f(k)i voor kol < E = k .
n K1 n n
—<Ex

n

s Ton
3

Op grond van de uniforme continuiteit van £ op [0,1] geldt sn(x) +0

(n @, x ¢ {{0,1]) en dus ”sn” + 0 {n~+ =), 0

Opmerking. Dat f L~integreerbaar is volgt ommiddellijk uit Gevolg 6.2.




- 20 -

Definitie 7.3. Zij £ ¢+ Rx S + R, waar S ¢ R en zij TX f(x,y) ¢ £ voor
elke y ¢ 8. Als er een functie h ¢ £ bestaat met If(x,y)| < h(x)

((x,y) ¢ R x 8), dan heet f gemajoreerd (door h).

Stellin§77.2. Zij £ Rx S >R gemajoreerd en laat f(x,y} + g(x) voor

Y > ¥y V€ 5, waar Yo een verdichtingspunt van S is (of Yo = = en sup S =,
resp. y5 = T, inf § = —=). Dan geldt g ¢ £ en ff(x,y)dx - fg(x)dx
(y > 9gs ¥ € 5.

Bewijs. Kies een rij y_ ¢ S met v, ~ Yo Dan is de rij (fn) met fn(x) 1=
f(x,yn) gemajoreerd en g = lim £ .Dus g ¢ L (GCS) en.ff(x,y;gdx'+ fg(X)dx-

nr=

Als ff(x,y)dx + fg(x)dx {(y » Ygr ¥ € S) niet geldt, dan bestaat er een rij
z € S met 2, > Y, zodat ff(x,zn)dx # g(x)dx, maar dit is in strijd met

GCS omdat (] £(x,z_)) gemajoreerd naar g convergeert. O
X n" “nel

Gevolg 7.1. i) Als £ : Rx 5§ +R gemajoreerd is, S een interval (eindig of
oneindig) en Ty f(x,y) is continu op S voor elke x, dan is Ty ff(x,y)dx
continu op S,

ii) Als f : [a,b] x [c,d] + R continu is, dan is Ty ff(x,y)dx continu,

iii) Als £ : Rx § + R, waar S een interval is en als de volgende voorwaarden
gelden:

a) f is differentieerbaar naar y,

8) fy is gemajoreerd,

v) F(y) := ff(x,y)dx convergeert,

dan geldt
F'(y) = ffy(x,y)dx .

ewijs. FQyr) “FG)

Bewij o fg(x,y,h)dx, waar

gGe,y,h) = b HEGGYR) - £y} > £ Gy) (b s 0)
€1

laGey )| = [£ Gyren) ] < 9 (o),
als ¢ een majorerende functie van fy is. Uit Stelling 7.2 volgt nu
[a(x,y,b)ax ~ [£_(x,y)dx

voor h + 0. [
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iv) Als £ en fy continu zijn op [a,b] x [c,d], dan is

d b b
E; af f(x,y)dx = af fy(x,y)dx.
Stelling 7.3. Als £ ¢ £{a,b], dan is F := Ty afy £(x)dx continu op La,b] en

f{a) = 0.

. . _ b , .
Bewijs. F(y) = af f(x,y,dx, waar f(x,y) := f(x)l[a,y](x)'
Er geldt ]f(x,y)[ < £(x), zodat f gemajoreerd is. Verder is

1im f(x,y0+h) = f(x,yo) zodat lim F(y0+h) = F(yo) en
h{0 h¢0

lim f(x,y0+h) = f(x,yo) - £(x)1

ht0

{yo}(x), zodat ook lim F(y0+h) = F(YO)- O

h+0

Stelling 7.4. Als £ : [0,») > R voor elke a > 0 L-integreerbaar is op [0,a),

dan geldt £ ¢ £ ([0,=)) dan en slechts dan als Ofy lf(x)ldx begrensd is voor
0 £y <o, In dat geval geldt

Ofm E(x)dx = lim O[y f(x)dx .

'_‘)J'—)'OO

Bewijs. Definieer h(x,y) := £(x)] 0 Y:l(x). Omdat Tx h{x,y) ¢ £ en

]
hix,y) = £(x) (y + =) geldt f ¢ . Als £ ¢ £, dan is wegens |h(x,y)| < |f(x)|
de functie h gemajoreerd en Ofy |f(x)|dx = Ofm |h(x,y)|dx s £,

of feoax - [T fx)ax .

Als Ofy |f(x)]dx begrensd is, dan is wegens MCS |fll < = en dus £ ¢ L. g

Dr.Ir. M.L.J. Hautus,
November 1973,

Technische Hogeschool Eindhoven,

Onderafdeling der Wiskunde.
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