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0. Inleiding.

We beschouwen een verzameling X, die we ook wel de ruimte zullen noe-

men. Elementen van X heten punten. Deelverzamelingen van X, dus elementen

van P(X), heten "puntverzamelingen" of kortweg verzamelingen. Deze terminologie

is meetkundig, maar er worden geen topologische eigenschappen van de ruim-
te X gepostuleerd.

Een verzameling van deelverzamelingen van X (d.i. een element van P(P(X)))

heet een klasse.

i. Semiringen.

1.1. Definitie. Is T een klasse, dan is Q(I') de klasse bestaande uit alle deel-

@

verzamelingen van de vorm U Ai (Ai e T, Ai's onderling disjunct).
i=]

1.2. Definitie. De klasse I heet een semiring als

. PerT

2., (AcTABeT)m (AnBen() AA\ Be ().

1.3. Voorbeelden.

l. X =R, I bevat de lege verzameling, en verder alle cellen. Een cel
is een interval (a,b] ("rechtskoppige spelden"), waarbij a en b reéel zijn

met & < b.

2. X =R, Tbevat @ en alle verzamelingen (k,l1]met k ¢ Z, 1 ¢ 4.
3. X =R, I'bevat @ en verder alle verzamelingen (n,n+ 1] met n ¢ Z.
4. X = BP, I' als in voorbeeld 1. Een cel is nu een blckje

{(xl,..,xn)|a1 < x, < bl""’an < x < b 1.

| n

1.4, Stelling. Is ' een semiring , en schrijven we @ i.p.v. Q(r), dan is
lo FCQ
2. (AelT ABel)= (AUBceg)

o . 1 disi ¢
3 Pi € @, Pi s onderling disjunc - igl Pi €




. (Pe, AcT) e (P\ Ac QAP nAec)
5. A, e T (1=1,2,3,...) » UA, ¢ Q
i=]

6. P.eQ (i=1,2,3,...) » UP, ¢ 0

* i=1
-
7. P] € 2, P2 € Q= Pl n P2 €0 .
Bewijs.
o
1°. A=AUuUg Up ug U..., dus A heeft de vorm U A, met A €T,
i=|

2, AUB=AU(B\ A), enzovoorts.
3. triviaal (aftelbaar x aftelbaar = aftelbaar).

4. Zij P e Q, dus P =
i

nhc 8

Ai, Ai ¢ T en onderling disjunct. 2ij verder
1

AeTl.Dan is P\ A= U Ai\A' Stel Af\A = Pi’ dan is Pi € §2 en de Pi's

zijn onderling disjunc%TlDerhalve ligt de vereniging der Pi's ook in Q.

Analoog P nA e Q.

5°, De vereniging is in de volgende disjuncte delen te splitsen:
Al, AQ\A], (Ag\Az)\Al,..., en blijkens het voorafgaande behoort elk van

deze delen tot Q. Pas nu 3° toe.

6°. Dit volgt direct uit 5.

7°. Dit volgt uit 4 en 6°,

Enkele voorbeelden bij deze stelling ontlenen we aan de verzameling
van Cantor. Haal uit [0,]) het interval [0.!, 0.2) weg (ternaire schrijf-
wijze); daarna [0.01, 0.02) en [0.21, 0.22) etc, Wat overblijft zijn de
ternaire getallen die (in kortste schrijfwijze) geen enkele 1 bevatten.
Noem deze verzameling $. S§ bevat geen enkel interval, dus S & Q. Weél is
[0,1) \'S € Q. Met rechtskoppige spelden kan 66k zo'n voorbeeld gemaakt worden,

Bij stelling l.4.4 geldt dus niet P € Q, & € I' = A\P € .

o0

(=]
Bij stelling 1.4.6 geldt dus niet Pi € 2= n Pi € . Neem als voor-
beeld Pi = [0,1) minus de eerste i Cantor intervaiiém. De n Pi is nu S

zelf, en § ¢ Q. t




Maat op een semiring.

Voorbereiding. Onder de verzameling van gegeneralizeerde reele getallenfﬁ
verstaan we R u {=,~»}, In het systeem van. de niet-negatieve
gegeneralizeerde reéle getallen voldoen optelling en vermenigvuldiging

(met 0. = Q) aan de gewone regels; aftrekking is niet steeds mogelijk.

o
oo 1 < oo,
Als Vi [0 = a; < ], dan is O sizlai <

eN
Stellingen over herhaalde reeksen en dubbelreeksen gelden voor mniet-

negatieve gegeneralizeerde reéle getallen:

enzovoorts.

Definitie. Laat T een semiring zijn, en laat aan elke A ¢ ' een gegenerali-

zeerd getal u(A) zijn toegevoegd. Er zij voldaan aan

o

1 .« 0 < u(A) £ woor alle A e T

2. u(®)

[+

3. Is A

]

0

M

r, Ai e T(i=1,2,...), Ai's onderling disjunct,

A= _B Ai' dan is p(A) = .Z u(Ai).
i=1 i=|]

Dan heet p een maet op T.

Gevolg. W is monotoon (d.i. A €T, Be I', A B = u(A) < p(B)). Dit volgt
vit definitie 1.2.2 .

Definitie. Als T een semiring van deelverzamelingen van X is, en p een maat
op I', dan zeggen we dat (X,I',u) een maatruimte is. Als bovendien X vereniging

is van aftelbaar vele Ai's met Ai €T en u(Ai) < =, dan heet (X,T,u) sigma-
finiet.

Opmerking. Als (X,T,p) een sigmafiniete maatruimte is, dan is X te schrijven
als vereniging van aftelbaer veel onderling disjuncte A.'s met A, ¢ T en

“(Ai) € », Dit blijkt uit het bewijs van 1.4.5 en de monotonie van M




2.4,

2.5.

Definitie. Als (X, Fl'ul) en (X,Pz,uz) maatruimten zijn, en als voldaan is

aan PI < P2 en VA F][ul(A) = uz(A)],dan heet (X,Iz,uz) een voortzetting
van (X,P},u]).

Voorbeelden.

. x-= R; T bevat de lege verzameling en alle cellen. Op R is een
reéle, monotoon niet-dalende, overal eindige functie g gegeven. Nu is u

gedefinieerd door u(#) = 0, en (als -~ ® < a < b < )
u({a,bl) = g(b+0) - g(a+0);

hierbij betekent g(b +0) resp. g(a+0) de limiet van g(x) wanneer x van
rechts af tot b resp. a nadert., Merk op dat Txg(x-+0) overal rechtscontinu

is. We zullen bewijzen dat p een maat op I is (deze heet Lebesgue-Stieltjes-

maat; in het bijzondere geval dat g(x) = x (voor alle x) krijgen we de

"gewone' Lebesgue-maat).

Laat A een cel zijn die de vereniging is van een aftelbaar stel dis~
juncte cellen Al’ AZ"" . Noteer 4 = (a,bl], Ai = (ai, bi]. Nagenceg tri-
viaal is dat u(Al) S u(Ah) < u(a), want er zijn cellen BI""’Bm

te vinden zo dat
=AU ... UA UB, U... UB
1 n 1 m

een disjuncte sp11t51ng van A is. Dus Zl u(A ) < u(A). Zij p > 0. We zullen
laten zien dat % u(A ) > u(a) - p

Verkort A tot A" = [a+§,b] en verleng elke Ai tot A; = (ai, bi.+6i)'
Daarbij worden § > 0 en &; > 0 20 gekozen dat gla+6+ 0) < §p + g(a + 0),
g(bi'+di-+0%:2 s lp + g(b. + 0). A2"" zijn open, en A* is compact.
Volgens de stelling van Helne—Borel is er nu een n zo dat (A]U vsaU An) DA,

We maken van A; weer een cel A;* door het rechtereindpunt toe te
voegen en van A* een cel A™ door het linkereindpunt weg te laten. Dan
,...,A** overdekt (nlet noodzakelljk disjunct). En

-i- p. Nu blijkt dat

kk xr
wordt A door Al

W@A™) > ua) - 4 p, WA < u@) + 2

n
zum>—um>>zum?>-m£5-

i=} i=1 i

—i=]
27 p-idp.
i

1




We kunnen een stel Cl,...,Cn vinden (Ci € T) zbd dat Ci g Az*, terwijl
de C's een disjuncte splitsing van A**opleveren. Nu volgt uit

n *% n

zi=l“(ci) = u(aA" ") dat Z._v(A)) - u(A) > -p .

Opmerking. Als we R door Q vervangen, werkt voorbeeld 1 niet meer, zelfs
niet bij het gewome geval u((a,b]) = b - a (met (a,b] bedoelen we nu de
rationale getallen > a en < b). Om dat te laten zien kiezen we een € > 0

en een aftelling T sFysen« Van @. Neem AO = (- w, 0J u (1, ), envoor 1> 0

@ als r. € A, U...U A,
i i-

0 1

5.,r.] anders
(s;.7,] :

= - £ = 14
met s, = T, - dL(ri’ AO Ussal Ai_l), dL(r,S) linkerafstand van r tot

-] <«
§ = inf |r - s[. Nu is U Ai = (0,117, Zl u(Ai) < % + i% + ve =g,
seS,s<r i=] 2
en het is een disjuncte splitsing zodra e < 1.
2, X is een willekeurige verzameling, I' bestaat uit alle deelver~
zamelingen. Voor A ¢ TI' is u(A) = aantal elementen van A als A eindig is,

en u(4) = = als A oneindig is. Deze u heet telmaat.

3. X is een willekeurige verzameling. I' = @ u{{x} | x ¢ X} (singletons).
Neem u(A) willekeurig 2 0 als A ¢ T, A # @, en u{(@g) = 0.

4 . Neem X, I' als in voorbeeld 2.5.11 en ¢ continu, ¢ = 0, Kies
k((a,b]) = fzm(x)dx. Dit is voorbeeld 2.5.1° met fgw(t)dt = g(x).

5’ . Kies in voorbeeld 2.5.l°g(x) = [x]. Nu is p((a,b]) het aantal ge-
hele getallem in {(a,b].

6. X = R, P2 bestaat uit de lege verzameling en alle cellen, Fl be-
vat de lege verzameling en alle cellen met gehele eindpunten;
u,((a,b1) = g(b) - g(a) met g = Tx(xﬂsin ™), u,((k,1]) = 1 - k (als
k en 1 geheel zijn en 1 > k). Nu is (X,Pz,uz) een voortzetting van (X,Tl,ul).




2.6,

3.3,

Stelling. Laat (X,T,u) een sigmafiniete maatruimte zijn, en laat A ¢ T,
Dan zijn A en X\A disjunct te splitsen:
[+

A= U B,, X\A =
. i .
1=] i

C.
1

nc 8

1

met B, « r, Ci e T, u(Bi) < o u(Ci) < e,

oo
.. - _ . . .o . <
Bewijs. Zi] X = L Aj een disjuncte splitsing van de ruimte met u(Aj) o

J=1
voor alle J (zie 2.3, opmerking). Neem nu

A= u (AnA,) en X\A =
j=1 J i

n< 8

(A \A) 5
I J

daar A n Aj e f(T), Aj\A e 2(I'), zijn deze A n Aj en Aj\A wéér disjunct te
splitsen:.

@

AnA, = u B Aj\A = y C

., o
I =y Ik k=1 K

. indi ie 2,2, lg). O
Daar Bjk c Aj en Cjk c Aj hebben Bjk en CJk eindige maat (zie gevolg)

Norm van een gegeneralizeerde functie.

(X,T,u) is een sigmafiniete maatruimte.

Definifie, Als S c X, dan is de karakteristieke functie van § de op X pede-

finieerde functie die 1 is op S en 0 op X\S. Deze wordt gewoonliik met Xg

aangeduid,

Gemakshalve zullen we de karakteristieke fupctie van S ook met S aan—
duiden, Dus S(x) = 1 als x ¢ S, S(x)}) = O als x ¢ S. Uit de context blijkt

doorgaans direct of met S de verzameling dan wel de functie is bedoeld.

Voorbeeld. Als S de vereniging is van S]’SZ""’ en als deze Si's onderling

3 » - 8 . oo
disjunct zi)n, dan is S = ZISi.

Als de vereniging van T]’TZ"" de verzameling T bedekt, dan is T:SETTi.

Definitie, Zij f een afbeelding van X in R. We beschouwven alle mogelijke func-

» « -
ties van de vorm ZlaiAi, met O =< oy < =, Ai € T, en met de eigenschap dat voor

alle x




3.5.

3.6,

o

21: aiAi(X) z lf(x)l .

oo

|
gen heet de norm van £ (notatie [£I). Dus 0 < £l € =,

Bij elk dezer sommen vormen we I aiu(Ai). Het infimum van al deze uitdrukkin-

Opmerking. Bij elke f bestaat minstens &&n som Zwa.A.2[f|.

i1
met A, + A +... = X, en nemen

We kiezen nl, een stel Al’AZ"" 1 2

A]+AI+A2+A]+A2+A3+AI+A2+A3+A4+A}+....

Stelling.
1°. £ en Ifi hebben dezelfde norm.
2°, Is o een reéel getal, dan is llafll = [af.l£ N
3%, Is |f]| s ET|fi|, dan is I ffl < E?Ifiﬂ.
4°, Als |£] < |gl|, dan is £l < gl
Bewijs.

1°, In de definitie van | £ komt slechts de absolute waarde van f voor,
en daar de absolute waarde van |f| weer |f£| is, hebben f en |f| dezelfde norm.

2°, Is ¢ = 0 dan is [lafll = [0l = 0; is o # O dan vinden we alle voor de
definitie wvan [[af || benodigde sommen ETEiAi(x) door de in de definitie wvan
Il £1l benodigde sommen met |a| te vermenigvuldigen. De verzameling der getallen
waarvan bij de definitie van llaf |l het infimum genomen moet worden is dus te
vinden door de getallen van de overeenkomstige verzameling bij f allemaal met
|a| te vermenigvuldigen.

3°. We mogen aannemen dat alle HfiH eindig zijn, want anders is de bewe-
ring triviaal. Kies nu ¢ > 0. Bij elke i zoeken we getallen aij =0 en Ai.'s

J
-1
> |fil' I uijp(Aij) < Ilfill + 2 e

Zﬂ
met I, jm1

3 =158 5

1-

. -3 o [= ] oo [- -3
Nu is I, ,E. .a..A., 2 |[f} . .o .6. . u(A, ) < L. , i -
u § 1F5a 1JA j [f}, en Zl_]ZJ_lalJu(AlJ) E;=l Hflﬂ + €. Het linker
lid van de laatste ongelijkheid is &&n der sommen uit de collectie waarvan

I£Il het infimum is. Dus £} < E:=l Hfiﬂ + €, Daar dit voor elke e > 0 geldt,
volgt het gestelde,

4°, Volgt uit 3°: |f]| s |g| impliceert [£] < |g| + |0] + |0] *..., enz.O

Definitie. Een deel N van X heet een nulverzameling als voor de karakteris-
tieke functie geldt IN) = O,




3.7. Stelling.
10. Is NI een nulverzameling en N2 < N], dan is N2 ook een nulverzameling.

2°, Zijn N, en N, nulverzamelingen, dan ock N

p N N2 en NI\NZ'
3°, Zijn N],Nz,... nulverzamelingen, dan is u;=1 Nj het ook.
Bewijs. 1 volgt uit 3.5.4%; 2° wit 1°; 3° wit 3.5.3°. 0

3.8. Definitie. Laat B(x) een predicaat op X zijn, We zeggen dat B(x) bijna overal
geldt, of B(x) geldt P:p. (= presque partout), of kortweg B(p.p.) als er een

nulverzameling N is z& dat B(x) geldt voor alle x ¢ X\N.

Opmerking. Als Bl(p.p.), Bz(p.p.),..., dan geldt Vn [Bn] (p-p.) (dit volgt
uit 3.7.3°%).

3.9. Definitie. Een gegeneralizeerde functie is een functie waarvan het definitie-

gebied van de vorm X\N is, waarin N een nulverzameling, en waarvan het waar-
dengebied bestaat uit de gegeneralizeerde reéle getallen.

Men zegt ook wel dat zo'n functie bijna overal gedefinieerd is.
£, +f, =1

2 71 2 3
bedoelen we dat de aangeduide betrekking tussen fl(x), fz(x), fa(x) (die pas

Bij relaties tussen gegeneralizeerde functies, zoals fl = f

zin heeft als x in alle betrokken definitiegebieden ligt) voor bijna elke x
geldt. Behalve de uitzonderingen wegens gebrek aan gedefinieerde waarden mo-—
gen er dus nog andere zijn; alles bij elkaar vormen ze nog slechts een nul-
verzameling. Als we er extra de aandacht op willen vestigen, schrijven we
nog wel fl 2 f2 (p.p.) i.p.v. £, 2 £,, ete..

3.10. Definitie. Alsg f] en f2 gegeneralizeerde functies zijn, met definitiegebie-
den X\Nl’ X\Nz, dan wordt onder max(f],fz), min(fl,fz), de op X\(N, v N,)
gedefinieerde gegeneralizeerde functies verstaan met waarden max(f](x),fz(x)),

min(fl(x),fz(x)). Als f2 > 0, dan is p(fl’fZ) de op X\(NILINQ gedefinieerde

functie met de waarden
fl(x) als [fl(x)] < fz(x)

D(fl,fz)(x) = fz(x) als f](x) > fz(x) .
-fz(x) als fl(x) < -fz(x)




3,11,

3.13.

3.!40

3.15.

Zijn f] en f2 p-p. eindig, en zijn LIPL eindige getallen dan
is alfl + q f2 de functie met waarden alfl(x) + azfz(x), gedefinieerd overal
)

2
op X\(N1 0] NZ waar fl(x) en fz(x) eindig zijn.

Definitie. Als f een gegeneralizeerde functie is, dan is £l gedefinieerd
alsllfOH, waarbij fo(x) = f(x) voor alle x waar f(x) gedefinieerd is en

fo(x) = 0 voor alle x waar £(x) niet gedefinieerd is.

Opmerking. Met behulp van 3.7 is gemakkelijk in te zien dat stelling 3.5 ook

geldt als f,g,fi gegeneralizeerde functies zijn.

Stelling. Laat f een gegeneralizeerde functie zijn.

1°, Als £(x) = 0 (p.p.) dan is £l = 0.

[}

2, Als lIfil =0 dan is f(x) = 0 {(p.p.).
3°, Als lifll<® dan is |£(x)| < = (p.p.).

Bewijs.

1°, Als N een verzameling is met £(x) = 0 voor x ¢ X\N, dan is

|f| SN+ N+N+,.,., dus [[£1l < AN+ INII+,., . Uit Nl =0 volgt dus
TER = 0.

2°, Als N de verzameling is van alle x met £(x) # 0, dan is

Ns |[£| + |£] +oooy dus INI s HEN+ I8 +... . Uit H£) = 0 volgt dus INI=0.
3°, Als S de verzameling is van alle x met |£(x)] = = dan is (voor elke
ne W) nS < [fl, dus nfiSHl < £l Uit Ifll<e volgt dus ISl = 0O, 0

Opmerking. Als £ en g bijna overal gelijk zijn dan is If —gh = 0 dus
Ypmerxing g g
HEN = llgl

Opmerking. Bij de gewone Lebesgue-maat zijn alle aftelbare verzamelingen
nulverzamelingen, en ook de verzameling van Cantor (zie 1.5) is een nulver-

zameling.




be

4.1,

4.2.

4.3,

4.4,

- 10 -

Trapfuncties.

(X,T,u) is een sigmafiniete maatruimte.
’ gm

Definitie. Een trapfunctie is een overal op X gedefiniderde reéle

functie van de gedaante ZT 5iBi- met -« < Bi < o, Bi eI,
waarbij voldaan is aan X = ZTBi ( hetgeen betekent dat de Bi's twee aan
twee disjunct zijn en samen X vormen), en bovendien voldaan is aan de voor-
waarde ZTIBi[ u (Bi) < o,

Merk op dat de disjunctie en absolute convergentie niet was geéist
bij de som EaiAi in definitie 3.4; daar staat tegenover dat thans de Bi's

cok negatief mogen zijn.

De verzameling der trapfuncties geven we aan met T.

Voorbeeld. Is A e I' , u(A) < », dan is A een trapfunctie. We hebben name-

=]

lijk een disjuncte splitsing R A = L

OIC-I
1

C; (zie stelling 2.6), waaruit

-]

volgt: A = |.A +'2]

We moeten er rekening mee houden dat een trapfunctie vaak op mé&r dan
een manier in de vorm EBiBi geschreven kan worden. We vinden dan wel de-
zelfde waarde van EBi u(Bi), zoals blijke uit
Hulpstelling. Als X = I|B; = zTcJ., alle B; < T, alle C, e T,

ETBiBi = ETYjCj’ ZT |Bi| o (Bi) < o, dan is ook ET lel u (Cj) < =, en

-]

Fllﬁi ]J(Bi) = Zl Yj H (Cj)'
Bewijs. Laat o een getal zijn dat in de rij Bl, Yi» 82, Yoseee voorkomt. Zij
L:={ieN IBi =a} , Ji={jeN | Yj = a}.

Dan is

I 8, =1 c.

iel jeJ J
Bij elk paar i,j vormen we Eijk's (uit T) met
By nC; = ¥ ikt
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Nu is

B, = J E;.p 5Co= ) V7 E..,
Lojegkew R T gir e HE
dus
wB.) = § ) w(E..), u€) = 7 T uE..),
Y s kew 1k 7 jer kew 13K
zodat

L owe) =} u(c,).
1el jed
Als we dit met |a| vermenigvuldigen en over de aftelbaar vele waarden
van ¢ sommeren, komt er E]Bi[ u(Bi) = Ely.| u(Cj).
Als we met o inplaats van |a| vermenigvuldigen en optellen, komt er
EBi " (Bi) = zyj uJ(Cj), want op grond van de inmiddels vastgestelde ab-

solute convergentie is de hergroepering van termen toegestaan. (0

4,5, Definitie. Als t een trapfunctie is, en t = 18,8, (met IB, = X, I |Bi|11(Bi) < )
dan heet Esi u (Bi) de integraal van t (voorlopige notatie L(t); volgens de
hulpstelling uit 4.4 hangt de waarde van ZBi11(Bi) alleen van t af, en

niet van de speciale representatie).

4.6. Stelling. Als s en t trapfuncties zijn, en 8 en y eindige getallen, dan
zijn ook Bs + yt, |s|, max (s,t}, min (s,t) trapfuncties, en
L(Bs + yt) = BL(s) + yL(t). Is verder ¢ een afbeelding van R in R met

teCu)| < € |u| voor alle u (met constante C),dan is ook ¢(s) een trapfunctie.

Bewijs. We beginnen met het laatste: als s = IB,B,, E|Bi]u(Bi).< o, dan is
9(a) = I 9(B)B, I[e(8) | u (By <.

De uitspraak over |s| is een bijzonder geval: neem g := Tu|u[.

Als s = EﬁiBi, t = ZYjCj,dan vormen we weer {zie 4.4)

n = I
B, °C k Eijke

b
+ = L, L, L (BB, , s
zodat Bs Yt i k( i * YYJ) Ele
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Gemakkelijk blijkt dat

E- § E l BBi + YYjI U(Eijk) s IB' § | Bi' U(Bi) +|Y|§[leu(cj) < m o,

zodat Bs + vt een trapfunctie is. De integraal is

L(Bs + yt) = :XL § 1Z((ssi vy w (s

en dit laat zich (wegens de absolute convergentie) schrijven als

E BB, u (B;) + § YYju(Cj),

en dat is BL(s) + yL(t).

Tenslotte is

max {(s,t}) = } (s+¢t) + i]s-—t[, min (s,t) = § (s+t) - iLs -t

. O

4.7, Stelling. Is t een trapfunctie en t(x) 2z O voor alle x, dan is L{t) =]t
(en dus ||[tll < «L(t) = 0).

Bewijs, Zij t = EBiBi, X = ZBi dan zijn alle Bi > 0 (althans als B& $ @) en
L(t) = Esiu(Bi). Eén der in de definitie van It} benodigde sommen iS'gﬁiBi
zelf, qus {|tll < L(t).

Om L(t) slitll te bewijzen laten we iets algemener zien: als t'tl’tz""

niet-negatieve trapfuncties zijn, en t +t, + ... 2 ¢t, dan is

1 -
L(tl) + L(tz) *+ ... 2 L{t)., (Specialisatie tot ti = uiAi geeft dan wat we

nodig hebben: {ltll = inf {EL(aiAi)[EaiAi >t} 2 L(b)).

We bewijzen eerst:

Hulpsteliing. Zijn s, S1s Spaeee niet-negatieve trapfuncties, Sisj = 0(i# j)
- . _ e
en s = lei, dan is L(s) = EIL(si).

Bewijs. We litsen s, = 35.8..B.. + £r,0.C.,., 8 = 7.8.B. + v. 0. C. waarin
—2lE 5P i BiBigtiy T LTty 28575 T I b
a}le Bij en alle Bj > 0 zijn, terwijl X = EjBij + szij (alle i) en




_]3....

X = Zij + EjCj. Uit de gegevens volgt dat

s=ZEs +} 0. cC..

ij i 3 J

Bijgevolg is

L(s) = ; § By su(B; )

= Z(Zsiju(Bij)) = Z L(s;) 0
13 1

Laat nu t,t »s+. Diet-negatieve trapfuncties zijn met t, + By teee 2 t.

t
1’72 1
De onderstelling tit. = 0 wordt nu niet gemaakt, We nemen een getal y met

0 < y <l. Definieer

t(x) als Y_l(tl(x) fe bt ()2,

u (x) =

0 als Y-l(tl(x) Fad £ () < t).

Deze Un is een trapfunctie, hetgeen in te zien is door voor s de trapfunctie
_](t] + i + tn) te nemen en bij s en t de simultane splitsing van X (zie
het bewijs van stelling 4.6) te maken.

We stellen vervolgens s

= u = Q4

1= U 8, g T U 84 3 T Ups ees s
Voor elkex ¢ X geldt dat alle un(x) van zekere index af gelijk zijn aan t(x),
terwijl un(x) met lagere inde¥ nul zijn; dit betekent dat er precies &é&n
sn(x) de waarde t(x) heeft, en alle andere de waarde 0 (tenzij ook t(x) = 0,
dan zijn alle s (x) nul). De SELIYEEE zijn nu trapfuncties die aan de voor-
waarden van de hulpstelllngvnldoenmet s0m t,zodatL(s )-rL(52)+...= L{t). Dus

lim L(u) = L(t). Daar Y (t + ... 0+ t:) > un’ is Y (L(t]l) +L(t2) + 00) s

>+f(t) Daar v willekeurig was, blijkt L(tl) + L(:z) + ... 2 L{t). 0
4.8, Stelling. Voor elke trapfunctie t geldt |[L(t)| < [t] .

Bewijs. Zij t, = |t], dan is |L(t)| < L(t,) (direct uit de defjnitie van L(t)),
en L(tl) = ﬂtlﬂ (stelling 4.7), llt I = lth (stelling 3.5.1 ). ‘ 0




- 14 -

4.9. Stelling. Als VAEF[A ¥ @ = u(A) > 0], dan is (T,I l) een genormeerde line-

5!3.

Seh.

5.5.

aire ruimte, en L is een begrensde lineaire functionaal van T.

Bewijs. Triviaal. 0

Sommeerbare functies.

(X,T,u) is een sigmafiniete maatruimte,

Definitie, Een sommeerbare functie is een gegeneralizeerde functie f met de

eigenschap dat er bij elke € > O een trapfunctie t bestaat met If -t < €.
Stelling. Trapfuncties zijn sommeerbaar.
Bewijs. Dit volgt uit QN = 0. ]

Opmerking., lfll = 0 » f is sommeerbaar. Als f sommeerbaar is, en f(x) = g(x)
(p.p.), dan is g sommeerbaar.

Voorbeeld. Iedere continue functie op R met begrensde drager (de drager van
£ is de afsluiting van de verzameling {x ¢ R | f(x) # 0}) is sommeerbaar
bij elke Lebesgue-Stieltjes-maat (zie voorbeeld 2.5.1).

Stelling. Is f sommeerbaar, dan is [[f| < =,

[ - L 0
Bewijs. Kies een ¢ > 0 en daarbij een trapfunctie t. Nu is (zie stelling 3.5.3

’

en stelling 4.7) I1fll s |£-¢t| + |t <e* [t < e O
Opmerking 1. Het omgekeerde is niet altijd waar,

Opmerking 2. Uit stelling 3.13.3° volgt dat sommeerbare functies bijna overal
eindig zijn. We kunnen daarom altijd over de som van twee sommeerbare functies

spreken,
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5.6. Stelling. Is f sommeerbaar dan is er precies &&n getal £ met de eigenschap
dat voor elke trapfunctie t geldt |& - L(t)| < IIf-¢tl.

iy . -1 - . -
Bewijs. Kies € = n en daarbij een trapfunctie t, met Hf-—th <n 1.

- -1 . -1

Nu is, als n > m, th - tmjl < 2m °, dus(stelling 4.8)]L(tn-tm)] £ 2m .Daar
L(Eﬁ - tm) = L(tn) - L(tm) (stelling 4.6) zien we dat de getallen

L(t]), L(tz), ++. een fundamentaalrij vormen, Noem lim L(tn) = £,

Zij t een willekeurige trapfunctie. Dan is voor elke n
|L(e) - L(e)| < lle - tls Wt - £+ IE - ¢l

Door n»e te laten gaan zien we dat |g - L(t)]:s NE - ¢l

Het is duidelijk dat er maar één getal £ is met de in de stelling
genoemde eigenschap, want uit Ig - L(tn)[ < E - tnn < n'l volgt dat
£ = lim L(tn). O

5.7. Opmerking. Is f zelf een trapfunctie dan kunnen we de in stelling 5.6 ge-
noemde t gelijk aan f nemen, zodat we vinden £ = L(f). We hebben nu dus

het recht om te definieéren:

Definitie. Is f sommeerbaar, dan wordt het getal £ uit stelling 5.6 met

L{f) aangeduid en de integraal van f genoemd.

5.8. Stelling. Zijn f en g sommeerbaar, en zijn o en B (eindige) reele getallen,
dan is ook af + fg sommeerbaar, en L(af + B8g) = oL(f) + BL{g).
-1

Bewijs. Zoek E?J f en g trapfuncties s, en tn met || £ - an <n
g - tnll < n . Dan is (vgl.3.10en 5.5 opmerking 2)

-1
flaf + Bg - (asn'FBtn)il < Haf-asnﬂ + |l Bg-—Bth < n (Jo + 8.
Dus of + Bg is sommeerbaar. En
L(af + Bg) =1im L(asn+ Btn) =

= g lim L(sn) + B lim L(tn) = aL(f) + BL(g) . 0O

Opmerking., Als f sommeerbaar is, en f(x) = g(x) {p.p.), dan is L(f) = L(g)
(zie 5.3, opmerking).
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5.9. Stelling. Is f sommeerbaar, dan is |L(f)]| < ||fl . Is bovendien f 2 O,
dan is L(f) = £l , dus L(f) 2 O,

Bewijs. De eerste bewering volgt door in stelling 5.6 t = 0 te nemen. Zij

-1 .
verder £ 2 0. Neem t, metllf -t || <n ._fs 8, = [tn[, dan is |
£ - tnl, dus ook Il £ ~ syl < n ', Daarom is lL¢e) - L(sn)l <n .

Stelling 4.7 zegt L(s, ) = s 1l , dus

IA

£ - s

1 1 -1

L) - en < HEE~ls Il +a”" <If- s l+n " <on,

Door n+e te nemen zien we dat L(f) = || f]. O
5.10. Stelling. Als f en g sommeerbaar zijn, en f > g, dan is L(f) 2 L(g).

Bewijs. Volgens stelling 5.9 is L(f - g) 2 0. Het gestelde volgt nu uit
stelling 5.8. O

3.11. Stelling. Laat ¢ een afbeelding van R in R zijn met ¢(0) = 0, terwijl er

een C is z0 dat voor alle u ¢ R, v ¢ R geldt
lo(u) = o] = clu - v].

Dan is, als f sommeerbaar is, ook ¢(f) sommeerbasr; in het bijzonder geldt
dat als f sommeerbaar is, ook |[f| het is. (Merk op dat ¢(f) p.p. gedefinieerd is).

Bewijs. Als t een trapfunctie is, is ook g¢(t) een trapfunctie blijkens
stelling 4.6, Verder volgt uit IIf - tl < ¢ dat ll¢(f) - p(e) IS C e, zodat

¢(£) met willekeurige precitie door trapfuncties te benaderen is.

. 00

De functie g = ﬁx[xl levert de uitspraak over |f

5.12. Opmerking. Als f sommeerbaar is, is [L(f)l < L(]f[). Dit volgt uit stelling
5.9 en 5.11, want |f| is sommeerbaar en |L(f)| s £l = L(|£]).

53.13. Stelling., Als f en g sommeerbaar zijn, dan zijn max (£,g) en min (f,g) dat
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ook. Als verder g 2 0 is, dan is ook p(f,g) sommeerbaar (zie 3.10).

Bewijs. Omdat

max (f,8) = $(f+g) + & |£-g},
min (f,g) = 4(£+g) - } |f-¢g],
p(£,8) =4|E+g| ~4|f~g]

volgen de beweringen uit stelling 5.8 en 5.11. O

Voorbeelden.

l. Beschouw R met de gewone Lebesgue-maat (zie voorbeeld 2.5.1 ). Laat

f continu op R zijn, en laat er een M bestaan z§ dat f2|f(x) dx < M voor

alle a,b met - = < g <b < » (met de integraal is de gewone Riemann-inte-

graal bedoceld). Dan is f sommeerbaar, en L(f) = %ig fEb f(x)dx.

2, Laataw= < 8 <. <a <@, o, > 0,...,cn > 0, en vorm g met g(x) = 0

op (- =, al), g{x) = € * eee * ¢ o0p [ak, ak+l) (1 <k <n), g(x)==cl+... te
op [an, ®). Met deze functie vormen we de Lebesgue-Stieltjes—maat uit 2.5.1.
Laat f een overal gedefinieerde afbeelding van IR in IRRzijn. Dan is f som~

meerbaar in de zin van deze maat, en L(f) = clf(al) +ouat cnf(a Y.
n

Gemajoreerde convergentie,

s

(X,I'yu) is een sigmafiniete maatruimte,
Stelling.zij fn z 0, fn sommeerbaar. Laat de reeks fl(x) + fz(x) + w4 PP
F(x) tot som hebben. Neem aan dat | Fll < », Dan is F sommeerbaar, en

L(F) = L(fl) + L(fz) T

Bewijs. Uit stelling 5.9 en 3.5.4()(monotonie van de norm) volgt
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HE, I +.ud e =L(£)) +...+ L(fn) =L(f +... +E£) =Ilf]+...+fnn < FI,

dus E Hf | €« =,

Kles € > 0 en daarbij n met & kall < ¢. Dan is

n+l

"F - (fl +oa.t fn)” = ”f +.-|“ < "fn+1”+ vee < E. (1)

n+i

Bij elke £ kiezen we een trapfunctie tk met Hf -t H<27* e, Nu is

lF - (t +o0.t t )H < g+ QE +...+ —~9 < 2E.Daar dit voor elke ¢ kan, zien

we dat F sommeerbaar is. Verder le%dt (1) volgens stelling 5.9 tot

IL(F) = L(fl +o00t fn)[ < E,

en daaruit volgt L(F) = L(fl) + L(fz) +... . C

Opmerking. Als het gegeven ||F| < » wordt vervangen door “fI" + "fZH toas < @
blijft de stelling geldig, daar (IFl| < !Ile + HfZH Toaw

Definitie 1. Als £, £, £,, ... gegeneralizeerde functies zijn, en als voor
E— 1* =2 geg j

bijna elke x geldt fn(x) + £(x), dan zeggen we dat fn puntsgewiijs naar f
convergeert. Notatie fn + £,

Definitie 2. Als f, fl’ f2’ ... gegeneralizeerde functies zijn waarvoor
geldt fn + £, en er is een gegeneralizeerde functie g z8 dat gl < w

en lfn] < g voor alle n, dan zeggen we dat fn gemajoreerd naar f conver-
geert,

Stelling (Lebesgue). Zijn fl’fz"" sommeerbaar, en convergeert fn gemajor

reerd naar f, dan is ook f sommeerbaar, en lim L(fn) = L(f); zelfs geldt
tf - £ -+ 0.
n

Bewijs. Zij |fn[ < g voor allem,llgll < «. In het geval dat £, < £, <... volgt

de stelling direct uit stelling 6.2, want dan is (f2 - f1> + (f3-—f2)+... =f-fl,
en [f - f]H <IEl + Hle <sligh + llgll < =, Alg f1 > f2 z .., hebben we
natuurlijk een analoge conclusie. In deze gevallen spreken we van monotone

gemajoreerde convergentie.
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We nemen nu het algemene geval. Noem, als m £ n,

max (£ ,€  aeeerf) =h .

Dan is - g < hmn < g, en hmn sommeerbaar {stelling 5.13). Verder is

hmn < hm,m+l ES hm,m&Z £ ... £ g, dus %ig hmn bestaat. We noemen die limiet

h_. De convergentie h -+ h (n <+ =) is monotoon en gemajoreerd, dus h_ is
m mn m m
sommeerbaar.
We hebben h z h
mn m+l,n
zien gemakkelijk in dat h + £ als m + =, Verder zijn alle hm's > - g;

(als nm2zm+ 1), en dus ook hm z hm+l' We

de convergentie hm + f is weer monotoon en gemajoreerd, zodat f sommeerbaar
is, en L(hm) + L(E).
We kiezen e > 0. Daa: L(hm) +~ L(f), kunnen we m z0 groot nemen dat
L(hm) < L(f) + €. Daar fn < hmn < hm voor alle n > m, is nu L(fn) < L(f) + ¢
voor alle n > m. Op dezelfde manier (door de convergentie - fn + ~-f te
beschouwen) bewijzen we dat L(fn) 2 L{f) - £ is voor alle voldoend grote n,
en daarmee is (aangezien ¢ willekeurig gekozen was) aangetoond dat L(fn) + L{f).
De toevoeging "zelfsl!fn - £l + 0" blijkt door op te merken dat
]fn - f] + 0 (puntsgewijs), lfn - fl £ 2g, zodat L([fn - fl) + 0, en dat
betekent dat an ~ £l + 0. a

Meetbare functies.

(X,T,u) is een sigmafiniete maatruimte.

Definitie. Een meetbare functie is een gegeneralizeerde functie f waarvoor
er een rij sommeerbare functies f],fz,... bestaat met fn + £ (zie 6.3 de-

finitie 1).

Opmerking. Als de ruimte niet sigmafiniet is, geeft deze definitie niet
wat we hebben willen (zelfs de functie Tx_gmis dan niet meetbaar).

Dan is het beter om als definitie te kiezen: "f is meetbaar als voor elke
niet-negatieve sommeerbare g geldt dat p(f,g) (zie 3.10) sommeerbaar is',

Stelling., Is f sommeerbaar, dan is f meetbaar.

Bewijs. Triviaal.
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7.4, Stelling. Zijn f en g meetbaar, dan zijn ook mak(f.g). min(f,g) en (als
g =2 0, zie 3.10) p(f,g) meetbaar. Zijn f en g bovendien p.p. eindig, en

a en g reele getallen, dan is of + Bg meetbaar.

Bewijs. Als fn + f, 8, > g, fn sommeerbaar, gn-sommeerbaar, dan is
max(fn,gn) + max(f,g), terwijl max(fn,gn) sommeerbaar is (stelling 5.13).

De andere uitspraken worden op analoge wijze bewezen. 0

7.5. Hulpstelling. Als f meetbaar is en g 2 0 en sommeerbaar, dan is p(f,g)

sommeerbaar.

Bewijs. Laat fn > £, fn sommeerbaar. Volgens stelling 5.13 is P(fn,g)

sommeerbaar. Nu is p(fn,g) + p(f,g) gemajoreerd (mamelijk door g).

Pas stelling 6.4 toe. 0
7.6. Stelling. Constanten zijn meetbare functies.

Bewijs. Daar (X,I',u) sigmafiniet is, is X = Al + A2 + ... , met elke Ai
eindige maat, Elke Aj is een trapfunctie, dus sommeerbaar. Volgens defi-

nitie 7.2 is X een meetbare functie. 0

7.7. Stelling. Zijn fl'fz"" alle meetbaar en is fn + f, dan is f meetbaar.

BWiI d Zij X .A] + A2 *oaay Ai €T, W(Ai) < = (i. = l|2|a.-)| en
definieer hn = p(fn.n(Al +oaot An)). De hn's zijn blijkens hulpstelling
7.5 sommeerbaar, en voldoen aan hn + f. Volgens definitie 7.2 is f meet-
baar, a

7.8, Stelling. Als f meetbaar en p.p. eindig is, en ¢ is een continue afbeelding

van R in IR, dan is 9(f) meetbaar en p.p. eindig,

Bewijs. We mogen zonder beperking veronderstellen dat ¢(0) = O (stelling 7.4
en 7.6). Bij elke n ¢ N construeren we een continue 9, met de volgende

eigenschappen
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(i) % is stuksgewijs lineair op IR

1

(i1) o) - o (W] < n (-n 5 u < n)

(iii) 9%, is constant buiten [-n,n]

(iv) ¢ (0) =0 .

Neem een rij sommeerbare functies fn met fn + £f. Als u, un(n e W)
reele getallen zijn met u, > u, dan is mn(un) + p{u) (want op den duur is
-1 .
|¢n(un) - w(un)l < n ), Derhalve is mn(fn) + p(f). Daar wn(fn) sommeer-—
baar is (stelling 5.11), is ¢(f) meetbaar. Dat ¢(f) p.p. eindig is, is

triviaal. O

7.9. Stelling. Laat g, 9 {n ¢ W) afbeeldingen zijn van I]R in IR, en neem aan dat
¢n(x) + ¢{(x} voor alle x, Voor alle n zij 9y continu. Als f meetbaar en p.p.

eindig is, dan is ¢(f) dat ook.

Bewijs., Voor iedere n is ¢ (f) meetbaar (stelling 7.8), en mn(f) + g(f).
Derhalve is (stelling 7.7) ¢(f) meetbaar. Dat ¢(f) p.p. eindig is, is triviaal. [J

Voorbeelden.,

1. Kies ¢ := ?xixl. Er volgt met 7,8: als f meetbaar is en p,p. eindig,
.dan is |f| = ¢(f) dat ook.

2. Als £ en g meetbaar en p.p. eindig zijn, dan is f£g het ook, Kies
namelijk sommeerbare fn's en gn's met fn + £, g, > B Nu volgt met 5.8,

5.5, opmerking 2, 7.4 en 7.8 dat

2 2
£og = tE +g) - HE -g)

meetbaar is. Daar fn g, ™ f g is volgens 7.7 ook f g meetbaar (en p.p. eindig).
3. Als f meetbaar en p.p. eindig is, en a ¢ IR, dan is X (e a)(f) meet-
)

baar. Dit volgt gemakkelijk uit stelling 7.9.
7.10, Stelling. Is f meetbaar en lfil < =, dan is £ sommeerbaar,
Bewijs. Kies een rij sommeerbare functies fn met fn -+ f£. Elke Ifnl is

sommeerbaar (5.11), en dus is p(f,|fn|) sommeerbaar {7.5)., Omdat
p(f,[fnl) < |£] is p(f,|fn|) + f gemajoreerd. Pas stelling 6.4 toe. 0
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7.11, Wanneer wij ons tot niet-negatieve meetbare. functies beperken, kunnen
we ook aan niet sommeerbare functies een integraal toekennen, die zonder

meer met de norm blijkt samen te vallen.
Definitie, Is f meetbaar, = 0 en niet sommeerbaar, dan schrijven we L{(f) » =,

7.12. Stelling. Zijn f, f], fz,... meetbaar en > 0, dan is

(1) L(af) = aL(f) als a 2 O
(2} L(f + £ ) = L(f ) + L(f )

(3) 1s f + f *vse® g, dan is g meetbaar en L(f ) o+ L(f Y teou= L(g)
—— (33 Is 0 ' fn < fn+ en g = linm f , dan is g meefﬁaar en” Efg)’ “lim'L(fn)‘

(4) L(E) = Il £1,

Bewiis. We beperken ons tot (3) en (4). Eerst (3): De meetbaarheid van g
blijkt uit stelling 7.7, Is g sommeerbaar, dan is elke f sommeerbaar (stel-
ling 3.7 en 7.10), en dan voert stelling 6.2 tot het doel Is L(g) = =,

en er is een n met L(f ) = =, dan zijn we eveneens klaar, Isg tenslotte

Lig) = w, en elke L(f ) eindig, dan is volgens stelling 5.9 en stelling 3,5
gl < Z Hf = Z L(f ), was nu Z L(f ) < », dan was liglf <=, dus volgens
stelllng 7. 10 was L(g) < =, waarmee een tegenspraak bereikt is.

Bewering (4) volgt direct uit stelling 5.9 en stelling 7.10,

7.13. Stelling., Is A € T, dan is de functie A meetbaar, met p(A) = L(A).

Bewijs. Volgens stelling 2.6 is A te schrijven als A = B, + B, +..., waar

Bi eIy u(Bi) < = yoor elke 1. Dus A is meetbaar, en
u(a) = u(Bl) *uBy) +...= L(Bl) + L(Bz) +o00= L(A)
volgens stelling 7.12, a

7.14. Voorbeeld. Bij de gewone Lebesgue-maat kunnen niet-meetbare functies worden
gevormd als men het keuze-axioma aanneemt: Kies in elke restklasse van Rmod ¢

een getal s met 0 < s < |. De gekozen getallen vormen een verzameling S,

Laat 9y»9,s+++ een aftelling zijn van ¢ n [-l,l] Noteer §; := {s + a |s € s},
=1 35 € [~1,2]. Geef de karakter1s—
tieke functie van S. met f; aan, Dan is fi z 0, Hfiﬂ < 1. Als f; meetbaar
was, dan was L(fl) = L(fz) =,.,, ] < L(fl + f2 +4.4) S 3, dus
1 g L(fl) + L(fl) *... 2 3. Dit is absurd.

Nu zijn 81#854++. disjunct, en [0,1] < u

8. Meetbare verzamelingen.

8.1, (X,T,u) is een sigmafiniete maatruimte,
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8.3.

8.4,

8.5!

8.6,

8.7.

8.8.
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Definitie. Een deelverzameling E van X heet meetbaar als zijn karakteristieke
functie een meetbare functie is, De klasse van alle meetbare verzamelingen
heet A.

Stelling. I' < A, X ¢ A,

Bewijs. Dit volgt uit stelling 7.13 en stelling 7.6. O

Definitie., Voor E € A definieren we U(E) door w(E) = L(E) (dit kan = « zijn,

zlie definitie 7.11).

Opmerking. Voor A € T was M reeds gedefinieerd, maar dan levert definitie 8.4

niete nieuws (zie stelling 7.13).

Definitie., Een collectie A ¢ P(P(X)) heet een sigma-algebra als
(a) Ee A=X\E €A
(b) E4Eppers € A U E, €8
(c) @ ¢ A,

Opmerkingen,
1. Uit (a) en (b) volgt nog

1

2. Elke sigma-algebra is een semiring.

{d) EI’EZ""E A= Ei € A.

Stelling. A is een sigma-algebra en u is een maat op A.

Bewijs. Is E een meetbare functie, dan ook 1 - E.

De karakteristieke functie wvan U? Ei is max (El""’En)’ en dus meet-
baar, en de functie max (El""’En) convergeert puntsgewljs uaar UT Ei'

Als E = E1 + E_+.,.,. dan 15 L(E} = L(E]) + L(Ez) +,.. volgens stel-

2
ling 7.12, Verder is 0 S u(E) s * (want L(E) = lEI , dus L(E) 2 0),

OEmerkingen.
1. (X,A,4) is een voortzetting van (X,I,u) (zie 2.4).
2, Ga uit van A i,p.v, I'. We vinden precies dezelfde norm, dezelfde sommeer-—

bare functies en dezelfdemeetbare verzamelingen met dezelfde maat. We geven geen bewijs,

Stelling. Meetbare verzamelingen met maat nul zijn nulverzamelingen, en elke

nulverzameling is meetbaar met maat nul.

Bewijs.

(1) Als E meetbaar is, u(E) = 0, dan is L(E) = 0, dus HEIl = 0, Volgens
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3.6 is E een nulverzameling.

(2) Als E een nulverzameling is, dan is E(x) = 0 P+P., dus E is sommeer-

baar met HE| = L{E) = Q0 (zie stelling 3.13.10). 0

Opmerking. In plaats van "E is meetbaar met maat nul” zeggen we ook kort-
weg: E heeft maat nul.

8.9. Stelling. De gegeneralizeerde functie f is dan en slechts dan meetbaar als

voor elk gegeneralizeerd reéel getal a geldt dat £, = {x|£(n) < a} meetbaar is.

Bewijs. "dan". Definieer A, := {x|f(x) = =} en 4, t= {x[f(x) = -=}; men

ziet gemakkelijk dat deze verzamelingen meetbaar zijn (b.v. A2== n {x]f(x) < - n}).
- ne
Zi] vervolgens voor n € N gedefinieerd wn(x) = n l[nx] (x € ), :%(w) = n,

¢n(-“) = -n, Dan is
ba® = 1

en uit het gegeven volgt dat wn(f) meetbaar is. Omdat verder wn(f) + f is,

volgens stelling 7.7, ook f meetbaar.

"slechts dan". Neem eerst aan a < . Laat b > a, b ¢ R en

g := min(f,bX) . Dan is g meetbaar en E, = {x|g(x)}<al, terwijl g(x) < =
voor elke x ¢ X. Laat hn := n{max(g,aX) - max(g,(a-%ax)} . Dan hn +E_,
dus E, is meetbaar.
Tenslotte, E_ = 31 E , dus ook E_ meetbaar . 0
n=

8.10. Opmerking., Stelling 8.9 kan bijvoorbeeld worden gebruikt om te bewijzen dat
¢(f],...,fk) meetbaar is als fl""'fk meetbaar en p.p. eindig zijn en ¢

een reele continue functie van k variabelen is.

8,11, Definitie, Is E meetbaar, en fE hetzij sommeerbaar hetzij meetbaar em 2 0,
dan heet L{fE) "de integraal van f over E". Notatie:

J' fdu 1= L(fE) .
E

In het bijzonder,: als f sommeerbaar enE meetbaar is, dan is fE sommeerbaar, en

J fdu = L(fE) ,-f fdu = L(f) .
E X
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Stelling. Laat fl, f2"" meetbare functies zijn., Als fl z f2 2 v 20,
dan 1is lim fn meetbaar , en fxllm fn dy € lim IX fn duy. Als het rechterlid
eindig is geldt zelfs het gelijkteken.

Bewijs. De meetbaarheid van lim fn blijkt uit stelling 7.7. Verder is voor
alle k: IX lim fn du = ffk du , zodat de gewenste ongelijkheid volgt. Als
1im fx fn dy eindig is, is fk vanaf zekere index sommeerbaar, en dan kun-

nen we stelling 6.4 toepassen. il

Stelling., (Lemma van Fatou). Laat fn meetbaar zijn, fn 20 (n=1,2,.04) .

Dan is lim inf fn meetbaar, en

J lim inf £ dy £ lim inf [ f_ dy,
n n
X X

Bewiis. Voor elke rij gegeneralizeerde reéle getallen (an)ns]N- geldt
lim inf a = %&g ﬁi@ min (an+l""'an+k)' (x)
Daarom is

lim inf £ = lim lim g
n w7 Onk

waarin &,k = min (fn+1""’fn+k)' Deze gn,k is meetbaar (vgl. stelling 7.4);

bij vaste n gaat g niet—-stijgend naar een limiet g,» en g gaat niet-dalend
L

naar een limiet g. Nu is g = lim inf fn' Wegens stelling 7.7 is g meetbaar,

en {(met 8.12 en 7.12)

< . * = . .
J‘gndu —}g,g[gn’kdu,jgdu %ggfgndu,
X X X X

verder is
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zodat
J lim inf fn dy < %&Q ﬁiﬁ min (J fn+l dlyessy, J fn+k du),
X X X
en nu geeft (*) het gewenste resultaat. N

Opmerking. Als we R met de gewone Lebesgue-maat beschouwen, en f X(n n+1]’
dan is f lim inf f dp < lim inf f f du, en beide leden zijn elnd ig.

Als fn =n lx(_m ®) dan is het llnkerlld 0, het rechterlid =,
’

9. Reeksen die in norm convergeren.

9.1, Zij (X,T,u) een sigmafiniete maatruimte.

9.2, Stelling, Laat fl’ f2"" sommeerbare functies zijn met Hflll+ Nf2|I+ ses < 0,
Dan is voor bijna alle x de reeks fl(x) + fz(x) + ... absoluut convergent.

De som § is sommeerbaar, en L(S) = L(fl) + L(fz) L S

Bewijs. Definiéer de gegeneralizeerd
Dan is (stelling 3.5.3°) ligll < 77 kaH < =, Volgens stelling 3.13.3° is g
bijna overal eindig.

De sommeerbaarheid en de uitspraak over de integralen zijn gevolg

van stelling 6.4. 0

9.3. Stelling. Als f sommeerbaar is, is er een rij getallen @ € R en een rij

A; ¢ T met E[ui[p (4,) < =, en
= z U.i Ai (P'p')'

-n
.. .. , . s -t <2 m
Bewijs. We kunnen een rij trapfuncties tn z0 kiezen dat || £ n"
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. 1I-n
Dan is met By = tyr8,® t,~ tys 83" ty - t?...,Han <2 (n » 1), dus

ZT "Si“ < o, Blijkens stelling 9.2 is ZT.si(x) bijna overal absoluut
convergent., Noem de som F. Dan is ||[F - {T Si” < anl "Si” < 2]—n’
iF -~ £l < 22-n; daar n willekeurig is, is |F ~ £l = 0, dus F = £ (p.p.).

dus

Schrijf nu voor 1 ¢ N

Lr7]

n
ne—18

2

® 1-1i T . T .
met zj=llaijIU(Aij) < 2 . Daar izl(jzlluij[u(Aij)) < o, is de dubbelreeks

bijna overal absoluut convergent (stelling 9.2), dus bijna overal is

© o o
1§l(j£1 aiinj)= ié; s. = F .
Door van de dubbelreeks een herhaalde reeks te maken volgt het gestelde, O
10, De ruimte LP.
10,3, (X,T,y) is een sigmafiniete maatruimte.

10.2., Definitie. Als f meetbaar is, dan definieren we

esssup f := inf fa ¢ ﬁ[f(x) £ a DPsPals

10.3. Definitie. Als 1 < p <, dan is

L; i= {£|f is meetbaar,ll]f[pn < »};

als f ¢ L;, dan is |f|p sommeerbaar (volgt uit stelling 7.8 en stelling 7.10).
Verder definiéren we

L: i= {f|f is meetbaar, esssup|f| < =};

* . '
de elementen van Qn noemen we essentieel begrensde functies.

10.4. Definitie. Als f meetbaar is en | £ p < », dan wordt de p-norm van f

gedefiniéerd door
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10.6.

10.7.
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1

P
el a= hgl P (1% p< =,

I £l :=esssup |£] .

OEmerkingen.
1. Als f ¢ L*, dan is I fll < =,
P p

2. Als f meetbaar is, dan geldtlifllp =0® f(x) = 0p.p. (voor 1 S p < o
volgt dit uit 3.13; het geval p = = is triviaal),

3, Als f meetbaar is, dan is |f(x)| < HfIL (p.p.).

Definitie. Laat 1 < p < =, Als f, g ¢ L*, dan zeggen we £ ~ g als £ - g =0
(p.p.). Dit is een equivalentierelatie ?n L;; de verzameling van equivalen-
tieklassen geven we aan met Lp' Als f € Lp, dan definiéren we £l := Hf]H
waar fl een representant is van de klasse f. Op dezelfde manier behandelen

we integralen.

Als 1 s p £ =, dan kiezen we q z§ dat %-+ %
P=1lw®ge=w® p=2egq=2), We hebben nu

Ongelijkheid. Als 0 S a <®, 0 <b<wen ! <p<w, dan is a® .b% < ap | +bq"

met = dan en slechts dan als a =10 .

Bewijs. Zie Algebra en Analyse 5.9.7, 0
Stelling €Holder). Als f en g meetbaar zijn, % +-% =1l met ] S p s =,

1 £ q<», dan is |l £.gll = Hfl%. Hglg .

Bewijs. De stelling is triviaal als £ =0 p.p. of g = O p,p.. Stel 1 < p < =,
0 < Hfl% S e, 0 < Hglh < =, Als Hfl% = o of Hglh = = , volgt de ongelijkheid
onmiddellijk. Neem dus aan dat 0 < Hflg < w, 0 <Hgih <=, Voor x € X is nu

volgens 10,6
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L4 Hadoven

tegea] £ 1P, lam|?
P q
Hﬂ%lm% wf% ﬂg%

Door beide leden over X te integreren volgt dan

Ifgl <

< -+
Il £
i%HSHq

1 1
— — 1
P q '

en dit is de gevraagde ongelijkheid. De gevallen p=1 resp. q=1 zijn ge-

makkelijk afzonderlijk in te zien. 0
Opmerking. Als | < p <= en f ¢ L_, g.e Lq,kéﬁ men bewiiéggidat HEgll = Hfl%“gﬂq

slechts als |f[? en ig[q essentiéel evenredig zijn. Het geval p = 1 is inge-
wikkelder,

10.8. Stelling. (Minkowsky). Als | < p < = en f ¢ Lp’ g ¢ Lp’ dan is

£ + SIE < Hflb + HEHP-

Bewijs. Het geval p=l volgt uit stelling 3.5.3; als p = w is de stelling

triviaal. We veronderstellen daarom 1 < p < =. Nu is
-1 -1
J £+ 8] e < Jlf"SIp [£]du + flf“glp |&]du-

Toepassing van stelling §10.7 cop de eerste term geeft

! 1

i, _ q P
f |£+g[" llf]dps(J|f+g](P DA 4 (J[fﬁ’ dp)
X
1

p q
- <J|f+gl dw) - IEL-
X

Iets dergelijks geldt voor de tweede term. Optelling levert

1

P p .3
f]f+g[ dy < (J[f+gl di)  (El * el
X X
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ofwel

IE+gl s IEL + gl .
8% p 8 O

Opmerking (zonder bewijs). Als 1 < p < =, geldt het gelijkteken slechts als
f en g p.p. evenredig zijn. Als p = | geldt het gelijkteken als £ 2 0,
gZOO 7

Opmerkingen.

. Bij de discrete maatruimte (waar X een aftelbare verzameling is en
elk punt maat 1 heeft, vgl. voorbeeld 2.5.3 gaatLp over in &P (vgl. Lineaire
Analyse I, 2.1.9 voorbeeld 4 en voorbeeld 5.1.5). Stelling 10,7 wordt de reeks-
ongelijkheid van Holder, stelling 10.8 de reeksongelijkheid van Minkowsky.

2. In het algemeen zal niet (LIj c Lp )V(Lp cL ).

1 2 2 P
Stelling. Lp is een genormeerde lineaire ruimte met | |$ als norm (1 € p £ =},
Bewijs. Triviaal. U

Stelling. L2 is een IP-ruimte (zie Lineaire Analyse I, 4.l.l1)indien we als

inwendig product nemen

(f,g) := f £ . gdp (f,g € L,).
X
Bewijs. Triviaal. b
We zullen nu laten zien dat LP volledig is met |l |£(Banachruimte, zie

Lineaire Analyse I, 3,1.1); in het bijzonder geldt dat L2 een Hilbertruimte is

(Lineaire Analyse I, 5.1.1). Eerst komt

Stelling. Laat 1 <sp < =, Als s Bpsees niet-negatieve meetbare functies

zijn met Hgl|£ + H32!£+ cee < B en Gn= b ? By » G= ET 2> dan is G een p.p.

eindige, meetbare functie met

' - >
le i s g+ ..., lia c&tp 0.
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Bewijs.

P

. . . - P_ P
a) zij 1 < p <= ennoem £ :i=g", f : (g *+ .- v 8 ) ~(g *+... +En_])

(n > 1). Dan is
Hflﬂ + ..t anH = L(fl) + ...t L(fn) =
- Py = P
L((g1+---+gn) ) IlgI + ...+gn||p <
p =]
(Hglﬂp + ngﬂp + ) <=,

Volgens stelling 9.2 is nu fl(x) + fz(x) + ... PP eindigi]noem de (meetbare)

G. Deze G is

som F(x), dan is uf]+...+fnu+nFu,enwezmndacﬂ“

meetbaar volgens stelling 7.8. Daar £

+

= P
e fn (g] + ... gn) , Ls

P p i < +
Hgl + ol gnﬂp - lIGHp . Daaruit volgt HGI% < Ilgllip ng

+

EI LI I .
P
Evenzo geldt IIG - Gn'ES Hgn+1|B + +us 4, dus %&g G - Gnﬂp = 0.

b) Laat nu p = =, Voor iedere k is ng(x)[ < HgkiL met uvitzondering van
een verzameling Nk (u(Nk) = Q). Daarom is, op het complement van
de verzameling N] U N2 U eon ZT gk(x) uniform convergent. Nu is G{x) = ZT gk(x)
p.p. eindig, en |[G(x)] < Hg1|L + ”32|L + ... p.p. Eveneens geldt

16 ~ G ll, s gy, I, + ... , dus Lm G- G I_= 0. 0

10.13. Stelling. Zij 1 s p < =, Als h e LP en th|% + "h2”p + +v4 < @, dan is er

een H ¢ Lp met

g - Hﬁllp + 0, H = H p.p., IIHIIP < ; !Ihnllp,

waar H = h, + ... + h .
n n

1

Bewijs. Noem g, = ]hk

. Uit stelling 10.12 volgt dat ET g, P-P- eindig is,
daarom is H = ZT hk p.p. gedefiniéerd. Deze H is weer meetbaar. Nu is

H 2 h '
i, n; |hk|l$ n; kel

Analoog geldt

oo

L NN I SRS 0

n+l




_32_
Opmerking.Uit Lineaire AnalyseI3.1.3 is bekend dat dit de volledigheid van

L inhoudt.
P

10.14, Stelling. Laat | < p < =, Tedere fundamentaalrij op Lp heeft een p.p.

convergente en tegelijk norm-convergente deelrij.

Bewijs. Zij fn € Lp met an - fml% + 0 (h+ =, m-+ «), Kies indices m, m

2,‘!!
met
Mg _ £ <4, 01§ =£ s 4, «us
My = ™ P Ty Wy P
Als nu F = fml + (fm2 - fm]) + (fm3 -~ fmz) + ... , dan is (blijkens stelling
10,13) F ¢ Lp, en fmk + F PuPe O

Opmerking. Deze F heeft nog als eigenschap dat [|F - fn [% + 0.

10.15. Definitie., De mMaatruimte (X,P,ul heet separabel als er een aftelbaar deel

PO van I bestaat 20 dat

3 [u(AE)<e].

VAeI‘,u(A)<°° VE:>0 EeQ(PO)

10.16. Voorbeeld. Neem voor X de reéle rechte en voor I' de verzameling van spelden
(zie voorbeeld 1.3.1). Als maat { nemen we de Lebesgue-Stieltjes-maat uit

voorbeeld 2.5.1. Nu is (X,T,u) een separabele maatruimte.

10.17. Stelling. Laat 1 s p < = en zij f ¢ Lp' Voor iedere ¢ > 0 is er een stel
onderling disjuncte verzamelingen Bl,...,Bn met Bi € Ty u(Bi) < «, en een

stel bijbehorende getallen Si zo dat || £ - E'ZIBiBi” £

<
1 P

Bewijs., Zij ¥ : R > R gedefinigerd door
xp xz0

v(x) = .
-|x]p x <0
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Voor alle x eny isnu | ¢ (x - y)] < 2prw(x) - y{y)| (voor x 2y 2 0 of
x £y 50 volgt dit uit ¢(0) = 0 en de convexiteit van.wop [0,=) met constante | in
plaats van Zp; als x en y verschillend teken hebben, kunnen we gebruik
maken van | y (a + b)| = (a + b)P < 2P (max (a,b))P < 2P (af + bP) =
2p| y(a) + y(b)| voor a >0, b >0).
Zij € > 0 en frsz . Volgens stelling 7.8 is §{f) meetbaar en verder
is [ly(£) “] < =, zodat W(f) sommeerbaar is {stelling 7.10). Kies getallen

Yy» Yy seer en disjuncte verzamelingen B!; B,,... met Bi € T 26 dat

X =7 B, u(B) <=, Ily,]| u@) <=,

I y(e) - §v;B, Nl < 2'1’.(%)1’.

1

Schrijf verder Y, = w(Bi) (¢ is monotoon stijgend), en definiéer t := Z BiBi.

Dan is t ¢ Lp' en we vinden nu
by (®) -3l s 2P, v - oI s G

. £ ,
Daarom is Il f - tI% £ =, Tenslotte is

2
I} 8B, -1 BBy I = (L le;[PuB )™ < 3
1 | i+l
als n voldoende groot is. Hiermee is de stelling bewezen. 0

Opmerkingen.

1. Met behulp van deze stelling is te bewijzen: als (X,I',u) separabel

is, en | < p < «, dan is Lp separabel (zie Lineaire Analyse I, 1.3.4).

2. Met behulp van | kan men laten zien: als (X,I',u) separabel is, dan

bestaat er een aftelbaar deel AO van A zd dat

VAel\.u(A)<°° ve>0 aEeAO [u(AsE) < e].
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11.1.

11.2.

11.3, Stelling. Is I'| een semiring bij X, I', een semiring bij Y, dan is ' = r, xr

11.4,
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Cartesisch product van maatruimten.

Definitie.

a) 2ijn X en Y willekeurige ruimten, dan is het cartesisch product

X x Y gedefinieerd als de verzameling van alle paren (x,y){(x ¢ X, v ¢ Y).

b) Is S] c X, 82 c Y, dan is S1 x 52 de deelverzameling van X x Y
bestaande uit alle (x,y) met x € Sl’ Yy e SZ'
c) Zijn 91, 62 klassen van deelverzamelingen van X resp. Y, dan is

61 x 82 de klasse van alle S] x 82 (S] € Gl, 52 € 62).

d) Zijn v, en o, niet-negatievegegeneralizeerdreéelwaardigefunctiesop 61
resp., 8, met § ¢ 8,0 @ ¢ 6y ¢, () = 9,(#) =0, dan is ¢ = 9; *'9, op 6, x 6

) 2
gedefinicerd door

p(8) = wl(sl)mz(sz) (sl € el, S, ¢ Bz’ S =35 x 32).

Voorbeeld. Pi = klasse van alle cellen op (~«,»} plus de lege verzameling
(i =1,2), Dan is Pl x P2 de collectie van alle tweedimensionale cellen

Plus de lege verzameling.

2
een semiring bij X x Y.

Bewijs. Kennelijk is @ ¢ I', Stel nu Ci = Ai x Bsy Ai €T, Bi € Fz (i=1,2).
Dan is C] n 02 = (Al n AZ)X(BI iy BZ)’ en daar A, n A_ € R(Pl), B1 n Bze ﬂ(PZ),

i 2
is nu C1 n C2 € ﬂ(I‘1 X Pz). Verder is

C, \ ¢, = {(Al \ Aﬁ) x Bl} U {(Al\n A,) x (B1 \ Bz)};

de termen tussen accoladen zijn disjunct, omdat Al \ A2 en AI n A2 dat zijn.

Deze termen liggen beide in @(T'), zodat hun vereniging in @(T') ligt. C

Stelling. Zijn (X,rl,ul) en (Y,rz,uz) sigmafiniete maatruimten, dan is

b=y *x u een sigmafiniete maat op I = Pl x Pz.
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. = . » +* - * o
Bewijs. Eerst laten we zien dat p sigmafiniet is: als Ui=l Ai > X,ul(Ai) < o,

o
U. Ai % Bj > X % Y, met u(Ai x Bj)< o,

=] . -]
Ej-l Bj > ¥, met uz(Bj) < =, dan is Uin] j=l

Zij vervolgens

A ¢ Pl, Ai € Fl, BeT Bi €T

2’ 2’

2. A, x B, = A x B.
i=1 1 i

Op X beschouwen we de functies uz(Bi)Ai, uz(B)A (dit zijn functies waarvan

de waarden gegeneralizeerde reéle getallen zijn). Voor elke x-is

121 Ai(x)Bi = A(x)B.

Daar u, een maat op P2 is, en elke Ai(x) nul of 8én is, geldt volgens 7.12.3°
en 7,13 voor elke x

iz} My (BA (x) = u,(B)A(x).

Links en rechts staan meetbare niet-negatievg gegeneralizeerde functies, Door
integratie over X blijkt dat

zT M A Wy (B = w (A) w, (B).

Wegens ul(Ai)uz(Bi) = u(Ai x Bi) zien we nu dat u een maat is op T. O

11.5. Stelling (Fubini), Laat f op X x Y gedefiniéerd en sommeerbaar zijn, Dan
geldt bij bijna elke x ¢ X dat fx 1= ryf(x,y) een sommeerbare functie op Y

is. Met g := ﬁ{ jY fx duz geldt dat ¢ sommeerbaar is over X, en dat

f od My = J fdu.

X IxY

Bewijs. We geven de normen op X, Y, X x Y met | ”X’ [ “Y’ i aan.

xXxY
1. Zij £ een willekeurige functie op X x Y. Bij elke € > 0 vinden we
oo o
een som I, yi(Ai x Bi) met y, 2 0, Ai €T Bi € Ty, I Yiu(Ai x Bi) s £l

e x<y T €
I, Yi(Ai x Bi) z |£]V Nu is
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£, ] = iZinAi(X)Bi ,

dus, met P{x) := folk,blijkt achtereenvolgens

P(x) s izl YA R, (), Iyl < iélyiu](Ai)uz(Bi) ,

en daarom is HTxiExlkl& < llfllxXY . Voor het speciale geval dat Hf!&xY =0
is de stelling dus bewezen.

2, Neem aan dat f = Zl YiAi x Bi overal op X x Y met Ai € FI, Bi €T

2
(-] 1 .
en XllviniAi x Bi) < », Op X beschouwen we de functie g; = Yiuz(Bi)Ai.

Wegens Z?Igil& <"w ig volgens stelling 9.2 en stelling 6.4

i) ] lgi(X)] < ® (pp. ) ,
i=]

(ii) J ‘z gidul = 'z YiU(Ai x Bi) .
X i=] i=1

Uit (i) volgt wederom met stelling 9.2 en stelling 6.4 dat voor bijna

alle x de functie ZT TiAi(x)Bi sommeerbaar is over Y en dat

J LovgA (OBduy = T v, (BA; ()
¥ 1=1 i=}

Volgens (ii) is de integraal hiervan over X gelijk aan ET yiu(Ai x Bi)'

zodat voor deze f de stelling bewezen is.
3. Volgens stelling 9.3 is het algemene geval tot de onder 1 en 2 ge-

noemde terug te brengen.

1.6, Opmerking. We vermelden nog de volgende variant van de stelling van Fubini.
Is £ 2 0 en meetbaar over X x Y, dan is voor bijna alle x de functie f een
meetbare functie van y, en de integraal over Y is een meetbare functie van
van X, met weer als resultaat dat de "dubbelintegraal" gelijk is aan de
herhaalde.

Met behulp van dit resultaat is weer af te leiden, dat uit
1°. f meetbaer over X x Y
o
2. fx(leflduz)dul < ®

reeds volgt dat f sommeerbaar is over X x Y, zodat stelling 11.5 kan worden

toegepast.
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12.1,

12.2.
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Totaaladditieve verzamelingsfuncties en de stelling van Radon-Nikodym.

- Zij X een ruimte, A een sigma-algebra voor X (zie 8.5).

Definitie. Een afbeelding v van A in R heet een (eindige) totaaladditieve

verzamelingsfunctie ((finite) signed measure) indien voor iedere rij

E3Eysee. 0P A met Ei's onderling disjunct geldt
[--] oo
v(Z Ei) o z v(Ei)
1 1
met absolute convergentie rechts.

OEmerkingen.

1. Door alle Ei = @ te nemen, blijkt vw(@) = 0.

2. Als bovendien w(E)} = 0 voor alle E € A, dan is v een (eindipge) maat
op A.

3. Men beschouwt ook wel gevallen waarbij v(E) ook +% kan zijn. Men
eist daarbij dat de negatieve termen uilt Zv(Ei) een convergente reeks vormen.

We zullen ons hier niet mee bezighouden.

Voorbeeld, Bekijk een semiring met maat: {(X,l,u}. Neem voor A de collectie
der u-meetbare verzamelingen. Laat f sommeerbaar zijn. Neem nu voor elke
Eed

v(E) = j £ du .
E

(=]
Dan is v totaaladditief. Als nl. E = ) E, dan is
1

f-xE = llm(fxE} Fouot fxEn) y

en de convergentie is gemajoreerd (nl. door |£]|).
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12,3, Stelling. Als v een totaaladditieve verzamelingsfunctie is, dan is X disjunct

te splitsen als X = X) + X, met X ¢ A, X, €A, en

VYEA Y < xl = v(Y) 2 0],

v [fYecX

Yeh = v(Y) = 0l ,

2

Bewijs. Een A € A heet sterk negatief als v(A) < 0 en voor alle B met B ¢ A,
B < A geldt v(B) < 0. We laten zien dat er bij elke E € A met V(E) < 0 een

sterk negatieve A met A © E te vinden is.

We construeren daartoe 2en rij EI’EZ"" van onderling disjuncte verza-
melingen, met E; € A, E;, < E voor alle i. De Ei's worden successievelijk ge-
kozen velgens dit principe: Laat EI""’Ei—I reeds gekozen zijn en zij

o := sup{v(F) l FeA, Fc E\(El U ooy U Ei—l)} .

We nemen voor Ei een verzameling die voldoet aan Ei € A, Ei c E\(El Usuo UEi-l)’
v(Ei) > min(l,4a) als a > 0, en als o = O nemen we E. = §.

Noem H = El + E2 +..., dan is v(H) 2 0 en v{H) = ZV(Ei) < ®. dus
v(Ei) + 0, Kennelijk is V(E\H) < 0; als verder F voldoet aan F © E\H dan
is V(F) £ 0, want anders was voor grote i voldaan aan V(E;) < min(l,}v(F)), in
strijd met de constructie van Ei' Dus E\H is sterk negat%gf.

Laat_B 1= iﬁff;1A) | A € £, A sterk negatief}. Neem een rij (An)nem

o
van sterk negatieve verzamelingen zo dat v(An) + B. Laat X2 =y An' Dan

. n=1
is X2 z8lf sterk negatief met v(Xz) = v(Ah) + v(Xz\An) < v(An) voor elke n.

Dus v(Xz) = B en B is eindig.
Laat Xl := X\Xz. Als nu Ye A, Yc Xl,
v(Y¥) < 0, dan bevatte Y een sterk negatieve Z, en dan was X2 v Z sterk nega—

tief met v(X2 uz) = v(Xz) + v(Z) < B . a

dan is v{Y) = 0. Want was

Gevolg. Definieer Wy oen door

b= ey v@NE) , wy =¥, v@anx),

dan zijn ¥ en u, eindige .maten. Omgekeerd: als My en u, eindige maten op de

sigma-algebra A zijn, dan is My - totaal additief.

Ha
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12,4, Stelling. Laat v en p totaaladditief zijn op de sigma-algebrai, en u(E) 2 0
voor alle E ¢ A (y is dus een eindige maat, d.w.z. een maatmet u(X) < =). Dan

is er een afbeelding F van de reeéle getallen in A 2§ dat voor alle reéle u

en v
Ec A, E€ F(u) = v(E) < uu(E) (N
E e A, Ec (X\F(u)) = v(E) 2 un(E) (2)
u <v=F(u) ¢ F(v), , (3)
en als N, = uZR F(u), N, := X\u:l{ F(u) dan is N ¢ A, K, e A en
W) = u,) =0, w) <0, v(N;) 20 . (4)

Bewijs. Bij elke r ¢ § is'YE€A (v(E) - ru(E)) totaaladditief. Volgens 12.3

is er dus een Wr met

Yelh, ¥Yc Wr - w(Y) < ru(Y) ,

Yed, ¥eX\W =v()=zru® .
Als u < R definieren we F(4) =  Ug rey Wp» Wasruit volgt F(u) e 4. ,
Verder volgt {2): als E e A, E ¢ X\F(u) dan is E c X\W} voor alle r met r <u,
dus v(E) 2= ru(E) voor alle r met r < u, dus v(E) =z uw(E)., En (1) blijkt door
een E met E c F(u) disjunct te splitsen als E = E, + E2 +..., Waarin

1
Ei S Wi » @0 T,,T,,... €en aftelling is van de rationale getallen < u. Voor

i
elke Ei is v(Ei) < riu(Ei) dus v(Ei) < uu(Ei).Door over i te sommeren zien
we dat V(E) < up(E).
Uit de definitie van F{u) volgt (3) onmiddellijk. Verder volgt eruit dat

n F(u) = n F(-n), u Fu) = u W

uel nel ueR req t

en dus N] e A, N2 ¢ A, Verder: als E < N,, dan is E ¢ X\Wr voor alle r, dus
v(E) 2 ru(E) voor alle r, Daar v(E) en p{(E) eindig zijn, is v(E) 2 0, p(E) =0,
Als E < N1 dan is E © F(-n) voor alle n € N, dus v(E) £ -mu{E) voor alle ne¢N,
dus v(E) £ 0, u(E) = 0. ' 0




- 40 -

12.5, Stelling. Zij A een sigma-algebraop X, laat v totaaladditief op A zijn en
neem aan dat y (een niet-noodzakelijk eindige) sigmafiniete maat op A is. Dan
is er een t.0.v. U sommeerbare functie £ en een N ¢ A met W(N) = 0 2z dat

voor elke E € A geldt

V(E) = deu +Vv(E n N) . (5)
E

Bewijs. Eerst veronderstellen we u(X) < =,

We gebruiken de F uit stelling 12.4, en nemen
N = Nl UNZ,
zodat w(N) = 0. Bij elk natuurlijk getal k hebben we de disjuncte splitsing

[+ =]

X=NK+ ]

n=—m

n+ 1

=F( m

n
Bn,k’ Bn,k )\F(E) .

Uit (1) en (2) van stelling 12.4 volgt nu

n n+ | .
7 * (D) < v(D) £ “—u(D) (6
voor elke D met D ¢ 4, D ¢ Bn K Hieruit blijkt de absolute convergentie
w0 ]
van Z 2 (B .,). Daarom is
o k n,k

o
n
fe ° 0.N + z E'Bn k
n=—w !

een trapfunctie (de begrippen trapfunctie, sommeerbare functie etc. zijn
genomen t.o.v, de semiring A en maat u).

Als x € X\N dan ligt x in een der Bn,l; er zijn dus u's met x € F{u) en
u's met x ¢ F(u), zodat inf{u ¢ R.I:x € F{u)} gedefinieerd en eindig is.

Stel nu

influ e R | x ¢ F(u} (x e X\N)

f(x) :=
0 (x € N) .
Voor alle n,k is
n n+ 1
¥ g f(x) = " (x ¢ Bn,k) ’

. n+l n
want als x ¢ Bn,k dan is x € FGWZ—)’ x ¢ F(EJ. Dus
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tkaStk"'

=

De constant k-] heeft de eindige w—norm u(X)/k, zodat (£ - tkil+ 0 als k + =,

Dus f is y-sommeerbaar.

Als De A, D c Bn,k’ dan is
+
¥ u(D) < deus“k’uw).

D
Samen met (6) geeft dit
' 1
[ I f(x)dy - v(D)| < T w(d) .
D
Door nu een E ¢ A te schrijven als

E=(EnN)+§lEan

’k ?
1
blijkt dat |v(E) = w(E n N) - [ f(x)du] < E-u(x). Door k naar = te laten
gaan, blijke (5). E
Als p(X) = » 1s, gaat men als volgt te werk (schetsmatig)., Men splitst
X = X1 t X, +..., met eindige u(Xm)'s, en definieert de eindige maat M door
(X n E)

u(E) = ] = (Eeh) .

m 2(1 + w(x_))

Men kan het afgeleide resultaat toepassen op M5 we vinden een functie

fl (ul—sommeerbaar) en een verzameling N] (u]—meetbaar) met ul(Nl) =0 is

z6 dat

vw(E) = J fldul+ v(E n N]) (E ¢ A) .
E

Merk op dat u(Nl) = (0, Met B := Z o vinden we dan
m 2701+ u(X))

v(E) = [ £,8du + VE A N)  (Eeh),
E

en de functie fls is pu—sommeerbaar. 0
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12,6, Opmerking 1. Als v de eigenschap heeft dat vw(E) 2 O voor alle E ¢ A, dan
wordt £ 2 0 (p.p. in u-zin). Als nl. niet £ 2 0 (p.p. in u-zin), dan is er
een E ¢ A met fEfdu < 0, etc,

Opmerking 2. Op X\N is f op nulfuncties na eenduidig bepaald: als f1 en f2

voldoen aan v(E) = f fidu + v(E n N) = f fzdu + v(E n N) voor alle E « A,
E E

dan kunnen we opmerking | toepassen op f] - f2 en f2 - £

12.7. Definitie. We zeggen dat v absoluut continu is t.o.v. u als voor elke A e A
geldt u(A) = 0= v(a) = 0.

12.8. Stelling (Radon-Nikodym). Laat A een sigma-algebraop X zijn, v totaaladdi-
tief op A, u eensigmafiniete maat op A. Dan geldt: v is dan en slechts dan

absoluut continu als er een p-sommeerbare functie f bestaat z3 dat voor
alle E € A

v(E) = J £ du .
E

Bewijs. Stelling 12.5 plus voorbeeld 12,2, (}

13. Sobolev ruimten,

13.1. In deze paragraaf beschouwen we afhgeldiﬁgen_van:Rp in €. De -
begrippen norm, trapfunctie, sommeerbaar,_meetbaar etc. worden dan op de
voor de hand liggende wijze aangepast. Vele stellingen zoals stelling 6.4,
7.7 en 10.13 blijven geldig; een stelling als het lemma van Fatou (8.13)

gaat echter niet meer op. _

13.2. We nemen een open deelverzameling G van R". Deze is vereniging van af-
telbaar vele cellen, en dus meetbaar. Met de gewone Lebesgue-maat p is
(G,A,n) een maatruimte (A = {E n G | E meetbaar in R"}).

We merken op: als f sommeerbaar is over R", dan is zijn restrictie tot

G (gemakshalve ook weer f genoemd) sommeerbaar over G, en fn f'xcdu = f £ du.
X a

We kunnen ook LP(G) (met | = p £ =) desgewenst opvatten als de collectie der

f e LpGRn) met £ = 0 bijna overal buiten G.
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De rand van G wordt door 3G voorgesteld. Merk op dat zo'n rand gecom-
pliceerd kan zijn, en bijvoorbeeld wel eens uit stukken van verschillende

dimensie kan bestaan. Ook behoeft niet u(3G) = 0 te zijn.

Definitie. Als m ¢ {0,1,2,...}, bestaat c™(G) uit alle op G gedefinieerde
complexwaardige functies waarvan de partiele afgeleiden tot en met de m-
de orde overal op G bestaan en continu zijn (zoals bekend impliceert dit

dat de gemengde partiele afgeleiden onafhankelijk van de volgende der dif-

ferentiaties zijn).

Definitie. Als m ¢ {0,1,2,...}, is C®(G) gedefinieerd als de verzameling
der f € C"(G) waarvan de partiele afgeleiden tot en met de m-de orde uni-

form continu zijn.

Opmerking, Als f uniform continu is op G, dan kan f tot een continue functie

op de afsluiting G worden voortgezet, Dit verklaart de notatie.

Definitie. CE(G) is de verzameling der op G gedefinieerde complexwaardige
oneindig vaak differentieerbare functies f met compacte in G gelegen drager
{vgl. 5.4).

Opmerking. "Oneindig vaak differentieerbaar" wil nog niet zeggen "analytisch”.
De enige analytische functie in Cg is de nulfunctie, Een voorbeeld wvan een
niet—-analytische geven we in R, Laat p(x) gedefinieerd zijn als 0 wvoor x2z1
en x<-1, en als exp((x2 - l)_l) voor -l < x < 1. Neem
2x—1
q(x) = f p(t)dt .

—_—50

Dan is q € Cm, q(x} =0 (x5 0), q(x) = A (x =z 1) met een constante A > 0.
Voor 0 < x <1 is 0 < q(x) < A, Is nu G een open 1interval, met a ¢ G, b <G,

en a < ¢ < d < b, en nemen we

f

-2 X - a b - x
asc,dlb(X) A .q(C - a)'q(b - d) :
is f C, (G
dan is a,c,d,b € 0( ).
Deze functie heeft de waarde | op (c,d), de waarde 0 buiten (a,b), en de

overblijvende waarden liggen tussen 0 en 1.
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13.7. Stelling. Als 1 < p < =, ligt CO(G) dicht in LP(G).

13.8.

13.9.

Bewijs. G is vereniging van aftelbaar vele geheel in G gelegen cellen (met
bijv. rationale coordinaten). Deze is als disjuncte vereniging van cellen
te schrijven (vgl, bewijs van 1.4. 53 G = A + A2 +..000 o Als f ¢ L (G) dan
is Z. Af [f]pdu < w, Bij elke & > 0 iz erx dus een N met

i

g - Z £.a 0L -(Z J[f]pdu)”p<s.
i=] N+1 Ai

Elke f'Ai kan in de zin van Lp benaderd worden door een trapfunctie met ein-

dig vele treden (zie stelling 10.17); die treden kan men binnen A; houden,

We laten nu nog zien dat voor elke cel A de karakteristieke funetie in de

zin van Lp kan worden geapproximeerd door functies uit C; met drager binnen A,

In het &&n-dimensionale geval gaat dit met functies ¢ die op een groot deel-

interval de waarde ! hebben en daarbuiten oneindig vaak differentieerbaar

blijven met waarden tussen 0 en 1, z6 dat in de grenspunten van A alle afge-

leiden nul zijn (vgl. opmerking 13.6). In het n-dimensionale geval gaat het

met functies van de vorm T(x %) Q(xl)'...-@(xn), waarbij elk der ®;
,Ill’
n

aan de zojuist gegeven beschrijving voldoet. a
. o m,~ m
Opmerking. CO(G) c C{G) « C(G),

Van nu af aan onderstellen we dat G begrensd is,

Laat (01,...,an) een vector zijn met o, € {o,1,...}. Vaak korten we af
o= (al,...,an), en stellen |a| 1= o
1

3 \Q .o
l +...4 @, . Met (ax) zullen we de dif

ferentiaaloperator Qﬁ%a ...(———) bedoelen.
1

Als f € C"(G), [a] < m dan is kennelijk (——0 £feC¥ |OLI(G)

Definitie. Als m ¢ {0,1,...} en u,v ¢ Cm(a),definiaren we het Sobolev—inpro-

duct van de orde m als

(u,v) = ) j ((g—)au)'(tg—)“v}du .
X ax
Sm a,]a]Sm G
(De som loopt over alle stellen (a],...,an) met o, 2 0, oy geheel,

@, *o..to < m). Natuurlijk is (u,v)so het gewone inproduct.
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Metllu“sm bedoelen we ((u,u)sm)i. Dit is de gewone IP-norm (vgl., Line-

aire Analyse I, 4.1.4),
Stelling. Cm(a) is met het Sm—inproduct een IP-ruimte,

Bewijs. Het enige niet geheel triviale is: alslIuHSm = 0 dan is HuHSO = 0
(dit blijkt door alle termen met [a] > 0 weg te latenm), O

Hulpstelling. Laat UjsUypees een Sm—fundamentaalrij in Cm(a) zijn, en laat
Huklko + 0. Dan is "uk“Sm + 0,

Bewijs. We bewijzen slechts het geval n = 1, m = 1; het algemene geval is
analoog. Zij € » 0. Daar Ujy... een Si~fundamentaalrij is, is ﬂuﬁ il%o
2 2 ..
+ l!uk Uy SO als k en 1 wvoldoende groot zijn. Daar "uk“SO + 0 blijkt
nu dat ul,uz,... een S0-fundamentaalrij is. Wegens de volledigheid van LZ(G)
[ | -— o »
is er een v ¢ LZ(G) met lluk VHSO + Q. Voor elke ¢ € CO(G) is dus
' - *Y 0 1] + . ' =

(uk,qJ)SO = (v,w)so. Maar door partiele integratie blijkt dat (uk,q:)SO
= = 1 : ' -

(uk,w ) go? €M Wegens ”uk“SO + 0 is (uk,¢ )SO + 0, zodat (v,p) = Q. Daar
C (G) dicht llgt in L,(G) (stelling 13.7) is v = 0, dus Hukll + 0, Nu is

bewezen Huk" + “uk“SO + 0, dusllukﬂsl + 0. 0

Definitie. Hm(G) is de completering van de IP-ruimte Cm(a) met inproduct

(, )Sm (zie Lineaire Analyse I, 1.6.).

Opmerking. Het inproduct ( , )Sm is tot H'(G) voort te zetten (vgl. Lineaire
Analyse I, 1.6.5), en Hm(G) wordt daarmee een Hilbertruimte. Cm(ﬁ) ligt

dicht in deze ruimte.

Stelling., Er is een gén-&&nduidige lineaire afbeelding ¢ van Hm(G) in L2(G),
met ¢(f) = £ voor alle f ¢ Cm(a).

Bewijs. Als £ € Hm(G) dan is f een equivalentieklasse van Sm—fundamentaal-
rijen. Als UisUgyeee €DV 3 Voyees zulke fundamentaalrijen zijn dan zijn het

ook fundamentaalrijen in L2(G) en, daar Huk v, “SO < Iluk hebben

Sm'
ze dezelfde limiet. Noem die ¢(f).

Als f,g5 ¢ Hm(G) met ¢(£) = ¢(g), en als {uk} resp. {vk} fundamentaal-
rijen uit £ en g zijn, dan is |'|'uk ~ v Il.. + 0. Uit hulpstelling 13.1! volgt

k 80
dat {uk} en {vk} equivalent zijn, dus f = g. B
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Opmerking. Het ligt voor de hand de "abstracte" elementen van H (G) met hun
¢-beelden te identificeren. Dan is C(G) © H"(G) < L,(G). ¢™(G) 1ligt Sm~dicht
in de Sm-Hilbertruimte Hm(G), en Cm(a) ligt S0-dicht in de SO-Hilbertruimte
L2(G) (dit laatste volgt uit stelling 13.7). Voor f € HT(G) isilfﬂ&nkﬂflgo
(omdat dit op C™(G) geldt).

Definitie. Als u ¢ LZ(G), v E L2(G) en als wvoor elke ¢ ¢ CZ(G) geldt
d . .
(u, . ¢)SO = -(v,tp)s0 dan heet v de zwakke afgeleide van u naar X {Ana-

loog voor hogere orde van de afgeledide: (u’(239u¢)so = (—1)Iq (v,m)so).

Opmerking, v is op nulfuncties na eenduidig bepaald (dit volgt uit stel~
ling 13.7)1.

Opmerking. Als bijv. u ¢ C;(G), is de gewone afgeleidé ook zwakke afgeleide.

o

Stelling. Als u ¢ Hm(G), |a| < m dan is er een v ¢ LZ(G) (zelfs ¢ H (G))

met v = (%;)Zwu (zwakke afgeleide), enilv”s Is HuHsm.

;oo

.. . m,= _ - E__a .
Bewijs. Neem UpsByyees in CH(G) met ”uj uHSm + 0, Met vy (ax) uj is nu
{v.} een S(m - |a|)-fundamentaalrij die in de zin van S(m - [a]) naar een
veHe I® (G) convergeert,

Neem een 9 € CE(G), dan is

3 0 o |u|
(uj'(ﬁ) q))so - ( ]) (vj’lP)SO ]

Daar uj > uen v, +v ook in de zin van S0 gelden, is limietovergang moge-

lijk. Uit ijll < Hujigm volgt verder (continulteit van de norm in een

Ssm"lul
IP-ruimte) nvlk’m_lal < Hulgm. u

Definitie, Hg(G) is de Smafsluiting van C;(G) binnen Hm(G).

Opmerking. Hg(G) is gesloten deelruimte van een Hilbertruimte, en dus zelf

een Hilbertruimte (vgl. Lineaire Analyse I, 1.6.2).



13.17.

13.18.

13,19,

13.20.

_47_

. m m 0 .a
Stelling., Als ue H (G}, ve HO(G), |a[ < m, en als (§§)zw de zwakke afge-

leide wvoorstelt, dan is

“g—x)iw“"’)so - (=1yle! <u.<~§;>°;w Vg -

Bewijs. Neem u, e CB) metlluj - u“Sm + 0, vj € CZ(G) met ”vj - vHSm'+ 0.
Door de integralen over de gehele R™ uit te strekken en herhaald partieel

te integreren zien we
3_\a _ o ]al N
((3}{) ujsvj)so = ( 1) (ujs(ax) Vj)so »

Verder is wvolgens stelling 13.15

I (g—x>°‘uj - &

a 3 0
ax’ zw

Ix’ zw

I = |l ( (uj - u}ll < Huj-uH

S,m~|a| S,m~|a] Sm

en iets dergelijks geldt voor Vi zodat de limietovergang gemaakt kan worden,

Opmerking. Als m > 0 is Hg(G) een echte deelruimte van Hm(G). Kies namelijk
m= 1, en G een open verzameling in R, Kies verder v = Tx l enus= Tx X,
dan is v ¢ Hm(G), u e Hm(G). Was nu v € Hg(G), dan zou (met stelling 13.17)
(V‘V)SO = -(u,v')so = (,

Als m = 0 is daarentegen HE(G) = Hm(G) = Lz(G), daar CZ(G) dicht in
LZ(G) ligt.

Inbeddingsstellingen. De inbeddingsstellingen van Sobolev zeggen dat onder

zekere voorwaarden functies uit Hm(G) in wezen continue functies zijn. We
bewijzen eerst een hulpstelling (kleine uitbreiding van een stelling van
Peletier en Wessels, J. Math. Anal. Appl. 23 (1968)).

Stelling. Als m,n positief geheel zijn, p reeel, | <p < ®, en mp > n dan is
er een constante C met de volgende eigenschap:
e
Als K« G «R®, G open, b ¢ G, K meetbaar, K stervormig t.o.v. b (d.w.z.

als b+cekK O<ct<sldanb+ te ek), ¢ Cm(ﬁ) dan is

1 6,0 1 [ gt o™
K

waarin vol(K) het volume van K voorstelt, en R = sup lx - b/
xeK

e iR Paies
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Bewijs, We onderstellen b = 0 (wat geen wezenlijke beperking is). Kies x €K;

kort af ¢ = Tte[O,l] £(tx). Op ¢ passen we de ontwikkeling van Taylor toe

! " _ (m=1) ] w1 (m)
0 = o(n Bk rigld o s )™ =T +(-1)mJ - z——r—mcp.'ml(t)

Met Z(x) := max R|“[|(%-)“f(x)| blijkt
la|sm *
!
[£¢0)| = Am’n{z(x) + [ tm_IZ(tx)dt}
0

met een constante A . We nemen een reeel getal a met aq > -1, waarin q be-
-~ L)

paald is door p =+ q'1 = 1, Hiermee passen we de ongelijkheid van Holder toe:
1 1 1
([ e aenan? < [ 2aPi [ DR g Pag Pl

Wegens de ongelijkheid (u + wP < 2p(up‘+ vp) (uz0, vz220) is nu

1
|£0)|P s (28 YPLEE)P + (aq+ )7/ f ¢ 12P 7 000))Par} L (1)
0

Dit geldt voor alle x in K. We schatten eerst

i 1
J dx f t(mdl_a)p(z(tx)apdt < J (orl=a)p=ny, J |z(y)|Pay <
tK

s{{m-1 —a)p—n+1)—] J IZ(y)]pdy
K
als a voldoet aan (m - 1 — a)p - n > -l. We kunnen inderdaad aan deze voor-
waarden voldoen: aq >-1 betekent (a + 1)})p > 1, dus a dient tussen | en
(mp - n) + 1 te liggen, hetgeen wegens mp > n mogelijk is. Fixeer bijv.
a= =l + (mp-n + 2)/(2p). Nu vinden we door (1) over K te integreren, met

zekere constante B ,
MyN,p
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(vol(K)).|£(0)|P < B .

o Kf (Z(x))pdx
K

waaruit de stelling onmiddellijk volgt. 0

Opmerking. Voor p = 2 blijkt dat er een constante D . is met
]

HOER NN (vol(®) ™ d.max(1, 8™ . )

13.21. Stelling. Laat 2m > n, u € Hm(G). Dan geldt

(i) Er is een v ¢ CO(G) met v = u {p.p.)

{(ii) Als er een ¢ > 0 bestaat z0 dat voor elke b ¢ G een K © G bestaat,
stervormig t.o.v. b, met diam(K), vol(K) = ¢ dan is zelfs v ¢ Co(a), en er
bestaat een getal C, onafhankelijk van u, met

sup |v(b)| s dlull__ .
beG Sm

Bewijs. (i) Neem een bo € G, en een bol B € G. Laat B de bol met halve

b.,r

straal voorstellen: B = B . Neem nu in (2) het sup over B (bij elke

bo,ir
b € B kunnen we voor K de bol B nemen):
b, ir
sup {£(b)] s Em,n,r“f"Sm . (3)

beB

Hieruit volgt dat elke Sm-fundamentaalrij {uk} uit ¢*(C) op B uniform con-
vergeert naar een continue functie v, We nemen voor {uk} een fundamentaalrij
die naar u convergeert. Daar dan ook ||uk - u”SO + 0, is lu - v"SO = 0, dus
u=v (p.p.).

(ii) We kunnen nu (3) bewijzen met sup in plaats van sup; de rest van

het bewijs gaat hetzelfde, beG beB O

13,22, Literatuur. S. Agmon, Lectures on elliptic boundary value problems, Van
Nostrand, Princeton, 1965.
A, Friedman, Partial Differential Equations, Holt, New York, 1969.
R.A. Adamg, Sobolev spaces, Acad. Press, New York, 1975,




Opgaven bij het college Maattheorie en Lebesque-integratie {(voorjaar 1980).

Tenzij anders vermeld, wordt voor R de semiring der rechtskoppige spelden
met de gewone Lebesgue-maat genomen, en de bijbehorende norm wordt met
i I aangegeven. Integralen van op R gedefinieerde sommeerbare (of niet-

o
negatieve, meetbare) functies f worden genoteerd als f_mf(t)dt.

Is de klasse van open deelverzamelingen van IR een semiring ?

Beschouw IR met de semiring I' wan rechtskoppige spelden en de Lebesgue maat.

Laatf::lR-HE,heIRen

£ = ?xdﬂf(x + h) .

Bewijs dat Nfll = Hth .

Beschouw IR met de gewone Lebesgue maat. Laat E €« R, Bewijs dat E een nul-

verzameling 1s d.e.s.d. als er voor iedere € >0 een rij (In)n van open
o]

€
intervallen bestaat zd dat E < U In en z lengte (In) < e .
n=1 n=1

Beschouw W met ' := PM). Laat (ak)de een rij niet-negatieve reéle getallen

zijn, en definieer u(a) := } a, voor A e T . Bewijs dat M,T,n) een maat-

ruimte is. Beschriijf de nul%g%zamelingen.

xR az<x “x -
k:-:

-0 < <, .% < ¢ > .o > R =
Laat a1 an ' c1 o, ’ Cn 0] Laat g ?

Vorm de Lebesgue-Stieltjesmaat uit 2.5.1.

(i} Als A een speld is die geen enkel punt a,_bevat, dan is llal = 0 .

k
(i{i}) Laat £ : R + R en veronderstel f(ak) =0 (1 £k £ n). Bewijs dat

£l = o.

Beschouw R met als semiring {@} u {(n,n+1]| n ¢ 2}.

Op deze semiring nemen we een maat Y gedefinieerd door
u({n,n+1]) =1 (n e @),
u(g) =0

Welke functies zijn trapfuncties, en welke zijn sommeerbaar, meetbaar?

Vergelljk de resultaten met die uit Opgave 7.




7.

8.

9.

10.

11.

12.

13,

-2 -

In Voorbeeld 2.5.1 nemen we g := ?er{[x]. Welke functies zijn meetbaar
(sommeerbaar) bij de door g voortgebrachte Lebesgue-Stieltjes-maat ug?

Bepaalf:IR fdug voor functies f die sommeerbaar. zijn bij ug.

Beschouw de situatie van Opgave 4. Neenm a, = 1 (k € N). Bewijs dat
— o ’
f : W+ R sommeerbaar is d.e.s.d. als E £ | < = .
H=1
Laat (X,T,u) een maatruimte zijn. Laat f : X + R sommeerbaar zijn en e > 0.
Bewijs dat er een trapfunctie t is met eindig veel treden waarvoor
ay Ei met z Ei = X,
i=1 i=1
o

Ei e T(L e W), z |ai| u(Ei) < o gn ay # 0 voor ten hoogste eindig veel 1's.)
i=1

NE - tfl < e. (t heeft eindig veel treden als t =

N r~18

Laat £ : R *MR, f(x) = 0 als x ¢ [0,1] , en veronderstel dat f (eigenliijk)
Riemannintegreerbaar is over [0,1]. Neem aan dat £(0) = 0. Laat £ > O,
Bewijs door onder- en bovensommen te beschouwen dat er Lebesgque-trapfuncties

1 1 2
Concludeer dat f sommeerbaar is op R en dat de Lebesgueintegraal . van f

t, en t2 bestaan 26 dat t, £ £ £ £, en [It2 - tﬂfk € .

over R gelijk is aan de Riemannintegraal f f(x)dx. Waarom is de beperking

£{0) = 0 onbelangriik? 0

Werk de Voorbeelden 5.14 (i) en {ii) uit. (vgl. de Opgaven 10 en 5.)

¢

Definieer £ : [0,1] + R door

2x sin (—%) - Hcos (ﬁ) = %(x2 sin (—1%-)) (x e (0,11 ,

fix) < x—z B

£(0)

0.

1
Bewijs dat f f(x)dx bestaat als (cneigenlijke) Riemannintegraal, maar dat

f niet sommgerbaar is op [0,1].

Laat (X,T,u) een sigmafiniete maatruimte zijn, en £ een over X sommeerbare
functie. Bewijs dat

v 3

e>0 3650 "aer M) <6=[deu1<€] )

A

{aanwijzing: benader £ (in norm) door trapfuncties met eindig veel treden,

of door begrensde functies.)




14. Laat f sommeerbaar zijn op [0,1] . Bewijs dat er voor iederee > 0 een
§ > 0 bestaat zd dat voor elke verdeling V = [xo,xl,...xn] van [0,1]
met A(V) < & geldt

X,
i 1
| J £(t)de | > J jE(eylat - ¢ .
1

xi_1 0

I e~132

i

{(Aanwijzing: neem eerst aan dat f een trapfunctie is met eindig veel

treden.,)

X ” :
15. Als f sommeerbaar is op [0,1]l en F := ?xefo,l] [Of f£(t)dt] , dan is F
van begrensde variatie op [0,1] , en de totale variatievan F op [0,1]

is filf(t)ldt. (Gebruik Opgave 14.)
0

16. Laat £ : R * R sommeerbaar zijn. Laat £ > 0. Bewijs dat er een continue

re@le g op R bestaat die 0 is buiten een begrensd interval en
waarvoor

o

J |£(x) - g(x)|dx < €. (Gebruik Opgave 9.)

-

17. Z2ij (X,T,u) een sigmafiniete maatruimte, en laat f en g sommeerbare

functies zijn. Bewijs dat

(1) Als £ 20, g 20, dan is lf+dl =€l + gl .
(ii) Als f£f.g = 0, dan is [£+gll = 146l + lqll.

Zijn {i) en (ii) ook nog waar als f en g niet beide sommeerbaar zijn?

18. 1Is ?xaR §£E—§ sommeerbaar over R (zie ook Algebra en Analyse, 7.3.13) ?
19. Laat (fn)nGN een rij van sommeerbare functies op [0,1] zijn die uniform

naar een functie f convergeert. Is f sommeerbaar ?

20. Geef een voorbeeld van een sigmafiniete maatruimte en een rij Ffuncties
die uniform naar nul convergeert maar niet gemajoreerd.
Geef een voorbeeld van een sigmafiniete maatruimte en een rij functies
die in geen enkel punt naar nul convergeert, maar wel in norm naar

nul convergeert.




21,

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

x —x2 —x—x2
Bewijs dat lim J {1 - HO e dx = J e dx .

o~ DX
Bepaal lim J mdx
-+ 0

In Algebra en Analyse 7.6.9 wordt de stelling van Arzela gegeven. Laat
zien dat deze stelling direct volgt uit de stelling van Lebesgue over

gemajoreerde convergentie.

Laat £ : R + R sommeerbaar zijn. Bewljs dat

oo

L ¥ PR

f ff(x +h) - £(x)|ax > 0 als h = 0.

=00

(Gebruik Opgave 9 of Opgave 16.)

Laat x > 0 . Bepaal
n

n
lim J -5 et .
e
(Vgl. Algebra en Rnalyse 7.6.28.)

2
Laat f meetbaar zijn op R, f(t) = O(et ) (£t ¢ R) en continu in 0. Bewijs dat

T 9
Vn J e ™ foat + £(O)VT als n + ® .

{Vgl. BAlgebra en Analyse 7.10.34.)

Laat f sommeerbaar zijn op R en definjeer
x
Fa=f o I £(t)dat .
0
Bewijs dat F continu is. (Ranwljzing: Opgave 9, 12 of 13.)

Laat (X,T,u) een sigmafiniete maatruimte zijn. Als f over X meetbaar en

begrensd is en g over X sommeerbaar is, dan is f.g over X sommeerbaar.



29, Laat (X,I',u) een sigmafiniete maatruimte zijn. Als f over X meetbaar is,
E een meetbare verzameling met u(E) > 0, en £(x) > 0 als x € E, dan is
fE fdp > 0.
{Ranwijzing: beschouw En := {%x ¢ E | f(x) > %} ; er is tenminste &8n n ¢ N
met u(En) >0 .}

30. Laat f sommeerbaar zijn over R. Definieer

-]

P ixt
£ o= ?XQR L Je £(t)ae] .

-Q0

{(Integralen voor complexwaardige functies worden op voor de hand liggende
manier ingevoerd. De functie f heet Fouriergetransformeerde van £.2

Bewijs dat f continu is.

31. Als f sommeerbaar is over R, dan is

[=-]

lim J £(t) sin (xt)dt = 0 ,

Ky
—ot

of ook E(x) + 0 als x » » (notatie van Opgave 30.). Dit is het Lemma van

Riemann-Lebesgue.

s siamege

32, 2i§ £ ¢ LZOR). Er geldt

oo

lim JM’% f(x)dx = 0 .
n-roo 1 + x
-y
o3
33, Als z an absoluut convergeert, dan is
n=0

Bewljs dit (zie Algebra en Analyse, 7.6.11).




e
s .‘!

34, Laat £ : R XIR * R . Neem aan dat voor iedere x ¢ R

Vyer £0X0)

sommeerbaar is over IR, en dat

‘v’yaR Vx R [lim f(x,y) = f(xory)] .

0 XK 0

a) Als er een g bestaat met eindige norm z6 dat
lr’yélR lf(X-Y)I £ g

o
voor iederex ¢ IR, dan is Tx _.J f{x,y)dy continu,

R

{Aanwijzing: Bls x. ¢ R, en (xn)n is een rij in IR met X - Xy dan is

0
[lee'IR f(sn,y) > TyeIR f(xo,y) gemajoreerd.)

N

ot
éR 9x
voor iedere X ¢ IR. Als we bovendien aannemen dat er een h bestaat met

b) aAls f differentieerbaar is naar x, dan is lljy (x,v) meetbaar over IR

eindige norm zé dat

Y

f
- L,y ] < n

voor iedere x ¢ IR, dan is

(-] -]

a _ (s
-a-;{-( I fix,y)dy) = J ™ {(x,yv)dy .

—C —00

(hanwijzing: Zje de aanwijzing bij a), en gebruik de stelling van het

gemiddelde.)

35. Laat (X,T,u) een o~-finiete maatruimte zijn, f een meetbare functie op X
k
waarvoor £, f2,... sommeerbaar zijin en f fdu =1 (k € N). Bewijs dat
f de karakteristieke functie is van een meetbare verzameling met maat 1.

(Bekijk o.a. £X, met E := {x ¢ X | £(x) > 1} .)



36.

37.

38.

39.

Zij (Xl,Tl,ul) een sigmafiniete maatruimte, zij X, een niet-lege verzame-

2
ling, en zij f een &én-&&nduidige afbeelding van X1 in Xz.
-
Dan is F2 := {£(A) | A« P1} een semiring op X,, en W, i= TBET ui(f (B))

is een maat op (XZ,FZ) waarvoor geldt uz(f(A)) = ul(A) als 2

A€ T1. Neem vervolgens aan dat X1 2

(x2'r2'u2) een sigmafiniete maatruimte, en als h een op X

door f op X, wordt afgebeeld, Dan is

2 gedefinieerde

gegeneralizeerd re&le functie is, dan is Hh15=="h o f||1 {de indices slaan
op de betrokken maten). Verder is een op X2 gedefinieerde functie g sommeer-

baar (over x2) dan en slechts dan als g o £ zulks over X, is, en voor de

t
integralen geldt

J gdu2 = J g o f dul .

X2 Xl

Laat (X,T,u) een o-finiete maatruimte zijn, £ : X + [0,»] meetbaar .

Bewijs dat er een rij (fn)n van niet-negatieve scmmeerbare functies

N
bestaat zo dat fn-rf (b.o.).

(i} Laat (X,T,u)} een o-finiete maatruimte zijn, f een niet-negatieve
u-sommeerbare functie op X. Laat I de klasse van p-meetbare verzame-

lingen zijn, en definieer

v(B) := J £ du (E € ) .
E

Dan is (¥X,T,v) een maatruimte met v (X} < o .

{i1) Vervang in het bovenstaande f door een niet-negatieve y-meetbare

functie. Dan is (X,IZ,v) weer een maatruimte,.

Een Borelverzameling in R 1s een element van de kleinste ¢-algebra
die alle open deelverzamelingen van R bevat (vgl. Kansrekening en
Statistiek, Deel 1, Def. 1.2.5). Laat (X,T,u) een o-finiete maatruimte
zijn en £ : X +R meetbaar. Bewijs dat voor elke Borelverzameling

A¢R de verzameling {x ¢ X | £(x) ¢ A} meetbaar is.




40.

41.

42,

43,

44,

45,

T
. . sin_(n+4)t o _
(i) Bewiijs dat Of E—EIE—ngT dt = 5 {n=20,1,...) .
{ii) Gebruik het feit dat T (———~1——~——- - 10 sommeerbaar is o
te(0,1] '2 sin (k&)  t P
[0,m] samen met het lemma van Riemann-Lebesgue (Opgave 31) om af
te leiden dat [ =L g - L

0

Laat (X,T,u) een o-finiete maatruimte zijn. Laat 1 < ps®, é-+ é-= 1.
Laat g ¢ Lq. Bewijs dat door

L = lTJ
£
g ELp

(f £g aw

een begrensde lineaire functionaal wordt gedefinieerd op Lp (LP heeft

de p-norm), en dat IL [ =1lgl .
P g g

Laat (X{T,u) een o-finiete maatruimte zijn, en veronderstel Y(X}) € e | Laat

£ : X * R meetbaar en begrensd zijn. Bewiijs dat Hfﬂp - HfH; als p + = ,.

(1) als f ¢ L{R), en f is begrensd opR, dan is f ¢ LPGR) voor 1 £ p <« ,

(1i) Algemener: Als (X,I',u) een g-finiete maatruimte is, 1 £ p<g<=,

Il £hi

en f ¢ Lp f Lq' dan f ¢ Lr als r ¢ [p,q] . Bovendien is Yre[p,q] r

een log-convexe functie.
Bewijs dat L¥(0,1) < L(0,1) als 1 € p $ = .

Neem tweemaal R met de semiring T van rechtskoppige spelden en de gewone
2

Lebesgue-maat. OpR” =R X R vormen we de productmaat (de Lebesgue maat
2 .
opJRZL Bewijs dat elke continue re&le functie op R® meetbaar is. Geef een

karakterisering van nulverzamelingen in]R2 analoog aan die in Opgave 3.




46. Laat (X,P,ul) en (Y'Fz'“z) Oo-finiete maatruimten zijn. Vorm de product-

maatruimte (XxY,I‘1

u2(Bk) < o (k € N) (Vgl. Stelling 2.6.)

xPz,ulxuz). Schriif ¥ = kzl Bk met Bk € P2,

(1) Als E een nulverzameling is in X, dan is ExB_ een nulverzameling

k
in Xx¥ (k € N), en dus is ExY ook een nulverzameling.

{11) Als t een trapfunctie is op X, dan is t met E(x,y) r= t(x)xB (y}

k
({x,¥) € XxY) een trapfunctie op XxV .

47, Laat £(x,y) := (x2 - y2) (x2 + y2)_2 voor (x,v) ¢ (0,11 x (0,1].

Bewijs dat

1 1 1 1
0 0 0 0
(_8_ () = 2 ) Conclusie ?
ay x2 + y2

48. Laat p > 0, g > Q. Definieer f op [0,®) x [0,®) dcor

e (x - y)P! (©

1A

Y<X)r
£(x,y) :=
0 (0 <x<vy) .

Bewijs dat f sommeerbaar is op [0,«) x[0,»)}) en leid af dat

T(p)T(q) = T(p + q) Bip,q).

49. Laat £,q9 ¢ LlﬁR). Bewijs m.b.v. de stelling van Fubini-Tonelli dat door

a0

h o= ﬁ’de J E{t)g(x - t)dt

- O

een element h van L, wordt gedefinieerd, en dat |ihl|1 Sllﬂll'lhﬂ

Voor de Fouriergetransformeerden (zie Opgave 30) geldt h = f « g

1 ”

(puntsgewijs product).
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50. Bereken

oo [+ -] [=.]
ax = J ( J (1-cos x)e XTt dat)dax
0 0 o

door verwisseling van integratievolgorde. Motiveren !

Zo ook met

J Eiigz-dx = (1"(]9))-1 J { J sin x. e—Xttp_ldt)dx

voor 1 < p < 2.
Hetzelfde voor

-] [=-] o0
J Ei%—z-e_ax dx = J { J sin x.e-ax.e_txdt)dx

0 0 o

voor a > 0O .

51. Zij ¢ een over R sommeerbare niet-negatieve functie. Definieer
X
g := H’m J o(t)dt .
-
Als “g de door g voortgebrachte Lebesgue-Stieltjes-maat is (2.5.1), dan
is voor iedere bij ug sommeerbare functie £
o
J fdug = J fix)p(x)dx .
R o

(danwijzing (zie ook het bewijs van de stelling wvan Fubini):

(1} als Hf][u = 0 (hier is de norm ten opzichte van de maat ug bedoeld) ,
g
dan is [£+¢ll =0 .




-11 -~

(ii) Als overal ocp R

[=-]
met ay e R, Ai's van de vorm (a,b]en izllail ug(Ai) < o,

dan is {(gemajoreerde convergentie)

oo

Jf u_ = 121 o ug(Ai) = J Fix)p (x)dx .
]R —_00

{(1ii) Voor het algemene geval gebruike men Stelling 9.2.)

52. Als (xl,Tl,ul) en (X2,P2,u2) twee sigmafiniete maatruimten ziijn, en

f en g zijn sommeerbaar over xl resp. X2, dan is

f@g::ﬁJ £i{x,)glx,)
(xl,xz) € x1 X x2 1 2
sonmeerbaar over X1 x x2, en er geldt
{ fegqg d(ulxuz) = J £ dul. J g du2 .
X%, % X

Zijn £ en g meetbaar over x1 resp. X2, dan is £ ® g meetbaar over X1 X X2 .
{Aanwijzing: gebruik Opgave 46.)

53. Werk opmerking 11.6 uit.

{Ranwijzingen: (i} als fn + £ (zie 6.3, definitie 1), dan is volgens

11.5.1 voor bijna alle x

fn(xfy) + £(x,y) (bijna alle v).

(ii) Om de uitspraak over de integralen te bewijzen, neme men een rij
(fn)néN van over X x Y scmmeerbare niet-negatieve functies met
£ 4 £,

n
(Gebruik 7.12.{3) {(drie keer) en 11.5 .))




54,

55,

56.
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(Partiéle integratie). Laat f en g sommeerbaar zijn over R, en definleer
X
£, = ‘I’xEIR If(t)dt ,
o
X
9, =V, & fg(t)dt :
~o0
Nu is
P % o
J (fitx)g(x) + f(x)gl(x))dx = J £{t)dat. J g(t)dt .
—w —c0 —o

{Aanwijzing: Als S := {(x,t) | XxeR, t eR, £t < x} , dan 1is Xg meetbaar
en begrensd over R X IR . Pas de resultaten van Opgave 28 en 52 toe, en
verwissel integratievolgorde in

o ) ®

J f(x)gl(x)dx = J ( J h(x)g(t)xs(x,t)dt)dx.)

- 00 — 0 -—

Laat X een ruimte zijn, A een c-algebra van deelverzamelingen van X,

% een totaaladditieve functie op A, A ¢ A . Definieer

Vo= ?

[}
A BeA viE naAa) .

Bewijs dat v

N totaal additief is op A .

Laat X een ruimte zijn, A een o-algebra van deelverzamelingen van X,

v een totaal additieve functie op A. Bewijs dat v begrensd is, d.w.z.
sup {}wE)| |E € A} < =
{Stel van niet; kies E zo dat [v(E)| veel groter dan [U(X)| , dan is v

niet begrensd op E of op X \ E; ga verder met een stuk waarop v niet

begrensd is. Vgl. het eerste deel van het bewijs van 12.3.)




57. Beschouw N met A := P(N). Laat (a, )
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w ke S0 rij niet—neg:tieve reéle
getallen ziin, en (bk)de een rij reéle getallen met z |bk| < =

Definieer u(a) := I a, en V(A) 1= % bk voor A € A. k=1
kea kea

Volgens Opgave 4 is (N, A,u) een maatruimte. Bewijs dat v een eindige totaal-
additieve verzamelingsfunctie is op A. Wanneer is v absoluut continu

t.o.v. u? Beschrijf veoor dit speciale geval een £ en N zoals in Stelling
12.5.
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