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1. Lineaire analyse; inleiding

Lineaire analyse is een verzamelnaam voor een aantal onderwerpen uit de
analyse die met elkaar gemeen hebben dat ze kunnen worden opgevat als beschou~-
wingen over topologische vectorruimten.

De (in dit college) belangrijkste ruimten zijn de hilbertruimten en de
banachruimten, die door specialisatie van vectorruimten worden verkregen. In

het onderstaande overzicht, de ruimten-atlas, worden de specialisaties, on-

derling geordend, aangegeven: hoe lager, hoe specialer.

1. Vectorruimte 2. Topologische ruimte

3. Topologische vectorruimte 4, Metrische ruimte

6. Genormeerde vectorruimte 5. Volledige metrische ruimte
8. Inwendig-productruimte 7. Banachruimte

9, Hilbertruimte

Alvorens tot de beschrijving van deze ruimten over te gaan vermelden
we enige afspraken omtrent notatie:

Nt de verzameling der natuurlijke getallen

Gh " " " gehele 4
Re ™ " " rationale "
Rg " " " reele "
cm " " " complexe "

In de te bespreken vectorruimten geven we de elementen bij voorkeur
aan met de letters f, g, h, ...; het nulelement met &. De complexe getallen,
die de scalairen zijn voor de vectorruimten, noteren we met
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1.1,

Als 9 een afbeelding is van een verzameling R in een verzameling S, dan

gebruiken we ¢+ in de volgende betekenis:

als q € 8§, dan ¢+(q) = {p e R | p(p) = q}

als Bc S, dan ¢ (B) := {p e R | o(p) € B} .

. + . .
Gemakshalve gebruiken we ¢ ook voor de inverse van ¢, als die bestaat.
De functie die voor alle x uit verzameling X gegeven is door een expressie
E(x), geven we aan met TxeX E(x) (lambda-notatie van Church; het teken T

i.p.v. A is ingevoerd door Freudenthal).

Voorbeelden:

1

. 2
xeR o0 2x, ?xe[O,l] G+ 3) .

2 .
Als f:= TxeRﬁ (x + ¥)” dan is woor alle a € R&

f(a) = (a + y)° .

*

Meestal is duidelijk welke X bedoeld is: dan schrijft men Tx i.p.v. ?xeX

Het toepassen van het symbool Tx noemt men wel "ont-x'en".

Men kan ook dingen schrijven als

f = T

XERL (als x > 0 dan x anders -2x) .

P

De notatie {pn}nENt voor rijen is nu eigenlijk overbodig: men kan TneNt n

schrijven.

Het einde van een bewijs van een stelling wordt aangegeven met [,

Vectorrulmte of lineaire ruimte

Een vectorruimte is een verzameling R die niet leeg is, en voorzien is
van een algebraische structuur: de elementen van R kunnen worden opgeteld
en ze kunnen worden vermenigvuldigd met elementen van een andere verzameling,
scalairen genaamd. Als scalairen nemen we vrijwel uitsluitend de complexe

getallen, soms ook de reele getallen; in het laatste geval spreken we, ter
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1.1.1.

Voorbeeld: Zij n ¢ Nt en X := {1,2,3,4,...,n}. Dan is Cﬁx-= R™ ,

onderscheiding, van een reéle vectorruimte.

De elementaire eigenschappen van de reéle n—dimensionale numerieke
ruimte zijn in Wiskunde I en II behandeld. In overeenstemming met de bestaan-
de conventie nemen we hier R" als notatie véor de n-dimensionale numerieke

ruimte:

n
R := {(a],az,...,un) ’¥2=1,...,n o, € Cm} .

n . . .
R" 1s een eenvoudig voorbeeld van een veel algemenere soort ruimten
waarvan de elementen functies op een verzameling X zijn:
. . . , . .. X
Z1] X een willekeurige niet-lege verzameling, dan schrijven we Cm" voor
: . . .. X X
de verzameling van alle afbeeldingen van X in Cm; zij f e Cm", g ¢ Cm~ en

o € Cm, dan voldoen de optelling en vermenigvuldiging met scalairem, gedefi-

nieerd door

f+g:= Yx(f(x) + g(x))

of t= Tx(af(x))

aan de eisen voor een vectorruimte; in het bijzonder is o, gedefinieerd door
. . P e X , .
TXO de nulvector in zo'n ruimte, en bij iedere f ¢ Cm" is ~f, gedefinieerd

door -f := Tx("f(x)), de tegengestelde van f,

X . . . . . X .
Cit heet een functieruimte. Ook lineaire deelruimten van Cm worden functie-

ruimten gencemd.

Als men ook de productoperatie

f.g = 1 (£(0)g(x))

beschouwt, spreekt men over een functiealgebra,

n

I.1.2. Voorbeeld: Zij X := Nt; dan is cn* de verzameling van alle complexe rijen.




1.1.3,

1.2,

-4 -

N X . .
Voorbeeld: Zij B(X) :=» {f ¢ Cm" | aNeNt ‘;gx |£¢(x)| < N}; dan is B(X) een

lineaire deelruimte van me.

quolggjsche ruimte

Onder een topologische ruimte (R,gl) verstaan we een niet-lege verzame-
ling R waarin een klasse J wvan deelverzamelingen is sangewezen die de vol-

gende eigenschappen bezit:

i: ] efT/

iis ReJ
iii: WeT aveYImunveT
iv: .{Ui}ieI e - i U, € g’ voor iedere (eindige of omeindige)

tel verzameling I.

Verzamelingen die tot de klasse~ﬁ/ behoren heten open verzamelingen. Een ver~
zameling heet gesloten als zijn complement open is.

Voor een willekeurige verzameling is

K, het inwendige van A, de vereniging van alle open verzamelingen die in A
zijn bevat; Ais open.
K, de afsluiting van A, de doorsnede van alle gesloten verzamelingen die A

bevatten; Ais gesloten.

Een verzameling A heet omgeving van een punt p, indien er een open verzame-
ling, U ¢ 3/, bestaat 28 dat p ¢ U c A.
Iedere open verzameling U is omgeving voor alle punten p ¢ U. Een punt

P € R heet verdichtingspunt van een verzameling A c R indien voor iedere

omgeving V van p geldt:
(VN {pllnAdédg.

Voor een verzameling A zij A' de verzameling der verdichtingspunten: dan

geldt A = A y A',
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1.2.1.

1.2.2.

_5._

Z1ij (R,gd) een topologische ruimte; een deelverzameling A van R heet

dicht in R of overal dicht of kortweg dicht indien A= R,

(dow.z. VUeglgpeA peU)

De topologische ruimte heet separabel indien er een aftelbare dichte
deelverzameling A bestaat.

Een topologische ruimte (R,T) heet compact indien iedere open overdek-
king van R kan worden uitgedund tot een eindige overdekking.

Zij f een afbeelding van een topologische ruimte (R,gj) in een topolo-

gische ruimte (R,J).

Als p € R, heet f continu in p indien bij iedere U e F met £(p) ¢ U een

U e 3 bestaat 28 dat peUen £(U) < U.

Als f continu is in ieder punt p € R heet f continu op R.

f is dan en slechts dan continu op R als geldt:
Ve m £(U
UEg/f(U)ng.

Een topologische ruimte heet hausdorff's indien bij ieder tweetal ver-
schillende punten p € R en g € R open verzamelingen U ¢ OJ en V ¢ GJ bestaan
zbdat pe U, qe Ven UnV =@, In het vervolg hebben we vanaf 1,4 uitslui-

tend met hausdorffse ruimten te maken.

Stelling: Als (R,7”) een topologische ruimte is en $§ is een niet-lege deel-
verzameling van R, dan is {U n S}Uegu,een topologie voor S, (Deze topologie

heet de relatieve of geinduceerde topologie.)

Stelling: Als R hausdorffs is en S ¢ R, § # @, is S met de relatieve topolo-

gle ook hausdorffs.

1.2.3. Stelling: Als R separabel is en S is open in R, dan is S ook separabel.

1.2.4. Stelling: Als R compact is en S is gesloten in R, dan is S§ ook compact,
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1.3.

1.4.

Voorbeeld: In Cm nemen we als open verzamelingen

1) @ en Cm

ii) alle cirkelschijven, zonder de rand (open cirkelschijven)

iii) alle verenigingen van copen cirkelschijven.

Deze collectie deelverzamelingen van Cm is de topologie van Cm die in het

hierna volgende steeds wordt gebruikt.

Topologische vectorruimte

Een topologische vectorruimte R is een lineaire ruimte die bovendien
een topologie 3’ bezit; en wel zo dat voldaan is aan de volgende voorwaarden:
i) De optelling is, als afbeelding van R x R in R, een continue functie;
dat wil zeggen: als f ¢ R, g ¢ R en W is een omgeving van f + g, dan zijn er

omgevingen U van £ en V van g 28 dat U + V ¢ W; hierin is
U+Vi={u+v | uel, veVv}l.

ii) De vermenigvuldiging met scalairen, als afbeelding van Cm X R in R, is
continu; dat wil zeggen: als vy ¢ Cm, £ € R en W is een omgeving van yf, dan
bestaan er omgevingen U van vy (in Cm) en V van f (in R) z& dat UV < W; hier-—
in is
UV := (Av | A e U, v e V}.
Er bestaat een algemene theorie van topologische vectorruimten; wij
gaan (in 1.6) over tot het speciale geval van de genormeerde lineaire ruim-

ten.

Metrische ruimte

Een metrische ruimte (R,d) is een niet-lege verzameling K en een af-

beelding d : R x R »+ R die voldoet aan
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i: d(x,y) =z 0 voor alle x ¢ R, y ¢ R

]

ii: d(x,y) = O dan en slechts dan als x = y

]

d(st)

d(x,y) + d(y,z) .

iii: d(x,y)

[}

iv: d(x,z)

Onder de bol met middelpunt p (p € R) en straal p (p > 0) verstaan we

de verzameling

BPsD i= {x e R | d(p,x) < p} ,

Een niet-lege verzameling in (R,d) heet open als ze vereniging is van bollen.
Nu geldt: Een metrische ruimte is een hausdorffse topologische ruimte.

De topologie van de metrische ruimte heet de metrische topologie. De topolo-

gie die wij in Cm gebruiken (zie 1.2.5) wordt door een metriek bepaald: voor

. Bollen in Cm zijn dus cirkelschijfjes

AeCm, e Cmisd,u :=|x-u
(zonder rand). Deze topologie in Cm induceert er een in R%; bollen in R2
zijn "open" intervallen (i,u).

Cm is separabel: zij D := {a + bi | ae Rt, b ¢ Rt}, dan is D = Cm en,
omdat Rt aftelbaar is, is ook D aftelbaar. R2 is (hoewel niet open in Cm,
vergelijk 1.2.3) separabel: Rt = RZ.

In een metrische ruimte is de definitie wan omgeving equivalent met:

U is een omgeving van p als er een p > 0 bestaat z8 dat Bp o c U,
»

Een rij {pn}neNt in R heet convergent indien

1 p €B

geR >0 3neNt m=n ‘m qse

d.w.z. quR lim d(q,pn) =0 .

I1>c

Indien een rij {pn} convergent is, is er in R ook precies &&n punt gq

ne Nt

met die eigenschap; dat punt q heet dan de limiet van de rij {Pn}neNt




1.4.1.

_7a_

In een metrische ruimte definieren we voor een verzameling A en een
punt p:
d(p,A) := inf{d(p,x) | x ¢ A} ;

dan geldt
A={qeR | d(q,A) =0},

A kunnen we ook nog karakteriseren met behulp van de stelling:

q s A dan en slechts dan indien er een rij'{pn}rlE in A is met lim P = q.

Nt >

Een topologische ruimte heet rij-compact indien iedere rij {pn}nENt een

convergente deelrij {pm(n)} bevat. (Bij de notatie Py (n) wordt onder ¢ een

monotone afbeelding van Nt in Nt verstaan.)

Stelling: Als de metrische ruimte R compact is, is ze ook rijcompact; als ze

rij-compact is, is ze compact,

Bewljs:

1) Zij R compact, en {pn} een rij. Neem aan dat voor elke q ¢ R geldt

neNt
dat g niet de limiet is van enige deelrij. Dan heeft elke q een 6ﬁgeving Q
waarvoor geldt P, ¢ @ op hoogstens eindig vele uitzonderingen na. Daar R
compact is, is R met eindig vele dergelijke Q's te overdekken. Dit geeft een
tegenspraak,

2)  Zij R rij-compact., We definiéren nu, voor alle ¢ > 0, het begrip e-net.
Een e-net N(g) is een eindige deelverzameling van R met de eigenschap dat
voor elke p € R geldt d(p,N(e)) < ¢. We bewijzen dat er bij elke e y 0 een
dergelijk e—net bestaat: Fixeer ¢ en kies achtereenvolgens PysPysses z6 dat
d(Pi’pj) > ¢ voor alle i,j met i # j. Dit kan niet altijd zo doorgaan, want
de oneindige rij PysPys-+. ZOUu geen convergente deelrij kunnen hebben. Het

proces breekt dus bij zekere n af: na PpseresPy is geen P4 Meer te vinden,

+1

Dit betekent dat {p!,...,pn} een ¢-net is.




_7b_

Laat nu {Uu}aeA een open overdekking van R zijn. Dan bestaat er een € > 0 zo0

dat iedere bol B(x,c) geheel binnen een Ud ligt (een dergelijk getal heet

Lebesgue getal van de overdekking). Want als zo'n € niet bestaat, dan is er

een rij {xn}n in R zo dat gé&én van de bollen B(xn,n_l) binnen een Ua ligt.

De rij {xn}n bevat een comnvergente deelrij {x_} die naar x comvergeert.
k
Er bestaat dan een o € A zo dat x ¢ Uz » en dus B(x,n) ¢ UE voor een n > 0.

Het is echter duidelijk dat B(x ,n;I) e B, wvoor k voldoende groot, en
f n_k x,n

_1 "
dus B(xnk,nk ) © UE voor k groot genoeg: tegenspraak.

Bij het Lebesgue getal € kiezen we een t-net, bestaande uit LR STERERE

Er bestaat dan een stel Uyalgpeses® in A zo dat B(xk,e) c Uak {1 £ k £ n).

Omdat de bollen B(xk,e) de ruimte R overdekken, doen de U/ 's dat ook, 0
) k

1,5, Volledige metrische ruimte

Zij (Ryd) een metrische ruimte; een rij {p_} heet fundamentaalrij
iflp,

neNt

J
t

als

3

£>0 “keNt Vm>k Vn:»k d(pm'pn) <E

P P i-s-ia St il

i Iedere convergente rij is een fundamentaalrij; het omgekeerde is in een wil-
lekeurige metrische ruimte niet noodzakelijk het geval.
Een metrische ruimte heet volledig als iedere fundamentaalrij ook con-

vergent is,

©1.5.1, Stelling: Als R volledig is en S gesloten in R, dan is ook S volledig,

1.6, Genormeerde vectorruimte

Zij R een vectorruimte, en zij il [ : R + R een finctie die aan de vol-

gende voorwaarden voldoet:

i) £l = 0; als ifl = 0 dan f = o3
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1'6.1.

1.6.2.

1.6.3.

ii) lefl = |aflf) s

iii) £ +ell < I£f + lgll

| || heet een norm op R, en (R,] ||) heet een genormeerde vectorruimte of

senormeerde lineaire ruimte.

Stelling: Door d(f,g) := [[f-gll wordt R tot een metrische ruimte,

Stelling: Door de metrische topologie die bij {l | hoort, wordt R tot een

topologische vectorruimte.

Bewijs: Zijf € R, g € Ren W een omgeving van £ +g. Dan ig er een € > 0 zo

dat f+g€ B c W. Mu geldt B, E + B , d.w.z, dat
e .

f4g,e gy3e < Drage

lu-fli <%e en llv-gl <% volgt
lutv-f-gl = [(u-£) + (v-g)l < ju-£| +llv-gl <¢ .

Dus de optelling in R is contim,

Zij ¥ € Cm en zij W een omgeving van vf; er is een e > O zo dat

vf € B‘Yf,E c W,
e . £
Met n &= mln{ ”f" +IYI +7 1} ’

8 € B € 3B
Y,ﬂeng f.",ngeld'l:

]

liyf - dglf

1]

ly(f-g) + (Y=-8) + (y=3)(g-£) =
< |y|lif-gl + |y-3[l£h + |y-5]ig-£ll <
<afliel +1v[} +n® < o{ligh + |y} +1} < e

dowo Zs B . B
Dus ook de vermenigwvuldiging met scalairen is in R continu. : O

Opmerking: Convergentie van een rij {fn}nE Nt in een genormeerde vector-
ruimte R wil zeggen: er is een element g € R z6 dat |f, - gll convergeert naar

O voorn—%,




1.6.4-

1.6.6'

1.6.70

1.6.8.

TeTe

I ARD

Voorbeelden

Re, met fla|| := |a), is een genormeerde refle vectorruimte.

Cm, met |laf := |a|, is een genormeerde vectorruimte.

n
B, met Haﬂz :=\/2Z [aila , is een genormeerde vectorruimte.
3=
B(X), met {ff == sup{|f(x)] | x€ X}, is een genormeerde vectorruimte

mits X # ¥: wvgl. 1.1,3.

Ruimte van continue functies

Zij X een topologische ruimte, dan is

c(X) := {f € cmX | £ continu op X en f begrensd op x} .
Stelling: C(X) is een lineaire deelruimte van B(X).

Voorbeelden:
1

¢([0,1]), met £, == tf]f(t)ldt, is een genormeerde vectorruimte.
§ .

c([0,1]), met {fll_ := sup{|£(x)] | x € [0,1]} 1is een genormeerde vector-

ruinte.
Stelling: In een genormeerde lineaire ruimte R is || | een uniform continue
functie.
Bewijs: Voor alle f € R is | || continu in f, want

If-gll <e= |ifh-lgl] <€ . w
Banschruimte

Een genormeerde lineaire ruimte R heet een Banachruimte (B-ruimte)

wanneer R, als metrische ruimte, wvolledig is.

RE en Cm zijn volledig; met behulp dearvan kan men bewijzen:

n
Stelling: R, voorzien van de norm | I, « bell, = \f z ]f(i)]2 , is een
i=t

Baruimte.
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. 1.7.2, Stelling: Voor iedere niet-lege verzameling X is B(X) met sls norm

Il 2 gl == sup{|£(x)| | x€ X} een B-ruinte.
Bewijs: (In het bewijs schrijven we | il i.p.ve Il Il ). B(X) is een genor-

meerde lineaire ruimte (1.6.4).

Zij {fn}n(:'. i éen fundementsalrij in B(X)s dat wil zeggen

v g My -fll <e . (1)

£E> N€Nt vn>N m>

Dearuit volgt

VB>0 3'I\TENt vn>N vm>N vxEX Ifn(x)-fm(x)l <€.

| Dus: voor alle x € X is de rij {fn(x)}nENt een fundsmentaalrij in Cm. Aange-
zien Cm volledig is heeft de rij {f (x)} ¢ voor slle x € X cen limiet;

55 definieer f(x) := lim £ _(x), x € X. We tonen mu achtereenvolgens aan:
=00

i i) £ € B{X) ;

ii)  lim £ -fl=0.

n-oDO

Uit (1) volgt, voor e=1, N z6 dat V¥ lg, -£ 1l <1 en n=N+1

n>N m>N

' If - £ | <1

m> N N+t

zodat, wegens [If_ll < If -fy I+ leg, 0,

N+t

wr
g

o he < 1leg,

en dus lf (x)l < 14+ "fNM I

xEX m>N

f(x)| = 1+10g,,0 3

en Vx€x ] N+t

hieruit volgt f € B(X) en Ifll s 1+[f, I .

N+1

Zij mu & > 0, en N z6 dat V llfn-fmﬂ < g ; dan geldt

n>N Vm>N

E




- 11 -

vn>N Vm>N VxEX lfn(x)"fm(x)l <E,
Vn>N vxEX |fn(x)—f(x)| =€,

Limlg_-£ll = 0 . | | O

I =0

147.3. Opmerking: Convergentie in de norm | | is in B(X) hetzelfde als uniforme

convergentie

1.7.4. Stelling: Zij X een topologische ruimte en C{X) voorzien van de norm | I, 3

dan is C(X) een B-ruinte.

Bewijs: C(X) is een lineaire deelruimte van B(X), (1.6.6). C(X) is gesloten
in B{X): als {fn}nENt een Tij is in C(X) die convergeert naar f, dan is f
continu (wegens het uniforme karskier van de convergentie), Op grond van

stelling 1,5.1 is C(X) dus een B-ruimte. O

1.8, Inwendig-productruimte

Een linesire ruimte R heet inwendig-producmimté (IP-ruinte ) indien
een afbeelding

(y,) ¢+t RXxR=Cn
is gedefinieerd die voldoet aan de volgende voorwasarden {f,g,h € R, A € Cm):

is (f +g,h) = (f,h) + (gyh)
iit (AMf,g) = AMf,8)
iiit (f,g) = Q_f)

ivi f o= (£,£)>0.
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1.8.2,
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Voorbeelden
In R® 2zij voor a := (oc1 ,...,an) en p = ([31 ,...,Bn),
n —
(GJB) i= .E diﬁi .
i=1
In C([0,1]) kiest men een element r waarvoor Ve (0,1) r(x) > O en defi-
nieert
1
(t,8) == [£(e)glolr(o)as .
0
Stelling: Zij R een IP-ruimte; dan

vi (af +8g,h) = a(£f,h) + B(g,n)
vis (f,ag +Bn) = a(f,g) + B(f,h)
viis (o,f) = O

viii: | (£,8)]® < (£,£)(g,8) .

Bewijs: v en vi volgen direct uit i en ii; (o,f) = (0f,f) = O(f,f) = 0, dus
ook vii geldt; viii geldt als f=uo0.
Zijomu A€ Cm, p€Cm, fER, g€ER, en £ # o; dan is (Af +pg,Af +pg) = O

Op grond van iv en vii. Met behulp ven de zojuist afgeleide regels v en vi

volgt nu
M(£,2) + 2 (fe) +Xulet) +uple,e)=> 0.
Stel A := (f,f), B := (f,8) en C 1= (g,g) dan is A> 0, C= O en
2 - 2
AlM® + 2Re(ApB)+ Clu|® > 0
voor alle A € Cn en alle p € Cm; in het bijzonder is voor A = B en B = -A
AlB[? - 2B% +4%c= 0
en wegens A ¥ O volgt hieruit

|B|? < acC . O
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U(f,f), een

norm. (Deze norm heet de IP-norm; als we in een IP-ruimte over een norm

1.8.3, Stelling: In een IP-ruimte R is || ||, gedefinieerd door |f|

spreken, wordt (tenzij uitdrukkelijk anders vermeld) deze norm bedoeld, )

Bewijs: Door verificatie van de in 1.6 genoemde voorwaarden; dit is voor
1e6.1i en 1.6.ii zeer eenvoudig en we bewijzen alleen 1.6.iiit

Uit het bewijs van stelling 1.8.2 nemen we de uitdrukking
(A-f +RgyAL +Hg) = KX(f,f) + ?‘E(f!g) + X-p (g!f) + Pﬁ-(g,s)

en substitueren A g = 1z

it +al® = I£l? + 2Re(f,g) + lgl® < I£i® + 2| (£,8)| + lal® <

i

i
p
v
b

< |I£1® + 2iglligl + llgl® , volgens 1.8.2.viii.
Co gl s gl + gl . G

Men kan dus iedere IP-ruimte als een genormeerde lineaire ruimte opvatten.

1.8.4, Stelling: In een IP-ruimte is ( , ) een continue functie.
Bewijs: Voor ieder paar f,g is ( , ) contimu in het punt 'f,g” € Rx R
| (£ +h,g+k) - (£,8)| = [(£,k)+(h,&) + (n,k)| <

< (£llkll + fnllgl + Iinkikl .

Zij e > 0; neem 1 := m:m{ T+ lais1 "’ 1} s dan is (vergelijk bewijs 1.6.2)

voor ||hfl <7 en kil <7

| (£ +h,g+k) = (£,8)] <nflieh +lgl} +n° <¢ . 0

1.8,5. Gevolg: Als f = lim fn en g = lim 8, dan is

n-—+mo n--oo

(f,g) = lim (fn,gn) en {fll = lim ”fn“ .

n-bm n—.w

Vergelijk ook 1.6.8.
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1;9.

1.901o

1.9.2‘

Hilbertruimte

Een IP-ruimte R heet Hilbertruimte (H-ruimte) indien ze met als norm de

-1 -

IP-norm een B-ruimte is.

Voorbeeld: R" is een H-ruimte; volgens 1.8.1 is R* een IP-ruimte; de IP-

norm is

£l =V (£,f =\[z £(1)£(1) =\/§11 le(0®
i=1 i

i =1

en met deze norm is R- volgens 1.7.1 een B-ruimte.

Voorbeeld: Niet

iedere IP-ruimte is een H-ruimte.
1

Bewijs: Beschouw C([0,1}) met (£,g) := ff(t)g(t)dt, dan is (vergelijk

0

1.8.1) ¢([0,1]) een IP-ruimte, waarin de IP-norm is:

! %
lell = (flf(t)]zdt>
0

Beachouw de rij {fn}nENt die wordt gedefinieerd door

Ost=<3 : fn(t)

ol
M
<t
I

-
+

W

zodat

n€Nt

1;6:(1

-1
t—<t <
2

[}
—

£(t)=1+2"" - 2%,

]

-

£,(¢)

[/
O
-

£ € c([o,1])

-

tE[O,-%] lim fn(t) =1 3

n-—oo

O L)

]llm f(t)

n —+eo

{fn}n is een fundamentaalrij (stelm #n):
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1 27l™
]lfn-fm[]2 = f{fn(t)-fm(t)}zdt = f {fn(t)-fm(t)}zdt <2,
9] 2-1

Als er een f ¢ C([0,1]) bestaat zo dat ||f - an + 0 {n » ), dan geldt voor
§'< a < 1
1

j HOR fn(t)lzdt sif - fnn2 +0 alsn~+e, (%)

a
Voor n voldoende groot geldt fn(t) =0 als a < t < 1, zodat blijkbaar

1
J lf(t)lzdt =0,
a
Maar dat betekent f(t) = 0 als a < t < 1, en dus f(t) =0 als } <t <1,
Op analoge wijze vinden we f(t) = 1 als 0 s t < {,

Dus f is zeker niet continu in t = : tegenspraak. a

1
, . 2 2 P
1.9.3. Stelling: In C([0,1]) is f]f(t)| dt < [If | , met andere woorden: bij het
0

1
gebruikelijke inproduct (f,g) = ‘f}(t)EZ;Sdt voor C([0,1}) is |Iff < £l .
0
1 1
Bewijs: f’f(t)lzdt < fﬂfﬂidt = []fll: . m|
0 0
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Nt

1.9.4. Voorbeeld: Zij R := {f € Cm | 3 v f(m) = 0} .

neElNt m>n

2ij (5,8) 1= & £(1)ed) .

Overeenkomstig de conventie schrijven we de functiewaarden hier met een in-
oQ
dex: ¢« € R dan « = (ai,az,...,an,0,0,...) en (a,B) = iiaiﬁi .

R is een IP-ruimte, maar R is niet een H-ruimte.
Bewijs: R is een deelverzemeling van CmNt, en een lineaire deelruimte omdat

met ¢ €ER, BERen A € Cm ook a+B € B en Ax € R; R is dus een vectorruimte.

Aan de voorwaarden voor ( , ) is triviaal voldaan; dus is R een IP-ruimte.

met a(n) ,,,(l d 4 _1..,0,0,...);

Beschouw de rij {“(n)} ) Ty eeey
2’ 22" o2 o

ne Nt

voor n > m is

ol ol o (PR s P <2,
i=m+t\2

zodat {a(n)}neNt een fundementaalrij is.
Voor iedere o 3= (c:1,az,aa,...,ap,O,O,O,...) uit R geldt evenwel
o0 o
lia(n)—a[|2 = I [a:gn)-ai]z > 3 ja.(n)-a 12

1= i=p+1 3

en voor n > p staat hier

(n) 2 o2 -2p =1 n—ﬁ ~2Dp=2
™ el > = () -2 @ T = 2P L o
i=pH N2
oo 5 o0 —
1.9.5, Voorbeeld: Zij £° i= {a € Cm' b | = |ai| <} anin 42 ; (a,B) 2= Z @B, .
i=1 i=1

£2% is een H-ruimte.
Bewi st

i. 4% is een lineaire ruimte, want als @ € £2 en BE £2 dan

n n n
¢ B la, +8. 1% 2 (Ja.| +|p.| )P <25 |a,]? +22 {p|?
i= T i ol =18l i=1l i i=1I i
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L. . 2
wegens de bekende ongelijkheid VEER,C VbER,C 2ab < a2 +b 3 nu
n oo =) o
2 2 2 . 2
v Ela, +B.]°< 2 e |® + 2 |8, . ja, +6,]° <
ne€ Nt jmg T 3 jo1 * jeuq 1 jo T+ 1

evenzo, met A € Cm

|2

U P L L P L L
) 0= ) i aolay
1=1 i=1

nE Nt =

dus ook

o0
B e, |? <,
img 7

Dit wil zeggen:

[a€ £, BE L en A€ Cn)] = [a+B € £° en ax € £7] .

ii. Uit laiEil - laiHBil s%(laikz-i-milz) volgt dat voor a € 42 en

[ ]
B € £2 de reeks aiﬂi absoluut convergeert; ( , ) is dus een afbeelding
i=1

van £° x £2 in Cm.
(4 ) is een inproduct, hetgeen door verificatie van de vereiste eigenschap-

pen blijkt; 2o is bijvoorbeeld

oo oo o — oo —
(x +8,Y) = ‘I: (ai +Bi)Ti = '}:‘. (ai7i+|3iyi) = 'E @Y, + .E BiYi
1i=1 i=1 im1 i=1

omdat beide laststgenocemde reeksen convergeren, zodat

(@ +B,v) = (a,y) + (B,Y) ;5 enzovoorts.

Ma ( , ) een inproduct blijkt te zijn is ook de IP-norm in .62 bekend:

fali = Iaril2
1

(=2
i B

iii. Tenslotte moeten we nog aantonen dat £2 in de IP-norm volledig isj zij

{“(n)}nem; een fundamentaalrij in £°;
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v 1™ @y <6,

Ve 0 3N€ Nt Vn>N m>N

equivalent met

S m) (@2 _ 2
Ve>o nENt 'n>N 'n>w iii“i -] < ()

zodat

o™ - <

Vs‘;»o ElNEZN’G vn:;-N Vm:-N i € Nt

hetgeen vitdrukt dat voor alle i € Nt {aj(_n)} een fundamentaalrij in Cm

n€ Nt

is; 2zij de limiet van deze rij &, : @; 3= lim a( ), en zij o 1= (a1,a2,a3,...).

n--oo

o is zeker een element van CmNt; maar ock o € 32, want uit (1) volgt

k
(n) (m)2 _ 2
>0 3NEZ Nt Vn>N Vm>N vke Nt i§=1 lm:i. =%y I <&

en in deze eindige som volgt door limietovergeng (m - o)

X
(n) 2 2
Ves>o Fnem "n>n Ykem ii‘“i -a]” <e

en door limietovergang (k -» )

(n) 2 2
Ve>o0 Inem Tn>w .§1| —ay|t e

dus

Ves>o e nt Yn>N [“( RPN ““(n)-aﬂ <egj -

omaat «™) € 22 ism « = d(n) - (a(n)-a) € £%; de fundamentsalrij

{a(n)}nENt convergeert dus naar het element o van £2. O

De ruimte 22 steat model voor een grote klasse van hilbertruimten, na-
melijk die van alle oneindig dimensionale separabele hilbertruimten, wasrvan
een gedetailleerde bespreking nog volgt (zie § 2.2).

Een ander belangrijk voorbeeld van hilbertruimten is de ruimte I?(X)
der kwadratisch integreerbare functies op een o-finiete maatruimte (X,m,p);

voor nadere bijzonderheden hierover zij verwezen naar de literatuur ([RN]; [Z])-
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2. Algemene eigenscimppen van IP-ruimten

2.1,

2'1.1.

2,1.2.

In dit hoofdstuk is R een IP~ruimte (tenzij uitdrukkelijk anders ver-

meld); || || betekent IP-norm.

Orthonormalisering

Len deelverzameling Q van R heet een orthonormaalsysteem van R indien

geldt
i, VqEQ llall =1
ii. Yeca V.ca [a#r= (qr) =0].

Indien Q een aftelbare verzameling is kummen we deze voorwaarden beschrijven

met behulp van het Kroneckergymbool

5t ¥ 5 =1, V

nm n€Nt “nn nemr ‘meNt\ {n} Om

zodat {q } oy en orthonormaalsysteem is indien

it+iits Voo Voews (99) =8,

Vogrbeeld: In &2 is Q(lz) i= {q(p) € 22 l p €N & vjE Nt qu) = bJ'P} een
orthonormaalsysteem, masr niet het enige.

Als B een willekeurige lineaire ruimte is en S5 c R dan verstaan we on-

der het opspansel L(S) van S de verzameling van alle eindige lineaire combi-

naties van de elementen van S:

n
Nt n £= 2 osy}

LS} :={f €R | 3 3 3
né aER (11,...,an)€Sn i=1

waarbij we s™ gebruiken als notatie voor het Cartesische product van n fac-

toren S.

Stelling: L(S) is een lineaire deelruimte van Ren S ¢ L(S); S = L(8) dan

en slechts dan als S een lineaire deelruimte van R is.
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Bewijs: Zij £ € L(S) en g € L(S) dan zijn er a RETPL AP 51,...,ﬁm in Cm en

1

s1,...,sn, t1""’tm in 8 26 dat
n m
f= 121 «.;8, en g= 321 ﬁjtJ 5
dan is
n m
f+g = i).:—.1 a8, + ji; Bjtj € L(s) .

Men verifieert evenzo dat, met A € Cm, Af € L(S). L(S) is dus een lineaire
deelruimte van R.

Als f €S is f=1,f met 1 € Cmen £ € 8; dus S ¢ L(8).

Als L{S) = S is 5 blijkbaar ecen lineaire deelruimte.

Als S een lineaire deelruimte is, is L(S) ¢ S zodat dan L(S) = 3. O

Een orthonormsalsysteem Q wvan R heet totaal indien L(&) in R dicht

ligte m = R,

Stelling: In R? is ieder orthonormaalsysteem Q met n elementen totaal.

Bewi,is-' ZlJ Q= {q(l)}i=1y-.-!n :

n .
Uit o= I aiq(l) volgt
i=1

0= (@) = (3 aa®),a0))-

j= e eeqgll .
J=1, s i=1

y

n . . n
-z “i(q(l),q(‘])) = I abd 6 =a,
i= izt W

met andere woorden: Q is een onafhankelijk stelsel vectoren.
In WSK I is bewezen dat een onafhankelijk stelsel van n vectoren een basis

. n
is voor R:

R = 1(Q) = 1(@) . °

Stelling: In £° is Q(£2) totaal (zie 2.1.1).
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-]

2 2 .
Bewijs: %ij @ € £2 en & > O; bepaal N z§ dat L lui| < €, dan is
i=l#+1
N . N .
flo - Z diq(l)ﬂz <e? en |a- 3 aiq(l)l] <E ,
i=1 i=1

. o€ L(]).

Dus Q(4%)is totaal. o
2.1.5. Voorbeeld: In £% is Q 1= Q(#%) \ {q(i)} niet totaal.
Bewiis: Yyeyy Vne,...,N V(az,...,aN)ERN"1 "‘1(1)'121 “iq(i)ua =
=1+|g|ai12>1, RIS STCY s
i=2
Zij Cp 4, t= {f € c([0,1]) ] £(0) = £(1)} .

(Merk op dat de elementen van Cmod 1 periodiek met periode 1 kunnen worden

voortgezet tot continue functies op RE; zo'n periodieke voortzetting van een

f€C, 4, geven we gemakshalve met dezelfde letter f aan. )
1
Voor f€C ., eng€C ., oz (f,g) 3= ff(t)g(t)dt.
o

Zij q(n)(t) = 2TRE Goor alle n € Gh, en Q = {q(n)}ne(}h'

2.7.6. Stelling: Cmod 5 is een IP-ruimte en @ is een totaal orthonormealsysteem in

cmod 1

Bewijs: C__. , is een lineaire deelruimte van c({o,1]) (dat kan men gemak-

xelijk zelf verifiéren) en C([0,1]) is bij het aangegeven product ( , ) een

IP-ruimte (zie 1.8.1 en 1.9.2), zodat Coog | 00k een IP-ruimte is.
1 — 1
Wegens ‘fﬁ(k)(t)q(a)(t)dt = ‘IQZ“lt(k_j)dt = 6kj is @ een orthonormaal-
0 0

systeem.
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Beschouw de voor alle x € R{ gedefinieerde met periode 1 periodieke functies

T, (n € Nt) gedefinieerd door

m ( ) . 221’1 n!z 1+ cos 2rtx>n
o\ X/ = T )t 2

waarvoor het volgende geldt

1
o€t f’l‘n(x)dx = lan(x)d.x =
0

2

1]

T1(x) =1+cos 2nx, T, is even;

1

Yhews Tul*) = %{Tiéan

op [0,%] is T, monotoon dalend; voor iedere d € (0,%) geldt

7, 8)

a := m > 1
en bijgevolg

b
v [T, is even, op [0y%4] monotoon dalend en Tn(E) = anTn(ﬁ)] .

n € Nt
Met behulp van deze betrekkingen bewijzen we eerst dat
Tn(x) ~+ o{x) (n ~ ) uniform voor b < |x| €% ,

want uit

o)
8 X > .
n,
1= an(x)dx > Tn(x)dx = 2 an(x)dx? 2f Tn(2)d.x = da 'I'n(b)
g &b 0
volgt voor & = |x| <3
1
Vien 05 T,(x) <T (8) < _——b ik (1)
Vexrvolgens bewijzen we
1
y i)
fe cmodm lim an(x) {£(x+y)-£(y) }dx = O uniform voor y € R& .

Il —+o2 -'%_
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7ij daartoe € > O en £y, = sup{lf(x)i | x € RE}. f is continu op R4,

uniform continu op een periode, en wegens de periodiciteit ook uniform con-

tinu op RE.

Bepaal mu & € (0,%) 26 dat

Iu—v[ < § = [f(u) —f(v)| <%

en op grond van (1) N € Nt z6 dat

£
Yaox Vxe [5,4] T < -

Dan is voor n = N en y € RY

% 3
| [z G {e(x+y) -£()}ax] < fﬂg—u;zufu“a“ £,
8
? s
evenzo | f | <i~
en 5 5
| [ fetery) - s@axl < [5G0 eGery) - 2)lax
- -0
o
sg— an(x)dx <§ ,
-3
zodat %
ton Yy | [T eGery)-2()ax| <e
of '22"
lim JTn(x){f(x +y) -£(y)}dx = 0 uniform op RE .

Dit is weer equivalent met

1
)

lim an(x)f(x +y)dx = £f(y) wuniform op RE ,

n-—bw 1

-2




en met s
2

tN(y) r= ITN(x)f(x +y)dx

ik
-2

is bij de £ van zojuist

g Ity =l < - (2)
: Nu is oy 3
- )= [ s [na-y)i(ae
X )
: g ~
[I dat
i €n omaa 2N - 2 N
TN(z-y) = ST {1 +cos 2n(z-y)} =
2N N1)2 ;. 2ni(z-y) , 1 2mi(y-zhN
= N L {1 + ge _ + e } =
N .
=: I Q’k(z)eznlky
k=-N
is X +
2nik
s (y) = 5 o2k kamf(z)dz
kel 2
-2

i hetgeen aantoont dat ty € L{Q) .

In verband met 1.9.3 volgt uit (2)

Ity-fll <e of £€ LQ) ;
hiermee is aangetoond dat @ totaal is. O

Een vector f € R heet orthogonasl met (of: staat loodrecht op) de deel-

verzameling S van R indien

vges (f’g) = 0 hd

Als 5 een lineaire deelruimte van R is en h € S, heet h gen projectie van

f €R op S indien f-h loodrecht op S staat,
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Het is direct in te zien dat er ten hoogste &€én projectie van f op S

bestaat: zijn h1 en h2 projecties van £ op S dan is
h,-h, €S,

hy~h, = (f=h,) - (f-h)

en (h1-h2,h1—h2) = (f-hz,h1-h2) - (f-h1,h1-h2) =0,

zodat h1 - h2 = .

Stelling: Als Q := {q1,q2,...,qn} een orthonormealsysteem is in R, en

n
f €R dan is Z (f,qi)qi de projectie van f op L(Q).

i=1
n
Bewijs: z (f,ql)ql € L(Q) en wegens
i=1
n n
Vj-1 yeeoyTl (f - i§1 (f’qi)qi:Q.j> = (f’qj) - iil (f!qi)(qi’QJ) =0
n n
is £~ I (f,qi)q._.L orthogonaal met L(Q) zodat = (f,qi)qi een projectie
i=1 i=1
is van f op L(Q). =

Stelling: Als F := {fn}nENt een onafhankelijk stelsel vectoren in R is,

dan bestaat er een orthonormsalsysteem Q = {q'n}nel\lt in R 26 dat
L(Q) = L(F).

s . -t .
Bewije: f # o, zij q = I I7 £ , h := £, - (fa,q1 )q1 3 dan is b # o3
ziJ q, = ﬂh2 ﬂ"1 -h2 3 nu is direct te verifi&ren dat {q1,q2} een orthonor-

maal stelsel ié en dat
L{q,»9,}) = L({f,,£,}) .
Zij nu

2
h3 i= f3 - ii1 (f3 ’qi)qi ’

: s . -1
dan is h, # o zij q, 3 ]Ih3[J *h,;




- 26 =

dan is {q ,9,,9,} een orthonormaal stelsel en
L({q1 ,q25q3}) = L({f1 ’f2 sf3}) .

Stel dat het gelukt is om een stelsel {q1,...,qn} te construeren met de

eigenschappen
Aln) '[q1 yeo ,q_n} is orthonormasl

B(n) : L{{a,,...rq }) = L({f1,...,fn}) .
Neem

n
By = fa - ifn (Fpaqr93dey -
Wegens B(n) is
n
ii(fnﬂ,qi)qi € L({f ;.00 })

zodat h . £ o.

. -1 . .
Zij Uppy 3= }lhn_H]f 'hn+1 dan is (j = 1,¢..,n)

(2yyras) = I 17 (0, y0.) =
J 3

n
- Ilh:n+1 ll“'1{(“"n+1’qj) = i§1(fn+1’qi)(qi’q,j)}

-1
- th+1 I {(fn-'l-‘l’qj) - (fn+1yclj)} =0
en

(qn+1’qn+1) = llhn+1 = (hn+1’hn+1) =1,

zodat A(n +1) geldt.

Uit de definities van h 4q 0 Q.. Volgt in verbend met B(n) zowel

., €LHE et ) als £ €L({a,s0era,,}) .

Door volledige inductie is zo het stelsel Q := {q'n}nENt gedefinieerd; Q

is op grond van het voorgaande orthonormsal en
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L(g) = 171 L({q1,...,qn}) = : L({f1,...,fn}) = L(F) . i
n= n=1

2.1.9. Opmerkingen: Als F' := {f } .. een deelverzameling is van R ken men ¥
door uitdunning over laten gaan in een onafhankelijk stelsel F ¢ rtos
Neem in de ri} f1 ’fz"“ de eerste vector die ;é o is en noem die f;; neen
vervolgens de eerstvolgende die niet tot L(f;) behoort, 15 neem vervolgens
de eerste die niet tot L({f;,f;}) behoort, fl; enz. Als dit proces niet na
eindig veel stappen eindigt ontstast de situatie van stelling 2.1.8; als het
proces na eindig veel stappen eindigt ontstaat een eindig onafhankeli jk
stelsel F ¢ F'; in beide gevallen is L(F) = L(F').
Het orthonormalisatieprocédé van stelling 2.1.8 is natuurlijk ook op eindige

stelsels F van toepassing.
1
2.1.10, Voorbeeld: In C([0,1]) met inproduct (f,g) := ff(t)?t)dt vormen de
0
functies f (n € N U {0}) met fn(t) := t* een onafhankelijk stelsel. Door

orthonormalisatie ontstaan hieruit de polynomen:

q (8) = 13
| 1
h (t) (in de terminologie van 2,1.8) = £ (t) - fi‘1 (t)qo(t)dt =
’ )
=tw |[tdt =t=F,
J
zodat 1
I, = [(4-3)%t = g5 en g (8) = 2(3(~2) 5
0 .
1 | 1
hz(t) = t2 - ftzdt - Z\fs(t-%)fzﬁ(t-%)tzdt =
0 0
R SR O § .

3
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1 1 1
”hzuz - f(ta 't""'é) dt = 355 en qz(t) = 6(5(t% =t +'6-) 3
0]

op analoge wijze vinden we

3 3.2 .2 1 2 ..
h3(t) = t - 2 t + 5 t - 20 H ”h3“ 2800 ’
- 3 3,.2,3.. 1.
qs(t) 20Y7(+3 - Zt +2 t 20) ; enzovoorts.

2.1.11, Stelling: Opdat de deelverzameling F 1= {fi,fa,...,fn} van de ruimte R

afhankelijk is, is nodig en voldoende dat

(£,,£,)
(£,,£,)

(£08,)

(£, ;)
(¢, 8,)

(£,02,)

« e e (f1,fn)
« . . (fz,fn)

. 2o
o o e (fn,fn)

(deze determinant staat bekend als de determinant van Gram.)

Biwijsz Als F afhankelijk is, is er een (a1,...,an) € R™\ {0} 26 dat

.E difi
1=

overige kan worden uitgedrukts

6ram, w, geldt dan

(85,8,)

(£,,5,)

(£01,)

= o en is er één element van F, bijvoorbeeld f1, dat lineair in de

n
f = & B.f. .Voor de determinant van
1 jwa 11

(fi’fz) . e (fi’fn)
(£,05,)  « o o (f,,5)

. . o
(£pf,) o o (£,,£,)
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Omgekeerd: als w = 0, zijn de rijvectorsn in w afhankelijk, er bestaat een

(a1,...,an) € B*\ {0} zo dat

n
z ai(fi,fk) a 0

v
k=1,...,n jouq

n
Yk=1ye..n (if1 “ifi’fk> =03

hieruit volgt

of

en F is afhankeli jk. O

Iedere niet triviale IP-ruimte bezit orthonormasl-systemen, dit volgt

uit stelling 2.1.8.

2.1.12, Stelling: Opdat de (IP-)ruimte R een hoogstens aftelbaar totaal orthonor-

maalsysteem bevat is nodig en voldoende dat R separasbel is,

in R met {f } R

Bewijs: Als R separabel is, is er een rij {fn}nENt aineEnt

zodat zeker goldt L({£ ] o) = R.

Door uitdunnen en orthonormaliseren van de rij {fn}n € Nt ontstaat het eindige
of aftelbare orthonormaalsysteem Q met -I-.@ = R,

Is, omgekeerd, Q een eindig of aftelbaar totaal orthonormaslsysteem in R,

dan is de verzameling L(Q) van rationale eindige lineaire combinaties van
elementen van Q een aftelbare verzameling (rationasl betekent hier: met be-
hulp ven complexe getallen waarvan zowel het redle als het imagineire deel
rationaal zijn).

2ij f € R en e > 0; omdat Q totaal ie, is er een eindig aantal elementen

n
t.]_‘,,...,qn € Q en een (¢1,...,an) € B zo dat |[|f - jE‘ “jqi" <:-ez-.
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Bepaal rationale getallen Bj en vy (3 = 1,00eyn) 28 dat

Viet,oouun LIBs=Be a5l <08 [vy-Tnay| < £

dan is
z 5 ( ) nl .l <%
| 2 e« - & (Bi+iviells 2 |a.-B,-dv.jla:l <% -
P b B k- M Pt B B
Dus ‘
n
- I iyl .
I£- & (py+ivglagl <e,
J=1
m.a.¥. L{Q) = R en R is separabel. O

Stelling: Als de vectoren f1 ,...,fn onderling orthogonaal zijn, geldi

o 2 a 2
12 £0% = 2 el
J=1 J=1

(stelling van Pythagoras).

n 2 n n n n
Bewijs: || & fj[] =(z f., = f)= T = (f.,fk)=-
j 1

=1 =t ¥ k= jaq ket 9
n n 2
= I (fj,fj)= I.‘.Ili‘jil . _ |
51 j=1

Stelling: Als {qn}nENt een orthonormeal stelsel is in R geldt voor iedere

f € R:

2 |(£,0.)]% = Igy?
jet J

(ongelijkheid van Bessel).
Bewijs: Voor n € Nt is volgens 2.1.7 en 2.1.13

I£1? = If - 3 (£,9.)q.12 +u§(f Ya, 2
smq 78379 Jor 195793

n n
. 2
=| 2 (f,qj)qjﬂ = I I(f,q.)I2 ,
3=1 J=y J‘
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dus

[+ ]
2 (g0 < I£1? . oo
=t 9

Men noemt de getallen (f,qj) de Fouriercoéffici&nten van f ten opzichte

van het orthonormaslsysteenm Q.

2.1.15, Stelling: Als {q1,...,q_n} een (eindig) orthonormaalsysteem is in R den
geldt voor iedere f € R

n n
Y f-2z g. = j|f=- 2
I£- 2 aja @ lg-

(f,0)a.l
(Cl1 PR ’an) € Rn 3“1 J=1 J J

waarbij gelijkheid Optreedt juist dan als uj = (f,qj) (1 £ 3 <n).

n n n
Bewiis: - £ «.q.=lf- 2 (f,a.)q.| + T [f,q.)-2.]q.
Bewijs: f =z @49 [i‘ j==1( ,qa)qa] j=1[ ,qJ) J] q

de tweede term is een element van L( {q1,...,qn}), de eerste staat loodrecht

daarop; dus

n 2 a 2

n
If - = achju2 - |if -
j . J=1 J=1

J=1

n
> |f- 2 (f,a.)a.0% . QO
1 1 J J
JH
2.1.16. Stelling: Als {q } .y, een toteal orthonormsalsysteem is in R dan geldt

voor jedere f € R

=]

f= 3 (f,q.)q, »

Bewijs: Zij e > 0 dan is er een m € Nt en een (a1,...,am) € B" zo dat

m
If- & a4l <€,
PRPE i

want {q } oy, i8 totasl.

Voor n > m geldt met (& ,...,8,0,...,0) € R® dat ook
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n n
[f- 2 @q.- % Oua:li<e,
J=1 JJ J=m+ J
met andere woorden
v lf - 8 @, Il <¢ .
n>n (a1,...,a yER® j=1

Op grond van 2,1.15 geldt nu ook

n
If- Z (f.qj)qa.ll <e

n>m =t
zodat
[« <]
Z (fyq.lg. =¢f . |
j=1( ,qa)qJ

Stelling: In de (IP-)ruimte R met het orthonormaalsysteem {qn}nENt zijn de

volgende voorwsarden equivalent:

it {q'n}nENt is totaal

o0

iis Voo f= kE1 (f,qk)qk

oo
LR 2
Bl Veep II° = B [(2,q,)]

&0
ive Vpep Vocp (£,8) = 2 (£,9,)(ay,8) -

Bewijs:

i=ii: zie 2,1,16.
n
ii=sdis v 3 ]If—kf1(f,qk)qku <e.,

ii ¢ iii: Volgens 2.1.13, toegepast op de vectoren (f,q1)q1,...,(f,qn)qn,

n
£ - >1: (f,9)q, is
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n
If - =

n
(£,9,)q001% = I£4? - = |(£,q. 0|2 -
k=g k™K k=1 k

iv = ijii: Substitueer g 1= f.

iii = iv: Neem o € Cm en pas iii.toe op f+ag en f ~ag,

o ————
(£ +ag,f +ag) = = (f +ag,q )(f +ag,q,)
k=1

oo -
(f-ag,f-ag) = X (f“aquk)(f‘aquk) y

-y

waarnit door aftrekken ontstaat

2Re[a(f,8)] = 2 2Re[a(f,q,)(q,,8)]

=1

wofe 51) - 3 (fig (6] = 0

k=1

voor alle ¢ € Cm, dus

(f,g) = ki'l (fqu)(qk’g) . -

De implicaties i = iii en i = iv worden ieder wel de stelling van

Parseval genoemd.

Stelling: Een totaal orthonormaalsysteem is een meximasl orthonormasle

systeem,

Bewijs: 2ij Q een totaal orthonormaslsysteem, en zij p € R, flpll =1, p L Q.
Daar Q toteal is, is er een r € L(Q) ret flp-rll < 1. Aangezien p L r, geldt
(st. 2.1.13) lpl® + lch? = lip-rl?, due lp=-xll = 1. Uit de tegenspraak volgt

dat Q niet kan worden uitgebreid. 0

Ander bewijs (met 2.1.17, i = {ii): p =7 (p’qk)qk =) 0.q = 0.
1 1




R .

2,1.19,

2¢ 2.

Stelling: Als {qn}ne:Nt een orthonormsalsysteem is in een H~ruimte R en
oo
- . 2 .
als {Tk}kEZNt een rij complexe getallen is met k§1lyk| <o , dan is er een

f € R zé dat
eew T = (Frg) em £ k§1 Vi
(stelling van Riesz-Fischer).

qu. (n € Nt) dan is (met L > n) wegens

Bewijs: Zij fn t= 3

M

J=1

m
I, w12 = = |vgl®
non J=n#+ J

{fuhn e ny een fundamentealrij; zij f = lim £ . M geldt met n >k

I —eo0

(f,qk) = (f"fn:qk) + (fn’qk) = (f"fnsqk) + T

zodat
[(£ha) -1 | s (e~g 00 < lle-£ 01,
= O
dus (f,9.) = v (k€ Nt).
Separabele hilbertruimbten

De separabele B-ruimbten zijn volgens stelling 2.1.12 juist die ﬁ-ruimm
ten die een hoogstens aftelbasr totaal orthonormaslsysteem bevatten. Wij
geven ze aan met SH-ruimten. Gemaekshalve zullen we in het vervolg (tenzij
uit de tekst het tegendeel blijkt) steeds onderstellen dat we te maken hebe
ben met SE-ruimten met een aftelbaar totaal orthonormaaslsysteem., Om de ge=-
vallen met een eindig totaal orthonormaanlsysteem te behandelen zijn door-
gaans slechts kleine en niet-wezenlijke wijzigingen nodig.

In bijna alle volgende hoofdstukken zullen eerst (t.o.v. SH-ruimten)
algemenere begrippen worden gedefinieerd en algemenere stellingen worden be-
wezen, die dan in een afzonderlijke paragrasef op SH-ruimten worden toege-
pest. Ook hier bespreken we nog enige consequenties van het voorgaande voor

SHeruimten; zij R dus een SHeruimte.
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1 Stelling: Als R geen eindige dimensie heeft, is R isomorf en isometrisch

met 22.

Bewijs: Zij {qn}ne Nt @en toteal orthonormaelsysteem, den defini&ren we de

afbeelding ¢ : R~ CmNt door

Veeq ®(8) = ((£,q,),(£,9,),(f,q,),...) .

oo
Wegens de stelling van Bessel (2,1.14) is & |(f,qj)12 < godat ¢(R) ¢ £2.
J=1

Volgens de stelling van Riesz-Fischer (2.1.19) is ¢(R) = 22. De afbeel-

ding ¢ is ook een—eenduidig, want uit o(f) = 9 (g) volgt achtereenvolgens

VjeNt (£,9;) = 8,4;)
VjENt (f - gsqj) =0,

dus volgens 2.1.16

f-g=90
dus f = g,

¢ is homomorf:

olf+g) = {(F+gyap)l; = {(E09)}5 + {{gya5)}y = 9(2) +o ()
en analeog
plaf) = ap(f) .

¢ is isometrisch:
oo
@(t)ho(e)) = = (f.qj)(e:.qj) = (f,g)
j=
volgens stelling 2,1.17, zodat ook [o(£) = ||f] . ]

Onder een lineaire functionaal van een (willekeurige) vectorruimte R
verstaan we een lineaire afbeelding ven R in Cm; de lineaire functionsal L

heet begrensd indien R genormeerd is en
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o0 Vfr—:R ILCEY| < Mt £

2.2.2. Stelling: Voor de SH-ruimte R geldt:

i) Voor iedere g ¢ R is Lg 1= TfeR (f,g) een begrensde lineaire functionaal.

! ii) Bij iedere begrensde lineaire functionaal L van R is een g € R z8 dat

Yeer LE) = (£,8) .

——— i -

Bewljs:

; i) Lg is een begrensde lineaire functionaal:

Lg(f + h) = (£ + hsg) = (f’g) + (h,g) = Lg(f) + Lg(h) ’

o AWk - -

Lg(uf) = (af,g) = al(f,g) = aLg(f) s
[Lg(f)] = |(E,8)] < NfMNgl ,

alles volgens de hoofdeigenschappen van IP-ruimten (vergelijk 1.8).
ii) Om een kort bewijs te kunnen geven grijpen we even vooruit op stelling

3.1.2a, Zij L een begrensde lineaire functionaal, en
S :={xeR | L(x) =0},

§ is een lineaire deelruimte van R, en S is gesloten: is nl, y ¢ S, dan

L(y) # 0, en voor alle x met lx - yll < |L(y)| /M geldt nu

L(x) - L(y)| < Ly

dus L(x) # 0 dus x ¢ S.

Daar S gesloten is, is S ook volledig. We nemen nu aan dat S # R

(anders is L de nulfunctionaal, en dus L = Yf(f.ﬁj). Dan is er blijkens
stelling 3.1.2a een f ¢ R met f £ S en daarom is er een h € R met h # o,

h L S, Voor elke f is
L{(L(h)f - L{(f)h) = 0

dus L{h)f - L{(f)h 'L h .




{

2.2.3,

- 37 -

Dus
L(h) (£,h) = L{£)(h,h) ,
en dus
L(g) = (£, L) 4
* (h,h) )

. . . L(h)
Hiermee 18 de stelling bewezen, met g ,ny h .
Stelling: Bij ieder eindig of aftelbaar orthonormaalsysteem @ in de SH-ruimte
R is een orthonormaalsysteem P in R zo dat Q U P een totaal orthonormaalsys-

teem 1is.

Bewijs: Zij ¢ : R » R gedefinieerd door

erR p(f) := £ - ] (£,q9)q
qeQ
(ga na dat E (f,4)q ¢ R, zie (2.1.9) en zij'{fn}ne een rij die in R dicht

qeQ
is. Merk op dat ¢(f) L q voor alle q € Q.

Nt

is eveneens een rij in R, die door uitdunnen en orthonormaliseren

{w(fn)}neNt
overgaat in een (eindige of oneindige) rij P = {pl,pz,...}. P en Q zijn dan
orthonormaalsystemen. Doordat elke p € P een lineaire combinatie van eindig
vele w(fn) is, is p L q voor allepe P, q € Q.

Derhalve is P U Q een orthonormaalsysteem.

Tenslotte bewijzen we nog dat P v Q totaal is:

£

5 en vervolgens de eindige

Zij f € R en ¢ > 0; bepaal £ z8 dat If ~ an <

deelverzameling S van Q z8 dat:

s -
e - w(E ) - ) (£l <=5 ;
qesS

met

w(fn) = szij

volgt hieruit



of
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£ - ZjB.p. - ) (fn,q)dl < g

11

feL(PuUuQ.

q<es
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7‘ 3+ Lineaire deelruimten en lineaire functionalen

Een deelverzemeling S van een vectorruimte R heet lineaire deelruimte
indien

g ir S 4¢

ii: S+8 ¢ 3

§ iii: Cm.S ¢ S.

Als R genormeerd is en S bovendien gesloten is in de normtopologie, heet S

i gesloten lineaire deelruimie.
In aansluiting op §§ 1.4 en 1.5 geldt:
Een lineaire deelruimte S van een genormeerde vectorruimte R is dan en

slechts dan gesloten als voor iedere rij {fn}ne Nt in 3 die convergeert in R

geldt dat 1im f_ € S.
n-~es o
Ben lineaire deelruimte S van een B-ruimte R is dan en glechts dan gesloten

als ze volledig is (zie 1.5.1).

3¢1. Lineaire deelruimten in IP-ruimten

Zij R een IP-ruimie; we gebruiken de notatie £ L S voor een f € R en
een S ¢ R indien VgES (f,8) = 03 en evenzo betekent, met S ¢ R en Q ¢ R,

S L Qdat

VfES ngQ (I‘:g) = 0.

Als S c R verstaan we onder het orthogonale complement van S ten opzichte

van R de verzameling

ResS ={fe€R| £1s},

' 3.1.1. Stelling: Voor iedere deelverzameling S van R is R-© S een gesloten line-

aire deelruimte.

Bewijs: o€ R© S, zodat Re 5 £ ¢ is.

Als f,g € R©S en a,f € Cn is
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YV, eg (of +Bgyh) = a(f,h) +B(g,h) = O

godat R © S een lineaire deelruimte is.

Als ¥ f ER€S en = lim T is
nE Nt "n oo n'’

Voes (f,h) = (rllim fn,h> = lim (i‘n,h) =0

-+00 I -~ 00

wegens de continmuiteit van het inproduct; met andere woorden: f € R© S,

Derhalve is R© 5 een gesloten lineaire deelruimte. g

Uit stelling 3.1.1 blijkt dat het begrip orthogonaal complement niet
wederkerig is: als S niet een gesloten lineaire deelrnimte is, geldt zeker
niet S = Ré (Re©5). Als S evenwel een volledige lineaire deelruimte is,
geldt S = R©® (R©S), hetgeen hierna in stelling 3.1.2 zal worden bewe-
zen; eerst wijzen we op een gevolg van stelling 3.1,2: Voor een H-ruimte,
waar immers ieder gesloten deel volledig is, geldt voor iedere gesloten li-
neaire deelruimte S dat S = R© (R© S) en in verband met stelling 3.71.1

tevens dat R S5 weer volledig is.

Stelling: Als S een volledige lineaire deelruimte van R is, geldt

VfERagES fegls.

P

Bewijs: Definieer (bij vaste £ € R) d := inf{[f-gl | g € S} .
Er is een rij {gn}ne Nt inS 26 dat d = limffwg | ; we kiezen € > O en
n-sco

bepalen N z§ dat n> N= |[|[f-g ] <d+e,
én

Op grond van de in alle IP-ruimten geldende betrekking

la+ol® + lla~bl? = 2la]® + 2|b}?
geldt

lg, - & 0? = I(f-g) - (£~g ) = 2lz-g)® +2f-g I +

- let-g - g)l* ,
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zodat, asngezien g +%g €8,

¥ X [Ign-gmﬁz <2(a+e)? + 2(a+e) - 48° = 2e(e +2d) ;

n>N Vm>

dit impliceexrt dat {gn}nE Nt €en fundamentaalrij is in S5, wegens de volle-

digheid van S convergent: er is een g € S met g = lim &,+ Op grond van de
7 &

continuiteit van de norm is ma

£ -el = Linlt-gl =a.

n-—+oo

Vervolgens bewijzen we nog dat £-g LS., Z2ij h € 3, [h} = 1. We ontbinden
f-g=(f-gh)h+f-g- (f-gh)h (*)
en stellen g - (f -g,h)h = g,+ Duidelijk is dat g €S,
Uit 2.1,13 (Pythagoras), toegepast op (*) volgt: Als (f -g,h) # 0, dan is
i£-gll > Ir-egll «
Dit is in strijd met het feit dat 4 = |If - gl infimum was, dus (f-g,h) = O.
]
Voor deelverzamelingen S en Q van R is de som
5+4Q 1= {x+y € R l.xE 3, y€ Q}

al eerder vermeld; indien 5 en Q lineaire deelruimten zijnen S N § = {d},
noemt men S +Q de directe som van S en Q; in dat geval is iedere x € S +Q

op precies één manier te schrijven als x = s +q met 8 € S en g € Q. Indien

5 1 Q noemt men S +Q de orthogonale som van S en Q en schrijft dan gewoonlijk

S @ Q in plaats van 5 +Q; indien S en Q orthogonale lineaire deelruimben
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]

zijn, is S 0 Q@ = {¢}, zodat S ® Q dan ook directe som is.

Stelling: Als S5 een volledige deelruimte is van R is R = § & (r ©5).

Bewijs: Dat R =S + (R ©35) is de inhoud van stelling 3.1.2a; omdat

5 1 R ©5 is de som orthogonaal, en dus een directe som. O

Stelling: Als S en § orthogonale lineaire deelruimten zijn en R =8 & Q, is
5 = R© Q3 in het bijzonder geldt voor een volledige lineaire deelruimte S

ven R: 3 =Re (Res).

Bewijs: Uit 83 L Q volgt S cR©Q; als f € RS Q schrijven we £ = g+h,

& €S5S, h€Q; dan is wegens R Q 1L Q

0 (fsh) = (g+h,h) = (8,h) + (h:h)

il

It

terwijl (h,g) = 0, zodat (h,h) =0, h = gen £ = g€ € 5; hieruit volgen
In het bijzonder geldt voor een volledige lineaire deelruimte S op grond van

3.1.2b dat R = S ® (R ©5) zodat ¢an S = R© (R ©8). O

Opmerkingen:

De resultaten van 3.1.28, b en ¢ kunnen we ook nog anders formuleren.
In verband met de in § 2,1 gegeven definitie van projectie kan men voor
3.1.28 lezen: Jeder element van R heeft een projectie in iedere volledige
lineaire deelruimte.

Voor een volledige lineaire deelruimte S kan men Oop grond van het voore
gaande de afbeelding PS t R =5 defini8ren die aan ieder element f € R zZijn
projectie Fy(f) in S toevoegt.

Dan geldt:

Stelling: PS is een lineaire afbeelding.
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Bewijs: Fg (f) is eenduidig bepaald door te eisen dat

E(f)es, £-B(f) L5 .

Men ziet gemakkelijk in dat a Py (£) + BE, (g) voldoet man de overeenkomstige

eigen ten aanzien van «f + fg, zodat

aPS(i‘) + ﬁPs(g) = Ps(af +pg) . ) , o

Opmerkings PS PS = PS.

Lineaire functionalen van genormeerde wvectorruimten

Z2ij R een genormeerde vectorruimte, dan is (zie § 2,2) een lineaire
functionaal van R een lineaire afbeelding van R in Cm.

Een lineaire functionaal L heet begrensd als

3 R [L(e)| = mig]

M>o0 er

In dit geval is {-Llﬁ(f%[)-l- | £ €R\ {o}} een begrensde verzameling in R¢,

die, als R \ {0} # ¥, een supremum heeft; we noemen

io = mup (8L | £ e 2\ (o)

de norm van L.

Voorbeeld: L : C{[0,1]) = Cm wordt gedefinieerd door

%
L(f) = £(1) + dff(t)dt .

L is lineair: '%_
L{af +pg) = af (1) + pg(1) + f{af(t)wg(t)}dt =
]

= aL(f) + BL(g) .
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We ¥unnen C([{0,1]) op verschillende manieren normeren.

Bij | Hw is L begrensd,

5

|L(e)| < |£(1)] + Oﬂf(t)]dt < T (1+3) ,

en [|LY =% want voor e(t) =1 (0O<t=<1) is

i
i
I
y
!
M
3

1
2

L{e) = 1 +Ofd't =%=g-ueum .

Bij H_ H1 is L niet begrensd zoals blijkt door middel van de rij {fn}nEN“b

[ . 1
! fn(t).—o, Ostsius

£ (t):= 2%t - 22 + 20, 1-;1»st-s1

zodat

]
Voems IE 0, = f]fn(t)|dt =1,
§

| = =
L L(fn) 2n 2nllfnll1

Yn>1 II‘(fn)I = 2lf 0,

3.2.2. Stelling: De verzameling R* van begrensde lineaire functionalen van R is,
opgevat als functieruimte (vergelijk 1.1) en voorzien van de zojuist gedefi-

nieerde norm, een B-ruimte.
Bewijs: Als LER*, ME R*, A€ Cmen i € Cn is

(AL +pM){af +Bg)

]

AL{af +Bg) + pM{af +8g) =

MaL(f) +pI{g)} + u{abi(£) +pM(g)} =

fl

a{AL(£) +uM(£)} + B{AL(g) +uM(g)}

H]

a(AL+pM)(£) + B(AL +uM)(g)
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zodat met L en M ook AL + UM een lineaire functionaal is: dat AL + uM be-

grensd is blijkﬁ uit
| L+ ) (E) ] < AL} + [u]IMeEY ] < ¢Jalin « JuliMbyien
waaruit volgt dat R*~een vectorruimte is, en tevens dat
AL+ uM s [afint o+ el
in het bijzonder voor A = p = |
L + M <Ll + Ml .

I I voldoet aan de driehoeksongelijkheid en ook aan de andere te stellen
eisen:
ful 2 0 is triviaal;

[ LY ()| = |a||L(£)| zodat voor f # &

[@LD] ) IO o oy = el

It £ll il £l
het nulelement ¢ van R® is de functionaal met
V =
feR Utf) 0
zodat
ndi = o;

omgekeerd volgt uit Ll = 0 dat ¥V |L(£)}| = 0 zodat L = 0.

f#e
Tenslotte moeten we nog bewijzen dat R volledig is. Zij X := R \ {e&}. Met

elke L ¢ R* correspondeert een functie BL op X, nl.
= L(f) |,
o, = lTlfeX | £
Op X werken we met de supremumnorm; bijgevolg is IIGLHoo = ||Li . Een fundamen-

taalrij LisLyse.. in R correspondeert daardoor met een rij By, 287 sees die
1 2
op X een fundamentaalrij is (in de zin van de sup-norm). Volgens stelling

1.7.2 is er nu een 6 ¢ B(X) met HGL - BIIco » 0,
n
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Definieer nu L door
L(E) = N2l o(f) (f # o),
L(g) =0 .

Men gaat gemakkelijk na dat Ln(f) + L(f) voor elke f; derhalve is L een line-
aire functionaal. De begrensdheid van L volgt uit het feit dat 8 e B(X) is.

Uic e, - 6l | > 0 volgt tenslotte dat rL - ul -+ o.
n

3.2.3, Stelling: Als L ¢ R is L continu; omgekeerd: elke continue lineaire func-

tionaal is begrensd.

Bewijs:

i) IL(E) = L(g)| = |L(E - g)| <HLilE - off .
ii) Neem e > 0 en 6 > 0 z5 dat

Ve g Dl < 6 = |L(E) = L(eH] < &)

Nu blijkt gemakkelijk dat LI < % . 0

3.2.4, Stelling: Zij R een B-ruimte en zij S een verzameling van begrensde lineaire

functionalen van R. Neem aan dat

Veer 3Mf>0 Vies 11O = m, ()

Dan geldt

| Nl <M. (Q)

M>0 VEES

(Stelling van Banach~Steinhaus.)

Bewijs: We gebruiken de letter B om een gesloten bol aan te duiden; B is

het inwendige van zo'n bol. We zullen bewijzen dat
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i, 9

B 60 Yies Voed 1L =, ()

maar laten eerst zien hoe (Q) uit (*) volgt.

Zij g ¢ R, g # 0. Laat r de straal en f het middelpunt van B zijn. Dan is

feB, £+rgg) ! e B, dus

L)

IA

r
N, |L(£) + 'Z'W’g'IE_L(g)I < N,

zodat

1A

IL(g)| < 4z " Mgl
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Hiermee is (Q) bewezen met M = 4r ' N.

Om (*) te bewijzen nemen we aan dat (*) niet waar is, dus
7 *¥
5 Vyso des g M) > . (**)

. N o
Als 9 €8, [L(¢)] > ¥, dan is er een bol B' met middelpunt 9, en met B' c B
zo dat |L(f)| > N voor alle £ € B' (daartoe neme men de straal van B' klei-

ner dan IILII_1(|L(QJ)| -N)). Dus uit (**) volgt

¥ 3 |o(e)| >N .

B 'N>o0 JLes ¥ cB rep

We leiden daaruit af

Vo ¥ |u(e)] >n] .

1
W>o 381 e B 2LES [strasl B! < & (straalB) & V

B fEB!

Zijma B := {f €R | £l <1}

dan 3 |L1(f)| > 1,

B, cB HL €3 Vf €3
1 1 1
en 131 heeft een straal <% ; evenzo

! 3

v L (£)] > 2,
Bch L2€S fEIB2 2 _‘

en de straal van 382 <%.
Zo voortgeande vindt men een rij bollen {Bn}nENt en een rij functionalen

{Ln}ne nt iR S3 voor de middelpunten b van de bollen geldt:
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1
o -v |l <

)
2N

n>N Vm>N

zodat de rij {b_}

convergeert naar een b € R, Daar b_,b
n neNt n

INETIEE alle 1in Bn
liggen, en Bn gesloten is, is ook b ¢ Bn' Derhalve is Ln(b) > n. Kies nu

n > M, dan is een tegenspraak bereikt, dus (%) is bewezen. 0

3.2.5, Opmerking: De stelling van Banach-Steinhaus geldt ook indien 5 een verzame-
ling begrensde lineaire afbeeldingen van een B~ruimte R in een B-ruimte R'
is; voor het bewijs zij verwezen naar de literatuur; in de engelstalige li-
teratuur staat de stelling ook bekend als het "uniform boundedness prineciple".

Het begrip "begrensde lineaire afbeelding" wordt in hoofdstuk 4 gepreciseerd.

342.6. Stelling: Als in de genormeerde lineaire ruimte R voor de rij {fn}nE Nt

geldt 1lim fn = f, dan geldt ock

=0
Vicge 1im L(i‘n) = L{f) .
n-+co
Bewijs: Triviaal, op grond van 3.2.3. O

De bewering van 3.2.6 is aanleiding voor een nieuwe definitie:

De rij in de genormeerde lineaire ruimte R heet gzwak convergent

{fn}nENt

near £ € R (notatie £, f) indjien

Vicgs lim L(fn) = L(f) .
n-+oc

Stelling 3.2.6 kan worden geformuleerd als

[fn-v £f] = [fn-*f] .

Het begrip zwakke convergentie hangt samen met het begrip zwakke topo-
logie, dat in de functionaalanalyse een rol speelt; voor de détails raadple-

ge men de literatuur (week topology, schwache Topologie, topologie faible);

(851, [r], [W].
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lLineaire funciionalen van separabele hilbertruimten

De "zwakte" van het begrip zwakke convergentie blijkt al direct (zie
hierna voorbeeld 3.3.71) als men probeert stelling 3.2.6 om te keren: zwakke
convergentie impliceert niet noodzakelijk sterke convergentie., Deze § is
gewijd aan de gevolgtrekkingen die men desondanks, althans in SH-ruimten, op

grond van zwakke convergentie ken maken. Zij R een SH-ruimte.

Voorbeeld: Als Q := {q'n}nE Nt een orthonormaalsysteem is in R, dan is

q, - o3 op grond van 2.2.2 is q, = equivalent met
Vecq (408) = (o,8) = 0

en dit is een gevolg van 2.1.14; dus q, — o Maar "‘[qn ~ o], want

llqn-o’l! = 1 voor alle n € Nt.
Stelling: Als fn-A f en fn-—~g dan £ = g.

Bewijs: Zij Lf-g de op grond van 2.2.2 bij f - g behorende begrensde line-

aire functionsal.
L g(fn) = Lo o(f) s

. Lf—g(fn) - Lf_g(g) ’
zodat

Lf_g(f) = Lf_g(g) en Li._g(f-g) =0
of
(f-g,£-g) =0 ;
hieruit volgt f = g. O

5e3+3. Stelling: Als fn—A f dan is {fn}nE Nt begrensd.

Bewijs: Mu is, weer op grond van 2.2,2,

en ook

VgER (g’fn) - (g!f) ’
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zodat

VgER Lfn(g) - Lf(g)

en

M

ngRaMg>o Yhe m lLfn(g)I <M.

zodat op grond van 3.2.4 (met 8 :i= {L. | n e NED)
n

3 L, I <

v
M>0 n€ Nt n

en
L ]Lfn(fn)| < Mzl ;

nu gtaat er

Yoem (£,,£ ) < Mif
en dit geeft
0
Vhew Ml <X

Stelling: Zij R een IP-ruimte (separabiliteit wordt niet ondersteld); zij

£ —f en Vn ]{fnll < 1, Dan is ook lfll < 1.

Bewijs: Aangezien weer iedere g € R een Lg € R* definieert geldt

(£,£ ) = (£,£)

en ook
I(f’fn)l - (f,f) .

Nu is,op grond van 1.8.2,viii en het gegeven,
| (g,£,)] < lellie, |l < lel

zodat ook

I£1? < i ,

en hiervit volgt O = |Iff] < 1. |
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Stelling: Zij R een willekeurige IP~ruimte (separabiliteit of vdlledigheid
worden niet ondersteld); zij S een volledige lineaire deelruimte,

Voe N Tn € S» £, £; dan is £ € S,

Bewijs: f heeft volgens 3.1.2a een projectie g in 8 zodat f = g+h met
g€ S en h€ Re 5.

Nu geldt op grond van f -~f dat (fn,h) ~ (£,h); mear ¥V (f ,h) = 0, dus
(f,h) = 0 en wegens (g,h) = O moet (h,h) = (f-g,h) = (f,h) - g(h) = O

zijn; hieruit volgt h = o, f = g€ S. O

Steliing: Zij R een SH-ruimte en {fn}ne yt een begrensde rij in R. Dan

heeft {fn}nGNt een zwak convergerende deelrij.

Bewijs: Het is geen beperking der algemeenheid te onderstellen dat

v el <1,

n€ Nt

4ij {qj}jE Nt €en totaal orthonormaalsysteem in R (vergelijk 2.1.12).

Dan geldt

zodat de Tij {(fn’q1 )}nE §t in Cm een convergente deelrij bevat,
1
{ (fn’q1 )}ne Nt

VD.E Nt l(fz;,’qz)l <1,
de rij {(fr;L,q2 Mne ng it Cm bevat een convergente deelrij {0 e -

Ynew |Gl <1,

de rij {(f;,q3)}n€ Nt Pevat een convergente deelrij {(fr'l'"qs)}neNt; enz.

Met de aldus geconstrueerde deelrijen van {fn}neNt
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vormen we van de diagonaslelementen f(J) (j € Nt) een nieuwe rij; dan is de

rij {(f(J),qk)}JeNt convergent voor iedere k € Ntj zij ¢, := lim Cng),qk)

J-OOO

(k € Nt). Voor N € Nt is

N N :

2 .

e, |® = = 11m|(f(=7),qk)|2 = lim Z ](f(J) g0/

k=1 k=t joo Y j oo ko
en

v 2 (0, )2 < 14972 < 1]

jem | 2 1y % 3

volgens 2.1.74, =zodat

N
lim I l(f(J),qk)lz =1
J-.OO k=1

en bijgevolg

.w 2

L |e = 1,

k=1Ikl

o0

Volgens 2.1.19 is ex een f E Rmet f = I ¢

Qy .
k=i KK

Uit het voorgasnde en de continuiteit van het inwendig product volgt nu dat

kEN‘t lim (f(J)qu) = (f;qk) H

J-oco
dit heeft ten gevolge dat voor iedere r € L({qn}nENt) geldt

lim (f(J),r) (f,r) .

J-om




Als g€ Renx € L{{q} o) i8
1$,0) = (5,00 < 1 (53,2) - (e, + (5, 82) - (18- 2] <
<160 - @)+ 1431 - 2l + Illg -2l <

< [(eD2) - (6,2)] + 2lg-o

Bij iedere g € Ren e > O kan men een r € L({q'n}ne Nt) vinden 26 dat

le-xll < %— ; bij deze r bepaalt men een N zo dat

J>N= l(ng)’r) - (fsr)l <%' ’
of

Vg‘ER jlililo(fga)ag) = (f,g) .

Volgens 2.2.2 impliceert dit fgj) -,
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Lineaire operatoren

Een lineaire afbeelding T van een vectorruimte R in een vectorruimte S5

wordt gekarakteriseerd door de eigenschap

v [T(af +Bg) = off +pTg] .

fer "ger Yacon "peCn

De verzameling van alle lineaire afbeeldingen van R in 8 geven we san met

Lo(R »S). Als R en S genormeerd zijn, T € LO(R =+ 8) en

3 IT£l < Miifl

M>o fGR

heet T begrensd; in dat geval heet

ITll 2= sup { [lfﬂ l feRr\ {o}}

de norm van T. De verzameling van begrensde lineaire afbeeldingen van een
genormeerde vectorruimte R in een genormeerde vectorruimte S geven we aan
met BLO(R -+ S). Dus BLO(R - S) ¢ 1O(R ~8).

Als T € LO(R - R) noemt men T gewoonlijk een lineaire operator van R;
aangezien we ons in hoofdzaak met operatoren van (genormeerde) vectorruimten
bezig houden, gebruiken we de notatie IO(R) en BLO(R) in plaats ven
LO(R = R) en BIO(R - R). Dus BLO(R) ¢ _Lo'(a).

Als T € 10(R) verstaan we onder een eigenvector van T ieder element

£ €R\ {¢} met de eigenschap

Iy ecn [T =~ M1 .

Als f eigenvector is van T is exr precies &én A € Cm met genoemde eigenschap;
deze A heet (de bij f behorende) eigenwasrds van T.
De beeldruimte T(R) := {g €R | 3pep &° Tf} is een lineaire deel-

ruimte van R; voor iedere eigenwaarde A van T is de eigenruimte

E, t= {f €ER | If = Af}

ean lineaire deelruimte van R; in het bijzonder is
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Ey= {f ¢ R | T = o}

de nulruimte van T; als 0 geen eigenwaarde van T is, is E, = {a7,

Algemene eigenschappen van lineaire operatoren van een banachruimte

Als R en R' vectorruimten zijn, dan kunnen we in LO(R > R') een optelling

definieren; voor elementen T € LO(R >~ R'), S € LO(R > R"') zij

+ =
T + 8 Tst (Tf + SF)

een vermenigvuldiging met scalairen wordt analoog gedefinieerd: met ¢ € Cm

en T ¢ LO(R >~ R")

oT := YfeR (aTf) .

Stelling: LO(R + R') is, met de zojuist gedefinieerde optelling en vermenig-
vuldiging, een vectorruimte; als R en R' genormeerd zijn, is BLO(R =+ R') hier-
van een lineaire deelruimte, die, voorzien van de boven gedefinieerde opera-
tornorm, genormeerd is. Als R een B-ruimte is, is BLO(R + R') eveneens een
B-ruimte.
Bewijs: We beperken ons tot het geval R' = R; het algemenere geval verloopt
geheel analoog. Als T € LO{R), S ¢ LO(R) en & € Cm zijn T + S en oT weer 1i-
neaire operatoren. Bijvoorbeeld

(T +S)(f+g)=T(f +g) +S(f +g) =TFf + Tg + Sf + Sg

= Tf + Sf + Tg + Sg = (T + S)f + (T + S)g .

LO(R) heeft ook de overige voor een vectorruimte noodzakelijke eigenschappen
(zie voor deze laatste het WSK-I college).

Als T ¢ BLO(R), S € BLO(R) en o ¢ Cm, dan

(T + SYCEM = lTf + s£l < {tTel + USEl < {ITh + ISt £l
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en H@TIEN = a2t = |a]liTel < |a|iTiif]
zodat 7+S € BIO(R) , o«T€ Bo(R), lr+sSl <t + sl en [aTil < |a}lTh .

BLO(R) is derhalve een lineaire deelruimte van LO(R); de operatornorm bezit

neast de zojuist bewezen eigenschappen nog de volgende!

Tl =035 Tl =0=v iTell = ©

feER

dus HTH=O==%V£.€RT£‘=0', dus T} = 0= T =0 ;

Vi do Ilﬁaﬁf)ﬁf)ll = o l_T_fH"_ zodat laTl = |«|lTI ;

uit deze opsomming volgt dat BLO(R) een genormeerde vectorruimte is.
Stel nu dat R volledig is en dat {Tn}ne Nt ©en fundamentaalrij is in

BLO(R). Uit

V;:-o 3N Vm>N n>N HT 'T I <e

volgt

Voo Iy Yaon Yaow Ve MM f-T, £l < elel )

zodat voor alle f € R de rij {'I'n(f)}n c nt in B een fundamentaalrij, bijge-
volg convergent is; zij T gedefinieerd door Tf := lim T f. T is dan een

11 == 00

afbeelding van R in R, en lineair omdat

T(f+g) = lim T (f+g) = lm(T f+T g) = lim T f+ lin T g

7n-—-oo bl - ] I -0 Ir+o

en T(af) = aTf op analoge wijze.
Een fundamentaalrij is zeker begrensd; voor f # ¢ volgt hieruit (met

gebruilmeking van de continuiteit van de norm)

Ity =y
= lim ”f[l < sup{HT I | ne Nt}

n-om

el
Tel

zodat T € BIO(R). Tenslotte volgt uit (*) door limietovergang (m = «) dat

voor alle £ € R\ {o}
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Voo 3N Yuon 176 =T £ll < ellfl

of
(T = ) (O
¥ K < g
€>0 "N 'n>N Hel
zodat ook
Veso °8 "nsy IT-Tll < e
hetgeen uwitdrukt dat de rij {T } ., convergeert met limiet T. o

In LO(R) kan men een vermenigvuldiging definiéren als volgt: voor ieder
tweetal elementen T € LO(R) er S € LO(R) zij (T e S)(f) s= T(Sf); het is
niet moeilijk om in te zien dat het tripel (LO(R),+,°) een ring is en dat de

operator I, gedefinieerd door
If :=f {(f€R)

het eenheidselement van deze ring is.

Omdat, ingevel R genormeerd is, voor T € BIO(R) en S € BLO(R)
(T o 8)(EN = IT(Ee)l < IThIsel < UTIISHILH
is PoS€E€BLOR) en 7o sl <iTils] .

Bovendien.is [If]l = ff]l (f € R) zodat I € BLO(R) en [I[ = 1,

Een vectorruimte X waarin bovendien een vermenigvuldiging ¢ is gedefinieerd
zé dat

iz (X,+,0) een ring is,

iits Axy) = (x)y=x(ay) (AECm, xEX, y€ X),

noemt men een algebra; is X genormeerd en geldt bovendien

iii: lxyll < [xlllyl voor ieder tweetal elementen x en y van X,

dan noemt men X een genormeerde algebrs (ook wel genormeerde ring); is X dan
bovendien volledig in de metriek van de noxrm dan apreekt men van een Banach-
algebra. In het gevel dat de algebra een eenheidselement e bezit eist men

gewoonlijk ook nog dat flef = 1.
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Het voorgerande kunnen we nu ook samenvatten in

Stelling: Voor een genormeerde vectorruimte R is BIO(R) een genormeerde al-

gobra met eenheidselement; is R een B-ruimte dan is BLO(R) een Banachalgebra.

Opmexrking: Voor het product A ¢ B van operatoren A en B schrijven we voor-
taan AB.

Annloog asan 3.,2.3 geldt

Stelling: Een lineaire afbeelding T van een genormeerde ruimte R in een ge-

normeerde ruimte 5 is dan en slechts dan continu als ze begrensd is.

Voorbeeld: Als men R® opvat als IP-ruimte en T € LO(R"), is T continu (zie
WSK IVa) zodat BLO(R™) = LO(R®).

VOrthogona.le lineaire afbeeldingen zijn gedefinieerd door de eigenschap

v Ircll = Ifll zodat voor orthogonale afbeeldingen van B geldt Tl = 1.

fe

Kiest men in R een orthonormaalsys teem {qj} als basis, dan kan men

j=‘1 geas ,11
op eeneenduidige wijze n X n-matrices toevoegen aan de elementen van LO(Rn);
optelling en vermenigvuldiging in I.-O(Rn) corresponderen met optelling en

vermenigvuldiging van matrices; z¢ blijkt dat de n X n-matrices met de nor-

mering die uit het bovenstaande volgt een Banachalgebrs met eenheidselement

VOI'men.,
Zij R een IP-ruimte, T € LO(R). T heet hermitisch indien
erﬁ VgeR (Tf!G) = (f,T¢) .

1

Voorbeeld: 2Zij (f,g) := j}(t)éfEﬁdt in ¢{[0,1]) en 2ij ¢ € ¢([0,1]), ¢

redel, 0

Definieer (2f)(x) := f(x)o(x), x € [0,1], £ € ¢([0,1]). Den is
¢ € 10(c([0,1])) en
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1 1

@0,6) = [(t)p(t)alEet = [ttt - (t.08)
4] 0

¢ is dus een hermitische operator van C([0,1]).

4.1.7. Stelling: Als R een IP-ruimte is en T een hermitische operator van R dan
geldt
it Alle eigenwaarden van T zijn reéel.
ii: Voor eigenvectoren f en g van T die behoren bij verschillende eigen-

waarden geldt £ 1L g.

Bewijs:

i: Als f € EA\ {o} volgt uit (Tf,f) = (£,Tf) dat A(f,f) = A(f,f) zodat
A=X.

ii: Met A ¥ p, £ € E, \ {o}, g € B, \ {o} volgt uit (7f,g) = (f,Tg) dat
A(f,g) = u(f,g) zodat op grond van i. (A-p)(f,g) = O en bijgevolg

(fyg) = 0. 0

4.1.8, Stelling: Als R een H-ruimte is en T een hermitische operator van R, dan
geldt: T € BIO(R). (Stelling van Hellinger-Toeplitz.)

Bewija: Bij ieder element h € R bestaat een begrensde lineaire functionsaal

L met Ih(f) = (f,h) (zie 2.2.2; deel i. van deze bewering geldt in iedere
IP-ruimte). Zij 5 = {Ly. | el = 1},

Ygen Ve, leler Ulne@| = 1@ )] = |(26,0)] < Izellzl = Igl]
zodat het ensemble 5 voldoet aan voorwaarde (P) in 3.2.4. Maar dan

>0 Vs, lgher Mgl <M.

AMls hfoenf = nlﬁ—" dan is [Ifl = 1; derhalve

Vpeq Il < Min
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en her Yger [(@M)] = Ly ()| < Mgl .

Substitueer g := Th, dan komt er

2
V. ep IMhl® < MiThinl

zodat

Yheg IToll < Min| ;

dit wil zeggen T € BLO(R). O

Lineaire operatoren ven separabele hilbertruimten

Zij R een SH-ruimte.
Stelling: Als g€ Ren h € R, dan is {era (f,8) = (£,h)] = [g=h].

Bewijs: Als (f,g) = (f,h) is (f,g-h) = O; neent men voor £ 1= g-h dan

staat er lg-nl = 0. O
Stelling: Als T € BLO(R) is er precies &6n T* € LO(R) z6 dat

Yser Yger (Tf,8) = (£,T*) .

T* heet de geadjungeerde {operator) van T.

Bewijs: Bij iedere g € R zij Mg gedefinieerd door Mg(f) := (Tf,g). Men
ziet gemakkelijk in dat Mg € LO(R ~ Cm) (met andere woorden: ¥, is een line-
aire functionaal).

]Mg(f)l = |(r£,g)| < Izellgl < Hellighlgl
dus Mg is begrensd. Volgens 2,2.2 is er é€n g¥% € R zodat

Ve W () = (£,8%) .
Definieer nu T* : R - R door

T*g = g* , (g €R) .
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Omdat voor alle f € R

(£,7*(ag +ph)) = M0 (£) = (2€,ag +Bh) = a(Tf,g) + B(Tf,h) =

= aM (£} + P (£) = a(f,™g) +B(£,Th) = (£,aT*g +pT*n)

geldt volgens 4.2,1
T (axg +ph) = aT*g + BT*h

en bijgevolg T € LO(R).

Als S € LO(R) en ¥ Vg (?f,g) = (f,Sg) dan ook

£

Vf Vg (£,5g) = (£,T*g)

en op grond van 4,2,1

v =
p Sg = Tg
zodat S = T%

*
Stelling:s Als T € BLO(R) dan T* € BLO(R), (T*) =T en | ™| = [T|.

Bewije: Uit V. Vg (T€,8) = (£,T*g) volgt met £ = THg

Y IT*gl® = (TT*g,g) < ITlliT*ell &l
en
vg iT*gl < II'TH gl
zodat .
™ € BIO(R) en ||T*] < |iTll .

(T*)* noteren we met T#*; T** ig gedefinieerd door

Ve ¥, (T*f,g) = (£,T*%g)
zodat
Ve Vo (T6,f) = (g,7*) = (Tgyf)

en op grond van 4.2,1

Vo T = Tg
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of TH#® - T ,

Nu is Tl = e < || T*) < IT] . O

Opmerking: Als T hermitisch is, is tengevolge van 4.1.8 en 4.2.2

T = T ; het omgekeerde is triviaal.

Stelling: Voor T € BIO(R) en S € BLO(R) is
(TS )* = s*p* |
Bewijs: Voor alle f € R en &alle g€ R is

(15£,g) = (S£,T*g) = (f,S*D*g) ., o

Stelling: Voor T € BLO(R) is TT* hermitisch.

Bewijs: (TT*f,g) = (f,TT*g) volgens 4.2.5 en 4.2.3. a

Operatoren met eindige dubbelnorm

Als R een IP-ruimte is en T ¢ LO(R) zeggen we dat T een geadjungeerde

heeft indien er een afbeelding T van R in R bestaat z§ dat Vf V% (Tf,g) =
= (f,T*g). Er is ten hoogste &&n dergelijke T*; als er zo'n T" is, is die

lineair (gé dat na!) en heet weer de geédjungeerde van T,

Voorbeelden

Als T hermitisch is, is ™ =T (4.2.4).

Als R een SH-ruimte is heeft iedere T ¢ BLO(R) een geadjungeerde (4.2.2).
Niet iedere lineaire operator heeft een geadjungeerde. De IP-ruimte R die in

1.9.4 is gedefinieerd bestaat uit rijen complexe getallen {aj}jsNt waarvoor

gneNt i>n aj = 0. In deze ruimte geven we een T ¢ BLO(R) zonder geadjungeerde.

Zij T de operator waarvoor T({aj}j) 1= (Ejaj,0,0,0,...) zodat T ¢ LO(R); =zij

voor iedere m ¢ Nt f het element van R waarvoor VG=I n % = 1,
,‘..’

1 i1 aj = (),

Nu is ﬂfnﬂ = n% en (Tfn,g) = n; als T" een geadjungeerde is van T moet

= 0; zij g het element met a, = 1,

Lo o,
’n ]
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%
v (fn,T*g) =n, ¥ llfnll IT*gl = n en ¥ [T*gll  n* gelden; dus bestaat er

geen geadjungeerde van T.

4.3.2, Stelling: Als T een geadjungeerde T heeft, geldt
i: T* is eenduidig bepaald.
iis ‘I‘* heeft een geadjungeerde en ('I'*)* = T,
iiit Als T € BLO(R) dan ook T* € BLO(R) en [T = li7l,

Bewijs: Analoog aan het laatste deel van 4.2.2 en 4.2,3; want 4.2.1 geldt

in iedere IP-ruimte. ([

Als R een separabele IP-ruimte is geldt op grond van 2.,1.12 dat R een

hoogstens aftelbaar toteal orthonormessalsysteem Q bezit; in deze situatie

geldt

4.3.3. Stelling: Als Q eindig is, is ieder totaal orthonormaalsysteem eindig; als

Q aftelbaar is, is ieder totaal orthonormaalsysteem aftelbasr.
Bewijs: Zie vraagstuk 2.2.3. O

Zij mu in het vervolg ven deze § R een separabele IP-ruimte met een
totaal orthonormaalsysteem Q. In de volgehde |bewerihgen veronderstellen we
dat Q aftelbaar is, Q = {qj}j ¢ ng’ het geval dat Q eindig is kan (met ge-

ringe notatiewijzigingen) geheel analoog worden behandeld.

4.3.4. Stelling: 4ls T € LO(R) en als T de geadjungeerde T™ heeft dan geldt

-] oD
z qujuz = = nw*an* <o,

J=1 J=t

o
Bewijs: Stel eerst I lIquliz <o 3 voor alle N € Nt is
J=1

: 2. 3 2 (o a ) |? z Nl |2 % 2
I l® = & % {(T™q.,9.)|* = T Z [(q.,Tq )= = lngl
J=1 J Jg=1 k=1 J k=1 j=1 3k ket K ’
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zodat ook

[ <]
E llmeg,f12 <
= Y

o]

Z HquIi2 H

41

de omgekeerde ongelijkheid leidt men nu op analoge wijze af,

oy 2
Z HT*qu = 0 , [

[+ =]
Indien = l!quu"* © volgt uit het voorgaande dat ook
j=1 j:ﬂ

dJ

Stelling: Als T € LO(R) en als T de geadjungeerde T* heeft dan geldt voor

ieder totaal orthonormsalsysteem 5 i= {Sk}kENt dat

o0 oo
b II'I':akH2 = I limg. 2.
kwi J=1 J

[= o]
Bewijs: Als I Iquj 2 < dan is voor alle N € Nt

g1
N 2 ¥ % 2 5 X P 2
z llT"skll = L I I(T*sk,qj)| a & I I(sk,'l‘q.)l < 3z IquJ.l!
k=1 k=1 j=1 j=1 Jom v =1

zodat ook

oy 2 oy 2
I lr*s, ° < Z lTq,k

en op grond van de vorige stelling

;HTS 2 = ;HTq.Hz ;
i jar 9

de omgekeerde ongelijkheid verkrijgt men nu op analoge wijze.
o0 oo

Als I liquiI2 = o vyolgt uit het voorgaande dat ook I [lTskl|2 =, O
j=1 k=1

Een lineaire operator T van een separabele IP-ruimte R heet een opera-~

tor met eindige dubbelnorm indien T ecen geadjungeerde T* heeft en er in R
o0

een totaal orthonormealsysteem Q := {qj} j bestaat wasrvoor I Hquﬂz < oo,

J=1

Als T een eindige dubbelnorm heeft noemt men
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el = { 3 imagee)®

de dubbelnorm ven T; deze definitie is geoorloofd omdat ze niet van de keuze

ven het orthonormaalsysteem afhangt (4.3.5)s Uit 4.3.4 volgt direct dat T*

ock een eindige dubbelnorm heeft en dat ||| T*||| = ||| ||

4.3.6, Opmerkingen: Aan de voorwsarde dat T een geadjungeerde heeft is door alle

hermitische operatoren in een IP-ruimte en door alle begrensde lineaire

operatoren van een SH-ruimte voldaan.

Een operator met eindige dubbelnorm van een SH-ruimte ncemt men ook wel

Hilbert-Schmidt operstox.

4.3.7. Stelling: Als T een lineaire coperator is met een eindige dubbelnorm, is T

begrensd en [T < |||'I'|l

Bewijs: T2 = = I(Tf,qj)]2 = Z |(f,T*qj)|2 < 3 men"‘lqujn2 =

J=1 Jm1 J=1
= leleeil® = nel? ) zf®
i
sodat v, A< ) . 0

4.4, Compacte operatoren

4-4-

l.

Zij R een genormeerde lineaire ruimte en T € LO(R). T heet C-compact in-

. . .. vV _ .
dien voor iedere rij {fn}ns met Ve anﬂ 1 geldt dat de rij {Tfn}

Nt neNt

een convergente deelrij bevat. T heet F-compact als voor elke dergelijke rij
fn's geldt dat {Tfn} een deelrij heeft die fundamentaalrij is. Als R een
Banachruimte is, vallen deze begrippen samen; men spreekt dan zonder meer

over compacte operatoren.

Stelling: Als R een gencrmeerde lineaire ruimte en T een F-compacte operator

van R is dan geldt T e BLO(R).

g

- 3 = n =
Bewijs: Als ¥ Hg R HTgnH > annH is, met fn SRl anﬂ 1 en

neNt o
HTan >n {n e Nt), Dus T ¢ BLO(R) = T niet compact. [
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Stelling: Als T ¢ LO(R) dan geldt:
T is dan en slechts dan C-compact (resp. F-compact) als voor ledere begrens-

de rij {f_}

o nexte? de rii {Tf 1} een convergente deelrij (resp. fundamentaal-

n neNt

rij) bevat.

Bewijs: We beperken ons tot het geval "C-compact". Dat de voorwaarde voldoen-

de is, is triviaal. Zij nu T compact en {fn} een begrensde rij:

ne¥Nt

LI VneNt I £l <M

Als lim f = o is wegens de continuiteit van T (zie 4.4.1 en 4.1.4)
I ~»00

lim Tfn =

1t w00
[lm £ = ] , is & := lim supilfnll > 0; kies een deelrij {f:;}nENt
1N —-oo n ~»co
fl
met nlu;a“f'ﬂ =a enzij g 3= m (n € Nt); den is Uy lepll = 1.

Mu heeft {Tgn} ¢ ¢ €en convergente deelrij {Tgr'l} en met f} = g!' is

nENt
wegens If) = Hf"ﬂTgn ook de rij {Tf"} , die een deelrij is van {Tfn}n

convergent, a

Stelling: Als R een SH-ruimte is en T een compacte operator dan geldt:

anoﬁTfn - 0.

Bewijs: Stel dat ﬁ[i‘n—a-u = Df ~ o] dan [£,—o] & T[2£, = o] (P&Q)

Uit Q volgt dat lim supliTf Il > 0, zodat er een e > 0 is en een deelrij

=00

{£2}, € w met

1
ey 1T > e

Na is de rij {f } .y, begrensd (stelling 3.3.3), bijgevolg is de rij
{fxl}nENt begrensd en volgens 4.4.2 bevat {foi}n een convargente deelri]

{Tf;}n; zij h = lim Tf) . Nu geldt zowel

Il -0

lim (7f},h) = (h,h) = ¢

Il ~-00




4-4 -4.

4.4.5,

' 4-4.6.

- 68 -

als lim (Tfﬁ,h) = lim (f;,'r*h) =0,
Il oo I —oo
zodat de onderstelling P & Q niet waar is. 0

Stelling: Als R een SH-ruimte is, T € LO(R) en als voor iedere rij

{fn}nENt in R geldt dat

fn—acrann—ho‘

dan is T compact.

Bewijs: Als {gn}nEN'b een begrensde rij is in R, bevat ze volgens 3.3.6 een
zwak convergente deelrij, zeg {grll}nENt met gr; —g; dan is gr'l-g—-d en vol-

gens het gegeven Tgr'x -~ Tg. T is compact volgens 4.4.2. a

Opmerking: Voor de T van 4.4.4 geldt (op grond van 4.4.1) ock T € BLO(R).

Stelling: Als R een SH-ruimte is en T is een lineaire operator met eindige

dubbelnorm, dan is T compact.

Bewijs: 2ij {qj}je Nt °en totaal orthonormaalsysteem van R. 2ij {fn}neNt

een rij in R met f — o; dan is (wegens 3.3.3) {i‘n} begrensd. Neem

n€ Nt
M € RE 28 dat Voe m anll < M,

o0 2
Kies e >0 en N € Nt z6 dat % I!T*qdlla <£— ., Nu geldt voor iedere
joN+ 212
nenNt
[+ ] 2 [+ -] o0
i
L o{(Mpay)i® = 2 ()2 s = lg iPlTrall® <
j=N+1 N+ J G=NH J
g 2 g2
<M & [Tq| <5 .
J=N-+

Op grond wvan fn —g geldt

E_

2
Viem Tk(3)em ‘nsk() | EpTe)f <5 -
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Als nu K = max () | j=1,2,...,0} geldt

2
2 £
Vet 2,00.,8 'n>K | (£, ™ay)1" < 3R

zodat wegens
2 iy 2 N I I2 » l( )12
Ime §2 = = | (£ ,q.)]2 = 2 |(£ ,m*q)|* + B |(f,,T*a;
T e (2005) e 2 jeNm Y

voor alle n > K geldt

2 2
2 e e _ .2
lee 2 < NS5+ 5=

hetgeen equivalent is met Ti‘n - 0.

Op grond van 4.4.4 is T compact. I

4.4.7. Stelling: Zij R een genormeerde vectorruimte, T ¢ LO(R), {Tn}neNt een rij

F-compacte operatoren in R en lim ”Tn -~ T| = 03 dan 1s T eveneens F-compact.
n—»«

Bewijs: Volgens 4.4.1 is V;eNt Tn ¢ BLO{R} en volgens 4.1.1 is dan ook

T € BLO(R).

Neem een rij {fj}jE in R waarvoor Y 1. Uit de F-compactheid van

Nt jeNt ”fj” -
T, volgt dat er een deelrij {f}}j bestaat waarvoor {Tlfj}j fundamentaalrij is.
Wegens de F-compactheid van T2 bevat {fj}j een deelrij {f;}j waarvoor {Tzf;}j

fundamentaalrij is. Zo doorgaande verkrijgen we successieve deelrijen

{fgk)}. z6 dat {T fgk)}. fundamentaalrij is voor alle k € Nt.
i J€Nt k3 |

Beschouw nu de diagonale deelrij {f§j)}jeNt’ die een deelrij is van ieder
der rijen {f§k)}jeNt’ zodat

VkeNt [{ka§j)}j fundamentaalrii is]
De rij {fgj)} is ook deelrij van de corspronkelijke rij {fj}j, en we zullen

(

laten zien dat {Tfjj)}j fundamentaalrij is.
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Zij € > O en N € Nt 26 dat [|TN-TH <'§', dan geldt
(m) )y L

v Iyt = Tyfn 0 <3

Iens "n>yu n>u

Voor m > Menn > M geldt nu

]I'I'fém)-'l’i‘lgn)[l < I]Tfn(lm)-TNfim)Il + HTfogm)-T r(ln)u +
+ IITNfI(ln) -Tflgn)ﬂ <

< lr-rghle{™h + & + hry-nlie®i <e . O

4.4.8, Opmerking: Als de R van 4,4.7 een SH-ruimte is, is een korter bewijs van
4.4.,7 mogelijk:

Bewijs: Zij {fn}nEN'b een rij in R met f — o3 {fn}n is dan begrensd, zij

. . £ .
L an” <M. Bij € > O kiezen we N € Nt 26 dat [Ty -T < 5 5 omdat Ty

compact is, is (volgens 4.4.3) Tf, = o zodat

E
et Yusx ITyfal <5 -

Nu geldt voor allen > K

T I < ITpf b+ log - Tpe <5+ IT-myllie Il <&,

zodat Ti‘n -~ o3 volgens 4.4.4 is8 T compa,ct.' t

Voor willekeurige vectorruimten R en S,en T € LO(R - S) noemt men T een

afbeelding (of operator) van eindige rang indien de dimensie van T(R) eindig

is (de rang van T is dan de dimensie van T(R)).

4.4.9. Voorbeeld: Zij R := C([0,1]), beschouw de elementen ¢ en ¢ van R die zijn
gedefinieerd door ¢(x) := 1, ¢(x) :=x (0 <x < 1).

T wordt gedefinieerd door
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(£)(x) = £(0) + x(£(1)-£(0)) (0<x<15 £ER).

Ma T € LO(R) en Vo p T = £(0)e + (£(1) -£(0)¢ zodat T(R) = L({9,4}) en

dim T(R) = 2.

Het belang van het begrip "van eindige rang" zal blijken in 4.4.113

eerst komt

4.4,10, (Hulp)stelling: In een genormeerde vectorruimte R met dim R <o geldt dat

{ferR | Ifl = 1} rij-compact is.

Bewijs: We noteren ﬁ‘o . = {f €R l If] = 1}.
]

Zij N 3= dim R en zi] {et,e

2,...,eN} een ’;asis voor R. Iedere £ € R is (op

. . .. - .
eenduidige wijze) te schrijven als f 121 ae, met Vi o n% Cm

Definieer nu x ¢ R - R2N door

w(£) = (Re a,y Ima, Re a,, Im a,, «sey Re g ImdN) .

Het is gemekkelijk in te zien dat X een bijectie is.

Definieer vervoligens ¢ 3 RaN ~+ R4 door
q(x1,x2,...,sz) t= u(x1+ix2)e1 -1-(::2‘+ix4)t-32 F oees (XZN_1 +1x2N)eNﬂ

dan is ¢ continu; ¢ (0) = {(0,0,0,+..,0)} wegens de onafhankelijkheid van
{e1,...,eN} in R.

De verzameling

2N
B x> =1}
g1 Y

N

1

bevat (0,0,...,0) niet en is begrensd en gesloten, dus compact, in 22N, o

heeft bijgevolg op S een positief minimum, m. M is

. N N,
x 8) = {.2 ae, | = [cxi[ = 1]
i=1 i=1

en voor alle £ € yx (S) geldt dus lf[l ® m. Voor een willekeurig element
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N
g = I Bye, van R geldt nu dat {“31|2 + e0e + [pnlz}-% g€y (3) zodat
i=1 -
voor.alle g € R geldt gl = m\/] 31|2 +aue +|BN]2 en hieruit volgt

ligll
ngR Vj=1,...,N |Bj[ <m ¥

en voor alle g met lgll < 1 geldt VJ.

Zij nu {gn}nem een rij in g

0,1 dan is de rij {[31“}n begrenad in Cm, zodat

{gn}n een deelrij {gr'l}n bevat waarvoor {pz’n}n convergeert; bij deze deelrij
is { ﬁz}n begrensd in Cm, zodat er weer een deelri} {g;}n is waervoor ock
{{3'1']2 }n convergeert; enzovooris: {gn}n bevat een deelri] {glEN) }n WEATVOOT

{ﬂg)}n convergeert voor alle k = 1,,.,,N; als mu By = lim ﬁg)

Il ~»00
(k =1 N) is g e, = lim (n) en | )I.‘.\T e |l < 1. Zo bevat iedere
oo & B &n LS .
J=‘| Il -0 J=1
rij in 30 , een convergente deelrij; '50 ) is rij~compact. ]
’ y
Stelling: Als R een genormeerde lineaire ruimte is, T € BIO(R) en T is van

eindige rang, dan is T C-compact (dus ook F-compact),

Bewijs: Voor T = O is de bewering trivisal; stel dus T # O,

Kies een rij {fn}nENt in Rmet Voo If | = 1. Den geldt voor de rij
f

i}
ﬁ'll:ll-}n dat vn€Nt i "ﬁll-"!;1 zodat

Tf
n o~
Yaewm TEIE B, 0 T(R)

Tf
en op grond van 4.4.70 bevat ma {ﬁ*ﬁ-}n een convergente deelrij; dit impli-

ceert dat {Tfn}n een convergente deelrij bevat. 0
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Spectraaltheorie

Als R een lineaire ruimte is en T € LO{R) noemen we de verzameling
o(T) := {'r € Cm | BfER\ {0_} Tf = Tf}
het spectrum van T; het spectrum is de verzameling ven eigenwasrden van T.

Het spectrum van een hermitische operator

R is een IP-ruimte, T € BLO(R) en T is hermitisch.,

Stelling: De verzameling { T;.fff €Cm | £ €ER\ {o}} in Cm omvat o(T),
y
ligt in R£ en is begrensd.

Bewijs: Als A € o(T) dan is er een £ € R\ {0} met Tf = Af; dan is

o= ML) (Af,£)  (Tf.f
(£,£) £,f (£,£) }
Ve (Tf,f) = (£,Tf) = (Tf,f) €RL ;

Ve [(2£,0)] < IPellifl =< IPl(s,t)

zodat
Vedo Tff,ff < 7] . O
23 my s sng (S| £ e R\ (o})
en MT t= sup { T;.i;ff ]fGR\{U}} .

Stelling: |7 = max{|my|, ¥y} .
Bewijs: Als ¢ := ma.x{lmT],IMI,l} is voor f # o

¢ < -, | <mp < {I;:f;ff <M < | <e

zodat
Ve [(2£,0)] <c(s,f) .
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Voor elke f ¢ R, g € R is
(T(f * g),f + g) = (Tf,f) + (Tf,g) + (Tg,f) + (Tg,8) ,
en na aftrekken vinden we

2(Tf,g) + 2(Tg,f)

(T(f + g),f + g) ~ (T(f - g),f - g)

1A

e+ g+ e - g

IF

2cliel? + gy .

Laat nu f € R en neem voorlopig aan Tf # ¢. In (*) vervangen we f door
g door H%éw-en merken op dat {(Tg,f) = (g,Tf).

We vinden dan

(Tf,Tf)

4 TErTTe

< 4ec ,
zodat
NTENl < €l £l .

Dit is natuurlijk ook juist als Tf = 0. Dug Tl < c.

(*)

£
K]

b ]
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De omgekeerde ongelijkheid, [Tl # ¢, volgt triviaal uit

'Ii“f'ff < ”Tﬂﬂ-f" <) . O

Stelling: Als R \ {o} ¥ @ dan geldt
iz erdseenrij {fi} inRmet V_ lfll =1 en r}ili(Tfn-MTfn) =0;

ii: er is een rij {gn}n in R met Vn llgnll =1 en lim (Tgn-m,rgn) = 0;

n-—+-om

iii: als f € Ren (Tf,f) = MT(f,f) den is Tf = M f ;

iv: als g € Ren (Tg,g) = mT(g,g) den is Tg = myg .

- Bewijs: Wegens oy = -M_T en MI‘ = =0 _n behoeven alleen i.en iii.een be-

wijs; wegens VaER.@ [mT+aI = a+mT] is ook e # O geen beperking der alge-
meenheid; dan is (5.1.2) 7l = M-

i: BEr is een rij {fn}n met ¥ lf I =1 en 1lim(Tf,f ) =M, op grond

n-.ﬂ
van de definitie wvan MT Nz is

o, e 1% = lme |° - 2, (76,8 ) + M5 (f £ ) =
2
= I I - 2l (e 5, ) + ITI? <

2
< 2fel° - 2iri(Te, ,£,) .
De limiet van het rechterlid (n - =) is

2Thf - 2lTig = 0

zodat Ty = Mpf =0 (n =),

iii: Als (Tf,f) = MI,(f,f) is
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lze - u£l2 = Noeh® - 2(1e,£) + MUEN® =
= Jeel? - 2g0el® + @iel? -

= J7e)? - ITI2 LR < 0

dus TanTf. O

Opmerkings 5.1.3 drukt uit dat my, en MI, elgenwaarden van T kunnen 2ijn; dat
my, en Mp niet altijd eigenwaarden zijn blijkt met R 3= ¢({0,1]) en het in-

product
, 1

(£,g) = ff(t)’éft_)dt ;
0

zij @(x) t= x (0 € x < 1) en T gedefinieerd door Tf:= ¢f. Dan is

1

ft[f(t)lzdt

’1;111?501_ en mTao,MT=1.
f[f(t)]zdt
g

Men verifieert gemakkelijk dat O en 1 geen eigenwaarden van T zijn.

Stelling: 4ls R \ {o} £ @, T C-compact is en # O, is er bij iedere

p € {mT,MI,} \ {0} een £ € R met |If]] = 1 en Bf = pf,

Bewijs: Omdat T # 0 is {my,Mp} \ {0} ¢ ¢ (5.1.2). Kies y € {mpsdp} \ {0}
op grond van 5.1,3-i en -ii is er een rij {fn}n met v If l =1 en

lim (Tfn— p.fn) = o, Op grond van de compactheid van T is er een deelri]
I —=oo
{i‘r'l}n WaaIvoor {sz'x}n convergeert, zeg g 1= nlin; Tf!.Den is g = nlim uf}
- =00
en wegens de continuiteit van T iz Tg = lim Tp.fl; =4 lim Tfé =ug. O
n -=eo 1 -t
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Voorbeeld: Zij R := £% (zie 1.9.5). 2ij q; de rij {6jk}k€N'|: (ajk is het
Kroneckersymbool) (j € Nt), dan is Q := {qj}j een totaal orthonormaalsysteem

in 4® en ieder element f € £% kan geschreven worden als f = I - Yj qj .
g1

Nu definiéren we de operator T door

-] o0 .
T(E Y. q)- > 2_Jyjq.

=t Y gm J
zodat

-J - ~-J 2 2
(T6,8) = (25277 y595 By vy 9) By27 vyl < £ 24yl

envoorf%ois

Tf,f
ARGHRLE
Omdat (Tq.,qj) - 274 (j € Bt) is my = 0 en M, = %, % is eigenwaarde, en de
eigenruimte bij % is L({q }); O is geen eigenwaarde want 2 2 JT q

J=1

Tj = O zodat

impliceert wegens het totaal-zijn van Q dat Vj € Nt 2

V. y. = 0.
T

Stelling: Zij T C-compact.Als n € Nt, als {f ,...,f } een orthonormaalsys-
teem is van eigenvectoren van T bij de eigenwaarden {3\1,...,A } en als
R =R -e-L({f ,...,f }), dan is de restrictie T van T tot R een begrensde

compacte, hermitische operator van R waarvoor geldt [T < i,

Ty < oy < My < M, en o(T) \ {11,...,)’1} ¢ o(T) < o(T).

Bewijst Als g € R is vjux,...,n (Tg,fj) = (g,’I‘fj) = )_\'(g,fj) = 0 zodat ook
Tg € E; T is een lineaire operator van R.

Dat T begrensd en hermitisch is, is triviaal.

Zij {g,}, een begrensde rij in R dan bezit {Tgn}n een in R convergente deel-
rij {Tgrlx}n die volgens het voorgaasnde in R ligt; aangezien )4 gesloten is
(3.1.1) convergeert {Tgr'&}n in R; T ie compact (4.4.2).

Van de overige beweringen volgt alleen de volgende niet direct uit de defi-
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nities: o(T) \ {11,...,%} c o(T). Als evenwel p € o(T) \ {A1,...,Ln} en

T = ug, is ¥, g L £ (4.1.7) zodat g € R en u € o(F). i

Stelling: Zij TC?compact; dan bestaat er onder de eigenvectoren van T beho-
rende bij eigenwaai-den # 0 een maximaal orthonormaslsysteem {fj}j dat eindig
of aftelbaar is; indien de bijbehorende {op grond van 4.1.7 reéle) eigen-

waarden zijn {?\j}j geldt

it (indien {fj}j aftelbear is) lim A, = O

pe R 1= ]

s AR, .0} = o(T) \ {0}

iiis Voop Tf = z:j Aj(f,fj)fj .

(Hoofdstelling voor compacte, hermitische operatoren. )

Bewijs: Als T de nuloperator is, is o(T) = {0} en is de uitsprask triviaal.
Stel dus T ¥ O zodat |T|| > 0. Kies (5.1,2) A, uit my en Mp 26 dat ]x1| = |||
en pas 5.1.5 toe: er is een f1 € R met ilf1I| = 1en Tia“| = A1f1.

Zij R ==R& L({f1}) en T, de restrictie van T tot R ; volgens de vorige
stelling is T1 een compacte begrensde hermitische operstor van R1; als

T, 4 0 zijn er een A, onder Ty en Ml‘1 26 dat [A,| = IT,Il en een £, € R met
£, = Ven T, =T f = Af,o Alsmu R t=R© 1.({f1 ,fz}), T, de restrio-
tie is van T tot R2 en Tz ¥ 0 kan men weer een 13 en een f3 € R3 vinden 2z&
dat I)LBI = II'I‘ZII, il.t‘sl] = 1 en Tf3 = )Lsfa; enzovoort.

Bij deze constructie doen zich blijkbaar twee mogelijkheden voor:
(a)s Vie m ijlo,

“a),
(@) 3ewy [Vyoy,,. . ,nT5#0&T, =0].

In het eerste geval ontstaat een orthonormale rij {‘fj}je Nt Van eigenvecto-

ren bij eigenwearden {JLJ} wasrvoor, wegens VY IJLJ.I = HTJ._.1 | en stel-

J J>1
ling 5.1.7 (achtereenvolgens op iedere Rj toegepast) geldt
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PLIE P VY I P V) P

Aangezien {f,j}j begrensd en T compact is, bevat {Tfj}j een convergente deel-~

rij {Tf‘%}j, zodat {Ajf;'j},j een fundamentaslrij is:

v

TE oyt ft
Veso Inemt "u> ¥ Yas>n PMafp-M Al <e

en omdat Vm Vn fm 1 fn volgt hieruit
2 2 2
LA Vn>N I’&L' + |Ar'1| <e

en Vn>N [A.I'l| < E .

Omdat nu lim A! = 0 en {]Anl}n monotoon is volgt hieruit

n —»o0

lim M”Oo

n —-oo

Dat iedere eigenwaarde p # O van T in de gevonden verzameling {Aj}j ligt
volgt uit het feit dat iedere A.J. de (in absolute waarde) grootste eigen-
waarde van ft"j._1 is, zodat, in geval ~ '(a), het constructieproces niet af-

breekt véér y als een ?Lj is verkregen, en, in geval (a), wegens Ilnl {o,

Igemt Tosk eard > ] = Il = cen = a1 > el > (2]

en u moet voorkomen onder A ,Aqse.syh, 5 dus {JL1,12,...} = o(T) \ {0}.
k

Als f€ERzijg =1 - (f,fj)fj (k € Nt), zodat g €ER_en

J=1
ITg l = 1T g 0 < IT gl < |A | I£1 .

In geval ~Ya) (met de n € Nt waarvoor het constructieproces afbreekt)

n+1
li'l‘gn_HII =0, zodat Tf = I Aj(f,f.)fj. In geval (a) is lim Tg, = O zo~
o0 j=|1 J Il ~»00
dat Tf = & A, I
Z la(f,fa)fj

Dit impliceert wegens VJ. i‘j = Ai' Tf.j € T(R) dat {fj}j in de IP~ruimte T(R)
J

totaal, en ingevolge 2,1.18 maximaal igs. O
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In het nu volgende deel van deze paragraaf worden met {fj}j en {Aj}j de

in 5.1.8 geconstrueerde stelsels eigenvectoren bij eigenwaa.rden_ 96’ 0 bedoeld.

Stelling: Zij T C-compact. Dan is

E,=R® L({fj}j) =R& L({fj})
en L({£5)5) « 2R) e L({ry}y)

zodat ook Eo =R eT(R) .

Bewijs: De tweede uitspraak volgt direct uit het voorgaande; als g € Eo is

volgens 4.1.7

V:} (g’fa) =0 »

zodat ook thL({fj}j) (gsh) =0 of g€ R-Q-L({fj}j) en volgens de conti=-

nuiteit van het inproduct
Y. 1o h) = 0 £ EROL{f.;.) 3
heL({fJ}J) (g) ) o &g © ({ J}J) H

als anderzijds h € R & L({fj}j) dan geldt Y, (h,fj) = 0 zodat

Th = Z Aj(h,fj)fj =oenh €E ; dus

E ReL({fJ.}J.) c ReL({fj}) c B, . a

Opmerkingen: Indien zich geval ~— '(a) voordoet, dus zeker indien dim R <% ,

L({fj}j) = P{R) = L({fj}j)

zodat T(R) gesloten en volledig is en uit 5.1.9, 3.1.2b en 3.1.2¢ geconclu-
deerd kan worden tot
R=E @ T(R) en - T(R) = ROE .

Maar in geval (a) behoeft T(R) niet gesloten te zijn, zelfs niet in een SH-

ruimte (zie vraagstuk 5.7.5) en dan kan R = E @ T(R) evenmin gelden.
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Stelling: Als R een SH-ruimte is en T compact, dan is er een totaal ortho-

normaalsysteem van eigenvectoren.

Bewijs: WVul {fj}j volgens 2.2,3 aan met een orthonormaalsysteem {gk}k tot
een totaal orthonormaalsysteem van R; volgens 5.1.9 is dan {gk}k c EO .0

1

Stelling: Zij R een SH-ruimte, {g;j}j een (eindig of aftelbaar, niet noodza-
kelijk totaal) orthonormaalsysteem in R, { p,j}j een (indien aftelbaar dan be-

grensde) verzemeling in Cm; dan wordt door
=L, i, TN

een lineaire operator T van R gedefinieerd waarvoor geldt |T| = suplu'j |, en
. J

i: als Vj B € Rt dan is T hermitisch;

iit als lim p. = O dan is T compact;
j-.-oo

iiis Ej I“jlz < dan en slechts dan als T eindige dubbelnorm heeft.

+

Bewije: I lpj|2|(f,gj)[2 < |g? sup|ps|® dus Tf € B; T is duidelijk line-

1
air; ook is (T = (suph.t.l‘?)‘a = sup?p.[.
3 J 3 J

=2 hyg, ) = (2 h . =
j b3(hegy)gyf) = (2, ky(By8;)8,,1)
= (Th,f) = (£,Th) .
n .
ii: 2ij T gedefinieerd door T, f 3= Z uj(f,gj)gj (n € Nt; £ € R), dan
ot
is T (R)c L({gj}j=1’

) zodat dim Tn(R) <o : pet
.Zn = sup{]pjl I j> n}, waardoor lim £, = 0, geldt

I =co

UOC’n

Hr=m)el® =1 2 uy(eeyegl® < £ dei?

zodat I[T-TnH <4, en T = lim Tn 3

n=-co
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T is compact volgens 4.4.7 en 4.4.11.

iii: Vul {g;j}j aan tot een totaal orthonormaalsysteem van eigenvectoren met
{bycdy s

2 2 2 2
en EJ. lngJ.ll +Z, T, = I, I[ngll = I, |uj| . m|

Een lineaire operator T ven een IP-ruimte heet positief definiet, res-

pectievelijk niet-negatief definiet indien

Vf,«’or (rf,£) > 0, respectievelijk » 0.

Stelling: Voor de C-compacte operator T (zie 5.1.8) geldt: T is dan en

slechts den niet-negatief definiet als V;j AJ. = 0,
Bewije: De voorwaarde is voldoende omdat uit Tf = op hj(f,f j)i‘j volgt
2 2
Tf,f) = I, A.|(f,f, 1s 3. A, <0is (Tf.,f.) = A.lf.01° <0, dus iz d
( ’ ) 3 ;]l( ’ J)l i a i i3 ( 3’ J) Jﬂ Jl ’ 1 e

voorwasrde ook nodig. 0

Stelling: Zij R een SH-ruimte en T compact; dan is T dan en slechts den po=-

sitief definiet als {f j}j toteal is en V3 A; > O

Bewiijs: Uit nyfcr (I£,£) > 0 volgt Vj Aj(fj,fj) >0en ¥, Ay > 0, en ook
{0} = E, =R®© L({f;j}j); een op grond van 2,2.3 mogelijke aanvulling van
{f j} j'tot totaal orthonormasalsysteem moet dus in {f .j}j bevat zijn, zodat
{fj}j totaal is; de voorwaarde is nodig. Omgekeerd, uit {fj}j totaal en

Vj A;j > 0 volgt in verband met 2.1.,17.iv en 5.1.8

PE,E) = B, A (£, £ )(f,F ) = £, A, )2
(T,£) = 25 A (£,£)(£,1,) = E, Jl(f,fJ)I

zodat voor f # o, waarvoor 3.]' (f,fj) # 0, geldt

(Pf,f) > 0. o
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De vergelijking van Fredholm bij compacte hermitische operator.

Zij R een IP-ruimte, T een C-compacte hermitische operator van R: zij

g € Ren y € Cm. Bestaat er een £ € R 26 dat
f-pTf =g ?

(vergelijking van Fredholm vun de tweede soort).

Stelling: Als p™' € o(T) is de vergelijking van Fredholm eenduidig oplos-—
baaxr.

Bewijs: We passen 5.1.8 toe; zij {fj}j het in 5.1.8 geconstrueerde ortho-
normaalsysteem van eigenvectoren, met eigenwaarden {Aj}j. Voor een opleossing

f van de vergelijking is
Vj (f-—pﬁ',fj) = (Srfj)

waaruit na herleiden ontstaat

(€9fj)

Y (f’fj) B 1-plj

omdat Vj ulj # 13 nu is volgens 5.1.8

(g!fj)

Tf = I, f.
JAJ1-M13 J

en hieruit volgt direct de eenduidigheid van de oplossing: voor een tweede
oplossing f* zou immers Tif* = Tf moeten gelden, en de vergelijking van
Fredholm leert dat dan

f=g+uTf =g + pT* = .

Dus als f een oplossing is, is ze de enige, en dan is

. N (g,£.)
= + .a.tf., met . = .
& T 2535%5% . T T - e
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We beginnen vervolgens van de andere kant, en veronderstellen niet meer

dat f een oplossing is. Volgens (2.1.14) is Ej [(g.fj)lz convergent; daar

, . 2 2
' 1 ~ur, > 1 en 1 - ux, # 0 voor alle ijn ook I, la. L. |x.a. on-
HAS MA js zijn oo 3 [a3| en I, | JaJ] c
= N , XN
vergent. Stellen we hN = Ej=1 ujfj, dan ThN = 2j=1 Ajajfj’ en zowel
{hN}N_als {ThN}N zijn fundamentaalrijen (vgl. bewijs van 2.1.19). Daar {hN}N

| fundamentaalrij is, is het een begrensde rij; daar T C-compact is, heeft
{ThN}N een convergente deelrij. Men ziet gemakkelijk in dat een fundamentaal-
rij die een convergente deelrij bevat z&lf convergent is.

Er is dus ook een £ ¢ R met g + ﬂThN + £, Voor elke j is

£f,£.) = 11 + uTh _,f.) = £.) + uk.a, = a.
(’J mN-)m(g N’J) (gs _'I) u_]J j

e —

Volgens (5.1.8) 1is nu Tf = zj*j“jfj‘ Maar g + uThN + f betekent dat

f = + pul.)d.a.f, odat £ - uTf = g.
g+ uEdof,, 2 W g C

ek 1. e v ¢ B - . - - R 0 U Y

5 5.2.2, Stelling: Als p ' € o(T) en M := {j € Nt Ay = b '}, dan geldt dat de ver-
: gelijking

I' f-uIf =g

dan en slechts dan oplosbaar is als Vj cu (g,fj) = 0.

Bewijs: In het bewijs geven we de sommatie ZJ. jﬁ'M aan met }35 .
’

De voorwaarde is nodig: als f een oplossing is, zodat f - pTf = g geldt voor
alle i € M

(g’fi) = (fafi) - F(T?’fi) = (fvfi) “ i Ej Aj(frfj)(fj’fi) =
= (f:fi) - #Ai(f’fi) =0.

Zij nu omgekeerd V¥, .. (g,fi) =0,
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Indien f een oplossing is, geldt het volgende:

i: Voor h € L({fi oL seeenfy }) =E .y 18 ook f +h een oplossing:
1 2 o

(f+h) = pT(£+h) = (£=pPf) + (h-pTh) = g + o .

De oplossing is dus niet eenduidig.

(g,f.)
. . 3 .
ii: ngM (i‘,fj) 1-113\3- , analoog asn het bewijs van 5.2.1, en
A.(g,f.)f. -
Tf=3' -4 J 1,75 W, f)E.
j 1~ u?\j jeM 73773
zodat
; : A (g, £F.
€ g + uk, + E
1 - ui. -1
] U j u

In verband met de onder i) gemaskte opmerking is het voldoende om nog te be-

r. (g, £ )E.
wijzen dat g+ 25 "%TT;XJ__J&an de vergelijking voldoet; dit verloopt ge-
J
heel analoog aan het overeenkomstige deel van bewijs 5.2.1. 0

Integraaloperatoren

Zij R = C([0,1])) en 2zij R 3= ¢([0,1] x [0,1]). In R is als inproduct

gedefinieerd:

1
(flg) i= ff(t)-th)dt y
0

in R!' wordt als inproduct gedefinieerd:

11
(K, L) := f fx(x,y)ux,y)axay, (K€ER', LER).
g 0

R en R' zijn dan (niet volledige) IP-ruimten (vergelijk 1.9.2), waar we
naast de IP-normen nog beschikken over de maximumormen; de maximumnorm in

B! wordt gedefinieerd als

1Kl == max{|X(x,5)| | x€ [0,1], y € [0,1]} , (x € R) .
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Voor iedere K € R' wordt een operator T (of, indien misverstand kan rijzen,
Tx) gedefinieerd door

1

(7£)(x) 1= fx(x,y)f<y)ay (x € [0,1], £ € R)
0

want Tf € R en T is lineair: T € LO(R).

Men noemt T een integraasloperator van R. K heet de kern van T.

Stelling: T is begrensd en lITI < K < K] .

Bewijs: Volgens de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz is

1
Joel? - fl Jrat@asizas < | 1( i ;K(x,y)lady)( / ;f(y)lzdy)dr
o 0 0 0 0

1

1
= Il f f|x(x,y)|2axayufu2uxu2
0 0

zodat ITh < Xl; dat IKl < Kl blijkt op dezelfde wijze als in R, zie

1'9-3. D

Stelling: Voor alle f € R is

Il < hmi_jigh .

1 1
Bewijer | (2)(x)| = | [KGy)eGlay| < IEl,, [le)lay -
0 0
Nu is, weer met de ongelijkheid van Cauchy-Schwarsz

ﬁf(y)ldy - f11f(y)-1lay<(ﬂf(y)l"dy)%(f:zdy)% = Izl
0 0 0 0

zodat Ve [0,1] | (2£)(x)| = &l i £H
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en ook

el o< HwE £ .

5.3.3. Stelling: T is limiet van een rij C-compacte operatoren, d.w.z. er bestaan

C-compacte operatoren TI,TZ,....met IT - TJI -+ 0,

CmEO,l]xCO,IJ

; Bewijs: Voor iedere n e Nt zij Kn € gedefinieerd door

K (%,y) := n(% - x) K(‘i--—r:—-]- s ¥) + n(x - i—;-l) K(ﬂ- s ¥

Nt RN |
n

o =

s 0

1A
“
IA

j = 1,2’---,1'1-

Het is gemakkelijk in te zien dat Kn € R' en dat voor

n o= IK - Knllm

op grond van de uniforme continuiteit van K op [0,11x[0,1]geldt

limn =0,
e O

Voor de bij Kn behorende integraaloperator Tn geldt volgens 5.3.1

: IT-T) <UK=-KI_=n_,

i
1
.
i'

;
i
f

|

zodat

T=1im T .
n

by ]

Tenslotte tonen we aan dat Tn van eindige rang is; daartoe beschouwen we

Kn(x,y) als een lineaire combinatie van een stelsel functies

? {gO’gl""’gn} c R dat wordt gedefinieerd als volgt:
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Zijk=0,,2,...,.nen 0 s x g1,

Als x <

is gk(x) i= O,

k-1 ko e
als “——<x< is g (%) = nx-k+1,

k k+1
n

als =<x< is gk(x) = k +1-~nx,

als x;k'H
n

is g (x) = O.

n
Men verifieert gemakkelijk dat K (x,y) = I K(%,y)g (x) zodat
o0

,
(T,0)) = 3 g (x) Of K, y)e@r)ay

hetgeen inhoudt dat Tn(R) c L({go,g1 ,...,gn}) en T is van eindige rang.

Volgens 4.4.11 is T,, compact. ]

5.3.4. Stelling: T is C-compact in de zin van de norm I .

Bewijs: 2ij {fj}je yy e Tij in R waarvoor ¥, |I£5] = 1. We gebruiken de-
zelfde K , n en T als in het vorige bewijs., Voor llTnf J.lI geldt volgens

5.3%.2 en de definitie van nn
Iltr.'nfjllm < IK I, < I&l, +sup{y_ | ne€ Nt} ,

zodat voor alle n € Nt de rij {Tnfj}j een in de norm || || begrensd deel van
de eindig dimensionale deelruimte Tn(R) van R is; dus bevat {fj}j een deel-
7ij {fat}j zodat {T1f5}j in || || een fundamentealrij is; {f.;}j bevat een

deelrij {i‘"}!}j zodat ook {Tzf'J’.}j in || ||, een fundamentaalrij is; enzovoorts.
Beschouw nu de diagonaelrij {f§3)}j; we laten zien dat {ngj)}j in || || een

fundamentaalrij is:

HTfi(i) . ng-j)llm < ilmf§i) - Tnfii)llm + HTnfi(i) -Tnfgj)ilm + uTnf§3') - ngj)ﬂm

voor alle n € Nt; we passen nu stelling 5.3.2 toe op T- Tn’ bedenken dat

X - Kl =n, en krijgen
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poef) - neli <o, el 12§} 4 ()2 £ ()
=2+ liz £t -Tni‘;(j‘j)llm .

Als € > O bepalen we N € Nt zo dat Ty <-§- en vervolgens, daar {Tnf,g'])}j
voor alle n € Nt in || |  een fundamentaalrij is, een M € Nt zo dat voor
: : (1) (3)y . & -
i>Men j> M geldt !ITNi’i -TNIJ. I <3 Dan is
(1) _pe(3)
VisuVis>u (L -Tf ly < € »
dus {ngj)}j is een fundamentaalrij in || | ; nu is R met de norm || I, een

volledige ruimte, zodat er een h € R met 1lim IlerEn)- h|| = O; volgens stel-

n-+™

ling 1.9.3 is dan ook lim liﬁ‘!(ln)-hu = 0,

n-~=co

T is dus compact. ]

5+3.5. Stelling: De integraaloperator T van R heeft een geadjungeerde T*,

Bewijs: Zij K*(x,y) := K(y,x) en

1
(P*£) (x) = f 1 (x,y)8 (y)dy
0

dan is 1 1
(£,™g) = fr(t) 1*(t,y)e(y)dy dt =
9] 0

1 1

- ff(t) K(y,t)gly )iy dt =
8] 0

1 1

- [6) [k, 0))evar = (a0, . 0
0 0

5¢3.6. Opmerking: Uit 5.3.5 volgt direct dat, als K(x,y) = K(y,x), T hermitisch

is.
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5.3.7. Opmerking: T heeft eindige dubbelnorm, en |||T||| = IKl; zie vraagstuk 4.3.5.

Als K€ R' en L € R! definiéren we

1

(K * L)(er) i= fK(x’t)L(t!Y)dt ] x € [011]’ ¥y € [O!1] .
0

K # L heet de convolutie van K en L,

5¢3.9. Stelling: De operatoren {TK} KE Ry Vormen een niet-commutatieve genormeerde

algebra zonder eenheidselement.

543410, Opmerking: Onder een integraalvergelijking verstaat men een vergelijking

van bijvoorbeeld een der volgende typen:

i: Tyf =g

ii: f=- uTKf =g

iiis TKf = uf

met gegeven p en g en een hij een gegeven K € R' horende integrasloperater
TK.

V De resultaten van dit hoofdstuk leveren dus een theorie van integrasl-

vergeli jkingen van {ype ii.en iii.op, ingeval 'I‘K een hermitische integrasl-

operator is.
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6. Invariante punten

Onder een invariant punt of vast punt ("fixed point") van een afbeelding

T van een ruimte R in R verstaat met het element f ¢ R indien daarvoor geldt

Fen afbeelding T van een metrische ruimte R in R heet contractie van R

indien er een ¢ bestaat met 0 < o < ! en

erg_vgea d(Tf,Tg? < od(f,g) .

Fen dergelijke o heet een contractieconstante van T.

6.1, Contracties en vaste punten

6.1.1. Stelling: Zij R een niet-lege volledige metrische ruimte, T een contractie
van R; dan is er in R precies é&n vast punt van T.

("fixed point" stelling van Banach).

Bewijs: Er is niet meer dan een vast punt:
Als Tf = f en Tg = g is, wegens d(f,g) = d(Tf,Tg) < od(f,g), d(f,g) = 0.

Aangezien R # § is er een element g € R; de rij {TJg}jeN is, wegens

t

d(Tng,Tn+p

1A

+3~1 +3 +j-1
E a1 g, 7 g) < E 0" acg,Te) s
j=1 j=1

g)

n
o

<
1 - a

d(g,Tg) voor alle n ¢ Nt en alle p ¢ Nt,

een fundamentaalrij zij £ := lim Tng .
b acd
Daar Tng + f is

(g, £) » 0, d(t™ 'a,£) »0 .

Verder is

n+]

AT g, TE) < ad(T g, £) + 0 ,

dus ook d(T™'g,Tf) + 0. Derhalve is d(Tf,f) = 0, dus Tf = f. 0
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6.1.2, Stelling: Zij T een contractie van de B-ruimte R (T hoeft niet lineair te
zijn). Dan geldt:
i) Bij iedere g € R is er precies &&n element f € R z8 dat (I — T)f = g
ii) Zij Sg := f (g € R) dan heeft de afbeelding S : R + R de eigenschap
S(I-T) =(I-T)S=1I.
iii) Als o een contractieconstante van T is, geldt: voor alle A € Cm met

x| <1 - a is S een contractie van R.

Bewijs:

1) Kies g € R en definieer de afbeelding K van R in R door Kgf =g + Tf.
Wegens'NKéf - thH = IITf - Thll < ollf - Wl is Kg een contractie, zodat op
grond van 6.1.1 er &én £ is met Kgf = f. Voor die f is g = £ - Tf = (I - T)f.
ii) Het in i) bewezene drukt uit dat de afbeelding I - T een bijectie is
van R op R. Dan heeft ze een inverse, S, eveneens een bijectie van R in R,

en daarvoor geldt S(I - T) = (I - T)S = I.

1l

iii) Zij ]A[ <1 -a, f] € R en f2 € R, B, i= (1 - T)f], 8, = (I - T)fz;
dan is

£, -f, =g ~ g, + Tf -~ T, ,

Hf] - f2H < IIg1 - gzﬂ + odff1 - f2H

(I - a) Ilf1 - f2H < Hgl - g2ﬂ

(1 -a) IISg1 - Sg2H < Hgl - g2N
zodat

”)thl - )\ngu = l—Li—La-“gI - g2” . O

6.1.3. Stelling: Zij T een begrensde lineaire operator van de B-ruimte R, en zij
Tl < 1; dan geldt:

i) De vergelijking (I - T)f = g is eenduidig oplosbaar voor alle g ¢ B,
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ii) Er is een begrensde lineaire operator $ van R zé dat

~ _ - i
(I -~T)S=258(I -1T) I en s < T

iii) E}ER st =f+ § 1.

(Stelling van Carl Neumann.)

Bewijs: Aangezien T wegens ITf - Thl < [[THilf - hll een contractie is,heeft
I - T volgens 6.1.2 een inverse S; de inverse van een lineaire operator is

lineair; definieer nu bij vaste g ¢ R

Kgf =Tf + g ,

dan is Kg’ wegens HKgf - th" = ITf -~ Thll, een (niet-lineaire) contractie,

waarvan het (eenduidig bepaalde) vaste punt Sg is, omdat

KgSg =T8g + g= (5 ~-TI)g+g=2Sg.

Nu is, zoals in het bewijs van 6.1.1 is aangetoond,

Sg = lim th

nroe

voor iedere h € R, dus ook

Sg = 1lim Kng .
nre g

e~

Wegens Kzg =g + TJg (zoals gemakkelijk met volledige inductie is te be-

j=1
wijzen) is dus

geR

Tenslotte:

o0

Hsgl <fgh + §F 7 gl
j=1

_ gl
-0 °
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VU = I: RN < vt

]

6.1.4. Stelling: Zij R een B-ruimte; U,V,K e BLO(R); UV

Dan is er een W ¢ BLO(R) met W(U - K) = (U -~ K)W = I.
Bewijs: Zij T := VK, zodat ITI < {{VIiKl < 1.
Volgens 6.1.3 heeft I - T een inverse S zodat
(I-VvVK)S =1
en
(U - UVK)S = U
of
(U-K)S=1U
en
(U ~-K)sv=1,
Neem W := SV, dan is (U - K)W = I, en ook
W(U -~ K) = SV(U - K) = S(I ~ VK) = S(I -T)=1. U
6.2. De integraalvergelijking van Volterra
Zijn R en R' als in §5.3; zij K € R'. R en R' zijn, met als norm | s

B-ruimten.

Onder de (bij K behorende) Volterra-operator van R verstaan we de inte-

graaloperator V (of, indien misverstand kan rijzen, VK) gedefinieerd door

X

(VEY (x) := J K(x,y)f(y)dy (f eR, xe [0,1]) .
0

De integraalvergelijking van Volterra luidt
f=uE+g

met een gegeven p € Cm, g € R en Volterra-operator V.
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Stelling: Als |u| < v~ is de Volterra-vergelijking eenduidig oplosbaar,
stelling

Bewijs: Omdat ljuvil = [uIHVH < 1 voldoet uV aan de voorwaarden van 6.1.3;

I - pV heeft een inverse § en

0

f=8g =g+ } (pV)Jg . a1
j=1

We zullen laten zien dat de in 6.2.1 gevonden oplossing ook voldoet voor

o

alle p ¢ Cm. Daartoe is het voldoende om aan te tonen dat ook dan |} (uV)Jg

=1
convergeert in R, omdat dan
W+ I g +g=g+ g+ | lg=g+ T nig.
j=1 j=2 $=1

Bij iedere K in R' definiéren we een functie X : [0,1]x[0,1] > Cm door

I

E(x,y) = K(x,y) als 0<y<xc<I1

R(x,y) 0 als 0<x<y<1

Aangezien K in het algemeen op de rechte {y = x} niet continu is, geldt niet
noodzakeliijk K e R'; zij R' &= {E}KER" Voor iedere K ¢ R definieren we nog

een K ¢ R' door
E(x,y) 1= Hﬁﬂm als 0=<yg=<x <]
E(x,y) 1= 0 als Ozx<y=1,

zodat voor alle x € [0,1] en y € [0,1] geldt |K(x,y)| < E(x,y).

Het is niet moeilijk om in te zien dat, als K ¢ R',

1

(V£ (x) = J K(x,y)E(y)dy .
0
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Stelling: Voor ieder tweetal K€ R' en L € R' is

0 gls y= x

iz X » L{x,y) = x
fK(x,t)L(t,y)dt gls y< x

h g
zodat K * LE R' N R' .
0 alg y &= x

s B * Tyl < (Ko D) '[ua:wuﬂsmu-y) ols y < x -

Bewijs: Door verificatie. 0

We voeren de notatie K(n) in voor de convolutie van n factoren K, door
volledige inductie gedefinieerd als
1
K(n)(x,y) 1= fK(n-1)(x,t)K(t,y)dt y (n=>2),
Q
De schrijfwijze is ondubbelzinnig, omdat de convolutie een associatieve be-
werking is (dit is een onderdeel van de bewering in 5.3.9).

Uit 6.2.2 volgt dan

Stelling: 4ls K € R, geldt voor alle n = 2:

0 als y » x

K-(n) ER'NR' en lf(n)(xﬂf)l '“‘?f(n)(x,}f) - ][f"n(x_y)n'1

m-1)1 als y < x

Bewijs: Door volledige inductie naar n. Q
Tenslotte blijkt dan

Stelling: De in 6.2.1 genoemie reeks convergeert voor alle u € Cm.

Bewijs: Op grond van 5.3.8 geldt

Vg = V.
K& = "=(3)8
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i (3) : 1_(-) j llﬁlli(x-ﬂj-1
sodat |V g(x)| = | fx Vy)s(r)ay| < v — e lel s
0
IR gl
< G-l
zodat ook _-
Gy IR el
Vgl <STGIOT
en de reeks % (uVK)jg convergeert voor iedere p € Cm ]
J=1

6.3. Over de oplossingen van differentisalvergelijkingen

6.3.1. Stelling: 2ij I := [O400) of I := [O,y] met y €ERL, v >0; zij F € C(I x Re);

F voldoet asn een lipschitzconditie, namelijk
BPEC(I) Voet Yvere Ywens |F(u,v) -Flu,w)| <p(u)|v-w] ;

dan geldt

i) (Existentiestelling voor differentiaalvergelijkingen) Bij iedere a e¢ R2

is precies &én v, € C(I) die voldoet aan de volgende voorwaarden
¢a(0) = a ,
wa is differentieerbaar op I,

VL) = FO,b (0)

ii) Als I = [0,y], dan geldt: wa hangt (in de supremumnormtopologie van C(I))

continu af van a.

Bewijs: We kunnen het geval I = [0,«) buiten beschouwing laten; wat erover
beweerd wordt is direct uit het andere geval af te leiden. Indien b, bestaat
moet ze, volgens de hoofdstelling der integraalrekening en de eerste en der-

de boven genoemde voorwaarden ock voldoen aan

X X

v, (x) = a+ J w;(t)dt =a+ J F(t,wa(t))dt .
0 0
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Definieer de afbeelding T van C(I)} in C(I) door

X

(TY) (x) := J F(t,p(t))de (b e C(I), x € I) ,
0

en definieer in C(I) een norm |l ”q met behulp van een nog geschikt te kiezen,

positieve functie q ¢ C{(I) door

Hwﬂq = sup{ |[¥(x)q(x)] | x ¢ I}, (v € C(I)) .

We bepalen q zd dat T een contractie is:

X

HT(¢)‘-T(¢MIq= sup{q(x) | J (F(t,w(t))-F(t,¢(t)))d£] x e I} <
0
X
< sup{q(x) J p(E)|p(t) = ¢(t)fdt | x e I} =
0
X
= sup{q(x) J g%%% a(t)e(t) - qt)¢p(t)|de | x € I} <
0
X
s sup{aCOlle - ¢l J g{%dt xe I} .

0

Nu bepalen we q, en wel 28 dat q continu is, en bovendien

X

p(t) .
3o:e(O,l) VXEI laGo) J ET?Tth| <o ?
0

als bijvoorbeeld

X

q(x) 1= exp{-2 J plt)de}
0




T

6.3.2.

_99...

voldoet o = }, wegens

X
. -2 J p(t)dt
V;GI q(x) J E%%% dt =4 (1 -e © )y < ),

0

Het paar (C(I);H Hq) is een B-ruimte, T een contractie van C(I), en volgens
6.1,2 heeft I - T een inverse S z3 dat AS voor alle A € Cm met ]AI < l-o een
contractie is. Nu is er dus voor iedere a ¢ R% bij de functie fa' gedefinieerd

V = = = - i
door xeT fa(x) := a, een element wa Sfa’ of fa (1 T)wa, en dat wil
zeggen:

X

\d;el a + j F(t,wa(t))dt = wa(X) s
0

zodat b, voldoet aan de in i) genoemde voorwaarden,

Bovendien is, met [A| < i,

- = - = ] - ! I -
Bog = vl = NSE, = SEN = yrise, = Asgll s gr 0E, - g

]

T%T la - b|sup{q(x) | x € I} ,

1A

cerwifl Ny, = ¥, s (inflaCo | x e 17y, -y

zodat wa continu afhangt van a. O

Opmerkingen: De keuze van het interval I = [0,y] met v > 0 is geen beperking
der algemeenheid; voor ieder interval [8,y] in R¢ geldt een analoge bewering
met een analoog hewijs.

De stelling houdt dan in dat de differentisalvergelijking
y' = F(x,y)

door ieder punt (B,a) ¢ [B,y] x R &én oplossing heeft.
De stelling is zonder veel moeite te generaliseren tot stelsels van

differentiaalvergelijkingen en tot het geval van complexwaardige functies.
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6.4. De hoofdstelling voor impliciet gegeven functies

We beschouwen functies F van twee variabelen x,y. De partiéle afgeleide

naar y wordt met F, aangeduid.

6.4.1. Stelling: Zij F in een omgeving van (0,0) een continue recelwaardige functie
waarvan de partiele afgeleide F, in (0,0) continu is. Ondersteld is dat
F(0,0) = 0, F,(0,0) # 0. Dan zijn er getallen a > 0, B > 0 z6 dat:

1) Er is precies &én afbeelding ¢ van [-a,al in [-B,B] 26 dat
F(x,¥(x)) =0 op [-a,a]

Deze ¥ is continu op [~a,0], en voldoet aan ¥{(0) = 0.
ii) Er is precies &&n continue afbeelding ¢ van [-u,a] in RL die zowel vol-

doet aan F(x,y(x)) = 0 op [-a,a] als aan ¥(0) = 0.

Bewijs: We beperken de zaak niet wezenlijk door te onderstellen dat

FZIO,O) = 1. We voeren in H(x,y) := y - F(x,y), zodat H(0,0) = 0, HZ(O,O) = 0.
We beperken B > 0 28 dat H en H2 in [-B,B] x [-B,B] gedefinieerd en con-~

tinu zijn, terwijl daar bovendien |H2(x,y)| < 4,

Verder beperken we o z6 dat 0 < o < B, en z8 dat
|H(x,0)| < ig . (-0 £ x < @)

Als nu x € [-e,al, v € [-B,B], Yy € [-B,B], dan is volgens de middelwaarde-

stelling

[B(x,y) = H(x,y,) | < ]y, - v,] . (M
Verder is voor X € [~a,al, v e [-B,B]

IH(XQY)I = IH(X:Y) - H(X,O)I + ]H(X,O)I < %lY[ + %B < B. . (2)
We beschouwen de ruimte B van alle recelwaardige functies ¢ op [~a,0] met

sup |o(x)| < 8
—QSXE0
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Dit is geen genormeerde lineaire ruimte, maar niettemin wordt het met

d(p,,0,) = s loy (1) = o, (x) ]

een volledige metrische ruimte. De afbeelding
o > 1 Hx,00)) 3)

is daarin een contractie blijkens (1) en (2).
Volgens stelling 6.1.1 is er nu precies &&n ¢ € B met de eigenschap dat
y(x) = H(x,¥{x)) voor alle x ¢ [-a,al.

Vervolgens beschouwen we de deelverzameling
B" = {9 ¢ B | 9 continu op [=a,a] en ¢(0) = 0}

met dezelfde afstandsdefinitie. Deze B wordt door de afbeelding (3) in zich-
zelf getransformeerd. Dientengevolge bezit ook B* een vast punt; daar B er
slechts &&n bezat, en B" ¢ B is, is dit vaste punt van B* hetzelfde als dat
van B. Hiermee is i) bewezen,

We bewijzen nu ii). Uit i) wvolgt dat er zo'n ¢ bestaat. Als er nog een ande-
re zou zijn dan de bij i) gevondene, zou die ergens een waarde > B of < -B
aannemen. Volgens de tussenwaardestelling zou die dan ook ergens in [mu,ajﬁ
een waarde + B aannemen. Met andere woorden, er zouden getallen Xs ¥y zijn

met

’lel < oy |Y]| = g, Ya = H(xl’y]) .

Volgens (2) is dan echter ]H(xl,yl)| < R, dus H(x],y]) # Yy Tegenspraak.

Ogmerkingen:

1) Als F, en F2 beide bestaan en continu zijn, is } ook differentieerbaar,

Fo(x,9(x))
TG00

; zle vraagstuk 6.4.1,

en p'(x) =
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2) Stelling 6.4.1 kan worden gegeneraliseerd tot het geval dat F een functie

is van R x R™ in R": als F differentieerbaar is, als F(e;,e;) = eg en als
BF:.L
det(E;T)i=l,- ..n (6;,9;) # 0, is er, locaal, een afbeelding
I i=g n .
f J ) 3

j P o= (wl,wz,...,wn) van R™ in R™ met

i) ¢ is econtinu
ii) ¢(9;) = U;

iii) F(x,¥(x)) = 0;

zie vraagstuk 6.4,2,
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