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1.1.1,

1.7.2,

Inleiding tot de lineaire analyse

Inleiding en notatie

Functionaalanalyse is een deel van de analyse dat met meetkundige be-

grippen werkt. De overgang van analyse naar meetkunde ontstaat doordat men
zekere klassen van objecten uit de analyse "ruimten" noemt en de objecten
zélf "punten'. De objecten kunnen bijv. zijn: functies van zekere soort, on-—

eindige rijen, afbeeldingen.,

Lineaire analyse is het deel van de functionaalanalyse dat met lineaire

ruimten werkt. In plaats van "punten” zegt men daar ook ''vectoren'. Datgene
wat het analytische karakter erin brengt, is de topologische structuur van
zulke ruimten. We zullen in dit college aandacht besteden aan een aantal
klassen van ruimten; de onderlinge samenhang staat in het volgende schema,

waarin naar beneden lopende lijnen verdere specialisatie aanduiden.

Afkortingen:
( v V : Vectorruimte
e ‘T : Topologische ruimte

TV : Topologische vectorruimte

Metrische ruimte

Volledige metrische ruimte

Genormeerde vectorruimte

e

M
M
NV
IP : Inproductruimte

Banachruimte

H : Hilbertruimte




1o1.4.

Alvorens tot de beschrijving van deze ruimten over te gaan vermelden

we enige afspraken omtrent notatie:

N de verzameling der natuurlijke getallen
gehele
rationale

regle

a 3 O o]

complexe

In de te bespreken vectorruimten geven we de elementen bij voorkeur aan
met de letters f, g, h,... . De complexe getallen die de scalairen zijn voor

de vectorruimten, noteren we met &, B, Yyeseys Ay Hypouo

Als ¢ een afbeelding is van een verzameling R in een verzameling S, dan
gebruiken we ¢+ in de volgende betekenis:
-+
als q ¢ S, dan ¢ (q) := {p ¢ R | o(p) = q}

als Bc S, dan ¢ (B) := {p ¢ R | 9(p) ¢ B} .

Gemakshalve gebruiken we ¢+ ook voor de inverse van g, als die bestaat.
De functie die voor alle x uit verzameling X gegeven is door een expres-
sie E(x), geven we aan met Txex E(x) (lambda-notatie van Church; het teken T

i.p.v. A is ingevoerd door Freudenthal).

Voorbeelden:

Y sin 2x, | x*+3) .

xeIR xe[0,1]

Als £ := $xe1{ (x-i-y)2 dan is voor alle a ¢ IR

f(a) = (a+y)? .

Meestal is duidelijk welke X bedoeld is: dan schrijft men $x i.p.v. ?xex

Het toepassen van het symbool ?x noemt men wel "ont-x'en'.

De notatie {pn}n voor rijen is nu eigenlijk overbodig: men kan ?

eIN nelN Py
schrijven., Vaak zullen we de rij ?nan p  aangeven met P sPoyyeee -

Het einde van een bewijs van een stelling wordt aangegeven met [J.




1.2,

1.2.1.

Vectorruimte of lineaire ruimte

Een vectorruimte is een verzameling R die niet leeg is, en voorzien.is
van een algebraische structuur: de elementen van R kunnen worden opgeteld
en ze kunnen worden vermenigvuldigd met elementen van een andere verzameling,
scalairen genaamd. Als scalairen nemen we vrijwel uitsluitend de complexe
getallen, soms ook de reele getallen; in het laatste geval spreken we, ter
onderscheiding, van een 'vectorruimte over R" (men noemt dit wel ""reéle
vectorruimte', wat een bedenkelijke term is). Algemener kan men lineaire

algebra bedrijven in een "vectorruimte over een commutatief lichaam K"; in

.
Tmrmt merllan =l b mn e
dit ccllege komt zulks niet voor.

Het begrip vectorruimte onderstellen we bekend. In telegramstijl formu-

leren we een stel eisen dat het begrip vectorruimte vastlegt:

(1) £+ (g+h) = (£+g) + h; (ii) £ + g

g+ £; (iii) £ + 0 = £;

(iv) 0+f = 0; (v) 1+£ = £; (vi) (A+u)-f Asf + u+f;

(vii) As(f+g) = A+f + A-g; (viii) (Au)+£ = X+ (u-£).

Merk op dat deze eigenschappen tot gevolg hebben dat de ruimte een
additieve abelse groep is t.a.v. de vectoroptelling.

We maken in dit dictaat geen verschil in notatie tussen het complexe
getal 0 en de vector 0. Uit de formules is steeds duidelijk welke van de

twee bedoeld is,

Een algebra (het woord wordt hier in een andere betekenis gebruikt dan
bijv. in "lineaire algebra") is een vectorruimte R waarin ook voor elementen
onderling een product + is gedefinieerd: als f ¢ R, g ¢ R dan £+g ¢ R.

Men eist daarbij

I

(1) f e+ (g*h)=(f-g) +» h; (ii) £ » (g+h) = (£-g) + (f£:h);

(11i) (g+h) « £ = (g-£) + (h+£); (iv) (Af)-(ug) = Au(f+g).

Als ook nog (v) £ + g = g + f geldt, heet de algebra commutatief,
Soms is er een e € R met e*f = f+e = f voor alle f ¢ R. We noemen dan e het

eenheidselement van de algebra (er is hooguit &&n zo'n e).




1.2.3,

1.2.7.

1.2.4. Stelling. Als RI een lineaire deelruimte wan de vectorruimte R is, dan is R

Definitie. Een lineaire deelruimte van een vectorruimte R is een deelverzame-

ling R, van R met de eigenschappen

1

(1) Als f € R]. ge R dan f+g ¢ R

1 E

(ii) Als f e R, a ¢ € dan aof ¢ R

] 1

(m.a.w. R is "gesloten" t.a.v. optelling en scalaire vermenigvuldiging).

1
(met de uit R overgenomen optelling en scalaire vermenigvuldiging) een

lineaire ruimte.

Zij X een willekeurige niet-lege verzameling. In EX, de verzameling van
alle afbeeldingen van X in €, kunnen we een optelling en vermenigvuldiging

met scalairen definiéren door
X X
£+ g := ?x (£(x) + g(x)) (FeC,get),

of 1= Tx (af (%)) (e €, £ ¢ CX) .

Men gaat gemakkelijk na dat EX nu een vectorruimte is; in het bijzonder is
het element gedefinieerd door ?x 0 de nulvector in zo'n ruimte. Bij iedere
f e Cx is -f, gedefinieerd door -f := ?x (-f(x)), de tegengestelde van f.

X . . . . . X
¢ heet een functieruimte., Ook lineaire deelruimten van ¢  worden

functieruimten genoemd (a2ls men ook de productoperatie £ + g = Yx (E(x)g(x))

beschouwt, heeft men een functiealgebra).

Voorbeeld: De complexe "numerieke" n—dimensionale ruimte wordt met R" aange-

duid:

n
R" := {(a],...,an) | o, € G,...,an e C} .

1

In dit geval is X = {1,2,...,n}.

Voorbeeld: Zij X := WN; dan is EX de verzameling van alle complexe rijen.




. X \ . .o
1.2.8. Voorbeeld: De verzameling Ge van functies op X die in hoogstens eindig veel

. . . . X
punten van X van nul verschillen, vormen een lineaire deelruimte van C°.

1.2.9. Voorbeeld: De functieruimte B(X) van alle begrensde complexwaardige functies

. , . . X . .
op X 1s een lineaire deelruimte van € . De recelwaardige vormen echter geen

lineaire deelruimte.

}.2.10. Voorbeeld: Als X := [0,1] dan is de ruimte C([0,1]) van alle complexwaardige

. . . . . X
continue functies een lineaire deelruimte wan Q¢ .

d.2.11, Laat S een deelverzameling van de vectorruimte R zijn. Met het lineaire

opspansel van S bedoelen we de verzameling

L(S) := {

. 1
1

ne-—1g

a:s, | ne N, @, € E,...,an e € s, ¢ S,...,sn € 8} .

1 1

Men ziet gemakkelijk dat L(S) een lineaire deelruimte van R is. Verder geldt
dat S ¢ L(S), en 8§ = L(S) dan en slechts dan als S een lineaire deelruimte

van R is.

De elementen van S heten (lineair) onafhankelijk als voor ieder eindig

stel verschillende elementen Sl""’sn van S en ieder stel complexe getallen
CIFTTPRRPIN- 1) # (0,0,...,0) geldt dat Z?=l as;s; ¥ 0.

We zeggen dat R eindig-dimensionaal is indien er een eindige verzame-

ling 5§ ¢ R bestaat 25 dat L(S) = R. Indien bovendien de elementen van S line-

air onafhankelijk zijn, is de dimensie van R (dim(R)) het aantal elementen

van S (uit de elementaire lineaire algebra volgt dat de dimensie van R onaf-
hankelijk van de gekozen verzameling S is). In dat geval zeggen we dat de

elementen van S een basis vormen voor R.

]

Indien er geen eindige verzameling S < R bestaat met L(§) = R, zeggen

-]

we dat R oneindig-dimensionaal is en we noteren dit met dim(R) .

1.2.12. Definitie. Als R en S vectorruimten zijn, en T een afbeelding van R in § is,

en als T voldoet aan
T(f +g) = T(£) + T(g), T(Af) = AT(f)

dan heet T een lineaire afbeelding (ook wel: lineaire operator. Als S = ¢

spreekt men meestal van "lineaire functionalen'"). Meestal schrijft men Tf in

plaats van T(f).




De collectie van alle lineaire afbeeldingen van R in S heet LO(R =+ S).

Daarin wordenoptelling en scalaire vermenigvuldiging vastgelegd door

T g (T E+T,6)

)+ Ty T
T

AT A(TE) .

feR

Verder kan men de nuloperator van LO(R + S) definiéren door ?feR c.

Stelling. LO(R - S) is een vectorruimte.

In plaats van LO(R + R) schrijven we ook wel LO(R). In LO(R) is een
product te definieren door
Ty o T, o= f

fer T (TE) -

We zullen voortaan T,T, schrijven in plaats van T, ° TZ'

Stelling. LO(R) is een algebra.

1.2.13. Als T ¢ LO(R) verstaan we onder een eigenvector van T ieder element
f ¢ R\{0} met de eigenschap

3Xe¢ ETE = x£] .

Als f eigenvector is van T is er precies &&n A ¢ € met genoemde eigenschap;
deze A heet (de bij f behorende) eigenwaarde van T.
De beeldruimte T(R) := {g ¢ R | EP [g = TE]} is een lineaire deel-

ruimte van R; voor iedere eigenwaarde A van T is de eigenruimte

E, := {f ¢ R | Tf = Af}

een lineaire deelruimte van R; in het bijzonder is

E, ={f e R| Tf = 0}

de nulruimte van T; als O geen eigenwaarde van T is, is E0 = {0}, Verder

definiéren we het spectrum van T

o(T) :={yecC | 3 } [TEf = vy£]1} .

feR\{0O

o(T) is de verzameling der eigenwaarden van T,




1.2.14, Stelling. Als R en S vectorruimten zijn, en als T ¢ LO(R + S) bijec-

tief is, dan is de inverse afbeelding lineair (dus T ¢ LO(S =+ R)).

Bewijs. Laat £ € S, g € S, A € €. Bij f en g behoren £,¢ R en g € R met Tf1 = f,

|
. e - -

Tgl = g. Nu is T(fl +g]) = f+g, dus fl =T f, g, = Teg, :El tg, = T (f+g),

zodat Tf(f-rg) =T f + T+g. En verder is T(af]) = a(Tf]) = af, dus

T (af) = af, = oT £. 0

1.2.15. Als R een lineaire ruimte is definiéren we de eenheidsoperator I door

I:= ?feR f. In de algebra LO(R) is I het eenheidselement: IT=TI=T voor
alle T ¢ LO(R).

1.2.16. Stelling. Laat R een lineaire ruimte zijn, en T ¢ LO(R). Beschouw de vol-

gende voorwaarden :

(i) Er is een afbeelding U van R in zichzelf zd dat UT = I.

(ii) Er is een afbeelding V van R in zichzelf zé dat TV = I.

(iii) T is injectief (d.i. T (0)

{0}, of "0 is geen eigenwaarde van T").

(iv) T is surjectief (d.i. T(R) R).

(v) T heeft een lineaire tweezijdige inverse, d.i. er is een W ¢ LO(R)
met TW = WL = I,

Dan gelden
(1) = (iii) , (ii) = (iv) ,
(1) A (ii) & (iii) A (iv) & (v) .

Uit (v) volgt bovendien: er is precies &&n afbeelding U van R in zichzelf
met UT=1, en die is lineair en tweezijdige inverse van T. Het overeenkom-

stige geldt voor TV = I.

Bewijs. Neem eerst (i) aan. Neem een f met Tf = 0. Dan is UTf = 0, dus If = 0
dus £ = 0.
Neem nu (ii) aan. Dan geldt voor elke f ¢ R dat T(VE) = £, dus £ ¢ T(R).
Neem nu (iii) en (iv) aan. Dan beeldt T de ruimte R &&n-&é&nduidig op
zichzelf af, zodat er een inverse T is. Deze is lineair (1.2.14). Noemen
we die W dan is TW = WT = I, Uit (iii) A (iv) volgt dus (v), en daaruit weer

(1) A (11).




1.2.17.

1.2,18.

1.2.19,

Neem nog eens (v) aan, dus WT = TW = I. Dan is, als UT I, ook

U= U(TW) = (UT)W = W; als TV = I, dan is V = (WL)V = W(IV)

1]
=
D

Opmerking. Als dim(R) < « dan is ook (i) « (ii) & (iii) & (iv) & (v)
(denk bijv. aan de stelling dim(T+(0)) + dim{T{(R)) = dim(R)).

Laat R en § vectorruimten zijn en T ¢ LO(R + 8). Men zegt dat T van
eindige rang is indien de dimensie van T(R) eindig is (de rang van T is dan

de dimensie wvan T(R)).

Voorbeeld: Zij R := C([0,1]) (zie 1.2,10), en beschouw de elementen ¢ en Y
van R die zijn gedefinieerd door o(x) := 1, $(x) := x (0 < x < 1).

T wordt gedefinieerd door
(T£) (x) := £(0) + x(£(1) -~ £(0)) (0sx<1; £feR).

Nu is T ¢ LO(R) en erR [TEf = £(0)g + (£(1) - £(0))¢¥] zodat T(R) = L{{g,v}).
Kennelijk is T van eindig rang: dim(T(R)) = 2.

Voor deelverzamelingen S en Q van de vectorruimte R definieren we de
som

S+Q:={g+h| ges, heqQl.

Indien § en Q lineaire deelruimten zijn en § n Q = {0} noemt men §+Q de
directe som van S en Q; in dat geval is iedere f ¢ S +(Q op precies &é&n manier
te schrijven als £ = g + hmet g« §S en h ¢ Q.

Als S + Q = R een directe som is, kunnen we de afbeeldingen P_ en P

5 Q

definieren door

Pf =g Bf =h  (£€8S+Q £=g+h)

PS en PQ heten projectie-ocperatoren op S en Q. Het zijn lineaire operatoren,

die voldoen aan

Pg(R) = S, Bo(R) = Q ;

PgPg = Bg » PRy = P

Q ’

PSPQ = PQPS =0, PS + PQ = 1.




1.2,20. Laat R een vectorruimte zijn, en S een lineaire deelruimte. We zullen

het begrip factorruimte (ook wel quotientruimte genoemd) definieéren.

We voeren daartoe in R een equivalentiebegrip in: f en g (beide in R) heten
equivalent mod S als £-g ¢ S. De collectie der equivalentieklassen heet
R/S.

Als p ¢ R/S, q € R/S, fl € Py f2 €P» 8 €4 B, €q, e €, enr
de equivalentieklasse met f]-i-gl € r, s de klasse met afl ¢ s, dan is ook
f2-+32 € r, af
keuze van £, en 8, in p resp. q. We definieren nu de som p +q en het scalaire

, € s. Dat wil zeggen dat s en r onafhankelijk zijn van de

product ap door r resp. s.

1.2.21. Stelling. Met de zojuist gegeven definities is R/S een lineaire ruimte. De
afbeelding die aan elke f ¢ R de equivalentieklasse p met f ¢ p toevoegt,
is een lineaire afbeelding van R in R/S. De nulruimte van deze afbeelding

is S.

1.3. Topologische ruimte

1.3.1. Onder een topologische ruimte (R,T) verstaan we een niet-lege verzame-—
ling R waarin een klasse T van deelverzamelingen is aangewezen die de vol-

gende eigenschappen bezit:
(i) BT
(i1) Re T
(i) (U e TAVeT]l=»UnVeT
{iv) VieI [Ui e T1= U U, € T voor iedere (eindige of oneindige)
ieI ,
verzameling I.

Verzamelingen die tot de klasse T behoren heten open verzamelingen. Een ver-

zameling heet gesloten als zijn complement open is.

1.3.2. Voor een willekeurige verzameling is

A, het inwendige van A, de vereniging van alle open verzamelingen die in A
zijn bevat; A is open.
K, de afsluiting van A, de doorsnede van alle gesloten verzamelingen die A

bevatten; A is gesloten.




1.3.3.

1.3.6.

1.3.7.

.-.-]0.-.

Een verzameling A heet omgeving van een punt p, indien er een open
verzameling, U ¢ T, bestaat 26 dat p ¢ U < A,
Iedere open verzameling U is omgeving voor alle punten p ¢ U. Een punt

p € R heet verdichtingspunt van een verzameling A ¢ R indien voor iedere

omgeving V van p geldt dat V een punt van A\{p} bevat. Voor een verzameling
A zij A' de verzameling der verdichtingspunten; dan geldt A = A U A',
Als PysPosPasees alle in R liggen en elke omgeving van p, op hoogstens

eindig veel uitzonderingen na, alle punten PysPgseee bevat, zeggen we dat

de rij naar p convergeert. De rij PpsPose-- heet dan coanvergent.

Zij (R,T) een topologische ruimte; een deelverzameling A van R heet

dicht in R of overal dicht of kortweg dicht indien A= R, d.w.z. dat iedere

niet-lege open verzameling een punt van A bevat.
De topologische ruimte heet separabel indien er een aftelbare dichte

deelverzameling A bestaat.

Een topologische ruimte (R,T) heet compact indien iedere open overdek—
king van R kan worden uitgedund tot een eindige overdekking.
p_ een

nelN "n
convergente deelrij ?nenl pw(n) heeft. (Bij de notatie p@(n) wordt onder ¢

Een topologische ruimte heet rij-compact indien iedere rij Y
een monotone afbeelding van N in IN verstaan.)
Zij £ een afbeelding van een.topolégische:n;ﬁnte (R,T) in een topologische

ruimte (E,?).

Als p ¢ R, heet f continu in p indien bij iedere UeT met £(p) € U een

U e T bestaat zd dat p € U en £(U) < U.

Als f continu is in ieder punt p € R heet £ continu op R. £ is dan en

slechts dan continu op R als geldt:

v, _LET@) T .
UeT

Een topologische ruimte heet een hausdorffruimte indien bij ieder twee-
tal verschillende punten p ¢ R en q ¢ R open verzamelingen U e T en V ¢ T be-
staan zb dat pe U, q e VenUn V = @, In een hausdorffruimte geldt:
als een rij P, zowel naar p als naar q convergeert, is p = q, We schrijven

dan ook wel lim p, = pof P, > P (n + ),
nre




1.3.8. Stelling. Als (R,T) een topologische ruimte is en S is een niet-lege deel-
verzameling van R, dan is {Un S | U ¢ T} een topologie voor S. (Deze topo-

logie heet de relatieve of geinduceerde topologie, zie [AL] 5.1.9.)

1.3.9. Stelling. Als R een hausdorffruimte is en S ¢ R, § # @, is S met de rela-
tieve topologie ook een hausdorffruimte.

1.3.10. Stelling. Als R separabel is en S is open in R, dan is S met de relatieve
topologie ook separabel.

1.3.11. Stelling. Als R compact is en S is gesloten in R, dan is S met de relatieve

topologie cok compact.

1.3.12. Voorbeeld van een topologie: In @ nemen we als open verzamelingen

(i) alle cirkelschijven, zonder de rand (open cirkelschijven)

(ii) alle verenigingen van open cirkelschijven,

Deze collectie deelverzamelingen van € is de topologie van € die in het

hierna volgende steeds wordt gebruikt.

l.4. Topologische vectorruimte

1.4.1, Een topologische vectorruimte R is een lineaire ruimte die bovendien

een topologie T bezit; en wel z6 dat voldaan is aan de volgende voorwaarden:
(i) De optelling is, als afbeelding van R x R in R, een continue
functie; dat wil zeggen: als f ¢ R, g € R en W is een omgeving van f + g,

dan zijn er omgevingen U van £ en V van g 26 dat U + V ¢ W; hierin is
U+Vi={u+v|uel, ve V} .

(ii) De vermenigvuldiging met scalairen, als afbeelding van € x R in R,
is continu; dat wil zeggen: als y ¢ €, £ € R en W is een omgeving van yf,
dan bestaan er omgevingen U van y {in €) en V van £ {in R) 25 dat UV c W;
hierin is

W :={iv | XxeU, veVl.

Er bestaat een algemene theorie van topologische vectorruimten; wij

zullen ons beperken tot het speciale geval van de genormeerde lineaire
ruimten,




1.5,

1.5.1,

1.5.3.
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Metrische ruimte en semimetrische ruimte

Een semimetrische ruimte (R,d) is een niet—lege verzameling R met een

afbeelding d: R x R + IR die voldoet aan

v

(1) d(x,y) 2 0

(ii) d{x,x) 0

1

(iii) d(x,y) = d(y,x%)

(iv) d(x,z)

IA

d(x:Y) + d(Y:Z)

voor iedere x ¢ R, vy ¢ R, z ¢ R, Indien bovendien voor iedere x ¢ R, y ¢ R

geldt
(v) x#y=4d(xy) >0

dan heet de ruimte metrisch. Men noemt d(x,y) de afstand van x tot y.

Als R een (semi)metrische ruimte is, dan verstaan we onder de bol

met middelpunt p (p € R) en straal 'p(p >'0) de verzameling

Bp,p := {x ¢ R | d(p,x) < pl} .

Een niet-lege verzameling in (R,d) heet open als ze vereniging is van
bollen. Nu geldt: een semimetrische ruimte is een topologische ruimte en een
metrische ruimte is een hausdorffruimte. De topologie van een (semi)metrische

ruimte heet (semi)metrische topologie.

Voorbeeld: De topologie die wij in € gebruiken (zie 1.3.12) wordt door een

metriek bepaald: voor A ¢ €, u € € is d(A,u) := |k - u]. Bollen in € zijn
dus cirkelschijfjes (zonder rand). Deze topologie in € induceert er een in
R; bollen in R zijn open intervallen (A,u).

¢ is separabel: zij D := {a + ib | a € Q, b ¢ Q}, dan is D=2¢, en
omdat Q aftelbaar is, is ook D aftelbaar, R is ( hoewel niet open in ¢,

vergelijk 1.3.10) separabel: Q = R.

In een metrische ruimte (maar ook al in een semimetrische ruimte) is
de definitie van omgeving equivalent met: U is een omgeving van p als er een

5 - B e u. ‘s . . s o
p 0 bestaat z0o dat p,P U. Een rij Tneni P, 1n R 1s dus convergent indien
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aQ€R Ve>0 aneﬂi Vizn [d(q,pm) < el

en dit is hetzelfde als

3 [1im d(q,p ) = 0] .
qeR oo m

Als de ruimte metrisch is (dus hausdorffs) heeft een convergenterij

slechts &én limiet.

Als we voor een verzameling A en een punt p definieéren
d(p,A) := inf{d(p,x) | x € A} ,
dan geldt

A=1{q ¢ R | d(q,A) = 0} .

A kunnen we ook nog karakteriseren met behulp van de stelling:

q € A dan en slechts dan indien er een rij T in A is met lim P, = q.

e g

nelN pn

1.5.5, Stelling. Als de metrische ruimte R compact is, is ze ook rijcompact; als

ze rijcompact is, is ze compact.

Bewijs. 1) Zij R compact, en Y een rij. Neem aan dat voor elke q@ € R

nelN Pn
geldt dat g niet de limiet is van enige deelrij. Dan heeft elke ¢ een om-—
geving 9 waarvoor geldt P ¢ @ op hoogstens eindig vele uitzonderingen na.
Daar R compact is, is R met eindig vele dergelijke 2's te overdekken. Dit
geeft een tegenspraak.

2) Zij nu gegeven dat R rijcompact is en laat {Ua | o € A} een open
overdekking van R zijn.

Definieer voor elke p ¢ R

- < < '
8(p) :=sup{x | 0 £x <1 A aaeA [Bp,Zx c Ua]} .

Het is eenvoudig in te zien dat

v

(a) 6(p) > 0 (p € R) ,

v

(b) 9(q) =z 8(p) - d(p,q) (p € Ry ¢ € Ren d(p,q) < 8(p)) .

We kiezen nu P, € R p, € Ryun achtereenvolgens zd dat

B U .os UB .
L Pys8(p) P »0(p)




1.5.6.

1.6.2.
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Als dit proces afbreekt is R eindig overdekbaar.

Als het niet afbreekt bestaat .er een convergente deelrij, waarvan we de
limiet p noemen.

Kies nu P en P zd datm > n en d(pn,p) < lo(p), d(pm,p) < {6(p).

Uit {(b) volgt dat 8(pn) > ia(p).

Verder is vanwege de constructie van de rij d(pn,pm) 2 e(pn). Dit is echter

in strijd met
d(p_»p ) < d(p_,p) + d(p ,p) < 46(p) .

Het proces breekt dus af zodat R compact is. O

Opmerking. Stelling 1.5.5 geldt ook voor een semimetrische ruimte.

Volledige (semi)metrische ruimte

Zij (R,d)} een semimetrische ruimte; een rij Yneni P, heet fundamentaal-

rij als

V€>0 akeni Vm>k Vn>k l:d(pm'l)n) <el.

Iedere convergente rij is een fundamentaalrij; het omgekeerde is in een wil-
lekeurige semimetrische of metrische ruimte niet noodzakelijk het geval.
Een semimetrische of metrische ruimte heet volledig als iedere funda-

mentaalrij convergent is.

Stelling. Als R (semimetrisch of metrisch) volledig is en S gesloten in R,

dan is ook S volledig.

We gaan uit van een semimetrigche ruimte (R,d). We zullen nu een
metrische ruimte maken door equivalentieklassenvorming. Als x ¢ R, y € R,
d(x,y) = 0 schrijven we x ~ y; nu is ~ een equivalentierelatie. Zij R" de
collectie van alle equivalentieklassen. Als u ¢ R#, v ¢ R" dan is voor alle

X € u, ¥y € v het getal d(x,y) hetzelfde. Is nl. ook x' ¢ u, y' € v dan is
d(x,y) < d(x,x") + d(x',y") +d@',y) ,

dus d(x,y) < d(x',y'), en om dezelfde reden ook d(x',y') = d(x,y).

We definieren nu de afstand d*(u,v) van u en v als deze waarde d(x,y).
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1.6.4, Stelling. (R*,d*) is een metrische ruimte, Als (R,d) volledig is, is (R*,d*)

het ook,

1.6.5, We gaan weer uit van een semimetrische ruimte (R,d). We vormen de
collectie F, bestaande uit alle fundamentaalrijen uit (R,d).
Als x = (xl,xz,...), y = (yl,yz,...) fundamentaalrijen zijn, dan is

d(x;,y,), d(x,5¥,),... ook een fundamentaalrij, want
lax vy ) = dGe,y )| s dlx %) + d@y_,y ) .

Daar de d(xn,yn) reele getallen zijn, heeft deze fundamentaalrij een limiet.
We definieren nu de afstand van x en y door

dF(x,y) :=1lim d(xn,yn) .

n+ee

Als x € R, dan is de rij Tne x een fundamentaalrij; we noemen deze

N
inj(x); de afbeelding inj is een injectie wvan R in F.

1.6.6. Stelling. (F,dF) is een volledige semimetrische ruimte, en de injectie inj
voldoet aan d{a,b) = dF(inj(a),inj(b)) voor alle a en b uit R, en inj(R)
ligt dicht in (F,dF).

Bewijs. Gemakkelijk controleren we dF(x,y) z 0, dF(x,x) = 0,
dF(x,y) = dF(y,x), dF(x,z) S dF(x,y) + dF(y,z) voor alle x,y,z uit F.
Dat dF(inj(a),inj(b)) = d(a,b) is triviaal.

Als X ¢ F, x = (xl,xz,...), en € > 0 dan is er eenm ¢ N z6 dat voor

n 2 m geldt d(xn,xm) < g, Rort inj(xm) af tot u, dus als u = (ul,uz,...) dan
is u, = x_ voor alle 1 ¢ IN. Nu is dF(x,u) = 1im d(xn,un); voor m z m is
d(xn’un) < g, zodat dF(x,u) < e, Hiermee is bewezen:

lim dF(x,an(Xm)) =0 . (n

m-co

Hieruit volgt onmiddellijk dat inj(R) dicht ligt in F: als x € F
dan liggen de inj(xl), inj(xz),... in inj(R).

Laat nu Uy, ... een fundamentaalrij in (F,dF) zijn (dus w € F voor
elke k), Kies bij elke k een v, € inj (R) met dF(uk,vk) < k_]. Nu is ook
VirV,see. een fundamentaalrij in (F,dF). Zij v, = inj(ak), dan is wegens
d(ak,al) = dF(vk’vl) de rij a = a158,,... een fundamentaalrij in R, zodat
a € F, Wegens (1) geldt dF(a,vm) + 0 (m~> =), Hieruit volgt dF(a,um) -+ 0,

zodat de rij u;,U,, ... convergeert. Dus (F,dF) is volledig. g




1.6.7,

Als we op de (F,dF) het proces van 1.6.3 toepassen krijgen we een
volledige metrische ruimte (F*,d;). Beschouw de afbeelding proj die aan
elke x ¢ R toevoegt de equivalentieklasse waartoe inj(x) behoort; deze
klasse bevat alle fundamentaalrijen y = (yl,yz,...) (met Yy € R) met de eigen-
schap dat dF(y,inj(x)) = 0, dus d(yk,x) + 0, d.w.z, alle fundamentaal-
rijen die naar x convergeren. Merk op dat d{x,y) = d; (proj(x),proj(y)),
hieruit volgt dat proj(x) = proj(y) slechts als d(x,y) = O.

Als (R,d) niet alleen semimetrisch maar ook metrisch is, is proj(x)
een inbedding van (R,d) in de volledige metrische ruimte (F*,d;), met de
volgende eigenschappen: (i) d(x,y) = d;(proj(x),proj(y)) voor alle x,y ¢ R,
(ii) het beeld proj(R) ligt dicht in (F*,d;). Om deze redenen noemen we
(F*,d;) een completering van (R,d). Men kan (door in gedachten proj(x) met

X te identificeren) deze completering als een uitbreiding van (R,d) zien.

. Opmerkingen. 1., Elke uniform continue afbeelding R + € kan tot een uniform

continue afbeelding ¥ + € worden voortgezet.

2. Als R een genormeerde vectorruimte (zie 2.1) is, dan kan de normering tot
T worden voortgezet.

3. Als R een IP-ruimte is (zie 4.1) kan de inproductstructuur tot F worden
voortgezet.

4. De onder 1,2,3 genoemde voortzettingen liggen (als F eenmaal gekozen is)

eenduidig vast,
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2. Genormeerde vectorruimte
2.1. Inleiding en voorbeelden
2.1.1., Laat R een vectorruimte zijn waarin bij elke f ¢ R een getal lfll 2 0
gegeven is. Neem aan
(i) llafl = |a] *+ I£01  voor alle £ ¢ R, a ¢ C;
(ii) £ +glh<NEh+ gl .
Dan heet Yf Il £l een seminorm op R. Als bovendien geldt
(iii) lfll=0=f =0
dan heet het een norm, en het paar (R, | |I) heet een genormeerde vector-
ruimte.
2.1.2. Stelling. Als || |l een norm (resp. seminorm) is op R, dan wordt R met de
afstandsdefinitie '
d(f,g) :=11£ - gl
een metrische (resp. semimetrische) ruimte,
2.1.3. Volgens 1.5.2 leidt deze afstandsdefinitie tot een topologie. We zul-
len in (R, || ) steeds met deze topologie werken. Merk op dat nu
f »f en If -fl-+0
n n
equivalent zijn.
2.1.4, Van nu af aan zullen we ons beperken tot gevallen waarin (iii) geldt

(ofschoon de overige gevallen niet wezenlijk moeilijker zijn).
R is dan een hausdorffruimte, zodat we over de limiet van een convergente

rij kunnen spreken (vgl. 1.3.7).

2.1.5. Stelling. Als (R, Il II) een genormeerde vectorruimte is, is het een topolo-
gische vectorruimte (d.w.z. f +g hangt continu van f en g af, en af hangt

continu van o« en £ af). Ook ?f I£Il is een continue functie op R.
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Bewijs. (i) Als I f - fOH < e, llg - gON < le dan is H(f-+g)-—(f0-+g0)ﬂ < g,
(ii) We schrijven

laf ~ aofoﬂ =l {a - ao)(f - fo) + (o - ao)fo + ao(f - fo)” <

<o -ag| s ME = £+ fa=ag]  NEN+ Jag]  HE - £00 .

ol ol

Laat a, en fO gefixeerd zijn. Neem voor § de functie gegeven door
8(e) = e/30£ Il + |a0] + 1 + ¢). Dan blijkt: als |a - aol < 6(e),
£ = fOH < §(e), dan is llaf - a £ Il < e,

00
(1ii) Als Hf-—fOH < £ dan is ook |I£ll - HfOIH < g wegens
WEl =< WE I+ E - Eolls WEJI < WED +NES - £1 . i

. Voorbeelden: -

I. € met llall := |a} is een genormeerde vectorruimte.

2. Als X een niet-lege verzameling is, dan is B(X) (zie 1.2.9) een genor-

meerde vectorruimte, wanneer men als norm neemt
NEN := sup{|f(x)]| | x ¢ X}

3. Laat op de lineaire ruimte R de uitdrukking || il voldoen aan (i) en (iii)

van 2.1.1, en neem aan dat de verzameling
{feR|NEN< 1}
convex is. Dan is || || een norm.

4. 2ij p > 1. In de numerieke R" (zie 1.2.6) hebben we de zg. p-norm (zie
[AL] 5.10.63):

1
= P PP
ey eeasa Yi = Clay [7 4 oo+ fa |57
5. Het limietgeval voor p + » is de sup~norm:

1
lim (|a1|P + ... * ]an[p)p = gup Ia.] .

preo 1<j<n

Deze norm is de sup—norm uit voorbeeld 2 (met X = {1,...,0}), en-wordt

meestal met || il aangeduid.




6. Als X een topologische ruimte is, definiéren we C(X) als
C(X) := {f ¢ B(X) | f continu op X} .

C(X) bestaat dus uit de begrensde continue functies, en de norm is de

sup-norm.
7. Op C([0,11) wordt een norm gevormd door

1
WEN, &= J |£¢e)|de .
0

2.1.7. In een eindigdimensionale ruimte zijn vele normen mogelijk. Uit de vol-

gende stelling kan men afleiden dat ze allemaal dezelfde topologie vastleggen.

. » - - » * - *
Stelling. Als R een vectorruimte is met eindige dimensie, en als |l l enll |
normen zijn in R dan zijn er positieve getallen m en M zd dat voor alle

f ¢ R
m 0" <Uells MUEN: .

Bewijs. We zullen beide normen vergelijken met eenzelfde norm, Laat

S EEERELN basisvectoren van R zijn, en definieer voor £ = a e + e +anen

2 2
FEN = (o, [T+ oov + [an| )i .

Nu is || I' een norm op R. We zien verder dat la.e, + ... + o e { continu
P 171 nn

afhangt van (al,...,un). want

lo, e, + ... + e l-llg,e, + ... + R e ll] =
I 171 e T By n| B1 1 ' Bn n |

< Hla] - Bl|e] + ...+ |an - Bnlen" <

la, - B]|lle]H + el F Ian - Bnlllen” .

1

Het "boloppervlak" gevormd deoor alle (ul,...,an) met
2 2 .
Iall + .t Ian[ =1 (d.i. met llae

o anenH' = 1) is een begrensde,
gesloten verzameling in R" (we kunnen het ook als een echt boloppervlak in

een reele m?“ beschrijven). Op dit oppervlak heeft elke continue functie

een maximum en een minimum: er zijn dus getallen m, en MO z0 dat

m, <lloe + ... +oe llsM
nn

0 171 0
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en de grenzen worden aangenomen, Uit [f1l = 0 volgt £ = 0; derhalve kan\m0
niet £ 0 zijn, zodat m, en M, beide positief zijn. , i ,

We kunnen hetzelfde met || || doen, dat geeft m, en MO. Met m = mO/MO,
M = Mofm; is nu de stelling bewezen. a

2.1.8. Stelling. Als (R,l II) een genormeerde lineaire ruimte is, met dim(R) < =,

dan is

{f e R|IEN <1}
een compacte verzameling in (R,I ).
Bewijs. We vergelijken ll | met Il {I' uit 2.1.7. Elke oneindige rij die in de
zin van || | begrensd is, is ook in de zin van I |I' begrensd. Er is dus een in
de zin van || |I' convergente deelrij; deze is dan ook weer in de zin van Il |
convergent. a

2.1.9. Stelling. Laat (R, |l II) een genormeerde lineaire ruimte zijn, en S een line-
aire deelruimte met eindige dimensie. Dan is S een gesloten deelverzameling

in R.

Bewijs. Laat fl € S, f2 € Syunay fn + f (natuurlijk in de zin van | I}, met
f ¢ R. We moeten bewijzen dat f ¢ §,

Uit fn + f volgt dat anH begrensd is. Uit de vorige stelling volgt nu
dat Tnend fn in (S, I ) een convergente deelrij heeft, met limiet g, g ¢ S.

Daar deze rij ook naar f convergeert, is £ = g, dus £ ¢ S. g

2.2, Lipeaire afbeeldingen van een genormeerde vectorruimte

2.2.1. Laat (R, HR) en (S, | HS) genormeerde lineaire ruimten zijn. Een
T ¢« LO(R - S§) heet begrensd als er een M bestaat zd dat voor alle £ ¢ R

gelde ITE lig < MHfHR.AlsT begrensd is definieéren we als norm van T:

HTh:=  sup NTEN/IEN, (*)
feR,£#0
We zullen meestal de normen in S en R gewoon metil || aangeven.

Als T begrensd is, en a ¢ €, dan is T begrensd en laTll = {a|.ITI.




2.2.2,

2.2.4.

2.2.5.

2.2.6.
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Als T begrensd is, en f ¢ R, dan is (wegens definitie van "sup")
NTEH < BTH - NWEN .

Als T1 en T2 begrensd zijn dan is voor alle f ¢ R
II(T] + Tz)fH < HTlfH + HTsz < HTllleH + HTZH Il £ i

en daaruit volgt dat ook T + I, begrensd is, en HTI-+T < HT]H + HT2H.

i 2

Stelling. De verzameling BLO(R > S) van alle begrensde lineaire afbeeldingen
van R in § is (met de in (*) gedefinieerde norm), een genormeerde vector-—

ruimte,

. Lineaire functionalen. De elementen van BLO(R + €) zijn begrensde lineaire

functionalen (in € hebben we de norm lall = |a]). De ruimte BLO(R - €) wordt

veelal de geadjungeerde ruimte van R genocemd en met R aangeduid, Vaak (maar

niet altijd) is de geadjungeerde van R gelijkwaardig met R,

Voorbeelden: Zij R = C([0,1]), en

i
L := lffeR (£(1) + J £(t)de) .
3

Nemen we in R de sup-norm || i, dan is L begrensd:

L) < o+ el .

Nemen we echter de norm || H] (gegeven doorIIfIIl = Of] |£(t)|dt) dan is L
niet begrensd. We kunnen nl. f£'s aangeven waarvoor £(Q)/ HfH] groot is:

neem f(x) = 0 (ﬁ <x s 1), £0) = 1, £ lineair op [O,i].

Stelling. Als T ¢ LO(R > S) dan geldt T begrensd « T continu.

Bewijs. Als T begrensd is, dan volgt uit ITf - Tgl < BTN E ~ gl voor alle

f eR, geR de continuiteit van T. Als T continu is, dan is er (wegens TO = Q)
een § > 0 25 dat ITfll < 1 als f ¢ R, | fll < 6, en nu blijkt dat || Tl < 6_] i £l

voor alle £ ¢ R. g

Voorbeeld: Als T ¢ LO(R™), is T continu, en BLO(R™) = LO(R™).
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2.2.7. Stelling. Als in de genormeerde lineaire ruimte R voor de rij Tne
geldt lim fn = f, dan geldt ook

n——)-oo

N fn
v . [lim L(fn) = L{(£)] .

LeR nre

Bewijs. Triviaal, op grond van 2.2.5.

De bewering van 2.2.7 is aanleiding voor een nieuwe definitie:

De rij Yneni fn in de genormeerde lineaire ruimte R heet zwak convergent

naar £ ¢« R (notatie fn-—*f) indien

Yo [lim L(fn) = L(f)] .
LeR n+=

Stelling 2.2.7 kan worden geformuleerd als
[fn+ f]-[fn-—‘ £l .

2.2.9. Stelling. Laat R en S genormeerde vectorruimten zijn, en laat T ¢ BLO(R - §).
Als f1 € R, f2 € Ry.ve en fn -~ 0, dan geldt Tfn -~ 0,

. * .
Bewijs. Als L ¢ S*, dan is ?fL(Tf) ¢ R, en derhalve is L(Tfn) + 0, O
2.3. Compacte operatoren
2.3.1. Laat R en S genormeerde lineaire ruimten zijn, en T ¢ LO(R + 8). T heet

‘s £ _
compact als voor elke begrensde rij] Yneni 0 geldt dat Tneﬂi Tfn een conver
gente deelrij bevat.

2.3.2. Voorbeeld: Als R een genormeerde lineaire ruimte is en T een begrensde li-

neaire functionaal is (dus § = €), dan is T compact.

2.3.3. Stelling. Als T compact is dan is T € BLO(R -+ 8).

Bewijs. Als T niet begrensd is, is er een begrensde rij fl’fz"" met

HTan + =, Dan bevat $ne Tfn geen convergente deelrij. O

N

2.3.4, Stelling. Als ?neli fn een fundamentaalrij is, en T compact, dan is Yneni Tfn

convergent.

Bewijs. Volgens 2.3.3 is T begrensd, en daarom is ?neIJ Tfn weer een funda-
mentaalrij. En een fundamentaalrij die een convergente deelrij bevat, is

convergent. U
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2.3.5. Stelling. Als R en S genormeerde vectorruimten zijn, T ¢ BLO(R > S), en T

van eindige rang (zie 1.2.17), dan is T compact.

Bewijs. Het beeld van de eenheidsbol is een begrensde verzameling in een
eindigdimensionale ruimte, waarin ‘elke begrensde rij een convergente deel-
rij heeft (zie 2.1.8).
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3. Banachruimte

3.1. Inleiding en voorbeelden
30141, Een genormeerde lineaire ruimte (R, Il {) heet een Banachruimte (ook wel
afgekort tot B-ruimte) als R volledig is t.o.v. de nomm Il .
3.1.2. Stelling. Als R eindige dimensie heeft, enll |l een norm op R is, dan is

(R, Il ) een Banachruimte.

Bewijs. Als Tnenl fn een fundamentaalrij in R is, dan is T fn begrensd

nelN

en heeft dus (2.1.8) een convergente deelrij. Maar dan is Tneni fn zélf

convergent. 0

3.1.3. Stelling, Laat (R, !l I) een genormeerd lineaire ruimte zijn. Dan is nodig en
voldoende voor de volledigheid van die ruimte, dat alle absoluut convergente

reeksen convergent zijn, (Een reeks £, + f2 + ... met termen uit R heet

1
absoluut convergent als Z] ka" convergeert ),

Bewijs. !. Neem aan dat (R,ll l) volledig is en dat ZT kaﬂ convergeert. Nu
L

is ?n (f1+... +fn) een fundamentaalrij, aangezien voor n > m

ll(f1+ ...-an) - (f1 +...-+fm)H Sllfm h+ ... +||an

+1

en dat is willekeurig klein als m voldoende groot is. Daar elke fundamentaal-

rij convergeert, is nu f 1-f2+ ... convergent,

1
2, Neem aan dat alle absoluut convergente reeksen convergeren,.

Laat 8,:8,>-+- eem fundamentaalrij zijn. Laat (voor elke k ¢« N) Nk

een natuurlijk getal zijn met de eigenschap dat Hgn - gmH < Z-k voor alle

n en m die groter zijn dan N ., Kies nu een stijgende rij van natuurlijke

k
getallen nl,nz,n3,... z6 dat n, > Nk voor alle k. De reeks

(8. — 8. )+ (8. -8 )+ ...
n2 ﬂ] n3 n2

; . -k
is absoluut convergent: de norm van de k-de term ig < 2 ~, Derhalve bestaat

nu lim g . De rij 8)28p9en- is dus een fundamentaalrij die een conver-
t-roo
gente deelrij heeft, en is daarom zélf convergent. O
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3.1.4, Stelling. Als X een niet-lege verzameling is, dan is B(X) (de op X begrens-—
de complexwaardige functies met sup-norm, zie voorbeeld 2.1.6.2) een

Banachruimte,

Bewijs. We bewijzen hier slechts de volledigheid. Laat g, © B(X) (k ¢ IN),
llglﬂ +|Ig2H * ... =M< », Voor elke x € X is nu Igl(x)l + [gz(x)] + ..,

convergent, met som < M. We mogen dus definieren

Eam g (8 + g0 + ),

en zien dat £ ¢ B(X), Ifll € M. Verder is voor elke x

n n o = +]
e -1 gl =swp £ -] g 0] ssup [ gl s [ lgl.
| xeX 1 xeX n+! n+l

n

Hieruit is af te lezen dat ) g ~ f, en daarmee is bewezen dat in B(X) elke
1

absoluut convergente reeks convergeert, (]
3.1.5, Opmerking 1. Convergentie in B(X) is hetzelfde als uniforme convergentie
op X.

Opmerking 2. Stelling 3.1.4 kan, met hetzelfde bewijs, worden uitgebreid

tot het geval van alle begrensde afbeeldingen van X in een B-ruimte.

3.1.6. Stelling. Zij X een topologische ruimte en C(X) voorzien van de norm |l %
(zie 2.1.6.6); dan is C(X) een B-ruimte.

Bewijs. C(X) is een lineaire deelruimte van B(X). C(X) is gesloten in B(X):
als Tneni fn een rij is in C(X) die convergeert naar f, dan is f continu
(wegens het uniforme karakter van de convergentie), Op grond van stelling

1.6.2 is C(X) dus een B-ruimte. O

3.1.7. Opmerking. De op [0,]] differentieerbare functies vormen geen volledige
deelruimte van B([0,1]). Men kan nl. rijen van differentieerbare functies
construeren die uniform convergeren naar een functie die niet overal dif-

ferentieerbaar is (zelfs naar een functie die nergens differentieerbaar is).
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3.2, Lineaire afbeeldingen van een genormeerde vectorruimte in een Banachruimte

3.2.1, Stelling. Als R en S genormeerde lineaire ruimten zijn, en S volledig, dan
is BLO(R + S) (zie 2.2.2) volledig., In het bijzonder geldt dat de geadjun—

geerde ruimte R (zie 2.2.3) volledig is.
Bewijs. Laat TI’TZ"" in BLO(R + S) liggen, en HTIH + HTZH + ... < @,

Als f ¢ R dan is HTan < HTnH * I£ll, dus HTIfH + HTZfH + ... 1s conver-
gent. Daar S volledig is, is nu Tlf + Tzf + ... convergent. Noem

T := (T1f+T2f+...).

£eR

Deze T is lineair, en ook begrensd, want voor alle f ¢ R is

NTEN < GITIH + "T2" + +..) [£ll, Verder is voor alle f ¢ R

II(T--(Tl + .. +Tn))fH < IITn fF+ ...l = GITn+1H + D) NEN,

+1

dus

- +.ll S +l.‘ L
T (Tl -+Tn)H HTn+]H

Hieruit volgt HT-(T] o +Tn)li+ 0, dus ZT Tk =T, 7. 543 0

3.2.2. Definitie. Een genormeerde lineaire ruimte, die een productoperatie + heeft

z0 dat (X, +, + ) een algebra is (zie 1.2.2) heet een genormeerde algebra

indien
Ix » yil < 0=l 0yl (x € X, y e X) .okl ek 200 <y

Als bovendien X een Banachruimte is, spreekt men van een Banachalgebra.

In het geval dat de algebra een eenheidselement e heeft, eist men gewoon-
lijk dat flell = 1.

3.2,3. Stelling. Als R een genormeerde vectorruimte is, is BLO(R) een genormeerde

algebra. In geval R een Banachruimte is, is BLO(R) een Banachalgebra.

Bewijs. Uit 1.2.12 en 1.2.15 weten we dat LO(R) een algebra met eenheids-
element I is. Het is triviaal dat I ¢ BLO(R) en dat |I{ = 1. Derhalve is
BLO(R) een genormeerde algebra. Als R bovendien een Banachruimte is, volgt

uit 3.2.1 dat BLO(R) een Banachalgebra is. U
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3.2.4, Stelling (Banach-Steinhaus). Zij R een B-ruimte en S een verzameling van
begrensde lineaire functionalen van R. Indien er voor iedere f € R een

Mf > 0 bestaat met de eigenschap

i v <
VLGS Llu(e)| = Mf] ' Yy ¢S TH vo feq HL”\HL
v P\ ¢ /7
dan bestaat er een M > 0 z5 dat EQR 3f7€ >0 V\_g 5 R4 f
v, o DLl < ul . = 350 Yecs Wiy g

Bewijs. Neem aan dat

L(f)
{ﬂ?;ﬁ f ¢ R\ {0}, L ¢ s}

een niet begrensde verzameling in € is. We kunnen dan achtereenvolgeus

f. ¢ R, L, ¢ 8, £,¢R, L

1 € 8,... vinden met

1 2 2

1
e =5, L Epl>1,

1 | k / \
k Zk(l ul R IS IPPPRE 1§ A ) L kl \f fk—-lj

De reeks fI + f2 + ... is convergent., Noem de som f.

Gebruikmakende van

UE )+ oy * eenll S

vinden we dat

[Lm(fm)l < ]Lm(f)| L ED] + e+ le(fm_1)| + |1 (£ Y

+ ..
m+]

<M_ +M_ + .,. +M + 1,

Maar uit de definitie van de rijen Yme Lm volgt dat op den

N fiii me N
duur

|Lm(fm)] > Mf+l+(Mfl+...+Mfm_l) .

Dit is een tegenspraak. O
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3.2.5. Opmerking. De stelling van Banach-Steinhaus geldt ook indien S een verzame-
ling begrensde lineaire afbeeldingen van een B-ruimte R in een B-ruimte R'
is; het bewijs is analoog aan dat van 3.2.4, In de engelstalige literatuur
staat de stelling ook bekend als het "uniform boundedness principle”.

3-2.6, Stelling. Zij R een genormeerde lineaire ruimte, en zij S een Banachruimte.
Zij Tn € LO(R * S) en (zie 2.3.1) Tn compact (n=1,2,...); zij verder
T €« BLAR * S) en lim "Tn - T = 0. Dan is T compact.

nr®

Bewijs: Laat Y fn een begrensde rij zijn., Kies een deelrij die
nelN

door T] op een convergente rij wordt afgebeeld. Kies uit die deelrij een

deelrij die door T, op een convergente rij wordt afgebeeld, etc.

2

! De diagonaalrij hsh (i.e. de deelrij van f],f die verkregen wordt

2".. 2’.0.
door uit de n° deelrij het n® element te kiezen (n=1,2,...)) voldoet aan

. [Vn T.h is convergent].

Zij € > 0, en kies k ¢ N met IT, = Tl < >— (waarin M = sup Il Il).
k 4M neN n

Er is een n,. z0 dat voor alle n > Ny, m >n

0 0

! { Tkhm - Tkhnll < e,

en dus 1s voor m > n., m > n

0 0

ITh = Thll <IT ~ Tl th ~h il + }e < e,
m n k m n

Hieruit volgt dat vne Thn een fundamentaalrij is. Daar S volledig is,

N
is deze rij convergent. - J
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4. Inwendig-productruimte

4.1, Inleiding en voorbeelden

S b4.l.Y, Een lineaire ruimte R heet inwendig-productruimte (IP-ruimte) indien

een afbeelding
(, ) :RxR=+¢
is gedefinieerd die voldoet aan de volgende voorwaarden (f,g,h ¢ R, A ¢ C):
(1) (£ +g,h) = (£,h) + (g,h)
(11) (f,g) = X (£,8)
(iii) (f,g) = (g,)
(iv) £ # 0= (£,£) > 0,

Een eindig-dimensionale IP-ruimte heet ook wel een unitaire ruimte.
Een eindig-dimensionale ruimte over IR noemen we een euclidische

ruimte,

Als (f,g) = 0, dan zeggen we dat f loodrecht staat op g.
4.1.2, Voorbeelden:

(i)  In R" zij voor a i= (@ sevesa ) en B = (ByeeeyB )

n —
(a,B) := z a,B.

(ii) In C([0,1]) kiest men een element r waarvoor Vxe(O 1 Cr(x) > C]
?

en definieert

1

(f,g) := J f(t)g(t)r(t)de .
0

4,1.3. Stelling. Zij R een IP-ruimte; dan
(v) (af +Bg,h) = a(f,h) + B(g,h)
(vi)  (f,ag+Bh) = a(f,g) + B(f,h)
(vii) (0,f) = 0

(viii) ] (£,8)|% = (£,£)(g,8) (Cauchy-Schwarz-Buniakowski) .
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Bewijs. (v) en (vi) volgen direct uit (i) em (ii); (0,f) = (0f,£) = O(£,£) = 0,
dus ook (vii) geldt; (viii) geldt als £ = 0.

Zijnul e €, ueC€, feR, geR, enf# 0 dan is (Af+ug, \f +ug) 2 0 op
grond van (iv) en (vii). Met behulp van de zojuist afgeleide regels (v) en

(vi) volgt nu

A(E,£) + Au(E,g) + Au(g,f) + ui(g,g) 2 0 .

Stel A ;= (£,f), B := (f,g) en C := (g,g) dan is A > 0, C 2 0 en

A|A|2 + 2 Re(AuB) + c[ul2 20
voor alle X € € en alle y ¢ €, in het bijzonder is voor X = B en B = —A

AlB]2 - 2A]B]2 +a%c 20

en wegens A # 0 volgt hieruit
’2

|B]© s ac . O

4.1.4. Stelling. In een IP-ruimte R is || ||, gedefinieerd door I £l := /(f,f), een
norm. (Deze norm heet de IP-norm; als we in een IP-ruimte over een norm

spreken, wordt (tenzij uitdrukkelijk anders vermeld) deze norm bedoeld.)

Bewijs. Door verificatie van de in 2,1.] genoemde voorwaarden; dit is voor
2.1.1 (i) en 2.1,1 (iii) zeer eenvoudig en we bewijzen alleen 2.1.1 (ii):
Als h = f+g dan is (h,h) = (h,f) + (h,g), dus
2
Ipl™ < [(h,£)] + [(h,g)| < Uhl-l£ll + Nhi-lgl
volgens 4.1.3 (viii), zodat

Thib s HEN+ gl .

Men kan dus iedere IP-ruimte als een genormeerde lineaire ruimte opvatten. []

4.1.5. Stelling. In C([0,1) is of' |£(e)|%dt < WEIZ (zie 2.1.6.6 en 7), met
andere woorden: bij het gebruikelijke inproduct (f,g) := Ofl f(t)g(t)dt voor
C{Oo,1D) is NEN = NEN.

Bewijs. of |£(o)|%ae < f'ueidae = ng)2, 0
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4.1.6. gtelling. In een IP-ruimte is ( , )} een continue functie,

+2,

1.

Bewijs. Voor ieder paar f,g is ( , ) continu in het punt '-f,g_I € R ¥ R:
| (£ +h,g+k) - (£,8)] = |(£,k) + (h,g) + (h,k)| =

SHEN NN + Hnllgh + Inl ikl .

Zij € > 0; neem n := min {“f” T fg” il 1}, dan is (vergelijk bewijs
2.1.5) voor lhll < n en ikl < 7 |
2
| (£+h,g+k) - (£,8)] < n{llEll + light +n < e . B

. Gevolg., Als £ = lim fn en g = lim g, dan is

e n+<e

(f,8) = lim (£ ,g ) en [fll = lim II£ 1l .
' v n’®n e D

Vergelijk ook 2.1.5.

Orthonormaalsystemen in een IP-ruimte

Een deelverzameling Q van de IP-ruimte R heet een orthonormaalsysteem

van R indien geldt

(1) quQ Chgfl = 1]

(ii) quq erQ [q # r = (q,r) = 0] .

Meestal bedoelt men met "orthonormaalsysteem" niet een verzameling maar
een rij. Als men zegt dat ?ndN q, een orthonormaalsysteem is, betekent dat
(qn’qm) = 6nm (Kroneckersymbool) voor alle n en m, In het bijzonder: als men
zegt dat {qI,...,qn} een orthonormaalsysteem is, bedoelt men de rij

SFERTRNL- B !
Voorbeeld; We definieren
2 N
s = {f e | I Yooy [E() = 01

met als inproduct
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(£,8) = } £(n)g(m) (f ¢ Ez. g ¢ Rf_) .
n=1

De elementen van 22 zijn zg. afbrekende rijen.

2 . e ;
In Re definieren we voor elke p ¢ N de eenheidsvector

(r) ._ .

q l]’J"EJN Gjp
(p)

N @

2
N een orthonormaalsysteem wvan Ee.

Nu islTJ
r

4.2.3. Definitie. Een orthonormaalsysteem Q van R heet totaal indien L(Q)(zie 1.2.11)
dicht in R ligt: L(Q) = R,

4.2.4, Voorbeeld: Het systeem uit 4.2.2 is totaal in 22.

4.2.5. Stelling. In R® is ieder orthoncrmaalsysteem Q met n elementen totaal.

Bewijs. Elk orthonormaalsysteem is een onafhankelijk stelsel:
Als Q = {q],...,qn} orthonormaal is, en % g + ... +aq =0, dan is voor

elke j (1 £ j s n) (alq + ... t 0. g ,9.) = 0, dus aj = Q,

1 nn’ *j
In de elementaire lineaire algebra is bewezen dat elk onafhankelijk

stelsel van n vectoren een basis voor R™ is: R" = L(Q). 0

4.2.6. Opmerking. Orthogonale lineaire afbeeldingen zijn gedefinieerd door de

eigenschap V 0 CITEN = N £11], zodat voor orthogonale afbeeldingen van R™
feR

geldt ITh = 1. Kiest men in R" een orthonormaalsysteem {ql,...,qn} als
basis, dan kan men op &&n-&&nduidige wijze nxn-matrices toevoegen aan de
elementen van LO(Rn); optelling en vermenigvuldiging in LO(Rn) correspon-
deren met optelling en vermenigvuldiging van matrices; zo blijkt dat de
nxn-matrices met de normering die uit 2,2.1 volgt een Banachalgebra met

eenheidselement vormen (zie 3.2.2).

4.2.7. In de ruimte C([0,1]) met als inproduct
1
(f,g) := j £(x)g(x) dx (f ¢ €([0,11), g ¢ C([0,11))

0




_33_

beschouwen we het orthonormaalsysteem dat bij de complexe Fourieranalyse

behoort. Voor elk geheel getal n definieren we

(n) 2ninx
q ) l',146[0,1] © )

Deze vormen een orthonormaalsysteem want

1
| @™, W)y - J Q2mi(k=R)x

| 0

ki

(n)

4.2.8. Stelling. Het systeem vnez q i5 een totaal orthonormaal systeem in

c(fo,11)y.
Bewijs. We beschouwen de deelruimte

C g += U] £ ec(lo]), £(0) = £(1)}

die dicht ligt in C([0,1]). We laten zien dat elke f ¢ C
(n) 1

zelfs uniform
mod | —_—

door eindige lineaire combinaties der ¢ s kan worden benaderd.

We kunnen elke f uit Cmod | Voortzetten tot een continue functie op
(-=,~) die periodiek is met periode 1. Zijn £ en g functies uit Chod 1° €D
geven we de voortzettingen ook met f en g aan, dan geldt voor elk :eéel ge~
| tal a dat (f,g) = afa+] f(x)ET;sldx . Het inproduct is dus een integraal over
een periode, en het doet er niet toe wélke,

Neem een f uit Chog 1°» e een e > 0. Er is een M > 0 z5 dat [£(x)] <M
(== < x < =}, en, wegens de stelling over de uniforme continuiteit, is er

een § > 0 zd dat

' [£(y +x) - £(¥)] < ¢ (-6 < x<§, w<y<w,

We mogen aannemen dat & < 1.

%_ Laat T een funetie uit Cmod 1 zijn die voldoet aan T(x) > 0 (alle x),
; "£f£ T(x)dx = 1. Dan is voor alle y:
} 4 -8
[ J T(x)(f{y +x) - f@byhd < e + 2M J T{x}dx + 2M I T(x)dx .
-4 8 -4

We nemen T(x) = c;l ?x (1 + cos 2rx)" waarin c = Ofl (1 + cos wa)ndx, en

n zd groot is gekozen dat




4,

. 3.

3.
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i -5
J T(x)dx + J T(x)dx < ¢/M .
§ -4

Het lukt om n zodanig te kiezen, want als x op een der intervallen [3,}],

(-4,-6] ligt, is

s
n 1 +cos 216 ? -1 n n ~l
(1 +cos 2mx) < (-m) .6 J (1l +cos 2rt) dt < a2 .§ e
-}8
met een a die tussen 0 en | ligt en niet van n afhangt,
We hebben nu bereikt dat
)
|£(y) - J T(x)E(y +x)dx| < 5¢ (= < y < =)
-4
De functie Yy "if£ T(x)f(x+y)dx 1is een lineaire combinatie van
q(”n),q(_n+]),...,q(n). Want T{x) heeft de vorm ZE=—n ak _2ﬂ1kx, zodat
4 / n
2riky
J T(x)f(y+x)dx = J T(x-y)E(x)dx = z e akBk s
k=-n
~4 -4
met B = _ifi g ZTikx f(x)dx. U

Orthonormaliserigg in een IP-ruimte

Laat R een IP~ruimte. Een vector f € R heet orthogonaal met (of:.

staat loodrecht op) de deelverzameling S van R indien (f,g) = 0 voor iedere

g € S. Als S een lineaire deelruimte van R is en h ¢ 5, heet h een lood-

rechte projectie van £ ¢ R op S indien f-h loodrecht op § gtaat. We =zeggen

in het vervolg "projectie'" in plaats wvan "loodrechte projectie'.
Het is direct in te zien dat er hoogstens &&n projectie van f op S

bestaat: zijn hI en h2 projecties van £ op S dan is
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4,

3.2.

3.3,
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h]-'h £ 5, h —h2= (f-hz) - (f'-hl) ’

2 1

(h,=hy, h =h)) = (£=h, h -h)) - (f-h, h -h) =0

1 ]

zodat hI - h2 = 0,

Stelling. Als Q := {q],...,qn} een orthonormaalsysteem is in R, en £ € R,
dan is ZE=I (f,qi)qi de projectie van £ op L(Q).

. n . .
Bewijs. Als f - Zi=l @.q; loodrecht op L(Q) staat, dan is het inproduct met

elke q; nul, dus (f,qj) - o, =0(=1,.,..,n). Inderdaad staat ook

f - Z?=l (f,qi)qi loodrecht op L(Q). 0

Stelling, Als F := YnéN fn een onafhankelijk stelsel vectoren in R is, dan be-

staat er een orthonormaalsysteem Q := Y in R zd dat L(Q) = L(F) (ortho-

neN In
normaliseringsprocédé van Erhard Schmidt).

.. ‘s _ -1 e _ . . .
Bewijs. f] # 011213 q, = Hflﬂ fl’ h, : f2 (f2’q1)ql’ dan is h, # 0;
zij q, = HhZH h2; nu is direct te verifiéren dat {ql,qz} een orthonor-

maal stelsel is en dat
L({q],qz}) = L({fl’fz}) .
Zij nu

h3 += f3 - izl (f39q1)q1 s

: e L -1 :
dan is h, # 0; zij qq ¢ Hh3H hy s dan is {q],qz,qs} een orthonormaal

stelsel en
L({d,,0,,a,1) = LUE ,E,,E,0)

Stel dat het gelukt is om een stelsel {ql,...,qn} te construeren met

de eigenschappen

A(n) : {ql,...,qn} is orthonormaal

B(n) : L({ql""’qn}) =1&{fl,...,fn}) .
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Neem

h i= £ -

n+l n+i (fn+l’qi)qi '

P-
I~

Wegens B(n) is

n

i£1 (Fpepdgdag € LUEL £ 1)

-1 . .
:=|Ihn+ i " h dan is (j = 1,...,n)

zodat h__, $# 0. Zij q 1 s+l

n+1
- -1 -
(825> = Vb 7 )

—1 n

=ln 07 T, ey - 121 CITLIDICHL I
-1
= th+1H {(fn+1’qj) - (fn+1'qj)} 0
en
( y=ln 0%t ,h ) =1
e Yne n+1 n+1° “n+l ’

zodat A(n+l) geldt.

Uit de definities van hn+l en q . volgt in verband met B(n) zowel

€ L({f],...,f }) als ¢ € L({ql,....q

n+l

Gn+ n+1 n+1}) 2

zodat ook B(n+!) bewezen is.

Op deze manier is het stelsel Q := {qn | n ¢ W} recursief gedefinieerd;

Q is op grond van het voorgaande orthonormaal en

o oo

L(Q) = U L({ql,...,qn}) = U L({fl,...,fn}) = L(F) . |
n=1 n=1

4.3.4. Opmerkingen, Als F' := {fn | n ¢ N} een deelverzameling is van R kan men F'
door uitdunning over laten gaan in een onafhankelijk stelsel F < F':

Neem in de rij £ ,£

l, 2'...
vervolgens de eerstveolgende die niet tot L(f;) behoort, fé; neem vervol-

de eerste vector die # 0 is en noem die f;; neem

gens de eerste die niet tot L({f',fa}) behoort, fé; enz. Als dit proces niet
na eindig veel stappen eindigt ontstaat de situatie van stelling 4.3.3; als
het proces na eindig veel stappen eindigt ontstaat een eindig onafhankelijk

stelsel F  F'; in beide gevallen is L(F) = L(F').
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Het orthonormaliseringsprocédé van stelling 4.3.3 is natuurlijk ook op

eindige stelsels F van toepassing.

Voorbeeld: In C([0,1]) met inproduct (f,g) := Ofl f(t)g(t)dt vormen de

functies fn (ne N v {0}) met fn(t) := t™ een onafhankelijk stelsel. Door

orthonormalisatie ontstaan hieruit de polynomen:

cIo(t) =1 ; |

hl(t) (in de terminologie van 4.3.3) = fl(t) - J fl(t)qo(t)dt =

1 0
=t - J tdt = t-4 ,
0
zodat
i
2 2 1
Thy " = J(t—g) dt = 75 en ql(t)=2f§(t-—i);
0
1 1
2 2 2
hy(t) = t° - J t“dt - 2/3(c-4) J 2/3(t - §Htde =
0 0
A S SO 1
=t 3 (t 2) t t + Z s
zodat

1
IIhZH = I (t t + 6)dt = =35 ° qz(t) 6v5(t t + 6) ;
0

op analoge wijze vinden we

3 3 .2 3 1 2 1
h3(t) t 3 c t 50 ,Ilh3H 3800 °
= o0/ - 3 2 .32y
q3(t) = 20V7 (¢t 3 tT o+ 3 t 20) ; enzovoorts.

Lineaire afhankelijkheid van vectoren is aan hun inwendige producten

te zien:
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Stelling. Opdat het stel F := {fl’fZ""’fn} in de ruimte R
afhankelijk is, is nodig en voldoende dat
(Epf) (ELE) o o0 (£,E)
(fz’fl) (fz’fz) . a s (fz’fn)

. . =0 ;

(fn,fl) (fn,fz) R (fn,fn)

{deze determinant staat bekend als de determinant van Gram).

. . car s . n .
Biwlls. Als F afhankelijk is, is er een (al,...,an) e R\{0} z& dat

=1 aifi = 0 en is er een element van F, bijvoorbeeld f], dat lineair in

de overige kan worden uitgedrukt: fl = Zg=2 Bifi' Voor de determinant van

Gram, w, geldt dan

(fi.f]) (fi,fz) . e (fi,fn)
(£,,£))  (£,,£,) « o v (£,,f)
w=§ 8 | - ¢+ |-o0.

1 '

(fn’fl) (fn’fZ) . (fn,fn)

Omgekeerd: als w = 0, zijn de rijvectoren in w afhankelijk, er bestaat

een (o ,..05a ) ¢ R™\{0} 25 dat

n
Yk=1,...,0 [igl o3 (5250 = 0]

of

Yk=1,...,n {(

hieruit volgt

n
(]

of




4,3.7,

4.3.8.

4,.3.9.

_39..

en F is afhankelijk. a

Laat R resp. S twee IP-ruimten zijn met inproducten ( , ) resp. [ , 1.
We zeggen dat R en S isomorf zijn indien er een lineaire afbeelding ¢ van R
in § bestaat die &é&n—&énduidig en op is. 9 heet dan een isomorfisme van R
en S.

Indien er een isomorfisme ¢ van R en S bestaat z6 dat voor iedere £, ¢ R
f. e R

zeggen we dat R en S isometrisch zijn en ¢ heet een isometrxie van R en S.

Stelling. Als n ¢ N en R een IP-ruimte is met dim(R) = n, dan is R isomorf

en isometrisch met de numerieke R® uit voorbeeld 4.1.2 (i).

Bewijs. Er bestaat een onafhankelijk stelsel van n vectoren in R, dus

(4.3.3) ook een orthonormaalsysteem {q],...,qn}. De.afbeelding

) n
(a],...,an) Faqpt o +a q ((u],...,un) € R7)

nn

is nu lineair, &&n-éénduidig, op en isometrisch. 0

Stelling. Opdat de IP-ruimte R een hoogstens aftelbaar totaal orthonormaal-

systeem bevat is nodig en voldoende dat R separabel is.

Bewijs. Als R separabel is, is er een stelsel {fn | n € M} in R met
{f T neNJ=R zodat zeker geldt L({f | n e IN}) = R. Door uitdunnen en

orthonormaliseren van het stelsel {fn | n € N} ontstaat het eindige of aftel-

bare orthonormaalsysteem Q met L(Q) = R. Dat wil zeggen dat Q totaal is.
Is, omgekeerd, Q een eindig of aftelbaar totaal orthonormaalsysteem in
R, dan is de verzameling E(Q) van rationale eindige lineaire combinaties
van elementen van Q een aftelbare verzameling (rationaal betekent hier: met
behulp van compléxe getallen waarvan zowel het reele als het imaginaire deel

rationaal zijn).
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3

Zij £ € Rene > 0; omdat Q totaal is, is er een eindig aantal elemen-
£

€en g ,e.sq € Q en een (a],...,an) e R 26 dat I - Z?=I ujqjﬂ <3

Bepaal rationale getallen Bj en Yj (j = 1,...,n) 26 dat

€ £
—_ — -— €
Yial,...,a U8y " Read < oma v - Ima ] < 7
dan is
J j ] | :
f @.q. — B, +iy.)q.ll = o, ~B,=-iy.| llq.ll < = .
E 34 E (J YJ)qJ ey 3] it 2
j=1 j=1 j=1
Dus
n
e - J (B.+iv,)q. <€,
ARE B M
J
m.a.w. E(Q) = R en R is separabel. O
Stelling. Als de vectoren fl""'fn onderling orthogonaal zijn, geldt
ol n
A I
=t 3 =
(stelling van Pythagoras).
n 2 { 1 n \ n n
Bew1]s.ll_z £.17 = \'z fj. Z fk} = .z z (f ’fk) =
j=1 j=1 k=1 j=1 k=1
n n 9
= £.,£.) = e, 0
I El 5

. Gevolg. Als Qpsevesdy orthonormaal zijn, en £ ¢ R, dan is

] 20 1 eyl
WE - (f,q.)q. II” + (f,q.) ,
j=1 J 7] j=1 ]

£ 12

want q yeeesq s £ - Z?=l(f’qj)qj zijn onderling orthogonaal (zie 4.3.2).
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"4.3.12. Stelling. Als ?ndﬂ q, een orthonormaal stelsel is in R dan geldt voor iedere

f ¢ R:

[2:]

T | (Esq.)] %< N EN?
j=1 !

(ongelijkheid van Bessel).
Bewijs. Uit 4.3.11 volgt dat voor elke n geldt

n
b olE,q0|? < nen? .
j=1 .

Laat nu n naar oneindig gaan.

“4.,3.13. Definitie, Als Ynéﬂ q, een orthonormaal stelsel is in R, én .f ¢ R,

dan heet de reeks

=]

jzl (f’qj)qj

(waarvan de convergentie nog ter discussie staat), de Fourierreeks van f.

De coefficienten (f,qj) heten de Fouriercoéfficienten van £ (t.o.v. dat

orthonormaalsysteem).

We zeggen dat een reeks Z;=] ujqj (met aj e €) convergeert en som f

heeft, als

limllf - )} a.q.l=0.
n>oe j=1 3]

We drukken dit ook uit door eenvoudig te zeggen dat £ = Z;=1 ajqj

(merk op dat een convergente reeks slechts &€én som kan hebben).

i4.3.14. Stelling. Als $ndN q, een- orthonormaalsysteem is, en f ¢ R, a, € T

(j e N), en f = Zj=] ajqj, dan is (f,qk) =a (k ¢ V).
Bewijs. Fixeer k. Voor n 2 k is
n
(£ - jzl o045 0 q) = (Fyq) oy .

Als n + =, gaat het linkerlid naar 0. Dus (f,qk) = a.
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'4.3.15, Stelling. Als {ql""'qn} een (eindig) orthonormaalsysteem is in R, en

4.3.16. Stelling. In de IP-ruimte R met het orthonormaalsysteen ?

f « Ry, a, € C,.-.,un € T, dan is

|
n n
£ - Z a,q,.ll 21£ - Z (f£,9.)q. |l

met gelijkheid slechts als aj = (f,qj) (3 = 1,...4n0).

+

b

n n
Bewijs. f - Z a.q., = [f - z (f,q.)q.]
oy d L4

[(f,q.) - a.]1q.
i=1 521 j i

Het rechterlid bestaat uit n+ 1 termen, die loodrecht op elkaar staan.’

Pas op de som van die n+ | termen de stelling van Pythagoras toe. O

naN 9p ZHIR
de volgende voorwaarden equivalent:

(i) {qn | n e W} is totaal,

=]

(ii) Vgp [£= kzl (£,q,)9, 1,

o0

| (E,a0] 20,
kzl k

B

(1i1) Vg p o £ 112

-}

(v) Ve p Ve [(E08) = kzl (£,9,)(q,»>8)7 +

Bewijs. (i) = (iii). Neem (i) aan. Neem een f ¢ R en een € > 0; zoek daarbij

D, O,

e - Z?=] (f,qj)qjﬂ < g. Uit 4.3.11 blijkt nu dat er bij elke € een n is zd

o n \
. - . .q. < . =
o 20 dat | £ ZJ=1 anJn €. Volgens 4.3.15 is nu

dat I E1%- 5 I(f,qj)|2|< e?. Hieruit volgt (iii).

(ii) e (iii). Direct uit 4.3.11.
(ii) = (i). Uit (ii) volgt dat er bij elke € > 0 een eindige lineaire
combinatie is, nl. een E?=1 (f’qj)qj’ die tot f een afstand < ¢ heeft.

(ii) = (iv). Volgt direct uit

n n
£ - £,4.)q.,8)| s If - £,q.0q.0 « llgl .
| ¢ jzl (£,4,)4; g)| <1 jzl (€599, + Il

(iv) = (iii). Dit volgt door g in (iv) te specialiseren tot f. 0
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Een orthonormaalsysteem heet maximaal als het niet lukt er vectoren aan
tot te voegen zd dat het een orthonormaalsysteem blijft.

Elk totaal orthonormaalsysteem is maximaal. Is nl, Q = {ql,qz....} een
totaal orthonormaalsysteem, en is p een vector met (p,qj) = (0 voor alle
j € W, dan is (zie 4.3.16 (ii)) p = 0. Het lukt dus niet om Q uit te

breiden.

We geven nu een voorbeeld van een maximaal orthonormaalsysteem dat niet

totaal is. In Rz (zie 4.2.2) nemen we

v, = (1, =2, 0, 0,...)

<
fl

(1, 0, =4, 0, 0,...)

= (1, 0, 0’ -8, 0,-00) etc.

<
|

Laat CIFLPYL PR het orthonormaalsysteem zijn dat hieruit door orthonorma-

liseren ontstaat.

Zij p ¢ Ez, P loodrecht op alle q;- Dan is p loodrecht op alle V..

Verder is p = (a],...,an,0,0,...). Uit p 1 v blijkt a, = 0, uit p i v

1 1
blijkt nu a, =0, uit p L v, blijkt ay = 0,... enz. Dit sluit lipll = 1 uit.
Het systeem is dus maximaal.

De afstand wvan (1,0,0,...) tot A}v + ...+ Anvn bedraagt

1

2 2 2n 2
|i-()\]+...+An)[ P R Ilnl .

Dit is niet < ! , want anders zou |A [2 <-J—, cees |2 |2 < 2—2n—2’ en dus
4 1 16 n
1 1 1
|AI+...+An|<Z+§+...<§,
zodat |l - (Al + ... * An)l > %. We hebben dus een vector (1,0,0,...) die

niet willekeurig goed is te benaderen door lineaire combinaties van de
vi's. Dus het systeem qysQpseee is niet totaal,

Om een inzicht te geven in de constructie van dit voorbeeld: in de
grotere ruimte 12 (zie 5.1.5) is (1, % R % s»e¢+) een vector die loodrecht

op alle v's staat.
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4.4. Lineaire deelruimten in een IP-ruimte

4.4,1, Zij R een IP-ruimte; we gebruiken de notatie f L S voor een f € R en
een S ¢ R indien f loodrecht op S staat {zie 4.3.1); en evenzo betekent,

met S < Ren Qc R, § L Q dat

erS VgeQ L(f,g) = 0] .

Als S ¢ R verstaan we onder het orthogonale complement van S ten op-

zichte van R de verzameling

ReS:={fcR| £18}.

4,4,2, Indien S en Q deelverzamelingen zijn van een IP-ruimte R, en § L @, dan

noemt men 5 + Q (zie 1.2,19) de orthogonale som van S en Q, gewoonlijk geno-

teerd met S ® Q. Indien S en Q orthogonale lineaire deelruimten zijn, is

S n Q= {0}, zodat S @ Q dan ook directe som is.

4.4.3., Stelling. Voor iedere deelverzameling S van R is R © S een gesloten line-

aire deelruimte.

Bewijs. 0 ¢ R© 5, zodat R & S # @ is.
Als f,g c R® S ena,B ¢ ¢ is

VhES [(df + ngh) = Ct(f,h) + B(S;h) = 0]

zodat R ® S een lineaire deelruimte is.

Als V [f c R®S]en f = lim f , is
ne n n

e

N

v [{f,h) = (lim £ ,h) = 1lim (f _,h) = 0]
heS e D mew P
wegens de continuiteit van het inproduct; met andere woorden: f ¢ R ® §.

Derhalve is R @ § een gesloten lineaire deelruimte. 0

4,.4.4, Uit stelling 4.4.3 blijkt dat het begrip orthogonaal complement niet
wederkerig is: als ‘S niet een gesloten lineaire deelruimte is, geldt zeker
niet S = R8 (Re S). Als S evenwel een volledige lineaire deelruimte is,
geldt § = Re (R e 5), hetgeen hierna in stelling 4.4.8 zal worden bewezen.
In de later te bespreken Hilbertruimte (volledige IP-ruimte, zie hoofdstuk
5) waar elke gesloten verzameling volledig is (stelling 1.6,2), geldt dus
voor iedere gesloten lineaire deelruimte § dat S = R e (R e S) en in ver-

band met stelling 4.4.3 tevens dat R © S weer volledig is.
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4.4.5, Stelling, Als S een lineaire deelruimte van de IP-ruimte R is, als f ¢ R,

4.4.6.

4.4.7.

g ¢ S, en als

VheS (HE = mH = IIf - gl

dan is f-g L §,

Bewijs. Neem k € S. We willen bewijzen dat (f-g,k) =0, en daartoe is het
geen bezwaar aan te nemen dat kil = 1. We projecteren nu £ -g op de door k
opgespannen eendimensionale deelruimte: f-g = (£ -g,k)k + p, waarbij p 1 k.

Volgens stelling 4.3.10 (Pythagoras) is

[(£-g,k) |2 =te-gh® - lph? .

Het rechterlid is < 0 omdat p te schrijven is als f-h met h € S. ]

Stelling. Als S een volledige lineaire deelruimte van de IP-ruimte R is, en

f e Rdan is er een g € S met £-g L1 S,

Bewijs. Zij d := 1Ef{Hf-hH | h e S}, Bij elke n € N kiezen we een g ¢S
met Ilf-gnll <d+2° ",

Op grond van de in elke IP-ruimte geldende betrekking

Ta+bl® +Ha-bl% = Aal® + b1’

geldt
I8y = g 1 =1 (E-g ) - (£-g )17 =
= 2i-g WP+ Ae-g I® - dif -4z, +g )<
n+} n n+! n
s 2@+ 2% 2@r 2 ade 23 g4 2
zodat z:=l ﬂgn+]-gnﬂ convergeert. Er is dus een g € S met Hgn-g||+ 0

(want S is volledig). Uit de continuiteit van de norm (stelling 2.1.5)

volgt nu lf ~gll = d. Wegens 4.4.5 is nu £~g 1 S. R a

Stelling. Als $ en Q orthogonale lineaire deelruimten van de IP-ruimte R
zijn, en R =5 ® Q, dan is S = R e Q.

Bewijs. Uit S L Q volgt ScRe@ Q. Als f ¢ R® Qdanis £ ¢ R, f 1L Q; splits
f=g+h, g8, heq, dan blijkt (h,h) = (h,f) - (h,g) =0 - 0 = 0, dus
h = 0, en daarom is f = g ¢ S, 0




4.4.8. Stelling. Als S een volledige deelruimte van de IP-ruimte R is, dan is

4.

R=5e (Re 8), S=Re (Re §8),

Bewijs. Uit stelling 4.4.6 volgt R =S + (R ® 8); en uit de definitie van
R ©& 5 volgt 8§ L R © 5. Derhalve R = 8 ® (Re S). Uit stelling 4.4.7 volgt
dat nu ook S =Re (Re 5).

4.5. De geadjungeerde van een operator

5.

1.

Zij R een IP-ruimte,

4.5.2. Definitie. Als T ¢ LO(R), S € LO(R) en als voor alle f ¢ R, g ¢ R

(Tf,g) = (f,Sg)

dan heten S en T gpaqjungeerde operatoren.

4.5.3. Opmerking. Uit (Tf,g) = (f,Sg) volgt (Sg,f) = (g,Tf); als S en T geadjun—

geerd zijn dan zijn ook T en S geadjungeerd.

4.5.4. Voorbeelden: (i) Zij R = C([0,1]) met het gebruikelijke inproduct., Met een

vaste p ¢ C([0,1]) definieren we de "vermenigvuldingsoperator" VqJ door

v, £ = f, (e(EE)) .

Als ¢ en ¢ voldoen aan ¢(x) = y(x) (0 £ x £ 1) dan zijn V¢ en Vw geadjun-

geerd.

(ii) 2ij R = C([0,1] x [0,1]). Op R nemen we als inproduct

1 1
J J K(x,y) L(x,y) dxdy (Ke R, LeR).

Indien K ¢ R dan definiéren we de "integraaloperator" T, door

Lt =1, J K(x,y) £ (y)dy (f e C([0,13))
0

K heet de kern van Ty. Als K en L voldoen aan K(x,y) = L(y,x) (0 < x <1,
0 £y < 1) dan zijn TK en TL geadjungeerd.
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4.5.5. Voorbeeld van een lineaire operator zonder geadjungeerde. We beschouwen de

4.5,6.

4.5.7.

4.5.8.

4.5.9.

ruimte 22 (zie 4.2.2) en definiéren T door

2
Td’j ay) = (JZ 3550,0,...) (@erl) .

Als n ¢« IN dan schrijven we fn voor het element van 22 met Vj=

Vj>n [aj = 0]. Er geldt nu

Fyvouyn

i 0=, (2f,2) = n (ne W),
Als § geadjungeerde van T is, dan moet voor iedere n ¢ NN

_ . 4
(fn, Sfl) = n, anll ] Sflﬂ >nen dus I S le 2n

Derhalve bestaat er geen geadjungeerde van T.

Hulpstelling. Als g ¢ R, h ¢ R de eigenschap hebben dat voor alle f ¢ R
(f,g) = (£,h), dan is g = h,

Bewijs. Neem f = g—h. a

Stelling. Bij elke T ¢ LO(R) is er hoogstens &én S ¢ LO(R) met T geadjungeerd.
*
Als er zo'n S bestaat, heet die de geadjungeerde van T, en wordt met T aan-

geduid.

Bewijs. Als (Tf,g) = (f,Slg) en (Tf,g) = (f,Szg) voor alle f, dan is
8,8. O

#

(f,Slg) = (f,SZg) voor alle £, dus Slg

Stelling. Als T een geadjungeerde heeft, heeft T* er ook een, en (T*)* =T,
2Le -1ng _

Bewijs. Zie 4.5.3. O

Steliing. Als S en T geadjungeerden hebben, en a ¢ C, B € €, dan hebben

aS + BT 2n ST ook geadjungeerden, nl. as™ + ET* resp. 8",

Bewijs. Als voor alle f,g geldt (Sf,g) = (f,S*g), (Tf,g) = (f,T*g), dan isg
((28 +BT)E,8) = a(f,S"8) + B(£,T7g) = (£, (as™ + BTM)g) ,

(STE,g) = (S(Tf),g) = (T£,8¥g) = (£,17(s*g)) = (£, (r*s™)g) . 0
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. % .
4.5.10. Stelling. Als T € BLO(R), en als T een geadjungeerde T heeft, dan is ook
T" ¢ BLO(R), en T Il =TI ‘

Bewijs. Voor alle £ ¢ R, £ # 0, geldt

IT eI = (1%, TFE) = (T(T¥E),£) ,
dus
lIT*fll2 < HT(T*f)ﬂ NEN < UTHHT EHBEN .

' waaruit volgt
*
BT £0AEN < kT .

* .
Door supremum te nemen zien we dat {{T |l < fTll. Daar ook T de geadjungeerde
* * *
van T is, geldt evenzo ITIH < IIT . Dus HTH = T ¥l < IITl, zodat
*
T i =1TI.

4.5.11, Definitie. Als T ¢ LO(R), en als T zichzelf tot geadjungeerde heeft, dus
(Tf,g) = (£,Tg) voor alle f,g ¢ R, dan heet T hermitisch.
Als T hermitisch is en bovendien (Tf£,f) =z 0 voor alle £ ¢ R, dan heet

T niet—nqgatief definiet hermitisch.

Als T hermitisch is en bovendien (Tf£,f) > O voor alle f ¢ R, £ # 0,

dan heet T positief definiet hermitisch.

%.5.12. Voorbeelden: (i) Als de ¢ uit 4.5.4 uitsluitend reeéle waarden heeft, is Vcp
hermitisch, Als ¢(x) 2 0 (0 < x £ 1) dan is Vcp niet-negatief definiet, als

o{(x) > 0 (0 £ x < 1) dan is Vm positief definiet.

(i1) Als de K uit 4.5.4 voldoet aan K(x,y) = K(y,x) voor 0 s x < I,

0 <y=<1, dan is TK hermitisch.

(ii1) Als R = § @ Q (zie 4.4.2) dan zijn de operatoren PS en PQ (zie

1.2.19) hermitisch. Want als f en g naar S en Q gesplitst zijn als

f= fl +f2, g = 8, g, met f] € §, 8 € S en f2 € Q, 8, € Q dan is




(flPSg) = (fl +f2’gl) = (f],gl) g
Dus PS is hermitisch, evenals PQ'

4.5.13. Stelling. Als T ¢ LO(R) een geadjungeerde heeft dan zijn T¥T en TT" niet-

negatief definiet hermitisch.

Bewijs. Voor £ € R en g € R geldt
((T"T)E,g) = (T*(T£),g) = (T£,Tg) = (£,T°(Tg)) = (£,(T"Dg) ,

dus T'T is hermitisch. Voor TT" (die niet altijd gelijk is aan T*T) geldt
hetzelfde (vergelijk 4.5.3). Verder is

* 2
(T Tf,£) (TE,T£) = ITEN" =2 0 ,

(TT £, £)

(T*¢,7°6) = 1T€1% = 0 . 0

4.5.14. Stelling. Als T hermitisch is zijn alle eigenwaarden van T reéel (zie
1.2,13); eigenvectoren f en gdiebij verschillende eigenwaarden behoren

staan loodrecht op elkaar.

Bewijs. Als Tf = Af, dan is (Tf,£) = (£,T£), dus A(f,f) = X(£,f). Als f
eigenvector is, is £ # 0, dus A = A.

Als Tf = Af, Tg = ug dan is A (f,g) = (If,g) = (f,Tg) =,a(f.8), dus

(A-u)(f,g) = 0. Als verder f # 0, g # 0 dan zijn A en u reéel, dus als
A # u dan is (f,g) = 0. N
5.5.15., Zij nu in het vervolg van deze paragraaf R een separabele IP-ruimte met

een totaal orthonormaalsysteem Q. In de volgende beweringen veronderstellen
we dat Q aftelbaar is, Q := {qj | 3 € N}; het geval dat Q eindig is kan

{(met geringe notatiewijzigingen) geheel analoog worden behandeld.

4.5.16, Stelling. Als T ¢« LO(R) en als T de geadjungeerde T* heeft dan geldt

- 2
ITq. 1° =
L ITg 0

i=1 j

HT*quZ < w

o~ 8

1
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o0

lewijs, Stel eerst Z ||qu||2 < w; yoor alle N ¢ W is (zie 4.3.16)

j=1

N * 2 N = *
) oIT g, " = L1 (T q
j=1 . i=1 k=1

zodat ook
- 2 g
Vorrtqrt < § onTq
j=1 J j=1 J

2
j’qk)l =

k

E

J

I Deg

1

Loy 2
](qj,lqk)l <

de omgekeerde ongelijkheid leidt men nu op analoge wijze af.

3

Indien Z?=l

[es]

Y lTg, |
k=1 k

IIquuz = = volgt uit het voorgaande dat ook Z;=I IIT*quI2 = w , []

Stelling. Als T ¢ LO(R) en als T de geadjungeerde T" heeft dan geldt voor

ieder totaal orthonormaalsysteem § := {sk | k ¢« N} dat

m oo

I s 1* = § nrq 0% .
k=1 =l J

Bewijs. Als 2?31 IITqJ.II2 < w dan is voor alle N € N (zie 4.3.16)

N * 2 N o N
L hTs 0= 7 ) [ (T7s
k=1 k=1 j=1

= L L GpTan | s

o1 k= K
zodat ook

[ uts 1* < § oite

k=1 =1 4

en op grond van stelling 4.5.16

[2.v] o0

2

2. .
LolTs 17 s ] I Tq 0"

k=1 j=1

Y o ITq. i
j=r

2
k’qj)l =

2

de omgekeerde ongelijkheid verkrijgt men nu op analoge wijze.

. o 2 B o0
Indien Zj=l HquH = = vyolgt uit het voorgaande dat ook Zkz] I Ts, il

k

2

=« . U

2
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. Definitie, Een lineaire operator T van een separabele IP-ruimte R heet een

. *
operator met eindige dubbelnorm indien T een geadjungeerde T heeft en er

in R een totaal orthonormaalsysteem {qj | j ¢ N} bestaat waarvoor
00 2

O P R

i=l ]

Als T een eindige dubbelnorm heeft noemt men

b=

Nl := €7 ltq, 1%
=t

de dubbelnorm van T; deze definitie is geootrloofd omdat ze niet van de keuze

van het orthonormaalsysteem afhangt (4.5.17). Uit 4.5.16 volgt direct dat 7

™Ml = fizllh

ook een eindige dubbelnorm heeft en dat

Stelling. Als T een lineaire operator is met een eindige dubbelnorm, is T

begrensd en I TH =< {||T]|| .
Bewijs.
ttel = T [(rE,q0% = T [0 P s T oned 0rtg, 0 =
i=1 ] j=1 ] 3=1 |
e T = nen® |zl 2
zodal
ATED ' :
Veso Ly ¢ Tl .

. Opmerkingen over zwakke convergentie (zie 2.2.8)

In een IP-ruimte R geldt voor elke g € R dat

L = T

g feR (f,g)

een begrensde lineaire functionaal is, want voor £ ¢ R, h ¢ R, a ¢ €

vinden we aclitereenvolgens

Lg(f'*h) = (£ +h,g) = (f,8) + (h,g) = Lg(f) + Lg(h) s

L GE) = (af,g) = alf,g) = ol (£) , o

L (O] = [(E,e)| sHlligl .

Uit fn — [ volgt dus (fn,g) ~ (£,g) (g ¢ R)




4.0,

A

4,6,

)

-

4.

_.52_

Stelling. Als fﬁ—~ £ en fn — g dan £ = g,

Bewijs. 41] Lf-g de op grond van 4.6.1 bij f -g behorende begrensde lineaire

functionaal. Dan geldt

Lf—g(fn) > Lf_g(f) ’
zodat

Lf—g(f) = Lf_g(g) en Lf_g(f—g) =0
of

(f—g,f—g) =0 .

hieruit volgt £ = g. [

4.6.3, Stelling. Zij R een IP-ruimte (separabiliteit of volledigheid worden niet

ondersteld); als fn — f en anH <1 {ne IN) dan is ook I £l < 1.

-

Bewijs. Merk op dat (f ,f) - (£,f). Derhalve is ook |(f,fn)| + | (£,£)

Nu 1s op grond van 4.1.3 (viii) en het gegeven

[(E,8 )] <UENNE < IEN

zodat ook
NEN> < e,

en hieruit volgt O < Il£)l < 1. U

Stelling. Zij R een willekeurige IP-ruimte (separabiliteit of volledigheid
worden niet ondersteld); zij S een volledige lineaire deelruimte, Als fn — f

en fn ¢ 5 {n e N) dan is ook f ¢ §.

Bewijs. f heeft volgens 4.4.6 een projectie g in S: £ = g+h met g € § en
b+ R e §, Nu geldt op grond van fn — f dat (fn,h) + (£,h), maar (fn,h) =0
(n ~ N). bus (f,h) = 0 en wegens (g,h) = 0, (h,h) = (f-g,h) = (£,h) - (g,h) =0

moet h = O, Hieruit volgt dat £ = g ¢ §. [
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Hilbertruimte

Inleiding en voofbeelden_

Len TP-ruimte R heet Hilbertruimte (H-ruimte) indien ze met de IP-norm

een B-ruimte is. Als R bovendien separabel is, is R een separabele Hilbert-

ruimte (SH-ruimte).

Voorbeeld:_Rn is een H-ruimte; volgens 4.1.2 (i) is R een IP-ruimte; de IP-

norm is

n ) n 9
HEh = /(E,E) =\/ ] £(OED =\/ T |eW)°,
i=1 i=1

, n .
en met deze norm is R volgens 3.1.2 een B-ruimte.

Voorbeeld: Niet iedere IP-ruimte is een B~ruimte.

. 1 e . ‘.
Bewijs. Beschouw C([0,1]) met (f,g) := Of f(t)g(t) dt, dan is (vergelijk

4.1.2 en 4.1.5) C([0,1]) een IP-ruimte, waarin de IP-norm is:

HE ( I |f(i:)|2dt)i :

0
Beschouw de rij f die wordt gedefinieerd door

nelN -"n

D=t s :fn(t)=l,

£stsi+—l—:f(t)=l+2n-l—-2nt,
n n
Z .

£+-l—n£t51:fn(t)=0,

2
zodat
Voew [, € €017 5 Vte[o,” [tlli: £ () =11

Vee (3,11 [Illi: £a(8) = 07 .
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?neni fn is een fundamentaalrij, want stel m = n, dan is

1

2 2
[ fn—fmll = J {fn(t) - fm(t)} dt =
0 :
2_] + 2~n
= J {fn(t) - fm(t)}zdt <20
2—1

Als er een f ¢ C([0,1]) bestaat 28 dat i f - an > 0 (n+ =), dan geldt

voor § < a < 1

1
2 2
[£(e) - fn(t)l dt < I f - fnﬂ +0 als n+ o,

a

Voor n voldoende groot geldt fn(t) =0 als a < t < 1, zodat blijkbaar

1
J l£¢e)|%ae = o .
a
Maar dat betekent £(t) = 0 als a < t £ 1, en dus f(t) = 0 als } < t = 1I.
Op analoge wijze vinden we f£(t) = 1 als 0 £ t < i; Dug f is zeker niet con-

tinu in t = }: tegenspraak.

.1.4, Voorbeeld: Uit 4.2.2 weten we dat 22 een IP~ruimte is. Het is echter geen

Hilbertruimte.

Bewijs. Definieer voor n = 1,2,....

s i m ,Tn
k fn . 1Jk«-:]N 2 Syne

-]

n
Er geldt IIf |l = 2 n’ en dus is ) £l < =, De rij ¥ I ;
=1 T =]

limiet in 22 aangezien voor iedere f = (ul,...,aP,O,O,...) € R en ledere

K heeft geen

n>rp

T ~p-1
0y g - =27,
k=1
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«©

1~18
e
pie
™|
|

2. . i=
L7 1s een H-ruimte. 1=1 t

.. oy a2 ) . . 2
Bewijs. (i) 4" is een lineaire ruimte, want als o ¢ 2" en B € 22 dan

v 2 B 2 o 2 a 2
Ve |1 logtegl®s T dlaglels P2 T g2z § gyl
i=1 i=1] i=] i=1

wegens de bekende ongelijkheid VaeﬂR V£€n{ [2ab < a2-+b2]; nu is
g 2., % ) o ® 2
Voew | g vel?e2 I lagl®e2 ] sl
1i=1 i=1 i=1

2
+ Bil convergeert; evenzo geldt voor X ¢ ¢

g1y

2 2 2 2 2
A R E AR LA
i=1 i=] i=]

a0
dus ook I |Aui|2 is convergent. Dit wil zeggen:
i=1

(e € 22, B e 2% A A € €} = [o +B ¢ 12 Ada € 22] .

d

- (ii) Uit Iaigil ]ai] [Bi| < i([ailz + IBilz) volgt dat voor a ¢ 2 en

2 = - . .
¥« & de reeks E:_] aiei absoluut convergeert; ( , ) is dus een afbeelding
van £ x & in C.

( ., ) is een inproduct, hetgeen door verificatie van de vereiste eigen—

schappen blijkt; zo is bijvoorbeeld

o

@+8,v) = | (a;+B)v; = | (ay,+B.y) = [ a;v,.+ ] 8.y
i=1 . = = =
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omdat beide laatstgenoemde reeksen convergeren, zodat

(¢ +B,y) = (a,y) + (B,Y) ; enzovoorts .

Nu ( , ) een inproduct blijkt te zijn is ook de IP-norm in 22 bekend:

bat =/ I Jail? .
. 1

1=1

-8

(iii) Tenslotte moeten we nog aantonen dat 12 in de IP~norm volledig

is,
Zij a(]) € 22, a(z) € 22,... en onderstel dat Z;=illu(h)u < o,
h) (h h h) .
Noteer a( = (a] ),aé ),...)= wieni a£ . Voor elke j is

T ola™) < 7 1™y,
h=1 9 h=1

(h)

dus Zm_ o. ' convergeert. We definieren nu
h=1 3

T
Voor pe W, q ¢ N, p < q geldt

n 4
(51,1, ")

1 h=p+I

(p+1)

IA

e

Laat eerst q = <«

n oo _{ o
( T T o™ < 7 ™y,
j=1  h=p+1 J h=p+I

We vinden zo voor p = 0,1,... dat

(jg T aﬁh)|2)£ e T 1e®pca,

I hep+l 3 h=p+1

Door p = 0 te nemen zien we dat 8 ¢ 12. Tenslotte geldt

g - @M+ va®ye T 1a®yso0 (pow
h=p+l

m, @

en dus is de reeks a + ... convergent met som B.

f o@Dy < 1Py

ey
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De ruimte 22 staat model voor een grote klasse van Hilbertruimten,
namelijk die van alle oneindig dimensionale separabele Hilbertruimten, waar-
van een gedetailleerde bespreking nog volgt.

Een ander belangrijk voorbeeld van Hilbertruimten is de ruimte LZ(X)
der kwadratisch integreerbare functies op een o-finiete maatruimte (X,M,u);
voor nadere bijzonderheden hierover zij verwezen naar de literatuur ([RN],

[Z] en de syllabus Maattheorie en Lebesgue-integratie).

De ruimte der afbrekende rijtjes, ﬁz (zie 4.2.2), is een lineaire deel-

. 2 . , 2 z
ruimte van £, Verder zien we dat de inproducten van £~ en %~ overeenstemmen.
e

De in 4.2.2 gedefinieerde verzameling

(» l

Q = {q pe NI, q'(p) = Y (peIN)A

. §.

JeIN 3p

is derhalve een orthonormaalsysteem van 22 zowel als van 22.
e

. . 2
Stelling. Q is een totaal orthonormaalsysteem voor &,

. .. - 2 2 ,
Bewiljs. Zij o ¢ 22 en € > 0; bepaal N 20 dat Z:=N+l Iai] < e, dan is
N . N .

o - Z aiq(l)ll2 < 52 en Ho - Z uiq(l)ﬂ <€,
=] - i=]

(Vervallen).
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:5.1.10, Stelling (Riesz-Fischer)., Als {qn | n e W} een orthonormaalsysteem is in

cen H-ruimte R en als | een rij complexe getallen is met ZE=I [Yk|2<(n’

keN Yk
dan is er een f ¢ R zd dat

Vkenq [Yk = (f,qk)] en f = kzl Y9y -

Bewijs. Zi] fn 1= Z?=l quj (n ¢ W) dan is (met m > n) wegens

. m .
e~ £ 015 = ] |y ]?
o j=n+l

1

fn een fundamentaalrij; zij £ = lim fn. Nu geldt met n = k
e

ne IN
i
1‘%. (f.qk) = (f~fn,qk) + (fn,qk) = (f-fn.qk) Yy e

Gebruikmakende van de continuiteit van het inproduct (stelling 4.1.6) vinden
we zo dat (f,qk) = Y (k ¢ W) . G

'5.1.11. Stelling. Als de SH-ruimte R geen eindige dimensie heeft, is R isomorf en
{ isometrisch met 22 (vergelijk 4,3.7 en 4.3.8).

Bewijs. Zij {qn | n ¢ N} een totaal orthonormaalsysteem, dan definieren we
de afbeelding ¢: R —+ qu door

9 1= T o ((£,q,),(£,q,),(£,q3),..2)

Wegens de stelling van Bessel (4.3.12) is Z;=] |(f’qj)|2 < = zodat ¢(R) c 22.
Volgens de stelling van Riesz-Fischer (5.1.10} is ¢{(R} = 22. De afbeel-

ding ¢ is ook &&n-&&nduidig, want uit ¢(£f) 9(g) volgt achtereenvolgens

) f,q9.) = (g,q.
VJem [( ,qJ) (g qJ)]

VjE]N C(f - g,qJ) = 0],

dus volgens 4.3.16 geldt £~g = 0, zodat f

H]
(0]

Verder hebben we voor j ¢ NN

p(f +g) = lfj (f +g.qj) =Y,

PR Tj<g.qj> = ¢(£) + p(g)

en analoog
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¢(af) = ap(f) ,
zodat ¢ een isomorfisme is. Tenslotte is ¢ isometrisch want (4.3.16 (iv))

=]

(o(E),0(g)) = ) (£,q4.)(g,q.) = (£,8) .
j=1 J .]

5.1.12. Stelling. Bij ieder eindig of aftelbaar orthonormaalsysteem Q in de SH-
ruimte R is een orthonormaalsysteem P in R z6 dat Q U P een totaal ortho-

normaalsysteem is.

Bewijs. Zij ¥ : R - R gedefinieerd door

vi=t o (- [ (£,00
qeQ

{ga na dat zqu {(f,q)q < R, zie 4.3.12 en 5.1,10) en zij Tneni fn een rij
die in R dicht is. Merk op dat ¢(f) L q voor alle g € Q. Yneli w(fn) is
eveneens een rij in R, die door uitdunnen en orthonormaliseren overgaat ip
een (eindige of oneindige) rij P = {pl.pz,...}. P en Q zijn dan orthonor-
maalsystemen. Doordat elke p € P een lineaire combinatie van eindig vele
w(fn) is, is p 1 q voor alle p ¢ P, q € Q. Derhalve is P u Q een orthonor-
maalsysteem,

Tenslotte bewijzen we nog dat P u Q totaal ig, Zij £ ¢ Ren e > 0;

bepaal fn z6 dat Hf-—an <‘% en vervolgens de eindige deelverzameling S van

Q zd dat
€
NE = w(E) - 1 (F,adall <3 ;
qes
met
bid = L.B.p.

Y(E ) i#35P;
volgt hieruit

£ - z.8.p. - ) (f ,Qqll<e.

L R

Dit betekent dat £ ¢ L(P u Q). O
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Stelling. Als R een SH-ruimte is en L is een begrensde lineaire functionaal
van R, dan bestaat er een g € R 26 dat L = L . (Uit4.6.] weten we reeds dat
Lg = ?feR (f,2) een begrensde lineaire functionaal is voor iedere g ¢ R.)

Bewijs. Laat L een begrensde lineaire functionaal zijn. Als L(f) = 0 voor
alle f dan voldoet g = Q0 aan de eis. Neem nu aan dat er een f0 is met
L(£,) # 0.

Laat S de nulruimte van L zijn: § = {x ¢ R | L(x) = 0}. S is een geslo-
ten lineaire deelruimte van R, want L is continu: als L{x) # 0 dan is er een
omgeving van x waarop L van nul verschilt.

Daar S gesloten is, is S volledig (stelling 1.6.2). Volgens stelling
4.4.6 is er nu een g € S met £
L(h) = L(fo) # 0, dus h # 0.

Laat f € S. Aangezien L(L(f)h - L(h)f) = 0 volgt dat L(f)h - L(h)f € S,

0 8 L S8, Noem h = f0-g, dan is h 1 §,

en wegens h 1 S betekent dit

L(£) (h,h) = L(h)(£,h).

Hieruit volgt de stelling met g = L(h) Hhﬂ_zh. a

Zwakke convergentie in separabele Hilbertruimten

De '"zwakte' van het begrip zwakke convergentie (zie 2.2.8) blijkt al
direct (zie hierna voorbeeld 5.2.2) als men probeert stelling 2.2.7 om te
keren: zwakke convergentie impliceert niet noodzakelijk sterke convergentie.
Deze paragraaf is gewijd aan de gevolgtrekkingen die men desondanks, althans

in SH-ruimten, op grond van zwakke convergentie kan maken. Zij R een SH-ruimte.

Voorbeeld: Als Q := {qn | n € W} een orthonormaalsysteem is in R, dan is

qn----a 0, want op grond van 5.1.13 is 1, — 0 equivalent met

VgF_R [(qnlg) * (O:g) = 0]
en dit is een gevolg van 4.3.12, Maar _"[qn + 01, want llq_ -0l = 1 voor alle

n < IN.
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. N , : ..
5.2.3. Stelling. Als fn f, dan is Tneni fn een begrensde rij.

5.

2.4,

Bewijs. Voor alle g € R is, op grond van 4.6.1, (fn,g) + (£,g) en ook
(g,fn) > {g,f) zodat Lf (g) ~ Lf(g) en dus 1s er een Mg > 0 met
n

Yoem [|Lfn(g)[ < Mg]

Op grond van 3.2.4 (met S := {L ] n e N}) bestaat er een M > 0 z& dat

£
n

<
Vol [HLan < M)

Derhalve geldt (f ,f ) s MIIf llen dusllf I <M (ne IN) ., g
n’'n n n

Stelling. Iedere begrensde rij in R heeft een zwak convergente deelrij.

Bewijs. Zij fn € R,Ilan £l (n=1,2,...). Kies een rij T,r die dicht

greer

ligt in R. Er bestaat een deelrij £!,f!,... van f],f waarvoor

2,. 2"'.
Y (r],f;) convergeert; er bestaat een deelrij f",f;,... van f',£!

nEN l, 2,-.-
waarvoor ?neni (rz,f;) convergeert, enzovoorts. We beschouwen nu de diago-
naalrij f;,f;,f"ﬂ... en noemen die hl'hZ’hB"" . Er geldt

Vkeni [vneni (rk,hn) is convergent]

Laat nu g € R. We zullen laten zien dat (g,hI),(g,hz),... convergeert,

Zij hiertoe € > 0 en bepaal j zd dat llr, ~gll < le. Kies vervolgens m, 20

£ .
dat voor m > My B> MW geldt I(rj,hn) - (rj,hm)[ <35 . Dan is voor m > LY

0
n>m

0
|(g,hn) - (g,hm)l < % + I(rj-g.hn—hm)l < e,

wantllhn-hmﬂ < 2, De rij ?neli (g,hn) is dus een fundamentaalrij op € en
derhalve comnvergent.

Definieer nu

L := ?geR lim (g,h_)

n¥e
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Daar |L(g)| <ligh (g € R) volgt gemakkelijk dat L een begrensde lineaire

functionaal is. Volgens stelling 5.1.13 bestaat er dus een h ¢ R met

L(g) = lim (g,h) = (g,h)
e

voor alle g £ R. En daarom (weer gebruikmakend van 5.1.13) is hn-4h.

5.3. Geadjungeerde operatoren in een separabele Hilbertruimte

0 5.3.1. In deze paragraaf is R een SH-ruimte.

5.3.2. Stelling. Als T € BLO(R), dan heeft T een geadjungeerde,

Bewijs. Zij g € R, Dan is Yf (Tf,g) een lineaire functionaal die begrensd is
wegens

| (TE,g)| < NTHUENNGI .

Nu is er volgens 5.1.13 een (eenduidig bepaalde) h € R zd dat

stR [(Tf,g) = (£f,h)].
Definieer nu de afbeelding S door Sg = h. We behoeven nog slechts te
laten zien dat § lineair is: Als (Tf,g]) = (f’hl)' (Tf,gz) = (f,hz) voor

alle £, dan is

(Tf,alg1 + azgz) = a](f,hl) + uz(f,hz) = (f,alh1 + a2h2)

5.3.3. Stelling. Als de lineaire operator T een geadjungeerde heeft, dan is T

begrensd.
Bewijs. Beschouw de collectie begrensde lineaire functionalen

5 := {Lp | h e R, Il = 1}
(De notatle is die uit 4.6.1 : L = ? {(f,g).) Voor elke f ¢ R geldt
g i

Vs EIL(D)] = IT*EHT ,

want

|Lpy ()] = | (£,T0)] = [(T°€,n)| s HT N 0B} .
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Volgens stelling 3.2.4 is er nu een M > 0 zd dat voor alle L € S geldt

LI < M. Hieruit volgt dat voor alle h met [hll = 1 en voor alle £ ¢ R geldt
| (£,Th)| < M UEH

Voor £ = Th volgt hieruit [IThil £ M. Daar dit voor alle h met | hil = | geldt,
blijkt nu dat HTI < M, W]

Gevolg (stelling van Hellinger en Toeplitz}. Als R een separabele Hilbert-

ruimte is en T is hermitisch, dan is T begrensd.
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Compacte operatoren in een IP-ruimte

Inleiding
We zetten nu onze beschouwingen uit 2.3 en 3.2.6 voort.

Stelling. Als R een SH-ruimte is, T ¢ LO(R) en T compact, dan geldt voor

elke rij VneN fn

f 2 0=Tf =0,
n n

Bewijs. T is begrensd (stelling 2.3.3), en dus volgt uit stelling 2.2.9
dat Tfn ~ 0. De rij vnelifn is begrensd (stelling 5.2.3) en T is compact,

dus elke deelrij van Pne 'Tfn heeft een convergente deelrij.De limiet

N
van zo'n deelrij kan niet anders dan O zijn (want Tfn - 0; gebruik stelling
2.2.8 en stelling 4.6.2). En omdat elke deelrij van Tfn een naar nul

convergente deelrij heeft, is 'I‘Fn +.0, 0

Stelling. Als R een SH-ruimte is, T € LO(R) en als voor iedere rij ?neli £
in R geldt dat

n

f ~0=>Tf -0
n n

dan is T compact.

Bewijs. Als Yneli g, een begrensde rij is in R, bevat ze volgens 5.2.4 een

1
nelN gn
volgens het gegeven Tg; ~ Tg. T is compact volgens 2.3.1. il

zwak convergente deelrij, zeg ? met g& ~ g; dan is gé—g -0 en

Stelling. Als R een SH-ruimte is en T is een lineaire operator met eindige

Bewijs. Zi] 4ysqy +-. een totaal orthonormaalsysteem voor R, Voor

n= 1,2,... definiéren we
n
= T .)q. .
T =Y, jzl (T£,q,)q,

Voor elke f ¢ R 1is

I (T -~ T)fﬂ2 = ) I(Tf,q-)l2 = 1
n el J :
j=n+l 3=
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=]

< na? ¥ ot
j=n+l J

a0

Uit stelling 4.5.16 volgt dat ) “T*qjﬂ2 < =, en daaruit blijkt dat
i=1

kT - Tn” + 0 als n +~ =, De operatoren Tn zijn van eindige rang, en dus

(volgens stelling 2.3.5) compact. De compactheid van T volgt nu uit
stelling 3.2.6. Q

6.2, Ontwikkelingfnaar eigenfuncties
6.2.1. R is een IP-ruimte, T ¢ BLO(R) en T is hermitisch.

6.2.2, Hulpstelling. Zij ITIl = 1., Er is bij elke € > 0 een £ ¢ R 25 dat
IEE - £l < e NENl of ITE + £ < e 1 £1,

Bewijs. Fixeer g ¢ R met g # 0, ITgl® > (1-e*) I gl°.

We beschouwen
2 2
IIT2g - gH2 =T gll™ - 2(T28sg) + IIgI!2 .
2 2 2 .,
Wegens IT"gll < ITN ITgll = ITgll en (T°g,g) = I Tgll® blijkt
it’g - gl < hgl? - Itgl? < * Ngi?
Neem aan dat niet geldt ITg - gll < € igll. Dan voldoet h := Tg - g aan

inh = ellgl,ITh + hil = IT%g - Tg + Tg - gll < €2 U gl

dus ITh + hil < € I, 0

R R R

§6.2.3. Stelling. Zij T behalve hermitisch ook compact, en Tl > 0. Dan is een der

v
:

getallen I Tll, -lITIl een eigenwaarde van T.
Bewijs. Volgens 6.2,2 is er een rij f],fz,... met

kaﬂ =1, ITE, - Af, >0, 2 = lITHof X = HAITI .

k

Kies van $keni Tfk een convergente deelrij. Nu convergeert de corres-

ponderende deelrij wvan Y Af , dus ook die wvan Y f, . Noemen we de

kel k kelN Tk
limiet f, dan is [ £il = 1 en uit IITfk - Aka »> 0 blijkt dat Tf - Af = O. Y
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6.2.4, Stelling. Zij T behalve hermitisch ook compact.

(1) Voor elke a > 0O geldt dat er hoogstens eindig veel eigenwaarden X
met [A| > o zijn.

(ii} Bij elke eigenwaarde # 0 heeft de eigenruimte eindige dimensie.
Bewijs. (i) Neem het tegendeel aan. Dan is er een rij Tneﬂi fn met anH = 1,
HTan > a, en de Tf zijn onderling loodrecht (4.5.14). Daaruit volgt dat
?neni Tf geen convergente deelrij heeft.

(11) Als dit niet geldt, is er een aftelbaar orthonormaalsysteem
fl’fz"" met Tfk = Afk voor alle k, en A # 0. De Tfk s zijn onderling lood-
recht, en HTfkﬂ 2 [AI. Conclusie als bij (i). U

6.2.5. Stelling. Laat T hermitisch en compact. Er is een orthonormaalsysteem

6.2.6,

g|»8ys++ N een rij reele getallen Al,lz,... met ]A1| 2 |12| 2 ... 20
dat Tgk = Akgk (k=1,2,...) en zd dat elke eigenvector met eigenwaarde 7# O
van T lineaire combinatie is van eindig veel gi's, die alle eenzelfde

eigenwaarde hebben. Tenzij het orthonormaalsysteem eindig is, geldt lk +~ 0,

Bewijs. Volgt direct uit 6.2.4. a

Stelling. Zij T hermitisch en compact. Dan geldt voor elke £ ¢ R (met de

notatie van 6.2.5)
Z A (f’g )8
k=1 k" ®k

(als de rij - PYREY eindig is, moet de oneindige som door een eindige

worden vervangen).

Bewijs. Voor n = 1,2,3,... definieren we de operator Tn door

n Il n
T£= § (If,g)8, = ) (£,Tg )g, = L A (f,8)8, -
o5 K%k L E et N A i e

T, is hermitisch en compact (eindige rang, zie 2,3.5), dus ook T - Tn.
Als IT - Tnﬂ # 0 heeft T - Tn een eigenvector g met eigenwaarde A, waarbij
A=+1T =T Il

- n
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Voor £ ¢ R, k < n geldt (Tnf,gk) = (Tf,gk). Derhalve staat (T-—Tn)g,
. _ n -
dus ook g, loodrecht op Bseesg Daaruit volgt weer Tng- Zk=lxk(g,gk)gk Q.
Dus g is eigenvector van T zelf, met eigenwaarde + HT-—T iI. Daar g L SRR - 2
is g geen lineaire combinatie van de onder gl,...,g voorkomende eigenvectoren

bij A; onder g +1’gn+2"" komt er dus nog minstens &&n voor. Hieruit blijkt

IT - T I < sup [A

‘ L]
on K .

Dit garandeert dat HT-—TnH > 0, zodat Tnf + Tf voor elke £. Als reeds
Nt - Tnﬂ = 0 was, is Tf = T £ voor elke f. 0

. 6.2.7, Stelling. Als R een SH-ruimte is en T is een compacte, hermitische operator wvan

R dan bestaat er een totaal orthonormaalsysteem van eigenvectoren van T.

‘ Bewijs. We gebruiken de notatie uit 6.2.6. Volgens stelling 5.1.12 bestaat
y er een eindig of aftelbaar orthonormaalsysteem V z& dat {gk | ke W} uv

totaal is in R, Zij nu f ¢ V. Toepassing van stelling 6.2.6 levert nu
= Z A, (f,g 08, =0 .
e k k’®k

‘Derhalve is iedere f ¢ V eigenvector van T bij de eigenwaarde nul. 0

6.2,8. Stelling. Zij R een SH-ruimte, 8)28yreee €eD (eindig of aftelbaar, niet
noodzakelijk totaal) orthonormaalsysteem in R, HysHpsees een (indien aftel-

baar dan begrensde) rij in ¢; dan wordt door

TE 1= % .u.(E£,g.)e. £ R
Juj( ,gJ)gJ (f € R)

b een lineaire operator T van R gedefinieerd waarvoor gelde Tl = sup |u.|,
' 3
* —
3 Tf= z.v (f,g.)g., en
i ’gJ ng

(1) als Vj [uj ¢ T, dan is T hermitisch;

(i1) als lim u. 0, dan is T compact;
e

(iii) E ]u |2 < ®» dan en slechts dan als T eindige dubbelnorm heeft.

2 2
=] (f,gj)| < e’ sup ]ujlz, dus Tf € R volgens
5.1.10; T is duidelijk lineair; ook is [Tl < (sup [uj|2)£ = sup [u.[. Daar
j i
= W8 is Tl = sup |uj[. Verder is voor f ¢ R, h ¢ R
j

Bewijs. Er geldt Zj Iuj
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Tf,h .M. f, . .y = M. v 8. I} =
( Y = ( JuJ( gJ)gJ h) EJuJ(f gJ)(gJ h)

L. (f, n.(h,g.08.) = (£,5.0.(h,g.)e.).
J( uJ( gJ)gJ) (f EJUJ(th)gJ)

Hieruit volgt de uitspraak over T".
(i)  Volgt direct uit het voorafgaande.
(i1) Zij Tn gedefinieerd door Tnf 1= 2?21 u.(f,gj)gj (ne N; £ ¢ R),

dan is, evenals in 6.2.6, Tn van eindige rang; met En i= sup {Iuj[ lj > n},

waardoor lim £ = 0, geldt
o O

a0

_ 2 _ 2,202
(T - )l Ny uj(f,gj)gjﬂ s 2 I £l

j=n+l

zodat T - TnEISR.n en T = lim Tn' Pas nu stelling 3.2.6 en 2,3.5 toe.
e

(1ii) Vul 8 8,5+ aan tot een totaal orthonormaalsysteem {zie
1.12) met behulp van hl’hz"" . Dan is voor iedere j

- 1{( ue (. gy = 0
. Verder is
2 2 2 2
: P ITg, I° + JNTh, I° =] ITg I° = § fu,|° . a
PR F ko kg ok

f6.2.9. Stelling. Voor de compacte hermitische operator T uit 6.2.6 geldt:
| T is dan en slechts dan niet-negatief definiet (zie 4.5.11) als Xk 20
(k ¢ W),

Bewijs. De voorwaarde 13 voldoende omdat uit Tf = Zk Ak(f,gk)gk volgt dat
(Tf,f) = A (f,2 ) ; als voor zekere k ¢ IN geldt A, < 0, dan is

k k k k
(Tgk,gk) = k Hng < 0, dus de voorwaarde is ook nodig. 0

6.2.10. Stelling. Zij R een SH-ruimte en T compact en hermitisch. Deze T is dan en

slechts dan positief definiet als Y totaal is en A, > 0 (k ¢ N),.

kdN %k k
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Bewijs. Indien voor iedere f # 0 geldt (Tf£,f) > 0, is in het bijzonder
0 < (Tg,»8 ) = A, Ilgkll2 en daarom A, > 0 (k = 1,2,...). Als {g_ | k e W}
overeenkomstig 6.2.7 met behulp van een orthonormaalsysteem V azangevuld is
tot een totaal orthonormaalsysteem, dan geldt voor iedere f ¢ V dat
(T£,£) = (0,£) = 0, dus £ = 0. Hieruit volgt dat V = § en dat {g_| k ¢ N}
totaal is.

Omgekeerd: als {gk | k € N} totaal is en A, > 0 (k ¢ W) dan is

{zie 4.3.16 (iv) en 6.2.6)

k

(1£,6) = [ A (£,6)TE8) = ] & | (E,g)[° > 0
k k

als £ #0 . 0

6.3. De vergelijking van Fredholm bij een compacte hermitische operator in een

IP-ruimte

6.3.1. Zij R een lipeaire ruimte en T € LO(R)., Als p ¢ €, dan heet £ — uTf = O

een Fredholmvergelijking van de eerste soort; onbekenden zijn f ¢ R en u ¢ €.
Als g € R dan heet de vergelijking £ - uTf = g een vergelijking van de
tweede soort, en Tf = g heet een vergelijking van de derde soort.
We bekijken hier de vergelijking van de tweede soort in het geval dat
R een IP-ruimte is, en T een compacte hermitische operator. Volgens 6.2.6
is er een orthonormaalsysteem gy28pr++ N zijn er een stel getallen

AI,AZ,... (alle # 0) 26 dat voor elke £ ¢ R geldt

TE = M.(E,e.)g.
JZI J( ,gJ)EJ

6.3.2. Stelling. Laat g € R, u € € en zij T eencompacte hermitische operator van
de IP-ruimte R.

(i) Als f oplossing is van de vergelijking f - uTf = g, dan bestaan er

getallen csC € € z& dat

gaees

f = + c.o. 1
24 H , JgJ » (1)

B~ 8

j

(- Ulj)cj = Aj(gsgj) . (2)




(1i) Als cl,c

convergent en

€ € een rij is die aan (2) voldoet, is Z?=l c.g.

g1 ;8

£ :=g + u Z c.g. (3)

voldoet aan £ - uTf = g,

Bewijs. (i) Laat f een oplossing van f - uTf = g zijn. Dan is (f - qu,;j) =
= (g,gj) dus (1 - uAj)(f’gﬁ) = (g,gj) voor iedere j ¢ M. Verder is

fE=g+plf =g+u ) A.(f,g)e.
e d 17 7]
J
Met Cj 1= Aj(f,gj) is nu aan (1) en (2) voldaan.

(ii) Laat c»s¢C «+ € ¢ aan (2) voldoen. Definieer

2
(8, 8')
' el
Y5 T T als ukj #1,
J
, = 0 als pr, =1 ,
YJ J

Wegeus z?=l I(g.gjllz < @ en Aj + 0 is nu Z;=] |y.|2

< o, De rij
i J

- n
z Y. g

nelN =1 i

is een fundamentaalrij (vergelijk bewijs van 5.1.10) en die wordt door T in

een convergerende rij omgezet (stelling 2.3.4). Daar slechts eindig veel

Aj's voldoen aan ! - ulj = 0 toont dit de convergentie van ZJ-I

c.g aan.
% een
Tenslotte is, als f gegeven is doof_(3),
f - uIf =

=g+ W Jcg -u )} A(feg)g, =8
o1 479 j=1 3 73

.= AL(f,g.) =, = X, SB.) *ue,) = 0 (zie 2). 0O
wegens ¢ J( ’33) b} J((g g; b (




_71_

6.3.3. Stelling. Zij g € R, T hermitisch en:.compact, en ulj # 1 voor alle j (als

6.4,

C 6.4,

' 6.3.4.

u # 0 betekent dit dat u-] ¢ 0(T)). Dan is £ - uTf = g eenduidig oplosbaar,

Bewijs. Er is nu precies &én stel cj's dat aan (2) voldoet. O

Stelling. Als g € R, T hermitisch en compact, en als jl""’jk de indices
zijn waarvoor uAj = 1, dan geldt: De vergelijking f — uTf = g is dan en

slechts dan oplosbaar als

I
o

(g,sjl) = .. = (g,gjk)

Bewijs. Uit stelling 6.3.2. il

Integraaloperatoren

Zij R := C{[0,1]) en zij R' := C([0,1] x [0,1]). In R is als inproduct
gedefinieerd:

1

(f,g) := J f(t)g(t)de ,
0

in R' is als inproduct gedefinieerd (zie 4.5.4 (ii})

(X,L) := J J K{x,y)L(x,y)dxdy (KeR', L eR")
0 G

R en R' zijn dan (niet-volledige) IP-ruimten (vergelijk 5.1.3), waar we
naast de IP-normen nog beschikken over de maximumnormen; de maximumnorm in

R' wordt gedefinieerd als
Kl = max{ |[K(x,y)| | x € [0,1], y € [0,1]} (KeR' .
Terwille van de duidelijkheid zullen we.C([O,l]) met IP-norm door R

voorstellen, en met sup—norm (| Hw) door S. Als we nu bijv, T als element

van BLO(R + S) voorstellen, dan is zijn norm gelijk aan sup(Il TEl_/ Hf"z).
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6.4.2, Zoals reeds in 4.5.4 (ii) werd gezegd, wordt voor iedere K ¢ R' de in-

tegraaloperator T (of, indien misverstand kan rijzen, TK) gedefinieerd door

(TEY(x) := J K(x,y)t(y)dy {(x ¢ [0,11, £ € R)
0

In 4.5.4 (ii) is reeds geconstateerd dat T ¢ LO(R).

6.4.3. Stelling. squlTKfHZ/IIfHZ) < HKH2 < FKH, 3

het eerste lid is de norm van T in BLO(R = R).
Bewijs. Volgens de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz (zie [AL] 7.10.13) is

1 ]
2 2
I T £ ||2 = J I J K(x,y)f(y)dyl dx <

1 1

1
< J ( J |K(X,Y)|2dy)( J ]f(y)Izdy)dx - IIKIl% ||fu§ X
0 0 0

Zie 4.1.5 voor de ongelijkheid [IKII2 < IIRH_ . a

6.4.4, Stelling. squITKwa/IIfHZ) < IKI_;
het linkerlid is de norm van T t.o.v. BLO(R -+ S).

Bewijs. Voor elke x ¢ [0,1] is (weer volgens de ongelijkheid van Cauchy-

Schwarz)
1 r1 1
2 2 : 2 2
[ (T8 ()] © = IJ RGME@ay|™ s | |RGGy) [ “ey J || ey <
0 0 0
2 2
< IR I|f||2 . ]
6.4.5. Stelling. Er is een rij begrensde operatoren van eindige rang TI’TZ"" zd

dat (in de zin van BLO(R + S))

"TK - TnH - 0.
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£0,1]x[0,1]

Bewijs. V i € N zij c definieerd door
ewijs. Voor iedere n zij Kn € gedefinieerd doo

K 59) 1= nd -0kl ) ¢ ae-hxd Ly

ii%l £ X s i y 02y = 1; J=1,2,i0.ynn .
Het is gemakkelijk in te zien dat K ¢ R' en dat voor

n, s= 0K = KN

op grond van de uniforme continuiteit van K op [0,1] x [0,1] geldt

lim U 0.
nre

Voor de bij Kn behorende integraaloperator Tn geldt volgens 6.4.4
- < — =
IITK TnH < IK K.nlloo N e

zodat HTK— TnH + 0. Tenslotte tonen we aan dat T van eindige rang is; daar-
toe beschouwen we Kn(x,y) als een lineaire combinatie van een stelsel func—

ties {go,g],...,gn} c R dat wordt gedefinieerd als volgt:

Zij k = 0,1,2,...,nmen 0 £ x £ 1.

Als x < is gk(x) i= 0,
als k-1 g X £ = is g (x) = nx~k+1
n n Sk '
k. k+1 . - _
als S s X < = is gk(x) = k+1-nx,
. k+1 . -
als x = = is gk(x) = 0,

. . n k
Men verifieert gemakkelijk dat Kn(x,y) = zk=0 K(n, y)gk(x) zodat
1
g k
(T Hx) = | g & f KC , y)E(y)dy
k=0 0

hetgeen inhoudt dat Tn(R) c L({go,gl,...,gn}) en T is van eindige rang., [J

\
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6.4.6. Stelling. T is een compacte afbeelding van R in §S.

Bewijs. § is volledig. De Tn's uit stelling 6.4.5 zijn compact (zie 2.3.5),
zodat stelling 3,2.6. kan worden toegepast. ]

6.4.7. Stelling. T is een compacte afbeelding van R in R,

{is. Elk . .. b6 P
Bewi]js e in R begrensde rij Y fn heeft volgens 6.,4.6 een deelrij

nelN
f' waarvoor Tf' in de zin van convergeert, Dan 1s ook
Yne—: N "n HJnrs N n I "°° g

. .
Tneni Tfn in de zin van Il |, convergent. 0

2

6.4.8. Stelling. D? in?egraalope;atorf‘K heeft eindige dubbelnorm, en wel
Ml =¢f " of IRGxy)| “axdp?,

Bewijs. Laat ?néN q, een totaal orthonormaalsysteem voor C([0,1]) zijn en

definieer voor k ¢ WN: pk(x) = Of] K(x,y)qk(y)dy (x ¢ [0,1]). Volgens 4.3.16
is

- 1

) lpk(x)|2= J IK(X.y)lzdy-
k=1 0

Het rechterlid hangt continu van x af, ook de pk's zijn continu,

Derhalve geldt dat de functies

Ik
£ (x) := p, (x)
n k=1 k

continu zijn op [0,1]; ze voldoen aan Z:=] ka(x)]2 - fn(x) + 0 en volgens
de stelling van Dini is deze convergentie uniform ([AL] 5.6.12). Daaruit

volgt

o :

D[ lneelfax [T Ip o0l -
k=1 0 0 k=1

1
- J f 1K(x,y) | 2axdy ,
0 0

vanwege de stelling van Fubini ([AL] 7.7.6). Daar P, = Tqu blijkt dat

T de in de stelling aangegeven eindige waarde heeft. Omdat T, een ge-
K

K
adjungeerde heeft is nu de stelling bewezen. U




6.4,9,

6.4.10.

6.4.11,

6.4.12.
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11. Eiadkoven

Als K ¢ R' en L € R' definiéren we analoog aan het matrixproduct
|
(K * L) (x,y) := J K(x, £)L(t,y)dt (x € [0,1], y € [0,1]1} .
0
. ' _
Stelling. K* L € R' en TK*L TK?L'

ling. er € R rme iet- tatieve genor-
Stelling. De operatoren {T, | K } vormen een niet-commu g

meerde algebra zonder eenheidselement (zie 3.2.2).

Opmerking. Onder een integraalvergelijking verstaat men een vergelijking

van bijvoorbeeld een der volgende typen:
(i) uTKf = f
(i1) f - uTKf =g

(iii) T £ = g

met gegeven U en g en een bij een gegeven K ¢ R' horende integraaloperator

TK.
De resultaten van dit hoofdstuk leveren dus een theorie op voor inte-

graalvergelijkingen van type (i) en (ii), ingeval T, een hermitische inte-

K
graaloperator 1ig,
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7. Invariante punten

7.1. Contracties en vaste punten

7.1.1. Onder een invariant punt of vast punt ("fixed point") van een afbeel-

ding T van een ruimte R in R verstaat men een element £ ¢ R waarvoor
geldt Tf = £.

Een afbeelding T van een metrische ruimte R in R heet contractie van R

indien er een o bestaat met 0 < a < 1 en

Yeer vgeR [d(Tf,Tg) < ad(f,g)] .

Een dergelijke a heet een contractieconstante van T,

7.1.2, Stelling. Zij R een niet-lege volledige metrische ruimte, T een contractie
van R; dan is er in R precies &&n vast punt van T ("fixed point" stelling

van Banach).

Bewijs. Er is niet meer dan eén vast punt:
Als Tf = f en Tg = g is,dan is d(f,g) = 0 wegens d(f,g) = 4(T£,Tg) < ad(f,g).

Aangezien R # P is er een element g ¢ R; de rij Yje TJg is, wegens

N

d(t%,1""Pg) < E d(r T lg 1) < E o™ la(g,Tg) <
| =1 =1

2 d(g,Tg) voor alle n ¢ N en alle p ¢ IN,

<
1-a

een fundamentaalrij: zij £ := lim Tng .

Daar Tng + £ is e

d(tg,£) » 0, (™ g, E) » 0 .

Verder is

n+l

a(r™ g, Tf) < ad(Tg,£) ~ O ,

dus ook d(T""'g,TE) + 0. Derhalve is d(T£,£) = 0, dus Tf = f. 0
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7.1.3. Stelling. Zij T een contractie van de B-ruimte R (T hoeft niet lineair te

zijn). Dan geldt:

(i) Bij iedere g € R is er precies &én element f ¢ R z5 dat (I-T)f=g.

(ii) 2ij Sg := £ (g € R) dan heeft de afbeelding S : R > R de eigenschap
S(I-T) = (I-T)S = L.

(1ii) Als o een contractieconstante van T is, geldt: voor alle X ¢ ¢

met {A| < 1-a is AS een contractie van R.

Bewijs. (i) Kies g ¢ R en definieer de afbeelding K.g van R in R door
Kgf i= g + Tf. Wegens HKgf ~ thH = |ITf - Thil < oll£ - hll is Kg een contrac-
tie, zodat op grond van 7.1.,2 er &n f is met K f = f, Voor die f is
g=f-Tf = (I - T)f.

(1i% Het in (i) bewezene drukt uit dat de afbeelding I - T een bijectie
is van R op R. Dan heeft ze een inverse, S, eveneens een bijectie van R in
R, en daarvoor geldt S(I - T) = (I - T)S = I,

(1ii) zij [r] < 1-a, £

] € R en f2 € R, g = (I - T)f], g, = (I - T)fz;
dan is :
By~ fy =8 "8 +Tf - TE,,
Hf] - f2H < Hgl - g2H + aI!f1 - f2”’
(1-a) Hfl - f2H < Hg] - 32H .
(1-a) llsg, - sg,ll < g, - g,ll,
zodat

Hng] - ASgZH S-#%%;Ilgl - gzﬂ . O

7.1.4. Stelling. Zij R een B-ruimte, T ¢ BLO(R). Neem aan dat zz=0 IT*) conver-

geert. Dan is er precies &&n S ¢ BLO(R) met (I-T)S = S(I~T) = I. Deze vol-
doet aan

IS = (T+T+T%+...+TH |+ 0 (1)

en dus voor alle f

st =f+ § 1%,
D=}
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Bewijs. Daar BLO(R) volledig is (zie 3.2.1) en Z:—O ™I convergeert, is ook
o n =
zn"O T convergent. Noem de som S, zodat (1) geldt. Daar

(T-T)(T+T+.es #TY) = (T+T+... +T(@-T) = T - 77!

blijkt nu (I-T)S = S(I-T) = I.

De eenduidigheid van S is reeds bewezen in 1.2.16. ]

Opmerking. Het bijzondere geval dat T < 1 kan ook uit 7.1.3 worden afge-
Jpmerxing
leid.

Stelling. Zij R een B-ruimte, laat U,K afbeeldingen van R in R zijn. Neem
aan dat U een bijectie is met inverse V, en dat KV een contractie is. Dan

geldt
(1) U=-K is een bijectie,
(ii) Zijn U,K lineair, dan is (U-K) ' lineair.
(iii) Als bovendien V ¢ BLO(R), dan is (U-—K)_] begrensd.

Bewijs. (i) Volgens 7.1.3 is I -KV een bijectie van R. Nu is ook I - KV)U
een bijectie.
(ii) Volgens stelling 1.2.14 is (U--I()”l nu ook lineair,
(iii) Laat o 20 zijn dat KV een a-contractie is. Dan is (zie 7.1.3),
voor A met |A| < I-a, de afbeelding A(I~KV) ' een contractie. Met V ¢ BLO(R)
is nu ook (U--[()’l = (U(I---K.’ﬁ."‘))--l = (I-KV)-]V begrensd. O

Opmerking. 1. Als V en K in BLO(R) liggen, dan is V] < HKH_I voldoende op-
dat KV een contractie is. '

2. Stelling 7.1.6 kan ook bewezen worden als verondersteld wordt dat
VK (in plaats van KV) een contractie is. Dan moet bij (i) w&l aangenomen
worden dat U lineair is, omdat anders niet noodzakelijk U(IL - VK) = U -~ K
geldt. |

De integraalvergelijking van Volterra

Laat R en R' als in 6.4; zij K€ R', R en R' zijn, met als nomm | |

>+

]
B-ruimten.

Onder de (bij K behorende) Volterra-operator van R verstaan we de in-

tegraaloperator V (of, indien misverstand kan rijzen, VK) gedefinieerd door
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X
(VEY(®) := J R(x,y)f(y)dy (f e R, x € [0,1]) .
0

De integraalvergelijking van Volterra luidt £ = uVi + g met een gegeven

uwe €, ge R en Volterra-operator V.
L 70202, Stelling. Als £ € R dan is Vf ¢ R.

7.2.3. Definieer voor 0 < x = 1, 0

"

o
A
—

0 als x <y ,
K(x,y) =
K(x,y) als x

\
g

Als K. ¢ R', K

1 € R', en

2z

1
K3(x,y) = J ﬁl(x,t)ﬁz(t,y)dt (Dxx=<1,0sy<1)
0

dan is K, = K, = K, * EZ (zie 6.4.9).

22 _ 2.7 2®

* K, K HE ﬁ * ﬁ, enz., en laat E(x,y) <M

(0<x<1, 0y < 1), Dan is

-1
Mn X-y o (x
_L+_ y)
8™ e,y < (@=1):

P 0 X < ¥y.

[\

L Dit is gemakkelijk door inductie te bewijzen.

© 7.2.5. Stelling. Voor elke p ¢ €, g € R is de vergelijking £ = uVf + g eenduidig

oplosbaar.

Bewijs. Uit 6.4.10 en 7.2.4 volgt
1™ < Ju| ™M (n-1)

Derhalve is Z; I V) convergent, zodat stelling 7.1.4 van toepassing is. []
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Opmerking., Uit 7.2.5 volgt dat V geen eigenwaarden # O heeft. Dit is niet

in strijd met 6.2.6 want V is (afgezien van het geval V = 0) niet hermitisch.

Het getal O kan weél eigenwaarde zijn. Voorbeeld: Zij p een continue functie

met Ofl p(t)dt = 0, p(1) = 0. Neem K(x,y) = xp(y/x) als 0 £ y < x, K(x,y) = 0

als 0 < x < y. Dan is de constante | een eigenfunctie van V met eigenwaarde O.

Oplossingen van differentiaalvergelijkingen als vaste punten van een operator

Stelling. Zij vy ¢ R, vy > 0; I := [0,y]l; F ¢ C(I x ¢) . We onderstellen dat F

aan een Lipschitz-conditie voldoet: er is een p ¢ C(I) 25 dat
IF(u,v) - F(u,w)l s p(u) |v-w]

voor alle ue I, ve R, we IR. Nu geldt:
(i) Bij elke a ¢ € is er precies &én v, € C(1) die op I differentiecer-

baar is en voldoet aan
v (x) = Fx,0_(x)), v _(0) = a . | (*)
{(ii) De afbeelding Taem wa beeldt € continu in C(I) (met sup-norm-
topologie) af.

Bewijs. (i) Uit () volgt

wa(x) = a + J w;(t)dt =a + J F(t.wa(t))dt H
0 0 .

we zlien nu dat voor elke ¢ € C(I) het stel voorwaarden
v differentieerbaar op I, v(0) = a, $'(x) = F(x,p(x)) op I
equivalent is met de éne voorwaarde

X

p(x) = a + J F(t,p(t))de . (%)
0
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We beschouwen op C(I) de operator

X

Tm Vo Txer J F(t,(t))dt ,
0

en kiezen in C{I) als norm

nwu(q) t= sup |y (x)q(x)]|,

xel

waarbij q een positieve functie uit C(I) is die we nog zd zullen fixeren
dat T een contractie wordt.

Voor ¢ ¢ C(I), ¢ ¢ C(I) is

X

ITo -Tell, . = sup (g(x) J |F(t,9(t)) ~F(t,p(t))]dt) <

(@ .1
0
x
< sup (q(x) J (L) |a(t) (o () = (e))|dt) =
xel q(t)
0
x
(£)
<flg-yl + sup {(q(x) J B/ gey
(@ 'S a(t)
0
Met
X
q{x) := exp(-2 J p(t)dt)
0
wordt bereikt dat
X X
q(x) [ %dt = §(1 = exp(-2 f p(t)de)) < §,
0 0

en dus dat [[Tg ~ Twu(q) < bllg- wﬂ(q) is. Aangezien (C(I),ll I ) een Banach-

ruimte is, zien we dat {stelling 7.1.3) T — T een inverse S heeft met de
eigenschap dat AS een contractie is voor elke A met Ill < }., Nemen we nu .

voor fa de constante Y a dan zien we dat de vergelijking (I-—T)¢a = f

xel

. a
als enige oplessing heeft wa = Sfa' Dit wil zeggen dat (**) precies één

oplossing heeft,
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(ii) Daar iS een contractie is, geldt

nwa-wbu(q) = ﬂSfa-SfbH(q) < lea- fb"(q)
en derhalve
Ny -y I < dlf £ I (sup q(x)/in€ q(x)) . 0
a b a b xel xel

. 7.3.2. Opmerking. Als we voor I nemen [0,) dan blijft het eerste deel van de stel-
ling van kracht; het tweede deel loopt echter mis op de mogelijke onbegrensd-

heid van de factor (sup q/inf q).

7.4. De hoofdstelling voor impliciet gegéven functies

7.4.1. Hulpstelling. Laat X een topologische ruimte en Y een Banachruimte zijn.

: = {y ¢ Y| llyll < 8}.

Laat B > 0, en laat Y

B
G is een afbeelding van X x YB in Y die voldoet aan
(i) IG(x,0)l = 4B (x € X),

(i1)  HG6(x,y,) = 6(xy,) = (y,=y )l < dly =yl

voor alle x ¢ X, Y € YB, ¥, € YB'
(iii) ¢ 1is continu in de eerste variable.

Dan is er bij elke x ¢ X precies &&n y E'YB met G(x,y) = 0. Stellen we de-

' ze door Y{x) voor, dan is § continu op X.

Bewijs. Zij R de verzameling van alle afﬁéeldiﬁééﬁ.éaaux.iﬁ Yé: o

; In R definiéren we de metriek d door
‘; d(e,59,) = igg o, (x)~0, GOl (9,€R, 9,€R).

Definieer H(x,y) = y =~ G(x,y) voor x ¢ X eny ¢ Y . Voor alle x ¢ X

» 8.
en y € Y_ 1s

8

NTH(x,v)I < IH(x,y} - H(x,0)} + IH(x,0)Il < B,
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en. bijgevolg 1is ?xex H(x,9(x)) ¢ R voor iedere ¢ ¢ R, en de afbeelding

Ti= = ¥ g ey HGOOGO)

v is een contractie van R. Daar R een volledige metrische ruimte is (zie.

3.1.5, opmerking 2), is er volgens 7.1.2 precies &&n § ¢ R met Ty = 9,

Daaruit blijkt dat er precies &én ¢ ¢ R is met VxeX [G(x,y(x)) =

We bewijzen nu dat deze V¥ continu is. Zij X, € X gefixeerd. Voor iedere

| x © X geldt (wegens ¢ = Ty)

N Ny () = Yl = 1 H(x, ¥ (x)) = Hxg, v GxPI <
< ITH(x,p(x)) - H(X,w(xo))ll + HH(x,w(xo)) - H(xo.w(xo))ll .

Door gebruikmaking van (ii) wordt dit

Hy =9 (x Il < INHGx, ¥(x) ) = H(xg, ¥ (x,) MW= 160, ¥ (xy)) =6 (xy, ¥ (x I

en aangezien G continu is in de eerste variabele, blijkt zo dat ¢

continu is in Xy [

7.4.2. We beschouwen nu het speciale geval dat X = R%en Y= R" met de gewone

inproductnormen (Il resp. HY). Verder definieren we voor a > 0

f
X
de verzamelingen

X
o

1A

{x e R" | I, < a}

L]
[

IA

{y e R" | Iyl < a}

Stelling ( Impliciete-functie-stelling). In X x Y beschouwen we in een

omgeving van (0,0) de n continue reele functies F]""’Fn’ die we
samennemen tot de vectorwaardige functie ¥, Laat gegeven zijn dat in
deze omgeving elk dezer Fi(x,y) continu differentieerbaar is naar

yl,...,yn. Zij verder gegeven dat F(0,0) = 0, en dat de functionaal-
oF,

matrix A = lJ i3 (———-(0 0)) 3 regulier is. Dan bestaat er een getal

a > 0 26 dat er precies &&n continue afbeelding ¥: xu + Y is met

VxEXG[F(x,w(x)) = 0] en Y(0) = 0.
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Bewijs. Als G:= A—lF, dan is G partieel differentieerbaar naar y in een
omgeving van (0,0), en de afgeleiden zijn daar continu. Stellen we
H(x,y) = y-G(x,y), dan zijn alle partiele afgeleiden van H naar de

yj's nul in het punt (0,0). Er is dus een o > 0 en een B > 0 zd dat
oH,

. voor alle x ¢ Xa’ vy € YB voldaan is aan ]3;5] < én_l (i, = 1y...,n).

| j

; Hieruit is af te leiden (met behulp van het gemiddelde theorema) dat voor
t (1) (2)

t alle x € X, vy e YB’ y € YB

G,y D)y - H(X,Y(z))lk <ty - y(2)|§ .

baar H(0,0) = 0 kunnen we bovendien veronderstellen dat o z6 klein is dat

HH(x,O)HY < 8 , dus HG(x,O)I& < {8

[ voor x € X .,
: o

Uit hulpstelling 7.4.1. volgt nu dat er precies &én afbeelding ¢ van
Xa in YB is met G(x,¥(x)) = 0 voor x ¢ Xa' Deze ¢ voldoet dan ook aan
F(x,¢(x)) = 0 voor xrsxa, en daar $(0) € YB en F(0,p(0)) = 0 geldt nog
$(0) = 0. Verder is § continu.

Laat ¢ een continue afbeelding zijn van Xa in R™ pet G(x,9(x)) = 0,
$(0) = 0 (nu is niet gegeven dat de waarden van ¢ in YB liggen). Neem
aan dat ergens op Xa geldt Hm(x)HY > 8. Daar max: Hm(x)HY continu afhangt

xeX
Y

van vy ¢ [0,a] en ¢(0) = 0, is er een 6 ¢ (0,a) te vinden met max Hm(x)HY = B.
3 xeX
A §

3 Voor x ¢ XG is dan

IH(x,0(x)) - H(x,0)ll, < } TeGolly, < 4g,

b en dus IIH(x,cp(x))IIY < %ﬁ . Derhalve is Hm(x)HY <R wvoor x ¢ X6 wegens

£

G(x,9(x)) = 0, Dit levert een tegenspraak met max H@(x)HY = B, Derhalve
xeX
8
is Hw(x)HY 5 B voor X € Xu’ en uit de reeds eerder vastgestelde eenduidig-

heid volgt y = g¢. 0
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;.7.4.3! Stelling (voortzetting van 7.4.2), Indien F in een omgeving van (0,0)

continu differentieerbaar is naar LSTEERTE Yyseees¥ s dan is ¢

in het punt 0 differentieerbaar.

Bewijs. Neem weer G = AﬁlF en H(x,y) = y-G(x,y). Dan heeft H continue
partiele afgeleiden naar de xi's en de yj's in een omgeving van (0,0),
en de afgeleiden naar de yj's zijn nul in het punt (0,0).

Zij B de matrix der partiele afgeleiden van H naar de xi's. We zullen

laten zien dat deze B de functionaalmatrix is van ¥ in het punt 0.

Laat € > 0, en bepaal 6§ > 0 25 dat

NH(x,y) ~ BﬂlY < g Hﬁlx + € HyﬂY

voor alle x en y met jIxl, < § en Iylly < 8. Daar y continu is in het
punt x = 0 is er een 61 (0 < GI < §) te vinden zd dat Hw(x)HY < § als

leﬂX < 61. Wegens ¢(x) = H(x,¥(x)) is nu voor x ¢ X met llxllX < 61

Ny (x) - B}dlee leilX + e llw(ﬁ)llY.

Hieruit volgt dat voor x ¢ X, Il:dlX < 6]

Fy(x) - BﬁlY < EHﬁIX + eHBﬂIY + efl 9(x) —.BﬁIY,
en dus dat voor 0 < ¢ < |}

lp(x) - Bl (ll-e)_l(sl'. A+l B ).

Aangezien e willekeurig is, volgt hieruit dat ¢ in het punt O differen-

tieerbaar is met functionaalmatrix B. O
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