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Vraapstukken over Lineaire Analyse I

De nummering der vraagstubken heeft de volgende betekenis:

De uit drie sehele getallen x, ¥y en z bestaande cijfercosbinatie X.y.2
gaat vooraf aan vraagsiuk nummer z, behorend bij de in § x.y van de syllabus
* behandelde stof.

Len verwijzing in vraagstuk x.y.z naar vraagstuk x'.y'.z! wordt aange-

-

duid door "(# x'.y'.2')", een verwijzing naar sectie x'.y'.z' of § x'.y! van

]

de syllabus wordt aangegever met "{§ x'.y'.z')" respectievelijk "{§ x'.y')".
&
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.1, 1.

Telie Za

Tt A,

Tole 4o

Re van re&le functies op REL.

ilen beschouwt de functieruimte RE
Bewijs dat de volgende deelverzamelingen van R onafhankelijk zijn:

i+ {f,e,h}, als £(t) = 1, g(t) = t, b{t) := £2;

.. t
ii: {f,g}, als £(t) 1= te’, g(t) = ¢ 3

iii: {f,g,h}, als £(t) := ¢, g(t) := sin t, h(t) := cos t.

' ) .. .., RE .
Pewijs dat {sin t, cos t, sin 2t, cos 2t} onafhankelijk zijn (;n e ); 21L]

3

Jr de door deze vier elementen opgespannen re€le lineaire deelruimte van

JJ oo . . o - o . o - - =
RﬁR , an 217 D de lineasire afveelding van S in S, gedefinieerd door

(DL)() = £1(%) (f€5.).

Bepeal de matrix van D ten opzichte van bovengenoemde basis. Ga na of D ei-
genvectoren beait.

. : . . - . . Cm
Dezelfde vragen voor de opgesparmen complexe lineaire deelruimte Sin Cm .

. ‘ i : ; . - Y 2 .
Bewijs dat veor iedere n € Nt de volgende deelverzamelingen in RE ™ lineair

crafhankelijk zijns

. . k

3. 1 e - .

i: \lk’k=1,...,n met fk(t) =t

S co Ca e

1i: 1gkjk=1’...’n met gk(t; 1= sin ki,

Zij X een willekeurige niet-lege verzaweling en zij
4 Y X AN - . . .
P(X) := {f €cn” | X\ £ (0) is eindig} .

e NP . . . . X
Sewijs dat F(X) een lineaire deelyuimte is van Cm .

Zij voor iedere x € X het element e € F(X) gedefinieerd door
) - 1 \ r = .
e x) = 1h Ve gz} o) = 0

Bewije dat ieder element f van P{X) geschreven kan worden als lineaire com-
binatie van elenenten uit {ex}x €x*
Lewijs dat F(X) een lineaire deelxuimte is van B(X).




LUIPTTTITEES

1.2. C,

1.2, 1,

1.2, 3.

Vraagstukken over topologische ruimten zijn opgencmen in de syllabus "Alge-

bra en Analyse"; zie aldaar vraagstuk 3.1-3.21 en 3.36- 3.59.

Als ¥ een topelogie is voor een verzameling R en als " een deel van ¥ is
met de eigenschap dat iedere open verzameling U € v vereniging is van open
verzamelingen uit ?y, dan heet 7 een basis voor de topologie Y.

7ij R £ ¥, ¥ een topologie voor R met basis 7.

Zewijs dat ¥ # ¢; vewijs dat ¥\ {@} een basis is.

21} voor isdere oo £ Cm en iedere & > O

Ba,é = ly€eom| |y~a| <5} .

Bewijs dat {Ba,b}aEme een bhasis is voor de topologie van Cm,
>0
i3 G :={y€Cn| Re vy € ke, Imy € Ht} .

Dewijs det {B } € een vasis is voor de topologie van Cm,
a0 Uk g
dEhHL,b>0

Z2i] ¥ een klasse deelverzamelingen van een vercameling R, met de eigenschappen

VUEIY'VVE:%"3p4:7“U nve U W,

3 = U W.
R yep

iiz

lien vormt met behulp van ¥ een nieuwe klasse

P (Y i | N Xgﬁx} :

Bewijs dat qfeen topologie is voor R en dat XP een basis is voor ?'.
Len compacte deelverzamcling van een hausdorffruimte is gesloten.

Als X compact is en f is een continue afbeelding van h in een topologische

ruimte R', dan is f£(R) compact in R'.

Als o compact is en R' een hausdorffruimte, en als f een continue bijectie

is van R op ', is £ continu,
Bewijs dat BZ en Cm separabel zijn.

Bewijs dat i separabel is.




1.2, 9, In de verzameling {1,2,5,...,n} zij iedere deelvergzameling open (discrete
topologie; g2 na dat asn de voorwaarden is voldaan). ilen beschouwt afbeel-
dingen van {1,2,3,...,n} in 4.
Bewijs dat deze continu zijn; ze vormen een lineaire ruimte {die isomorf is

met ) Hn.

1.2.70. Als R een topologische ruimte is en f een continue afbeelding van R in Cm,

is fh(Y) voor iedere y € Cm een gesloten verzameling.
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-

LY

104.

1.4,

1.4.

1.4,

1.4,

1.4.

1.4.

O

2

3.

4.

Vrasgstukken over metrische ruimten zijn opgenomen in de syllabus "Algebra

en Analyse"; zie aldaar vraagstuk 3.22 - 3.35.

7ij ¢ een metriek in de metrische ruimte R; bewijs dat

Voen VXER vyGR VZER [d(x,z)-d(y,w)l < d(x,y) + d{w,2) .

Als in de metrische ruimte R met metriek d de rijen {xn}nENt en {yn}neNt

convergeren, dan geldt

lim d(xh,yn) = d(llm x, » lim yn> .

n =00 1 =00 I ~»00

Als d een metriek is voor een verzameling R, is de afbeelding (x,y) - d(x,y)

van & x B in R£ continu.

Als R een metrische ruimte is en A ¢ R, dan is de afbeelding «,gedefinieerd
door
C((_x) i= d(XrA)

een continue afbeelding van R in RZL,

Tedgere compacte metrische ruimte is separabel.

Bewijs dat een separabele metrische ruimte een aftelbare basis heeft,
Zij R = Nth; een functie d : R x R - R wordt gedefinieerd door

a = b, dan d(a,b) = 0

a # b, dan is ef1één k € Nt z6 dat [Vj=1,...,k-1 8y = bj] & [ay # b, ]
neem d{a,b) =k .

-

Bewijs dat 4 een metriek is.

Zij R :={y € Cm | }y| < 1}. De functie d wordt op R x R gedefinieerd door
ag = 0, dan d(a,B) = |a-B|,

ap # 0 en arg « = arg B, dan d(a,p) = |a-B|,
ap # O en arg a # arg 8, dan d(a,p) = ja| + |B
Bewijs dat 4 een metriek is.

.




L 3

1.5. 1.

1.5 2.

1.5. 3,

1a9e 4o

Beschouw RE met de gebruikelijke topologie, voortgebracht door de metriek

d(x,y) = [x-y| .

Zij a'(x,y) = |3 *'Xlxl - 1;"ly! | -

it Bewijs dat d' een metriek is voor RE, en dat d' dezelfde topologie
voortbrengt als d.

ii: Bewijs dat {n} g een fundamentaalrij is bij de metriek d'.

Als R een volledige metrische ruimte is, en S is gesloten in R, is ook 3
volledig (§ 1.5.1).

Als R een metrische ruimte is en S is een volledige (metrische) deelruimte

in R, dan is S5 gesloten.

Geef een voorbeeld van een fundamentaalrij in een metrische ruimte, die niet

convergeert.




1.6.

1.6,

1.6.

1.6.

1.6.

1.6.

5

T.

In de verzameling X van # 1.2.13 zij

£l == sup{|£(3)] | § = 1,2,400.,0} .
Bewijs dat ||fl]l  een norm is.

Lls R een genormeerde lineaire ruimte is en als x = lim X, dan is

Il = Limix . e

n-—+co

. Bewijs dat in een genormeerde lineaire ruimte R de eenheidsdiscus

{f € R | Ifll < 1} convex is.

Bewijs dat twee genormeerde vectorruimten R en 5 met degelfde eindige dimen-

gie topologisch isomorf zijn.

Ben eindig dimensicnale lineaire deelruimte van een genormeerde vectorruimte

is gesloten.

In C(RE) definieert men

flfil0 1= £(0) .
Ga na of | Ho een norm ig.

In C(R£) neemt men als norm

Ifl,, = sup{|f(x)] | x € RE} .

7ij v een willekeurig refel getal, en zij N de afbeelding van C(RL) in Cm,

gedefinieerd door
(f) ==1f .
o, (£) &= £(r)

Bewijs dat wY uniform continu is.

1.6. 8. Bewijs § 1.6.6.

1.6.

9.

Zij R een vectorruimte en zijn || | en || ||' twee in R gedefinieerde normen;
opdat || || en || ||' dezelfde topologie bepalen is nodig en voldoende dat er

positieve getallen « en @ bestaan z6 dat

Voeq lEl < U200 < plell




1.7. 1. Bewijs § 1.7.1.

P

co N
107, 2. Zij £a= e e I 30, Yeeny FCG)| <M}
en zij I, ¢= sup { |£(x) | l k € Nt} .
Bewijs dat £ een niet-separabele B-ruimte is.
v
ne | S
1.7, 3. 2ij £ = {f € Cu g |fk)| <o}
k=1
oo
en zij I£l, s= = |£(k)| -
k=1
Bewijs dat 2! een separabele B-ruimte is.
1.7, 4 21 Fh de verzameling van polynomen op [0,1] met graad € n, en zi]j
voor f € P el := sup{|£&)| | x € [0,1]} .
Bewijs dat Pn een genormeerde lineaire ruimte is; is het een B-ruimte?
N oo
1.7. 5. 2ij B, := U P, genormeerd als in # 1eTe4
n=0

Bewijs dat P een genormeerde lineaire ruimte is, maar geen B-ruimte.
1.7. 6. Bewijs dat B_in C([0,1]) dicht ligt.

Wi 7o In C g (zie § 2.1.6) beschouwt men alle functies f die een absoluut con-

vergente fourierontwikkeling hebben:

o o
2nint
Cy 2= {f € C ft) = T y_e 2 |y | <}
W mod 1 | neo B " peoo D
. o0
en definieert voor f € C, : ”f”W 1= .? lﬁnl .
TL= w0

Bewijs dat CW een B-ruimte is.

1.7 8, Zij n € Nt U {O}; zij f(n) de n-de afgeleide van de functie f en zij

D, := {re Cm[o’1] | f(n) € ¢([o,11)}




G

-

en voor alle f € Dn
n

£l := Z sup{lf(k)(t)l ‘ s € [0,1]} .
k=0

Bewijs dat Dn een B-ruimte is.

1.7. 9. Bewijs dat £ < 2 c £ (zie § 1.9.5, # 1.7.2 en # 1.7.3) en dat voor
fe £1 geldt

e, = lel, = I£h, .

Bewijs dat £' niet gesloten is in £2 (vij | H2) en niet gesloten is in £
(bij Il li,) en dat £° niet gesloten is in £ (vij | l).

1,7.10. Beschouw C([0,1]); bewijs dat voor £ € C([0,1]) geldt

Il < el < el




T

*

-

1.8. 1. In de (reéle) K® wordt gedefinieerd

n n

it < f,g> 1= 2 I (j+k)£(3)elk) 3
=1 k=1
n n -

iis <f,g>:= & 2 3k £(jelk) ;
j=1 k=t

jdid: met een mE {1,2,...,1’1—1}

It

< f,g> @ éﬂ £(3)e(d) -

j=1
Ga na welke van deze afbeeldingen van R™ x R® in R¢ een inproduct is.
1.8, 2. Zij R een IP-ruimte; dan geldt voor alle £ € R en alle g€ R
I +gl® + g -gl® = 2{451® + lgl®} 5
(zwaartelijnformule).
1.8, 3. Zij R een IP-ruimtej; bewijs dat

N . P -
Veen Vgen 468 = 1T +al® - if - gl + ilf +igl? - illf - 1gl® .

1.8. 4. 7ij R een genormeerde vectorruimte met de eigenschap
2 2 2 2
Veen Voep £ +el® + Ir-gl® = 2{1e1® + lel}
Bewijs dat in R een inproduct < , > kan worden gedefinieerd, zd, dat

N 2
Voe n < 5> = €17 .




i

-

-

2
1.9. 1. Bewijs dat £

separabel is.

- 10 =




I

F)

2.1, 1,

".10 2.

2.1, 3,

Z.1. 5,

2-1. 6.

2-11 8.

-1 -

Als {f1,...,fn} een verzameling orthogonale vectoren in een IP-ruimte is en

Vk=1,_._,n £y # o, dan zijn f1”"’fn onafhankelijk.

2ij {a }nE wt en rij van onderling orthogonale vectoren in de H-ruimte R,

n
o0 n
wasrvoor & Jo |l® <o, Bewijs dat de rij B = I @ convergeert.
_,'n n -
n=1 k=1
o0
Zij {an}niimt een rij vectoren in de H-ruimte R, waarvoor nE1HanH <o,
n
Bewijs dat de rij (3 := Z @ convergeert.
n -
1

In ge IP-ruimte C{[-1,1]) met (f,g) := h{f(t)g(t)dt is iedere even func-

-1
tie orthogonaal met iedere oneven functie,

Bepaal in R* een orthogonaal stelsel {a1,a2,a3,a4} zo dat a, = (1,2,2,4) en
i =
L N

7ij R 3= F(lit) (zie # 1.1.4), en definieer

Bewijs dat dit een inproduct is en bepaal een orthonormaalsysteem in R dat

dezelfde deelruimte opspant als de rij
£, := (1,0,0,0,0y0..)
£, s= (1,1,0,0,0y...)
£, 3= (1,1,1,C,0,004)

’
Beschouw C([0,1]) als IP-ruinmte, met (f,g) := j}(t)g(t)dt.

735 q (t) = ¥™"F (n €0, t € [0,1]).
Bewijs dat {qn}nEEGh een totaal orthonormaalsysteem is in C([0,1]).

zij R := C([0,1] x [0,1]), beschouwd als IP-ruinmte, met

11
(£,8) = f fo(x,wg(x.y)axdy.
Q




il

2.7. 9.

2.%.10.

- 12 -

Zij q als in # 2.1.7, en p,, gedefinieerd door

an(x:y) = qn(x)qm(y) y n€Gh me€Gh x¢€ [0’1]v Yy € [0:1]'

Bewijs dat {p

nm nEGrhmeGheen totaal orthonormaalsysteem is in R.
L]

In R; (beschouwd als IP-ruimte bij het gebruikelijke inproduct) wordt met

behulp van de matrix

5 a2 -2
As=|-2 5 2
-2 =2 5

. 3 . o
een functie <, > van R; X Rr in Rf gedefinieerd door

< x,7 > 1= (x,Ay) .

Bewijs dat <, > een inproduct is en bepaal bij dit inproduct een orthonor-

male hasis voor R;.

™ C([0,1]) wordt een inproduct gedefinieerd door

1

(f,g) 3= j}(t)éz;3 sin wt dt ;
0

ge. na dat dit werkelijk een inproduct is.

Orthonormaliseer de volgende deelverzameiingen:
. 2
it {1,t,% } s

ii: {sin nt,cos nt,sin 2nt} ;

ifi: {1,ent,e-“t}




gl

2.

2-

2. 2.

2. 3.

2. 4.

- 13 -

7ij X een verzameling met een machtigheid die groter ig dan die van Ntj; zi]

a(x) := {r € ca® | X\ £7(0) is hoogstens afteibear & |£(x)|? < e},

z
x€ X\ f (0)
Bewijs dat

it A(X) een lineaire deelruimte is;

ii: < f,g> := £, f(x)g(x) een inproduct is in A(X);
x€ X\ £ (0)

iii: A(X) in de metriek van < , > volledig is;

ivs A(X) niet separabel is.

%ij X een verzameling met een machtigheid groter dan die van Ntj beschouw
£(%) (zie # 2.2.1) en ¥(X) (zie # 1.1.4) met de topologie die door A(X)
wordt geinduceerd (zie § 1.2.1).

Bewijs dat

i:  P(X) een lineaire deelruimte is van A(X);
ii: F(X) is dicht in A(X);

iii: F(X) niet gesloten is in 4(X);

iv: 7(X) niet volledig is;

v: F(X) niet separabel is.

Zij R een IP-ruimte; bewijs:

i:  21ls R een aftelbaar oneindig totaal orthonormaalsysteem bevat, is ieder
totaal orthonormaalsysteem aftelbaar oneindig.

ii: Als R een eindig totaal orthonormaalsysteem bevat, is ieder totaal or-
thonormealsysteem eindig; in dit geval bestaan alle totale orthonor-

maalsystemen uit evenveel elementen.

Beschouw Cmod ] en £2 met de in § 2,1.6 en § 1.%.5 beschreven inproducten,
Voor iedere f € cmod ; definié&ren we
1
o(f,n) := ﬁr(t)e‘”‘mG it , n€ Gh,
0
en we beschouwen de afbeelding F : Cmod 1 *'CmNt die wordt gedefinieerd
door

F(f) 5= (m(f,o),m(f,1);w(f,-1).¢(f,2),¢(f,-2),---) .




QL

2.2, 6.

- 14 -

Bewijs dat

, 2
is r(cmod 1) c £
ii: T eeneenduidig is;

iii: F niet op isj

iv: P isometrisch is.

Als R een IP-ruimte is, g € R en Lg(f) := (f,g) voor alle f € R, dan geldt:
Wz 1 = lgll.
o gl

Ca na of voor de bewering in § 2.2.3 volledigheid van de ruimte R een over-
bodige voorwaarde is.

Ga ook na of deze voorwaarde nodig is.




it

-

3.0, 1.

3.1, 2.

3.1. 3.

- 15 -

Als n € Ht en Sj (3 = 1,...,n) een deelverzameling is van een vectorruimte R,

is

n n |
S, =43 x| V. x: € s-k :
j=1 J {j‘-"—1 J J-—-1,...,I’l J J

n >

% S. heet de som van de verzamelingen Sj (3 =1,...,n). Als bovendien ie-
j=1

dere Sj een lineaire deelruimte is en

S.n z 5. = {o}
. Kk J
J=1hee ™3 L on

kAJ

n
heet & S de directe som.
j=1 Y
n n
i: Bewijs dat voor x € & S, (directe som) de splitsing x = I X
J=1 J=1

(vj x € sj) eenduidig is.

ii: Bewijs dat voor een onafhankelijk stelsel vectoren {fi""’fn} ch
geldt

L({f1,...,fn}) = g L({fj}) (directe som).
j=1

Zij R 3= Cm[-1’1], R = {f€R | £ is oneven}, R, 2= {fe€R| £ is even}.
Bewijs dat R = R, + 1R, (directe som).

zij Bv([0,1]) := {£f € 33[0’1] | £ is vean begrensde variatie} ,

Rt := {f € R£[0’1] | £ is monotoon niet-dalend} ,
R™ = {f € R£[°’1] | £ is monotoon niet-stijgend} .
Bewijs dat

i: R'UR" ¢ BV([0,1]) 3

iis Bv([0,1]) = RY + R™ (geen directe som).




il

- 16 -

3.7. 4. Als R een IP-ruimte is, 5 c R en Q ¢ R dan geldt

3'10 5.

3.1l 6‘.

5-10 7.

iTs S cQ=RO®QcRe5 .

ii: RS =R©5 =ROLE)=R&LE) .

Beschouw £° met als inproduct (&,B) := Ej o Ej .
7i3 S 1= {a € £2 | lodl =1} .

Bewijs dat S in #° gesloten is, dat £° ©5 = {0} en dat (dus)
s f &£ e(® es),

Beschouw F(t) (vergelijk # 1.1.4, # 2.2.1 en # 2.2.2) met inproduct
(o,8) := 2, «a. F .

o,
Definieer ofa) := Ej -31 .
Bewijs dat
it @ (0) een niet-volledige, gesloten lineaire deelruimte van F(W) is;

ii: F(Nt) ¢ (0) = {o};

iii: F(it) @ (F(Wt) © ¢ (0)) = F(Nt).

Beschouw de verzameling Pr([-1,1]) der re&le polynomen op [=1,1] met
1
(£,8) 1= ff(t)g(t)at :
-1
7ij PJS‘) 1= {f € Pr([-1,1]) | £ is omeven} ,
en Pf) := {f € B,([-1,1]) | £ is even} .

Bewijs dat

it P:E.‘) en P:Ez) in P, gesloten zijng
113 Pr(1) en Pf) niet volledig zijn;

css.p o pl1) g pl2)
111.Pr_Pr @Pr .

Welke conclusie kunt U trekken ten sanzien van de voorwaarde die in § 3.1.2v

is genoemd?




I
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3.7, 8. Zij R een H-ruimte, 5 een echte gesloten lineaire deelruimte, PS de projec-
tie van R in S.

Bewijs dat de eigenwaarden van F, zijn 0 en 1, en dat E1 =S enkE = R©S3;

S
. 2
bewijs dat PS = PS'

0




]l

5.2. 1.

3.2, 3.

324 4,

3.24 5.

- 18 -

Beschouw C([0,1]) met | Il . n

Als {t1,t2,...,tn} ¢ {0,1] en {71,72,...,Yn} c Cm, zij T(f) := ji ij(t-),
(£ € c(lo,1]).

Bewijs dat T een begrensde lineaire functionaal van C([0,1]) is en dat

2 |
T = 2 |y,
=1 Y
]

Zij p een monotone (re&le) functie op [0,1] en zij M(f) := J}(t)du(t),

; \ ]
(£ € c(fo,1])).
Bewijs dat i een begrensde lineaire functionaal van C([0,1]) (met I I) is

en bepaal |M]|.

Zij 1 € [0,1]; bewijs dat er een monotone functie p op [0,1] bestaat 26 dat

1

erc([o,d) f(1) = ff(t)dp(t) .
C

Zij f € £ en definieer

oQ

Fg) == & g(NE(H) , (g€4').
J=1

Bewijs dat T € (21)*; vepasl [P].

71 c? i= {f e £ I lim £(n) = o] .
Il —=> o0
Bewijs dat c¢° met | |, een B-ruimte is.

2y get en G(£) = 2 g(3)E(5), (£e€c).
a=1

0 %
Bewijs dat G € (¢ ) en bepaal lGl.
7Zij nu omgekeerd H € (co)*; bewije dat er een h € 2' 26 dat

Voe 0 E(E) = = (1) .
=1
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1 1

2
3.2, 6. Beschouw C([0,1]) met I£ll, == (flf(t)l%t) .
0

3. 2- 7.

302- 8.

iis

iii:

ive

et 7 € [0,1] 24§ L_(f) := £(7), £ € c(fo,1]).
Bewijs dat L,E een lineaire functionaal is, maar niet begrensd.
.1
Met n € Nt U {0} zij M (f) = jf(t)tndt, £ € ¢([o,1]).
0]
Bewijs dat I, een begrensde lineaire functionaal is, en bepaal .'iMnlI.
Vergelijk dit resultaat met # 3.2,2.

Ga na of de rij {I“'T*n}nEI\It convergeert, en zo ja, bepaal de limiet.

Met n € Nt zij W (f) := f t)@ it, £ € ¢([o,1]).
0
Bewijs dat W een begrensde lineaire functionaal is, bepaal IIWnH en

onderzoek de convergentie wvan {Wn}n € Nt*

Zij R een genormeerde vectorruimte; als f € R definieert de uitdrukking

¥(F) :=F(£), F€R*

een a.fbeeldlng T van E* in Cm.

Bewijs dat f een begrensde lineaire functionaal is van E* en bepaal Ilf .

Zij L een lineaire functionsal van een genormeerde vectorruimte R, met de

eigenschap dat L begrensd is op een gegeven bol B (p €R, e >0).
(In de gebruikelijke betekenis: 3uso Yrer [”f-PH <e= |L(f)| <M.)
Bewijs dat L € R¥.
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7ij R een genormeerde vectorruimte, en L € R*. Bewijs dat I (0) een gesloten
lineaire deelruimte is,

In R wordt een relatie = gedefinieerd door

fzgieaf-g€ L (0).
Bewijs dat = een equivalentierelatie is.

Zij voor iedere £ € R, [f] :={g€ R| g= £} 3 zij R / L (0) de verzameling

van deze equivalentieklassen; definieer in R/ L (0)

[(£] +{&] =[£+e]l , a[f] :=[af] ,

ga na dat deze definities geoorloofd zijn en dat daardoor R / ﬁh(O) een vec-
torruimie is.
Bewijs dat dim(R / I (0)) =1 als L # 0, en dim(k / 0 (0)) = 0.

Zij R een genormeerde vectorruimte, stel dat {L1’Lb""’Ln} een lineair on-
afhankelijk stelsel begrensde lineaire functionalen van R is.

n
Bewijs dat N Lj(O) een gesloten lineaire deelruimte is en dat
j=1

ﬁ;(O)) =n,

n
dim(R / n

J=1

3,2.11. Bewijs dat voor de bewering van stelling § 2.2.2.ii separabiliteit van de

3,2.12,

ruimie een overbodige voorwaarde is,

Bewijs dat voor de bewering van stelling § 2,2.2.ii, volledigheid van de

ruimte een nodige voorwaarde is.
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1
3.3. 1. Beschouw C({0,1]} met inproduct (f,g) := ff(t)é(—t)dt.
0
zij £ (t) i=sin mt (n € Nt, ¢ € [0,1]).

ii Bewijs dat fn——\c;

ii: Bewijs dat niet geldt fn - .

343. 2, Zij R een IP-ruimte en {fn}n€1\H: eenr i in R,
Als fn--'-i‘ en IIntI ~ |f] dan geldt £ f.

3.3+ 3+ ZiJ R een IP-ruinte, {fn}nENt een rij in R.
Indien f —»f @an geldt Ifll € lim infif |

n-eco
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Z2ij R een eindig dimensionale genormeerde vectorruimte en T € 10(R).

Bewijs dat 3p.p\ {0} foell = NTkied o

Geef een voorbeeld van een vectorruimte R en een T € BLO(R) waarvoor

Veg R\ fo} IEN A ITUIER -

RBewijs steiling § 4.1.4.

Voor p € {1,2,%} is | “p een norm in R-.

Bewijs dat V = IifI12 = |If]l,, -

ce g Tl
7ij BpLO(Rn) = {7 € LO{R™) | T begrensd t.o.v. | Ilp} s als T begrensd is

$e0.Ve || jip gchrijven we

el
- ———r
“T”P = sup{ ”f”p l f 74 o'] .

Bewijs dat ¥

pef1,2,0) BLOE) = LORT)

zij T € LO(RY); druk “TII1 en [Tl uit in de elementen van de matrix van T,

Zi} R een genormeerde ruimte en T € BLG(R); bewijs dat

It = sup{iTel | £l = 1} .

Zij R 1= C(R%) met || |5 zij T op R gedefinieerd door
(Te)(x) = £(x+1), (f €R, x € RE ,

Bewijs dat T € BLO(R), bepaal |ITll en eigenwaarden en eigenruimten van T.

Zi3 R := C([0,1]) en ™ op R gedefinieerd door
1
(1) (x) 1= [Germ)ellay , (2 €8, x € [0,1]).
C

Bewijs dat T € LO(R) en bepaal II'I'I|1, HTII2 en |7l (vergelijk # 1.9.3 en

#4.1.4). Bepasal ock de eigenwaarden en eigenruimten van T,

zij R = C([0,1]) en (Tf)(x) := ff(t)dt .
0

Bewijs dat T € LO(K) en bepaal ITl,, ITl, en ITl,, . Bepaal ook de eigenwasr-

den en eigenruimten van T.
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" . . n
Specialiseer de stelling van § 4.1.7 voor de re&le numerieke ruimte Rr'

Toon aan dat volledigheid van de ruimte R in stelling § 4.1.8 geen overbo-

dige voorwaarde is.

Zijn R en S Beruimten, U een open verzameling in R. De continue afbeelding
® : U—=S heet differentieerbaar in het punt a € U indien er een
F, € LO(R = S) bestaat met de eigenschap

o) - @(a) - Fa(f-a.)!l =o(fif~al), (f-a).

® heet differentieerbaar in U als & differentieerbaar is in ieder punt

a €T,

F, heet de afgeleide van ¢ in a; we schrijven dit ook als ®t(a).

zij R := C{[0,1]), met || ll 3 && na of de volgende afbeeldingen van R in Cm

differentieerbaar zijn, en btepaal de afgeleiden:
it ®(f) = £(0);
iir o(f) = £2(0) ;
iii: o(f) £, -

”»
fi

Verifieer of de in # 4.1,11 gegeven definitie overeenstemt met die voor
differentieerbaarheid van functies ¢ : Rﬁ - Rz (zie wiskunde IVa).

Zij R := cr([o,ﬂ) met J l, K € R en K heeft een continue afgeleide.
¢ is gedefinieerd door

1

&(f) = |K(£(t)})dt .
J

Bewijs dat ® differentieerbaar is en dat

1

[ot(£)](h) = fK'(f(t))h(t)dt .
0

Zij R 1= cr([o,1]), met || . X is een functie van [0,1] x R£ in R4, waar-
van de parti€le afgeleiden K1 en K2 bestaan en continu zijn.

¢ is gedefinieerd door




il

4.1.15,

4.1.16.

4.4.17.

’
o(f) = |K(t,f£(t))dt .
J

Bewijs dat @ differentieerbaar is en dat

1

[21(0))n) = [ (e,£ (6D m(t)at .
0

Zij R 1= cr([o,1]), met | ll,, Ga na of de volgende afbeeldingen van R in RE

differentieerbaar zijn, en bepasl de afgeleiden:

1

i o(f) := [£3(%)at ;
J
1
iit 3(f) := f\l |£ ()| dt ;
o
1
iiit o(£) 1= J(t2+f(t)2)dt ;
0

Zij R := Cr([0,1]), met i l_ ., X is een functie van [0,1] x R in R4, waar-
van de partiéle afgeleiden K, en K2 beataan en continu zijn.

$ is gedefinieerd door

1

(&) (x) := fK(x,f(t))dt .
g

Bewijs dat @& een differentieerbare afbeelding is van R in R, en dat

1

([2(e)I0)(x) 1= [R,(ma(e))e(t)as -
0

zij R :=C_([0,1]), met [l ll,. Ga na of de volgende operatoren ven R diffew
rentieerbaar zijn, en bepaal de afgeleiden:




[

iis

iiis

ivs
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(ef)(x) := x2 + £(x) 3

:
(e£)(x) = [{x+£(t)}at ;
J

1

(@f)(x) := f{x-f(t)}zdt ;
0
]

@£)(x) := Gfsin(xf(t))dt .
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n

In de vraagstukken over § 4.2 wordt R~ (tenzij uitdrukkelijk anders vermeld)

n -
beschouwd als IP-ruimte met (f,g) := & f£{(j)e(J).
J=1

Als S een volledige deelruimte is van een IP-ruimte R dan geldt voor de pro-
jectie Fy ¢ ”PS” =1,

Als R een IP-ruimte is en T € BLO(R)} dan geldt

Tl = sup{l(TT,g)l el = ligh = 1} .
Als R een IP-ruimte is en T een begrensde hermitische operator van R, dan
geldt LTl = [Ti®.

Als R een IP-ruimte is, T € LO(R) en

350 Yoep Ygeq LIEI = gl = 1= [ (16,6)| <c]

dan geldt T € BLO(R).

Zi3 T € LO(R"); vewije dat T een geadjungeerde T* heeft, en dat voor de ma-

* *
T11 . . - T1n
ix . . T* v, Y. =T, 3
tri van T* geldt i=1,eeeon '3=1,0.00m T"ia TJ:L ;
T* -+ L] . ’r*
ni nn

((Tij) is de matrix van T).

7ij T € LO(R™); bewijs dat T dan en slechts dan hermitisch is als voor de

pnatrix (7..) van T geldt: V,_ V. T,. = T, e
ij i=1,0e0yn  J=1,...,0 'ij ji

2ij T € LO(R"). Bewijs dat [T, = IT*l_ (zie # 4.1.4).

- . 3 . .
Zij 8 := L({e1 +e2 +ea}) in R™, en ziJ Ié de bijbehorende projectie.

Bepaal B, %I, U0, en B .

Als R een H-ruimte is en T € BLO(R) dan geldt: T heeft dan en slechts dan

-1
.

. -1\ %
een inverse als T* er een heeft, en (T ) = (T*)
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Als R een IP-ruimte is, U € LO(R) en U heeft een geadjungeerde U*, dan ncemt
men de operator U unitair indien UU¥ = U¥U = I,

i: Bewijs dat voor iedere unitaire operator U geldt

ii: Specialiseer dit resultaat voor R?.

Bewijs dat voor een unitaire operator U € LO(R)

it UR) = R

ii: U heeft een inverse, en U o= U* s

iii: U € BLO(R) en [Ujl = 13

iv: 0 € o(U);

v: M€ o(U)= |r] = t (stelling van Frobenius, 1883);

vi: A € o(U) = X € o(U*%), en de eigenruimte van U* bij de eigenwaarde A is

dezelfde als de eigenruimte van U bij A.

Bewijs dat.de operatoren U,V € LO(RQ) die worden gegeven door de matrices

T (1+1) g (-1+1)

U~y .
7 (1+i) 5 (1-1)

unitair zijn.
Bepaal U*, v*, o(U), oV}, o(U*), o(V*) en de bijbehorende eigenruimten.
Als U € LO(R™) en U is unitair, dan geldt |det(U)| = 1.

Als U en V unitair zijn, dan is ook UV unitair.

Zij R een re&le IP-ruimte; bewijs dat de afbeelding ¢(f) := {fll van R in R4

differentieerbaar is voor alle f # o, en dat

[o(£)1(n) = (n,e)ll™" .
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4.3, 1. Ga na of de operator T van #4.1.7 een geadjungeerde heeft, en zo ja, bepaal

1{Rd
( (£,8) 1= ffédt .

0

il

4.%. 2. Ga na of de operator T van #4.1.8 een geadjungeerde heeft, en zo ja, bepaal

il |

n _—
4.3. 3. Als T € IO(K®) (met (f,g) := = £(Jj)a(3j)) dan heeft T eindige dubbelnorm.
J=1
Bepaal ||| Ifll, NI BNl (#4-2.11) en |||V, [il, waarbij ¥, € 10(R?), gedefinieerd
met a € R® door

.

V. (f) :=ax .

. 2 e .
4.3. 44 21j T € BLO(£L® ). Als LI vj€ W %45 (qu,qi) dan geldt: T heeft dan
o -]
en slechts dan een eindige dubbelnorm als 2 I laij|2 <o 3 in dat geval
o , i=t §=t
is l“Tm = & X l“ijl .
i=1 j=1

1
4.%. 5. Beschouw R := C{[0,1]) met (f,g) := If(t)g(t)dt . Zij X(x,y) continu op

g
[0,1] % [0,1) en de afbeelding T gedefinieerd door

1

(Tf)(x) := fK(x,t)f(t)dt (f €eRr, x€ [0,1]).
0

Bewijs dat T € BLO(R), dat P een eindige dubbelnorm heeft, en dat

1 1
lz® = [ [l Paxey .
G 0
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Ale T € Lo{®") is T compact.

%Zij R een B-ruimte; als T en U compacte lineaire operatoren zijn, is ook

T +U compact.

Zij R een B-ruimte; als T een compacte en U een begrensde lineaire operator

ig, dan zijn UT en TU compact.

Geef een voorbeeld van een lineaire operator die van eindige rang is maar

niet compact.

Zij T in R := C([¢,1]) (met || I ) sedefinieerd dooxr

1
(1£){x) = f(x+t)2f(t)dt , (£€R, x€[0,1]).
0

Bewijs dat T € BLO(R) en dat T compact is.
Bepaal l|7, . .
Bewijs dat hetzelfde geldt als men R als IP-ruimte beschouwt

( (£,8) :=ff§dt }; bepaal i, -

o0 o0
ZijR =t ena € Cn (k€ N, jE Nt) z6dat L 3 [o . |% <o
kj k=t =i %9

o0
T wordt gedefinieerd door (Tf)(k) := I akjf(,j), (k € Nt).
=t

Bewijs dat T € BID(‘ez): “THz = ijlakjlz en dat T compact is.

A4 To ZiJ R 1= £1; T wordt gedefinieerd door

dede 8.

(m)(3) =S, Gew) .

Bewijs dat T € BLO(£1), T is compact; bepaal [Tl en de eigenwaarden van T

met de bijbehorende eigenyuimten.

o0
Zij R s= £'; T wordt gedefinieerd door (Tf)(k) := & Tkjf(j) waarin
J=1
1-k
Tk1 1= 2 (k = 2)
Tk = 1K (k = 2)
Tkj := 0 in alle andere gevallen (k € ¥t, j € Nt).

Bewijs dat T € BLO(£1), T is compact; bepaal |IT|| en de eigenwaarden van T

met de bijbehorende eigenruimten.
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Notatie: CHO(R) := {T € BLO(R) | T is compact en hermitisch} .

7ij R een IP-ruimte en T € IO(R), dan geldt:
Als A € of(T) \ {0} en T is regulier, dan geldt 2~ e o(T).

Bewijs dat in § 5.71.4 geldt: =0, M = 1Ten {G,1} No(T) =0.
"

213 T € LO(R™); vewijs dat

i: A€ olT) = A% € o(T%).

ii: Als p een m-voudige wortel is van de karakteristieke vergelijking
det(T-AI) = 0, dar is dim(E ) <m.

Geef, bijvoortecld in & of Ra, een voorbeeld waarin dim(EH) < m.

21 T € LO(RM); de matrix van T zij (rij)

n
TSR L P

i

Vier,o.n T = {y€om | iy-=

Bewijs dat o(T) ¢

[/ e}

Ty (stelling van Gershgorin).

i=1

Geef een voorbeeld van een SH-ruimte R en een T € CHC(R) waarvoor T(R) niet

gesloten is.

. Specialiseer de stellingen § 5.1.13 en § 5,1.14 voor een T € CHO(Rn).

Onderzoek of de bij de volgende matrices behorende operatoren van R3 posi-

tief (respectievelijk niet-negatief) definiet zijn:

is 5 w2 -2\ di: /1 0 0\ idixf1 1 o0
-2 5 -2 G 1 1 0O ] 1
-2 -2 5 " C 1 0 0 1
ive 1T =1 0 v 0 ¢ N vi: /5 a1 0
0 -1 0 I T 1 2 -3

o
|
e
s
(@]
O
-—
(@]
1
N
\n
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5.2. 0. Fen Fredholmvergelijking van de tweede soort

5.2. 1.

5.2. 2.

Bele 3.

hela 4.

5.2, D

5.20 6-

f-ulf =g

heet homogeen indien g = o, en niet-homogeen indien g % .

Bewijs dat een homogene Fredholmvergelijking

f -p? =0

-1
Voor p g o(T) geen andere cplossing heeft dan de nuloplossing, en dat, als

"1 € 4(T), de oplossingsruimte is E >

M
Log de integraalvergelijking
R
£{x) = %’5 - ~;- +% J(x+t)f(t)dt

0]
op
i: met behulp van § 5.2 (vergelijk #2.1.7)3
ii: door de integraalvergelijking te herleiden tot een differentiaalverge-
1lijking.
Tos op de integraalvergelijking

1
f{x) = 56’5 + % fxtf(t)dt .
0

Bepazl de functies g € C([O,1]) zodanig dat
1
flx) = g(x) + 5fxti‘(t)dt
0

oplosbaar is; bepaal de oplossingen.

1

f(x) = [£f{t)dt .
]
1

£x) = - ff(t)dt .

0
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1
542, Te f(x) =% fsin x £(t)dt .
0
— 10
= 5.2. 8. £(x) = 31'6 ftf(t)dt .
0
d 1
5.2. 9, £x) = x° +p f(1 +xt)f(t)dt .
0
1
5.2. 10, f(x) = 3x +2 - i3 + 1 f(1 +xt)f{t)dt .
0
1
5.2, 11, f(x) = x +u f(x-t)zf(t)dt .
¢
1
542,12, fx) =

¥ -x+1+p f(x-t)zf(t)dt .
0

5.2.13, Specialiseer de resultaten van § 5.2.7 en § 5.2,2 als T € LO(R).
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5.3, 1. Bewijs dat de convolutie (zie § 5.3.7) associatief is.
5.3. 2. Bewiis dat de convolutie niet commutatief is.

5.3. 3. Bewijs dat er niet een element £ € R! (zie § 5.3) bestaat waarvoor geldt

Veeo K¥B=E*xX=K.

5.3. 4. Bewijs dat de convolutie distributief is met de ortelling.

5.3. 5. Bewijs dat Vg .., [Vx Vy K{x,y) =0 = T, positief definiet] niet geldt.
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6,70 1. Zij £(x) = {x, (x = 0). Bewijs dat f geen contractie is van [0,®), en dat

6.1.

6.7,

.1. 4.

voor iedere 5 > 0 f | [5,) een contrectie is van [3,%); bepasl in dit ge-
val de contractieconstante van f I [5,%).

Bepaal voor iedere & = 0 de vaste punten van f l [3,0).

7ij K(x,y,2z) een continue functie van {0,1] x [0,1] x R£ in Rf, die voldoet

aan de Lipschitzconditie

3u>0 "x€[0,1] Yy€[o0,1] Yz€RE VeERL [[E(x,7,2) - K(x,5,w) | < alz-w|] -

Bewijs dat er een & > O bestaat zd dat voor alle A € RE met |Al < b de inte-
graalvergeli jking
1

£(x) = A ﬁz(x,y,f(y))ay

0
een continue oplossing heeft.

Beschouw R := Cr([-1,1]) met | | +2i3 a >0 g€Ren Tt R~ R gegeven
door

(1) (x) = & J—fﬂ)——dt + g(x)

t)% +a

Bewijs dat T een contractie is en bepaal de contractieconstante.

ciom o, p2 ., n2 -
21 T RI_ Rr gedefinieerd door

xy) = (Tl +1 -1, Vyl+1 - 1),
In Rr2 geldt de gewone euclidische metriek.

i: Bewijs dat T een contractie is, bepaal de contractieconstante en het
vaste punt van T,
ii: Bepaal de inverse S van I-T,

iii: Bepaal de waarden van A waarvoor AS een contractie van R:_ is
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6.2, 1. Bewijs dat de in de inleiding van § 6.2 gedefinieerde operator V een afbeel-
ding van C([0,1]) in c([0,1]) is.

6.2. 2. Bewijs stelling § 6.2.2,

6.2, 3. Bewijs stelling § 6.2.3.

6.2, 4, Zij R = C([0,1]), en zij V als afbeelding van R in R gedefinieerd door
p 4
(vi)(x) := f(x-t)f(t)dt .
¢

Bepaal voor de functies e(x) := 1%, j(x) := x, jk(x) = ¥ en voor n € Nt:
ir Ve H

ii: V3

111 V() ,

en los op de integraalvergelijking

£(x) = pf(x—t)f(‘b)dt s (x+1)? .
d
) 6.2, 5. f(x) = pf(x-t)f(t)dt +CoS X .
8
£.2. 6. £f(x) = u‘[kx-t)f(t)dt +x* = 3 cos x .

0
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6.3. 1. Generaliseer de stelling in § 6.3.1 voor een stelsel van differentisalverge-
1lijkingen

yl'CZFk(x’y1’."’yn) y k=1,..04n &
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€.4. 1, Bewijs dat de functie ¢ van § 6.4.2 differentieerbaar is en dat

FG)y)
‘b‘(y) = - F,Izq-‘iy;,yj

6e4. 2. Bevijs de in § 6.4.3.i1 genocemde generalisatie van de stelling in § 6edlee
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