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Verwijzingen naar de syllabus worden voorafgegaan door een S.
raagstukken waarvan het nummer van een ster is voorzien; liggen boven het

tentamenniveau,



1.2,

1.2.1.

llz.s.

1.2.7,

Vectorruimte of lineaire ruimte

Bewijs S 1.2.4.

Bewijs S 1.2.10.

Bewijs dat LO(R+S) een vectorruimte is, en LO(R) een algebra (zie S 1.2.12).

Laat

%y i= {feg [ 7 |£@@)] < =} .
n=1
Bewijs dat ll een lineaire deelruimte van de functieruimte éN is, en dat

dim(kl) = oo,

o0
Met C (R) geven we de verzameling aan gevormd door de oneindig vaak diffe-~
rentieerbare complexe functies gedefinieerd op R'met de structuur van een
functiealgebfa. Laat

. ® ® P
E:={fecC @R | 350 Yps1 L1270 ] < 0PI} .

Ga na of E een functiealgebra is. Laat

' (n)
o {f“(0)=o_3}.

F o= {feCc ® | 350 Y

Is F een vectordeelruimte van CwGR)? Een functiealgebra? Wat is dim(F)?

. . . . n .. .

De complexe numerieke n-dimensionale ruimte R~ is natuurlijk ook een vector-
ruimte als alleen scalaire vermenigvuldiging met reele getallen wordt toege-
. . . n .. -

staan, Wat is de dimensie van R= in dat geval?
k
}

Bewijs dat in de functieruimte C([0,1]) het stelsel {Tte[O 17 & =0, 1
? Vg ipgeco

lineair onafhankelijk is. Zelfde vraag voor het stelsel
ikt
}

{Ttefo,i] & Jy=o0,1,...

Laat R een vectorruimte zijn, M en N twee niet lege deelverzamelingen van R.

Bewijs dat het lineaire opspansel van MuUN gelijk is aan
{f+g | £fe LM, ge LN},

(L(M) is het lineaire opspansel van M,)



1.209&

1e2.10.

142,11,

2-129

1.2.13.

I.2,14,

Laat X een niet lege verzameling zijn. Voor een f ¢ Cx definieren we

Ng = {x ¢ X | £(x) # 0}, Laat ¢ = {f ¢ €& | N; is een eindige verzameling}.
Bewijs dat m een lineaire deelrulmte is van CX. Bepaal een deelverzamellng

S in mﬁ zd dat ieder element van Gx op precies &&n manier als lineaire com—

binatie van eindig veel elementen van S kan worden uitgedrukt. Wat is dlm(C )?

Laat R een vectorruimte zijn en F: R + € een lineaire functionaal op R. Laat
N(F) := {f ¢ R | F(f) = 0}. Bewijs dat er een f0 € R is 26 dat R de directe
som 1s van L({fo}) en N(F). In hoeverre is fo eenduidig bepaald? (Als F # O,
dan heet N(F) een hypervlak.)

Laat R := C (R) en definieer de operatoren D en S door

D [£'(e)] ,

= YfeR TtéR

t
S = TfeR Tth L J f(s)ds] .
0]
Bewijs dat D en S tot LO(R) behoren. Ga na of ze surjectief, injectief of
zelfs bijectief zijn. Hebben D en S (eventueel eenzijdige) inversen? (Vgl.
S 1.2.16.) Wat zijn de eigenwaarden van D en S met de bijbehorende eigen-
ruimten? -

Laat Fe s= {f ¢ CR) | £ evenl}, F, := {f ¢ CR) | £ oneven}. Bewijs dat C(R)

de directe som is van Fe en F . Wat zijn de bijbehorende projectieoperatoren?

Bewijs S 1.2.21,

Laat de vectorruimte R de directe som zijn van de lineaire deelruimten M en
N. Bewijs dat R/M algebraisch isomorf is met N, d.w.z. dat er een lineaire

bijectie van R/M op N is.



1.3, Topologische ruimte

1.3.1, Bewijs S 1.3.10.
1.3.2, Bewijs dat R, € en R" separabel zijn.

1.3.3, Laat (R,d) een separabele metrische ruimte zijn en § # S < R, dan is (S,d)

ook separabel.

1.3.4. Geef C(R) de metriek _
d(f,g) := sup{|f(x) - gx)| | x e R} (f,g ¢ CR)) .
Bewijs dat C(R) met deze metriek niet separabel is. Is de deelruimte
[|x] > A= £(x) = 01}

V= {f e CR) | 3,50 ViR

separabel?



155.

1.5.1.

1¢5.2,

Metrische ruimte en semimetrische ruimte

Laat (R,d) een metrische ruimte zijn. Bewijs dat als x, y, z en w punten van
R zijn

ld(x,2z) - d(y,w)| < d(x,y) + d(w,z) .

Laat (R,d) een metrische ruimte zijn, (xn)neni én (yn)nend ?onvergente rijén

daarin. Bewijs dat

d(lim x_, Tim y ) = lim d(x_,y.) .
oo n’ oo B oo n'’n

Laat (R,d) een metrische ruimte zijn, A een niet lege deelverzameling van R.

Laat
d(x,4) 1= inf{d(x,y) | y € A}  (x € R) .

Bewijs dat ?xeR d(x,A) continu is.

Bewijs dat een compacte metrische ruimte separabel is,
Bewijs S 1.5.6.

Op C (R) definiéren we

ate,) 1= [ 2™ minll,supl|t™ 0 - g™ 0] | x € C-n,nl}) .

I~ 8

n=0

s e 4 A 3 . *
Bewijs dat (C (R),d) een metrische ruimte is.



l.6|

1.6.1,

1.6.2.

1.6'3.

106‘4.

1.6.5.

1.6.6.

1.6.7,

Volledige (semi)metrische ruimte

Bewijs § 1.6.2,

Als R een metrische ruimte is, en S is een volledige deelruimte van R, dan

is S gesloten.

Beschouw R := [1,») met d](x,y) i= [x - y| en dz(x,y) 1= l% 4-%] voor X € R,
y € R, Bewijs dat (R’dl) en (R,dz) metrische ruimten zijn waarvan de topolo-
gien gelijk zijn. Bewijs dat (R,d]) wel en (R,dy) niet volledig is. Geef een

completering aan van (R,dz)°

Laat V de klasse van begrensde niet-lege deelverzamelingen in Hizzijn,entv die

van compacte niet—lege deelverzamelingen in K(Z.

Voor A € V, B € V definiéren we
d(A,B) := sup{d(x,A) + d(y,B) | x ¢ B, y e A} .

Bewijs dat (V,d) een semimetrische ruimte en (W,d) een metrische ruimte is.

Toon aan dat het proces van S 1.6.3 toegepast op (V,d) tot (W,d) leidt.
(Vervolg) Bewijs dat (W,d) volledig is.

Laat (R,d) een metrische ruimte zijn en S een dichte deelverzameling van R.
Laat f € RS‘uniform continu zijn. Bewijs dat er precies &&n g ¢ R} bestaat
die continu is en waarvoor f(x) = g(x) als x € S, en dat deze g ook uniform

continu is. (R kan bijvoorbeeld eer completering van S zijn.)

Bewijs dat de ruimte van vraagstuk .1.5.6 volledig is.



Genormeerde vectorruimte

In een genormeerde vectorruimte R is de eenheidsbol {f ¢ R | Ifll < I} convex.

Laat R een genormeerde vectorruimte zijn, M ¢ R, M compact. Bewijs dat L(M),

de kleinste gesloten lineaire deelruimte van R die M bevat, separabel is.

Laat | < p <= en
N v |
yi= ke e | ] |xn{P‘< ®} .
n=1

. . . . N e e
Dan is zp een lineaire deelruimte van C en met de definitie

1

= 7 PP -
=l ¢ (nZ] |xn] ) (x = (x) o« lp)

wordt Qp een genormeerde vectorruimte.,

Laat 1 < p < e, Bewijs dat met

1 1
hEl, <= j |£(x)|Pax)? (£ € c([0,11)) ,
0 :

C([0,11) tot een genormeerde vectorruimte wordt.

Laat £ ¢ C([0,11) en laat (pn)nenq”éen rij polynomen zijn die puntsgewijs

op [0,1] naar f convergeert en waarvoor sup (graad pn) < «, Bewijs dat £
nx1
z&1f een polynoom is, en dat de convergentie uniform is. (Vgl. S 2.1.7.)

Laat K een gesloten lineaire deelruimte zijn van de genormeerde vectorruimte

R, en L een eindig dimensionale lineaire deelruimte van R. Bewijs dat
K+L::=+{k+ 2| keK, ¢ ¢ L}

gesloten is. (Aanwijzing: neem eerst aan dim L = 1.)



2.2.

2.2.1.

2.2.2,

2.2.3,

2.2.4,

2.2.5.

2,2,6.

2:.2.7.

2.2.8.

Lineaire afbeeldiqggn van_een genormeerde vectorruimte

Laten R en S genormeerde vectorruimten zijn, en laat T € BLO(R + S). Bewijs

dat
HTh = suplliTEN | £ ¢ R, £l = 1},

NTH = min{M | Vep DITEN < MIEIT} .

Bewijs S 2.2.5: Als T € LO(R ~ S), dan geldt

T begrensd & T continu .

Laten R en § genormeerde vectorruimten zijn, T ¢ LO(R = S). Bewijs dat T be-
grensd is dan en slechts dan als de volgende voorwaarde C is vervuld:
C: voor elke rij (fn)ne]N in R dlg naar 0 convergeert, is de rij (”Tfn“)nem

begrensd.
Laten R en S genormeerde vectorruihten zijn, R eindig dimensionaal,
T ¢ LO(R » S). Bewijs dat '
N£l, := inf{ligh | g € R, Tg = £} (£ € T(R))

een norm definieert op T(R).

Laat R een eindig dimensionale genormeerde vectorruimte zijn, en F een line-

aire functionaal op R. Bewijs dat F «¢ R”.

Laat R een eindig dimensionale genormeerde veétorr@imte zijn, en (fn)neni

een zZwak convergente rij in R. Bewijs dat (fn)neni convergeert,

Laat R een genormeerde vectorruimte zijn, F een lineaire functionaal op R.

Bewijs dat F begrensd & N(F) gesloten (notatie van vraagstuk 1.2,10),
Laat P de deelruimte van C (R) zijn die gevormd wordt door de polynomen. Met

Ipll:= max{|p(x)| | x € [0,11} (p € P)

wordt dit een genormeerde vectorruimte. Voor a ¢ R definiéren we
Fo(p) :=p(a) (peP) .

Bewijs dat Fa een lineaire functionaal is op P die begrensd is als a ¢ [0,1]

en niet begrensd als a ¢ [0,1].



2.2.9.

2.2010!

242,11,

2.2.12.7

2:2.13.

2.2.14,

We beschouwen C([0,1]) met de supremumnorm. Laat 0 < b Sty < aee <t <
en o, € € (1 <k <m). Voor f ¢ C([0,1]) definiéren we
n

F(f) := ) a £(t,) .
Ko KK

Bewijs dat F een begrensde lineaire functiohaal op C([0,1]) is en dat

T ey
HF il = o .
k=1 K

Bewijs dat F niet begrensd is als de ruimte de norm |l Ib heeft (vgl. vraag-
Stuk 2.1.4)’ tenzij GI =t!i= ak = Ov
een begrensde rij in € zijn. Bewijs dat

Laat (ocn)nE]N

F = YX€2i

o .
) a X )

n=1

een begrensde lineaire functionaal op 24 is als dé ruimte genormeerd is met

Iy (zie vraagstuk 2.1.3). Wat is IFII?

(Vervolg) Beschouw %, met de norm |l H], en een begrensde lineaire functionaal

F op deze ruimte. Bewijs dat er een begrensde rij (an)nsni in ¢ is 28 dat

F = Txell ( X 0Lnxn) '
n=]

Concludeer uit de vorige twee vraagstukken dat er een lineaire bijectie I

van QT op C(IN) bestaat zd dat HI(F)IL = ||F|l voor alle F ¢ 2?.

Laat R een eindig dimensionale genormeerde vectorruimte zijn, en T ¢ BLO(R).
Bewijs dat er een f € R, £ # 0 is waarvoor IITfll = ITI.Il £ll. Kan de voorwaarde

dat R eindig dimensionaal is worden weéggelaten?

Laat R := C(R) met de supremumnorm, en definieer T door
(TEY(x) := f(x + 1) (f ¢ R, x € R) .

Bewijs dat T € BLO(R). Bepaal lITll, de eigenwaarden en de eigenruimten van T.



2‘3‘

2.3.1,

203‘2‘

2.3.3.

Compacte operatoren

Geef een voorbeeld van een genormeerde vectorruimte R met een T € LO(R) die

van eindige rang is maar niet compact, en zelfs niet begrensd.

Als R en S genormeerde vectorruimten zijn, R eindig dimensionaal,

T € LO(R > S), dan is T compact.

Laat R en S genormeerde vectorruimten zijn,
K := {T €« LO(R~>S) | T is compact} .

(1) Bewijs dat K een lineaire deelruimte is van BLO(R -+ S).

(ii) Neem nu aan R = S, Bewijs dat als U ¢ BLO(R), T ¢ K ook UT ¢ K en TU ¢K.
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3. Banachruimte

3.1+1. Bewijs dat de ruimten 21 en 22 (zie vraagstuk 2.1.3) volledig zijn. Zijn ze

separabel? Zelfde vragen voor ¢ _.

3.1.2, Laat P := {f € C([0,1]) | £ is een polynoom} met de supremumnorm. Bewijs dat
P een genormeerde ruimte is, maar geen Banachruimte. Geef een completering

aan van P,

3,1.3, Laat Cn(fO,I]) := {f € ¢([0,1]) | f tenminste n maal continu differentieer-

baarl}; en
o (k) n 1
HEN := max{l£° 1, | 0 <k <n} (£eC(l0,11)) .

Bewijs dat Cn([O,IJ) hiermee een Banachruimte wordt.

3.1.4, Laat
R := {f e c([0,®) | J [£(t) |dt < =}
9

en

@

NEN s= NEN, + f |£(e)|dt (£ e R) .
0

Bewijs dat (R, l) een Banachruimte is.

3.1.5, Laat R een genormeerde vectorruimte zijn, en veronderstel dat

{f e R | Ifll = 1} volledig is. Bewijs dat R een Banachruimte is,



- 11 -

3.2, Lineaire afbeeldingen van een genormeerde ruimte in een Banachruimte

3.2.1, Laat (ak)keni een complexe rij zijn waarvoor geldt: Als (bk)keﬂq eeri complexe
e T 2 v v .
rij is met Z lbkl < 1, dan is X akbk convergent en | Z akbk] < 1. Bewijs
o k=l k=1 k=1
dat z Iakl2 < 1.
ke=]

3.2.2, Beschouw R := C([0,1]) met de gewone supremumnorm. Voor iedere x e [0,1],
N ¢ IN definieren we '

N
- 2mikx
SN’x(f) = RJEN ¢, (£)e :

(f ¢ R)
waarbij
|
c (£) := f £(tye 2TikEg, (k € Z, f ¢ R) .
0

(i) Toon aan dat elke SN « een begrensde lineaire functionaal op R is met
H

27 ~f
1 |sin@@ + §) t g 2N¥l
sy N =5= dt 2 =& ) .
' o sin it S k=1 %

(Gebruik het resultaat van GO 6.)

(ii) Toon aan dat er voor iedere x ¢ [0,1] een f ¢ R is waarvan de fourier-

reeks in x divergeert.
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4, Inwendig productruimte

4.1,1, Bewijs dat
1
NEl 2= { j (If(t)!z + ]f'(t)lz)dc}i (£ ¢ c'(Co,11))
0

een norm is op Cl([O,l]). Hoort er een IP bij?

4.,1.2. Laat R een IP-ruimte zijn. Bewijs dat

He+gh® + g -gl? =20£1 + 20 gl

voor £ € R, g € R (parallellogramwet of zwaartelijnformule).

Wat ‘is de interpretatie in het plétte vlak?

4,1,3. Laat R een IP-ruimte zijn. Bewijs dat
4

(F,8) =} ) e+ i’kg“2 (f e R, g €R) .
k=1

4,1.4, Bewijs dat in een genormeerde ruimte waarin de parallellogramwet geldt een

inproduct bestaat 28 dat (f,f) = il £ 112 (f € R).
4.1.5. Bewijs ddat de supremumnorm in C([0,1]) niet afkomstig is van een inproduct.
4.,1.6. Laat R een IP-ruimte zijn. Als f, g en h elementen van R zijn waarvoor geldt
If - hll=lif -gll+llg-nhl, dan is g een convexe combinatie van f en h, d.w.z

er is een o € [0,1] z6 dat g = af + (1 = a)h.

4,1.7, Laat R het lineaire opspansel in c”(R) zijn van de verzameling

iArt . o
{TtéR e | A € R} en definieer
T
(£,8) := lim 5= J F(0F(E)at (£ R, g € R) .

T-0 -T

Bewijs dat R hiermee een IP-ruimte wordt.



_]3..

4.2, Orthonormaalsystemen in een IP-ruimte

4,2,1. Beschouw C([0,1]) met het gewone inproduct. Bewijs dat de verzameling van
polynomen totaal is in deze ruimte., (Een verzameling V in een genormeerde

ruimte R heet totaal als het lineaire opspansel van V dicht is in R.)

4.2,2, Laat R een IP-ruimte zijn waarin een eindig orthogonaal stelsel fl’fZ""’fn

bestaat 20 dat uit £ L fk (1 €k < n) volgt £ = 0, Bewijs dat R eindig dimen-

siomnaal is.
4,2,3, Vind een totaal orthonormaalsysteem in de ruimte van vraagstuk 4.1.7.

4.2,4. Beschouw R := C([0,1] x [0,1]) met als inproduct

1
(f,8) := [ Jf(x,y)g(x,ﬂdxdy (fsg € R) .

Bewijs dat het systeem (p_ ) et

m
nm’ neZ ,meZ

pmn :='LIJXE[O,XJ L!JYEI:O,l:] [qn(x)qm(Y)] (n’m € Z)

.. . 27inx
totaal is in deze ruimte. (qn 1= Yxe[O,l] {n e Z).,)
(Aanwijzing: laat zien dat het lineaire opspansel van de functies

Txe[o,lj Yyé[o,lj f(x)g(y) met f,g ¢ C([0,1]) dicht is in R en gebruik dan

S 4.2.8.)



4.39

4,3.1.

4.3.2,

4.3.3.

4.3.4,

- 14 -

Orthonormalisering in een IP-ruimte

In de IP-ruimte C([-1,1]) met

1
(f,8) := Jf(t)gft)dt
-1

is iedere even functie orthogonaal met iedere oneven functie.

Beschouw de ruimte van het vorige vraagstuk. Door het orthonormaliserings-—

procédé van Gram—~Schmidt toe te paésen op het stelsel Txe[-l 1] %"
: v R

(n = 0,1,...) ontstaat het stelsel P, (n =0,13...) met

met A_ e T zo dat llp_Il = I.
n n

Laat R een IP-ruimte zijn. Als fl”"’fn elementen van R zijn, dan is de

Gramdeterminant det((fi,fj)) (zie 'S 4.3.6) altijd = 0.

Laat R := {f € C([0,10) [ £(0) = £(1)} met het gewone inproduct. Voor een
f ¢ R definieren we de rij ¢f door

1 o
of(2n~1) := J f()e 2™ (n=1,2,...) ,

0]
1
¢f(2n) := f £(0)e™ ™ e (= 0,1,...) .
0
Bewijs dat ¢ de ruimte R in 22 afbeeldt en dat [[¢f - ogll = l£ ~ glf voor alle

f,g ¢ Ro Is O(R) = 227

Laat R en S IP-ruimten zijn over de reele getallen en T: R >~ S een afbeelding

waarvoor T(0) = 0 en ITf ~ Tgll = If - gll voor alle f,g € R.
(i) Als f,g € R dan is er precies &&n punt h € R 28 dat
HE - nll=llg = hit=4lf - gl .

(ii) Bewijs dat T lineair is. (Aanwijzing: leid met (i) af dat T additief is.)
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4.3.6. Laat R een IP-ruimte zijn waarin {f ¢ R | I £ll £ 1} compact is. Bewijs

dat R eindig dimensionaal is.

4.3.7. Bewijs het resultaat van 4.2.4 door te laten zien dat voor iedere f ¢ R

de Parsevalrelatie

Lo (=]

Hed = 57 |(E,p )

n=— o N==00

geldt. (Aanwijzing: gebruik weer dat de qn's een totaal orthonormaal
stelsel in C([0,1]) vormen; gebruik Dini om een verwisseling van sommatie

en integratie te rechtvaardigen.)



b4ob,
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Lineaire deelruimten in een IP-ruimte

4.4.1. Als R een IP-ruimte is, S € R en Q < R, dan geldt

4.4,2,

4

eb4.3.

bbb,

4‘4050

=

4.6,

(1) ScQ=Re©QcROS,

(ii) R®S =R®&S

ReL(S) =R®e L(S) .

(L(S) is het lineaire opspansel van S.)

Beschouw Qi met het gewone inproduct. Definieer

2

F(f) := Z -?? (F= (£) . €%+

(i) Bewijs dat P (0) eeti niet velledlge, gesloten lineaire deelruimte van

Zz is. Bewijs ook dat F (0) ¢ 2 .
(ii) Het orthogonale complement van F (0) is {0}.

Laat R een IP-ruimte zijn, L en M deelverzamelingen van R. Ga na onder welke

voorwaarden (R © L) n (R © M) gelijk is aan R & (L n M).

Laat R een IP-ruimte zijn, F € R*, F # 0, £ ¢ R, Bewijs dat de afstand van
f tot het hypervlak H := {g ¢ R | F(g) = 0} gelijk is aan FJ;) .

Laat R een IP-ruimte zijn, K een lineaire deelruimte van R en f ¢ R\K.

Bewijs dat er voor iedere ¢ > 0 een h ¢ R bestaat waarvoor geldt
(i) f~-hekK;,

(ii) Vg ClB) ] <elkil .
Laat (fn)nsni een begrensde rij zijn in de Hilbertruimte R, 25 dat

m)=0]o

Hh

r{ 2 Fo4
iim (X

melN - (£,
n—-)co

Bewijs dat

vgeR [lim (f_,g) = 0] .

o

(Aanwijzing: bekijk eerst de g's in het lineaire opspansel van de f 's,
: n

en dan de g's loodrecht daarop.)
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4.4.7. R is een IP-ruimte; g’f]""’fn zijn vectoren uit R, Bewijs de equivalentie
van de volgende uitspraken:
()

erR[(fJ.fI)A...A(fifn)sfig],

(ii) g is een lineaire combinatie van £, ,...,f_ .
1 n
4,4.8, Laat R een IP-ruimte zijn, M een n-dimensionale lineaire deelruimte van R,

en N een lineaire deelruimte van R van dimensie n+ 1. Bewijs dat er een

f e N is met d(£,M) = £l # 0.
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4.5. De geadjungeerde van een operator

4,5.1. Beschouw R" met het inproduct

n
(x,y) := kzl XYy (x = (x],...,xn) € Rn, y = (yl,...,yn) e R™

Laat T ¢ LO(R™), Bewijs dat T een geadjungeerde T* heeft en geef het verband

tussen de matrices van T en T~ (tio.v. de natuurlijke basis). Bewijs ook dat
*
HTH] =T |,

o]

4,5.2. Laat R := C([0,1]) met het gewone inproduct. Definieer T ¢ LO(R) door

X

T = fo o Veero,17 J £(t)de] .
0

Bewijs dat T een geadjungeerde T" heeft. Wat is T ?

4,5.3. Hoe kan men aan devmatrix van de operator T van opgave 4.5.]1 zien of T hermi-

tisch 182

4.5.4, Laat R = {f ¢ CwGR) [ f periodiek met periode 1} met als IP

1

(f,8) := J £(x)g(x)dx (£ ¢ R, g € R) .
0 ,

Laat T := TfeR (if'). Bewijs dat T een niet begrensde lineaire afbeelding

van R in R is. Ga na of T een geadjungeerde heeft,

4.5.5, Als R een IP-ruimte is en T ¢ BLO(R) is hermitisch, dan is IIT2

h=NTH, en
ny, _ n
algemeen T Il = ITIH (n e W) .

5.6, di . .. _
4,5.6, Laat (ak£>(k,z)€DJX]N een oneindige matrix van complexe getallen zijn waar
©

voor E ) ]ak212 convergeert. Bewijs dat door
k=1 g=1

Tf =

i~ 8

2
LIJke}N (g Aafy)  E €A

1
een T € BLO(ZZ) wordt gedefinieerd en dat T eindige dubbelnorm heeft. Druk

. .
HTHuit in de ay,'s.



4'5'7.

4.5.8,

4.5-9.

4,5,10.

4.5.11.

4.5,12,

...19..

Laat R een separabéle IP-ruimte zijn, en stel dat T ¢ BLO(R) eindige dubbel-

norm heeft. Bewijs dat er een rij eindig dimensionale operatoren (Tn)ndN in

BLO(R) is (dus Tn(R) eindig dimensionaal voor iedere n) z6 dat NT'-TnII+ 0

als n > =,

Laat R een Hilbertruimte zijn, T ¢ BLO(R) met geadjungeerde T*, feR X eC,
TEf = Af en |A| = ITH. Bewijs dat T'f = if.

Laat R een Hilbertruimte zijn, T € BLO(R) met geadjungeerde T". Laat
N(T") := {f ¢ R | T"f = 0}. Bewijs dat R de directe som is van de orthogonale
deelruimten N(T*) en T(R). ’ '

Bewijs dat de operator van 4.5.2 eindige dubbelnorm heeft. Wat is [l THI?

Laat R een Hilbertruimte zijn, T ¢ BLO(R) een compacte operator met geadjun-
L * s : ’ :
geerde T .

. e * * ..

(i) Bewijs dat T T en TT compact zijn.

(ii) Bewijs dat ™ compact is.

(i) Laat R een IP-ruimte zijn, M een volledige lineaire deelruimte van R.
Laat P de projectie zijn van R op M. Bewijs dat P hermitisch is.
(ii) Laat R een Hilbertruimte zijn, P € BLO(R) hermitisch en P2 = P. Bewijs

dat P de projectie is op een volledige lineaire deelruimte van R.
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4.6. Opmerkingen over zwakke convergentie

4.6.1. Laat R een IP-ruimte zijn en (£ ) e &0 rij in R die zwak naar f € R con-

vergeert, terwijl anﬂ > Ifll, Bewijs dat fn + f.

4.6.,2. Laat R een IP-ruimte zijn, £ € R, en (fn)nenl een rij in R waarvoor
) ) ' * e e
Re F(fn) ~ Re F(£) voor alle FeR, Bewljsrdat de rij (fn)nem zwak naar f
convergeert.,

4.6.3. Laat R een Hilbertruimte zijn en (fn) een tij in R die zwak naar f € R

ne N
convergeert. Bewijs dat er een rij van lineaire combinaties van de fn's is

die sterk naar f convergeert. (Aanwijzing: gebruik § 4.6.4.)

4,6,4, Laat R een separabele IP-ruimte zijn, F ¢ R*, (qn)nelq een orthonormaal
systeem in R. Bewijs dat '

«©

2
L 1P| <= .

n=1
N N 2‘
(Aanwijzing: maximaliseer F( Z Q. g ) met o ,e..5a_ € T, Z Ia l = 1.)
n=t 0 : " n=1 "

4,6.5. Laat R een separabele IP-ruimte zijn, en (qn)nend een orthonormale rij

in R. Bewijs dat de rij (qn)ne]N zwak naar O convergeert, maar niet

convergent is.



- 21. -

5.1, Hilbertruimte

5.1.1. Geef een voorbeeld van een rij (fn)néN in een Hilbertruimte waarvoor
- ©
Z llfnﬂz convergeert, en de reeks 2 fn niet convergeert.
n=1 n=1

5.1.2. R is een eindig-dimensionale complexe vectorruimte; @ seeese  een basis van

R, dus iedere f € R is op precies &én manier te schrijven als

0
f = izl ai(f)ei, met ai(f) e € (1 s1i<n).

Dan is
n :
(f,g) = ) ai(f)__T—ai g) (f,g € R)
: i=1

een inproduct op R, waarmee R een Hilbertruimte wordt, en €se+05e een or-

thono:male basis. van R.

5.1.3, Laat R een Hilbertruimte zijn, (fn),néN een orthogonale rij in R waarvoor een

o

p ¢ (0,2) bestaat z56 dat ) anﬂp convergeert. Bewijs dat | £ convergeert.
n=] n=]

5.1.4. Laat R een Hilbertruimte zijn, en (fn)néﬂ een rij in R, zo dat ieder element

van R een lineaire combinatie is van (eindig veel) elementen uit de rij. Be-

wijs dat R eindig-dimensionaal is.

5.1.5. R is een Hilbertruimte; V is een lineaire deelruimte van R die dicht ligt
*
in R, W is een gesloten hypervlak in R (d.w.z. er is een F ¢eR, F # 0, zo

dat W= {f ¢ R ! F(f) = 0}, en W is.gesloten). Bewijs dat V.n W= W.

5.1.6, Laat R een separabele Hilbertruimte zijn, M en N gesloten lineaire deelruim-

ten van R zo dat R = M & N. Laat f; ¢ R. Bewijs dat

min{ﬂf-folll f e M} = max{](fo,g)l [ g e N, lIlghh=1}.
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5.1.9!

5.1.10.
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Laat R een IP-ruimte zijn, M en N volledige lineaire deelruimten van R en

S={f+g| £feM, ge N} Laat
o = supl|(£,8)] | £eM, ge N, NEN=lgl=1},
en veronderstel a < 1.

(i)  Bewijs dat

le+ gh2V/1-a?lifll (FeM geN.

(ii) Bewijs dat S een Hilbertruimte is.

Laat R een IP-ruimte zijn waarvoor geldt:
VLeR*EgeR erR [(f,g) = L(H)] .

Bewijs dat R volledig is. (Aanwijzing: zoek verband tussen LIl en Il gli; R" is

volledig.)

Laat R en S Hilbertruimten zijn, T ¢ BLO(R -+ S), T een-eenduidig, T(R) dicht
in 'S, en

3

0 erR CHTEN = ml £4

Bewijs dat T(R) = S en dat T continu is.

Laat R een Hilbertruimte zijn, f € R, g € R, £ # 0. Bewijs dat er een

T € BLO(R) bestaat 28 dat Tf = g. Wanneer bestaat er een hermitische T met

die eigenschap?

s . s * - : .
Laat R een separabele IP-ruimte zijn. F ¢ R . Bewijs dat er voor iedere

e > 0 een g € R bestaat zd dat

’vfeR[F(f) - (f,8)] < el .

(Aanwijzing: gebruik 4.6.4,)
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5.2. Zwakke convergentie in separabele Hilbertruimten

5.2.1. Laat R een Hilbertruimte zijn, (fn)neN een rij in R die zwak naar f conver-

geert, Laat

d(g) := lim infllfh -ghl (geR),
e

D(g) := lim supﬂfn - gl (geR).
>

Bewijs dat steeds

a®(g) + e - gl

42 (g)

p2(f) + Il £ - gl? .

p? (g)

Als 0 £ o £ B, geef dan een voorbeeld met d(f) = a; D(f) = B8,

5.2.2. Laat R een separabele Hilbertruimte zijn, en (en)néN een totaal orthonor-

maal systeem in R. Definieer

d(f,g) := )} min{|(f - 8 en)], 2™ (f,8 € R) .
n=] ‘
Laat S := {f ¢ R | Ifll < 1}. Toon aan dat als (fn)néN een rij is in S, en

f ¢ 8, de uitspraken fn-* f en d(fn’f) + 0. equivaient zijn.

5.2.3, Laat (fn)néﬁ een begrensde rij zijn in de Hilbertruimte R, Bewijs dat er

een zwak convergente deelrii is. (Aanwijzing: in S 5.1.13 is  de separabili-

teit van R niet gebruikt.)
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5.3.3.
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Geadjungeerde operatoren in een separabele Hilbertruimte

Laat R een Hilbertruimte zijn, T € LO(R), T een bijectie van R op R en T her—

mitisch. Bewijs dat T-] hermitisch is.

Laat R een Hilbertruimte zijn, T € BLO(R) is eindig-dimensionaal. Toon aan

dat T" ook eindig-dimensionaal is.

Laat R een separabele Hilbertruimte zijn met een totaal orthonormaal systeem
(en)néN' Laat (An)néN een nulrij zijn in C waarvoor An # 0 (n € N), Toon aan

dat door
T := ?feR nZ] ;\n(f,en)en

een operator in BLO(R) wordt gedefinieerd, die een-eenduidig is, met T(R) #R.

Is de»operator fv vaﬁ T(R) naar R begrensd? (Vgl. ook 5.1.9.) Wat is T™?

Laat R éen separabele Hilbertruimte zijn met een totaal orthonormaal systeem
(en)néN°

(i) Bewijs dat er precies &n T ¢ BLO(R) bestaat waarvoor

s

Te = e (nelN .

(ii) Bepaal I Tl
(iii) Bepaal T".



6.1:3.

6.1.4:

6.1.5.
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Compacte operatoren in een IP-ruimte

Laat R een IP-ruimte zijn, V een deelverzameling van R waarvoor V compact -
is. Bewijs dat V "bijna-eindig dimensionaal" is: voor iedere ¢ > 0 bestaat

een eindig dimensionale lineaire deelruimte L  van R z86 dat

V&VBgLEMf-g“<€]'
Laat R een IP-ruimte zijn en T e LO(R) compact. Laat U := {feR | I £ll = 1},
Bewijs dat T(U) compact is.

(Vervolg) Laat R een IP-ruimte zijn, T ¢ LO(R) compact. Bewijs dat er een
rij (Tn)néN van operatoren van eindige rang in BLO(R) is waarvoor

"Tn = Tll> 0 als n + o,

. .. *
(Vervolg) Laat R een Hilbertruimte zijn, T ¢ LO(R) compact. Bewijs dat T

compact is. (Aanwijzing: S 3.2.6, 5.3.2.)

Laat R een Hilbertruimte zijn, T € BLO(R) van eindige rang. Bewijs dat er
stellen gysecesg  en hl,...,hn-in R zijn 26 dat
n

Tf = (f,h,)g (f e R) .
L g

Laat R een IP-ruimte zijn, T € LO(R) compact. Bewijs dat T(R) separabel is.

(Aanwijzing: gebruik vraagstuk 6.1,2 of 1.5.4,)
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6.2. Ontwikkeliqg»naar eiggnfuncties

6.2.1. Laat R een IP-ruimte zijn, T € LO(R) compact en hermitisch, f ¢ R z& dat
TE # 0.

(i) Bewijs dat ™F # 0 (n € N).

+1
. . AT
(i1) Bewijs dat de rij (—F_;—]_)néN monotoon niet-dalend en convergent is.
T°f
(iii) Veronderstel dat T niet negatief definiet is.
n
Bewijs dat de rij ( Tnf )héN naar een eigenfunctie van T convergeert.
HT £l

6.2.2, Laat R een SH-ruimte zijn, T ¢ LO(R) compact en hermitisch en niet-negatief
definiet. Bewijs dat er precies &&n compacte hermitische S € LO(R) is waar-—

voor S2 = T
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6.3. De vergelijking van Fredholm

6.3.1. Laat R een eindig dimensionale IP-ruimte zijn en T € LO(R). Bewijs dat de
vergelijking Tf = g oplosbaar is dan en slechts dan als g 1 N(T*), waarbi j

N(T*) de nulruimte van T~ is.

6.3.2, Laat R een IP-ruimte zijn en fl’fZ"'°’fn elementen van R. Definieer T ¢ LO(R)

door
n
Tf := kzl (£,£)f, (£ eR) .

Bewijs S 6.3.2 opnieuw voor dit speciale geval.
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6.4, Integraaloperatoren

6.4.1. Laat R := C([0,1]) met het gewone inproduct. Laat k gedefinieerd zijn op
0,11 x [0,1] door

1 0stsxs 1,
k(x,t) :=

0 elders .
(i) Bewijs dat er een rij continue reele functies (kn)néN op [0,1] x [0,1]
is 2% dat
|
2
sup{ f [kn(x,t) - k(x,t)]“dt [x ¢ [0,1]} >0 als n=> = .
0 :

(ii) Bewijs dat de operator T gedefinieerd door

X

Tf := Yxeto,nj f £(t)dt  (f € R)
0

compact is. -

6.4.2, Laat K een continue complexe functie zijn gedefinieérd op [0,1] x [0,1].

Laat R := C([0,1]) met het gewone inproduct. Definieer T ¢ LO(R) door

I

r = Vor Yeetoonn & f R(x,y)E()dy]
0

Laat f]’fZ"‘°’fn een orthonormaal stelsel van eigenfuncties van T zijn,

behorende bij de eigenwaarden Al,Az,...,An.
(i) Bewijs dat

11
gZ < f f [K(x,y)!zdxdy .

(ii) Wat volgt uit (i) voor de eigenwaarden van T?



6.4.3., Laat R := C([0,1]) met het gewone inproduct. Laat K gedefinieerd zijn door

, =Dy (0
K(x,y) :=
x(y-1) (©

A

ysxs 1),

IA

x<ys ).
Definieer T € LO(R) door

1

T := ‘ffeR TXE[O,]] L f K(x,y)£(y)dy] .
0

1) Toon aan dat T hermitisch is. o

(ii) Bewijs dat T(R) = {g e C2([0,11) | g(0) = g(1) = O}.

(iii) Bewijs dat T injectief is. B

(iv) Geef de oplossing van de vergelijking Tf = g met g ¢ T(R) gegeven.

(v) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van T.

(vi) Concludeer dat het stelsel (fx Y2 sin n1rx)nem volledig isixxT(R)fIs het
stelsel volledig in R?
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7. Invariante punten

7.1, Laat K(x,y,z) eencontinue functie zijn van [0,1] x [0,1] x R in R die voldoet
aan de Lipschitzvoorwaarde ‘

3a>0 Vxe[O,l] vye[O,l] VzéR.VQéR,['K(X’Y’Z)‘—K(x’y’w)l s a!z-—w]].

Bewijs dat er een 8 > 0 bestaat z5 dat voor alle X € R met |A| < § de inte-
graalvergelijking
1
£(x) =2 f K(x,y,£(y))dy
0

een continue oplossing heeft.

7.2, Laat R := C([~1,1]) met de supremum norm. Laat @ > 0, g € Ren T: R > R ge-
‘geven door ' '
1

(T£) (x) := = [
PR ¢

£(t)

X - t)2 + a

5 dt + g(x) .

Bewijs dat T een contractie is en bepaal een zo klein mogelijke contractie-

constante,
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Gemengde tentamenopgaven

Zij R de ruimte C([0,1]) der continue functies op het gesloten interval

0 <x =< 1; zij L de afbeelding van R in € die wordt gedefinieerd door

I
L(f) := J 2 3¢ (tyae .
0

(i) Bewijs dat L bij de supremumnorm, lfl := sup{|£(t)]| | t e [0,1]}, een
begrensde lineaire functionaal van R is; bepaal LI 1
(ii) Bewijs dat L bij de inwendig productnorm,rﬂf1h i= { J If(t)lzdt}£, niet

begrensd is. 0

Zij R de ruimte van alle polynomen, met complexe coefficiénten, in de varia=-

bele x; 0 £ x < 1., R wordt beschouwd als functieruimte.

: ' n . S : ® :
Als p € R en p(x) = Z aij met a # 0, dan schrijven we p(x) = Z aij
met V., o, =0. 370 ’ | =0
j>n ® . ® .
We definiéren voor p(x) = ) a.x) en q(x) = 7 8.x
j=0 3 ’ j=0 J

(psq) = Z o.B. .
55 3

(i) Bewijs dat R een IP-ruimte is maar geen H-ruimte.

(i1) Zij T een afbeelding van R in R, gedefinieerd door
(TE)(x) = £(1) - £(x) .

Bewijs dat T een niet-begrensde lineaire operator is.
(iii) Bepaal de eigenwaarden en de eigenruimten van T en ga na of de eigen-
ruimten orthogonaal zijn.

(iv) Ga na of T hermitisch is.
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a) Zij R een IP-ruimte die geen H-ruimte is. Zij S een lineaire deelruimte

van R die dicht ligt in R (d.w.z. dat

v Ix - yll < g) .

VxeR >0 ayeS

Bewijs dat S geen H-ruimte is.
b) Zij R een IP-ruimte en S een lineaire deelruimte die dicht ligt in R.
Laat M, en'M2 begrensde lineaire functionalen zijn op R. Gegeven is dat

Ml(f) = Mz(f) voor alle f ¢ S. Bewijs dat Mi(f) = Mz(f) voor alle f ¢ R.

+Zij R de verzameling van oneindig vaak differentieerbare complexe functies

gedefinieerd op R die periodiek zijn met periode 1. Met de definities

Veer ngR Veer £t @)(x) i= £(x) + g(x)

Y (af) (x) := af(x)

erR aclm V%eR
1
erR vgeR (f,g) := J f(x)g(x)dx
0

wordt dit een separabele IP-ruimte. (Dit hoeft U niet te bewijzen.) Voor

iedere f € R is f' := %5 weer een élement van R.

a) Bewijs dat de afbeelding T gedéfinieerd door-

—r
Vo g If := if

tot LO(R) behoort,
b) Laat zien dat T een geadjungeerde heeft.
c) Bewijs dat T niet begrensd is.

d) Bepaal de eigenwaarden van T met de bijbehorende eigenruimten.

Beschouw de ruimte C([0O,~)) met supremumnorm. Dit is een Banachruimte; dat
behoeft U niet te bewijzen. Gegeven is dat a ¢ C([0,=)) en llall < }. Laat zien
dat de differentiaalvergelijking

4 | a@EE |, = lEe |2

dx x2 + 1

precies 8&n oplossing f € C([0,=)) heeft met £(0) = I,

Doe dit door o.a. een operator aan te geven en te laten zien dat deze een

contractie is.
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Aanwijzing: Laat zien dat

' 2 2
, ol I 1 TR N ST
Yice vve@ le e | < (e) Ju - v
Opmerking. Wie er niet in slaagt de contractie-eigenschap te bewijzen, kan

deze als bewezen aannemen en toch de rest van het vraagstuk maken.

We beschouwen de reéle vectorruimte R gevormd door de reele continue functies

op [0,1] met de supremumnorms:

Vg NEI := supl[£GO| | x € [0,17} .

Zij g € R en beschouw de afbeelding Fg gedefinieerd door

1
v F £ &= J f(x)g(x)dx .
0

(i) Toon aan dat Fg een begrensde lineaire functionaal van R is.

(ii) Bewijs dat

i
”Fg|l= ‘J lg(x)ldx .
0

(Aanwijzing: neem eerst aan dat g slechts eindig veel nulpunten heeft,

en gebruik dan de approximatiestelling van Weierstrass.)

Zij R := {f ¢ ¢c([0,1]) | £ is oneihdig vaak differentieerbaar} en

R, := {f ¢ R I v f(k)(O)A= f(k)(l)}, dan is R een lineaire deelruimte

1 kel v{0}

van C([0,1]) en R, een lineaire deelruimte van R. We voeren in R een inwendig

1
product in door

1

(f,g) := J f(x)g(x)dx .
0

erR vgeR

Zij o ¢ R een reele functie en beschouw de afbeelding T gedefinieerd door

a2s

Yeer sz[o,lj (TE) (x) := —;zl—x—z- + a(x)E(x) ,

dan is T een lineaire operator die R in R afbeeldt. (Tot nu toe hoeft

U niets te bewijzen.)
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(i) Is T hermitisch?

(ii) Toon aan dat a € R, noodzakelijk en voldoende is opdat T(RI) c Rl'

(iii) Neem nu verder aan dat a € Rl en ga na of de restrictie T1 van T tot R]
hermitisch is.

(iv)  1Is Tl

(v) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van T en van Tl in het speciale

begrensd?

geval V%e[O,l] a(x) = 1.

8. Zij R de functieruimte gevormd door de continue complexe functies f op R
waarvoor een eindig interval I. bestaat zo dat f(x) = 0 als x < R\L,.

R is een lineaire ruimte en we voeren twee normen in door

©

llfll2 i= { jlf(x)|2dx}% (f e R) ,

HEN, = sup{|f(x)| | x ¢ B} (f e R) .

We beschouwen de afbeelding F gedefinieerd door

o

F(£) 1= J—-fﬁﬁl— dx (f € R) .
1+ x| ,

GO

(i) Toon aan dat F een lineaire functionaal van R is.

(ii) Ga na of F begrensd is als R de norm |l I5 heeft.
(iii) Ga na of F begrensd is als R de norm Il || heeft.
9, a) Laat

o0 -

R := {f ¢ c([1,%) | f |£(e) [de < =}
1

en definieer d door

-]

d(f,g) := sup{|£(t) - g(t)| | t e [1,0)} + f [£(t) - g(t)]dt
] (£,8) ¢ R).

(i) Bewijs dat (R,d) een metrische ruimte is.
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(ii) Als {fn}neN een fundamentaalrij is in (R,d), dan bestaat er een

constante M zo dat

T

Vst Yoen J l£ (&) ]de <m0 .
1

Bewijs dit.

(ii1) Als {fn}nEN een fundamentaalrij is in (R,d), dan is er een f ¢ R 23
dat {fn}nem uniform naar f convergeert. Bewijs dit. (U mag gebruik
maken van het feit dat C([1,~)) volledig is t.o.v. de sup-norm.)

(iv) Toon aan dat de ruimte‘(R,d) volledig is.

b) (In dit deel mag U de resultaten uit a) gebruiken, ook als U die niet kon
bewijzen.)

We beschouwen de integraalvergelijking

o

2
g(x) + f e {COL T ()

1

£(x)

waarbij g € R gegeven is. (R zoals boven gedefinieerd.) Laat
Ss={xec | |af =1},

(v)  Bewijs dat voor iedere A ¢ S de vergelijking (*) precies &&n oplos-
sing fA € R heeft.

{vi}) We definieren nu een afbeelding T van S in R door

Tr 3= £ (A € 8) .

A
Bewijs dat T continu is. (In S de géwdne_ﬁopologie; in R de topologie

bepaald door d.)

10. Zij R de functieruimte bestaande uit de tenminste eenmaal continu differen-
tieerbare complexe functies gedefinieerd op [0,1].

In R worden twee normen ingevoerd door
WED := max{|£G) | | x € [0,1]} (f ¢ R) ,

”f!b e= I EN + max{]f'(x)l ] x e [0,13} (f e R) .

Voor iedere m ¢ N wordt door
1

ook
D £ - f f(x)dx  (f € R)
k=1 0

= B

I_f :=
n
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op R een lineaire functionaal In gedefinieerd. (Tot nu toe hoeft U niets te
bewijzen!)

(1) Bewijs dat elke In ten opzichte van beide normen begrensd is.
(i1) Bewijs dat HInH =2 (n e N).,
(iii) Bewijs dat ”Inlb > 0 als n > =,

Laat R een separabele Hilbertruimte zijn. Als A ¢ LO(R), dan is
N(A) := {f ¢ R | Af = 0} .

laat T ¢ BLO(R) en bewijs de volgende beweringen:

(1) N(T®) = N(TTY) ;
(ii) T®) @ N(T") = R, (T(R) is de afsluiting van T(R)) ;
(iii) TT*(R) = T(R) .

We beschouwen de Banachruimte R := C([0,1]) met de gewone norm
NEN := max{|£(x)] | x € [0,11} (f ¢ R) .

T is een lineaire afbeelding van R in zichzelf met de eigenschap dat er een

M = 0 bestaat zo dat

X
[(TE)(x)]| = M J |£¢t) |[de  (f € R, x € [0,11) .
0

(i) Bewijs dat I - T een begrensde inverse S heeft die gedefinieerd is op

geheel R.

(ii) Toon aan dat /ISl < eM.

. Laat 0 < a < 1, b € R, Veronderstel dat g een continue reéle functie is,

gedefinieerd op [-a,al. Toon aan dat er op [~a,a] precies é&n continu diffe-

rentieerbaxeﬁreéle functie £ bestaat zo dat f(0) = b en
£f'(x) = g(x) + sin(£(x)) (x € [=a,a]) .

(Aanwijzing: transformeer het probleem in een equivalente integraalvergelij-
king; pas de contractiestelling van Banach toe.) Breid dit uit tot het

geval a = |,
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14, Laat R := C([0,1]) met de gewone norm:
NEN := max{|£(x)] | x ¢ [0,1]} (f € R) .
We beschouwen de operator T ¢ LO(R) gedefinieerd door

t
(T£)(t) := J f(s)ds (f e R, t € [0,1]) .
: 0

(i) Bewijs dat T begrensd is.
(ii) Bewijs dat voor n € W
| (T™8) () | s?ll-r tMENl (EeR, tel0,11) .
(iii) Toon aan dat voor iedere X ¢ € en iedere g € R er precies één f ¢ R
bestaat zo dat
£ = ATE =g .

(iv)\'Bépaal fals A =1 en g(t) :=1 (t € [0,1]).

& -]

15, Laat psg € C([0,»)) met Ip(t)|dt < § en f lg(t)|dt < i. Bewijs dat er
0

O My

cen f ¢ C([0,»)) bestaat die voldoet aan

£(0) =0 ,
£1(£) + p(t) £2(t) = g(t) (t>0) ,
HOIES! (¢t 2 0)

16. Laat R := {f € ¢([0,1]) | £ is omeindig vaak differentieerbaar en

@™oy = t®ay @=o0,1,..01,

met als I.P.

i
(f,g) := J f(x)g (x)dx (fe€R, g eR)
0

. . _ 2minx
Zoals bekend is het systeem (en)néz met en(x) = et (neZ, xe [0,11)

een totaal orthonormaalsysteem in R, en dus heeft ieder element f € R een

-]

fourierontwikkeling z: (f’en)en in de zin dat
n:-—-m
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N
lim |If - (f,e e Il =0,
N->eo nZ—N Tmn
(i) Bewijs dat als f € R ook de reeks ) n(f,e )e in R convergeert. (Denk

aan partiele integratie.}
We definiéren nu een afbeelding T van R in R door

o

Tf = _E n(f,e e, (f €R) .
Het is duidelijk dat T lineair is. (Afgezien van (i) hoeft U tot nu toe

niets te bewijzen.)

(ii) Ga na of T begrensd is.

(iii) Ga na of T een-eenduidig is.

(iv) Bewijs dat T(R) # R. ’

(v) ~ Hierboven is T geintroduceerd m.b.v. fourierontwikkelingén. Beschrijf
T en T(R) ook eens zonder van de terminolqgie van orthogonale ontwik-—
kelingen gebruik te maken.

(vi) Laat g € T(R). Bewijs dat er precies één f € T+({g}) is 26 dat voor

alle h € T ({g}) geldt

el s Il .

(Dus f is het element in Tf({g}) met minimale norm.) Het aldus gedefi-
nieerde element f noemen we Sg, en dit proc&dé levert een afbeelding $
van T(R) in R. '
(vii) Bepaal sup{lisgll | g € T(R), ligll = 1}.
(viii) Leid uit het resultaat van (vii) af: als f € R, f(4 +x)=- £ - x)
(0 < x £}), dan
} 4
2
[leco e < - [ feco e

) 4mn 0'
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Laat zien dat er op het interval [0,1] precies &én continue functie f be-

‘staat die zowel aan

£(x) - LE(2x) =& (0

A
]
IA

1)
als aan

£(x) - 4£(1) = & 1)

IA
"
IA

voldoet,

In dit vraagstuk is Ny =Ny {o}.

De rij van polynomen (pn)n€N‘ is gedefinieerd door-

(n € NO) .

We beschouwen de functieruimte R gevormd door de oneindig vaak differentieer-

bare complexe functies gedefinieerd op [~1,1] met het inproduct

; 1
(£,8) := ] f(x)g(x)dx (f,g € R) .
-1

De operator T die R in R afbeeldt, is gedefinieerd door
(T£) (1) 1= (k% = DE"(x) + 2x£'(x) (£ e R, x € [=1,11) ,
en er geldt Tpn = n(n + l)pn (n e'No). (Tot nu toe hoeft U niets te bewijzen.)

(i) Bewijs dat T hermitisch is,
{(11) Bewijs dat het stelsel (pn)néN een orthogonaal stelsel is in R.

(iii) Bewijs dat voor n ¢ NO het polynoom P, de graad n heeft.

{(iv) Bewijs dat het stelsel (pn)véN totaal is in R. (Denk aan Weierstrass.)

{v) Bewljs dat de Verzameling eigenwaarden van T juist {n(n+1) l n e NO}

is, en dat elke eigenwaarde enkelvoudig is.
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19. Laat R een separabele IP-ruimte zijn, R" de ruimte van begrensde
lineaire functionélen op R. Volgens S 3.2.1 wordt R*dan een volledige
genormeerde lineaire ruimte. De verzameling van begrensde lineaire
functionalen of R* wordt aangegeven met R,

(i) Laat f € R, Bewijs dat

Foi=F

£ ER*F(f)

F

een element van R*" levert, met HFfH = || fll. (Aanwijzing: bij f hoort
> *

ook nog een speciaal element van R .)

(ii) Laat (fn)ndN een zwak conve?gente rij. in R zijn.

Bewijs dat de rij begrensd is. (Aanwijzing: transporteer de rij naar

R™™, merk op dat R* volledig is, en pas Banach-Steinhaus toe.)



- 41 -

Examen/tentamén januari 1975

Laat R een inproduktruimte zijn, en (fn)nem en (gn)neli rijen in R waarvoor
anﬂ = HgnH =1 (@e N) en an-+gnn + 2 als n »> o,

Bewijs dat an-gnﬂ + 0 als n » =,

Laat R en S twee separabele Hilbertruimten zijn, T een begrensde lineaire
operator van R in S. We gebruiken voor:de inprodukten in R en S'dezelfde no-

tatie. Bewijs de volgende uitspraken:

. . s . . * . -
(i) Er bestaat precies é&n begrensde lineaire operator T van S in R z0

~dat (Tf,g) = (f,T*g) voor alle £ ¢ R, g€ S, en N = JTi.

(ii) Als T(R) = S, dan is ™ een—eenduidig (= injectief).

(iii) Als T een-eenduidig is, dan is T*(S) = R,
o , s . . , *
(iv) Als_(fn>nell een begrensde rij in R is waarvoor (T Tfn)neli conver
geert, dan is ook (Tfn)nell convergent.,
(v) Als T compact is, dan is T compact.

{vi) Als T compact is; dan is T* compact.

zij R 3= C([-1,1]), beschouwd als IP-ruimte, met

| e
(£,g) := f f(t)gzzjdt (feR, geR).
-1

De operator T € LO(R) wordt gedefinieerd door

1= YfER

' x '
(f(x) + - S
Txe[—l,l] (£G) + e” £(-x))
(i) Bepaal de eigenwaarden van T met de bijbehorende eigenruimten.

(ii) Ga na of T compact is.

Laat ¢ nu een vaste functie uit R zijn, en definieer S € LO(R) door

se=f_ Y

feR 'xel-1,1] (f(%) + p(x)E£(-x)) .

(iii) Ga na of S een geadjungeerde heeft.

(iv) Formuleer een nodige en voldoende voorwaarde voor ¢ opdat S ten-—

minste &&n eigenwaarde heeft.
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Examen/tentamen juni 1975

Laat R een IP~ruimte zijn waarin {f ¢ R | l£ll = 1} compact is.

Bewijs dat R eindige dimensie heeft.

Laat Reen IP-ruimte zijn en T een begrensde lineaire afbeelding van R in R
met Tl £ 1. Laat f een eigenvector zijn van T bij de eigenwaarde A, g een
eigenvector van T bij de eigenwaarde u, waarbij A # u en [A] = 1.

Bewijs dat f L g.

Laat O\ﬁ)nem een begrensde rij in € zijn; Laat R een separabele Hilbert-
ruimte zijn met een totaal orthonormaal stelsel (en)nelN .

Laat S = {lndl ne N},

(-]

(1) Bewijs dat voor iedere f € R de reeks z An(f’en)en convergeert.,
n=1

We definiéren nu een afbeelding T : R + R door
Tf := Z A (f,e de (f € R) .

(ii) Bewijs dat T € BLO(R), en bepaal IITI.
(iii) Bepaal de eigenwaarden en éigenvectoren van T.
{(iv) Bewijs dat als A ¢ €\ S de afbeelding T - AL een inverse RA € BLO(R)

heeft, en bepaal | RA I

{v) Neem aan An >0 (ne N) en lim )}n = 0. Bewijs dat T(R) # R.
n+>«

Laat (akz) (k,2) el x N een oneindige matrix van complexe getallen zijn met
@ .
sup {zgl !aks?,! | ke W} < 1. Laag (b)), . een begrensde rij in € zijn.

Bewijs dat er precies één begrensde rij ()ﬁ().ke]N in € is met

x=§ak2’x£+bk A(ke]N).
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Examen/tentamen januari 1976

. %*
Laat R een separabele Hilbertruimte zijn, T € BLO(R) met geadjungeerde T .
Laat K een lineaire deelruimte van R zijn, L := R® Ken N := R e T(K).

Bewijs dat T*(N) =L n T*(R);

Laat R een separabele Hilbertruimte zijn, ((pn)néN een totaal orthonormaal-

systeem in R, (wn)néN een orthonormaalsysteem in R 26 dat

b 2
Z H¢n - wnﬂ <1,
n=1
-] .
(1) Toon aan dat voor iedere f € R de reeks Z (f,mn)wn convergeert,
n=1
Noem de som Uf; dit levert een afbeelding U van R in R,

(i1) Laat zien dat U e BLO(R) en bepaal HUI.
(iii) Bewijs dat lU ~ Il < 1.
(iv) 'Béwijs dat U(R) = R, en concludeer dat (wn)néN totaal 1is.

(v) ' Bepaal U* en toon aan dat UU" = UYU = I.

Laat R := C([-1,1]) met de supremﬁmnorm. Beschouw de afbeelding T ¢ LO(R)

gedefinieerd door

t

T o= Veor Teeron,in & J E(s)as] .
-t

(i) Bewijs dat T begrensd is en bepaal I TIL.
(ii) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van T.
{(iii) Bereken T2 en toon aan dat voor elke A € € de operator I - AT een in~-

verse in BLO(R) heeft.
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Examen/tentamen juni 1976

Laat R := {f € Q([O,l])|38>0.V¥6£0,8)[f(x) = 0]}. Met de definitie

1

2
NEN == {] J‘f—g-:—:-)—,—— dx}% (f € R),
0
wordt R een genormeerde vectorruimte, en ook
NEN := sup{|£f(x)]||x e [0,11} (f € R)

geeft een norm op R. ,
Laat g € C((0,11), g(x) = O(x_%) (x + 0) en definieer

, _ 1
G(f) = f f(x) g(x)dx (f € R).
0

Dan is G een lineaire functionaal op R. (Tot nu toe hoeft U niets te bewijzen.)

Ga na of G begrensd is ten opzichte van ||+l en ten opzichte van [l - Il

Laat R := C([0,1]) met het inproduct

1

(f,8) :=f f()gx)dx  (f ¢ R, g« R).
0
Laat
x = 1 0<¢g<cxx< 1),
R(x,&) 2= '
£~ 1 O<x<stgs<l),
en definieer T ¢ LO(R) door
1
LR i__Y { N
If :=| | K(x,£)£(g)de (f ¢ R).
xe[0,1] 0
i) Bewijs dat T(R) c {g ¢ R| g tweemaal continu differentieerbaar en

g'(0) = g(1) = 0}. (Aanwijzing: vul de ultdrukking voor K in en
splits de integraal.)
ii) Bewijs dat T injectief is en bepaal de inverse T® die T(R) op R

afbeeldt. (Aanwijzing: als bij i).)
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iii) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van T.
iv) Toon aan dat er een orthonormaal stelsel van eigenvectoren is dat
totaal is in T(R).

v) Bewijs dat T(R) = {g ¢ ng € CZ([O,l]), g'(0) = g(1) = 0}, en

geef schetsmatig aan waarom T(R) dicht ligt in R.

Laat h € C([0,1]) en g € C([0,»)) zo dat

0

f g(x)dx
0

bestaat.

i) Bewijs dat er precies &&n begrensde continue functie f op [0,x)

bestaat die op (l,=) continu differentieerbaar is en waarvoor

Erx+1) = e ex?) + gx) (x € (0,)),
£(x) = h(x)  (x ¢ [0,17).

ii) Bewijs dat voor deze functie lim f(x) bestaat.
X
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Laat R := C([0,1]) met het gewone inproduct
X 1
(f,g) := J f(x)g(x)dx - (f,8 ¢ R) ,
0

en § := C([0,1]) met de maximumnorm

HEN := max{|£(x)| | x € [0,1]} (£ € R) .
Laat K een continue complexe functie zijn, gedefinieerd op [0,1] x [0,1].
(1) Bewijs dat voor iedere f ¢ R de functie

1

YXCLU,IJ J K(x,y)f(y)dy
0

continu is. Definieer nu

i
T := $f€R.$x€[0,1] J K(x,y)f(y)dy .
’ 0

(ii) Bewijs dat T € BLO(R - S).
(iii) Bewijs dat T € BLO(R).

Laat R een SH-ruimte zijn met een totaal orthonormaal systeem (qn)nen!' Laat

(£ ) een rij in R zijn met de eigenschap
n’ne IN J
VgeR [(g,fn)ntIN is een convergente rij] .

(i) Bewijs m.b.v. de stelling van Banach-Steinhaus dat er een M is 20 dat

. 2
Ve N [mzl l(tn’qm)l < M

<0

(ii) 1Iedere £, is te schrijven als Z S Bewijs dat voor iedere m ¢ NN

n=1 o
de rij (a convergeert naar een e €, en dat o conver—
i nm)neﬂi & “m ’ Z ! ml v
m=1
geert.

(iii) Bewijs dat er een f ¢ R is z0 dat fn-* f als n » o,
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3. Laat R := {f ¢ C([O,1]) | £(0) = 0} met het gewone inproduct

!
(f,g) := J £ (x)g(x)dx (f,g € R) .
0

Beschouw de lineaire operator T: R + R gedefinieerd door

t
{
J f(s)ds (t ¢ (0,101),
0

TE(L) :=

et~

TECQ) :=0-.
(U hoeft niet te bewijzen dat T ¢ LO(R).)
(i) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van T.
(ii) Laat uit het resultaat van (1) zien dat T een—eénduidig is en niet her-
mitisch.,
(iii) Bewijs dat
T(R) = {g ¢ R | g continu differentieerbaar op (0,1]

en g'(t) = ¢(), (t + O} .

<
Bepaal T .
(iv) Bewijs dat T" niet begrensd is.

4. Laat a ¢ R. Bewijs dat er precies é&n continu differentieerbare reéle func-

tie £ op L[0,1] is waarvoor

£ (x%)

I + x

£1(x) = (x € [0,11) ,

£(0) = a .
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Examen/tentamen juni 1977

Notatie. R is de ruimte C([0,!]) met het gewone inproduct, dus

1
(f,g) := J f(x)g(x)dx voor f,g € R ;
§ i

de bijbehorende nmorm van f ¢ R wordt aangegeven met | f i

S is de ruimte C([0,1]) met de supremumnorm: £l := sup{|£(x)]|x ¢ [0,1]}

voor f € S.

Voor iedere a € R definieren we ¢_ :i= Y e ", Zoals bekend is
xel0,1]

(¢.) _., een totaal orthomormaal systeem in R.
n’'neZ

Laat ¢ € R \ Z enme¢ 2, P := {wnln € 2, n # m} en Q := Pu {wa} .

(1) Bereken de afstand van ¢, tot het lineaire opspansel van P.

(ii) Bewijs dat het lineaire opspansel van Q dicht is in R.

Laat (x een rij in [0,1] zijn met X, # %

keN

k)keml »als k # 2, en (ak)

2 b

rij in ¢ waarvoor ) }akl convergeert.

Laat k=1

Foi=1 [ o £l .
£eC(LO,1]) | _,

(i) Bewijs dat F ¢ S* en bepaal IFIl .
(ii) Bewijs dat F ¢ R= .

— e ee e ew mm em e e e e

een
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3, Laat (qn)nelN een totaal orthonormaal systeem zijn in R 206 dat

aMEIR vn;]l\l[‘“qnHms Ml

oo

. s . X 1 .
(i) Bewijs dat voor iedere f ¢ R de reeks Z -;(f,qn)qn zowel in S als

. n=1
in R convergeert.
Definieer nu T : R - R door
Tf = ‘f l (f q )q (f € R) .
* n *In’3n

n=1

(i1) Bewijs dat T een geadjungeerde T* heeft, en bepaal T,
(1ii) Bepaal de eigenwaarden van T.

(iv) Bewijs dat T compact is.
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Examen/tentamen januari 1978

1. (i) Laat 0 < £ Sty < ... < t, < ] en a € € (I <k < n).

Beschouw R := C([0,1]) met de gebruikelijke norm
HEll = max{|£(x)] | x ¢ [0,11} (£ < R) ,

en definieer

n :
LE := ) o f(t) (feR).
k=1
. n
Bewijs dat L. « R en |lILIl = Z Iakl.
(ii) Laat voor elke j « N k=1
0 = tlj < tZj < il < tnj’j <1,

- < < n.
akj e € (1 £k < nJ)

en definieer

J : .
L f := SIS i § SN f . C(l0,1]) .
s k.)-:ﬁkl(kJ) (£ « c([0,1])
Veronderstel
o ) n, _ 1 .
(a) vncZ,nZO L}lm Lj(jngo,l] x) = n + f] >
]
n.
J
M 3, o Vi [kzl lakj{ < M1 .
Bewijs dat
1
(c) vf&C([O,l]) [%iz L.f = j f(x)dx] .
0

(iii) Bewijs m.b.v. de stelling van Banach-Steinhaus het omgekeerde van

(ii): als (c¢) geldt, dan is ook aan (a) en (b) voldaan.
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Laat k een reéle continue functie zijn, gedefinieerd op R, even en periodiek

met periode 1. Laat R:=C(l0,1]) met het gewone inproduct

1
(t,g) := J () p(dx (f,g « R) .
0

(e ]

Laat q _(x) := e2ﬂ1nx (ne, x [0,1]1), en laat k de fourierreeks d q
n n

n=-—oc

n
hebben.

Definieer de lineaire afbeelding T van R in R door

1
(TE)Y(x) 3= [ k(x - y)E(y)dy (f ¢« R, x ¢ [0,11)
0

(1) Toon aan dat T compact en hermitisch is.
(ii) Bewijs dat elke q eigenfunctie van T is.
(iii) Bewijs dat T eindige dubbelnorm heeft.

(iv) Neem aan dat Vn'Z [dn # 01, en bepaal dan de eigenwaarden en eigenruim-

ten van T.

'C(R) is de lineaire ruimte van de begrensde complexwaardige continue functies

op R, genormeerd met de supremdﬁgorm
WEN == sup{|f(x) | |x e R} (£ ¢ C®R)) .

Bewijs dat er precies &én T BLO(C(R)) is z& dat voor alle f ¢ C@R) en alle
XLIR

(Tf)(x) = f(x) + 3(TE)(x + 1) .
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. Laat R een separabele Hilbertruimte zijn met een orthonormale basis

. Laat (u_ ) een begrensde rij van positieve getallen zijn

Vd \ -
\qn’ne]N n’nelN
waarvoor v

1
. k
lim (ul°u2 “een® uk) =1 .
K->
(1) Bewijs dat voor iedere x € R de reeks

Iou (xee el

asl n+l

convergeert in R.

Definieer nu T : R -~ R door

[+

Tx &= ’2 un(x,e

)én (x € R) .
n=1

n+l

(ii) Bewijs dat T begrensd is en bepaal IITIL

(iii) Bepaal T*.

(iv) Toon aan dat alle A's met |A| < | eigenwaarde =zijn van T, en
bepéal de bijbehorende eigenvectoren.

(v) Bewijs dat T niet compact is. (Aanwijzing: laat eerst zien dat

er oneindig veel n's zijn met Woo> )

2. Laat R een separabele Hilbertruimte zijn, (Kn)neni een rij van eindig-
dimensionale lineaire deelruimten van R zo dat Kn c Kn+l (n € WN).

Laat

Bewijs dat

.y (K =K.

K volledi v
K volledig ¢ EN n
3. Laat R een Banachruimte zijn, (Tn)neni een rij van compacte operatoren
in BLO(R) die naar T € BLO(R) convergeert, d.w.z.EUTn - Tll» 0 als
n - «, Neem aan dat elke Tn een eigenwaarde An heeft, en dat An -+ A met

A% 0. Bewijs dat A eigenwaarde is van T,
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1. Laat

X := {f « c(lo,»)) | J |f(t)|2dt convergeert} .
0

Laat R de vectorruimte X zijn met de supremumnorm:

llf“R i= sup{lf(x)l l x ¢ [0,)} (f ¢ X) ,

en S de ruimte X met de inproductnorm:

o«

FElg == { f |f_(t)12dt}12 (f ¢ X) .
0 .
Laat
f(t)sin t
i= 2AEISIR & oge .
Foa= 1o J : t
0
(5) i) Bewijs dat F ¢ s* en bepaal IFll in dit geval.
(5) ii) Bewijs dat F ¢ R .

2. Laat R een separabele Hilbertruimte zijn, ((pn)nt:IN en (wn)ndN twee orthonor-

male stelsels in R, (>\n)m:IN een complexe rij met [An] 2 Ixn+1| (n ¢« N), en
§ = lim |A_|. -
n
Iy ~
(1) i) Bewijs dat voor iedere f « R de reeks X An(f,@n)wn convergeert.
n=1

jeed

T == LT,feR nzl An(f'wn)wn .

U mag zonder meer aannemen dat T ¢ LO(R).

(1) ii) Bewijs dat T begrensd is, en bepaal [[TI|.
(2) iii) Bewijs de bewering:
T injectief = ((pn)mJN is een totaal stelsel .
(2) iv) Bewijs ook:
T surjectief = | (y ) is ecen totaal stelsel en § > 0] .

n ndN



(2)

(1)

{(7) 3.
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v) Bewijs dat als (@n) en (wn)ndN totaal zijn en § > O, de operator T

ndN
«

een bijectie is varn R op R en dat dan T BLO(R) .
vi) Geef een nadige en voldvende voorwaarde voor de An's opdat T eindige

dubbelnorm heeft.

vii) Geef een nodige en voldoende voorwaarde voor de An's opdat T compact
is.

*
viii) Bepaal T .

Laat I := [0,1]), J := [-1,1], a ¢ (0,1), V := I x J. Laat ¢: V -~ J een con-
tinue functie zijn die partieel differentieerbaar is naar de tweede variabe-

le met

v(x,y)av [I@y(x,y)l < al .

Bewijs dat er precies één continue reéle functie f: I +J bestaat met

v [o(x,£(x)) = £(x) ] .
xe I
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