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ii.
Voorwoord

Deze aantekeningen zijn gemaakt naar'aanieiding van het door prof.dr.
N.G, de Bruijn gegeven college, in het voorjaarssemester van 1969.

De op het college behandelde onderwerpen zijn alle in de inhoudsopgave
(blz. iii) vermeld, maar in deze syllabus niet alle even getrouw weergege-
ven,ben wel afhankelijk.van drie omstandigheden:

1; de strengheid en volledigheid der behandeling op het colleges

2: mijn behoefte aan (voor mij) verduidelijkende toevoegingen;

3z de beschikbare tijd. T
Wat de eerste omstandigheid betreft, de paragrafen 7.4, 7.5 en 11.3 en

hoofdstuk 10 zijn op het college nogal panoramisch behandeld; 11.3 heb ik

hier, aangevuld, weergegeven, de andere paragrafen zijn met literatuurver-

wijéingen afgedaan (gedeeltelijk op grond van de derde oms tandigheid).

'Op grond van de derde omstandigheid is ook § 9.6 weggelaten.

;f;Wé$ &§>overige paragrafen betreft hoop ik dat de lezers daarin het col-
leg;vhé;iéﬁnen, al zijn daarin hier en daar enige notaties veranderd (over-
eenstemmend met de notaties in Lineaire Analyse I), enige bewijzen meer op
lezen dan op horen afgestemd, en (overeenkomstig de tweede omstandigheid)
enige aéﬁﬁﬁllende opmerkingen gemaakt; in één geval (7.3.1) is een op het
collegé.éegeVén bewijs vervangen door een ander, dat mij privé door prof. de
Bruijn werd medegedeeld.

Studenten die belust.zijn op zelfwerkzaamheid en creativiteit kuﬁnen in

aleri: op tal van plaatsen zijn (onderdelen

het hiernavolgende hun hart:

van) bewijzen san de lewzers zelf overgelaten, en op tal van plaatsen kumnen
ze critische vragen stellen en beantwoorden (zoals dat, bij wijze van een-

voudig voorbeeld, in 8.1.2 is gebeurd).

Voor diegenen evenwel die geinteresseerd zijn in een duidelijke om-
schrijving van "tentamenstof" zij vermeld dat van de hierboven als "panori-
misch" aangeduide gedeelten op het tentamen niet meer dan "panoramische"
kennis wordt verwacht,

Eindhoven, augustus 1969

W. van der Meiden.
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T. De intggraalyergelijking van Fredholm

tweede soort

In § 5.2 van Lineaire Analyse I is de vergelijking van Fredholm van de

£ - uIf = g

besproken voor het geval dat T een compacte hermitische operator van een H-

ruimte R is. Deze gedachtengang wordt nu uitgebreid tot niet-noodzakelijk

compacte operatoren van ruimten die niet persé H-ruimten behoeven te zijn;

de discussie steunt evenwel op verscheidene in Lineaire Analyse I vermelde

resultaten, waarvan we de volgende nog even opsommen:

blZa §
69 4.4.7
70

72 4.4.11
83-85 5.2
87 5:3.3
88  5.3.4
9 6.1.3

Als R een B-ruimte is en als T € LO(R), als {Tn}nGENt een rij

compacte operatoren is van R en lim HT—~TnH = 0, dan is T com-
n—>x

7

pact. {(Cpmerking: volgens 4.4.1 is T ook begrensd. )

Als T € LO(R) en dim T(R) <o , dan heet T van eindige rang.
Als R een genormeerde linesire ruimte is, T € BIO(R) en T is
van eindige rang, dan is T compact.

De oplossing van de Fredholmvergelijking voor compacte hermi-
tische operatoren van een H-ruimte.

De operator T zij in C([0,1]) gedefinieerd door

1
(m)(x) = [Rxp)2(ey
. \
met een continue kern K; dan is T limiet van een rij operato-
ren van eindige rang,
en derhalve compact (in de norm | Ua).
Als R een B-ruimte is en als T € BLO(R) met [Tl <1, dan heeft

I-T een tweezijdige inverse, S5, waarvoor

51 <7=0 en YpepSE=f+ I TIE.
3 j=‘,



7.1, De Fredholmvergelijking met een operator van eindige rang
7ij R een lineaire ruimte, T € LO(R) en dim T(R) <eo. Zij {f1,.,.,fn}

een basis voor T(R), dan is

f =

I MB

ﬁj(f).fj .

J=1

7,11, Stelling: Het stelsel functies {Bj(f)}j_1 n is een stelsel lineaire
-’D.Q’

functionalen van R.

n
Bewijs: T(Af +pg) = 2 Bj(kf-+pg).fj per definitie; omdat T lineair is,
=EWLIS pu
is
n n
T(Af +pg) = ATf + pTg = A 2 B.(£f).f. +p = B.(g).f.
s d J s J J
j=1 j=1
n
... 2

{B;(xc +ug) - 2p5(£) - up;(g)}e; = 0

J=1

en wegens de onafhankelijkheid van {f1"‘°’fn} is

Viii,...,n By #ue) = A8y (£) + ubs(e)

Dus B is lineair ( j = 1,...,n). O

Noteer nu maar Bj =: L.:

Tf =
J

M

L.f.f-.
NGRS

Tole2e Stelling: T is dan en slechts dan een lineaire operator van R van eindige

rang als er een stelsel lineaire functionalen L1""’Ln bestaat zo dat

Tf =
J

s

L.(£)f. .
0,

Bewijs: '"Nodig" is boven bewezen, "voldoende" is triviaal. O



7.1.3. We beschouwen de vergelijking

(I-pT)f =g,

met gegeven T en gegeven g. Voor een oplossing f geldt

n

f=g+pTf =g+yp % L.(£)Ff.
inq  J J
J=1
n n 1
Tf =Pg +p % L.(£)f. =Tg+p 2 L.(£)2 L ,(f.)f
i=g 9 J =t 9 Ti= JTt
J o F N
. Z L) - 3 L(e) +e 3 (52 ()1, (2))) 8
1= 1=1 i=1 N J=1

zodat wegens de onafhankelijkheid wvan {fﬂ’°°"fn} geldt:

1L
imt,.0,n ) =138 +u J-i Ly(£)1;(£4)

Zij Mﬁ de matrix met element (N%>ej =d,, - pL.(f.), dan voldoet de

PN i . . W ey
vector Lif) = . aan de matrixvergelijking
i °
\L (£)
\'n /
M . L(f) = L(g) .
é},
Zii A = det M , K de gespiegelde matrix van de minoren van M , zodat (zie
U V) ) u
%_.‘EI'L pp. 14 -20)

. =1 o T s c
en voor A % Cdis A X de inverse van M . Mu is A een polynoom van de
H . W b
graad n in U, en evenzo zijn de elementen van KN polynomen in w3 in het Tij-

zonder is M = I, A =1en X = I,
O 0 o}

7.1.4. Stelling: Als Au % 0 is de vergelijking f = uTf = g eenduidig oplosbaar

]

vooxr alle g € R.



Bewiis: Volgens de theorie der lineaire vergelijkingen is het stelsel

geldt 31(f>
L ®
f =g+ %i? Lj(f)f =g+ u(f,, ,9fﬂ) . j=
u @
1, (6) /
L, &)\
=g +pAh u@?ﬂf*@sfﬂ)KpI

waarin ter vereenvoudiging een verkorte notatie is ingevoerd. Bij substitu-

tie blijkt deze £ te wvoldoen:

. FEREIAN
{ |
Tyl o ) L_gn1{“ o=
(T #-){%é TP ’\“ \i‘?’“”fﬂ)Kﬂl : }
! \ /
L ‘\Ln(g) J
L, (g
; o ] 7 \ s *
= (I~ uT)g + Ali (I~ “T>&f19°“9fn)kp ° =
;n(g)/
L, (g
\ -1 n n \
= (T-uDg+ pa] (j:1{éj1—;ﬂﬁ(f1)}Ij,.i.,ji1{53n-uLj(fn)}xj)K



'L, (g)
= (I-ul)g "E*LLA;1(f1,M°,fn)Mu K, ) -
\L, (&)
L (g)\
= (T-pl)g + plf,ee0fy) L | -@-mg e -Tg-g. O

\Lnig)

Het geval‘ﬁu = 0 vereist nog enige opmerkingen vooraf. Allereerst volgt uit

. n s
= 1, Vervolgens beschouwen we in R~ de line-

[
i1
O
o)
B
d,
b
N
O
B
g
®
I\
e
0]
B
>
(o]
I

A, = {xERn[Mpx=or}
en
o . .n .
hii 8= {XK:J’.. EBEENtMI;X:O’}.

Het is direct duidelijk dat Hﬁ c ﬁ;; volgens een bekende stelling uit de li-

neaire algebra geldt voor de multipliciteit m van de wortel u van de verge-

zodat, aangezien nu rang(Mu) <mn,
1< dim(Hu) <m .
(Zie bijvoorbeeld EHa]z, p. 112 e.ves [Z], pp. 188~ 204.)

Tenslotte merken we nog op dat iedere eigenvector f van T, als element

), kan geschreven worden in de vorm



met behulp van een vector a := (a1 ,...,an) e ®*\ {o} .

n
Stelline: a € H © 2 . f,ER .
W j=1 J J }1-1

Bewijs: Het tweede 1id van de coimplicatie is achtereenvolgens equivalent

met £
n n n n n ,n V
2 oa.f.=u L o, Tf. = Ea(Z'Lff>=Z<Z oc.L.f.>f.
3 oas i 2 oy LB z (£.) A 1(5)) %5
J=t J= J=t1 i=1. 1=1>j=1
n
i = 2 . L.
i=t,e..onn 1 . ud;s Ll(f;l) ’
=1
n
vi:“z,...,,n z {61 '“Li(f Yy =0,
J=1

M a=20

Y

a €H . O

B
. Stelling: Als A =0, is "' € o(T) en 1 <dimE _ <m.
- B
Bewiis: 7.1.6 houdt in dat dim E _ = dim Hii; de bewering volgt nu uit de
K

tweede opmerking in 7,1.5. . 0
Stelling: Als A = 0 is de vergelijking

f e« plf =g

in R niet voor iedere g oplosbaar; als f een oplossing is, is voor iedere

h€R » ook £ +h een oplossing, zodat de oplossingen niet eenduidig zijn.
i

Bewiis: Het tweede deel van de bewering volgt uit 7.1.73 het cerste deel -

van de bewering volgt uit het feit dat voor een oplossing f geldt (zie 7.1.3)

i, Us) = Le)

en volgens een stelling uit de lineaire algebra moet dan de rang van Mp ge~



lijk zijn aan de rang van de matrix
(m : L(e)) -

Op grond van Au = 0 en de definities van T(R) en L(g) is er een g € R waar-

Stelling: Als R genormeerd is en T € BLO(R), dan zijn de lineaire functio-

nalen.I%9Ib,e..,Ln, waarvoor

n
Tf = I L,(f)f.
3 Lo

voor dit niet het geval is. . O
. Stelling: De lineaire functionalen L1,L2,,..,Ih die T bepalen,
n
™ = & L.(£f)f.
2 L)y,
J=1
zijn lineair onafhankelijk.
Bewiis: vj_jy. n Jpep I = fj’ kies dus elementen fj (3=1y...,n) met
T, = f.. Uit
J
fj =T i LET Lk(fj>fk (7 = 1y00.,5n)
volgt
F.)=025 ..
vk=1,,”,n Vj=1,aa.,n Lk(fj) kj
Uit
n
Z o = ¥
e "
volgt
n [ard
Y. 5 oo I . = 0
J=lge00,n k=1 k&k(la)
of V.~1 . = 03 met andere woorden: het stelsel {L yosesls } van line-
J”‘goea,n J 1 n
aire functionalen is lineair onafhankelijk. . [



7.2.

Ts2s

1.

N
[

Bewijs: Neem in T(R), naast de in R gegeven norm | I,
n
el = = [L.(f)[ s dit is een norm (vraagstuk
1 jop
en | | en |l H1 zijn, wegens dim T(R) <o , in T(R) equivalent, zodat
Imell < .
o Ve ep 170, < Hloe]
Hieruit volgt
. L.(£)| < el < mirel < myTllifl
S=1,...,n | J( )< “1 el Il |
en
V. L.l < mlrl O
S21,e0e,m l J” Tl

Bijna-eindig dimensionale operatoren

%ij R een genormeerde lineaire ruimte, T € LO(R).
Definitie: T heet bijna-eindig dimensionaal indien

v ) [dim S(R) <o A [5-T] <€] .

e>0 5 €BLO(R

. Opmerking: De eis dat S € BLO(R) (in plaats van de zwakkere eis S € LO(R))

is wegenlijk voor de conclusie: Als T bijna-eindig dimensionaal is, is ze

begrensd; vergelijk § 4.4.711.

Voorbeeld: 1In § 5.%.3 van Lineaire Analyse I is de integraaloperator TK van
¢([0,1]), gedefinieerd door

1

(T £) ) 1= [RGep)i )y
0

met K continu, opgevat als limiet van een rij operatoren Tn van eindige
rang, die verkregen worden door het interval [0,1] in n gelijke delen fte

verdelen en K met die deelintervallen stuksgewijs lineair te approximeren.

(Ben dergelijk proces heet discretisatie.) Ty is dus bijna-eindig dimensio-

naal.



70 2-49

Te2.6.

7.2.7.

Opmerking: Men kan nu § 4.4.7 en § 4.4.11 combineren tot de volgende stel-
ling:
Als R een B-ruimte is, en T een bijna-eindig dimensionale operator van

R, dan is T compact.

Het omgekeerde van deze stelling is alleen bewezen onder de veel ster-
kere veronderstelling dat R een SH-ruimte is; het bewijs is dan weer een
ander voorbeeld van discretisatie, nu met behulp van een totaal orthonor-

maalsysteem { ;s vergelijk [RN], pp. 200 - 202.

qn n€ Nt

Zij R in het vervolg van deze § een B-ruimte, T € LO(R).
Als T € BIO(R) en T, is van eindige rang,geldt, met P = T~ T , voor

lul <1217,
T-pT = I~ pl - pP= (I-pP)(T-u(T-pP)7" 1))

want (I-uP)”' bestaat volgens 6.1.33 zij mu

7 = (T-pp)"" T, .

Stelling: % € BIO(R) en Z is van eindige rang.
Bewijs: (I-uP)"! is begrensd volgens 6.1.3.ii; aangezien T, € BLO(R) is
ook Z € BLO(R).

Omdat I - pP een bijectie is, is
dim(T - pp)™" T () = din T (R) . O

Zij, als in 7.2.5, bij gegeven T en T, met P = T-T  en [u| <I[2I7",
%= (Iupr)m1To . Bij T, kunnen we een basis {f1’°"’fn} vinden voor TO(R);
evenals in § 7.1 zijn er, volgens 7.1.10 begrensde, lineaire functionalen

L1’°°"Ih Wasarvoor

Veer Tof =

o ~Mp

L.(£)f.
NOLAS

J=1
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zodat

I, (i‘)(l - up)™? £ .

B
1t
i MB

J=1
Zi3

£% = (I-u®2)" e, (5=1,e..,0),

J.

dan is {f’:,.,.,fz} weer een onafhankelijk stelsel in R en

7f =

TR

L.(f)£% .
J<)J

J=1

7ij nu, analoog aan § 7.1, de matrix Nu gedefinieerd door

(W )., s=02,. ~ uLi(f*Jé) .

Volgens 7.1.4 heeft voor det (Np) # 0 de operator I-uZ een inverse; in dat
geval heeft dus ook I-uT een inverse.
In het algemeen is det(Nu) niet, zoals det(Mu) in 7.1.3, een polynoom

in p3 wegens

il

L, (£%)
i3

L ((T-4®)7"g)) = Li( s kakfj> -

\k=0

5 pk;Li(Pkfj) voor |u| < ™!
k=0

is Li(f§> een analytische functie van pj hieruit volgt dat dan ook det (NH)
een analytische functie van i is. |

Wegens de“i;(Nb) =1 is det(‘N}l) niet woor alle p met |u| < [ gelijk
aan 0, zodat er dan (vergelijk bijvoorbeeld [A], pp. 124 = 127) slechts ein-
dig veel nulpunten zijn.

Indien det(Nu) = O heeft noch I-puZ noch I~ uT een inversej voor de

vergelijking
(I-pT) =g

geldt dan weer stelling 7.1.8.°
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Stelling: Als R een B-ruimte is en T een bijna-eindig dimensionale lineaire
operator van R, dan geldt: Er is in Cm een verzameling NT met de volgende
eigenschappens

is NT is discreet, dat wil zeggen: ze heeft geen verdichtingspunten in Cm,

ii: Voor p Q’ NT heeft I - puT-een begrensde tweezijdige inverse, zodat de

vergelijking
f-ulf =g

voor iedere g € R eenduidig oplosbaar is.
iiiz Voor p € Ny is (I-uT)@®R) #Ren (I~ uT) (o) # {o} zodat de vergelij-
king

feplf =g

niet voor alle g € R oplosbaar is, en, als ze oplosbaar is, geen een-

duidige oplossing heeft.

Bewijs: Voor m € Nt zij Tm een operator van eindige rang waarvoor

-1 - -1
HT«-Tmi[ <m ; zij P 3= T-T enZ := (I-me) Tm voor [u[ < m, geheel

analoog aan § 7.2.7. Tn het gebied [u[ <m is volgens § 7.2.7 een eindige

. oo

deelverzameling, Nm9 waar I- uT niet regulier is. 21 N’I‘ = U Nm. Dan heeft
m=1

NT de genoemde eigenschappeny O

Als, met Ren T als in 7.2.8, p € Cm, dan is er een Sll € BLO(R) met begrens-

de tweezijdige inverse, en een Z}l € BLO(R) met eindige rang, z6 dat

T=uT =S8 (I=uZ ) 3
K u( g H> 5

verder is dan (quzu)"(er) = (T-uT)" (o).

Bewijs: Kies m € Nt en m > lp,l; bepaal Tm en Pm als in 7.2.8 en neem
y 8= [ -1 [
Zu s= (I qu) T s S, =TI-pP .

SH en Zl»l voldoen aan de eerste twee voorwaarden op grond van 7.2.5 en 7.2.63

uit
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- =S (I=-uZ

T-pl = 5, (T~47))
volgt dat

(I—uzu)@(e) ¢ (I-p1) (o)
terwijl uit

(=1

T-uZ ) =87 (I-puT

(T-uz) =8 " (T-4T)
volgt dat

(1-p1)7(0) < (1-42)7() - | 0

Het alternatief van Fredholm

7Zij R een SH-ruimte, T een compacte lineaire operator van R.

Stelling:

iz R= (I-T)R)® (I-T*) (o) .
iis R - (I-T%)R) ® (I-7) (o) .
iids 0 < aim(I-T) (&) = aim(I-1) (&) <o .

Het alternatief is: de dimensies van de nulruimten van I-T en I-T* zijn of

beide O Of beide > O, en dan gelijk en eindig.

Bewijs: T is bijna-eindig dimensionaal (7.2.4) en volgens T.2.9 zijn er S

en 7 € BIO(R) waarvoor S regulier is, Z van eindige rang is en z§ dat
I-T=28(1-2) .

Als de begrensde lineaire functionalen die Z bepalen (7.1.10) worden voort-
gebracht (2.2.2) door onafhankelijke (7.1.9) elementen B yeesyhy van R dan
ig

7 =

(| e

f of. &
(,ha) 3

J=1

I, S en S”" hebben een geadjungeerde (4.2.2) en uit
_ _*
I=1I*= (85 1)* = (s7) s*

volgt dat S* een inverse heeft waarvoor
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(5™ = (59)7" .

Uit
(£,(I-T)g) = ((I-T)f,g) = (Sf,g) - (54f,8) =
= (sf,g) - 51 (f,hj)(Sfj,g) =
= (f,S*g) - <f;j§1(g’5fj)hj>
volgt dat

. R n n
(I-T*)g = S*%g - 2.(g,5f.)h, = S*(g— by (g,Sf.)(s*)“h.> .
3=1 37 =1 J J

Noem terwille van de symmetrie
-1 .
gj 1= (5%) hj (3= 1,.004m),
dan is

/ n
T - o = g% - X of . .
R CRIERC Je)
terwijl

n
(I-T)f = s< - X (f,S*g.)f.) .
j=1 33

Zij nu R1 het lineaire opspansel van {f1,..¢,fn,g1,...,gn}, en zij
Rz s=R €}R1; omdat dim R, <o zijn R1 en Bz volledig, zodat (3.1.2)

R = R1 & R2 en R1 = }iéaiRz. Het is niet moeilijk om in te zien dat
R, o (I1-1)(0) en R > (I-T%) (o) , (1)

want voor een £ € R met (I-T)f = o geldt volgens het voorgaande

£ o=

j (f,S*gj)fj €R, ;

Mg

1

evenzo geldt voor een £ € Rmet (I-T*)f = o2 £

i
1M

i Sf - 3 € Ii o
Vervolgens merken we op dat

R, c (I-7)(R) en R, c (1-1*)(R)

(2)

e
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dit volgt, met ¢ = 5f, uit

™M B
=]

(I-T)f = ¢ - (S'1¢,S*gj)8fj =9~

(,g.)SE. ;
1 ; 3773

J 1

daar voor alle ¢ EﬁRg = R_E}}H geldt

v, (CP’gj> =0,

J=1se0esl
en omdat S regulier is, is

o € (I-T)(R) ;

de overeenkomstige uitspraak voor (I-T*)(R) bewijst men aneloog.

Uit de equivalentie van de volgende beweringen

v (£,{T-m™)p) =0, (zie 4.2.1)

va.R ((I—T)f,(})) =0
en

¢ L (I-7)(R)
volgt dat

(1-m7) (¢) =Re (I-T7)(R) .

(3)

We kunnen (hoewel (I-—T*)é(d) volledig is) niet 3.1.2 toepassen om te con-

c¢luderen
R=(I-T)R)® (I-%) (o) .

Maar voor

geldt triviaal dat

R = (I-7)(R) © R,

en omdat R2 volledig is, is

(4)



(1-7)(R) =R, ®R, .

Vervolgens is op grond van (3)

i i i
(I-T%) (0)-—R6(R2 633) = (R eRz) SR, =R ©R,

zodat, omdat R, volledig is,

R, =R, ® (I-T%) (0)

en

=y
]

R, ® [R, ® (1-m)(e)] = (R, ®R) ® (1-1%)(o) =

(I1-T)(R) & (I-) (o) .

Hiermee is het eerste deel van de stelling bewezen. Het tweede deel bewijst
men geheel analoog,
Tenslotte bewijzen we nog het derde deel van de stelling. Voor de oplossin-

gen van de vergelijkingen

(I-T)f =0 en (I-T*)g=0o
geldt

n
£f= 2

n
j (fis*gj)fj en g = 2 (g78fj)gj ®

1 3=1

Zij o a= (f,S%gk) en B, = (g,ka), k=1,...,n, dan is

n n
- ¥ = g = .
% .§ dj(fj’s'gk) .§~ aj(bfj,gk) , (k=1,...yn)
j=1 3=
en
n
Bk = 321 ﬁj(gj’SflJ ’ (k=1,0004m).

Met Mjk g (Sfj,gk) en M := (ujk) als matrix voldoen de vectoren (a1,...,an)

en (81,...,§n) in B aan de vergelijkingen

(%,NW%JM=(%,"”%Q of a(M-I)=c0o

er

(51,,..,BH)M¥ = (;31,...,;3n) of .b(M-~- I)* = .
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*
Omdat M~ T en (M- I) dezelfde rang hebben, hebben de oplossingsruimten van
deze vergelijkingen dezelfde dimensie; hieruit volgt dat (I-T) (@) en

(1-1%)7(¢) dezelfde (eindige) dimensie hebben. [

Opmerking: Men kan de in 7.3.1 uitgesproken stelling generaliseren voor B-

ruimten; zie [KA], pp. 396 -404 of [IS], pp. 149 - 160.

Opmerking: Als R een SH-ruimte en T een compacte lineaire operator van R

is; dan wil 7.3.1 voor de vergelijkingen
£f-Tf =g f-T%f =h

zeggen dat ze

0f vbeide eenduidig oplosbaar zijn voor alle g€ Ren h € R

Of beide niet voor alle g € Ren h € R oploshaar zijn; in dit geval be-
vatten de oplossingen voor die g € R en h € R waarvoor ze bestaan hetzelfde

(eindige) aantal parameters.

Stelling: Ale R een SH-ruimte is, T € BLO(R) en T compact, dan is

dim(I-T) (o) <o .

(Deze bewering is een onderdeel van 7.3.1; hier volgt een daarvan onafhanke-
1lijk bewijs.)

Bewijs: Als dim(I-T) (o) = e, dan is er in (I-T) (o) een aftelbaar onein-

dig orthonormaalsysteem {fj}j 3 uit

E Nt

vjem (I-T)fj =
volgt

Vjem [’I‘fj =£5 A NTijI = 1]

zodat tengevolge van de compactheid van T er een deelrij {fs }j bestaat

ENt
zodanig dat {Tfﬁ }j € Nt convergeert; maar dan convergeert ook het orthonor-

. s s
maalsysteenm {fj}ﬁ € Nt hetgeen onmogelijk is. 0
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T.4. Determinantentheoriebvan Fredholm

(1], p. 2% e.v., [W], pp. 211-218.

15 Randwaardeproblemen en integraalvergelijkingen

" [oH] , hoofdstuk V, § 14 e.v.
[CL], hoofdstuk I, pp. 82-83, 186~ 207
1], pp. 62-75, 116-119, 223-253

[St], pp. 106 e.v.
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8. De liheaire ruimte van begrensde lineaire functionalen van c(fo,11)

8.1. Inleiding
8.1.1. De ruimte C s= C([0,1]) van complexwaardige continue functies op het inter-
val [0,1] van Rg¢ is, met

lel == llgll = swp{|£(x)] | x € [0,1]}

als norm, een B-ruimte (1.7.2 en 1.7.4).
In dit hoofdstuk zal C*, de ruimte der begrensde lineaire functionalen
op C:

% = BLO(C ~ Cm) ,

worden bepaald.
Als men C([0,1]) opvat als lineaire deelruimte van L2([0,1]), de ruimte

der kwadratisch Iebesgue-integreerbare functies, met norm

Il += (ﬁf(t){zdt)'
0

dan is voor alle f € C

VS

lel, < bel, (1.9.3) ,

zodat voor een lineaire functionaal L van L2 geldt

Il = !ﬁﬁil = lLll(fﬁ[)l voor alle £ € C \ {o} .

Uit deze betrekking volgt dat van een begrensde lineaire functionaal L van
¥ met norm HL||2 de restrictie tot C begrensd is bij de supremumnorm, en dat

voor die restrictie, L |C, geldt
In| el < llLll2 .
Als we aamnemen dat L2 een H-ruimte is (zoals reeds in 5.3.10 is opgemerkt,

maar niet bewezen) geldt de stelling van Riesz (2.2.2; zie ook vraagstuk

3.2.11)s
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Bij L is een kwadratisch integreerbare functie £ € L2, z6 dat

1

Ve e L(E) = ff(th)dt .
0

. v 2
Als M een begrensde lineaire functionaal van L~ is, die dezelfde restrictie
tot C heeft als L, dan geldt voor het bij M behorend element m € L2:

1

Veeo ff(t){z(t)-m(t)}dt =0.
0

Volgens een bekende stelling uit de integratietheorie ([R], p. 68) ligt C
. 22 fe s _ - i . \ .
dicht in LI° (bij | "2> zodat er een rij {fn}n in C is met ﬂfn-ﬂ-muz 0,

(n = o0), Uit
1

A ffn(t){z(t)-m(t)}dt =0
0

volgt nu wegens de continuiteit van het inproduct in L2

]
f[z(t)_m(t)[zdt =0.
0

In een voor 1? nader te specificeren betekenis geldt dan
"£=m" en L=2M.

Met andere woorden: Er zijn tenminste zoveel begrensde lineaire functionalen

van C als van L°: de afbeelding
A:L-L|C

*
van (Lz) in C* is injectief. A is niet surjectief; zo is bijvoorbeeld P,

gedefinieerd door
B(f) = £(0)

een element van C*, maar als lineaire functionaal van C([0,1]) bij | I, niet
: *
begrensd, en zeker geen resirictie van een element van (Lz)”.
. * .
C* omvat als echte deelverzameling (Lz) ; daar kwadratisch integreerba-

re functies integreerbaar zijn, kan men met £ € L2 schrijven
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X

Ax) := =fz(%)dt ,

0

en dan is
1

L(f) = ffccm(t) ;
0

.
de door (I?) in C geinduceerde lineaire functionalen zijn te schrijven als

Stielt jesintegralen.

Als {fj}j(EN% een rij is in C, en als

[+ o]
3M>o vxE [0,1] jilfj(X)l <M
{zodat

£(x) &=

f.(x)
P

M8

1

voor alle x € [0,1] is gedefinieerd) noemen we de functie f quasi-continu op
[0,1] en de reeks _;) f.(x) g-convergents de rij van partigle sommen

g £f.(x) (nE€ Nt§j1nOemen we eveneens g-convergent; de verzameling van
§:;cties die op [0,1] gedefinieerd en quasicontinu zijn, geven we aan met de

letter K75 over een quasicontinue functie spreken we ook als "de som van een g-

convergente reeks" of "de limiet van een g-convergente rij" van continue functies.

Opmerkingen :

i: K’is een lineaire deelruimte van B([0,1]); dit volgt direct uit de dew
finities.
K~ is niet hetzelfde als B({0,1]): aangezien voor een f € K~ de verza-
meling

{x | £ is in x niet contimu}

een verzameling van de eerste categorie is, en [0,1] een verzameling
van de tweede categorie is ([¢], pp. 53,54,110), is de functie g, gede-

finieerd door
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1 als x € [0,1] N R

®
)
M
N’
i

0 als x€ [0,1] \ Rt

. ®
P
5
g
W

(functie van Dirichlet) een element van B([0,1]) \ K~.

il: C is een lineaire deelruimte van K : als f € C is f limiet van de g-
convergente rij f£f,f,f,f,... &
C is niet hHetzelfde als K : een functie die op [0,1] eindig veel dis-
continuiteiten van de eerste soort heeft, behoort tot K \ C.

(>}
iii: Als de reeks X f.(x) gq-convergent is, is ze absoluut convergent;

J=1 . i
maar niet omgekeerd: neem fj(x) = x9(1 - x)=.

ive | Il is een norm in K.
[ ]

8.1.3. Definities: Zij F een willekeurige functieruimte, en zij L € LO(F - Cm).

it L heet redel indien

Vecp [Im £ = o= L(f) € RE] .

ii: L heet positief (en we schrijven L = ) indien

Ve e [f=o= L) =0].

Stelling: Als L € LO(C - Cm), dan zijn er L,L, € 10(C -~ Cm), L, en L, re-
eel, en z6 dat L = L1 + iLz’

Bewijs: Definieer L € 10(C - Cm) door

L(f) = L(F) (f €0)

waarin f de functie is die uit £ wordt afgeleid door

F(x) 1= 2(x)  (x€[0,1]) .
Zij nu L, := L;L s L, := LE-E-IL , dan is voor een f met Im £ = o, zodat

(1,(£)) - Tn L(£) ;fi(f) . L(f);f@ _o,



- 22 -

| o LE)-IE) . L) -L(E)
Im(Lz(f)) = Im 1 = Im 5 =0,
en voor iedere f € C:

L (£) + iL, (£) = L(f) .

8.1.5. Stelling: Als L € 10(C - Cm ) en L = 0, dan is L re8el en begrensd.

Bewijs: Als Imf = o is £ = £ + £, waarin £ :=f V o, £ :=f A o, zodat

¥ > oven -7 = o, en hieruit volgt dat

L(£) = L(") - L(-£7) € RL .

Als £ reéel is, is

- gl < £(t) < lfll,  voor alle t € [0,1] ,

zodat

L(f + gl ) =0 en L(lfl, - £)=0
waaruit weer volgt

~ el (1) s uf) < lel, (1)
zodat voor f # o

JTI[%%‘L<L(1) 5

en als f = g + ih (met g en h redel), is

|n(£) |2

terwijl uit

]

|L(e) +1iL(n)|? = |L(e) |® + [L(0)|? < 1(1)* {lelZ + Il 2}

HOIS

l2(8) |2 + [n(s)]?

volgt dat
lgl? + Inl2 < 2012

zodat voor f # o

J-Ilﬁlisx,m@.
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8.2, De stelling van F. Riesz

8.2.1. Stelling: Als {f een rij in C is, en als L € C¥, dan geldt:

j-}j €Nt

‘2 [fJ(X)[

n
LA, i [L(£.)] < L] sup {3:1

=1 J

x € [0,1]} .

Bewijs: Zij e, := sen L(fj), zodat e L(fj) = [L(fj)[ en [ej[ =1 (5€ m),

dan is

o
AN
s
e
PP
Hy
p——a
I
P

n
a.L(f.)=L<Z: e.f.>=
J7 3 =g 9 9

1]

{L(g €5 fJ.)f < |1 sup{[ ; g5 fj(x)[ l x € [0,1]}

J=1 =1

M

1L Sup{jalfj(x)l l x € [0,1]} . O

8.2.2. Stelling Zij L € C*; dan bestaat er een T e x* 76 dat L| C = L en

fol = Hzl.
Bewijs: Als £ € K~ is er een rij {fj}jEl\H: in C 26 dat
o] co
EHI [0,1] Silfj(x)l <M en vxE[o,j] J._E__1 fj(x) =f(x) .

Voor die rij volgt uit de vorige stelling dat
n
- jilL(fj)l <|¥u,

o0
zodat I [L(fj)[ convergeert; het ligt voor de hand om te defini&ren
J=1

(1) Daartoe moeten we ecerst verifisren of deze definitie een afbeelding

T : & - Cn def inieert; dat wil zeggen: indien f ook geschreven kan

worden als



(ii)

G11)

ia:

f) = Z gy0)

met behulp van een g-convergente reeks geldt dan
o) oo
S L(f.,) = I L('gj) ?

Vervolgens dient men van de zo gedefinieerde T te bewijzen
T is lineair en L] C = L.

T is begrensd, met norm |Lj.
De bewering is

’[ng[oﬂ] [331 fj(x) = 321 gj(x)&ji1 lgj(x)} <M, &j§1lgj(x)l <M2H'—‘:7

<o o0
[2 L(f.) = = L(g.)] .
Wegens 8.1.4 is het geen beperking te onderstellen dat L re&el is; om~
dat L lineair is, is het evenmin een beperking te onderstellen dat f 3
en gj (j € Nt) regel zijn.

We veronderstellen voorlopig bovendien dat

-J -3
VjEl\Tt [fj>2 &gj>2 ]

zodat voor de parti&le sommen

n n
Fn(x) = I fj(x) . Gn(:x) = 3 gj(x) , (n € Nt)
j=1 | 3=1
geldt
v:r1€1\T'l; [Fn\M1 & G st:l ’
€ [0,1] lim Fn(x) = lim Gn(x) = f(x) ,



- 25 -

en

v -=-1

-n-1
n € Nt [Fn—H & G >Gn+2 ] ¢

=F + 2
“Tn n+1

We zullen aantonen dat nu geldt

lim L(Fn) = lim L(Gn) .

n—)oo 7 —>o0
Zij m € Nt; beschouw dan G . Omdat

Gm(x) < f(x) = lim Fn(x)

=0

VXE [0,1]
VaE [0,1] 3n(a)€ Nt Fn(a)(a) - Gm(a)

en op grond van de continuiteit van Fn (a) en Gm geldt dan ook

Vae [0,1] 3n(a) € Nt EU(a)E}’l(a) Vee U(a) Fn(a)@) = Gm(x) '

Nu is {U(a)}a€ [0,1] °" overdekking van [0,1] die een eindige overdek-

king {U(aj)} () bevat, en voor

J=1se00,N{(m
n(m) := max{n(aj) i j= 1,...,1\T(m)}
geldt

VX€5[0,1] Fn(m)<x> > Gm(x)

zodat we hebben bewezen

Voews “news 'n” % e

O_p dezelfde manier kan bewezen worden

) >F

n€ Nt 3m€ Nt Gm n’

Zij m, = 1, n, 2o dat Fo> G—1, m, 20 dat sz >Fn1, n, 2o dat

F_ > G , enzovoorts. Dan zijn de rijen {Fn\ ' en {G } deel-
jlye e slyent

n
2 2

rijen van {Fj}j€Nt en {Gj.}jel\ﬁz’ dus puntsgewijs convergent met limiet

'Gm \
J JIJENS

f., Volgens 8.2.1 geldt voor de rij {Fn
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[ jilL(Fnj‘f ij)l < ||zl sup {j=1l§nj(x)-c;mj(x)1 ‘ x € [0,1]}
terwijl
B (x)-¢ ()] =F, (x)-¢ (x)<F, )-F, (), (;>2)
J J . d J J J-1
zodat
% an‘(X)-Gm.(X)l <Fn (%) <M1 .

=t 73 J v

cOo
De reeks 3 {Fn (x)-Gm (xj& is g-convergent en dientengevolge is
J= J J

o _
S LFE -6 )<, lim L(F_ -G ) =0
: . : . n. m.
J=t J J J—e J J
en

lim L(F_ ) = lim L(G_) .

joe My gme T

En hieruit volgt weexr

Mg

Il.)= lim L(Gm_)-: lim L(Gm)= z L(gj) .

L(f.)= lim L(Fn)= lim L(F
1 I n-eo Jj—=e J  j-= J m- J=1

J
We veronderstellen nut dat

4 f.z2o0&g.=>0].

J'€Nt[j J

Zij h, :=f, +2°9, k. t=g. + 279 (j € N), dan voldoen h. en k.
1J by 3 ) Ky 1= gy (i € M), voldoen hy ;
(j € Nt) gan de onderstellingen die onder i. en ia. zijn genocemd, met

vervanging van M1 en M2 door M1 +1 en Mé + 1. Dan is

en hieruit volgt dat

L(gj) + L(1)

T

L(fj) + L(1) = j‘:o

J=1 j=1
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en
. e
L(gJ)

ic: Voor willekeurige fj en gj ziJ

. 5= . o= g, k., == |f.| + I I i j
ny o= [25] + el -850 Ky £, + lesl - 25, (5 €w)
zodat
Ys e [hjzcy&kacy] )
terwijl
(o] o0 )
z hj(x) <M +M, en § kj(x) <M, + M
J=1 J=1
) o0 o0
zodat 2 hj(x) en X kj(x) g-convergent zijn met dezelfde somfunctie
31 2,601 +ley @) - 262

J=1
Op grond van het voorgaande is nu

ii, Als £ € K en g € K7 met

8

T(f) = ';> L(fj) en. L(g) =
=1

J J

([ o}

1 L(gj)

(=]
is % {af.(x) +Bg
et 9
som af + Bg. Dus

j(x)} voor alle o € Cm en alle B € Cm g-convergent met

[+ =]
T(af +8g) = & L(af +Bg.) =
j=1 J J ) *
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a3 L(£.) +p © Llg.) = ol(f) + pL(g) .
j=1 d j=1 dJ

Als £ € C is de reeks f +to+o+o+... g-convergent met som f3 dus
T(£) = L(£) + L(o) + L(o) + L(e) + ... = L(E) .

Conclusie: T is lineair, en il C =L

iii. Omdat
(B e nesof» Pk [econes

geldt, indien T begrensd is, zeker
ITh = iz -

Dat ALJ begrensd is bewijzen we als volgt:
7i3 £ € X7 en lIfll = 1. Definieer w : RE = [-1,1] door
w(x) = x als |x| <1)

o(x) := sgn(x) als |x| >1

<o
Als X f(X) g-convergent is met som f en partiéle sommen Fn’ zodat
=1 ?
. = /
VX€[G,1J 1im Fﬂ(x) = f(x) ,

dan is, omdat w continu is,

VnENt wOFnEC

1 is

ii

en wegens £l
VX€[0’1] IiL-i:Iio(w o F )(x) = £(x) 3
voor n > 1 is

(oo, )(®) - (0o )@ < l£,,, (0]

zodat de reeks
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2 {00 B, )00 (0o B}
j=1

weer g-convergent is. Uit

£(x) = (0o )+ 2 {00 By, )= (0o F)(x)]
- j=1 /
volgt nu
W) = (oo 7)) + 3 {L(u o Fpuy ~w ° )} = Lin L(u o F)

J""i n-»co

en

|T(e)| < 1Ll swp{lw o Pl | n € Nt} < T = |Tj)z)

"« T is begrensd en !}’I\:H < |1} .

8.2.3. Stelling: Zij W een interval in [0,1], open, gesloten of half-open. Dan

geldt voor de karakteristieke functie Xy van W: Xy € K.

Bewijs: We beschouwen het geval W = (tx,B} met 0 < a < B < 1; de andere ge-

vallen gaan op analoge wijze. Definieer voor n € Nt

{’O : cals0Osx<aq
2(B-a) " (x-a) alsa<z<g+ (20)" (g - «)
F(x) = {1 als « +20(B-a) ' < x<

-20(1-8)7"(x-8) als psx<p + (2)""(1-p)

0 als g + ()7 (1-8) sx <1,

Fn is comtinu op [0,1]; voor x < -5-‘8- is Fn(x) monotoon niet-dalend, voor

x = g{—@ is Fn(x) monotoon niet-stijgend, in alle gevallen met limiet

Xw<x)-
. Alsg f1 = F1 en Vn>1 fn == Fn-Fn_1’ dan geld'b
vn>2vx€[o,1] [x = =’*n(x)>0&x?—é-§=> £ (x)<0].

2

Voor x < g—é-@ is dan voor aglle n € N%
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n n
z [f (x)| =" = J(x) < xp(x) <1
J= J:']
en voor elke x Z'Q%%E is
n n
PH lf (X)[ 1(X)'_ .§ fj(x) = F1(X) - Fn(x> + Fa(x) =2
J=1 J=2
o ) o0
zodat 2 fj(X) g-convergent is. Omdat nu XW(X) = 2 fj(x) geldt X € K. O
j=1 j=1

8.2.4. Als W1,,. W’ intervallen zijn in R4, en als {Wﬁ}J 1, n

van Rf, dan noemt men iedere lineaire combinatie van X ""’XW een trap-
1 : n

een partitie is

functie.
De restricties van trapfuncties tot [0,1] zijn elementen van K~
(8.1.21 en 8.2.3).
Voor iedere p € RS zij eu $= x(_cg’“]. In het vervolg verstaan we onder

L(eu) de waarde die L aanneemt op de restrictie van eu tot [0,1]:

Le ) = e AN
B

We beschouwen de functie
g : RY — Cm

gedefinieerd door
Voeps &) = L(e,) -

8.2.5. Stelling: g is van begrensde véria’cie op R4.

Bewijs: Voor p <O is e [ [0,1] = o, zodat dan L(e“) = 0 en g(u) = 03 voor

p=1 is e, | [0,1] = 1 zodat dan g(p) = L(1).

Zij py < p1 <M, <.eo <W_, <W; We beschouwen JZ1lg(u ) - g(u
Het is geen beperking der algemeenheid te veronderstellen dat A s 0< B, en
dat by =

7Zij a, := sgn /L(e, ) - L(e )),da.n is
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: s~ sCus. )l = 3 o, )-3le, )] -

lg(PJ)'g(HJ_1>I = HL” ®

J=1 J=t J=1
n n
= 3 a.<L(e ) - L(e )>= <2 a.(le =-e )> .
= 9N H-1 =t 7 H Hie
n .
Voor de trapfunctie t 3= % a.(e =-e ) geldt
R A TR TN
J=1 d J=1
t€x , sl =1 en |L(t) = L(s) < zllsl = Izl ,
zodat
n
PR

J=1

8.2.6. Zij £ € C en h van begrensde variatie op Ré. Zij f : (-,1] = Om gedefini-
eerd door
(x) :=£(0) als x < o]

F(x) := £f(x) als x>0

Dan is f continu op (~eo,1].

1 1
Stelling: lim ff"'(x)dh(x) = ff(x)d.h(x) + £(0){n(0) -n(o-)} .
dlo 5 0 '
1 0 1

Bewijs: f%“<x>ah<x>= f'f"<x>ah<x>+ ff<x>ah<x>

(vergelijk [Wil, p. 8) zodat

1 1 0

f'ﬂx)ah(x) - ff(x)dh(x) - f(O)fdh(x) - £0){n(0)-n(-0)} . O
0 =3

1 1

Notatie: ff(x)d_h(x) = ff(x)dh(x) + £(0){n(0) - n(0-)} .

O~ 0



- 32 -

1

8.2.7. Stelling: VYoo L(f) - ‘[f(x>dg(x).
O-

Bewijs: Neem a < O en een verdeling {0 = By <y < eer <y = 1} van [0,1]

met V. = r% . 7Zij t de restrictie tot [0,1] van de trapfunc-

3=1geee,n M3 7 By

n
-ea) + _§ f(uj_1)(e -eu ), zodat

1 J=2 M3

tie £(0)(e
b i Fi-

L(t)

£(0)(a,) ~6(6) + B 2l Malu)-els; ) -

£(0)(2(0) - s(@)) + 3 (s e())- (v
N J=1

)) -

J=1

n
De uitdrukking Sn(t) = %
J=1

Riemann~Stieltjes integraal

f(pj_1)(g(uj) - g(uj_1)) is een tussensom van de

1

ff<x)ag<x> .

0
Bij gegeven ¢ > O bepalen we n nu z6, dat zowel

1
[5,(8) - [ex)asx)] <e
0

als, hetgeen op grond‘van de uniforme continuiteit ven f op [0,1] mogelijk
is
“f - t” < £ -

Dan is
1
|1(2) - £(0)((0) - () = [£(x)as(x)]| <
0
1
< WD) -30)] + [5,(8) - [e(ag(@)] <s(lpl+1) .
' 0
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. ) 1
L(£) = £(0)(g(0) - g(a)) + ff<x>ag<x> .

0

Omdat o« <0, is

s() = 0 = Lim g(x) =t &(0-)

en
1 1

L(£) = £(0)(g(0) - g(0-)) + ff<x>ag<x> S HOEOR o
0

8.2.8. Opmerking: Het resultaat van 8.2.7 luidt expliciet

1

L(£) = £(0)g(0) + ff<x>dg<x> :
0

Men kan hiervoor weer een RS-integraal schrijven met behulp van een iets ge-
wijzigde functie van begrensde variatie:

Zij E‘ gedefinieerd door

Z(0) =0

g(x) = glx) (x#0)

dan is
1

L(f) = ff(x)dg(x) .

0
8.2.9. Stelling: Als g monotoon niet-dalend is, is L = C.

Bewijs: Als g monotoon niet-dalend is en f = ¢, is

)) =0

TR~

2 £(g5)(e(xy) - elx,_,
J=1 _
voor iedere verdeling O = X, <X, < oee < xn=1 van [0,1] en iedere keuze

va.n'E,j € [Xj—1’xj] (3 =1,00.,n)

L(£) =0 . - 0
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Momentenproblemen
Stelling: Zij R een metrische, R' een volledige metrische ruimte, S een

deel van R met S = R, en T' een afbeelding van S in R' waarvoor

-

’ = e
Jo=o Yres VgES fi(T'f,T g) <cd(f,g)

Dan is er precies één afbeelding T van R in R' 26 dat

is ' =T]|S .

iis Ve cn ngR a(re,Tg) < cd(f,g) .

e s . . S
Bewijs: Als f €R \ S enf = 1lim fn is {T fn}nENt een fundamentaalrij in

n—3>00
R'; definieer dus Tf := lin T‘fn. Deze definitie is onafhankelijk van de
n =-»00
keuze van de rij {fn}n et P de overige beweringen zijn triviaal. 0

In het vervolg van deze § 8.3 zij

B o= {p € C| pis een polynoom} ,

’7— 2= {t € C i t is een trigonometrisch pol;ynoom} .

*
73 ligt dicht in C, zodat op grond van 8,3.71 iedere L € B éénduidig voort-
zetbaar is tot C; als L = 0 is ook de voortzetting = 0: als f €ECen f = &
is voor iedere ¢ >0, f+eg = g; er is een polynoom P z6 dat £ < P sf+e

en daarvoor is L(pa) = 0, en hieruit volgt L(f) = lim L(pe) = 0.
elo

Volgens 2.1.6 (zie het bewijs daarvan, in het bijzonder betrekking (2)
e~ ' * .
op blz. 24) is 7- = Cmodi $ een L € r} kan dus eenduidig worden voortgezet

tot een element van C* (dit slaat allemaal op | )

d 1

Zij I een interval in R en zij g een monotone functie op I; onder de momen-

ten van g t.0.v. I verstaat men de getallen

p"j = fXJ dg(X) ’ 'j = 0,1,2"00 ;
I .
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met andere woorden: het zijn de waarden die door de bij g behorende lineaire
2
functionaal Lg worden toegekend aan de elementen xp,x,x ,e.. van C(I).

Het bij I behorende momentenprobleem luidt: Aan welke voorwaarden moet

een gegeven rij

{uj}j‘—‘O,‘l 32 53600

voldoen opdat er.een monotone functie g bestaat zodanig dat

v, o [ ae(x) .
390,152,000 53 g(x)

I
Men spreekt van het momentenprobleem van Hausdorff, Stieltjes of Hamburger
al naargelang I het interval [0,1], [0,0) of (-oo, ) is; (zie [Wi], hoofd~-
stuk III).

Een soortgelijk probleem verkrijgt men door in C([0,1]) te beschouwen

1
fe”ijx ag(x) , J€EGn,
0

bij gegeven monotone g; dan luidt het trigonometrisch momentenprobleem: Aan

welke voorwaarden moet een rij {Hj}jEZGh voldoen, opdat een monotone functie

g bestaat waarvoor
1

_ 2nijx
VjEZGh pj = ‘fe deg(x) .
0
Hierna volgt een stelling uit de sfeer van het eerstgenoemde momentenpro-
bleem, namelijk stelling 8.3.5, toe te passen in ander verband (hoofdstuk
9)s daarna wordt de oplossing vah het trigonometrisch momentenprobleem be-

sproken.

8.3.4. Een polynoom p is alleen dan re€el als de co&fficiénten re€el zijn; dit
volgt direct uit de definitie van re€le functies.

Zij 7; de lineaire deelruimte van'Pvdie bestaat uit de re&le polynomen.
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Zij
) n
Q:=1{peR |3 v 3 p= 3 ol .
o r IleN't j'—"]’ooe’n qjepr j=1 j

Stelling: Als p € Q en r € Q dan geldt: pr € Q.

N
MHE

Bewijs: Zijp = s, dan is

J

I ™Mp
Te]
(]
)
]
]

1 Y k

il
-

n m )
pr= 3 2 (aq,8)". O
J=1 k=1 :

Stelling: Zij - <m <M <o, zij p € P z6 dat
> o
VXE [m,M] p(X) 0 ]
dan zijn er polynomen a, b, c en d € Q U {o} 26 dat

(*) Ve cqy P(x) = alx) + (M-x)b(x) + (x-m)e(x) + (U-x)(x-m)a(x) .

Bewiijs: Uit het gegeven over p volgt p € Pi‘; eventuele niet-re€le nulpunten
van p komen dus in paren van geconjugeerden voor. NMulpunten van p die tussen
m en M liggen hebben even multipliciteit, omdat p er niet van teken mag ver-
wisselen. Ontbinding van p in factoren geeft drie soorten factoren:

i (X—-ak) voor de nulpunten @ van p die = M zijns

11; (X-B£> voor de nulpunten B/e van p die<m zijr;;

I {(x—- Ym)2 +6§1} voor de nulpunten Yo + 6mi die in paren voorkomen, in het
m

bijzonder die, waarvoor 6m = 0 en die liggen tussen m en M.

Dus; met een reéle constante €, geldt

=g X X= X = 2 2 .
p(x) = I W TG B,g)ﬁ{( Yp) 8}

2 2 . . 2., .2
(x-ym) + 8 is een polynoom uit Q, dus, (8.3.4), In11 {(x-—ym) +6m} even-
eens.
Aangezien de polynomen van de gedaante (*) een multiplicajbief Systeem vor-

men, en zowel
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= (a-10) + (=)

F
£

als

x-B, = (x-m) + (m-B,)

van de gedaante (*) zijn, blijkt de bewering juist te zijn.

Een analogon van 8.3.5 voor trigonometrische polynomen is

8.3.6. Stelling: Zij t(x) == I 1y, 2THEX oh 2

Voc Ry t(x) =0 ;
dan zijn er complexe getallen po’p1""’pN'Z6 dat

2nikxl2 .

Voeps B2 =2 p e
k=0

Bewijs: We veronderstellen dat Yy % 0. Omdat Im t(x) = 0, is

N . N :
0= t(x) - t(x) = = T eznlkx - 5 §£ e—znlkx -
K== k=-N
N
P ikx
= 5 (y -¥ )™
k=-y £ 7K
9,9 V Y o

Op grond hiervan voldoet het polynocom

M

gt
p(z) := T F o

k=N

i

dat aan t verwant is door de formule
2nix 2milNx |
P(e ) = e "(X) ’

aan de betrekking

2N

240,

o]
N
3]
o —
]
N
g
TN
ISH B
N
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Voor de nulpunten van P geldt nu
1: 0 is geen nulpunt, want Y_x 74 0.
2: Als o een nulpunt is met multipliciteit m dan is
p(z) = (z-a)" a(a) ,
waarin g een polynoom is van de graad 2N-m, en q(a) # O3 ﬁ(%) = (%u-&)m ﬁ(%&

en bovenstaande identiteit gaat over in

A -amad), zfo,

»(z)

li

of

p(z)

2 Nem — /1 —\ I
e T IO

. 2 Nem
Aangezien z

q(%) weer een polynoom van de graad 2N-m is volgt hieruit:
%' ig eveneens een nulpunt van p en met een multipliciteit = m; op grond van
a
wederkerigheid tussen g en é: ziet men dat de multipliciteit van
a

m is; dus: als g een m-voudig nulpunt is, is ook

precies

KR j—

een m~-voudig nulpunt.

Deze redenering levert geen informatie op als o = s Mea.W. als [al = 1.

QI | RIj-—

- ezﬂli_

Zij pla) = 0 met « s we schrijven weer

Il

(z-a)" a(z)

p(z)

zodat

_ e-zniNK(eznixi_ezniE)m q(eznix) -

ct
—
™
—r
i

- e-2niN£,q(e2ni§)(X_i)m(1 +0(x-t)) .

¢ is derhalve (zie [A], p. 126) een m-voudig nulpunt van de re&le functie +3
uit ¥ o po t(x) = 0 volgt nu dat m even is.

Uit het voorgaande volgt dat p geschreven kan worden als

N

2() =5 T (2-0)(1-7, 2) ,

waarin $ een constante is, zodat
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-N _ X ” - l1_=
z p(Z)—BkIL( o )z - %)

N . . N .
. eZTT.lX - e—2an ra = e2 TiX - 2 .

Uit VXERZ t(x) = 0 volgt nu nog dat § = 0, zodat, met PorPyseeesPy gedefi-

nieerd door

geldt

omikx; 2
e

N
't(x)=]2 Py .

k=0

8.3.7. Stelling: 7Zij {“n}nEGh een rij complexe getallen. Opdat er een re&le mono-

toon niet-dalende functie g op RE bestaat z6 dat

T+

[ omikx
"o M = J° ag(x) ,

0]

is nodig en voldcende dat

n n
v v + % X p, = o] .
n€m U {o} (po,p1,...,pn)€er ! [k:O t=0 Mg Pk P

Bewijs: di. De voorwaarde is nodig.
Als g monotoon niet-dalend is, is

1+

n n ’ n n . ./

—_— — 271:1\1{—,2))(
S % g pp=2>3JpPe dg(x) =
k=0 gm0 £ KA yg peg J0F 4

1+

n . n .
f( 5 Pk eQTElkX>< 5 -6-:8 e-zmﬂx) dg(x) =
k=0 =0

1+
n .
f |2 o ¥™|% ag(x) > 0.
0 k=0 '
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ii, De voorwaarde is voldoende

2mikx

De rij {qk}ke o et qk(x) is een totaal orthonormaalsysteem in

C de lineaire functionaal L wordt verkregen door te defini&ren

mod 1’

L(a) =b, (k€ 0n);

L kan lineair op 1, en met behulp van stelling 8.3.1 en een opmerking in

8.3.2 op G worden voortgezet tot een lineaire functionasl van C

mod. 1 mod 1 °

L is begrensd op'}: met de notatie van 8.3.6 is voor een niet-negatieve

t et . . .
11 2 o nl®) = 2(( 2 e w) (27 5)) -

=0

I

L(t)

]

NN N N
'“< BoOZ Py Py Gy qﬂ) = 2B ey My ) -

k=0 /=0 k=0 £=0
N N
=2 X p Py =0
k=0 t=0 k"4 T4

zodat I = O3 op grond van 8.1.4 en 8.1.5 (waarvan de bewijzen kunnen worden
gecopieerd voor het geval L € LO(?'* Cm) ) is nu L begrensd op’?, volgens
8.3.%1 ook op Cmod1 .
L kan worden voortgezet tot C (zij het, in deze metriek bij [ [, niet op
grond van 80301); dit tonen we aan met behulp van de functie h € C waarvoor
h(x) := x. C is de directe som van de door h opgespannen lineaire deelruimte

H, en C : als f € C, is

mod 1

L)
]
~—
Hy
N
_
p—
]
by
N
(@]
g
et
5
p—

£={e(1)-£(0)}n + (
en

£ - {r(1)-£(0)}n € Coog 1 °

Zijm U= {u€}|us<h} en V= {v€%|v=n}; omdat s €V en

1 €%, terwijl v, < v, bestaan sup{L(u) | u € U} en

eu vev®
inf{L(v) | v € V} en geldt
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sup{L(u) | u € U} < inf{L(v) | v € V} .

We definiéren nu L(h) 3= 7 met behulp van een getal 7, waarvoor
sup{L(u) | w € B} <q < inf{l(v) | vE V} ,

en voor f € C definiéren we
L(£) = {£(1) - £(0)}n + (£ - {£(1) -£(0)Jn) .

Voor de aldus voortgezette L geldt weer L = 0; immers, zij w € C en

mod 1
oh +w = o} den is « blijkbaar regel en voor o = O de bewering L(w) = 0 tri-

viaal, voor o > O is

> (- Dw
zodat

L(h) = 7> I(- 2w) = - TL(¥)
L{¢h +w) = aL(h) + L(w) >0 ;

voor o <O is

h< (- D,

(n) = 9 <L~ 2w) = - 11w
en
Lich+w) = aL(h) + L(w) =0 .
L is derhalve weer begrensd volgens 8.1.5.
Volgens 8.2.7 is er een functie g : Rf € Cm, van begrensde variatie z6 dat
1
Voeo L(E) = ff(x)dg(x)
0=
die volgens een in vraagstuk 8.2 te bewijzen omkering van 8.2.9, vanwege

L = 0, monotoon niet-dalend kan worden gekozen. Maar dan is ook

1

£€0, 0, MO = [e(x)eg(x)
O

¥
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waaruit op grond van de periodiciteit onmiddellijk volgt

1+

fec .. L(f) = ff(x)dg(x) . O
0

)

Stelling: De in het tweede gedeelte van het bewijs van 8.3.7 bepaalde func-
tie g is eenduidig bepaald, afgezien van zijn waarden in sprongpunten en een

additieve constante.

Bewijs: Bij gegeven, alleen van de parameter n afhankelijke, L is g eendui-

dig bepaald (vraagstuk 8.2. ) terwijl de keuze van 1 na restrictie van L

4

cot C

C . O
mod § S°€% rol meer speelt
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Begrensde hermitische operatoren van een separabele hilbertruimte

Zij R een SH-ruimte; als T een hermitische operator van R is, is ze be-

grensd (4.1.8).

Inleiding
Zij R een SH-ruimte.
Definities: Zij T € LO(R).

T heet hermitisch als VY, vg (7f,g) = (£,Tg).

T heet isometrisch als Ve Vg (T£,Tg) = (f,g).

T heet unitair als T isometrisch is en T(R) = R.

Stelling: Als T € LO(R) en T is isometrisch, dan is

iz

iis

T begrensd en ||T| =

T heeft een geadjungeerde T*, en T*T =

Als bovendien T(R) = R, is

iiis TT* = I,

Bewijs:

is

ii:

Uit de definitie van isometrie volgt direct

W ep (T£,T6) = (f,1)

zodat

lrel®

fER\{ﬁ e =1

Uit i. volgt in verband met 4.2.2 dat T een geadjungeerde T* heeft; nu
is

oeg Yo (£,™Tg) = (16,Tg) = (£,8)

en wegens 4.2.1 is nu

ngR ™*Tg = g

of
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iiis Veeq ngR (‘Tf,TT*g) = (f,M™g) = (Tf,g)
en aangezien T(R) = R volgt hieruit

% =

zodat op dezelfde manier als in ii. volgt
™™ =1 . O

9.1.3. Stelling (omkering van 9.1.2.ii): Als T € LO(R), T heeft een geadjungeerde

T, en T*T = I, dan is T isometrisch (en dus ook begrensd, 9.71.2.i).

Bewijs: Keer het bewijs van 9.1.2.ii om. O
9.1.4. Stelling: Als T een geadjungeerde T* heeft en als TT* = T*T = I, dan is T

unitair.

Bewijg: Pas 9.1.3 toe: T is isometrisch.

Veep £ = If = T(T*f) € T(R) ;

dus R = T(R) en T is unitair volgens de definitie. O

9.1.5. Stelling: Voor de orthogonale projectie PS op de gesloten lineaire deel-
ruinte S van R (vergelijk 3.1.3 en 3.1.4) geldt: B, is hermitisch, PSQ = B,

I-F

 is hermitisch, (I-B,)% = I-, (I-B)R =R ©5.

Bewijs: f = Psf + PReSf’ zodat

(f,PSg) = (Psf;PSg) +‘(PR~eSf’PSg) = (Psf3PSg) .
Door verwisseling vaen f en g volgt hieruit

(faPSg> = (Psfag) 3

dat Pg = PS volgt direct uit de definitie van PS (3.1.3); wegens (I-PS )E =
= fnPSf = PReSf is I-PS een orthogonale projectie, namelijk op de geslo-

ten deelruimte R &8, dus geldt ook I-Py is hermitisch en (I-PS)2 = I-F. O
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Stelling: Als T een hermitische operator van R is, en ” = T, dan is er een

gesloten lineaire deelruimte S in R waarvoor Ié =T,
Bewijs: 2ij S := {f eRr i Tf = f}. S is een lineaire deelruimte, triviaal.
S is gesloten: 5 = (InT)«(e'), en I, T dus I-T zijn begrensd, dus continu.

Als £ € R dan is

o = T°F = T(TE) .°. V. p HEES,

en als g € 5, is

((I"T)fag) (f,g)— (Tf,g) = (f,Tg) - (f,Tg)

omdat g = Tg geldt en T hermitisch is, zodat
(I-T)f Ls .

Dus Tf is de projectie van f op S, en T = Fq. O

Opmerking: Als S \ {G”} % ¢ is IIPS | = 1; zie vraagstuk 4.2.1.

Begrensde hermitische operatoren van een separabele IP-ruimte

Zij R een separabele IP-ruimte.

Definitie: Als X een metrische ruimte is, Y een volledige metrische ruimte,

¢ een isometrische injectie van X in Y z6 dat 9(X) = Y, dan heet Y een com~

pletering van X.

Stelling: Als X een niet-volledige‘metrische ruimte is, dan is er een com~

pletering Y van X.

Bewijs: Zie [T], p. T4. - O
Stelling: R heeft een completering, waarvan R een lineaire deelruimte "is".

Bewijs: Als R volledig is, is de bewering triviaal: R is de completering,
met ¢ s= I,

R bezit een aftelbaar totaal orthonormaalsysteem (2.1.12), {qj}jENt’ en
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(e o]
. 2 A
voor iedere f € R is = {(f,qj)lg = If]® <o (2.1.17.1i1).
J=1
Zije ¢: R~ 22 gedefinieerd door

Cp(f) := ((f9q1)9(f9q2)’(f9q3)7°°') .

¢ is lineair; triviaal.

[+ o]
¢ is isometrisch: If-gl? = = I(f—g,qj)lz = lo(f - g)I?, en hieruit volgt
J=1
dat |f - gl = llo(£) ~9(g)l en tevens dat ¢ éen injectie is.

Aangezien o(R) alle eindige rijen in 22 omvat, die dicht liggen in ﬂz, is

ook p(R) = £°. 4% is dus een completering van R; 9(R) is een lineaire deel-
ruimbe wvan £? die isometrisch en isomorf is met R; dat wil precies zeggen:

R "is" ecen lineaire deelruimte van Zg. O
(Opmerking: We identificeren R met @(R).)

Stelling: Zij H een completering van R, T een begrensde hermitische opera-

tor van R. Dan is er een begrensde hermitische operator T' van H z6 dat

T}l = |IT] en T |R = T.

Bewijs: Bijzonder geval van stelling 8.3.7. O

Herhaling van een deel van & 5.1

Als R een IP-ruimte is, T € BLO(R) en T hermitisch is, dan zijn

mT:=inf{M|f7!d}

My, t= sup { Tffs'ff i f‘;( o’]x

re&le getallen waarvoor max{|mT|, ]MT]} = ||7|.

() L (£.5) )
mT+aI—1nf{-§"<?:'#+a'§?’§% If%o‘}—cx+mT
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voor alle o € R4, en evenzo

T+aT MT o

In het bijzonder geldt voor T! ¢=T + ——7— 1

o]l = [mT,l

We zullen ook de notatie m(T) en M(T) gebruiken in plaats van my en M.

Definitie: T>0 :@& V. o (rf,£) =0,
T1 ?TZ :€=}T1-—T2>O .
1
Voorbeeld: Zij R := C([0,1]) met (f,g) := ([%(t)g(t)dt. Als ¢ een functie

0
is op [0,1] die continu is op hoogstens eindig veel discontinuiteiten van de

1e soort na ("stuksgewijs" continu) 2zij de operator Ié van R gedefinieerd
door

T £ s=0f .
¢

T$ is lineair, en wegens
1 1
(x 2,1 1) = Jr}q;(x)f(x)izdxgliqnl!i f;f(x)lzdx
0
begrensd met “¢ Il < “@“

Als ¢ re€el is, is T¢ hermitischs als ¢ = ¢ is Tb = (0, Als 9 redel is, is

1 1 1
ia(y) (]G] ax < Joe G < maxe) [l20)]%ex
0 0 0

en hieruit volgt

min(p) < m(T ) s M(T(P) < max(9) ;

men kan bewijzen: min(g) = m(T@), max(p) = M(Tm) (vraagstuk ) zodat

voor re&le o geldt HT@H = lloll, 5 dit leatste geldt trouwens ook voor niet-
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redle ¢ (vraagstuk )e TcP is niet compact (vraagstuk ).
Als A € Cm is A dan en slechts dan eigenwaarde van T¢ als

0
SN

o (M) #¢3

in dat geval is

B = {f€R| £70) > I\ ¢ (N} ;

(vraagstuk ).

Als ¢ alleen de waarden O en 1 aanneemt, geldt

'I’2=T;

P P

omdat ¢ dan re€el is, is TCP een projectieoperator (9.1.6).

Het is niet moeilijk in te zien dat geldt

i+ als a € Cm, E%Q = aT@,

ii: als ¢ eveneens stuksgewijs continu is, T¢4¢ = T@ + T¢,
iii T¢¢ = Tb T¢ = T¢ T¢;

v vnﬁZN% n <T$>n’

n .
v: als p(g) = 2 @y tY een complex polynoom voorstelt, p(Tw) = Tp«»m
J=0

vi: als A & o([0,1]) is (9-2)"" een stuksgewijs continue functie, en dan

heeft T - AT een inverse: (T ~AI)"' =T oy
? ? (9-1)

9.2.7. Definities: Als R een genormeerde lineaire ruimte is, T € BLO(R) en v € Cm,

heet y een regulier punt ven T als

71 € B1O(R) TH(T-yI) = (T-yI)T* = I.

Ondexr het gpectrum, sp(T), van T verstaan we de verzameling van complexe ge-
tallen die geen reguliere punten van T zijn; een element van sp(T) heet
singulier punt van T.

sp(T) omvat de in de aanhef van § 5 gedefinieerde verzameling o(T); deze

-
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laatste noemen we, ter onderscheiding, voortaan het puntspectrum van T.
Voorbeeld: Voor de TCp van 9.2.6 is
sp(T) = o([0,1]) ,
terwijl
o(r) = {x € o([0,11) | 3y o @(0) = (M 5
(vraagstuk

Stelling: Als p een polynoom is met complexe coéfficiénten, R een genor-
meerde lineaire ruimte en T € BLO(R), dan is ook p(T) € BLO(R); als R een
iP—ruimte en T hermitisch is en als p re8le codfficiénten heeft, dan is ook
p(T) hermitisch.

Bewijs: Door verificatie. .

Stelling: Zij T een begrensde lineaire operator van de IP-ruimte Rs =zij 72
de algebra van polynomen met complexe co&fficié&nten, 7% die met re&le co&f-

fici&nten. Dan is de afbeelding
p - p(T)
een algebra-homomorfe afbeelding van }lin BLO(R), en als T hermitisch is, is

het een algebra-homomorfe afbeelding van }i in de algebra van hermitische

begrensde operatoren van R.
Bewijs: Door verificatie. O

Stelling: Zij T een hermitische begrensde operator van de IP-ruimte R en

zij p € ’}Zr. Als Y, o E p(A) = 0, dan is p(T) = 0.

Bewijs: Als my = My, zodat V. .p (7f,f) = MT(f,f) geldt volgens 5.71.3.iii
dat Yoo Tf = Wy f 5 m ds (p(D)F,£) = (p(Up)f,1) = p(M)£1% = 0, dus
p(T) = 0. Stel nu m, <M, zodat 8.3.5 van toepassing is.

i:  Als p =q°, met q € E,, is o(T) hermitisch en
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(p(D)1,£) = (a(Ta(D1,£) = la(D)EI® >0
en p(T) = 0,
ii: Als p(A) = (My-A)a(r)?, is met q(T)f = g
(Qtp - T)a(T)a(D)1,£) = ((p-T)ey8) = Uple,e) - (Te,g) = 0,

dus p(T) = 0.

iii: Als p(A)

(A—mT)q(A)z dan als in ii: p(T) = 0.

iv: Als p(A) = (My-A)(A-mp)a(r)?, is het, zoals door de substitutie

a(T)f =: g blijkt, voldoende om te bewijzen
ngR <<MT_ T)<T"‘mT>g’g) =0 .

Ty = My

Substitueren we hierin T' := T + —F—1I (vergelijk 9.2.5) dan gaat

het linkerlid over in
(g, -T1) (2 = mg, )85 8)

en omdat mu IT']l = My, = - my, is dit te herleiden tot

ITe®lgh® = Jorgl® .

Dus ook in dit geval is p(T) = 0.
In het algemene geval is volgens 8.3.5 p(T) een som van in i, ii, iii en iv

besproken typen, en de som van positieve operatoren is positief. - O

9.2.12. Voorbeeld: Voor de Tcp van 9.2.6 (met een re&le @) geldt onder de voorwaarde

van 9.2.11 voor p, wegens

1 :
(p(z)£,6) = (1, 2,8) = [0 e @)@e()[*ax
0

mp = min(p) , My = mex(p) en  (p o 9)(x) = p(e(x)) > 0,
dat

T)=0.
p(q))
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9.2.15. Stelling: Zij R een separabele IP-ruimte, T € BLO(R) en hermitisch; zij

pEEP.

i M(p(T)) < max{p(r) | A € [my,¥;]} ,
ids n(p(1)) > min{p(a) | A € [my,M]}
iiis Ip (T <maX{lP(?L)5 ; A€ [mg,Mp]} .
Bewijs :

iz Zij p = mex(p) dan is y-p = o (op [mT’MT]) zodat volgens 9.2,11
pI-p(T) =0

en hieruit volgt
M(p(T)) < M(pI) =
ii: Analoog aan i.

idd: lp(T) I = max{|n(p()) |, [M(p(r))]} . =

9.3. Hermitische operatoren van een SH-ruimte

Zij R een SH-ruimte; alle operatoren worden verondersteld hermitisch te

zijn (en dus begrensd).
9.3.1. Stelling: Als T = (O dan is
2
erR ngR I(Tf,g)[ s (Tf,f)(Tg,g) .
Bewijs: Als A€ Cmy f € Ren g € R dan

0 < (T(£ +Ag),f +Ag) = (Tf,£) + A(Tg,£) + A(Tf,g) + AK(Tg,g)
Tf . .
hetgeen voor A = =~ (Tz.g) * mits (Tg,g) # O, overgaat in
9

-1
0 < (Tg,g)” ((7£,£)(T,g) - | (1£,g)|®)
waaruit (wegens T > 0) de gevraagde ongelijkheid volgt; als (Tg,g) = O volgt
uit

Vieom O (Tf,£) + 2Re A(Tf,g) = Re((Tf,£) +2a(g,Tf))
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dat ook (g,Tf) =0 = (Tf9g>' ‘ O

Stelling: Als T = 0, is
2 2
Voep ITENT < (2£,8)7 My
Bewijs: Uit 9.3.71 volgt op grond van de definitie van MT dat

2
vaR VgER !(Tf,g)l < (Tf,f)MT(g,g>
en substitutie van Tf voor g levert

Voo ITEI* < (26,800 0 )P
zodat

Veen el < Wy (T£,£) 0

Stelling: Als {Tn}nENt een rij is van operatoren, o € RL, en

> >
VnEl\Tt Tn Tn+1 al,

dan is er een hermitische T € BLO(R) met

i Vn€1\H: Tn>T>ocI,
iis vaR 1im HTnf-TfH =0 .
n—<oo

Bewijs: Het is geen beperking te veronderstellen dat a« = 0. Uit de gegevens

volgt direct dat
{m = (M =
vn€1\T'l: vf ER Unf’f>' (ln+1f’f) 0

zodat {(Tnf,f) }nGNt voor iedere f een monotone begrensde rij, derhalve een
fundamentaalrij, is. Als m >n, dan is 0 < Tn—Tm < T1 en bijgevolg

0 =< M(Tn-'l‘m) SM(T1); nu is, 9.3.2 in aanmerking genomen,

(T, - )2l® <m(r ) (T, - T,)¢,2)



- 53 -

zodat de rij {Tnf}nGNt een fundamentaalrij is; definieer

T voldoet aan alle eisen, hetgeen door verificatie blijkt. 0

9.3.4. Opmerking: Voor de in 9.3.3 beschreven situatie is de conclusie | Tn— TN - 0

niet juist; zij g € C([0,1]) gedefinieerd door
cpn(x) := 1-nx als 0< XS:_I

tpn(x) =0 als :—I< x < 1

en beschouw de rij Tcp (zie 9.2.6). Ze voldoet aan de voorwaarde

n
Tq)1 = Tq)2 > e >0 terwijl Vv oo ]qu)nH = llo I, = 1. Voor £ € ¢([0,1]) is
1 1/n
Iz 212 = [o_(x)?]£(x)|2ax = f(1-nx)2}f<x)12dxsn"nfni
q)n J n
0 0
zodat
Y lim T f = o
fEC([O’1]) n-oco ¥y

en de definitie van T in 9.3.3 levert T = O 0ps; maar hoewel hier

Vf im T f£-0f] = 0 s
n-—>oc0 'n
is

lim [T -0 =1 .
n->c0 cPn

9¢3.5. We defini&ren de ruimte K’([mT,MT]) analoog aan de K~ die bij ¢([0,1]) in
8.1.2 is beschreven, en noemen die maar weer K7, terwijl K; de deelruimte
der re€le functies uit X~ is. Zij R, als tevoren,een SH-ruimte en T een

hermitische operator.

Stelling: Er bestaat een afbeelding © van K~ in BLO(R) met de volgende

elgenschappen:
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i Als ¢ € R dan 6(p) = o(T).
ii: Als ¢ € K dan is 8(p) hermitisch.
iii: Als ¢ = o dan is 6(¢9) = 0.
iv: Voor alle ¢ € K~ is [6(9)] < ol

Ve ® is een algebra-homomorfisme van K~ in BLO(R):
0a,9, +a9,) = 08(p, ) +adlp,)
= )
0y, 9,) = 8(p, )els,) ,

* :
vis @((p) = @(@) .
vii: Als ¢ met behulp van een g-convergente reeks wordt gegeven door

oC
p(x) = = ¢j(x}, dan geldt

J=t
0
Vecn ;‘121 0(4,)f = 8(o)f .
o
Bewijs: Neem eerst ¢ € K, 2zij o(x) = 321 d)j (x) met
0
Viem 45 € Opllmpollp])  en WV ji1l¢j<x>l <A

713

0,(x) = 3 (Joy(x)]+279)
=1
i x -3
9,(x) = 51(l¢j(X)l-¢j(X)+2 )
.n o
zodat ¢ €K, g, €EK en9=¢9 - 9,. Als ¥ (x) := 3 (]¢j(x)[+2 9,

n € Nt, dan is

cc_,

-3 < -
Voews Y . 27 < il‘lfn+1—‘2nll <279 + ||¢n+1u

vn €Nt

en volgens de approximatiestelling van Weierstrasz zijn er polynomen P,

(n € Nt) 26 dat

Y

neNt cKS\‘I‘In Spn ‘yn+1 < "q’1“°°;

N
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met andere woorden: P, is puntsgewijze limiet van een stijgende, g-conver-

gente rij re&le polynomen. Nu voldoet de rij

p (7)<, (1) < ... <ol I

aan de voorwaarden van 9.3.3 .(die ook voor een stijgende rij kan worden ge-

formuleerd) zodat er een hermitische operator T1 bestaat waarvoor

P, (T) < p2(T) S..sT < Hq>1ﬂoo I
en

Veeq lim pn(T)f =11 .
. n=>0c0

Evenzo bestaan er polynomen q, en een operator T2 met
o<q 1o, (puntsgewijs)
4, (M) = q (1) <...<1, <lg,l, I

en
Voep lim qn(T)f =11,

n—co

zodat ook

Veep lim (pn-qn)(T)f = (T1-T2)f .

I —»©0

terwijl P,=q, "9 puntsgewijs. We zijn nu geneigd te definiéren

0(p) := T, - T,

maar moeten nog vaststellen dat deze definitie onafhankelijk is van de wijze
waarop ¢ als som van een q-convergente reeks is geschreven; met andere woor-
den, als {un}n en {v’n }n rijen polynomen zijn die g-convergent zijn en ¢ als

limiet hebben, terwijl er operatoren U en V zijn waarvoor

Ve cp [nlin; w (T)f = Uf & 1lim v (7)f = Vf] ,

n =»Cc0

is dan ook U = V?
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Definieer daartoe op ?Z([mT,MT]) de functionaal

Le o(p) = (p(T)f,g)

met een vaste f € Ren g € R. IT g is lineair en wegens
H

]Lf’g(P)l < Ip(Dll£llel < Ipl_fi£llgl

(in | ““) begrensd met ”Lf,g“ < {Iflligl]l. Lf,g kan volgens 8.3.1 en 8.2.2 wor-

den voortgezet tot C([mT,MT]) en K“([mT,MT]) met dezelfde norm, zodat wegens

lim u_ = ¢ = lim v, (puntsgewijs) (vergelijk 8.2.2)

n%m n%w

Y lim IT

"eer Tpen &%) = I (o) = A Le ol V)

n —>co ?

of

"rer Yger 1im(w (T)f,e) = lim (v (T7)f,¢)

1 =>00 1 =00
zodat, aangezien het inproduct een continue functie is
T -
Veer Ypeg (U68) = (Vf,8)

en hieruit volgt (4.2.1)
U=v,
zodat de hierboven geconstrueerde operator

8(o) := T, -T,

onafhankelijk is van de keuze van de rijen polynomen waarmee T1 en T2 worden
gecons trueerd.
Samenvattend: Als ¢ € R, e(x) = lim pn(x) met ¥ p € }é en de limiet be-

n=—>co
doeld is in de zin van g~convergentie dan

Vecn 0(@)f = lim pn(T)f ;

n-—>co

. . > .
als bovendien vnE:N% P P, dan is
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ﬂlENﬁ pn(T) < @(m) <§max(¢)I

terwijl, als vnEN‘o Pyt <D geldt
Ve Py (T) = 0(p) = min()I .

We verifisren nu (voorlopig voor reéle o) de beweringen i-v.
i: Als ¢ € ﬁr, dan is de rij 9,9,9,... er een van benaderende polynomen
voor o:

Veep 8(0)f = o(T)f , of e(g) = o(T) .

ii: Als ¢ € K; kan men de rij {pn}n in ﬁr kiezen, zodat alle pn(T) hermi-

tisch zijn (9.2.9) en

(®(@)f,g) = lim (Pn(T>f’g> = lim (f,pn(T)g) = (f9®<fp>g)

n-—-=oco n —oo

zodat @(cp) hermitisch is.

iii: Vraagstuk

iv: Vraagstuk

Ve Vraagstuk s maak gebruik van het feit dat volgens i. de restric-
tie van 6 tot ,ﬁr het in 9.2.10 beschreven homomorfisme is.

Als ¢ € K7\ K., zodat ¢ = ¢ +ix met ¢ € K; en x € K;, dan defini&ren we

0(p) = 0(¢) + i0(x) .

Het is niet moeilijk om in te zien dat voor een rij {Pn}n van polynomen in

'P/wa,arvoor P, ~ ¢ op de voorgeschreven manier, geldt

Vo 0(e)f = lim pn('l‘)f 3 (vraagstuk

n — oo

Verificatie van i, iii, iv en v voor deze uitbreiding tot XK~ levert nu geen
grote moeilijkheden (vraagstukken

vi: Als 9= ¢ +1ix, i8 §= ¢ - ix en
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(£,6(3)g) = (£,0(¢)g) + i(f,0(x)e) =
= (6(p)f,g) + i(6(x)f,g) = (e(p)f,g)
zodat
0(p)" = 8(5) .
vii: Vraagstuk | -

9.3.6. Opmerkingen:

it 9.3.5.iv kan worden versterkt tot: Als a < ¢(x) < b dan is al < 0p) <
< Dbl.
ii: Als ¢ € C([mT,MT]) en de rij {pn}n van polynomen benadert ¢ uniform,

dan geldt
le(p) -2 (Tl ~ 0 .
iii: Als ¢ de uniforme limiet is van een rij {¢n}r in K, dan geldt

H@@)_@@nM—»oa

9.3.7. Voorbeeld 1: Zij T = O3 dan is er een hermitische operator T1 z6 dat Tf =T

en T1 = 0.
Bewijs: Omdat T= 0 is, is D, = 0, zodat de continue functie w(x) := V; op
[mp, ] is gedefiniecerd. Beschouw mu €(w), waarvoor
o(wo(w) = a(v?) .
WE(X) := X, een polynoom, dus @(Wz) =T, Omdat w = ¢ is (0.3.5.iii)
®(w) = 03 neem dus T, = 0(w). O

9.3.8. Voorbeeld 2: Als v lo(x)| =1, is 6(p) unitair.

Bewids: I =8(1) = 0(¢5) = 0(0)0(5) = 0(p)0(0)" . 0

We voeren mu voor @(p) de notatie ¢(T) in, die in de literatuur ge-

bruikelijk is.
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9.3.9. Opmerking: Als Rf > X > [mT’MI‘] en ¢ € K'(X) dan verstaan we onder ¢(T) de
operator (p | [mg, 1) (T).

9.3.10. Voorbeeld 3: Zij wvoor w € R de functie eu (evenals in 8.2.4) gedefinieerd
door
ep(x) =1 als x< HS

O als x>

.

e (x
)
Bij de gegeven (hermitische) operator T noteren we e (T) = :Eu. Dan geldt

.. . . > . -
iz Als p < M, is EH O; als MT is Ell 1.
i: Mspu<v,i8B E =EE =E ; in het bijzonder is B2 = E , en omdat
v Vol H H
eu reéel is, is Ep hermitisch, en bijgevolg een orthogonale projectie.

iii: Als p < v, is E“(R) c Ev(R); want als f € EH(R) is er een g € R met

£ =E}l g, =zodat
f = Eug = (Ev Eu)g = EV(Eu g) € EV(R) .

ive Als u < v, is eu < e, en ev—eu = o zodat (9.5.5.iii)

EV---Eu = ev(T) - ep(T) = (ev-eu)(T)> 0 en Ev >Eu .

Om al deze redenen noemt men {Eu}ue Re €0 groeiende schaar van projec-

toren en {Eu <R>}NER@ een groeiende schaar van deelruimten.

9.3.11. Stelling: Als ¢ continu is, dan is

M(T)+
o(T) = f cp(u)dEp.
m(T)

(Hoofdstelling voor (begrensde) hermitische operatoren van een SH-ruimte. )

Bewijs: Neem een verdeling V = {p }

3 50,1 n ven Rt met de volgende ei-
’ ’...’

genschayppen:

uo<m(T)<u1 Shy S e <p  SHp<po .
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Zij de operator S_ gedefinieerd door

v
2 o) )
S, == 2 o(p.)(E -E ,
T Ty Ry
zodat
2 ' (
S, = % cp(u.)<e (T) -e T)>=
v =1 J Pj Pj_1
(2 olule, -o, ) (@) .
=t By
n
Nu is sy, := 3 ¢(p.)(e -e ) een trapfunctie, waarvoor (vergelijk het
T T ey

bewijs van 8.2.7), bij van te voren gekozen € > 0 en een voldoend fijne ver-

deling V, geldt

lp-s,l <&

en
Sy = sV(T) .

Op grond van 9.3.6.1iii kunnen we dus concluderen dat

als V een rij verdelingen doorloopt waarvan de maaswijdte naar O nadert; dat

wil zeggen dat

M{T)+
¢(T) = f cv(u)dEu- O
m(T)
Stelling:
M(T)+ .
e @ = [ o@am s) .
m(T)
M(T)+
M VeepYeer GMne) - [ ewals, 1e) .
m(T)

Bewijs: Vraagstuk U
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Opmerking: Het resultaat van 9.3.12.ii leidt weer tot een interpretatie van
de stelling van Riesz (§ 8.2, in het bijzonder 8.2.7): als £ € R en gER, T

een hermitische operator is van R, dan is door

e g®) = (0(D5E) (o € K (agly])
wegens

e (@)] < lo(D)lzllel < ol il gl

een begrensde lineaire functionaal van KV([mT,MT]) gedefinieerd; volgens

9.3.12.ii geldt nu

M(T)+
L o(®) = f m(u)d(Euf:g)
m(T)

zodat de representatie van Riesz van de functionaal L als een Stieltjes-

f,g
integraal hier expliciet wordt beschreven.
Voorbeeld 4: In het bijzonder geldt voor iedere hermitische operator T van

R
M(T)+

T = haE

m(T) g

VYoorbeeld 5: Als R := R3, en T is een hermitische operator, dan heeft T
drie refle eigenwaarden waarvan we voor het gemak aannemen dat ze verschil-
lend zijn:

<o <dad .
% 2 3
We nemen als basis een orthonormaalsysteem van bijbehorende eigenvectorens

v s v ’ v .

n a
1 2 3

Dan is voor een f :=a v +a v =+ a 3,
11 22 3V3 €R

T=qgav +aqav +aav
171 1 2 22 3337
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en met g :=

N Mw

b.v. is’
51 93

w

Tf = % a.a.b.
( ’g> P JaJ 3 ’

zodat in het bijzonder

W

(£,£) = = «.la,|?
’ j=p 90 3

en hieruit volgt @, = mpen &= MT

m
Als p een polynoom is, met p(¢) = = Bka, is
k=0

ﬁKTka. =

I MB

(Xk =
2 B % vy = elegdvy

zodat, met een rij polynomen {pn}n€Nt die de functie eu op de door X~ voor-

geschreven wijze benadert

e,(T)vy = lim p (T)v, = lim Py (as)vs = e“(aj)vj s (3 =12,3) ;

n -0 n-—co

v, als a. <y
o e E v, = J J

o alsocj>p.

Als p <a is Euvj =o (j=1,23), dus EP» = 0. Als o, Sp <a, is

Euv1 =V Euvj = o (j=2,3), zodat Ep. de orthogonale projectie P is van
R op L({v1}). Als o, < p <a, is B, vs = Vs (3 =1,2), B vy = 0 zodat B
de orthogonale projectie Q is van R op L({v1,v2}). Als @ <y is EH vy = vy

(3 = 1,2,3), zodat Eu = I,

-+

Voor een ¢ € C([a1,oc3]) en een voldoend fijne verdeling Wo,H, ,...h
- +

van [a1,a2} met p, <@ Spo<p, S ... <yp

2 <a, < by geldt

1 n-1

SV = 321 cP(ij)(Euj—Euj_1) = CP(M1 )P +(P(IJ~'>(Q—P) * CP(U-ﬂ)(I-Q)
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waarin u' = mj_n{uj [ p,j‘z az}, zodat
OC3+
[ et = o@)P + 4(a,)(@-7) + 9(e,)(1-0) .
o4

'
In het bijzonder is voor o(p) := p

.o+

3
f pAE =P+ a,(@-P) +a (1-0)

%
en aangezien P, Q-P en I-Q juist de orthogonale projecties op L({v1}),
L({V2}) en L({VS}) voorstellen, vinden we, conform 9.3.14

o+
< Jﬁ utiEp) f= 8 v, +aav, + a8 v, = Tf
O(1

of
o +
3
T = dE .
f“ u
(11

In dit voorbeeld is de groei van de schaar van deelruimten EH(R) dis~
creet; bij iedere a € o(T) neemt de dimensie van Ep(R) toe met 1.

Een gevolg van het bovenstaande is nog: Als T een hermitische matrix
is van n rijen en n kolommen, met verschillende eigenwaarden a1,a2,...,an,

en een orthonormealsysteem van eigenvectoren v1,v2,...,vh, ¢ een continue

functie, dan geldt

n
p(T)f = .§ Q(aj)ajvj .
j=1
1
Voorbeeld 6: Zij R := C([0,1]) met (f,g) := (f}(t)g(t)dt. Zij x € C,

0
Txf = yf (vergelijk 9.2.6). Voor een polynoom p geldt
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zoals in 9.2.6 reeds is bewezen.
Voor e, en een rij {pn}nGNt van polynomen in K'([min(x),max(x)]) die

eu op de voorgeschreven wijze benadert, is

f = lim (pn o x)f

o X

e“(TX)f = lim pn(Tx)f = lim T

zodat
(e (T )f)(x) = lim(p, o x)(x)f(x) = £(x) lim p_(x(x)) .
p’ X I ->co n n-—soco n
De limieten betekenen hier convergentie in de norm | H2 van C([0,1]); nu is

P, " eu puntsgewijs en [ep(t} -pn(t)l2 is uniform begrensd volgens de con-
structie van de elementen van K ,(q-convergentie); volgens een bekende stel-
ling van lebesgue ([G], p. 223; [R], p. 26) is dan ook

1
lim fiep(t) -p (t)[%at =0,

Il —>00

0

en dit betekent juist

lim p_ = ey in de norm | “2 .

n -»co
Dus

T )f = f ) = o

(e, (7 )2)(x) = £(x)e, (x(x)) = £()(e, « 0)(x)
of

Byf =1, . f

3

of

Ep’ = Teu o x .
Nu is

(x) als (x) <
(e, » V() = {x ot

0 als y(x) > p

en ¢, ° X behoort dus niet noodzakelijk tot C([0,1]); we kunnen dit bezwaar

ondervangen door van meet af aan te nemen R := K"([O,‘I]); alweer volgens de
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1
stelling van Lebesgue is daarin ff(t)g(t)dt gedefinieerd, en de overige
beweringen gaan gewoon door. 0

Als ¢ € C([min(y),max(x)], is ¢ uniform door polynomen {pn}neNt te be~

naderen, en uniforme convergentie is sterker dan die in norm || ”2; dus

T =T f
9(T,)f |

° X
en
T)="7 .
o( ) 0oy
Alg Vu = {x € [0,1] | x(x) > p}, dan is

p<v==>Vu3Vv.

Als R := {fer| ) > Vp}, dan is

p<v=R c¢cR
U v

en voor iedere p is R een lineaire deelruimbe van R; in het bijzonder is
H
voor u = max(x), R“ = R en voor u <min(x) is Rp. = {or}.
Volgens het bovenstaande is

(x(x)f(x) als x €&V
@,5)() = (e, = ) = {" £,

0 als x€V
p

zodat (E £)°(0) >V enEf€R,E (R) c R .
E70) 2%, ez e, 5@ cn
Als we nu van y nog onderstellen dat min(y) > 0 (zodat TX = (), dan is
het niet moeilijk om in te zien dat EQ(R) = RP«; Ep. is dan projectie op de
deelruimte Rp; de schaar {Ep} groeit hier continu, de ruimten Rp hebben een

oneindige dimensie (als '\'fp #[0,1]).
Yoorbeeld 7: Zij Q := Rt N [0,1] en
R :={f € CmQ | = ]f(q)l2 <o}
a€Q ’

de operator T wordt gedefinieerd door
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(1£)(a) := of(q) (f€R, g€ Q).

Bepaal m(T), M(T), de schaar {Eu}u en verifieer voor deze operator 9.3.11,

9.3.12 en 9.3.14.

Voorbeeld 8: Zij R een SH—ru’imte en T een compacte hermitische operator.
Volgens § 5.1 (en in het bijzonder 5.1.8) kunnen de eigenwaarden en eigen-
vectoren worden ingedeeld als volgh:

Ay Z A, 2 A = ... >0 (en als er aftelbaar veel zijn, | 0), met orthonorma-
le eigenvectoren §o1 ,cpz,qos, ove}

by sy < By S .ee < O\(en als er aftelbaar veel zijn, 1 0), met orthonorma-
le eigenvectoren 4)1 ,¢2 ,¢3, ceo}

O, met orthonormale eigenvectoren X, 93Xy sXgseee

} U {¢ } U {x } is een totaal orthonormaalsysteem, en
CPJ J k’k £’ 4

T(Zj a9 + Zkgkq)k +Z,7,0,) = Ej )\j %9, +2kukﬁk¢k .
Men kan nu wel inzien dat
Ev(zj o595+ % By + ZJZY,EX,G) = Z:J, ev(kj)ocj 9, + Zkev(pk)ﬁk b+
+e,(0)Z,7,%, .
De schaar {Ev}v groeit hier bij iedere uk en bij iedere )\j met een ruimte

van eindige dimensie; bij O groeit ze met de eigenruimte T(—(cy), die wel van

oneindige dimensie kan zi Jne

Analytische functies van een operator

R is een SH~-ruimte s T een hermitische operator van R.

P:={y€0m[y€R£=>[y<mTVy>MI,]}.

9:4.7. Als £ €T is 9(A) := (g -A)"" gedefinicerd en continu op het interval

[mT,I\%J, en volgens het voorgaande is dan ook 9(T) gedefinieerd.



- 67 -

1

Omdat (€ -2A)p(r) 9(A)({€-r) =1 is volgens het in § 9.3 besprokene

CI-T)p(T) = o(T)(EI-T) = T ;

i

met andere woorden: voor ¢ € I' heeft de operator {I-T een begrensde twee-

zijdige inverse.

9+4.2. 7Zij Q een open verzameling in Cm, die het interval [mT,MT] omvat:
[mT,MT] c Q. Zij W een contour in Q N I', die &énmaal in positieve zin om
[mT,MT] loopt. Zij x een functie op Cm, die op Q analytisch is. Dan geldt
([Ala b- 119)
1
x() = g [ g

2ni € -A
W

voor iedere A die binnen W ligt, dus voor iedere A € [mT’MT]'
We zullen de formule interpreteren die hieruit ontstaat door substitu-

tie van T in plaats van A.

De integraal in het rechterlid kan worden benaderd door W te vervangen

door een polynocom {CO’C15""§n-1’Cn = CO} met vj=0,1,...,n Cj €W, en wel
zé dat
n-1 x(¢.)
X0 -3 2 @ o) <o
' eni o L.=A j+1 j
t1 j=0 °j d dJ
door maX{[Cj+1-'le ’ J= O,1,...,n-1} klein genoeg te nemen. De zo verkre-

gen formule bevat alleen functies die op [mT,MT] continu van A afhangen en
is wniform in A (op [mT,MT]) omdat de afstand van [mT,MT] tot W positief is.

Volgens 9.3.5 en 9¢4.1 volgt hieruit

4 A=t _
Ix(z) - t 2o, )T <

en dit is precies de betekenis van

K1) =g [u@) -t
W
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9¢4+3. Het in 9.4.2 beschreven procédé berust op de mogelijkheid continue functies
‘van T te defini&ren, zoals in 9.3.5 is beschreven; het rechterlid van de
formule van 9.4.2 heeft evenwel betekenis in alle situaties waarin over de

operator (CI-T)-1 kan worden beschikt; in dergelijke gevallen kan men defim-

niéren

WD) =g [uoer-na
W
mits de integraal in het rechierlid bestaat.
Zulke uitweidingen behoren thuis in de theorie van de Banachalgebras.
Een eenvoudig voorbeeld daarvan is de algebra BLO(Rn) van de lineaire opera-
toren van R dan is 1 < card o(T) < n, en voor een W met W 0 o(T) = ¢ ve-

staat Eiz-lfk(C)(CI-T)-1d§ - Dit is een integraal van een matrix, waarbij

W .
men plaats voor plaats de matrix kan integreren. Als W een contour is die om

ileder punt uit G(T) éénmaal. rondloopt, moet de aldus door

x(T) 1= = fx(e:)(z:I-T)"dc

27
W
gedefinieerde matrix dezelfde zijn als de op grond van 9.3.5 bepaalde.

Z1j dus y een functie die op een opén verzameling Q in Cm is gedefini-
eerd, x is analytisch in Q (in de zin van [A], D. 245 vergelijk [A], p. 275
€aVe)o

213 T een matrix en o(T) ¢ Q; W is een contour in @ met de eigenschap
dat W om iedere A € o(T) precies &&n keer in positieve zin omloopt; als W de

vereniging is van een aantal Jordankrommen W},...,Wﬁ wil dit zeggen

€ o(T) Haj(}\)E{1,...,m}W f o - 2”1] A.[vk€{1,...,m}\{,j(?\)}WfE-L}\= O]
"3(x) k
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stelling: De operator

ro, -
K1) = g [xeT-1 e
W

is onafhankelijk van de gekozen weg W.

s . cep s «os . N .
Bewijs: Voor de coéffici&nt a5 van x(T) is

-1 (e -
aJk - Oni J[‘XKC/QJK(C)G-C s
W

waarin ejk(@ de overeenkomstige co&ffici&nt van (CI-T)7 is; ejk.(C) is on~
der de gegeven omstendigheden continu op Q \ o(T). Als V een andere weg in
@ is, met dezelfde eigenschappen ten aanzien van o(T) als W, dan is (stel-~

ling van Cauchy, [A] p. 109 e.v.)

zodat

x(©)6y (C)ae = [x(e)e (C)at . 0
w

Stelling: Als « € Cm, ¢ en ¢ analytisch zijn op Q, W en O(T) zijn als in

9.4.3, dan geldt

i (0g)(T) = ag(T) .

il

iis (@ +¢)(T) = o(T) + ¢(T) .
Bewijse: Triviaal. O

Stelling: Voor |¢| > ||T|| is

(€T-m)""

i
L
[ e
()
H
[}
=
o

Bewiis: Gevolg van 6.1,3. o
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9.4.7. Stelling: I = 51;1— (¢T-m)""
W

Bewijs: De functie 1 is analytisch in Cm; neem voor W de cirkel met middel-

punt O en straal r > [|T[.

A -1ar _ -3 md
o f(CI-T) ig = an fc z: YTeag =
W .

]

m el

- ac 1 ~J=1:3

5 |1 c e E:T JC ™ag .
W =y

Hierin is de volgorde van sommatie en integratie verwisseld, hetgeen geoor-

loofd is (vraasgstuk

n .

A =lge o 1 ac 1 J [ 4 _ -
Zni I(CI-T> dc—znilfc +2ﬂ:i .-2-1T Cj+1—I+O-—IeD

W W J= 1

) 4 r -

9.4.8. Stelling: T = 5 Jcn(CI—T) Yac (n € ).
W
Bewijs: Geheel analoog aan het bewijs van 9.4.7 is

s [ez-m) e
2mi

W

1 D=t N=je=1 1 z n-j-1 _j
=5 = fc J TJdC-i- Jc T“dt;+ by fc I pd g

j=0 ¢ J~n+4
=0 +T +0, O
9:4.9. Stelling: Als p een polynoom is, is
-1
®(1) = g [p(0)ET-1) e
W
Bewijs: Gevolg van 94.5, 9.4.7 en 9.4.8. 0

9.4.10, Stelling: Als ¢ en ¢ analytisch zijn op Q, W en o(T) als in 9.4.3, dan is
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(96)(T) = o(T)e(T) .

Bewijs: W bestaat uit een eindig aantal Jordankrommen, en het is geen be-
perking om aan te nemen dat die onderling.disjunct zijn;'W==W} n WE Ne.. ﬂM%h
Zij
Tt J@(c)(a-m)” at fq,(af,)(nl-fn)"1 dn, (k=1,...,m5 £=1,...,0),
W L))

zodat (omdat de bewerking geoorloofd isj; vraagstuk

fy = [ [eenmET-nT (1o e -
Wk WZ

#

= f fg%z_-‘%ﬂl((CI-T)"-(nI-T)”)dndz:
W

e Wy
- fcp(i)(zI—T)‘“f%ﬂ_%ﬂdc - f¢(n)(nI-T>‘1f%§%dn :
Wk Wz Wﬁ Wk .
Als kx # £, is %4?%- analytisch op @ \ {¢} en W, cQ \ {t}; aus
t[ iiﬂliﬂ.i O3 evenzo ﬂﬁﬁl@§_= O. Dus voor k # £ is J_, = O.
n-C n-¢ kb
Ly e

We kunnen in de laatste formle Wk door een Jordankromme Vk vervangen, die

in het buitengebied van Wk ligt. Dan is voor alle k en £ z8 dat Vk geen pun-

ten binnem.WZ bevat

et Q(C)(CI'T)—1f%dC - f¢(n)(ﬂI-T)_1an_g an .
WZ WZ

r

Vi Ty

In het bijzonder is
T = [o(0)(eTmy [l o Jemr-mt [ 2L
kk n-8 n-C
v, W, W, v

k

en nu is
v Qﬁﬂliﬂ =>O
Cevk U-C ¢
W

k
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zodat

T = ﬁ(n)(nI—T)"’f%C—,%g‘dn .
i
X

L%

Als n € W_1is S’é%)%- = 2ni ¢(y), dus

Ve

5o = o)) I-1)" an .,

e

Maar nu volgt direct

f‘P(C)(CI-T)'1 at f¢(ﬂ)(UI—T)'1 an =
W Lij

<k§1 gf&(@)(CI-T)'1dQ> <£%1 Wj@(n)(nl._T)-1dn> )

W

\'k .’e
3 z 2 [o(ee()(ca-1)
=% £ J,=2% J. = % fcngq,z; ¢I-T)"'dg =
k=1 £=1 ki k=1 k¢ k=1 W
k

Il

ﬁ(c»(c)(czw)“ac ,
W

of
o(T)4(T) = (9¢)(T) .

9.5, Unitaire operatoren

9.5.1. Stelling: Zij R een SH-ruimte,‘zij T een hermitische operator van R; dan

geldt: égﬂ:lT is een unitaire operator.

Bewijs: Volgens 9.3.11 is

M(T )+
ezan = ezn”ldEp 3
n(T)

volgens 9.3.5.vi en 9.3.11 is
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Mu(T)+
(62niT>* - f e-2 nip dEp
m(T)
en volgens 9.3.5.v en 9.3.11 is
M(T)+
(ezniT)—1 _ e—2nipdEu
m(T) '

- . * -
2TElT)—1 - (GZﬂlT) o2niT unitair. O

zodat (e ; volgens 9.1.3 is e

9.5.2. Opmerking: Voor T' := (MT-—mT)—1T - mT(MT-mT)—1I is T' hermitisch,
M(T') = 1, m(T') = O. De bij T' behorende schaar van projectoren zij {E&}p;
dan geldt: 14
de operator ‘feznluciEﬁ is unitair.
0]

9.5.3. Stelling: Als U een unitaire operator van de SH-ruimte R is, is er een

schaar van projectoren {EP}H z$ dat

1+
U= fez’”“dE .
I3
0
Bewijs: [RN], p. 2783 [BN], pp. 488 e.v. O

9.5.4. Verband met het trigonometrisch momentenprobleem

Zij U een unitaire operator van de SH-ruimte R, en zij g een vast ele-

ment van R. We beschouwen de rij

B (Ung9g> ’ n€ Gh.

n

Deze rij voldoet aan de in 8.3.7 genoemde voorwaarde:

n n n n(U-k-/@ )
20Z my gePp= & I g:8)P, P, =
k=0 f=0 k-t Tk T4 k=0 /=0 k4
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n n
% ZW%ﬂ%hMQ, wegens U unitair,
k=0 f=0

I

il

n n n
( Py T, 3 Pp Uﬂg> = sz Py Tgl® =0 .

=0 £=0 =0
Volgens 8.3.7 is er een monotoon niet-dalende functie y op [O,1+] met

1+

27l
Voeon (Ues8) = qﬁBMﬂX&HX)-
0

Als gevolg van het feit dat
+1

= jgzninpdE
M
0

(zie [RN], p. 281) en een analogon van 9.3.12.ii is dus

T4 1+
JEE e = [ a@ ge)

met andere woorden: de functie Y(x) van stelling 8.3,7 kan in dit geval ex~

pliciet worden beschreven met behulp van de projectorenschaar {Eu}p door
1(x) = (E,8,8) .

Omgekeerd kan men de theorie van de unitaire operatoren behandelen uitgaande

van het momentenprobleem (zie [Br]1).

9.6, Zelfgead jungeerde operatoren van H-ruimten

[BN], hoofdstuk 29
[RN], hoofdstuk VIII

[T], hoofdstuk 6.



10. Lebesgue-integratie theorie

zie [Br],, [B],, [R], (m].
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11. Mikusinski's gegeneraliseerde functies

11.1. Inleiding

.11,

o

3
co ~
/ f f is continu}, Men kan C beschouwen als een func-

75 C := {f € ol
tieruimte, en ook als een functiering met de gewone puntsgewijze optelling
(£ +8)(x) = £(x) + g(x)

en vermenigvuldiging

(fg)(x) := £(x)g(x) .

We beschouwen evenwel nog een andere bewerking, namelijk de convolutie:

X

Ied
(f % g)(x) := ‘jf(t)g<x-t)dt s x=0,
0

Bewijs: Zij 0 <« jhg <X, zij £ = min{x,x-fh} en zij n = max{x,x-fh}, zodat

0 <é&n < 2. Dan is

-

x+h X
(f»g)lzx+n)=(f = g)(x)] = ]f f(t)g(x+h-+%)dt - ff(t)g(xmt)dt} =
0 0
Y £
= | |£(t)eln - t)as - ff(t)g(iwt)d‘c.! <
g 0
7 £
< | [2(0)eln-t)as - [e(wetn-v)as| +
0 0
3 2
+ | ff(t)g(?’i“t)dﬁ - [f'(t)g(ﬁ-t)dt] <
0 0
g £

A

Jle@ [t 0)las + [leee)][atn-5) - o(e-)]as .
£ 0
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De begrensdheid van £ en g op [O,Zx} en de uniforme continuiteit van g op

[ 0,2x] garanderen dat bij e > 0 een d > 0 bestaat met

fh =n-=€_,<6=\E(f*g}{xi—h)-(f%g)(x)i<€,, O
zij G A de lineaire deelruimte van C die de absoluut integreerbare functies
bevats oo

/2
C, := '%EEC Lo lE(e)]at <m1,
A 4

| ¢ )
Als u € Cmen Re uw > 0 is
4 r‘q g

| [e™ £(v)at] < J‘e“Reut l£(+)|at < f{f(t)ldt .
p Y b

Voor iedere £ € CA‘ en voor iedere u met Re u > 0 of u = O bestaat derhalve

o0

r =11t \
e r(8)at .
J

Mern noemt de afbeelding A, gedefinieerd door

(t)as , Reu>0of u=0,

Stelling: Voor £ € CA is Af contimu in O en amalytisch voor Re u > O.

Bewijs: Continuiteit is een direct gevolg van stelling 9.4, Algebra en Ana-
Als Re u. > Q0 en Re(u+h) > 0 is

(A£)(u +1) - (A£) (u) = f{e“’(“h)t-e“ut} £(t)at ,
S
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1.5,

11.1.7,

Aangeszien puntsgewijze vermenigvuldiging in C

- T8 -

> -ht
( A ( THY L
(Af>\u +h)’" (Jf\*é)\u) - e 1 eut f(t)d.t .
h h
0
Hvensens op grond van A & A, stelling 9.4, is, door de limiet voor h = O te
Nemen
o0
L r 1t
(af) (u) = |t e £(t)at . 0
5}

Opmerking: 1In het vervolg nemen we (tenzij anders vermeld) u refel; dan is

C, in C.

een continue functie op {Ofﬂ) en A stelt een afbeelding voor van A

is lineair en bovendien geldt

Af %Vg> = A Ag .
Bewijss Dat A lineair is, is vrijwel triviaal.
oo
. I o r
A % g)(a) = i}e vt l£(s)g(t~s)ds dt =
0 0
oo f
r P
- | (8% £(s)a(s - 5)ds at .
0 0
Door de transformatie
E=g, n=%t-39
gaat de integrasl over in
[e o B » <]
I
j ,je”ﬁ%m £(g)g(n)at an =
o 0
[e] e
r L
- [ s@ar [ gln)an = (A1) (48) @) - 0
o] 0

commutatief en associatief is,

zedat voor alle £, gen h in CA geldt
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en . .
Af % (g% n)) = A((£ % g) # h)

ligt het voor de hand te onderzoeken of 0ok % een commitatieve en associa-

tieve operatie iss dit blijkt zo te zijn:

11.1.8. Stelling: Voor alle £, g, h in C geldt

Bewijs: Vrasgstuk

H
{w
‘:’F
L.-I.
m
w0
+
@
s
*
l..l‘
w
I}
o
o
5
o
é
o
]
bas
|—l.
m
<
@
ke
En
%

11.7.9. S3elling: Met de ope

Bewiis: Vraagstuk

1.2, De stelling van Titchmarsh

e

-
s
°
N
©

T
!’3
N ; n
¥ ‘ ( =
news U o} ij\t)t at = 0
0
darn is v, - t) = 0.
% {O@T} £ )

Bewiiss Er is een rij polynom.en{pk}k die £ op [OyTj uniform benadert, en

omdat uit het gegeven volgt dat

ﬂ;!

"xe m ff(“a)pk(t)dt =0
J

g I \
geldt (door k = oo}

e continuiteit van

£3
&
[e 7]
£
ot
o
e}
4 ¢]
H
O
£
{3
3
<
B
jon



- 80 -

11.2.2. Stelling: Als £ € C, T € (1,%) en

T

f)
- ] o f 4 B
“M>o0 vn=091,23,”< RO at] < u

dan is \jir, €l
Bewijs: Neem a € (1,T] en beschouw
a’ )/

s
VAR y t
g (%) 2=19Xp(m(“) ) (t=1).

Als % <& dan gk(’r} ~ O voor k - o

Als t > a dan g’k{%) -~ 1 voor k = o
7ij (a~ec,a+e) = I zo'm omgeving, met a-e > 1. Dan is
T T
A{r;-;y, fJ \ ﬁ \ 7 -
[£(t)dt = lim Jg,, (t)£(%)as ,
o k=00
ate a+e
8wt

{1
O = lim J gk(t)f(t)d_t .

1

T T
8 X oyv=t e ky
le (+)£(t)dt = = ..(_,.,il;_..,.., J(i £(4)at
J Tk - vl 8
1 1
en in verband met het gegeven volgt hieruit
.'Ii
Cr T4 M -k
;gﬁ(t)f(t}&t[ S ;?"—';-=M(ey_p(a )=1)
' Va1 a
zodat i
[‘e

uniform buiten iedere omgeving van a.
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1s N een bovengrens is voor |f(x)| op [0,7] volgt wit

T a=c a+e T

. r r ,
fgk(t)f(t)dt = Jgk(t)f(t)dt + fgk(‘c)f(t}dt + jgk(*‘c)f(t;d’s
-1 P

i 8-~€ a-te

door limietovergang (k - )

S PN
I (Elt)dt] < 2eN
J
B e
zodat
T
[y
(fit)dt = 0 .
o

a

Omdat dit resultaat geldt voor alle a > 1, volgt

en uit de continuiteit van £ bovendien £(1) = O.

G, a >0 en

el
¥
v}
g
o

o]

fet]
ot

ga o 2a, ga
L := <} £t)e ™00 dt> = f J f(t)f(s)e“n(t*s)ds dt .
0 0 0
Zi3 ¢, e= {(t,5) € [0,2a] x [0,2] | t+8 < 2a}
&1l G, s= [0,2a] x [0,2a] \ G, .

Door de substitutie u = t+s, v =% gaat de integraal op G1 over in

o 2 u 2a

v { ;ﬂ - r; »

;g = | daijf(v)f(u-v)e "oy = ! e * £)(w)du = 0 .
d ¢ 4 ol
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De integraal van G? levert (met M als bovengrens voor [f[ op [0,2a])

iﬂ[ < 4a® &7EP% P
¢
2

zodat ook

el

dt! < 2alM .

& 2a
| e(£)e™ ¥ at] < 2aM+ | ff(t)en(a“t) at] <

G a
s 2aM+alM = %M.
. ., a=%
Substitueer nu x = e zodsat

a

~
[
§
et
O
0
lal
Nt
El
A
AN
o
o
=
<
o]
(@]
H
o
o
et
o
B
[
‘.If

of

11.2.4. Stelling: Als f €Ceng€Cenf % g= o, dan geldt £ = v of g = 0-
(Stelling van Ti’schmarsh,)
Bewiis: Yoor n = 0,1,2,... defini&ren we

s foN o o/ I

£ {x) = ¥ 1@{) 5 gn(x) =x g(x) .

I is
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X X

(s, % e)x) + (2% g)(x) = [se(t)e(x-t)at+ [2(4)(x-)glx- )at -
0 0

X
R
= J{H(xmt)}f(t)g(x-t)dt = x(f % g)(x) =0
O .
zodat
f1%g+f%§g? = .

Uit deze identiteit volgt dat

g
i

e

(fxg)x(trg)=-(f xg) % (fxg)

1 1

=-(fxg)x(f *xg)=0,
en volgens 11.2.5 is dan T * g, = 0
Nu passen we dezelfde redenering toe op f en g, zodat
£ o= g, =
en met behulp van volledige inductie blijkt
% =
N=0,152400 £ €y =
Dat wil zeggen
x
V- .\ ¥ flx-t)g()t™ = 0
x€10,%°) Nn=0,1,2400e |
0
zodat volgens 11.2.1
( v
Vee [0,00) "ie [0,x] £(x-1)e(t) =0,
en hieruit blijkt
r § ‘t =
vxegoi,m) Vi [0,) f(x)g(t) = 0,
zodat £ = o of g = o O

11.2.5. Opmerking: 11.1.9 en 11.2.4 zeggen samen: C is, met + en * als operaties,

een commutatisve ring zonder nuldelers.
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11.3., Overzicht van de theorie van Mikusinski

Een commutatieve ring zonder nuldelers kan worden ingebed in esen

lichaam, zie [waja Voor de ring C verloopt dit proces als wvolght: Men be-

schouwt de paren [f,g]! met £ € C en g € C \ {e}. Door de equivalentierelati

D3
S Fe oo _ o
[f,8] ~[fhe'] o f*x gl =gx !
ontstaat een verzameling M van klassen; de klasse waarvan het paar [f,g]

representant is geven we aan met

In M worden optelling en (eonvolutiem)vermenigvuldiging gedefiniserd door

(f+g)+T+e) =Fxg+Txg): (g%
en
(f3e) s @rd) = aD) s (gxg) .
Het nulelement van M is o + £
(o+f)+(g+h) =(oxh+fxg)+(fsh)=(fxg)~(Exh)=g%

Het ecenheidselement van M is £ & f:

(

by

}%(g%h)=(f*g)%(ﬁ'*h)=g%ha

©
)

by

De inbedding van C in M is de afbeelding
£~ (f#g)tg.

Elementen ven M die niet met een £ € C te schrijven zijn als

=

(fxg) +g
heten (¥-)operatoren.

11.3.1. Stelling:
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Als f + f geen operator is, is er een h € C met
f+f=(h=xg)t+tg,
wil zeggen, med:

feg=%f*hxg

of

voor alle f € C en alle g € C. In het bijzonder is dan voor f(x) = 1,
g(x) =1
{';A.
v_x = |h{t)(x~-t)at ,
X é)

of

Medr (o g) +g = ¢ + g, het nulelement van M; zo'n h bestaat dus niet. "

len verifieert dat voor ieder element f + g van M dat ongelijk is san o + g,

°

de inverse gelijk is aan g + f. In het bijzonder hoort bij iedere f € C\\{o}
- ~ N\

een inverse g + (f = g).
We noteren de meest voorkomende operatoren met hoofdletterss in het

zondexr gchrijven we

J
E wvoor het eenheidselement f = f.

Elementen van M die corresponderen met elementen van C geven we met dezelfde

lettar aan:

£

5
4]
N

n!ﬁ
aQ

= 4
ovoor (£
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Inversen van zulke elementen geven we aan met

£ in plaats van g = (f * g)

ock alg ze operator zijn.
zij 4(x) &= 1 voor x = Q, dan is
x

(f = 2)(3{:) = ff(t)d-‘c .
o

. ] fﬂ] N 4 n=1
; ling: A <) = 7 °
11.3.3. Stelling: Vo 45 - (%) = T X

e

Bewijs: Triviaal.

11.3.4. Stellings ﬁlnv is een operator.

}

Bewijs: Als £7 correspondeert met een element £ € C dan is

zodat

@}
Fy

£x (f »g)=g vooralleg#o.
In het bijzonder is dan

(L* )% £ =2
of

zodat (evenals in bewijs 11.3.1)
f=0.
Vaar £ = (0 » g) = g = o is onmogelijk.

11.3.5. Opmerking: De operator Y speelt een belangrijke rol, en we noteren hem

daarom met de specigle letter D.
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11.3.6. Stelling: Als D% f € C, dan is

£(0) =0 en Dxf =g,

hieruit volgt dat £(0) = O en f' = g,

11.3.7. M als een algebrs

In C bestaat als operatie ook vermenigvuldiging met scalairen:
(af )(x) := af (x) .
Het is eenvoudig om in %e zien dat naast de gewone rekenregels

af +g)

= of +ag,
(¢ +8)f = af + Bf ,
e,
(«)f = a(pf)

ook geldt

a(f # g) = (af) * g =1 % (ag) .

We breiden deze vermenigvuldiging met scalairen uit tot M:

af ) + g .

N

alf +g) :=
Als £ %+ g€ C, zodat er een h € C is met

£f=gxh
dan is

(@f) g = ((oh) x g) +g =oh = a(f +g)
zodat in dit geval de nieuwe definitie samenvalt met de oude. Men ziet ge-

makkelijk dat (voor o # 0)
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Voorts

f Feg+f +a)=alf +g) +alf +3)

(0 +8)(f +g) = a(f +g) + B(f + g)

a((f 2g)x T+g)=((f+g)*(F+g
en

ap(f +g) = a(p(f +g)) .
11.3.8, Opmerking: In de uitdrukking o * f stelt a een constante functie voor:
ax £ =(ab)»f=allxf)
11.3.9, Stelling: Als f differentieerbaar is en f! € C dan is

Dxf - f(O)E.

H
It

Bewijs: (& % £1)(x) = f}%(t)dt = f(x) - £(0) ,

£ - £(O)E .

Hy
I
tJ

(+
n-magl differentieerbaar is, en f‘ﬂ> € C, dan is

by

11.3,10. Steliings Als

N=1 . .
e@) e L7 2()(oypat-d
"

4
J

0 ,
(waarbij onder D~ moet worden verstaan E).

Bewijg: Door volledige inductie toe te passen op 11.3.9.

1.3.11, Opmerkingen:

ax
e

Il

ez, (%) 3

sina(x) 3= sin ax

cosa(x) := COS OX .

Voor gecompliceerde uitdrukkingen in operatoren gebruiken we in plaats van
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+ ook de gewone breukstreep

Stelling: eXP, = T ob *

. ok
S, T T oS
D +a "R
D
D"+ E

. - . . . 2
Bewijs: De derde formule vinden we door D° #* cos te berekenen:

D% cos =@ gin +E
o o
2 . . 2
D # cos =-qa(D%*sin ) +D =~ ¢ cos +D
o o o
zodat
2 2.,
(D° +¢"B) « cos, =D
en
cos, = D 3
o .2 2 ’
D +ua'E

de andere formules volgen op analoge wijze.

Voorbeeld: Los op het stelsel
x
1),

D*¥f -B-g=4x4

g'(x) - g(x)

g(0)

1l

Voor de oplossing g geldt

(D-E) x g =E +4x 4

B .

R
it
o
¥

E*(E+z*'z)=exp1*(ﬂ+z*z)

exp, + exp, % 22

g(x) = X + ‘fkeX?t dt = e + (eFexat) =2aF o x - 1.
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11.3.14. Definities: Zij C, := {fec| £()=0}.

Voor alle A= 0O en f € CO zij

{O als xS A
£.(x) :=

AT f(x=x) als x= A,
Men ziet direct dat fk € CO.

11.3.15. Stelling: Als £ € C, g€ C, en A >0, dan is
f)\ —f = g, T8 -

Bewijs: Het beweerde is equivalent met

f)\*g=f*gk.

Mu is
x (0 als x < A
(5, €)(x) = [£, (V)alx-t)at =
0 X
| ff(t-)\)g(x-‘b)dt als x> A
A
X (0 als x < A
(£ 2 g)(x) = [g(0)elx-t)at =
0 X
fg(t—)\)f(x—t)dt als x = A
A

Laatstgenoemde integraal gaat door de substitutie t = x+A-s8 over in

X

fg(x—s)f(s-?»)ds . | O
A

11.3.16, Stelling: Het (van de keuze van f € C, onafhankelijke) element f, +f van

M is een operator, H}\.
Bewijs: Als er een h € C met

fk.—f=h
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is, zodat

fk =hx f

onafhankelijk van f in Cé, dan geldt in het bijzonder (wegens £ % £ € CO)

(z*'z)k=h*'(,eegz)

of
) X
Vo O = fh(t)(x—t)d’c_
0
en
X ‘
Voo, X=A = fh(t)(x-t)dt .
0

Door tweemaal te differentiéren naar x komt er

dat wil zeggen h = o en
erco\{cy} fy=oxf=oy
dit is niet waar.

11.3.17. Stelling: Voor de schaar operatoren {HA}A2>Q geldt

zodat deze schaar een semigroep vormt met als eenheidselement H, = E.
Bewijs: Triviaal.

11.3.18. Operatoren als gegeneraliseerde functies

Zij ﬂk de volgende functie:

Oals O sx <A

ﬁh(x) t= {

1 als x> A,

Natuurlijk is zk geen element van C; maar wel is voor f € C de convolutie

gedefinieerd:
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0 als x< A
(£x * f)(x) = %

ff(x-t)dt als x> A\

A

en men leidt hieruit direct af dat voor een f € C0 met f' € C geldt

L
,Z}L*f_ fk’

Bij deze onderstellingen is £' = D % f zodat

H}\*f=f}\=£h*D*f,
of

"t = 1"
H}\ ,6}\ D

(Deze laatste conclusie is voorbarig, want delen is alleen birnmen het 1li-
chaam M toegestaan. )

We geven aan H, op grond van "H, =D * £A“ een interpretatie: we be-
schouwen de "afgeleide' wvan /6}\, noemen die d)\’ en verstaan daaronder onge-
veer het volgende

d)\(x) 2=
o gls x = A

{O alsx%)»

en we eisen bovendien dat
<O
er}\(t)dt =1,

zodat
x

h)\(x) = fd}\(t)dt .
0

We kunnen, met enige vindingrijkheid, d)\ * f defini&ren: Zij

1
0 als Ix-kl >'I;
gn(x) := {n als x= A

lineair voor A -

CREN

SxXS<Aen ook voor A S x < A +

B
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(o]
zodat, voor A > O, ‘Ién(f)dt =1 (alsn 2:%- is) en d kan worden opgevat
o)
als lim g (puntsgewijs). Mu is
I —>co n
0 als x < A (en n groot genoeg)
(g, * £)(=) = A+ /n
gn(t)f(x-t)dt als x> A (en n groot genoeg).
A-1/n |
en .
A+ /n A+ /n
f gn(t)f(x-t)dt = f ,gn(t)f(x'}")dt + I
A="/n A=T/n
waarin 1
A+ /n
L, = gn(t)(f(x-t)-f(x-)t))d't

AT/n

zodat, voor n groot genoeg om [f(x-f) -f(x—)&)[ < & te doen zijn,

}L+1/n
| <e g (t)at =e ,
)&—1]/;1 :
lin (&, * £)(x) = £(x-1) = £, (x) ,
of

1., 1t —
lim gn*f~fk'

I->co

Zo is er een interpretatie gevonden voor de formule

en we gzien dat de operator H?\ in deze zin overeenkomt met de gegeneraliseer-

de functie of distributie dh'

11.3.19. Opmerkingen: De "operatorenrekening" is afkomstig van Heaviside en door hem

toegepast in de electrotechniek; de algebraische behandeling ervan, zoals in
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dit hoofdstuk weergegeven, is afkomstig van Mikusinski (zie [Mi]).
Er zijn nog verschillende variaties mogelijk, die hun eigen voor- en

nadelen hebben; Bremmer en van de Pol definié&ren

X

(£ % 6)(x) == x [£(1)alx- 1)t

0]
Berg gebruikt het zogenaamde Duhamelproduct

X

(£ % g)(x) == [tt)e(x-t)at  ([ze]).
0

I3

Het begrip "distributie" is afkomstig uit de quantummechanica; hiervan
is de analytische formalisering uitgewerkt dioor Schwarz ([Sch]); zie hoofd-

stuk 12.
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12. Gegeneralisecerde functie volgens Schwarz

12.1. De ruimte van quasi-analytische functies met compacte drager

Re

12,1.1. Definities: Als ¢ € Cm", dan heet de verzameling

Do) = {x€ B | ¢(x) 7 0}

de drager van ¢; als D(p) begrensd is, is ze compact, en dan heet ¢ een

functie met compacte drager

Als ¢ een compacte drager heeft is er een inte_rval[a,b] met de eigen-
schap: x ¢ [a,b] = o(x) = 0.
Als ¢ € CmR’g en als de afgeleiden van ¢ van alle orden bestaan, heet ¢

guasi-~analytisch.
7Zij ® = {9 € Cu? | D(p) is compact & ¢ is quasi-analytisch}.
12.1.2, Stelling: @ # @ en @ £ {o}.

O als xs<sagof =21
Bewijs: Zija<ben cpa’b(x) 1=

exp(a“-X * ;—}g) als a < x < b.

DaniscpabEQD. O
H

12,1,3. Stelling: Als a <b <c < d, dan is er een x € & waarvoor
Vocpg X7 [2:4] = x(x) = 0] & [x € [b,e] = x(x) = 1] & [0 < x(x) < 1]]

Bewijs: Met P p B0 Pl g als in 12:1.2 2zij
b 2

X

fcpa,b(’c)d;c

v o (x) = == - en x analoog
a,b c,d :

co

fcpa,b(t)dt

-0

Dan wvoldoet

Xa,b,c,d = Xa,b('l - X_c,d).

aar. de voorwaarden. . O
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otellings ® is een lineaire ruimte.

Bewijs: Triviaal. : O

Definitie: Ben rij {mn}n(ZNt in ® heet d-convergent (of sterk convergent
of, als geen misverstand kan ontstaan, convergent) als
i: 3, cpy peny o 2(9y) c a0l

ii:s er een 9 € & is met de eigenschap

3

y () o) <. .

kEl\TtU{o}»Va>o ¥(k) 'n>N(k) o,

De in ii. genoemde eigenschap drukt uit dat ¢ en iedere afgeleide van ¢ uni-

forme limiet zijn van de rijen van overeenkomstige afgeleiden.

Definitie: Een lineaire functionaal -g van de vectorruimte @ heet een dig-

tributie, indien voor iedere d-convergente rij {@n}n in © geldt
g(lim cpn> = lim g(cpn) .
11 > 0 n—-o0

De verzameling der distributies noteren we ®*. In plaats van g(9)

schrijven we gewoonlijk < g,0 >.

Stelling: ®%* is, als functieruimte opgevat, een lineaire ruimte.

Bewijs: Triviaal. m

Voorbeelden:

it < g,0>:=0(0); g€ o*,
ii: < gy > = ¢"(2); g € o*.
5 oK)
iii: <g,9o>:= % oV /(k); g € o*,
k=0
ivs Zij IR de klasse van complexe functies, die op R gedefinieerd zijn en

op iedere begrensd interval van R Riemann-integreerbaar ("lokaal

Riemann-~-integreerbaar") zijn; zij £ € IR. Door
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o

< gpyp > := ‘j}(t)¢(t)dt

-0
wordt een = € ¢* gedefinieerd. Zij p de afbeelding van LR in &* met
p(f) = gf .

p is blijkbaar een lineaire afbeelding; iedere distributie die tot de

beeldruimte van p behoort, heet een reguliere distributie.
12,1.9, Stelling: De distributies 12.1.8.1i,ii en iii zijn niet regulier.

Bewijs: Beschouw < g,0 > := 9(0). Als g regulier is, is er een f € IR met

oo
Ve g 9(0) = ff(t)w(t)dt :
-0
is Stel bovendien dat f continu is. Zij a % 0O, beschouw dan de rij {¢n}n
met ¢n =Y, ¢a—1/h,a+4/h (vergelijk 12.1.2), waarin Yn z8 wordt geko-
oo
zen dat ‘f;n(t)dt =1, (n=1,23...). Als n groot genoeg is, is
- 00
¢n(o) = 0 zodat
oo
]}(t)¢n(t)dt =0.
00
Omdat
=3 a+1/n
[, e = [e)g (0 -
- 00 a~1/n
a+1/n a+l/n

]

£(a) } 4 (£)at + fe(v) - £(a) bu (t)at
a~1/n a=1/n

zodat
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o0 a+1/n

| from@as-s@l < [ lE@-s@lg 0

- 00 a~1/n
volgt uit de continuiteit van f:
f(a) =0

en bijgevolg

Neem b £ RZ en

u

Flu) := ‘I}(t)dt .

b

Omdat £ € IR is F continu. Dan geldt voor iedere ¢ € ®:

(o o] o0

ff<t>cp<t>at - fcpmm(u) :

- 00 o OO

waarin de tweede integraal een Stieltjesintegraal voorstelt (vraagstuk

i

). Nu is
fc:m)cm(u) - - [Pt @)

zodat

v, 9(0) = - [Tl (wau -

- OO
Door een soortgelijke redenering als hiervoor vindt men dan
v, F(t) =0,

en hieruit
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(]

v, 9(0) = [o(wart) =0,
-0
en dit is niet juist.
Hiermee is het eerste geval bewezen; de andere twee beweringen bewijst men

op analoge manier (zie vraagstuk O

12.2. Rekenen met distributies

oo

Vet f«p(t)dt wordt bedoeld fc}:(t)dt.

- OO0

12.2,1, Definitie: Als g € ©* en als ¢ quasi-analytisch is zodat

VCP€@q>¢€®

>

dan wordt door
< g®b,0> =< gylp >
een lineaire functionaal van @ gedefinieerd.
12.2,2, Stelling: g ® ¢ € o*,

Bewijs: Door verificatie. ’ O

12.2.3. Stelling: Voor £ € IR geldt

p(f) ® ¢ = p(£fP) .

)

it

Bewiis: Vo cg <0(f) ®4y0>=<p(f)dp >~

=ff(t)¢(t)cp(t)dt = < p(f4)0 >

zodat

p(f) ® ¢ = p(£¢) . O

12.2.4. Definitie: Als g € O* wordt g' gedefinieerd door

<gho> == <go">;
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g'! heet de afgeleide van g.

Stelling: g'€ o*.

Bewijs: Triviaal.

Stelling: Voor een f € IR met £' € LR geldt

o(£) = pls") .

. _
Bewijs: Y .o < o(f) ,0>==<op(£),0' > = Tf}(t)w'(t)dt =

?

zodat

o(£)' = p(g1) .

= - f(t)¢(t)|jio4:[}'(t)¢(t)dt =<op(f'),0 >

Voorbeeld: %ij de functie £, (a € RE) gedefinieerd door

0

Wi

Za(x) s=

als x <«
als x =«

als x> o,

zodat £, € IR en p(ﬂa) een reguliere distributie is; dan is

1
< P(/%C) @ >

De gebruikelijke notatie

- < P(ﬁa)»q" > = -fﬁa(t)cp'(t)dt =

:ﬁ%ﬂ%=¢W)-M@=¢W)-

o

voor deze distributie is 6@:

< 506’CP > = CP(OC) ’

en men noemt distributies van het type d Diracdistributies ("d-functies").

Stelling: Tedere distributie is willekeurig vaak differentieerbaar, en voor

g € &% geldt

<@ o> = (1) <g0

(n) 5 |
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Bewijs: Volgt direct uit 12.2.4 en 12.2.5. 4 O
Voorbeeld:
< 6&,@ > = = <:6d,m' > = - Q'(Q)A.

Analoog aan 11.3.14-16 voeren we een operator H, (A € B£) van IR in:

(H}\ £)(x) := flx=-21) .
Aangezien ® ¢ IR, is HK ook op @ gedefinieerd. Voor een reguliere distribu-
tie p(f) geldt dan

< p(HA £),0 > =ff(x-}\)cp(x)dx = [f(x)e(x+A)dx = < p(f),H_)\ o>,

We definiéren nu op *:

<H, 82,0 > 3= < gl , 0>, (g € &%) ,

HA g 1s weer een distributie, hetgeen eenvoudig is te verifiéren; voorts

geldt

B p(f) = p(5, 1) .

Voor iedere monotone functie h op RE en voor iedere 9 € @ bestaat

[ p(t)an(t) ,

omdat het integratiegebied wezenlijk slechts een begrensd interval is, als

Stieltjesintegraal; voor vaste h is

ny,(9) &= fcp(’c)dh(t)

natuurlijk een lineaire functionasl van &.
My, is zelfs een distributie: als {gn}n een d-convergente rij met limiet
¢ is, is

I, (0) =y (o) | < llo=g ll, [n(b) ~n(a)| ,
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waarin [a,b] een interval is dat alle dragers D(@n) omvat.

Stelling: 1, = o(n)'.

Bewijs: < my,p> =lj§(t)dh(t) @(t)h(t)ljio—‘jﬁ(t)¢!(t)dt =

t
- <p(h)p' >=<p(h) ,o>. m

il

De hoofdstellinge voor distributies

Definitie: Als g, € & en g, € ¥* en als - < a <b <o dan betekent

g =g op[a]
dat

Voco [P0@) c [asb] o< g 0> =<g,0>].

Stelling: Als f € IR, f, € IRenf | [a,b] =£ | [a,b] dan is

p(f,) =o(£,) op [a,D].
Bewijs: Triviaal. 0

Opmerking: Als p(f1) = p(fz) op [a,b] dan is £, = f, bijna overal op [a,b];

het bewijs van deze stelling hoort in de Lebesgue-integratietheorie thuis.

Stelling: Als g€ ®* en ~w<a<b <o dan is er een k € Nt U {O} en een

f € C(Re) z6 dat g = p(f)<k> op [a,b].

Opmerkingen:

i Het bewijs van de hoofdstelling 12.3.4 wordt hier niet gegeven; een
bijzonder geval van de stelling wordt bewezen in 12,3.9,

ii: Als, in 12.3.4, a = = en b =, is de bewering niet waar: beschouw

(zie 12.1.8.iii)

< 89 > := _;> e 3) .

J=0
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g is geen reguliere distributie (12.1.9.iii); als de bewering 12.3.4

ook hier éeldt, dan was

. k k k
< g9 >=< p(f)( Jio > = (1) < p(£),0%) >
voor alle ¢ € &, zodat
o0 . -
v 2 o) = (0F [e)e™ (8)as
Met een integraal F van f volgt hieruit
Z o (3) k+1 (k+1)
v, 3 o9E) = (0 fr)el ) (6)a
en op analoge wijze als in 12.1.9 volgt hieruit

v, F(t) =0
zodat an <g,p > =03 dit is onjuist.

12.3.6. We beschouwen nu de klasse @mod1 van functies die periodiek zijn met perio-
de 1 en quasi-analytisch op RE; d-convergentie betekent voor een rij {cpn}n

in ®m0d1 dat er een ¢ € ®m0d1 bestaat met

: k k
VkENtU{o} Veso E‘N(k) vn>N(k) llcpz(l )j"cP( )”oo<e .

Zij qn(t) 1= o7 2MLY (n € Gh) ‘en voor iedere g € @moda:

é(n) 1= < g,qn > .

12.\_5.7. Stelling: Als g € @ﬁod*

Y en Voo g(n) = 0, dan is g = o.

Bewijs: Als we defini&ren

1

6@) = [o(t)g,(vas

0



- 104 -

voor iedere ¢ € & dan zijn de getallen ¢(n) precies de (complex ge-

mod 1 ?

schreven) fourierco&ffici&nten van ¢ zodat

9 = jZo C“P(ﬁ)qn :
Nu is (voor m # 0)
. 1 .
o) = 5o [o(t)ag (8) -

0

It

= o(t)g (%) 1 + = f ($)p ! (+)dt
gﬂ 0 21 qn ?

in
0

il
—
o
—~
t
N
5
ot
p
o
t
I

- (‘)kj&@@><w
S e e e e e e e Smin q,\t)dt
0

door herhasald partieel integreren.

Omdat cp(k) continu, dus begrensd is, geldt:

cheqsm Vi € [C?’(n) = OGE) ; 1 710} :

od 1 il
7ij
N .

oy = zN 9(n)a, (Wenwt),

dan is
k k . k

o) - o1, < 21, Ly T86) | (2m)

en wegens
o u

u vn%o LICVRS K

is

”qa(k) - CPISIk)Hoo < (Zn)k Z:[ <e

n[>N 2
n
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voor N voldoende groot (afhankelijk van k).

Dus de ri] {q)N}N is d=convergent naar ¢, en dan is

N
<g9>= lin<gg;>= lim 3 3(n) <gaq, >=0.
N —>co N—soco n=-N

Hieruit volgt dat g = o.
12.3.8. Stelling: Als g € @mom* dan geldt
e [8@) = o([a]%), [a] -]
kENt L& ’ .
Bewijs: De bewering luidt in extenso
3 3, v |8(n)] < 4|n]®
kENt "A>0 'n€Gh !© ’

en is equivalent met

3 v (n)] < afn|¥ .

q ~
KENt “A>0 “NENt "|n|>N 8

Stel dat het tegendeel waar is:
A k
Veewm Yaso 'Nems On [|n] >N A [g)] =Aln]7] .
Hieruit volgt (voor N = k en A = 1)

Veews 3, Llnl > kA [a)] = [n]f] .

Noem de bij iedere k gevonden n, Nt

Y k
Veews [l > %1 [8)] = [T,
en beschouw
-zni'nkx
e
cpm(x) t= B S (m=1,2,3,...)
ko= (nk)
en
-2ninkx
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¢(x) is, als som van een absoluut convergente reeks, gedefinieerd, en een
luttele overweging leert dat de rij {cpm}'m d-convergent is met limiet ¢.
Hieruit volgt dat lim< 89 > =< g,0 >3 anderzijds kan evenwel de rij

m->oo
< &9y > niet convergeren, omdat

m
<g,cpm>= PN

en deze reeks is divergent.

Stelling: Als g € @mod1* en g(1) = 0, dan is er een k € Nt en een
k)

£ € ¢([0,1]) 26 dat g = p(f)(
Bewijs: Kies k 28 dat g(n) = O(Inlk-z), |n] = e, (12.3.8) en beschouw

c 2Minx
f(x) := = lnle — — ek ;

V=t CO n

de reeks is absoluut en uniform convergent zodat f € Cmod.1 c C([O,’l]).

Zij
A o) ®)
! (2ni>k
dan is

1
(oni )k

<g19qm>=

) (21:i)k (-1 < pe),q{) > -

i
BW
—
TN
M3
>
F
[(]
N
=]
(X8
&
N
o
J
N
=]
E.
|
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1
Lo, .
-mt = gﬁ—lﬁ eznl(n-m)x ax = &(m) .

=00 1N

0]

Dus < g-8,9, > = 0 voor alle m, en volgens 12.3.7 is dan g = g, Dus

(k)
® " p<('2nfi)k> ‘ .

12.3.10. Opmerking: Men kan 12,3,4 bewijzen met behulp van 12.3.9.
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