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1.1.1,

Hoofdstuk 1. Convexiteit

Zorn's lemma; een stellingname

Lemma. Een partieel geordende verzameling waarin iedere lineair geordende

deelverzameling naar boven begrensd is, heeft een meximaal element.

Het bewijs van dit lemma berust op het zgn. keuze-axioma. Een van de formule-
ringen van het keuze-axioma is de volgende: gegeven een verzameling V dan be-

staat er een functie g: P(V) -~ V met de eigenschap: VV [g(VO) € VO].

OCV,VO#O
g heet dan keuzefunctie; g "kiest" uit elke niet lege deelverzameling van V
een element.
We kunnen voor de lineaire analyse het lemma van Zorn zelf als axioma nemen.
Een andere uitspraak die eveneens equivalent is met het keuze-axioma is het
maximaliteitsbeginsel van Hausdorff: 2ij (X,<) een partieel geordende verza—
meling en zij x ¢ X dan is er een maximale lineair geordende deelverzameling
XO < X met x ¢ XO.
Uitgaande van dit maximaliteitsbeginsel kan men een eenvoudig 'bewijs" van
Zorn's lemma geven: neem in de partieel geordende verzameling een maximale
lineair geordende deelverzameling X ; krachtens het gegeven heeft elke 1i-
neair geordende deelverzameling een bovengrens; zij X, een bovengrens van XO;
dan is x, een maximaal element. Dit laatste is heel eenvoudig want als y 2 %y
dan is X, v {y} een lineair geordende deelverzameling, dus X, U {y} = Xy

y e KO en y < Xys derhalve y = Xy

Er is onder wiskundigen enig verschil van mening betreffende de toelaatbaar-
heid van op het keuze-axioma berustende bewijsmethoden. Wij scharen ons onder
de meerderheid en gebruiken ze in dit college wel. Het aftelbare keuze-axioma
waarin voor aftelbare deelverzamelingen van P(V) het bestaan van een keuze-

functie geéist wordt, onmoet veel minder bezwaren.

Convexe verzamelingen; convexe functionalen; uitbreiding van lineaire func-

tionalen; de stelling van Hahn-Banach

Definitie., Zij V een lineaire ruimte met R als scalairen (als V een lineaire
ruimte is met € als scalairen dan is V ook een lineaire ruimte met R als sca-

lairen). Een deelverzameling K © V heet convex dan en slechts dan als

vxeK VyeK Vtc[O,l] [ex + (1-t)y € KI .




1.1.2. Lemma, Zijn de verzamelingen Kh {a ¢ A) convex dan is ook n Ka convex.
acA

n

1.1.3. Lemma. 2ij K convex, AjreoasX € K, 0 = Cpseen,lpy <1, z o, = 1 dan 1is

n i=]

z a.x. ¢ K,

i=p *?

Bewijs. Inductie naar n; de inductiestap wordt gebruikt in: voor Qn+1 £0

geldt:
n+l n ai
.E 3% " (l-.un-i-]).z I -« X F %aet%ae C
i=] i=1 n+l

n
Een lineaire combinatie ? a.x, waarin a. = 0, Z a. = 1 heet convexe com-
. . i=1 i=|

binatie.

1.1.4, Lemma, Zijn K, en K, convex, a ¢ V, 8 scalair dan zijn de verzamelingen:

l

BK, := {Bx | x ¢ Kl}

1

K| + K, i={x+y | % ¢ K, ¥¢ K,} en

a+ Kl = {a+ x| xe KI} (= {a} + Kl)

alle convex.

1.1.5, Lemma. Is T: V »+ W lineair en K © V convex dan is TK een convexe deelverza-

meling van de lineaire ruimte W.

l1.1.6, Definitie. Zij M < V. Een punt p ¢ M heet intern punt van M dan en slechts

dan als

3

Yiev 650 V|6|Ss [p+ dx e M].

Een punt p heet begrenzend punt van M indien het geen intern punt van M en

geen intern punt van VAM is.

i il
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1.1.8.

1.1.9,

Definitie. Zij K convex met 0 als intern punt (men zegt in de engelse litera-

tuur wel: K is "absorbing"). Voor x ¢ V definieren we

I(x) := {a >0 | % xe Kl ={a >0 | x ¢ ok}
k(x) := inf{a | a ¢ I(x)} .

De functiongal k heet de Minkowskifunctionaal (in engelse literatuur ook wel

"gauge") van K.

Voorbeeld. Zij V een genormeerde, lineaire ruimte; K := {x | Uxll £ 1} dan is
k(x) = llxh

Lemma. (Eigenschappen van de Minkowskifunctionaal). Zij K een convexe verza-

meling met O als intern punt en k de Minkowskifunctionaal wvan K dan geldt:

a) k(0) = 0; k(x) 20 (x € V);

b) k(x) <= (x ¢ V);

c) k(Bx) = Bk(x) (x e V, B 20);

d) als x ¢ K dan k(x) < 1;

e) k(x +y) s k(x) + k({y) (x,y ¢ V);

£) {x | k(x) < 1} is de verzameling van de interne punten van K,

{x [ k(x) = 1} is de verzameling van de begrenzende punten van K,

Bewijs. Alleen e) en f) zijn niet volkomen triviaal.

e) Als v > k(x) + k(y) dan is vy te schrijven als vy = o + B met o > k(x),

B > k(y). Nu geldt:
1 B

o ]
avE@ X Ty < Ko

1 1
T ) = gl e y)

Zo vinden we k(x+y) £ v. Conclusie: k(x + y) < k(x) + k(y).

f) Als x een intern punt van K is dan is x + ex = (I +€)x ¢ K voor geschikt
gekozen £ > 0; hieruit volgt k(x) = (1 +E:)-1 < 1.
Anderzijds: Zijk(x) <1 voor zekere x eV, Om te laten zien dat x een intern
punt van K is moeten we laten zien dat er bij elke y ¢« V een ¢ > 0 bestaat
met x + Oy ¢ K voor alle [6[ < e, Kies a > 0 z5 dat (1 +a)x ¢ K. Omdat O

intern punt is, is er een €, > 0 2§ dat voor |GI| < €, het punt §,y tot K

. -1 .
behoort. Neem nu & := d(l +a) '€, dan is voor |8| < € het punt

1

o | + o
“6




een convexe combinatie van de elementen (] +a)x en (! +u)a-]6y die
tot K behoren; immers uwit [§] < a(J +u)_lel volgt [(1-+a)u‘16[ < gy.
Als k(x) > | gaan we analoog te werk: kies @ > 0, zo dat 1-a > 0 en

(1-a)x ¢ K} neemy ¢ V, € ¢, als zoeven; £ := a(l-a)-le

1+ % en merk op

1
dat voor |8] < € geldt:

(1-a)x = (1-a)(x+dy) + al(-(1 -a)a |éy)

zodat x + 8y ¢ K want uit x + 8y ¢ K zou volgen dat (! —a)x een convexe
combinatie van punten uit K dus element van K zou zijn.

Het is nu evident dat k(x) = 1 de begrenzende punten karakteriseert, O

1.1.10. Definitie. Een functionaal p: V + R heet convex indien:

) p(x) 20 (xe W)
2) p(x+y) sp(x) +p@y) (x,y ¢ V)
3) plax) = ap{x) (x ¢ V, a 2 Q).

N.B. Uit 3) volgt p(0} = 0. Uit 1.1.9 volgt dat de Minkowskifunctionaal van
een convexe verzameling met 0 als intern punt convex is. In het bijzonder is

de norm in een genormeerde lineaire ruimte convex.

Notatie, Zijn xeny ¢Y dan noteren we het segment tussen X en y:

{tx+ (1-t)y | 0 <t < 1} met (x,y) .
De nu volgende twee lemma's zijn eenvoudig te bewijzen,

I.1.11., Lemma. Het punt X, is een begrenzend punt van de convexe verzameling K dan
en slechts dan indien er, van X verschillende, punten X, en x, in V zijn

waarvoor (xo,x]) c K en (xo,xz) c V\K.

1.1.12, Lemma. Zij p een convexe functionaal; ¥ > 0; a € V dan zijn
K i=1{xev| px-a) <yl

K, = {x e V] px-a) £ v}

convexe verzamelingen.

De begrenzende punten van K en Kl zijn juist de punten x waarvoor p(x-a) =Y.




Bewijs. Men kan zich beperken tot a = 0. Het enige interessante detail is te
ff laten zien dat voor een begrenzend punt %y van {xev ] p(x) = v} volgt dat

p(xo) =y, Bij zo'n %y bestaan er volgens !.,1.1] punten x, en ) z6 dat voor

1
alle t, 0 < t < ], geldt: p((l-—t)x0 + txl) < v, p((l--t)x0 + txz) > y¥. Der-
f halve is (] -t)p(xo) = p({] -t)xo) = p{(} -t)xo + tx] - txl)sp((l -t)x0+tx]) +

+ tp(—xl) Sy + tp(-xl) en y < p((l'-t)xo-ftxz)s (l-t)p(xo) + tp(xz). Laat

men in (1-t)p(xy) = v + tp(-x,) en v < (1-t)p(xy) + tp(x,) nu t naar nul na-
deren dan volgt: p(xy) < v; v = p(xy) dus v = p(xy). 0

De nu volgende reeks lemma's en stellingen gaat over voortzetting van line-

aire functionalen.

1.1.13. Lemma. Zij V een reéle lineaire ruimte, W een deelruimte van V, X een punt
: van V buiten W, zij W' het lineaire opspansel van W en Xy

Als p een convexe functionaal op W' is en f een lineaire functionaal op W
zodanig dat f(x) = p(x) voor alle x ¢ W, dan is er een lineaire functionaal

f' op W' zodanig dat

f(x) = £'(x) (x ¢ W)
f'(x) < p(x) (x e W) .

Bewijs. Voor Yy eny, ¢ W geldt:

£G) = £ = £ =y s 20 =y = Pl v x5~ () + %)) <
2Py +x5) + ply, —xy)

%' Derhalve is

(x) “p(ty, = %) - £y S ply, + %) - £(y))

Definiéren we m en M resp. als

m := sup{-p(~y - xo) - f(y) | ¥y ¢ W}

M = inf{p(y + x5) - £(y) | v e W}

dan volgt uit de ongelijkheid (%) dat == < m s M < =, Kies nu een getal ¢

20 dat m S ¢ £ M. Elk element x ¢ W' is eenduidig te schrijven als X =Y +ax,
met y ¢ W. We defini€ren £'(x) := f(y) + ac (x ¢ W'), Het is vanzelfsprekend
dat f' een lineaire uitbreiding van f is; wat we moeten laten zien is dat de

keuze van ¢ garandeert dat f£'(x) < p(x) (x ¢ W'), m.a.w. dat




1.1,

‘4.

f(y) + vc = p(y+ax0) (y e W, 2 € R)

Neem y ¢ Wen a ¢ R, We onderscheiden gevallen:

1) a > 0. Omdat ¢ < Mis ¢S pay + %) - £(&y). Dus
1 1
ac £ aply + %)) - af(GFy) =ply +axy) - £(y)

2Y o = 0. Triviaal.

3) a < 0, Omdat m< c is =-p(- é-y - xo) - f(&-y) < ¢. Dus
(=) (-p(- 7 ¥ - %) = (WEGY) s e ;

herschreven ac + f£(y) 5 p(y + axU). 0

Stelling (Hahn-Banach). Zij p een convexe functionaal op een reéle lineaire
ruimte V, f een lineaire functionaal op een deelruimte W van V die voldoet
aan f(x) < p(x) voor alle x uit W, dan is er een lineaire functionaal f' op

V die op W met f samenvalt en die voor alle x voldoet aan f'(x) < p(x).

Bewijs. Laat F zijn de verzameling van alle lineaire uitbreidingen f van £
die voldoen aan f(x) < p(x) (x e dom ?). [N.B. f is een uitbreiding van f wil
zeggen: dom f>domf en F(x) = f(x) voor alle x ¢ dom £f]. Wat we moeten la-
ten zien is dat er in F een element f' is met dom f' = V. Op F definieren we
een partiéle ordening door fl < f2 als f2 een uitbreiding is wvan fl' Als
{fi | i ¢ 1} een lineair geordende deelverzameling is van de partifel geor-
dende verzameling (F,<) dan kunnen we een bovengrens fo van {fi I i e I} aan-
geven door:

dom f0 = U dom fi

1el
fo(x) He fi(x) als x e dom £, .

Merk op dat de waarde fo(x) onafhankelijk is van de gekozen 1 met x ¢ dom fi'
Uit het lemma van Zorn volgt nu: (F,<) heeft een maximaal element, zeg f'.
Nu is dom f' = V anders konden we nl, m,b.v. ).].13 een echte uitbreiding

van f' vinden in tegenspraak met de maximaliteit, 0

Opmerking. Als V een eindige of aftelbare basis heeft, dan kan eindig of af-

telbaar vaak toepassen van 1.1.13 het gebruik van Zorn's lemma vervangen.

B
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1.1.15. Gevolg. Is V reéle lineaire ruimte, p(x) convex en X, € V, dan is er een li-

1.

1.16.

neaire functionaal f met f(xo) = p(xo) en f(x) = p(x) voor alle x € V.

Bewijs. Als %, = 0 neem dan f = 0, Zij anders W de Eéndimensionale deelruim-
te W i= {ax0 | a ¢ R}; definieer f(axo) 1= ap(xo), merk op £(x) £ p(x) (xeW)
en pas 1.1.14 toe. O

Vanwege het enorme belang van de stelling van Hahn~Banach besteden we enige
aandacht aan de complexe versie. Elk van de uitspraken: 1.1.14, 1.1.16,
1.1.18, 1.1.19, 1.1.20, 1.1.21, 1.1.23 noemt men wel de stelling van Hahn-

Banach.

Definitie. Een convexe functionaal op een reele of complexe lineaire ruimte heet
symmetrisch als p(ax) = lalp(x) alle x ¢ V en alle scalairen a.

Als voorbeeld kan gelden de norm in een genormeerde lineaire ruimte. Een
deelverzameling M < V heet symmetrisch als uit x ¢ M en Ial = ] volgt ax ¢ M;
anders gezegd oM © M voor alle « met fa| = 1. (Opmerking: M heet "balanced"

als oM < M voor alle o met |a[ < 1.)

1.1.17, Lemma. Zij p een symmetrische functionaal dan is

1.

1,18,

1) M= {x eV | p(x) = 0} een deelruimte ,
2) K= {x eV I p(x) < v} een symmetrische convexe verzameling voor
elke vy 2 0.

De volgende stelling is de versie van de stelling van Hahn-Banach voor 1i-

neaire ruimten met complexe scalairen,

Stelling. Zij V een complexe lineaire ruimte. Zij p een symmetrische func-
tionaal op V en f een lineaire functionaal op een deelruimte W die voldoet
aan lf(x)] < p(x) voor alle x € W, dan heeft f een lineaire uitbreiding F op
V die voldoet aan |F(x)| s p(x) (x e V).

Bewijs. Beschouww V als reele lineaire ruimte en zet f(x) = f](x) + ifz(x)
waarbij fl(x) = Re f(x) en f2(x) = Im f{x) reeel lineaire functionalen zijm.
("Reeel lineair" wil zeggen: f](x-ry) = £,(x) + fl(y) voor alle x en y;

fl(ax) = ufl(x) voor alle x en reéle o). Er is een verband tussen fl en f2.




Beschouw nl.

i(fl(x) + if,(x)) = if(x) = £(ix) = fl(ix) + ifz(ix) .

Voor alle x ¢ W geldt dus fl(ix) = -fz(x).

Nu is £ (x) < p(x) dus £ (x) is uit te breiden tot een reéel lineaire func-

tionaal fl

op V met f;(x) < p(x) volgens 1.1.14, Definieer:
F(x) := f;(x) - if;(ix) (x e V)

Deze functionaal F is een reeel lineaire uitbreiding van f op V. Omdat

F(ix) = f;(ix) - if;(-x) = f;(ix) + if;(x) = iF(x)

is F ook complex lineair. Tenslotte zullen we laten zien dat [F(x)| s plx)
voor alle x ¢ V. Als F(x) = 0 is hieraan vanzelfsprekend voldaan; als F(x) ¥#0

neem dan § := arg F(x) zodat

F(x) = e-ieF(x) = F(e-iex) = f;(e-iex) < p(e_iex) = p(x) .

De stelling van Hahn-Banach is een van de meest gebruikte stellingen uit de

functionaalanalyse. We bespreken een aantal gevolgen.

1.1.19, Stelling. Is p een symmetrische functionaal op een complexe lineaire ruimte
V en Xy € V, dan is er een lineaire functionaal f met f(xo) = p(xo) en
|£¢x}| s p(x) (alle x € V).

Bewijs. Als 1.1.15. O

Een van de vormen waarin men de stelling van Hzhn-Banach in Banachruimten

(of algemeen in genormeerde lineaire ruimten) gebruikt is de volgende.

1.1.20, Stelling. Is X een genormeerde lineaire ruimte, Y c X een gesloten deelruimte
en x, ¢ Y. Dan is er een begrensde lineaire functionaal f met f(xo) =1,
£(¥Y) = 0 (i.e. f(y) = 0 voor alle y ¢ Y).

Bewijs. Allereerst merken we op dat inf{lly - %o | vy € ¥} =: d >0 is. Ieder

punt z van het lineaire opspansel, Z, van Y en x, is eenduidig te schrijven

0

als z = y + aXy met y e Yena = a(z) ¢ €. Nu is £(z) := f(y + ax.) := o een

)
0
lineaire functionaal op Z. Omdat voor a ¥ 0 geldr




1.1.21,

1.1.22.

bzl =By + ax il = [afi- 2y - x,0 2 [a|d

zien we dat f op Z voldoet aan de ongelijkheid |f(z)] s~§|zﬂ. Nu is~§lz” een
symmetrische functionaal zodat f volgens 1.1.18 voortgezet kan worden, Deze

voortzetting voldoet aan de eisen, 0

Merk op dat in genormeerde lineaire ruimten altijd een symmetrische functio-
naal (nl. || ) aanwezig is. De volgende stelling is een verscherping van

Hahn=-Banach voor genormeerde lineaire ruimten.

Stelling. Is V een genormeerde lineaire ruimte, W een deelruimte en g een
begrensde lineaire functionaal op W, dan bestaat er een begrensde lineaire
functionaal, £, op V die voldoet aan:

£(x) = g(x) (x¢e W

en
NEGL = ligh .

Bewijs. De symmetrische functionaal op V, p(x) := gl llxll, voldoet aan

|g(x}| < p(x) (x € W). Volgens de stelling van Hahn-Banach is er een line-
aire functionaal f op V die voldoet aan £(x) = g(x) (x € W) en

[E(x)] s px) =llgll Izl (x e V).

Uit de laatste opgelijkheid volgt dat f begrensd is en £ < llgll. Voorts is:

g = sup{|g(x)| | xll=1, x € W} = sup{|[£¢x)] | lIxll=1, x ¢ W}
< sup{[E(x)| | lixll=1, x ¢ V} = Jifl.

(De eerste en laatste gelijkheid zijn juist de definities van de norm van een

lineaire functionaal op W en op V.) Combinerend vinden we [£fli = |igll. 0

Een sterk meetkundig gekleurde variant van de stelling van Hahn-Banach is de
scheidingsstelling voor convexe verzamelingen 1.1.23. Eerst enkele definities

en een opmerking.

Definitie. Zij V een lineaire ruimte en M,N c V. We zeggen dat de lineaire
functionaal f de verzamelingen M en N scheidt indien er een reeel getal ¢
bestaat zd dat

Re £(M) 2 ¢ 2 Re £{(N)
of

A

Re f (M) c £ Re £(N) .




—]0-..

Opmerking. Men ziet gemakkelijk dat f scheidt M en N dan en slechts dan als
f scheidt M-N en {0}.

1.1.23, Stelling (Scheidingsstelling). Zijn M en N niet lege disjuncte convexe ver-

zamelingen in een (complexe) lineaire ruimte V en heeft M een intern punt

dan is er een lineaire functionaal, niet gelijk aan de nul-functionaal, die

M en N scheidt.

Bewijs.

1) Neem aan dat V een reele lineaire ruimte is. Als p een intern punt van M

2)

is beschouwen we M~p en N-p. Zonder verlies asan algemeenheid kunnen we
dus aannemen dat O een intern punt van M is., Zij q ¢ N, dan is -qe M-N
en 0 is een intern punt van K := M-N+q, Omdat M n N =0 is O ¢ M - N,

q ¢ K; de Minkowskifunctionaal k(x) van K voldoet aan k(q) 2 1. Definieer
fo(aq) i= gk(q), fo is dan lineair op {aq | o ¢ R}, terwijl fo(aq) <k(aqg)
voor alle reele a«. Volgens de stelling van Hahn-Banach kan f0 uitgebreid
worden tot een lineaire functionaal £ op de hele V met behoud van

f(x) s k(x). Hieruit volgt £(K) s 1, f(q) 2 1; dus f scheidt K en {q},
dus f scheidt M~N en {0}, dus f scheidt M en N.

Is V complex, beschouw V dan eerst als reele lineaire ruimte. Volgens bo-
venstaande redenering is er een reeelwaardige functie, f, die voldoet aan
f(x + y) = £(x) + £(y) en f(ax) = af(x) (a ¢ R) en 26 dat £(M) en £(N)
tot intervallen behoren waarvan de doorsnede hoogstens &&n punt is. Defi-
nieéren we F door F(x) := £(x) - if(ix) dan is F complex lineair en F
scheidt M en N. d

De stelling van Hahn-Banach laat aardige meetkundige interpretaties toe; we

geven &&n voorbeeld, Stel dat K een convexe verzameling in een reele line-

aire ruimte is, bepsald door p(x) < v (y > 0). 2ij X, een begrenzend punt

van K (dan is p(xo) ® v). Zij £(x) een lineaire functionaal met f(xo) =p(xo)

en f(x) < p(x) (alle x ¢ V) (zo'n f bestaat; zie 1.1.15), Dan is

W

:= {x ¢ V | £(x) = vy} een hypervlak in V. Voor elke x ¢ K geldt:

f(x) < p(x) < y. K ligt dus geheel aan é&n kant van W. W heet stukhypervlak

(hyperplane of support). Op grond van de stelling van Hahn-Banach heeft K in

elk begrenzend punt een stukhypervlak,
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1.2.1.

Intermezzo; De continue lineaire functionalen op C[0,1]; Een stelling van

F. Riesz; Momentenproblemen

Als intermezzo bespreken we als 8&n van de belangrijkste toepassingen van de
stelling van Hahn-Banach: het voorstellen van begrensde lineaire functiona-

len op ruimten van continue functies door middel van integralen.

Stelling. De volgende beweringen zijn equivalent.

* - . » . 13 «
1) x is een continue (= begrensde) lineaire functiocnaal op de ruimte van de
continue functies op het gesloten interval [0,1] met maximumnorm.
2) Er is een complexwaardige functie g van begrensde variatie op [0,1] zodat

voor alle continue functies f op [0,1] geldt:

1
x (£) = I f(t)dg(t) .
0

(De integraal is een Riemann-Stieltjes integraal.)

Bovendien, als x" en g samenhangen als in deze stelling dan is ™It = vig),

de totale variatie van g.

Bewijs. We beginnen met in herinnering te roepen dat de functie g: [0,1]1 > €

van begrensde variatie heet indien
n
V@):=suﬂk£]|guk)-ghm_ﬁl | 0=ty<t <t << =1} <w

is.
Het is evident dat bij gegeven g:

1

£+ J £(t)dg(t)
0

een lineaire functionaal is die begrensd is en norm = V(g) heeft. Het inte-

ressante deel van het bewijs is te laten zien dat er bij een begrensde line-
. . * . .

aire functionaal x een g gevonden kan worden. C[0,!] is een deelruimte van

B[0,1], de ruimte van de begrensde functies op [0,i]. Als
IEl = sup{|£¢t)| | 0 < ¢ = 1}

is B[0,1] een genormeerde ruimte met C[O,!] als gesloten deelruimte. Volgens

de stelling van Hahn-Banach (1.1.21) is er een begrensde lineaire functionaal
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z" op B[O,1] met z*(f) = x*(f) als f continu is en 2"l = I'x" .

We definiéren een functie g op [0,1] door:

g{0) =0
g(x) = z*(x(o's]). 0 <ss1,

hierin is x[O s] de karakteristieke functie van het interval [0,s]. We zul-
’

len nu eerst laten zien dat g van begrensde variatie is. Neem een partitie

0 =1¢, < tl < ... < tn = | en beschouw de trapfunctie h gedefinieerd door

0

h(t) = 8 VOOr t_, < tsS t, k = 1,...,n waarin

{0 als g(t, ) = g(tk-l)
exp (-1 arg(g(tk) - g(tk-l)) anders .

Het is duidelijk dat h ¢ B[0,1] en dat [hll < ). We kunnen ook zeggen:

n n
h= ] ax =1 a - X )
Ly K e T Tl Ao, T X, )

(n.b. ¥ (s) £ 0), Uit deze schrijfwijze volgt:
(0,0]

n n
kgl lg(t,) -8t | = kgl a, (8(t,) —8(t,_)) =

=z"h) szl int<x"1l .

Dus g is van begrensde variatie en V(g) s ™ b

Vervolgens zullen we laten zien dat voor continue functies

1
x (f) = f £(t)dg(t)
0

is., Neem een continue functie f en een verdeling 0 = Bg € By S e <t = 1.

We definiéren een functie h « B[0,1] door:

n
R="] f(r,_)(x - X ) .
k=1 k-1 (O,th (O,tk_lj
Voor deze h geldt:
* o~ n
27 (h) = ] £t (@) - gle,_)) .

k=]
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Zij € > 0. We kunnen nu de verdeling van [0,1] zo fijn nemen dat:
1) ik - £1l < ¢ (gebruik de uniforme continulteit van £},

1
n
2) | 1 £ @) -gle ) - ff(n)dgml <e.
k=1
0

De Riemann-Stieltjes integraal bestaat en is benaderbaar met Riemann-Stieljes

sommen omdat f continu is en g van begrensde variatie., Nu blijkt dat
] !
|2*(£) - J £ dgl s |25(E) -2 ()] + |27 @) - J £ dg| <
0 0
sUz*WIE =Bl +es Q2"+ 1)e .
Aangezien € willekeurig was volgt

I
2 () = x(£) = f £(t)dg(t) .

0
Omdat
1
*
Ix (f)| = | J f dg[ < Eiv(g)
0
is Ix 0 < V(g). We hadden reeds V(g) S]Ix*H, zodat lx Il = Vig). il

Opmerking. Het is zeer wel mogelijk dat g, en &, verschillende functies van
begrensde variatie zijn die dezelfde functionaal Of]f dg opleveren. Het is
kennelijk de door g gedefinieerde maat die een-eenduidig met de lineaire
functionalen correspondeert. Stelling 1.2.1 kan zeer sterk gegeneraliseerd

worden:

Stelling. (Riesz representatie stelling, we geven geen bewijs). Als S een

compacte Hausdorffruimte is dan bestaat er een isometrisch isomorfisme tus-—
sen enerzijds de ruimte van de continue lineaire functionalen op de ruimte
van de continue functies op § en anderzijds de ruimte van de reguliere com
plexwaardige Borel maten op S, en wel zo dat de functionaal x* en de ermee

corresponderende maat p voldoen aan
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x (f) = J £(t)uldt)
S

voor alle continue functies f.

(Voor de definities van de gebruikte begrippen en voor een bewijs verwijzen

we naar Dunford-Schwartz, Linear Operators I, Ch. IV, § 6).

Momentenproblemen. Een van de klassieke momentenproblemen is het volgende:

gegeven een rij (reéle of complexe) getallen c, ne= 0,1,2,...; bestaat er

een (reele of complexe) functie van begrensde variatie g zodanig dat

1
[ tndg(t) =c =n-= 0,1,2,... 12
0

Dit probleem kan met behulp van stelling !.2.1 anders geformuleerd worden.
Bestaat er een lineaire functionaal x" in de duale ruimte van cfo,1] die

voldoet aan x*(Tt tn) = cn?

Een ander momentenprobleem is het trigonometrisch momentenprobleem: zij gege-
ven een collectie complexe getallen <, (z ¢ Z); bestaat er een functie van

begrensde variatie g met

1
f exp(2mnizk)dg(t) = c, (z e ) ?
0

Ook dit en andere momentenproblemen zijn te vertalen in vragen over begrensde
lineaire functionalen. Momentenproblemen duiken op veel plaatsen in de wis-
kunde op, o0.a. in de waarschijnlijkheidsrekening waar de vraag gesteld wordt
wanneer de momenten  van een kansverdeling de verdelingsfunctie bepalen.

We bespreken in dit verband een stelling die nodige en voldoende voorwaarden
geeft voor het bestaan van oplossingen van momentenproblemen voor genormeerde

ruimten.




1.2.4. Stelling. Zij V een genormeerde lineaire ruimte (over (), {ci} complexe

iel
getallen en {xi}ieI punten uit V; dan zijn de volgende beweringen equivalent:
i 1) Er is een begrensde lineaire functionaal x op V die voldoet aan

x*(xi) = ¢; voor alle i ¢ I.

2) Er is een positief getal M z3d dat

|Zaici| < Ml Zax,

voor alle verzamelingen {ai | i € I} wvan complexe getallen waarin slechts

eindig veel a; ongelijk aan mnul zijn.

Bewijs. Als er een X bestaat dan is
* * *
.C.| = |[La, L) 0= X, )| =
|za;c,| ]Zalx (x)] = |x (Ta;x)| < lix Ilza x|

Dus uit 1) volgt 2) met M = | x"Il. Het andere deel van het bewijs nl., dat uit
2) ook 1) volgt is diepzinniger. Zij W het lineaire opspansel van {xil ie1l

(W bestaat dus uit alle eindige sommen Zaixi). Op W definieren we y* door:

*
y (Eaixi) i= Zaici .

Ga na dat y* wel-gedefinieerd is (als Za.,x. ® Ib.x. dan is Za.c. = Ib.c.),
i1 i%i ivi it

lineair op W en begrensd (dit is juist het gegeven 2)). Volgens de stelling

van Hahn-Banach (1.1.21) is er een begrensde lineaire functionaal x* op V

met hx il = ly™ll en x“(x) = y"(x) als x € W, 0

‘ 3. Convexiteit en topologie. Een stelling van Mazur

We zullen ons in deze paragraaf bezighouden met topologische beschouwingen
over convexiteit,

Tenzij anders vermeld is V een topologische vectorruimte (zie lineaire ana-
lyse I, definitie 1.4.,1), die tevens Hausdorffruimte is (in de literatuur is

de scheidingseigenschap van Hausdorff bijna altijd opgenomen onder de axioma's

van de topologische vectorruimte). De eerste stelling geeft het verband tus-

sen intern en inwendig, tussen begrenzend punt en randpunt.




1.3.1. Stelling.

1) Als X convex is dan zijn het inwendige, R, en de afsluiting, R, van K con-
vex.

2) Elk inwendig punt van een verzameling is ook intern punt.

3) Als K een convexe verzameling is met tenminste €&n inwendig punt dan geldt:

3.1. p is intern punt van K dan en slechts dan als p inwendig punt van K is;

3.2. p is begrenzend punt van K dan en slechts dan als p randpunt van K is;

3.3. het inwendige van K ligt dicht in K.

Bewijs.

i) We definiéren een functie y: V x V x [0,1] + V door ¥(x,y,t) :=tx+ (1-t)y
(x,y ¢ V, 0= t < 1), Deze functie ¥ is continu. Een verzameling K is con-
vex dan en slechts dan als (K x K x [0,1]) K, Zij K convex dan volgt

uit de continulteit van y dat:

PExEx[0,1) = y(FXKxT0,1D) c yE xKx 10,1 c K .

Derhalve is de afsluiting van K convex.

ii) Neem aan dat K convexis,p € ﬁ, q e R; we zullen laten zien dat het seg~
ment (p,q) binnen R ligt. Er is een omgeving U van O 25 dat p + U ¢ K,
Neem t vast,0 < t < 1. De verzameling t—E-T U+q is een omgeving van q,

deze bevat dus een punt q; van K:

- t
UG " T=-1

u, + q voor zekere U € v.

Ul = t(p + U) + (1 - t)q] is open. Bovendien Ul < K en

tp+(l-t)g=t(p+u)) +(fl-t)(tf, up+q) = t(p+u)+ (1-1t)q,

. Q
1s een punt van U dus van K,

’
iii) Uit ii) volgt dir;ct dat K convex is als K convex is, zodat 1) nu ge-
heel bewezen is. Ock volgt uit ii) dat als K een inwendig punt p heeft
dat E =K (i.e. 3.3). Het gestelde onder 2) is een direct gevolg van
de definitie van een topologische vectorruimte. Tevens volgt uit 2) dat

begrenzende punten randpunten zijn.
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iv) Van elk van de onderdelen 3.1 en 3.2 moet nog een van twee implicaties
bewezen worden. Laat p een inwendig punt zijn van de convexe verzame-
ling K., We moeten nog laten zien als q, intern punt van K is, dan is q,
inwendig punt van K en eveneens, als q, randpunt is dan is q, begrenzend
punt. Zij q, intern punt, dan behoort r := -egp + (I +e)q] =q; +e(q1 -p)
tot K voor voldoend kleine ¢ > 0. Maar q, ¢ {r,p) want Q =73z *

1+¢
T2 P volgens ii) is q, dus een inwendig punt van K.
Als 4, randpunt is van K dan is het geen intern punt, want we weten al
dat interne punten inwendig zijn. Ook is (p,qz) e K volgens ii) dus 4

is geen intern punt van V\K. Conclusie: 9, is begrenzend punt van K. [

Voorbeeld. Laat V de deelruimte van de ruimte van de begrensde rijen zijn
bestaande uit de "eindige rijtjes" (met maximum norm), d.w.z. (al,az,a3,..) eV

dan en slechts dan als 3 [an = 0], 2ij K de deelverzameling van V

v
NelN '"nz=N
bestaande uit de rijtjes waarvoor [an| < 1/n. K is een convexe verzameling

zonder inwendige maar met de corsprong als intern punt.

lemma. Zijn A en K gesloten verzamelingen in V en is K compact, dan is A+K

gesloten.

Bewijs. Zij p € A + K, Bij elke omgeving U van p beschouwen we

KU:={_keK[keU-A}-Kn(U-A).

Omdat p ¢ A + K, is Ky ¥ @, Als Ul < U, dan is Ky © KU . Eindige doorsneden
1 2

van verzamelingen zijn niet leeg; als immers n K M ovee N = @
g J g )
n i n

dan zou uit Ky hoou €0 = @ volgen dat de verzameling Ky n
1 L n L] ] L I

i=] i U,
leeg was en dat is ze niet omdat U] N oves N Un een open omgeving is van p.

De afsluitingen KU vormen e¢en collectie gesloten deelverzamelingen van de
compacte verzameling K, waarvan geen eindige deelcollectie een lege doorsnede
heeft. Er is dus een k0 ¢ K die voldoet aan k0 € RU voor alle omgevingen U
van p. Voor elke omgeving N van 0 geldt nu (N-+k0) n(N+p=-A) # @, dus
(N-N-+k0) n (p~A) # . Omdat er bij elke omgeving M van de ocorsprong een N
bestaat met N-N © M (continuiteit van x-y!) vinden we dat elke omgeving
van k, niet lege doorsnede heeft met p~A. Derhalve is kj e P-2 =p-4, dus
k0 =P - a; en p = aj +k0 ¢ A+K. Omdat p een willekeurig element uit A+ K

was, hebben we bewezen dat A +K gesloten is. 0
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Opmerking. Het is niet moeilijk voorbeelden te geven van gesloten verzamelin-

gen A en B, geen van beide compact, waarvoor A+B niet gesloten is,

Definities. Zij A < V.

co(A), het convexe omhulsel, is de doorsnede van alle convexe verzamelingen

die A omvatten; het is de verzameling van alle convexe combinaties van pun-

ten uit A.

co(A), het gesloten convexe omhulsel, is de doorsnede van alle gesloten con-
vexe verzamelingen die A omvatten,

N.B. Het is duidelijk dat co(A) en co(A) convexe verzamelingen zijn,

De overige elementaire eigenschappen van convexe omhulsels worden uitgedrukt
in het volgende lemma.

Lemma.

1) co(A+B) = co(A) + co(B); co{cd) = aco(Ad).

2) EE(A) e ColA) (ﬁ is de afsluiting van B).

3) co(ad) = aco(A).

4) Als co(A) compact is dan is Co(A+B) = co(A) + co(B).

5) Als co(A) en co(B) beide compact zijn dan is co(AuB) = co(co(A) uco(B)).

Bewijs.

1) Omdat Zti(ai-fbi) = ztiai + Ztibi, is het eenvoudig in te zien dat
co{A+B) © co(A) + co(B). De inclusie co(A) + co(B) © co(A+B) vraagt iets
meer voorzichtigheid. Als y ¢ Ben x = Etiai € co(A) (hierin is uiteraard
t. 2 0, Eti = 1) dan is x+y = Eti(ai +y). Derhalve co(A) + y = co(A+Yy);
co(A) + B c co(A+B). We passen dit nu tweemaal toe: eerst met B i.p.v. A
en co(A) i.p.v. B (we krijgen dan co(B) + co(A) © co(B + co(a))) daarna met
de verzameling A en B als zoeven (B + co(A) © co(A+B)). Als resultaat
zien we co(A) + co(B) € co(co(A+B)) = co(A+B), De laatste gelijkheid is
een pevolg van het feit dat co(A+B) zelf convex is. De rest van (1) is
triviaal.

2) Omdat co(A) gesloten is en co(A) > co(A) geldt: Co(A) > co(A). Anderzijds
is de afsluiting van de convexe verzameling co(A) convex (stelling 1.3.1.1),"
dus co(a) > co(A).

3) Combinatie van 1) en 2).



T .

4)

5)

_19-

co(a) + co(B) is convex (1.1.4) en gesloten (1.3.3), dus co(A+B) € co(4) +
+ co(B). Omdat de optelling in een topologische vectorruimte continu is
geldt X + Yc X+ Y voor alle X,Y € V; in ons geval vinden we (ook 1} en

2) worden gebruikt):

co(A+B) = Co(A+B) = co'(A) +co(B) 2 colA) + co(B) = colA) +co(B)

Als een verzameling C gesloten en convex is en C > A U B dan geldt C > &
en dus C > co(A); C> B en dus C> co(B); C> co(A) U co(B) en tenslotte
€ > co(co(A) U co(B)). Dit passen we toe met C = co(A u B), Dus co(AUB) >
> co(co(a) v co(B)), Nu de andere inclusie, Uit het gegeven volgt dat

K := co(A) x co(B) x [0,1] een compacte verzameling is in V x V x R (be-
wijs dit!). De afbeelding y: (p,q,t) > tp + (1 -t)q beeldt deze verzame-
ling K continu af in co(co(A) U co(B)). Het beeld Y(K) is compact en dus
gesloten. Bovendien is ¢ (K) > A u B. Als het ons lukt te laten zien dat

Y(K) convex is, dan kunnen we concluderen dat
co(A U B) © U(K) c co(co(A) u co(B)) .

Welnu U(K) is convex want als t,p, * (I--t])ql en t,p, *+ (1 -tz)q2
(0 = tl,t2 < 13 PysPy € co(A); 9,,9, € co(B)) twee punten uit Y(K) zijn,
dan geldt voor 0 < A £ ] dat

ra= A(ep, ¢ (mta) ¢ (=0 (ep, + (1-5,)q,) =

At (1=-2)t A -t) (1=-2(-t,)
=ul—=tp, + 2o, + G-w|———4q, + 2 q
THRS m 2 T-w T - u 2|’

waarin u := At] + (l--l)t2 {pas het bewijs aan als y = 0 of y = 1). Omdat
P, en p, tot de convexe verzameling co(A) behoren geldt hetzelfde voor de

convexe combinatie

Atl . (1-1)1;2
P - P2 °

Evenzo behoort de convexe combinatie van q, en q, uit de tweede term tot

co(B); conclusie r ¢ Y(K) en ¥(K) is convex. il

We hebben een hulpstelling nodig over verzamelingen in een metrische ruimte

X,

met metriek d. Eerst definiéren we een daarin te gebruiken begrip.
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Definitie. K © X heet totaal begrensd indien er bij elke positieve £ een ein-

dige collectie punten k ,...,kn in K bestaat (e-net) zodat elk punt van K tot

l
de verzameling {kl""'kn} een afstand kleiner dan € heeft. M.a.w.

min{d(ki,x) | 1 =1,...,0) < ¢

voor elke x uit K, m.,a.w. de open ballen met middelpunten ki""’kn en straal
€ overdekken K, De open bal met middelpunt k en straal e noteren we als B(k,e),
dus B(k,e) = {x ¢ X | llx -~ kli < ¢}.

Hulpstelling. Zij K een gesloten deelverzameling van een metrische ruimte.

De volgende uitspraken zijn equivalent:

a} K is rij-compact.
b} K is compact.

c) K is totaal begrensd en volledig.

Een bewijs van deze stelling voert ons te ver van ons onderwerp af. Voor een
bewijs vewijzen we naar bijv. Dunford-Schwartz, Linear Operators I, theorem
1.6.15 of J. Dieudonné&, Foundations of modern analysis, theorem 3.16.1 (to-

taal begrensd heet bij Dieudonné: precompact).

Stelling. (Mazur). Zij X een Banachruimte, A een compacte verzameling in X

dan is co(A) compact.

Bewijs. Omdat co(A) als gesloten deelverzameling van een volledige metrische
ruimte zelf volledig is, is het op grond van 1.3.7 voldoende om aan te tonen
dat co(A) totaal begrensd is. Zij € > 0, Er is een eindige verzameling

{zl,...,zn} € A z5 dat de ballen B(z;,}€), i = 1,...,n, een open overdekking
van A vormen, Zij K := co{z!,...,zn}. Bij elke x ¢ A zoeken we

m

vix) ¢ {t,...,n} 26 dat llx - zv(x)” < fe is, Voor y € co(A) geldt: y =izl S
voor zekere Yi € & a; Z 0, Zojy = 1, maar dan is:

m m
ly - Z a.2 fl < z a.lly, ~z Il < ie .
=y 2O TR O

We hebben zo gevonden:

Vyeco(A) azeK ly = zli< $e] .
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1.3.9!

I.3.10,

1.3.11.

Triviaal is

VerE(A) Byeco(A) Ox -yl < e,
Combinerend:

Vxez;(A) 3.k fhx =2zl < 4] .

K zelf is een compacte verzameling (want de continue afbeelding y: [0,1]7+X

n
met w(t],tz,...,tn) : P
{(tyaeenty) € £0,1] | £, +t,

Er zijn dus eindig veel punten in K (en dus in co(a) > K): kl""’ks zodat

tizi beeldt de compacte verzameling

tooatt = 1} af op K). K is dus totaal begrensd.

s
] B(kj,%) > K, Als we dit resultaat combineren met
12
VxEE(A) EZEK (lx = zl < 4e]
vinden we dat kl""'ks een t-net voor cof(4) is. 0

We interesseren ons ook voor topologische eigenschappen samenhangend met het

scheiden van disjuncte convexe verzamelingen door lineaire functionmalen.

Lemma. Als een lineaire functionaal f, £ # 0, op een topologische vectorruim
te twee verzamelingen scheidt, waarvan er €én een inwendig punt heeft, dan

is £ continu.

Bewijs. Zij Re f = h, het is voldoende te laten zien dat h continu is (denk
aan £(x) = h(x) - ih(ix)). Zij A de verzameling met een inwendig punt p. Zij
N een omgeving van O zodat p + N < A, Dan is h(N) < h(A) - h(p) deelverzame-
ling van een interval van de vorm (-=,a) of (-a,=) met a > 0. Neem M:=Nn (-K)
dan is h(M) c (-a,a). Bij gegeven ¢ > 0 is sa-IM dan een omgeving van 0 met.
h(ca M) c (-¢,e). 0

Gevolg. In een topologische vectorruimte kan elk tweetal disjuncte convexe
verzamelingen waarvan er &én een inwendig punt heeft gescheiden worden door

een continue lineaire functionaal.

Definitie. Heeft in een topologische vectorruimte 0 een omgevingsbasis be-

staande uit symmetrische verzamelingen dan heet de topologie locaal convex.
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1.3.12, Stelling. Laat Kl en K.2 disjuncte gesloten convexe verzamelingen in een lo-

‘.alll

10412.
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caal convexe topologische vectorruimte zijn en zij Kl compact. Dan bestaan
er: een continue lineaire functionaal £, een recel getal ¢ en een € > 0 zo-

danig dat

Re f(Kz) € gc-g < ¢ < Re f(Kl) .

Bewijs. Kl---l(2 is convex (1.1.4), gesloten (1.3.3) en 0 ¢ K]-Kz. Er is een

symmetrische omgeving UvanOmet U n (Kl-KQ) =@, U en K]--K2 worden door
een lineaire functionaal f, £ ¥ 0, gescheiden (1.1.23) en f is continu
(1.3.9). Er is een getal d ¢ R met Re f(K]-KZ) 2 d 2 Re £(U). Het bewiijs is
voltooid als we kunnen laten zien dat d > 0., Omdat £ # 0 is, is er een x met
f(x) = 1 (ga na); hieruit volgt f(ax) = o, maar ax ¢ U als « klein genoeg is.

Er is dus een € > 0 zo dat f{(U) alle scalairen van modulus < £ bevat. 0

Extreme punten; De stelling van Krein-Milman; Zwakke topologie; De zwakke *

topologie; De stelling van Alaoglu; Een toepassing; het bang-bang principe

van Liapounov.

Definitie. Zij X een vectorruimte en K < X. Een niet lege deelverzameling

A © K heet een extreme deelverzameling van K indien uit tk, +(1-t)k, ¢ A

met 0 <t < 1, kl,k2 e K volgt:

k1 € A en k2 € A,

Bestaat A uit &&n punt dan spreken we van een extreem punt. Bekijk voorbeel-

den met x = RZ,RB,IR“.

Lemma. Zij A c B c Kc X, Als B een extreme deelverzameling van K en A een

extreme deelverzameling van B is, dan is A extreme deelverzameling van K.

Bewijs. Zij 0 <t < 1, k},k2 € Ken tk, + (l---t)k2 ¢ A, Dan is
tk, + (l--t)k2 ¢ B en omdat B extreme deelverzameling is van K volgt k],k2 € B.

Omdat A extreme deelverzameling is van B volgt dan k ,k, ¢ A, 0

Lemma. (Krein-Milman lemma). Een niet lege compacte verzameling in een locaal

convexe topologische vectorruimte heeft extreme punten,




Bewijs. Zij K compact in de locaal convexe topologische vectorruimte X. A zij
de familie van de niet lege, gesloten, extreme deelverzamelingen van K. A#0
; want K € A, We ordenen A d.m.v. inclusie, d.w.2z2. A < A' = A c A', Als Al
v een lineair geordende deelverzameling van A is, dan zullen we laten zien

dat A, := n A een benedengrens van AI is. Het is niet moeilijk te laten
AcA
1

zien dat A, een gesloten, extreme verzameling is. Dat A # @ is volgt uit de

compactheid wvan K. Als nl. de collectie gesloten deelverzamelingen Al een

lege doorsnede zou hebben dan zou er zijn een eindige deelcollectie

: n

A, LA L ,...,A met n A ., =@, (Als de doorsnede van een ccollectie ge-
1,1'71,2 I,n =1 1,1

sloten deelverzamelingen van een compacte verzameling leeg is, vormen de com—

plementen van deze gesloten deelverzamelingen een open overdekking!). Omdat
n
tot de lineair geordende Al behoren is n A de kleinste
im=] ’
en dus niet leeg. Tegenspraak.

v

b Al’l,...,A

l,n
van de verzamelingen Al,l""’Al,n
Gevolg: Elke lineair geordende deelverzameling van A is naar beneden begrensd.
: Uit het lemma van Zorn volgt nu: er is een minimaal element in A, zeg AO. We

zullen laten zien dat AO uit €én punt bestaat. Ook dit laten we zien door een

bewijs uit het ongerijmde. Veronderstel dat p en q, p # q tot AO behoren. Op
. grond van 1.3.12 is er een continue lineaire functionsal f met Re £(p) <Re f(q).
{ We beschouwen nu A6 = {x ¢ A, | Re £(x) = inf{Re f(y) | v ¢ AO}}. Omdat AO
als gesloten deelverzameling van de compacte verzameling K zelf compact is
neemt de continue functie Re f op AO zijn infimum aan; A6 ¥ ¢. Uit de conti-
nulteit van Re f volgt ook dat A6 gesloten is. A) ¥ A omdat q ¢ Aj. Als we
kunnen laten zien dat A6 een extreme deelverzameling van K is hebben we een
tegenspraak met de minimaliteit van AU verkregen., We zul}en laten zien dat
A6 extreme deelverzameling van Ay is en dan lemma 1.4.2 toepassen. Zij O <t <]

a,b ¢ AO en ta + (I -t)b ¢ Aﬁ. Dan is

i vy i®= min{Re f(y) | y € AO} = Re f(ta+ (1 -t)b) =

= t Re £(a) + (1 -t)Re f(b) .

Hieruit volgt Re f(a) = Re f(b) = v, dus a,b ¢ A6. O

l1.4.4. StellinE. (Krein-Milman). Zij K een compacte verzameling in een locaal con-
vexe topologische vectorruimte; E de verzameling van extreme punten van K

dan geldt:

co(E) oK.
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Bewijs. Stel k ¢ K, k { co(E). Op grond van 1.3.12 is er een continue line-
aire functionaal f en een positief getal £ 25 dat Re f(co(E)) 2 Re f(k) +¢.
Zij K, := {x ¢ K| Re £(x) = inf{Re f(y) | y € K}}. Als in het vorige bewijs
ziet men dat X, een niet lege, gesloten en dus compacte, extreme deelverza-

]
meling van K is. K. n E = @; K, bevat dus geen extreme punten van K, dus

1 1
(1.4,2) in het geheel geen extreme punten in tegenspraak met lemma 1.4.3. [

1.4.5, Gevolg. Is K compact en convex dan is K = co(E).

1.4.6. Stelling. Is-Q een compacte verzameling in een locaal convexe topclogische
vectorruimte waarvan EE(Q) compact is, dan behoren alle extreme punten van
co(Q) tot Q.

(Opmerking. Als de ruimte een Banachruimte is dan zegt de stelling van Mazur

(1.3.8) dat aan de eis dat co(Q) compact is voor alle compacte Q voldaan is.)

Bewijs. Stel p extreem punt van co(Q) en p £ Q. Dan is er een omgeving U0

van 0 met (p~+U0) n Q=@. Neem een symmetrische omgeving U van 0 met

U-Uc U Dan (p+U-U) n Q=@ (p+U) n (QnU) =¢endus p ¢ Q+U. De
collectie {q+U | q € Q} vormt een open overdekking van Q, er zijn dus
Gysee+sq, € Q zodat Q c U?El (q; + U). Ve definiéren Ki:EEZKGE;:Tb nQ).
Dan is Ki c E;—Tﬁ'omdat U symmetrisch is; Ki is een gesloten en dus compacte

deelverzameling van co(Q). We hebben

co(Q) = E(Kl u K

2U00|UKn)=CO(K]U---UK),

n

omdat Ki = o Ki compact is (lemma 1.3,5.5).

Men ziet gemakkelijk dat p ¢ co(Q) geschreven kan worden als 2?=1 tiki met
ki € Ki' ti z 0, Eti = . Uit het feit dat p extreem punt is volgt dat ki_=p

voer elke 1 waarvoor ti > 0 is. Dus

n n
Pe u Kjpe v g +Ujpe 9 + U  voor zekere j .
i=1 i=)

We hebben dus (p+U) n (qj + U) # ¢ in tegenspraak met (p+U)n(Q+U) = ¢@. O

Hoe meer compacte verzamelingen er in een locaal convexe topologische vector—
ruimte zijn, des te meer heeft men aan de stelling van Krein~Milman. Vandaar
dat in belangrijke toepassingen meestal niet de norm topologie gebruikt wordt

maar een zwakkere (met minder open en dus meer compacte verzamelingen),
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Geinduceerde topologie (zwakke topologie).

Z2ij fa: X+ Y (a € A) een collectie afbeeldingen van een verzameling X in een
topologische ruimte Y. Als we in X de discrete topologie hebben waarin alle
deelverzamelingen van X open zijn dan zijn alle fa automatisch continu. We
zoeken de kleinste topologie i.e. de topologie met de minste open verzame-
lingen, ook wel genoemd de zwakste topologie op X waarvoor alle fa nog con-
tinu zijn. Deze topologie heet de door {fa | & ¢ A} geinduceerde topologie
(ook wel de zwakke topologie geinduceerd door {fa | « € A}). Opdat alle £
continu zijn is nodig dat alle deelverzamelingen van de vorm f:(O), met o €A
en 0 open in Y, open verzamelingen in X zijn. Nu vormt de collectie

§ 1= {f:(O) ] @ ¢ A, O open in Y} in het algemeen geen topologie. De verza-
meling van alle verenigingen van eindige doorsneden van elementen uit §
vormt wel een topologie en dit is juist de zwakke topologie geinduceerd door
de collectie {fa | @ ¢ A}. Een collectie B van open verzamelingen die zo is
dat elke open verzameling een vereniging is van elementen uit B heet een ba-
sis voor de topologie. Een collectie S die zo is dat de verzameling van alle
eindige doorsneden van elementen uit S een basis vormt heet subbasis voor de
topologie. In deze zin is {f:(O) | @ ¢ A} een subbasis van de zwakke topolo—

gie geinduceerd door {fa | o ¢ A},

Voorbeeld. In Ly is de topologie van de zwakke convergentie, de zwakke topo-
logie geinduceerd door alle lineaire functionalen., Deze is echt zwakker dan
de norm topoclogie want als {gk | k ¢ N1 een totaal orthonormzal systeem is
dan is Hng = | terwijl voor elke f ¢ Lyt (f,gk) + 0 als k + =, Dus g ™ 0
in de zwakke topologie. De verzameling {x ¢ L, | xll < 1} die een open omge-

ving van 0 is in de norm topologie is dus niet open in de zwakke topologie.

Voorbeeld. Het topologische product. Als Xa {(a € A) een collectie topologi-

sche ruimten is dan is de product topologie de zwakke topologie op I X ge-

aeA
induceerd door de projecties projB : (I Xu) > KB (B € A). Een subbasis van
acl
de producttopologie wordt gevormd door alle verzamelingen Il Ou waarbij wvoor
ach
o ¢ a, geldt Oy = X, en voor & = o, geldt 0olo is open in xao.

Voor topologische producten geldt als belangrijkste stelling:
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Stelling (Tychonov). Als Xa (a0 ¢ A) compacte Hausdorffruimten zijn dan is

i} Xu een compacte Hausdorffruimte.
aed

Het bewijs van deze stelling berust op het lemma van Zorn. We bespreken het

niet. Zij bijv. Dunford~Schwartz Linear Operators I, theorem 1,8.5.

Stelling. Zij X een genormeerde vectorruimte. De zwakke topologie in X gein-
duceerd door de begrensde lineaire functionalen is een locaal convexe line-

aire topologie.

Bewijs. We definieren N(xo,e,f) = {x ¢ X | If(x) - f(xo)l < g}, dan is de

collectie {N(xo,e,f) | Xy € X, e >0, £ ¢ X"} een subbasis voor de zwakke
topologie (x* is de verzameling van alle begrensde lineaire functionalen).
Omdat

[ECtx+ (1= t)y = £(x )| < e]E) - £(x) | + U - EG) - £Gx) |

0 < t=<1, zijn de verzamelingen N(xo,s,f) convex. Bovendien is N(xo,s,f) =
=Xy + N{(0,e,f) en N(O,c,f) is symmetrisch. Een basis van de topologie vormen

de verzamelingen

NGxps€ aeense s f e, ) = {xeX |[fi(x)-fi(x0)] <Ess i=1,..,n}

* . *
als n ¢ NN, Ei >0, fi ¢ X . Een andere basis is {N(xo,s,..,e,f‘,..,fn) [xo € X,
e > 0, fi e X (1=1,...,n)}. De meeste eisen van de lineaire topologie zijn

eenvoudig, bijv.

N(x-+y,€,...,e,fl,...,f ) :N(x,is,...,!E,fl,...,fn) +

+N(y,§s,...,§e,f],...,fn) .

Dat de geinduceerde topologie Hausdorff is volgt uit de scheidingsstelling
(1.3.12): als p ¥ q dan is er een begrensde lineaire functionaal en een ge-
tal € > 0 met |[f(p) - £(q)| > e. Dan is N(p,ie,f) n N(q,iec,f) = 0. 0

De zwakke »* topologile

We kunnen stelling 1.4.11 toepassen op X*; dit is ook een genormeerde ruimte
en daarin is dus een zwakke topologie gedefinieerd. We bekijken echter een
i.h.a. nog zwakkere topologie, geinduceerd niet door alle begrensde lineaire

. * . - . .
functionalen op X (i.e. X**) maar door de deelcollectie van de evaluatie-
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functionalen. De evaluatiefunctionaal va is voor elke x € X de begrensde
lineaire functionaal op X" gedefinieerd door va(x*) 1= x*(x) voor alle

x" ¢ X*. De norm van va berekenen we gemakkelijk:

NEv Il = sup{[x"(x)| | Ix"k =1} ;

enerzijds volgt uit |x*(x)l < I x"0 nxll dat HvaH £ xll; anderzijds volgt uit
1,1.21 dat er een x" is met x (x) = Ixllen Ax Il = 1 dus HvaH 2 Ixl

IIEVXH = {xll. Merk op dat x~+Ev_ een isometrische inbedding is van X in .

De topologie in x* geinduceerd door alle evaluaties heet de zwakke * topolo-

gie van x* (ock wel: de X topologie in X*}. Men moet verifieren dat de zwak-

ke * topologie een locaal convexe lineaire topologie is.
In de zwakke » topologie zijn er veel compacte verzamelingen:

Stelling (Alaoglu). Zij X een genormeerde ruimte. De gesloten norm-één bal

in X*: 8% = {x* ¢ X" | Ix*1l < 1} is compact in de zwakke =* topologie.

Bewijs. Voor elke x ¢ X zij b, = {x ¢ €| |]A] s lxl}; dan is A compact en

volgens Tychonov's stelling (1.4,10) is dan ook C := I 4, compact. Elke
xcX
¢ ¢ C kan beschouwd worden als een functie X - € die voldoet aan

le(x)] = Iprojxcl s xll

. . * .
Op deze wijze is S op te vatten als deelverzameling van C en omdat de eva-
luatiefunctionalen juist overeenkomen met de projecties op de componenten van

noa, is de topologie die s* heeft als deelverzameling van C juist de zwak~-
xeX
ke * topologie. Omdat C compact en Hausdorff is, is het voldoende om te la-

ten zien dat S in C gesloten is. Maar s* = n A n n., B waarbi j
x,y€X X,¥ aed 0y X
* xeX
= j = j £+ 5 £}
Ax,y {f ¢ C | pr03x+yf Proj projy
en

Ba,x i= {f ¢ C | prOJaxf = o prOfo} .

Op grond van de continuiteit van de projecties is elke Ax y en elke Bu « 88
b} ?

sloten, dus is §" gesloten. Derhalve s* is compact. 0

Gevolg. Elke normbegrensde, zwak x gesloten deelverzameling van X" is zwak

* compact.
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1.4.15. Voor de nu volgende toepassing van de steiling van Krein-Milman verwijzen we
naar H. Hermes and J.P. Lasalle, Functional Analysis and Time Optimal Control
(BW 6911).
2ij I een interval; L_(I) de (equivalentie klassen van) reele essentieel be-

grensde Lebesgue meetbare functies op I met norm

£l = ess sup|£(x)] .
Ll(I) de (equivalentie klassen van) reéle meetbare functies op I met

el = J [E(t)|dt < =,
I

T = L . (Geen bewijs in dit college.)

ZijWie fue L (D | 0su(t) s1 (teD}
Zij tenslotte y: I - R een (vaste) functie uit LI(I)‘

Belangrijk voor ons is dat L

1.4.16, Lemma. M := { [ y(t)u(t)dt ] u ¢ W} is compact en convex, dus M is een be-

1
grensd gesloten interval.

Bewijs. W= {u ¢ L (I) | e - uOIIm £ }} waarin u, de functie constant gelijk

¥
aan 4 is. Volgens 1.4.14 is W zwak * compact. Evy(u) = I y(t)ult)dt en Evy

1
is continu in de zwakke » topologie; derhalve is M compact. Dat M convex is,

is triviaal. C

1.4.17, Stelling (Liapounov, vaak gencemd: Bang-Bang stelling).

M= I y(t)xE(t)dt | E meetbaar, E ¢ I} .
I

Bewijs. We moeten laten zien dat voor elke a € M de verzameling

Wa = fu e W ] [ y(t)ul(t)dt = a}
I

een karakteristieke functie bevat, Wa is niet leeg, gesloten in de zwakke *
topologie en dus zwak * compact, Wa is bovendien convex. Volgens de stelling
van Krein-Milman is Wa dus het gesloten convexe omhulsel van zijn extreme

elementen. Als we op grond van het Krein-Milman lemma eenmaal weten dat Wa
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v extreme elementen bezit, is het niet moeilijk te laten zien dat elk extreem

element de karakteristieke functie van een meetbare verzameling is. Stel nl.

% dat uy een extreem element van Wa is waarvoor er een € > 0 en een meetbare

‘ verzameling E met positieve maat bestaat zodat £ < uo(t) €£1=-¢vwvoortceeE.

We zullen laten zien dat hieruit een tegenspraak volgt. Kies E],E2 binnen E

26 dat u(E;) > 0 (u is Lebesguemaat; u(El) = J dt), u(EZ) >0, E,nE, = @.
E

1
Bepaal dan @, en a, zodanig dat de (equivalentieklasse wvan de) functie

h = alel + aszz voldoet aan:

[ y(t)h(t)dt = o f y(t)dt + @, J y(t)dt = 0 ,

I E] E2

terwijl a? + g2 > 0, la] <€, |B] < &.
Deze functie h is dan niet gelijk aan 0 ¢ £_(I) terwijl -h + uy en +h + ug
beide in Wa zitten. Omdat $(-h + uo) + 4(h + uo) = u, en -h + uy ¥ h + uy is

u, geen extreem element, Tegenspraak. 0

5, Vaste punten

I.5.1., Definitie. Een topologische ruimte R heeft de vaste punt eigenschap als elke

continue afbeelding T: R -+ R een vast punt x heeft (d.w.z. Tx = x).

1.5.2. Lemma. Als R homeomorf met R is en R heeft de vaste punt eigenschap dan heeft

ook R de vaste punt eigenschap.

~

Bewijs. Zij ¢: R = R een homeomorfisme. Als T: R -+ R een continue afbeelding

. . -] ~ , . . .
is dan 1is ¢ o T o ¢ een continue afbeelding van R in R; is p een vast punt

van w-l o T o ¢ dan is ¢(p) vast punt van T, O

We vermelden:

T E T R T

1.5.3. Stelling (Brouwer). De gesloten eenheidsbal in R" heeft de vaste punt eigen-

schap.
De stelling van Brouwer is de opstap voor verdere vaste punt stellingen:

1.5.4, Voorbeeld. De fundamentaalbalk van Hilbert heeft de vaste punt eigenschap.
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N.B. De fundamentaalbalk is de deelverzameling van 22:

. 1
{(xn)ne]N €%y | Vnel\ltlxn| < ?1']} = K.

Om te bewijzen dat de fundamentaalbalk K de vaste punt eigenschap heeft moet
men eerst laten zien dat K compact is (gebruik 1.3.7). Zij vervolgens T: K+K

continu. Definieer voor elke N € N de projectie n_: K-+ X door

N
ﬂN(xl,xz,...) = (xl,xz,...,xN,O,O,...) .

CN 1= nN(K) is homeomorf met de gesloten eenheidsbal in'R2N (CN is homeomorf
2N

met R ); CN heeft dus de vaste punt eigenschap. Ty ° T: CN > CN heeft een
vast punt, zeg Y.
Er geldt:
@«
=2
lyg =~ Tyl s ¢ § nH
n=N+1
en dit nadert naar 0 als N + ®, Omdat K compact is heeft de rij (yn)nEN een
convergente deelrij (ynk)keli' Noem het limietpunt y dan geldt
ly = Tyll<lly-y_ Il +lly. =Ty I+ IITy. - Tyll»0 .
" " " "k
Dus y = Ty. 0

1.5.5. Stelling (Schauder). Is K een compacte convexe verzameling in een genormeerde

ruimte dan heeft K de vaste punt eigenschap.

Het bewijs dat wij schetsen maakt gebruik van een uiterst krachtige techniek
nl. simpliciale approximatie. Wil men meer informatie over simpliciale verde-
lingen dan zie men bijv. Kantorovich-Akilov: Functional Analysis in Normed

Spaces, blz. 631 e.v.

Bewijs. Zij F een continue afbeelding van K in K. Uit de compactheid van K

volgt dan dat F uniform continu is, m.a.w.

() v llx=yl<d=ilF(x) -~ F(y)ll < €]

Vs>0 36>0 xeK,yeK
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2ij ¢ > 0, neem een 8§ zodat aan (*) voldaan is en 0 < § < e. Kies xl,..,xne:K
zd dat

n

u B(x.,i8) > K.
. 1

1=]

Definieer Kt = EETxI,...,xn}. Kt is isomorf met een polytoop in een zekere
BF. We kunnen dus Ke verdelen in simplexen cj zo dat elk deelsimplex cj bin-
nen een bal met straal 48 ligt (anders gezegd: 28 dat de diameter van elk
simplex < & is).

De simpliciale verdeling van KE geeft ons een eindige collectie hoekpunten
Yysrees¥, €0 elke x ¢ KE is op eenduidige wijze te schrijven als convexe com-
binatie van de hoekpunten van het laagst dimensionale deelsimplex waartoe hij
behoort. Bij elk hoekpunt y van een deelsimplex uit de verdeling kiezen we
een punt F_(y) dat voldoet aan IF_(y) = F(y) Il < & en F_(y) € K. Als x € K_
te schrijven is als x = Ejtjyj dan definieren we Fe(x) ==thjF€(yj). We krij-
gen zo een continue afbeelding Fe: KE + Ke' Op grond van de stelling van
Brouwer heeft deze een vast punt P, € KE dus Fe(pe) =P,

Het is duidelijk dat Ke een benadering is van K, FE is op Ke een goede bena-

dering voor F want voor x ¢ KE geldt:

HFE(x) - F(x)ll = EthFE(yj) - F(x) Il =

1A

th(HFE(yj)"F(yj)[|+ HF(yj) - F{xll) <

IA

Etj(é +e) £ 2e .

Hierin is o.a. gebruikt dat Etj = ] en dat yj als hoekpunt van het simplex
o, dat x bevat voldoet aan Hyj - xl ; Gi

Nemen we nu achtereenvolgens ¢ = | ,3-,3-,...dan vinden we de rij vaste pun-
ten (pl/n)nelV Deze heeft omdat K compact is een convergente deelrij

(pl/nk)keli; noem de limiet hiervan p, dan is:
IF(p) = plt < IIF(p) - F(pl/nk_) i + IIF(p”nk) - F”“k(p‘/“k) I+
+ Hp,/nk - pl = IlF(p]/n_k) - F() I+ 2/n + ”pl/nk - pll+0

als k + =, Derhalve is F(p) = p. O

Stelling (Schauder-Tychonov). Als voorafgaande maar dan met een locaal con-

vexe topologische vectorruimte i.p.v. een genormeerde ruimte.
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Bewijs. Het bewijs is analoog aan het voorgaande als men alle £ en ¢ maar
vervangt door geschikte symmetrische omgevingen van 0. Zie bijv. M.M. Day,

Normed Linear Spaces, blz. 82. 0

Stelling (Markov-Kakutani)}. Zij K een compacte convexe deelverzameling van

een locaal convexe topologische vectorruimte X; I een commuterende familie

van continue lineaire afbeeldingen van K in K, dan is er een p € K met Tp=p

voor alle T uit 1.

Bewijs. Zij n ¢ N, T ¢ I. Definieer T_ := %(I + T+ T 4+ TN, 245 K de

familie: K:= {T_(K) | ne N, T e I}. Elk element van K is een compacte, con-
n

vexe deelverzameling van K. Uit TS = ST volgt TS =S T en dus T S (K) ¢

n'm mn n m
c Tn(K) n Sm(K). Hieruit volgt dat elke eindige doorsnede van elementen uit

K niet leeg is; immers zijn T,S,U,...,V ¢ I en n,m,%,...,k ¢ N dan is

Tn(K) n Sm(K) n Uz(K) N owee N vk(K) > TnSmU .o Vk(K) .

£
Uit de compactheid van K volgt nu

fp e n T (K]
Tel
ne N
(vergelijk het bewijs van 1,3.3).

E]peil(

Stel dat voor zekere T uit S geldt: Tp ¥ p dan is er een symmetrische omge-
ving U van 0 met Tp -péU. Als n e N dan volgt uit p ¢ T (K) dat er een
q, € K is met p = —(I FT 4,0+ T )q « Omdat T lineair is, is dan

Tp = —{T + T2 4,4 Tn)q en Ip - p = l(Tn - I)q . Omdat " q, € K, q ¢ Ken
-(T - I)q ¢ U is, volgt —(K - K) ¢ U voor glle n ¢ N. Maar K - K is com~

pact (wegens de continuiteit van (x,y) > xy) en u nlU = X dus {nU |neZN}

n=1
is een open overdekking van K~ K; dezeheeft een eindige deeloverdekking
nlU U..ounlU; isme= max{nl,...,n } dan nUv...vnUcal dus

—(K - K) ¢ U, tegenspraak. Dus Tp = p voor alle T ¢ [. 0

Opmerking. Vergelijkt men de vaste puntenstellingen van Banach (zie Algebra
en Analyse, stelling 5.2.17 of Lineaire Analyse I), Schauder-Tychonov en
Markov-Kakutani dan blijkt dat voor de eerste sterke eisen opgelegd worden
aan de afbeelding die het vaste punt moet hebben; bij Schauder wordt van el-
ke continue afbeelding het bestaan van een vast punt bewezen, maar alleen
onder sterke voorwaarden op te leggen aan het definitiegebied (dit moet nl.

compact en convex zijn). In de laatste stelling worden zowel aan de afbeel-



_33_

dingen als aan het definitiegebied, sterke eisen gesteld, maar het resultaat

is dan ook een simultaan vast punt voor een hele familie van afbeeldingen.

Appendix

De stelling van Brouwer (gepubliceerd in 1912) is van groot belang voor vele
gebieden van de analyse, de algebralsche topologie, de differentiaal topolo-
gie enz. Er bestaan vele bewijzen van., Geen daarvan is gelijktijdig eenvou-
dig en elementair. Een elementair maar spitsvormig bewijs staat in Dunford-
Schwartz, blz. 467-470,

Een zeer eenvoudig bewijs dat echter de diepzinmige stelling van Sard ge-

bruikt staat in Milnor: Topology from the differentiable viewpoint, blz. 14,

Voor ons het aantrekkelijkste bewijs is dat uit Kantorovich-Akilov, blz. 63i-
640 omdat daarin de belangrijke (van Brouwer afkomstige) methode wvan de sim-

pliciale verdelingen gebruikt wordt. Zie voor een variant hiervan:

V.V. Nemyckii, The fixed point method in analysis,
A.M. 8. Translations 2(34), 1963, blz. 1=37,

Omdat de stelling van Brouwer zoveel gebruikt wordt in gebieden die betrek-
kelijk ver van de klassieke analyse en topologie afstaan wordt er nog steeds

naar zogenaamde eenvoudipgere bewijzen gezocht. Een voorbeeld:

Kiyoshi Kuga. Brouwer's fixed-point theorem: an alternative proof.
SIAM Journal Math. Anal. Vol. 5, no. 6, 1974 (blz. B93-897).

Dit artikel geschreven vanuit de behoefte van de mathematische economie ge-
bruikt Bernstein polynomen maar is verder uiterst elementair; de prijs voor

het afzien van geavanceerde resultaten is hier een gecompliceerde rekenmpartij.

Literatuur bij hoofdstuk 1

Naast de verwijzingen die bij met name genocemde details in de tekst voorko-
men, geven we een lijst van aanbevolen studiemateriaal. Alle nodige voorken-

nis kan men putten vuit:

Syllabus Lineaire Analyse I
Algebra en Analyse.

Ook uit bijv.

J. Dieudonné, Foundations of Modern Analysis.

A.L. Brown, A. Page, Elements of Functional Analysis,
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Behalve in deze syllabus, kan men de stof van hoofdstuk | ook vinden in:

M.M. Day, Normed linear Spaces.

N, Dunford, J.T. Schwarz, Linear Operators I.

R. Holmes, Geometric Functional Analysis and its Applications.

L.V. Kantorovich, G.P. Akilov, Functional Analysis in Normed Spaces.
R. Larsen, Functional Analysis, an introduction,

M.A. Naimark, Normed Rings (Normed Algebras).




1,

2-1-].

_35_

Hoofdstuk 2. Spectrale theorie

Spectrale theorie in Cn; Matrixfuncties

In deze inleidende paragraaf bespreken we enige resultaten uit de lineaire
algebra (matrixrekening) die als aanloop kunnen dienen voor de theorie die

zal wvolgen,

e . ., n . . :
Definities en notaties., Zij T: " + ¢ een lineaire operator (deze is auto-

matisch begrensd omdat de dimensie van ¢” eindig is). Is P(A) een polynoom

in XA dan kan men A door T vervangen: P(T): ¢+ ¢,

Het spectrum van T, o(T), isde verzameling van de complexe getallen X\ waar-
voor AI - T singulier is. In het eindig dimensionale geval bestaat het spec-—
trum juist uit alle eigenwaarden van T. Voor k = 0,1,2,,., en A complex de-

finiéren we:

N = {x e € | (T - ADXx = 0}

v := min{k | NI;H = ¥}

Men ziet eenvoudig dat * € o(T) dan en slechts dan als v(A) > 0,

. Stelling. Als P en Q polynomen zijn dan geldt P(T) = Q(T) dan en slechts dan

als P - Q nulpunten van de orde 2 v()) heeft in elke A ¢ o(T).

Bewijs. Zonder verlies aan algemeenheid kunnen we voor Q het nulpolyncom ne-

. n .. n
men. Laat XireroaX een basis van € zijn. De vectoren X Tgl,ng T X

1’ 17" ]
zijn lineaire afhankelijk; er bestaat derhalve een polyncom (van graad < n)
S] met SI(T)51 = 0., Hetzelfde argument herhaald voor KoyseeosX geeft polyno-

men SZ""’Sn met de eigenschap Si(T)lci = 0. Neem R = Sl""’sn dan is

R(T)x = 0 voor alle x dus R{T) = 0, Stel R(A) =aH:=](A - Ai)ai. Als Ai {o(D)
dan volgt uit (T - Ai1)3_= 0 dat x = 0. Dit betekent dat voor de deler
k a.
R (W) := 1 (=) .
i=]
Aieo(T)

van R(A) geldt dat RI(T) = 0,
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o
Stel voorts a, > v(A,), schrijf R0 = (A = &) 'R,(A) met Ry(A,) # 0. Om-
1 o i 1 (1 ) 271
AY)
dat uit (T - A]I) ]y_ = Q volgt dat (T - J\II) ! y=0 vinden we dat
v(i )
(T -0 ! R, (T) = 0.
Ook dit argument herhalen we en wel voor elke A ¢ o(T). Resultaat
k Bi
Rs(l) e .H (x - Ai)
1=}
Aieo(T)

waarin Bi im min{ai,v(ki)} voldoet nog steeds aan R3(T) =0,

Als nu P nulpunten van orde 2 v(X) heeft in elke A ¢ o(T) dan geldt P(}) =

= R3(A)Q(A) en dus P(T) = 0. a.

Is anderzijds P(T) = O waarin P(A) = b HEEI(A - Ai) 1 dan volgt als voorheen
dat ook PI(T) = 0 met

" ”
Pl(l) = .H {(n - Ai) .
1=1
Aiec(T)

Zonder verlies aan algemeenheid kunnen we dus veronderstellen
{AI,...,AP} < g(T). Oock geldt o(T) < {Al..
staan met A, ¥ Ay 1= 1,000,p, Ay € o(T) dan was er een y ¥ 0 met Ty = oY

derhalve P(T)y = P(Ao)z.# 0 dus P(T) # 0.

Stel voorts a, < v(ll) dan is er een x ¥ 0 met

..,Ap] want als er een Ay 2zou be-

@)+l o
T-AD ! x=0, @-2D 'xko0.

a
Stel (T - A]I) 15_= Yy, dan is Ty = Alx. P(») kan geschreven worden als

a
P(A) = (0 - Ay lQ(?\) met Q(A,) # 0. Nu is P(T)x = (T)y = Q(x,)y ¥ 0 in te-
genspraak met P(T) = 0, Derhalve is @ 2 va ), 1= 1,..0,p. 0

. Definitie, Met F(T) geven we aan de verzameling van de functies die locaal

analytisch zijn in een omgeving van het spectrum van T.

N.B. Als de omgeving 0f van o(T) waarop een zekere f ¢ F(T) analytisch is
niet samenhangend is, wordt niet geeist dat de restricties van f tot de com-
ponenten van 0f door analytische voortzetting uit elkaar verkregen kunnen

worden.

h,u_ o
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Voor een element f uit F(T) definiéren we f(T) als volgt: zij P een polynoom

met

£y . P(m)(A), 0<msv(r) - 1

voor elke A ¢ o(T), dan f(T) := P(T). De vorige stelling laat zien dat f(T)

onafhankelijk is van het gekozen polyncom P.

2.1.4. Eigenschappen. f,g ¢ F(T), a,B ¢ C.
1) af(T) + Bg(T) = (af + Bg)(T).

2) £(T)g(T) = (£-g)(T) = g(T)+£(T).
m
3) Als £(}) = Ia A" dan is £(T) = ] o 7,
0
4) £(T) =0 dan en slechts dan als f(m)(l) = 0 voor elke X ¢ ¢(T) en elke m

met 0 £ m < v{(}) - 1.

2.1.5, Projectoren. 2ij AO ¢ o(T); zij ey (A) een functie identiek gelijk aanm 1 in
0
een omgeving van AO en identiek gelijk aan O in een omgeving van ieder ander

punt uit het spectrum van T. We noteren

: 0 0
2.1.6. Stellins.
1) Ei = EA .
0 0
2) E, E, =E E. =0 als A, # X _ .
AO Al Al AO
3) I= ) E
Aea(T)

Het bewijs volgt direct uit de eigenschappen 2.1.4.]1 en 2.1.4.2,

LT

2.1.7. Laat het spectrum van T bestaan uit k verschillende punten X

o n »
Xi = EliC dan geldt:

v A, €en zij

1’ k

" = X] & X @,...0 Xk

n . . . .
€ is de directe som van de beeldruimten van de projectoren.
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Bovendien is

TX. =TE. € = E_TC" ¢ X. .
1 . X. 1

1 1

A

Dus bij elke splitsing van het spectrum in k punten hoort een splitsing van
de ruimte in k invariante deelruimten.

2.1.8. Opmerking. Omdat (Ai - A)
elk punt van g(T) geldt:

e (%) een nulpunt heeft van de orde v(}) in
i

v(Ai)
(A.I-T) E =0 ,
1 Ai

Op de invariante deelruimte is T = AiI + (T - AiI) de som van een veelvoud

van de eenheidsoperator en een nilpotente operator (denk aan Jordankastjes).

2.1.9, Stelling. Als ) € o(T) dan is

n v(})
E = .
Ac NA
Bewijs., (T = AI)“(A)EA = 0; derhalve is EAGn c N;(A). Omdat Z E. =1
vA) v( )Aec(T)
hoeven we verder nog slechts te laten zien dat N n KM = {0} voor

A

A ¥ u en beide uit o(T). Stel dat voor zekere x ¥ 0 geldt x ¢ N,

Bepaal het grootste getal & waarvoor z := (T =~ AI)aE ¥ 0, dan Tz = Az en
0 2o < vw()X), Uit Tz = z volgt (T - uI)v(“)E_- (A - u)v(U)z ¥ 9. Anderzijds

@ - wD Wz e @ -y’ Wr - AD% = (T - AD%(T - uI)v-(u)3(_'= (T-21% =0;
tegenspraak. O

vh) O
u

2.1.10. Stelling. Als f ¢ F(T) dan is

vi{A)-1 _ i .
£(T) = J LT-——li‘l f(l)(;\)z)t .
heo(T) 1i=0 )
Bewijs. De functie
vi{A)-1 IS SR
8() = ] e S OING)
Aec(T) 1i=0 )

is een functie met f(m)(k) = g(m)(k) voor alle A e o(T) en 0 £ m = v{A)-1.
Dus £(T) = g(T). b
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2.1.11. Voorbeeld. Als v(A) = 1 voor alle A ¢ o(T) dan gaat 2.1.10 over in de een-

voudige formule f(T) = z f(A)EA. In het bijzonder geldt T= Z AEA'
reo (T) Aeo(T)
T We zullen nu bewijzen:
2,1.12, Lemma. Als T hermitisch is, dan is v{(A) = 1 voor alle X ¢ o(T).

Bewijs. T voldoet aan (Tx,y) = (x,Ty). Als dus Tx = Ax voor x ¥ 0 dan geldt
AE,x) = (Tx,x) = (x,Tx) = (X,Ax)} = A(x,x). Dus A = X, A is refel. Zij
A ¢ g(T) en (T-—AI)ZX = 0 dan is ook (T - AI)y = O en dus v(A) = | omdat

0= ((T-2D%,y) = ((T-2Dy, (T-TDy) = ((T-ADy, (T-ADy) =

=II(T - AD)y I . 0

2.1,13, Stelling. Zij £_ ¢ F(T), n = 1,2,... . De rij (£ (T)) convergeert dan en
—_—— n (m) n neN

n

voor elke mmet 0 < m < vw(A) - 1,

slechts dan als de rijen (£ (J\))ne:N convergeren voor elke X ¢ o(T) en

Bewijs. Dat de genoemde voorwaarde voldoende is voor convergentie volgt gdi-
rect uit 2,1.10 (merk op dat we verzuimd hebben vast te stellen dat conver-
gentie van fn(T) convergentie in norm betekent; maar BLO(Cn) is eindig dimen-
sionaal en een eindig dimensionale ruimte heeft tot op homeomorfie na maar
één lineaire topologie).

Stel (fn (T))nEN

dus een x met (T - AI)

convergeert. 2ij A ¢ o(T), dan (T-AI)V(A)-I

E, # 0; er is
v(A)=1

k
EAE # 0. Noem EAE =: yen (T-AI)'y =: ¥, Vvoor
0 sk s v(d) -1 =: 1, Nuis I, ¥ 0 en fn(T)zr = fn(l)gr dus (fn(k))nelq
convergeert, Ook is y _, £ 0 en fn(T)Xr-] = fn(A)xr_l + f;(l)zr dus ook

1
(fn(A))nElN convergeert. Enzovoort. 0

Het belangrijkste resultaat van de inleidende paragraaf is de integraalvoor-
& stelling van f(T) met behulp van contour-integralen zoals gegeven in de vol-

gende stelling.

2.1.14, Stelling (Dunford). Zij f ¢ F(T). Zij T een contour om o(T), d.w.z. T is een
eindig aantal Jordankrommen die &&nmaal in positieve zin om elk punt van
c(T) gaan., Zij f analytisch op en binnen T dan is:

£(T) = e [ FO)OI - T) 'ax .

T
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(Opmerking. Zij X een Banachruimte, f: € + X analytisch (= differentieerbaar
naar de complexe veranderlijke) op en binnen een contour T dan is f(3)dx =0,

r
Bijgevelg is de waarde van de integraal uit stelling 2.1.14 dezelfde voor elk

contour dat eenmaal om o(T) gaat.)

Bewijs. Voor A £ o(T) is r(g) = (} - r,)-l als functie van r analytisch in een

omgeving van o(T). Toepassing van 2.1.10 voor deze functie levert:

v(p)=1 _ j
E (T Ule E
peo(T)  3=0 (-7 v

GI-1) ) -

Derhalve is

1 -1 V)l
T Jf(M(M—T) dr= § E
Tl .
r ueo(T) j=0

(T-—uI)jEu. ! f D o

271 : (A‘LOJ+]
Omdat I €&nmaal in positieve zin om elke u ¢ o(T) heen gaat volgt uit de inte-

graalformule wvan Cauchy dat

] EW 4 - £
27l j+1 je

p G-
Als we dit resultaat in de vorige formule substitueren, en nogmaals 2.1.10

toepassen is het bewijs voltooid. U

2. Spectrum en resolvent van een operator

2ij X een complexe Banachruimte, T een begrensde lineaire operatorX + X. In li-

neaire analyse I is bewezen dat BLO(X) een Banachalgebra is (stelling 3.2.3).

Neem T vast, I de identieke afbeelding: X + X, AI - T is dan ook in BLO(X).

. We definiéren: De resolvent verzameling van T:

p(T) := {X ¢ € | AT - T heeft een inverse in BLO(X)} .

Het spectrum van T:
o(T) = C\p(T) .

De resolvent van T:

R(A,T) = (AT - T)_I gedefinieerd voor A € p(T)




[
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We onderscheiden verschillende delen van het spectrum:

Co(T), het continue spectrum, bestaande uit de A ¢ o(T) waarvoor Al - T een
lineaire inverse heeft met definitiegebied dicht in X, maar die niet begrensd
is,

Ro(T), het residue spectrum, bestaande uit de A ¢ 0(T) waarvoor AI = T wel
een-eenduidig is maar waarveor het definitiegebied van (I - T)-] niet dicht
in X is.

En tenslotte Po(T), het puntspectrum, bestaande uit de A ¢ o(T) waarvoor
AI-T niet een—eenduidig is.

Alleen getallen uit het puntspectrum zijn eigenwaarden in de zin van de li-
neaire algebra. In o geldt: als T een-eenduidig is, is tevens T(C™) = ¢".
Voor afbeeldingen T ¢ BLO(EL") is derhalve o(T) = Po(T); Co(T) = Ro(T) = @.

Voorbeeld. Neem voor X de continue functies op [0,1] mwet maximumnorm; voor

T ¢ BLO(C[O,1]) nemen we de afbeelding die wvoldoet aan Tf(t) := tf(t). Dan
is o(T) = {X | A eR, 0 £ % s 1} = Ro(T); Po(T) = Co(T) = §.

Voorbeeld. Neem nu voor X de deelverzameling Co[O,IJ van C[0,1] bestaande uit

alle continue functies op [0,1] die O zijn in O, Zij S de operator uit BLO(X)

gedefinieerd door

t

Sf(t) = f f(s)ds .
0

Voor elke A ¥ 0 is (AL - T)f = g een Volterra vergelijking die volgens line-
aire analyse I, stelling 7.2.5 eenduidig oplosbaar is; elke A ¥ 0 behoort
daarom tot p(S). Elke continu differentieerbare functie h(t) met h(0) = 0

voldoet aan

t
h(t) = f h'(s)ds = Sh'(t)
0

De continu differentieerbare functies liggen dicht in C0[0,1], (zelfs polyno-
men liggen dicht, zie algebra en analyse, stelling 5.8.5). Voor § geldt:
o(S) = Co(S) = {0}; Ro(S) = Po(S) = @ (aanwijzing: beschouw een rij positieve
functies met
1
max{gn(t) losts<1}ei; f g, (t)de = %) .
0
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2,2,5, Lemma. Het spectrum van T is de disjuncte vereniging van 0 (T), Ro(T) en

2.2.6.

P (T).

Stelling. De verzameling p(T) is open en R{A,T) is locaal analytisch op p(T).

R(A,T) kan niet analytisch voortgezet worden tot enig punt van o(T).

Bewijs. Neemeen vaste A ¢ p(T), we zullen laten zien dat voor elke u met
|u| < IIRU\,T)II-l de som A + u tot p(T) behoort. De reeks

®
I o ®Re, k!
k=0

is voor zulke u absoluut (i.e. in operatornorm) convergent; de som is dus een
element uit BLO(X). Men verifieert gemakkelijk dat deze som de inverse is van
(A + WI - T. Tevens ziet men uit deze reeksontwikkeling van R(A + u,T) dat
R(%,T) analytisch is in een omgeving van A voor elke A ¢ p(T). Is d()) de af-
stand van A tot o(T),

a(x) = min{lz - 2] | £ € o(D)} ,

dan volgt uit de reeksontwikkeling dat IR(A,T)Hl = (d(A))_I, zodat (IR(A,T) ll+w
als d(A) + 0: p(T) is het natuurlijke analyticiteitsgebied van R(},T). C

2,2.7. Lemma (Fekete). Als (an)nelq een rij reele getallen is waarvoor geldt

2,2.8.

£ a_ *a, (alle m,n) dan voldoet & := lim an/n aan -= < g < * en als

a
m+n o

a > == dan
%
u.-inf{-—-n |neN} .

Bewijs. Algebra en Analyse, opgave 4.5.18 (met voor de hand liggende uitbrei=
ding). 0

Stelling. De volgende limiet bestaat

Lim 1700 = 2oy .

n-re

Bewijs. De rij a, i= logl T" Il voldoet aan lemma 2.2.7. 0
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2.2.9, Stelling. Als |k| > r(T) dan » € p(T) en

-]
RO,T) = A 1+ T AP,
n=|

Bewijs. De reeks convergeert voor IAI > r(T) absoluut, Vermenigvuldigen we

¢
?
%
§
.
b
Y
,

deze reeks met (AI ~ T) dan is het product I. O

2,2,10, Stelling. Het spectrum o(T) is een niet-lege compacte verzameling en
sup{|A]| | A € a(T)} = r(T)

Vanwege deze stelling heet r(T) de spectrale straal van T.

Bewijs. Het spectrum is gesloten (2.2.6) en begrensd (2.2.9) dus compact. Uit
(2.2.9) volgt dat IR(A,T) I~ 0 als |A| + ®; als o(T) leeg zou zijn, zou
R(A,T) eenbegrensde gehele functie zijn. Uit de stelling van Liouville volgt
dan dat R(A,T) constant is; tegenspraak. Dus o(T) # @#. De Laurentreeks uit
2.2.9 divergeert voor |A| < r(T)} als r(I) > 0 is er derhalve een punt op de
cirkel [A| = r(T) waar R(A,T) niet analytisch is, Uit 2.2.6 volgt dat zo'n
punt tot o(T) behoort. Als r(T) = 0 dan is o(T) = {0}. Dus geldt

: £(T) = sup{[2] [ & € a(D)} . .

2,2.11. Stelling (De resolvent vergelijkingen). De functies

R(A,T) R(A,T)

Pree en 1JTeBLO(X)
voldoen aan de functionaalvergelijkingen:
: R(A!T) = R(LUT) = (l-l - A)R(A,T)R(U,T) .

R{Ax,T) = R(A,8) = R(A,T)(T - S)R(X,S)

E Bewijs., (I = TY(AI = T)(R(A,T) = R(u,T)) = (p - A)I.

(AT - T)(R(A,T) - R(A,8))(AI-8) =T - § , O
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3. Operatorfuncties

2.3.1. Definitie. Zij F(T) de verzameling van de functies die locaal analytisch
zijn in een omgeving van o(T). Zij £ € F(I) en U een open omgeving van o (T)

binnen het analyticiteitsgebied van £. Dan definieren we:

1
£(T) : m f(A)R(A,T)d)\ '
(a(T))
Hierin betekent [ integratie over een eindig aantal positief georien-
(a(T))

teerde gesloten Jordankrommen die met hun binnengebied binnen U liggen en
zo gekozen zijn dat ze €€nmaal in positieve zin om elk punt van 0(T) gaan.
Daar R(A,T) analytisch is buiten o(T) en f()) binnen U is de waarde van f(T)

onafhankelijk van de integratieweg binnen U om o(T).

2.3.2, Opmerking. Op deze wijze komen we tot f(T) door de voor de hand liggende ge-
neralisatie van 2.1.14 tot definitie te nemen. Er is nog een heel andere weg
om tot f(I) te komen, die uitgaat van rationale functies. Voor een ratiocnale
functie r met polen buiten o(T) is r(T) eenvoudig te definieren. Volgens de
stelling van Runge-Montel is elke locaal analytische functie op U een locaal
uniforme limiet van rationale functies met polen buiten U. We definiéren dan

£f{(T) := 1lim rn(T) {in norm zin) als rn(A) + f(x) locaal uniform op U. Men kan
n—)-m

laten zien dat dit een correcte definitie is en tot hetzelfde resultaat leidt
Bls 2.3.10

2,3.3., Lemma. Is £()\) ] dan is £(T) = I, is £(A) = A dan is f(T) = T.

Bewijs.

1 v .-n-l.n v o, | -n-1 -
R(A,T)dx T § nZO A T dx nZo T (EFT § A dr)=1.
(a(T)) c C

1
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Hierin is C een cirkel met straal groter dan r(T); op die cirkel convergeert
de reeks uit 2.2.9 absoluut en yniform zodat verwisseling van integratie en
sommatie geoorloofd is. Verder passen we de stelling van Cauchy toe. De an-

dere bewering bewijst men analoog. 0
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Stelling. 2ij f,g ¢ F(T); a,B € C, dan is
1) af (T) + Bg(T) = (a«f + Bg)(T).

2) £(T)-g(T) = (fg)(T) = g(T)E(T).

[--]
3) Als f(3) = Z akAk overal in een omgeving van o(T) dan is f(T) = z aka
0 0

(convergentie in de operatornorm).

Bewijs.

1) Triviaal.

2) Neem twee stellen Jordankrommen C, en C,, beide om c(T) en met binnenge-

1 2°

bied binnen dom f n dom g, waarbij C, ligt binnen C]. Nu is:

£(T)g(T) J £ (ARG, TIAA f g(IRG,T)du =

C1 c

L
)
NI

fO0g(uIRA,TIR(p,T)dAdy = {(wegens 2,2.11) =

[ |
4m ‘
)
( -
.- J £00gmRRD T RELD 4,
amt ¢ ’
)
_ 1 )
= s J £OOR(A,TYdA Jf_a du +
C C,
1 J £(3)
+ — | g(W)R(u,T)dr f——
4w2 A
2 oy

Omdat voor A op C, de functie fu(u - R)-l geen polen heeft op of binnen

1
C2 en omdat voor u op 02 de functie ?A(u - A) ! een eerste orde pool heeft

binnen C, geldt:

f w-n"Taw =0, f = NTTEO)A = -2mi £Qu) .

¢ ¢

Substitutie van deze resultaten levert f£{I)g(T) = (fg)(T).
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ow
3) De reeks } uklk convergeert uniform op een cirkelschijf {X | |A| s r(T) +¢}
0

voor voldoend kleine positieve €. We integreren over de rand C van deze

cirkel en vinden:

£(T) = %i‘ { (zakxk)R(x.T)dA = Loy r J AR, T =

271
C C
c v 1 —j= T4k, ] - k
= z z — P T dx = z o T [
. 271 k
k=0 j=0 c k=0

Stelling (Spectral Mapping Theorem). Zij £ € F(T) dan is o(£(T)) = £(c(T)).

Bewijs.
£(A) - £(&)

i) Zij A ¢ o(T) en laat g := TE Tt ; dan is dom g = dom f en

I - (M) = g(T)XI - T) = (A1 - Tg(T) .

Als £(A)I - £(T) regulier zou zijn dan zou (AI - T) ook regulier zijn.
Derhalve £(o(T)) < a(£(T)).

ii) Zij p € o(£(T)) en stel u £ f(o(T)) dan behoort de functie h :=
h := fE(f(g) - u)ﬁl tot F(T), maar dan is (£(T) -= pI)h(T) = I, in tegen-
spraak met y ¢ o{£(T)). O

Stelling (Dunford's samengestelde functiestelling). Zij £ e F(T), g € F(£(T))
en F := TES(f(E)) (m.a.w., F =g o f), Dan is F ¢ F(T) en F(T) = g(£(1)).

Bewijs. Op grond van 2,3.5 geldt F ¢ F(T). Kies een omgeving U van o(f(T))
waarvan de georienteerde rand C een stelsel Jordankrommen &&nmaal in posi-
tieve zin om (f(T)) is en z3 dat U met rand binnen het analyticiteitsgebied

van g ligt, dan is

g(£(T)) = -2%1-[ g{MRO,E(T))dx
C

Neem een omgeving V van ¢(T), waarvan de rand D é&nmaal om o(T) gaat, 20 dat
V met rand binnen het analyticiteitsgebied van f ligt en zd dat f(V) binnen

C is. 2ij
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] R(E,T)
AQ) 1= 5 IA -ty &
D

dan is AQQ)(AI - £(T)) = I = (BT - £(T))A(A) en dus A(L) = R(X,f(T)). Der-

halve:

é_ | g(£(T)) = iif I g(A)dx J A%fizzg dE==;;2 I R(E,T)( J Tgé%%ET'dl)dE -
" D

—
o

=T J g(£(£1)R(E,T)dE = (g o £)(T) = F(T) . 0
D

]

2,3.7. Definitie. Een deelverzameling o, van o (T) die zowel open als gesloten is

in o (T) (relatieve topologie!) heet spectrale verzameling., De spectrale ver-

zamelingen vormen een Boole-algebra.
Is o, een spectrale verzameling van T dan is er een fa e F(T) met fa(A) = ]
P 9, fa(l) =0 op U(T)\Oa. Met deze fa definieren we:

271

E(g ) i= £ OI-T) o .
o o

(c(T))

De volgende stelling somt een aantal eigenschappen van E(ca) op.

2.3.8. Stelling.
1) B2 (s ) = E(o ).
2) Als § # o, #ko(T) dan is 0 # E(c)) # L.
3) Als o(T) = v -1 % waarbij o, nog = @ als o # B dan geldt E(Ga)E(UB)==0
(a« # B) en DR E(ca) = I,
4) Definiéren we Ta 1= E(Ua)T en Ra(l,T) = E(UG)R(A,T) dan is

B

(AE(Uu) - Tu)RG(A,T)==Ru(A,T)(AE(ca) - Ta) = E(Uu) .

k 5) Als oy # o(T) dan is U(Tu) =0, U {0}. RQ(A,T) kan worden uitgebreid tot

een locaal analytische functie op C\ca. Voor alle [A| > r(Ta) geldt:

-1 T ,-n-l.n
= + 0 .
R,(,T) =1 E@@ )+ ] A ;

n=1
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Bewijs. Wegens stelling 2.3.4 geldt:

2 1 2 =1
E (ca) = oor J EFEONOI - T) dr = E(ca) .
(o(T))

De formules in (2) t/m (4) volgen op analoge wijze.

(5). Merk op dat Ta = ga(T) waarin ga(A) = lfu(A). Hieruit volgt m.b.v. het
spectral mapping theorem O(Ta) =0 v {0}. De Laurentreeks is die uit 2,2.,9
vermenigvuldigd met E(Gu)' Het enige te bewijzen feit is de analytische

voortzetbaarheid van Ra(A,T). Merken wij op:

, E_(®)
Ra(A,T) = 7T [ ) R(g,T)dg ;
(o )
o

immers: RQ(A,T) = E(ca)(AI - T)-I = ha(T) waarin hu(E) 1= fa(g)(x-g)-]. Uit

deze integraalvoorstelling volgt dat Ru(A,T) locaal analytisch in het comple-

ment van o, is, 0

Opmerking. Is Xa = E(oa)X, dan is TXa = Xa en T|Xu = Tulxa. X is ook een

genormeerde ruimte
I|IX = X T [X)=
| o E(Ua)| o’ ol al o %a
Immers de resolvent van Ta|xa is RG(A,T)|XG en deze heeft C\oa als analyti~

citeitsgebied.

Opgave. Beschouw nogmaals 6.2 van lineaire analyse I. Beschrijf de spectrale
theorie van compacte hermitische operatoren in SH. Probeer te komen tot uit-

spraken als de volgende: Indien
Tf = kz} A (agy ) gy

voor een orthonormaal stelsel (gk)keli (eventueel Ay = 0) dan is

E(A )} = £,

o I (f.g)8
o =)
k "a

en

F(Df = ] FO(E,g e
k=1
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2,3.10. Appendix. Spectrale maten

In dit aanhangsel geven we beschrijvenderwijs een blik op een van de moge-

i lijkheden waarop de resultaten van paragraaf 3 uitgebreid kunnen worden. De
stand van zaken is zo dat m.b.v. de techniek van contourintegralen voor elke
% operator T uit BLO(X) en elke functie f,locaal analytisch rond c(T),een ope-

rator £(T) gedefinieerd is. Nu is de analyticiteitseis een sterke eis. Men

zou gaarne voor een grotere klasse van functies f(T) definiéren. Als we spe-
ciale klassen van operatoren beschouwen, is dit inderdaad mogelijk. Als T
bijv. een normale operator in een separabele Hilbertruimte is, (normaal wil
zeggen: EI* = T*T) dan is het mogelijk f(T) te definieren voor elke begrens-

de meetbare functie met dom f = o(I)..

Het voornaamste begrip nodig in deze voortzetting van de theorie is dat van

spectrale maat.

Definitie. Een spectrale maat voor T is een afbeelding E van een Boole-alge-
bra van deelverzamelingen van € op een Boole-algebra van projectieoperatoren
in BLO(X) die voor alle o, & in de Boole-algebra van deelverzamelingen van {

voldoet aan:

E{(on &) = E(g) A E(8) := E(0)E(S)

E(oc v 8) = E{g) v E(8) := E(g) + E(8) ~ E(g)E(&)
E(c(T)) = 1
E@ =0

E(8)T = TE(S)

:&)
t
]

en tenslotte als E(8)X =: X, en T|X6 =: T, dan geldt c(Té) c 6.

Voorbeeld. De verzameling projectoren behorend bij eensplitsing van o(T) in

T R

4 spectrale verzamelingen bepaalt een spectrale maat,

Stelling. Is T een normale operator in SH dan bestaat er een zelf geadjun-
i geerde spectrale maat voor T (E(S) = (E(S))* voor alle &) gedefinieerd op de
i o-algebra voortgebracht door alle open deelverzamelingen van €. Deze is boven-
| dien o-additief in de sterke cperator topologie (d.w.z. voor (6i)ielJ disjunct

-3 o
en X € SH geldt: zi=l E(di)x = E(ui=I 6i)x).
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Een dergelijke spectrale maat heet resolutie van de identiteit wvoor T.

Een spectrale maat kan als maat gebruikt worden: men krijgt dan voor begrens-

de meetbare functies:

£(T) := J E(A)E(ar) .
a(T)

Bij de opbouw van de theorie speelt een belangrijke rol de representatiestel-
ling van Riesz (1.2.2). We kunnen er in dit college niet verder op ingaan;
geinteresseerden nemen bijv. Dunford-Schwartz, Linear Operators II, Ch. X

ter hand.
Zonder maattheoretische hulpmiddelen zullen wij in paragraaf 5 in staat zijn
f(T) te definieren voor een begrensde normale operator T in SH en elke conti-

nue functie op o(T).

Banach-a%ggbras

We weten reeds dat BLO(X) een Banach-algebra is. Ook C([0,1]) is een Banach-
algebra. Veel van de theorie van de voorafgaande paragrafen is zonder meer

tot Banach-algebras te generaliseren., We herhalen:

Definitie. Een Banach—algebra A is een Banachruimte met een ringstructuur
waarvoor lxyll s Ixll lyll voor alle x,y ¢ A. We nemen steeds aan dat er een
eenheidselement e is met ex = xe = x (alle x ¢ A) en llelf = 1,

Veel van de stellingen uit §§2.2 en 2.3 geldt voor een Banach-algebra.
Stelling. Is flx - eil < 1 dan is x regulier.
Bewijs. v = e + (e~x) + (e—:vnt)2 +... 1s absoluut convergent en xy =yx =e.[

Stelling. De verzameling van de reguliere elementen G is open.

-1
0 [

dus xxa] € G en derhalve X ¢ G, 0

=1

Bewijs. Als Xy € G enlx - x0||< Hx dan is lle - xxalllsﬂxb'-xﬂ Hxalﬂ <1,

iy
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2,4.4, Eigenschappen en definities (analoog BLO(X) i.e. § 2 en § 3)

1) Uit het bewijs van (2.4.3) volgt dat

X @
: =1 -1 -1 -1.n
) X=Xy o+ X I ((x0 - x)xo ¥t
o n=1
J
F!
“ . .
; 2) Bijgevolg is
-1.2
- - on Filx - xOH
ix = X, Il < .

_1'
1-1x xOH on l

3) De afbeelding x —+ x-! is een homeomcrfisme van G op G.

4) Spectrum en resolvent zijn gedefinieerd als in BLO(X):

p(a) := {A e €| e ~ a ¢ G}; o(a) := €\p(a) .
5) R(},a) := (ke - a)-l is locaal analytisch op p(a), immers

-1,2
IIIS (e -a) I {x - ul

le=-a)"" = (ue-a)” -
1= |x=ull (ue - a)

——

6) Het spectrum o(a) is voor elke a € A niet leeg en compact.

7) De resolvent voldoet aan [R{},a) |l + 0 als |A| + o,

R e
T oo i

R(4»,a) = R(u,a) = (u = A)R(X,a)R(u,a
R{(A,a) -~ R{(A,b) = R(A,a)(a - B)R(A,b) .
8) De spectrale straal r(x) := max{|A| [ A € o(x)} voldoet aan

r(x) = infﬂxnﬂl/n = lim Hanl/n < Hxll .

n—or.

2.4,5. Definitie. Het element x ¢ A heet rechts (links) topologische nuldeler in-
dien er is een rij (xn)neli met Han = ] en x X > 0 als n+w (xxn -+ 0 als
n + =),
Is x rechts en links topologische nuldeler dan heet x tweezijdige topologi-

sche nuldeler.

2.4.6. Stelling. Elk randpunt van G is een tweezijdige topologische nuldeler.




2.4.7.

2.4.8.

2.4.9.

2,4,10.

- 52 =

=1 ‘s
+ t . I
Bew1]s_IStel X € G_?n X, " X met Xx f G. Als nu Hxn begrensd zou zijn dan
zou Hxn x-el < Hxn = - xnll+ 0; dus op den duur is deze norm kleiner

dan 1 en daaruit volgt x ¢ G. We dunnen de rij X, zonodig uit tot er een rij

overblijft met ﬂx;}H + =, Voor zo'm rij X definieren we yn.:BHx;]H-lx—],
dan isllynH = ] terwijl verder geldt
yre=y (x-x_) + 1x_ "1 e + 0
n n n n
-1,~1
Xy, {(x xn)yn + Hxh H'e >0, 0

Stelling (Mazur). Als de Banach-algebra A geen andere topologische nuldelers

bevat dan 0, dan is A isometrisch isomorf met C.

Bewijs., 2ij x € A, o(x) ¥ @, kies een randpunt X van o(x) dan is Ae - x rand-
punt van G. Hieruit volgt Ae = x = 0. Daar llell = 1 geldt Ixlt= |A], 0

Gevolg. De (tot op isometrische isomorfie na) enige Banach—algebra die een

delingsring is, is C.

Het "optrekken' van locaal analytische functies gaat m.b.v. de volgende for-

mule: (de begeleidende tekst zou zijn als in § 3)

£(a) 1=y f £ Oe - a) lax .
(o(a))

Omdat alle stellingen uit § 3 berusten op de reeksontwikkeling van de resol-
vent gelden ze in een willekeurige Banach-algebra.

We hebben een resultaat nodig dat het verband tussen het spectrum van een
element x uit een Banach—algebra 4, cA(x),in verband brengt met het spectrum

van X t.o.v, een deelalgebra AD’ UAO(x).

Stelling. Zij A een Banach-algebra en Ay een Banach subalgebra. Neem aan dat

A (x)

A en Aj hetzelfde eenheidselement hebben. Zij x «¢ Ay dan geldt © (x)co
A 0

AO(x))C rand(GA(x)).

terwijl rand(o
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Bewijs. Elk regulier element uit A, is regulier in A, dus p, (%) © DA(X),

%

vo(x) =) cA(x). Anderzijds is A ¢ rand(cAD(x)) dan is de - x € rand(GAO) dus

Ae - x topologische nuldeler in AU. Hieruit volgt dat Ae — x topologische

nuldeler in GA is, dus singulier in A zodat X ¢ cA(x). Samenvattend:

rand(oA x)) = pAUEx) fn cAU(x) c pA(xi n cA(x) = rand(cA(x)). 0
0

Gelfand theorie; de stelling van Gelfand en Naimark

In deze paragraaf is A een commutatieve Banach-algebra met eenheidselement

e, feill= 1. G is de groep van de reguliere elementen. Een deelalgebra I is
een ideaal indien IA = I.

Als I # A dan heet I een echt ideaal. Nodig en voldoende opdat een ideaal I
echt is, is I n G = @.

2.5.1, Lemma. Is I een echt ideaal dan is ook I een echt ideaal.

Bewijs. Zij x ¢ I, x = lim X, x, € IenacAdan geldt xa = lim X a € I
-0
omdat x a ¢ 1. n

Is I echt d.w.z. I n G =@, dan is ook InG=¢ omdat G open is. 0

2,5.2, Stelling. Elk echt idezal is bevat in een maximaal ideaal. Maximale idealen

ziin gesloten.

Bewijs. Zij I een echt ideaal. We beschouwen de verzameling J van echte ide-
alen, die I omvatten. J is niet leeg, want I € J, Inclusie is een partiele
ordening op J. Is Jo 1= {Iu | a € A} een lineair geordende deelverzameling

van J dan is v Ia ¢ J een bovengrens van JO' Uit het lemma van Zorn volgt
acl
dat J een maximaal element M heeft. M is een maximaal ideaal dat 1 omvat. Om~

dat ook M een echt ideaal is, is M = M, O

We zullen bestuderen de restklassen algebra van de commutatieve Banach-alge-
bra A naar een ideaal I. De nevenklasse die x bevat is (x + I). Optelling,
vermenigvuldiging en scalaire vermenigvuldiging geschieden volgens de for-

mules:
(x+ 1)+ (y+I)=(x+y)+1

(x+ Dy + 1) =xy+1
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alx + I) =ax + 1.

In de restklassen algebra (notatie: A (mod I)) definiéren we een norm als

volgt:

lx + I§ := inf{llx + zl | z ¢ I} .

2.5.3. Stelling. Is I een gesloten ideaal in A dan is A (mod I} een commutatieve

Banach-algebra met eenheidselement (nl. e + I).

Bewijs. De algebraische eigenschappen worden bewezen als in Algebra en Ana-
lyse (§ 3.8). We beschouwen nu slechts de norm.

Islx + Il = 0 dan is er een rij (xn)n, X € Ienllx + an + 0. Maar I is ge-
sloten, dus x + I is gesloten, zodat 0 ¢ x + T en x + I = I, het nulelement
van A (mod I).

De driehoeksongelijkheid bewijst men ook eenvoudig. Is lla + Il =: a,

Ib + Il=: Ben is € >0 dan zijn er x en y in I met lla + xll < o + %-,

b +yl<g+s.Nudsllasb+x+ylsha+txl+lb+yl<asBe+e.
Hieruit volgt la + b + Ill € a + 8 + £ en omdat € willekeurig is

Ha + b + Ill < a + B. Analoog: lla(x + I)i = [al”x + Il als & ¢ €. We zullen
nu laten zien dat I(x + I)(y + I}l <llx + IThily + IIL

I(x+ I + Dl =llxy + I = infllxy + 20|z e I} ginf{ll (x+u) (y+v) h] e I,v eI}
s (infllx + wl | ue I) Unfllly + vl | v ¢ I}).

Ock volgt e + Tl =liCe + )2l <lle + T, dus lle + Ill 2 1, terwijl ander-
zijds le + Ill= inf{le + 2zl | z ¢ I} s lle + Ol = 1. We moeten nog bewijzen

dat A (mod I) volledig is. Laat (xn + I) een fundamentaalrij in A (mod I)

neN
zijn. Kies een deelrij (xnk + I)ke]N zodat

oo

) Iz, +D-(x  +Dlice

k=] k k+1
We bepalen nu inductief een rij in I. Kies z, € I, na zg kiezen we 21 z6
dat
Il(zi+l *xo ) - (zi + xn.)lls 2H(xn. + 1) - (xn' + I
i+l i i+1] i

Dan is de rij wy =z, 4+ x - een fundamentaalrij in A en dus convergent.
i
Noem de limiet x, dan is
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h(x, +I)-(x+I)l=N(v *I)=(x+I)l=infllw_ -x+zll | zeI} <
T M Bk

slw, - xli+0 als k » = ,

De rij xn-+I convergeert dus naar x+ I. Dit bewijs berust op het feit dat bij
de fundamentaalrij van klassen (xnk-i-I)kelq een fundamentaalrij van represen-

tanten gevonden kan worden. g

]
L
F
*

2.5.4, Stelling. Een gesloten ideaal M is dan en slechts dan maximaal indien

A (mod M) iscomorf is met C.
Bewijs. Dit volgt direct uit 2.4.8. 0
Opmerking. Is ¢ een homomorfisme van A op € dan is Ker ¢ een maximaal ideaal.

Op grond van de laatste stelling is er bij elke x ¢ A en elk maximaal ideaal

M &&n complex getal, X(M) z& dat %(M)e € x+M.

Is M de verzameling van alle maximale idealen dan is & := rMeM %x(M) een com-

plexwaardige functie op M; X heet de Gelfand getransformeerde van x.

2.5.5. We sommen een aantal eigenschappen op:

1) Als x =y + z dan is X(M) = §(M) + Z(M) (M < M),
' 2) Als x = gy dan is ¥(M) = af (M) (M ¢ M).
3) Als x = yz dan is X(M) = F(MIZ(M) (M ¢ M).
4y EM) =1 (M e M.

5) ﬁ(MO) = (0 dan en slechts dan als x ¢ MU'

6) Als M1 ¥ M2 dan is er een x € A met §(Ml) # ﬁ(Mz).

! 7) x is regulier in A dan en slechts dan als R(M) # 0 voor alle M ¢ M.

8) Het spectrum o(x) = {X(M) | M ¢ M}. Immers: Als i(Mo) = AO dan

‘ (x'-koe)(Mb) = 0 dus X~ Age € M0 dus x-lo ¢ G en AO € o(x). Anderzijds

is X=X e singulier dan is er een maximaal ideaal M, met x-Xe e M
d.w.z. i(Ml) = A].
9) sup{|R()| | M e M} = r(x).

10) In het bijzonder is |[X(M)| < I xI.

i Opmerking. Uit eigenschap 10) en de opmerking in 2.5.4 volgt dat elk homomor-

fisme van A op € continu is.
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2.5.6. Definitie. Als r(x) = 0 (d.w.z. o(x) = {0}) dan heet x topologisch nilpotent.

Het radicaal ® is de verzameling van alle topologisch nilpotente elementen.

Geldt & = {0} dan heet A semisimpel.
2,5.7. Stelling., R is de doorsnede van alle maximale idealen.

Bewijs. %(M) = 0 dan en slechts dan als x ¢ M, 0
De afbeelding x + X is een homomorfisme van A op een algebra van functies

op M; (is A semisimpel dan is x + % zelfs een isomorfisme). We introduceren

in M als topologie, de topologie geinduceerd door alle functies ¥ (zie 1.4).

Een subbasis hiervan wordt gevormd door alle verzamelingen

NM.,e,x) :={MeM| |RQD - i(MO)] < e},

My € M, x € A, € > 0. Open verzamelingen zijn verenigingen van eindige door-
sneden van zulke subbasis omgevingen. De beschouwde topologie is de zwakste
waarvoor alle functies X continu zijn. We beschouwen van nu af M met deze

topologie,
2.5.8. Stelling. Mis een compacte Hausdorffruimte.
Bewijs. De Hausdorff eigenschap volgt uwit 2.5.5.6. De compactheid volgt uit

de stelling van Tychonov 1.4.10, Het bewijs is analoog aan dat van 1.4.13,

Beschouw Q i= {} ¢ C [ [A] <Uxl} en @ := & Q, dan is Q compact op grond

xe€h
. 0
van stelling 1.4.10. Een punt 9y € Q zuvllen we aangeven als q (Ax)xeA'
Een subbasis van de producttopologie bestaat uit alle verzamelingen
= _,0 . _
{q = (lx)ng | ]Axo lxol < g} waarbij qq € Q, Xy € A, € > 0. We beschou

wen de afbeelding van M in Q die aan M toevoegt (?:(M))xe € Q. Deze afbeel-

ding is &&n-&&nduidig op grond van 2.5.5.6 en het beeld ﬁan M met de rela-
tieve topologie van Q is homeomorf met M, wegens de definities van de topo-
logieén in M en Q. We zullen laten zien dat het beeld van M in Q gesloten is.
Zij 9 = (Ag)x A een element in de afsluiting van het beeld van M. We moeten
‘dan laten zien dat er een My € Mis met §(M0) = Ag {(x ¢ A). Voldoende is het
te laten zien dat x -+ Ag een niet triviaal homomorfisme van A naar € is,

d.w.z.
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i) ) #0;

i1) Aga - aAg :

1ii) A0 = A0 Al
iv) *gb = Agkg

Ad i). Ag = | want €(M) = ] voor alle M en 12 is een limietpunt van een rij
in 8(M). De beweringen ii) en iii) worden bewezen analoog aan iv) waarvan

het bewijs nu volgt. Zij € > 0. We beschouwen de omgeving van qp

< g} .

{g=0()

0 o 0
x:mAllAa*Aal<e’[Abﬁkb[<e’lka -A

b ab|

In deze omgeving zit een punt (i(M))xeA, dow.z.

0

ab " Hn| <e .

lxg - 3| < e, IAg -BM)| < ¢, |2

Nu is 4b(M) = &(M)B(M). We vinden zo:

0 0.0 0 _ s oyt " 0
|"ab"‘a"b| < [A, —EObOD] + [ZO0DN - BN +
- 0 0,0
+ Ia(M))\b :\alb| <eg +1llale +1lble .
0 0.0
Dus Ay = A_Ap. C

De topologische ruimte M heet wel de Gelfandruimte, structuurruimte, carrier,

van A.

Voorbeeld. Zij T een compacte Hausdorffruimte. Dan is C(T) een commutatieve
Banach-algebra. We zullen laten zien dat de Gelfandruimte van C(T) homeomorf

met T is. Met elke ty € T correspondeert het maximale ideaal

M(ty) = {f € C(T) | £(ty) =0} .
Elk maximaal ideaal in C(T) is van deze vorm. Immers, zij m een echt ideaal
en zij

Z(£) :={t e T | £(r) =0} (f € C(T))

dan is Z(f) een gesloten deelverzameling van T. Nu is n Z(f) # @ want an-
fem
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ders zou een eindig doorsnede, zeg Z(fl) n Z(fz) N eus N Z(fn) al leeg zijn,
maar dan zou de functie uit m: flfl + f2f2 +o0.4 fnfn overal ongelijk nul
zijn, dus regulier in C(T), derhalve m = A. Het is nu gemakkelijk om in te
zien dat elk maximaal ideaal van de vorm M(t;) is. Er bestaat dus een bijec-
tie van de compacte ruimten M en T. Dat dit ook een homeomorfisme is volgt
uit de opmerking dat als x ¢ C(T) en My = M(to) dan i(MO) = x(to), dit bete-

kent dat met de subbasis verzameling

Me M| |R0D - 24| < &)

correspondeert de open verzameling {t ¢ T | [x(t) - x(to)l < g}, 0

2,5.10. Stelling (Gelfand). De afbeelding x + X is een continu homeomorfisme van A

naar C{M) (als functie algebra met supnorm) waarvan de kern het radicaal is.

2.5.11., Definitie. A heet voortgebracht door een deelverzameling Y als A de kleinste

gesloten deelalgebra is die Y bevat,

2.5.12. Stelling. Wordt A voortgebracht door Y dan is M homeomorf met een gesloten

deelverzameling van 1 o(y).
yeY

Bewijs. $(M) = o(y), derhalve is de afbeelding M - (?(M))er een afbeelding

van M in I o(y), deze is continu omdat alle § continu zijn. Deze afbeel=-
yeY
ding is tevens bijectief, zou nl. ?(Hl) = 9(Mﬁ) voor alle y ¢ Y dan zou ook

%(M) = R(M,) voor alle x ¢ A omdat Y de algebra A voortbrengt. Dit is in
tegenspraak met 2.5.5.6, C

2.5.13. Stelling. Wordt A voortgebracht door een enkel element y dan is M homeomorf

met o(y).
Bewijs. Als 2.5.12. Omdat §(M) = o(y) is de beschouwde afbeelding surjectief.[]

2.5.14. Definitie. Een involutie is een afbeelding A - A (het beeld van x noteren we

* .
met x ) die voldoet aan:

Ox + ) = 2x" + wy
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Een B*-algebra is een Banach-algebra (niet noodzakelijk commutatief) met een

involutie * die voldoet aan

2

*
Hx "xIl = i xH

2.5.15, Voorbeeld. BLO(SH) resp. C(T) zijn B*-algebra's als de involutie is overgang

T T

op de geadjungeerde operator, resp, overgang op de complex geconjugeerde

functie (£f* = YtsT ).

* * .. *
Een element x heet normaal als xx = X x en hermitisch als x = x .

Een » homo-(iso=-)morfisme h is een homo—{iso~)morfisme dat voldoet aan

h(x*) = (h(x)" .

In overeenstemming met de beperkingen die we ons in deze paragraaf hebben op-

gelegd, beschouwen we slechts commutatieve B*-algebra's.

v 2.5.16, Lemma. In een commutatieve B*-algebra geldt:

D2 = NxI®; r(x) = xl; Ixll =0zl e =e .

Bewijs. IxX 1P = I (x2) "% = b (x™) 25 1 = 1 Gen™) o) I = Nae* IF =Wl enz.

2.5.17, Stelling. Is M de Gelfandruimte van de commutatieve B*-algebra A dan is

x - % een » homomorfisme van A naar C(M).

Bewijs. We hoeven slechts te laten zien dat ;)(M) = x(M) (alle x ¢ A, M ¢ M).
: Stel ¥(M) = o + Bi, ;}(M) = y + 8i en stel B + & ¥ 0. Zij

y i= (B + 6)-l[x +x - (a+ y)e]

h dan is y* =y en $(M) = i, Voor elke reele s is nu (y+sie)(M) = (s + 1)i.
% Wegens 2,5,5.10 is dus ls+1| < sy + siell. Gebruiken we dat y hermitisch

is, dan vinden we:

(s + D2 slly +siel =l (y - sie) (y +sie) I=ly’ +s2elicly?li+s? .

Nemen we voor s := Hyzﬂ dan vinden we:

Wyl + D% < Uy20+ 152 1% ofwel Iy?l s 3 s 0

’

tegenspraak.
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2,5.20,
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. . .
Conclusie: B + 6 = 0 en X(M) = o + Bi, x (M) = y - Bi. Nu is echter
Fal
(ix)(M) = i%(M) = =8 + oi, en Gx) M) = -ii*(M) = =B = yi. Als zoeven volgt

hieruit a = y = 0. 0
Gevolg, Is x = x”* dan is % redelwaardig.

Stelling (Gelfand-Naimark). Elke commutatieve B*-algebra A is isometrisch
isomorf met de algebra van alle continu complexwaardige functies op zijn
Gelfandruimte.

n n
I=hxt® en r(x) = Ixll. Wegens 2.5.5.9

is sup{|[X(M)| | M € M} = ixll. De afbeelding x - % is derhalve isometrisch;

Bewijs. Uit szﬁ = HxIF volgt sz

tevens is zij (2.5.17) een * homomorfisme, zodat we slechts hoeven te laten
zien dat x » ¥ surjectief is. Dit berust op de algemene stelling van Stone-
Weierstrasz over het benaderen van continue functies op een compacte Haus-

dorff ruimte X door functies uit een subalgebra van C(X). In Algebra en Ana-
lyse (blz. 26.4) is bewezen dat elke continue functie op [0,1] in de zin van
C[0,!1] (d.w.z. met supnorm) limiet is van polynomen. De algemene stelling

luidt: Laat B een gesloten deelalgebra zijn van C(X) met de volgende eigen-

schappen:

i) bij elk paar X, 3 x, € X is er een f ¢ B met f(xl) ¥ f(xz).
ii) als f € B dan £ ¢ B.

Dan geldt of B = C(X) &f B = M(xo) voor zekere Xy € X. (Ga na dat de afslui-
ting van de verzameling der polynomen op [0,1] deze eigenschappen i) en ii)
bezit.) We zullen deze stelling die berust op |.2.2 niet bewijzen. We beschou-
wen nu de deelalgebra van C(M) bestaande uit alle Gelfandgetransformeerden.
Deze is gesloten want als in -+ f in C(M) dan is in een fundamentaalrij en op
grond van de isometrie x dus ook; A is volledig; X, > X; maar dan convergeert
ﬁn -+ ¥, zodat tenslotte ¥ = £,

Dat de gesloten deelalgebra van de Gelfandgetransformeerden voldoet aan i)
staat in 2.5,5.6 dat hij aman ii) voldoet volgt uit 2.5.17, dat hij niet ge-
lijk is aan een maximaal ideaal in C(M) volgt uit 8(M) = I (M e M). C

Lemma. Is AO een B*—subalgebra van de commutatieve B*-algebra A en laat AO

en A hetzelfde eenheidselement hebben dan geldt voor elke y ¢ AO:

cAo(y) = 0,(y)

B

[A3 Ry PN
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Bewijs. We gebruiken 2,4.10, Er behoeft slechts aangetoond te worden dat voor
X € Aj en regulier in A geldt: x regulier in AO. Uit (x-])*x* = (xx—])*==e*==e
volgt dat ock x" regulier is in A. Dus xx" is regulier in A. Uit 2.5.18 volgt
UA(xx*) c R; dit spectrum bestaat geheel uit randpunten en is derhalve gelijk
aan 0, (xx'). Laat z « AU de inverse van xx zijn dan is x'z de inverse van x.[

AO

2,5.21, Stelling. Is A een commutatieve B*-algebra, x € A en B(x) de kleinste geslo-

* + . 1 - .
ten B -subalgebra die x en e bevat dan is B(x) iscmetrisch * isomorf met

| C(a(x)).

Bewijs., cB(x)(x) - UA(x) wegens 2.5.20. Zij M(x) de Gelfandruimte van B(x),
dan is o(x) = %(M(x)). We beschouwen de afbeelding M -+ &(M) van M(x) op o(x).
Deze afbeelding is injectief want als R(M) = i(Ml) dan is % (M) = X(M) =

= §TETT = ;}(Ml) en (M) = ?(Ml) voor elk polyncom y in e, x en x*, tenslot=~

! te Z(M) = E(M]) voor alle z ¢ B(x) dus M = M.. De afbeelding M » %X(M) is con-

]
tinu, uit de compactheid van M(x) volgt dat zij een homeomorfisme is. Enz. [

: Wij zijn nu in staat conutinue functies op te trekken naar een commutatieve
! *
! B ~algebra.

! We beginnen met een opmerking.

Er zijn vele isometrische * isomorfismen van B(x) op C(c(x))}. Er is er ech-

| ter slechts €&n waarvoor x correspondeert met T t. Van nu af beschou-

i teo(x)
wen we dit speciale isometrische * isomorfisme,

2,5.22, Definitie., 2Zij x ¢ A (een commutatieve B*-algebra) f een continue functie op
o(x) (dus f € C(o(x)) dan definiéren we f(x) als het element van B(x) dat cor-

respondeert met f onder het boven beschreven isomorfisme.

T

t Dit is een uitbreiding van onze vroegere resultaten:

2.5.23, Stelling, Als f analytisch is rond o(x) dan is g := f|o(x) een element van

! C(o(x)) en g(x) gedefinieerd wvolgens 2.5.22, voldoet aan:

g(x) = E%T J f(A) (e - x)-ldl .
(o (x))
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Bewijs. Laat

y := E%T J f(A) (he - x)-ldk :
(o (x))

dan is y € B(x). Voor de met y corresponderende functie onder het isomorfisme

bedoeld in 2.5.22, ) V), geldt:

pea(

] -1
y(u) = CTT J FAOG - w) dr

(o(x))

Hierin is gebruikt dat ru(k - u)-l de functie is die correspondeert met

(re - x)-l. We berekenen y(u) = f(u) (u ¢ o(x)) en hieruit volgt y=g(x). [
2.5,24, Opmerking. We kunnen definitie 2.5.22 toepassen op normale operatoren in SH;
want uit T°T = TT" volgt dat de door T voortgebrachte B*-algebra commutatief

is.

Literatuur bij hoofdstuk 2,
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7.

7.1.

De vergelijking van Fredholm

Algemene opmerkingen over de vergelijking van Fredholm

R is een lineaire ruimte, T ¢ LO(R). We beschouwen de vergelijking
(I -T)f =g (bij gegeven g ¢ R). Het heeft in deze paragraaf geen zin om

UT te nemen in plaats van T.

7.1.1. Stelling. Beschouw de volgende condities:

(1) I - T heeft een linksinverse U, d.w.z, U{I - T} = I,
(ii) I - T heeft een rechtsinverse V, d.w.z. (I - T)V =1,
(iii) (I - ) (o) = {0}, duw.z. T is injectief op R,

(iv) (I -T)(R) = R, d.w.z. T is surjectief op R,

{(v) I - T heeft een lineaire tweezijdige inverse W.

Dan gelden de implicaties (i) = (iii), (ii) =» (iv), (iii) A (iv) = (v).

En als (v) geldt dan gelden (i) en (ii) met eenduidig bepaalde U en V.

Bewijs 1. Zij eerst (i) gegeven. Neem een f ¢ R met (I - T)}f = o. Dan is
U(I - T)f = & dus £ = O,

2., Zij nu (ii) gegeven. Neem een f ¢ R. Dan is
f=(I-T)(VE) € (I - T)(R).

3. Als (iii) en (iv) gelden dan beeldt I - T de ruimte R &&néénduidig
op zichzelf af. Er is dus een inverse W, die gemakkelijk blijkt lineair te
zijn. Dus I -~ T heeft zowel een links- als een rechtsinverse. Tenslotte: als
er zowel een links— als een rechtsinverse bestaan dan zijn die gelijk: Als

U(I = T) = (I - T)V =1 dan is

U=U((I-T)V) = (U(I-THYH)v=V.

We kunnen het probleem van de inversie van I - T reduceren tot het
overeenkomstige probleem in T(R), wat een echte deelruimte van R kan zijn.
Als we (I -~ T)f = g (bij gegeven g) willen oplossen, kunnen we f = g + h
stellen; voor h vinden we de vergelijking (I - T)h = Tg. Elke oplossing
hiervan ligt in T(R), want als (I - T)h = Tg dan is h = T(h + g) € T(R). Ook
het rechterlid Tg ligt in T(R). Het is dus voldoende de vergelijking
(I -T)x =Db op te kunnen lossen met b gegeven in T(R) en x gevraagd in

T(R). Algemeen geformuleerd:




7.1.2.1, Stelling. Als g € R dan is

{feR| @Q-Tf=gl={g+h]|heT®), (I -Th-= Tg}

Bewijs. Er is een éénéénduidig verband tussen deze twee presentaties, gege-

ven door £ = g + h»

7.1.3. Stelling. I - T beeldt (wegens (I - T)T = T(I - T)) de ruimte T(R) in zich-

zelf af. Als we de restrictie van I - T tot T(R) ook met I - T aanduiden dan

geldt:

(1) Als (I - T)+(00 = {¢} in R geldt, dan geldt het in T(R), en omgekeerd.
(i1} Als (I - T)(R) = R dan geldt (I - T)T(R) = T(R), en omgekeerd.

(i1i) Als H ¢ LO(T(R)) in T(R) linksinverse van I - T is dan is I + HT
linksinverse van I - T in R.

(iv) Als H € LO(T(R)) in T(R) rechtsinverse van I - T is, dan is I + HT in
R rechtsinverse van I - T,

(v) Als I -~ T in R de tweezijdige inverse U heeft dan beeldt U de ruimte
T{(R) in zichzelf af; de restrictie H van U tot T(R) is tweezijdige inverse

van I = T in T(R), en I + HT is weer hetzelfde als U.

Bewijs. (i) Volgt uit stelling 7.1.2.1 door g = & te nemen.

(ii) (I - T)(R) = R <=
voor elke g € R is het linkerlid in stelling 7.1.2.1 niet leeg <=
voor elke g € R is {h | h € T(R), (I ~ T)h = Tg) niet leeg <=
<> (I = T)(T(R)) > T(R}.
(1ii) (T +HT)(I - T) = I -T+HI(I -T) =1-T+ H(I - )T = I.
(iv) (I-T)(I+HI) =1 -~T+ (I-T)HT =1 ~-~T+ T = I.
(v) Als U(I -T) = (I -~ T)U =1 dan is ook UT = TU, dus U(T(R)) =
= T(U(R)) €« T(R). Is H de restrictie van U tot T(R) dan H(I - T)T =
= HT(I - T) = UT(I - T) = TU(I = T) =T, en (I - T)HT = (I - T)UT = T, zodat
H(I - T)f = (I = T)Hf voor elke f € T(R). Verder is I + HT = I + UT =
=I1+U-U(I-T)=U.

+

We bestuderen vervolgens het geval dat T kan worden gesplitst als
T = T, + P, waarbij Ty 26 is gekozen dat I - Ty een tweezijdige inverse
heeft. Men zou zich kunnen voorstellen dat P een kleine storing is. Men wil

van de kennis van de inverse van I - Ty gebruik maken om I - T te inverteren.



We schrijven
I -T=1-P - T0 = (I - TO(I - p)-l)(I - P)
en vragen naar de inversie van I - TD(I - P)-I; die behoeft blijkens 7.1.2

en 7.1.3 slechts in de deelruimte TO(R) te worden bestudeerd. Bedenk dat
(1 - P (Rr) = R, dus T (1 - B)(R) = T, (R).

7.1.5. Stelling, Zij T = TO + P, waarin I - P de tweezijdige inverse Q heeft. Dan
geldt

(1) I - T is dan en slechts dan injectief (resp. surjectief, resp. tweezij-
dig inverteerbaar) op R als I - TOQ injectief (resp. surjectief, resp. twee-
zijdig inverteerbaar) is op Iy(R).

(ii) Als Y tweezijdige inverse van I - ToQ op TO(R) is, dan is de tweezijdi-

ge inverse van I - T op R:

1 -n7"=q+ Q.
Bewijs. I - T is op R dan en slechts dan injectief (resp. surjectief, resp.
tweezijdig inverteerbaar) als (I ~ T)Q zulks is, en (I - T)Q is hetzelfde
als I - TOQ' We kunnen nu stelling 7.1.3 toepassen met de daar voorkomende T

vervangen door T,Q. Bedenk dat T Q(R) = T (Q(R)) = T,(R).

7.1.6. Opmerking 1. Als de in 7.1.5 vermelde tweezijdige inverse van I - T4Q niet
bestaat kan men nog van een deel van het formule-apparaat gebruik blijven
maken voor uitspraken over de vergelijking (I - T)f = g. We nemen aan dat
T=T,+ P, en dat T - P de tweezijdige inverse Q heeft. De vergelijking is
te schrijven als (I - TOQ)x = g, waarin x = Q-lf. Door toepassing van
7.1.2.1 vinden we dat door de afbeelding x =g + y, y = TyQx de oplossings-

verzameling &énéénduidig wordt afgebeeld op die van de vergelijking
(I - ToQy = TQg (y € To(R)) .

Opmerking 2, Uit (I - T)If = g volgt (als weer T = TO + P, (I~ P)._1 = Q) dat
(I - TOQ)Q-If = gdus £ = Qg + QTOf. De oplossingen van (I - T)f = o voldoen

dus aan f ¢ QTO(R). De oplossing van (I - T)zf = o’voldoet aan (I - T)f = g
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met een g € QTO(R), en ligt dus in QZTO(R) + QTO(R). Doorgaande vindt men
voor m = 1,2,,.. dat de oplossingen van (I - T)Pf = & liggen in de directe

s50m

QTy(R) + QPT(R) + ... + QT (R) .

Als T(R) een eindige dimensie heeft treden bij het probleem van de in-
versie van I - T enkele vereenvoudigingen op. We zullen deze niet afzonder-
lijk formuleren, daar ze als bijzonder geval (P = 0, Q = I) in § 7.}.8 ver-

vat zijn,

Stelling., 2ij T = T, + P, waarin I - P de tweezijdige inverse Q heeft, en

dim TO(R) < w, Dan zijn de volgende voorwaarden onderling equivalent.

(i) De restrictie van I - TOQ tot TO(R) is een reguliere transformatie in
TO(R).

(ii) I - T heeft in R een tweezijdige inverse,

(i11) I = T heeft in R een linksinverse.

{iv) I - T heeft in R een rechtsinverse.

(v) (I - T)+(c) = {g}, d.w.2z. het getal | is geen eigenwaarde van T.

{(vi} (I - T)(R) = R,

Bewijs. In een eindigdimensionale ruimte is elke injectieve lineaire trans-
formatie tweezijdig inverteerbaar, en hetzelfde geldt voor elke surjectieve.
Passen we dit toe op I - TOQ en TO(R), dan levert stelling 7.1.5 (met ge-

bruikmaking van stelling 7.1.1) de gewenste resultaten.

Stelling. Laat naast de gegevens van stelling 7.1.8 nog gegeven zijn dat R
genormeerd is en dat T, en Q begrensd zijn. Dan geldt: als I - T een inverse

heeft dan is die inverse begrensd.

Bewijs. Volgens stelling 7.1.8 kunnen we "inverse' als "tweezijdige inverse"

interpreteren. Bestaat de inverse dan is die blijkens stelling 7.1.5 gelijk
aan Q + QYTOQ. Hierin is Y een begrensde lineaire afbeelding van TO(R) in
zichzelf (in een eindigdimensionale ruimte is elke lineaire afbeelding be-

grensd!). Daar ook Q en T0 begrensd zijn is Q + QYTOQ begrensd.



7.1.10,

7.2,

7.2.1.

Opmerking, Als T eindige rang heeft, dim T(R) = n, dan zijn er hoogstens n
waarden voor U zodanig dat I - uT geen inverse heeft. Dit kan nl. alleen als
de restrcitie van I - uT tot T(R) singulier is. In T(R) kan men de werking
van T beschrijven door een matrix A (zodra er een basis voor T(R) gekozen
is) en het resultaat is: I - uT heeft dan en slechts dan geen inverse als

det(l - pA) = 0.

Bijna-eindigdimensionale operatoren

Zij R een genormeerde lineaire ruimte, T € LO(R),

Definitie. T heet bijna-eindigdimensionaal als

L

¥eo0 sepLo(r) Gim S(R) < = A (S = T < e) .

7.2.2. Opmerkingen. Als T aan deze definitie voldoet is T begrensd. De &cht eindig-

7.2.3.

7.2.4,

7.2'5‘

dimensionale operatoren behoeven niet begrensd te zijn!

Voorbeeld. In § 5.3.3 van Lineaire Analyse I is op C([0,1]) de integraalope-

rator Ty gedefinieerd door

]
T = T, J K(x,y)£(y)dy ,
0
(uitgaande van een continue functie K), en opgevat als limiet van een rij
begrensde operatoren Tn van eindige rang, verkregen door het interval [0,1]

in n gelijke delen te verdelen en K met die deelintervallen stuksgewijs li-

neair te approximeren. Hieruit veolgt dat TK bijna~eindigdimensionaal is.

Men kan § 4.4.7 en § 4.4.11 combineren tot de volgende stelling: als R
een B-ruimte is, en T bijna-eindigdimensionaal, dan is T compact. In een SH-

ruimte kunnen we ook het omgekeerde bewijzen:

Stelling. Zij T een compacte lineaire operator in de SH-ruimte R. Dan is T

bijna-eindigdimensionaal.

Bewijs. Neem een totaal orthonormaalsysteen 9ys9s+++ » Voor n = 1,2,3,...

definieren we




7.

7.3.

3.

l.

n
o Ve b Gaapy
Kennelijk is Tn begrensd en dim Tn(R) = n < », Neem aan dat ~MMiT - Tn" +0

(als n + =), Er is nu een € > 0, een rij n,,n,,... en een rij £_ ,f_ ,... 26
172 n, n,
dat

T - T )E #>e, I, H=1. (1)
J ] ]

Daar T compact is, is er een g € R en een deelrij Wysly,ees VAR T 405,000,

z6 dat Tfm + g als j + =, Nu is

j
hE ey, - g, qqll SUTEL, -gl>0 (G =),
1=m.+] ] J
j
1L (sapggll >0 (G >=),
i=m,+1
i
dus
b (T, wq el = (T - T ) I +0 (; + =)
1=mj+l ] ] J

en dat is in strijd met (1).

De Fredholmvergelijking met bijna-eindigdimensionale operator

Zij R een B-ruimte, T een bijna-eindigdimensionale operator.

Definitie, Np is de verzameling van alle u € Cm met u # 0 en 25 dat u-‘ een

eigenwaarde van T is,

7.3.2. Stelling. (i) Als u ¢ Np heeft I - uT een begrensde tweezijdige inverse.

(ii) Als y € Np is (I - pT)(R) # R, (1 - uT)+(d) ¥ {0}, en I - T
heeft néch een links- ndch een rechtsinverse.

(iii) N, is hoogstens aftelbaar, en heeft geen verdichtingspunten
in Cm,



Bewijs. Fixeer een u € Cm. Kies een positief getal p > {ul, en kies een ope-
rator T, van eindige rang z5 dat de operator P (P := T - Tp) voldoet aan

ey < p-I. Volgens 6.1.3 heeft I - uP een begrensde tweezijdige inverse

(I -wp) ' =1+ uP o+ u2P2 4 ...

(hier is gebruikt dat R een B-ruimte is). We passen nu stelling 7.1.8 toe op
de operator uT met splitsing uT = pr + uP, Als de condities (i) t/m {vi)
uit stelling 7.1.8 voor deze operatoren gelden, dan is (zie (v) aldaar)
u ¢ NT (en eventueel u = 0). Als ze geen van alle gelden dan is u € NT. Nu
zijn (i) en (ii) duidelijk.

Zij q een positief getal, en Cq de schijf

Cq:={u]|u|<q}.

Voor elke p uit die schijf kunnen we eenzelfde p = q gebruiken en bijbeho-

rende T .
q

Als u € Cq definiéren we Z als de restrictie van I - uTq(I - uP)_] tot

Tq(R). Deze Z beeldt Tq(R) in zichzelf af, en is singulier als y € Cq n Np
(zie stelling 7.1.8 (i)). 2ij fl""’fn een basis voor Tq(R). Laat aij(u)
(i,j = 1,...,n) bepaald zijn door

n
Z2f; = .Z a; s (0fy .
J=1
We hebben gq, Tq, P, f]""’fn gefixeerd, maar de aij(u) hangen nog van u af.
We zullen laten zien dat elke aij(u) een analytische functie van p is voor

lul < g. Er is een K > 0 z8 dat voor elk stel 31500053, € Cm geldt
|ai| < Kllalfl + ... 0+ anan (1= 1,...,n) .

We zien nu dat wvan

n
qu £, = _Zl a.. f

ijk
j ]

j
de coefficignten a; ;, voldoen aan

1)

k
l2; 5 | < KIT WP




7.3.3.

en dat

s k
aij (w) = éij H kZO aijku ’

hetgeen voor |ul < g analytisch is.

De determinant A(u) van de matrix (aij(u)) is een analytische

1,j=1,..0.,0
functie van u voor |ul| < q. Deze functie heeft de waarde | voor u = 0, en
heeft daarom slechts eindig veel nulpunten in de schijf Ciq' Daar q wille-

keurig was is daarmede (iii) bewezen.

Stelling. Bij elke q > 0 is er een voor |ul < q analytische functie A(y) en
een rij operatoren Ak € BLO(R) (k = 0,1,...) zd dat "Ak" < Cq-k (met zekere
constante C) en 25 dat voor alle f € R en voor alle u met yu ¢ Nops ful < q

AT - uT) " 'f = A £ + WAE + WPALE + ... .

0

De details van het bewijs laten we achterwege. Het kan gegeven worden
door nadere uitwerking van het slot van 7.3.2. Men merke eerst op dat voor

lul < q, u ¢ N

1

Ve 1 - upy " Nx + uZ"Tq(I - wp) ),

(I - uT)~

waarin Z-] de (tweezijdige) inverse van Z in de ruimte Tq(R) is (zie stel-

ling 7.1.5 (ii)). We kunnen Zml beschrijven t.o.v. de basis fl""'fn met

' l+iji(u) de minor van

behulp van een matriz (A(n)) bij(u), waarin (-1)

aij(u) in de matrix (aij(u)) is. Deze bij(u)'s kunnen ock worden

i,j=1,...,n
beschouwd als A(u) = 0 is. Laat X de transformatie zijn in Tq(R) die door
deze matrix (bij(u)) beschreven wordt, zodat XZ = ZX = A(u)}I op

Tq(R). Nu is

ij=l,...,n

A - uT) " = @ - ) A + WRT (1 - wp) ™)

geldig voor |ul < q, u ¢ Ny, maar het rechterlid is als machtreeks in u ont-
wikkelbaar voor alle p met |u| < q (ook voor de u's in NT). Bedenk dat P en
Tq onafhankelijk van p zijn, en dat de bij's analytische functies van u zijn

voor |u| < q.



7.3.4. Stelling. Bij elke o met a # 0, ol e N., bestaat er een natuurlijk getal m,

een r > 0 en een rij operatoren B B peprereaBgsByaaes uit BLO(R) met de
eigenschap dat voor elke X met 0 < |i-al < r

f= 7 (- B f .
k=-m

o1 - 7y}

Dit is uit de vorige stelling af te leiden; de details van het bewijs
laten we achterwege. Men kieze voor r een positief getal met de eigenschap
dat er geen y € NT is met Q < lu-! ~ al< r (en ook |0 - a| s r). De conver-
gentie kan worden vastgesteld door af te leiden datHBkH < Cr*k. Het getal m

is de multipliciteit van ahl als nulpunt van A(u).

7.3.5. Stelling. Zij a een van 0 verschillende eigenwaarde van T (dus o # 0,
a1 e NT). Dan is R de directe som van twee ruimten: R = RI + R2, met de

volgende eigenschappen:

(i) T(R)) <R, T(R,) < R,.
(ii) Rl heeft eindige dimensie.

(iii) Er is een natuurlijk getal m z& dat
Ry ={f e R | (T - o)t = ¢} .

(iv) De projectieoperatoren Ia resp. I - I op R resp. R, zijn begrensd

en voldoen aan

2:: -— 2= - =
12=1, (I-1) I-1,, IT =TI .

(v) Voor elke A # o heeft de restrictie van T - AI tot Rl een begrensde
tweezijdige inverse.

(vi) De restrictie van T -~ al tot R, heeft een begrensde tweezijdige in-
verse,

(vii) De restrictie van T tot R, is bijna-eindigdimensionaal.

Bewijs. We kunnen uit de formule uit stelling 7.3.4 afleiden

(- @=-o1)(] £B)=(] 8 B)G - (T-aD)=1

k=-m =-m

voor 0 < |c| < r. Ook voor operatormachtreeksen geldt dat een identiteit




- 10 -

slechts geldt als overeenkomstige coefficienten gelijk zijn. Met de afkor-

ting § := T - ol leidt dit tot

SB__ = B_S =0

B, - SB_p,, =By~ B,,5=0
B, - SB_, =B ,-B_5§=0

B, - SBy=B_ -ByS=1I

By -~ SB; = By~ B,S =0 .

Hieruit volgt

s"B_, = B 8" =0 4D

B_, - SBy=ByS -B_, =1 (2)
k k

By = B, = B S (k = 1,2,...) . (3)

Uit (1) en (3) volgt 0 = (B_lsm)Bm = B_,(s"B), dus B_
vert dit op BE

lB0 = 0, Met (2) le-

= B_,. We definiéren nu

1 1

Nu is duidelijk

2= - = - - 2:: -

Iu Ia , (I Ia)Ia Ia(I Iu) , (I Iu) 1 Ia , {(4)
en verder volgt uit (1) en (2) - SB0 = - BOS =1 - Ia’ dus

I-1 . (5)

a

(T = aI)(~ By) = (= B(T - ol)

Definieren we nu RI = IQ(R), R2 = (I Ia)(R) dan is R = Rl + R2;

I- Ia zijn de projectieoperatoren. Uit (2) volgt dat Ia en dus ook I - I
i T(Rz) < R2.

Uit (1) volgt SmIa = (0, dus sPf = 0 voor alle f ¢ RI' Verder is

I en
o
met T verwisselbaar is, zodat T(R]) c R

- = - = - m
I Ia B,S Bm—ls » zodat voor alle f ¢ R




7‘4.

..]l-

(T - aI)™f = 0 = (I - I)f = o <= £ €R .

Zodoende is (ii1) bewezen.
Een bewijs voor (ii) volgt nu uit 7.1.6 Opmerking 2. De vectoren uit R,
voldoen blijkens (iii) azan (I - u-lT)mf = of, Voor de TO(R) kan men Tq(R) ne-

men (met geschikt gekozen q). Derhalve

dim(Rl) <m dim(Tq(R)) < @

Uitspraak (v) volgt uit het feit dat de transformatie T - ol in R] nil-
potent 1is (Smla = (}), Wanneer men nu T t.o.v. een basis met een matrix be-
schrijft, is o de enige eigenwaarde. Men kan ook expliciet de inverse van
T = AL in R, aangeven: als A # a dan is

1 -1 % k
T-AaD'=- 0~ T - a7 sk
a
k=0
rechts staat een afbrekende reeks.

Uitspraak (vi) volgt uit (5). Bedenk dat B0 de ruimte R2 in zichzelf

oI, = IBg = 0 dus (I -1I)By=3By(1-T1) =B

Uitspraak (vii) bewijzen we als volgt. De restrictie van T tot R2 heeft

afbeeldt, want B

op R2 hetzelfde effect als (I - Iu)T' We schrijven nu T als T0 + P, waarin

Pl < /NI = %ﬂlen T, eindigdimensionaal is. We splitsen nu T = (I - I)Ty +
+ (I - Ia)P; beide stukken beelden R2 in R2 af. (I - Ia)TO(R) is een projec-
tie van TO(R) en heeft dus eveneens eindige dimensie. En van (I - Ia)P is de

norm < €,

Fredholmvergelijking in SH-ruimte

We veronderstellen nu dat R een SH-ruimte 1is.

Als T een compacte lineaire operator van R is, dan is volgens 7.2.5 T
bijna-eindigdimensionaal, dus § 7.3 toepasbaar. We zullen de relatie onder-
zoeken tussen de Fredholmvergelijkingen met operator T resp. T*, waarin T
de geadjungeerde van T is. We beschouwen weer I = T i.p.v. I - yuT; men be-
denke echter dat de geadjungeerde van pT niet uT* is maar ET*. De hierna

volgende stelling 7.4 zegt dus o.a. dat als u ¢ Nr, dan ue NT*'




7.4.1. Stelling. Als T, een operator met eindige rang is dan geldt dat ook voor T

*
I-

Bewijs. Laat f],...,fn een orthonormale basis voor TI(R) ziin, dus

n n
*
= T f,£,)f, = £,T7E. ). .
T,f 521 (T)£, 608 jzl (£,T)£,)1; (1)

Noemen we T!;tfj = g dan vinden we voor alle f,g € R

n
(Tlf,g) = 'z (f!gj)(fj:g) ’

j=1
(T7g,f) = If (g,£:)(g:,£)
]gl j._-,] ] J ng »
Tg = E (g,£.) (2)
lg s j gj .

j=1

7.4.2, Stelling. Als T een compacte linmeaire operator van R is, dan is ook " com~
pact.

Bewijs. Volgens 7.2.5 is er bij elke € > O een P 25 dat T = T0 + P, T, ein-
dige rang, {|IP|] < €, Nu is T = T; + P*, en inderdaad heeft T; eindige rang
(7.4.1) en IP"Il = Pl < €.

Opmerking. Een directer bewijs als volgt: Als A ¢ BLO(R) en A compact, dan
is aa” compact (uit definitie van compactheid volgt dat AT compact is voor elke
begrensde T). Een als A € BLO(R), AA" compact, dan is A compact. Dit laatste

is in te zien door te gebruiken

* _ 2 * _ . _
IA% (£, = £002 S HAAT(f, - £)leNE, - £

7.4.3. We zullen een algemenere klasse W van operatoren invoeren. We zeggen
dat T € W als T een lineaire operator van R is die te splitsen is als
T = T0 + P, waarin Ty en P begrensd zijn, T, eindige rang heeft en I - P een
begrensde tweezijdige inverse heeft. (Er wordt dus niet geeist dat P klein is.)
Duidelijk is: Als T compact is dan T € W. En ook (zie bewijs van
7.4.2): Als T € Wdan T" € W,




T BTSRRI T

_l3....

7.4.4, Stelling. Zi] T € W (zie 7.4.3). Dan geldt

G) R=(I-T)R) & (I-T1TH (@,
(i) R=T -THR e (I - D (o ,

(iii) dim(I - D (@) = dim(I ~ T (@) < » .

. * '
Bewijs. (I - T )+(d) is het ortogonaal complement van (I - T)R, want voor

alle £ € R geldt

Voer (1= Dgof) =0 <= ¥ o (g,(1 - TE) = 0 <= (I - TOf = o,

Blijkens 3.1.2°

dat (I - T)(R) gesloten is. We hebben (vgl. 7.1.4)

is het nu voor het bewijs van (i) voldoende te laten zien

I1-T=1-P-T,= (I - TO(I - P)'l)(I -P),

0

dus I - T = (I - T])S, waarin S een begrensde tweezijdige inverse heeft en
T, eindige rang heeft.

We gebruiken de notatie uit het bewijs van 7.4.1. Zij R, het lineaire
opspansel van fl,...,fn, Bps+++s8 - Dus Tl(R) < Ry, TT(R) © R,. Daar R, ein-
digdimensionaal (dus gesloten) is, is R = RI ® R2 {met R2 :='O-RI). Uit (1)
1 dus (I - Tl)(RZ) = R2. Dus (I - TI)RZ is

gesloten; ook (I - TI)R] is gesloten (omdat de dimensie eindig is). Verder

volgt dat Tlf = 0 voor alle £ L R

is (I - TI)RZ 1 Ry, (1 - TI)Rl < R,. Dus (1- TI)R is de orthogonale som van
twee gesloten ruimten (nl. (I - T])R] en (I - ?])RZ) en dus gesloten. Daar
(I -~ T)(R) = (I - Tl)(S(R)) = (I - T])(R), is ook (I - T)R gesloten.

We bewijzen nu (iii). De ruimten (I - T1)+(00 en (I - T:)+(00 zijn

deelruimten van R] (uit £ = T f volgt £ ¢ TI(R) c Rl) en hebben dus eindige

I
dimensie, In R1 worden 1 - T en I - T, t.o.v. een orthonormale basis be-
schreven door matrices die elkaars geadjungeerden zijn, dus dezelfde rang
hebben, Daarom is dim(I - T,) (o) = dim(I - T,) (o) < = .

Tenslotte is
T -195%) = @ -1 @) = -1,
I-D) =s'a-1H% ,

. =1 . . .
en die operator S verandert de dimensie niet.
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7.4,5. Opmerking. 7.4.4 (1) wordt meestal z§ geformuleerd: (I - T)f = g is dan en
slechts dan oplosbaar als g loodrecht staat op alle h met (I - T*)h = o

7.4.6. Een operator T heet normaal als % = T*T, Bij normale operatoren
treedt in 7.3.5 een vereenvoudiging op doordat m = 1. We zullen dit laten

zien in 7.4.7 (waar compactheid niet meer geeist wordt).

7.4.7. Stelling. (i) Als T een normale operator is, emn o ¢ Cm, m ¢ Nt, f € R,
(T - oI)™f = o, dan is (T - al)f = &, (T - al)f
(ii) Als a ¥ B, (T - alI)f = o, (T - BI)g = &, dan is (f,g) = 0.

y‘

Bewijs. (i) Het is voldoende het geval o = 0 (dat hier niet is uitgesloten)
k
te beschouwen. Als T'f = ¢ dan is er een k Eth met T2 feo, Met H 2= T'T =

= TT" is H® = T*?T" voor alle n ¢ Nt, dus HZ f = o. Hieruit volgt

K k-1 k-1
0= £,£) = @ £,8° f)

k-1
dus Hz f = ¢, Door inductie komen we tot Hf = g, Dus

0 = (Hf,f) = (TT'£,£) = ITEI2 = (T™Tf,£) = (TEY° ,

zodat Tf = T £ = 0.
(ii) Als (T - al)f = (T - BI)g = o dan is volgens (i) ook
(T* - El)g = ¢, zodat

a(f,g) = (Tf,g)

B(f,g) = (£,88) = (£,T°g) = (Tf,g) .

Derhalve (o - B){(f,g) = 0, enz.
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