TECHNISCHE HOGESCHOOQOL EINDHOVEN
Afdeling Algemene Wetenschappen

Onderafdeling der Wiskunde

GEWONE

DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN

Dr. Ir. M.L.J. Hautus

Augustus 1974




S

- s £ et
AN Co.
AN A R
a"f S ra

v Y
%? Technische Hogeschool Eindhoven

Onderafdeling der Wiskunde

 Gewone
Differentiaalvergelijkingen

Dr. ir. M.L.J. Hautus -

Dictaatnr. 2.235  Prijs f 5,--




ot e

S

—
[

e T - o

Inhoudsbeschrijving

bij
GEWONE

DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN

Augustus 1974

ALGEMENE THEQRIE

Beginwaardeproblemen

Existentie- en eenduidigheidsstellingen van het BWP
Bewijs van Stelling 1

Continuiteitseigenschappen van oplossingen

Enkele aanvullende opmerkingen

Opgaven

. LINEAIRE SYSTEMEN

Inleiding

De homogene vergelijking

De inhomogene vergelijking
Vergelijkingen met constante coéfficiénten
Vergelijkingen met periodieke coéfficiénten
Randwaardeproblemen

Vergelijkingen van de 2e orde

Opgaven

1

1

3
10
15
18
21
25
25
26
29
31
38
39
42
46

Appendix. Bovendriehoeksmatrices, de logarithme van een matrix 50

Vervolg —




III. STABILITEIT

1. Differentieerbaarheid van de oplossing t.a.v. beginwaarden
Definitie van stabiliteit

Verdere stabiliteitseigenschappen
Stabiliteitseigenschappen van gestoorde systemen

Constante en periodieke oplossingen van autonome en periodieke systemen

A

Liapunov-functies

IV. TWEEDIMENSIONALE AUTONOME SYSTEMEN
1. Singuliere punten

2. Globaal faseportret

3. Conservatieve systemn

V. STORINGSREKENING

1. Beginwaardeprobleem

2. Periodieke oplossingen

3. De middelingsmethode

JdG, 17 Juli 2005

54
54
56
60
66
73
78
86
86
93
98
105
105
107
110




TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN
Onderafdeling der Wiskunde

GEWONE DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN

dr.ir. M.L.J. Hautus

augustus 1974




TECHNISCHE HOGESCHOQL EINDHOVEN
Onderafdeling der Wiskunde

GEWONE DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN

dr.ir. M.L.J. Hautus

augustus 1974




GEWONE DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN

HOOFDSTUK I. ALGEMENE THEORIE

1.  Beginwaardeproblemen

Een (gewone) differentiaalvergelijking (=: DV) van de orde n is een re-

latie van de vorm

) ™ (), ..., (), x(t),t) = 0 .

We zullen aitijd t als onafhankelijke variabele en gewoonlijk x als afhanke-
lijke variabele nemen. Meestal zullen we t de tijd noemen en als zodanig in-
terpreteren. Vergelijking (1) is een zogenaamde impliciete DV. In een expli-
ciete DV is de hoogste afgeleide gegeven als functie van de lagere orde af-

geleiden:
f

) *™ (o) = 1D (0, ,x00,0 .

In dit college worden uitsluitend expliciete DV's behandeld. In plaats van
&én DV kan men ook een stelsel DV's beschouwen. Bijvoorbeeld
X =~ kx+ kz(x-y)

(3) !

y == ky(y-x) .

Dit zijn de vergelijkingen waaraan {onder bepaalde aannamen) het door de fi-

guur aangegeven systeem voldoet:

k. -
LAAANAANA— mz i AV ;2
= 3

Van belang zijn vooral stelsels van eerste orde DV's:

il(t) = fl(xl(t)s"'!xn(t)’t)
(4) .

:‘cn(t) = £ (x (t),...,xn(t),t) .




Zulke stelsels zijn daarom zo belangrijk omdat ze enerzijds vrij gemakkelijk
te hanteren zijn (in vergelijking met DV's van de gedaante (2)), terwijl
anderzijds elke expliciete DV (of stelsels van DV's) tot een eerste orde

stelsel is te herleiden, We laten dit zien voor (2): Door de substitutie
. (n-1)
x (t) = x(t), x,(t) = x(c}, ..., x (t) = x (t)

wordt (2) equivalent met het volgende stelsel:

[ %, (©)

sy 4.7
x (8 = x (¢)

x,(t)

L in(t) f(xn(t)y"'!x(t)’t) .
Opgave 1. Formuleer de algemene gedaante van een stelsel DV's en herleid zo'n
stelsel tot een eerste orde stelsel. Voer deze herleiding in het bijzonder

uit voor het stelsel (3).

De reden dat stelsels van de gedaante (4) zo gemakkelijk te hanteren
zijn, is de mogelijkheid gebruik te maken van vectornotatie. We kunnen (4)

schrijven in de vorm

(6) x(t) = £(x(t),t)
waar

xl' £ () 0000,x ,t)
(7N xi= |0, £x,0) = o

X, fn(xl,...,xn,t)

Overigens zullen we in het algemeen vectoren niet onderstrepen. We schrijven

dus i.p.v. (6):
(8) x(t) = £(x(t),t) .

In dit college zullen we ons voornamelijk bezighouden met DV's van het
type (8). Het is echter nuttig steeds de resultaten, gevonden voor zulke

vergelijkingen, ook te herschrijven als resultaten voor (2).




Notatie. Als § 511{“, T < R", dan is c(f+T) de verzameling van continue
functies £: § + T en C'(f ~7) is de verzameling van continu differentieer-

bare functies f: f + T (analoog Ck(f +T)).

Definitie 1. Zij & 5_Rn+1 een gebied (= open samenhangende verzameling),
f e C(‘Q-’]Rn), I een interval in R. Dan heet y € C'(I » R™) een oplossing
van de DV (8) als

LD @),y ed

ii) () = £f(y(t),t)

voor alle t ¢ I.

i
Opmerking. Als t, een randpunt is van I (bijv. wanneer I = [to,m)) dan dient

onder jr(to) de rechter (of linker) afgeleide te worden verstaan.

Door de DV wordt in elk punt van JDEIIRnH een richting gegeven, nl. die
van de vector [f(:;’t)j] . De familie van al die richtingen vormen het rich-
tingsveld van de DV, Een oplossing van de DV is een kromme die "past" in het
richtingsveld, d.w.z. een kromme waarvan in elk punt de raakvector de rich-
ting [f(f’ t)]

gevuld" met disjuncte oplossingskrommen, d.w.z. dat door elk punt van O pre-

heeft. Deze meetkundige interpretatie suggereert dat d is "op-

cies &&n oplossingskromme gaat. Onder bepaalde veronderstellingen t.a.v. f

blijkt dit een correcte conclusie te zijn.

Bovenstaande beschouwingen geven aanleiding tot de formulering van het

zogenaamde beginwaardeprobleems:

BWP(f,xo,-tO): "Gegeven f € C(3+]Rn), waarﬁsl&nﬂ en (xo,to) € .D, be-

paal een oplossing y ¢ C'(1 +R") van (8), die voldoet aan y(to) = X




Zo'n functie y heet een oplossing van BWP(f,x 0) op I, Als het duide-

t
0!
lijk is van welke DV hier sprake is, zeggen we dat y een oplossing van
BWP(xO,tO) is (op I). De naam beginwaardeprobleem klinkt een beetje vreemd
als t, een inwendig punt van I is (bijv. als I = (a,b), a < ty < b}. Men zou

ook van Eénpuntsrandwaardeprobleem kunnen spreken in vergelijking met meer-

+st, van een inter-

puntsrandwaardeproblemen, waarbij er inmeer punten tostys-- Kk

val gegevens zijn over de oplossing (bij. van de vorm g(x(to),...,x(tk)) =0).
Meerpuntsrandwaardeproblemen zijn over het algemeen veel moeilijker te be-
handelen dan beginwaardeproblemen, waartoe we ons in dit college voorname-
lijk zullen beperken. Bij de afleiding van eigenschappen van BWP kan men ge-
woonlijk zonder verlies van algemeenheid aannemen dat I van de gedaante
I=1[0,T) of I =[0,T] is, terwijl ty = 0 (zgn. rgchteroplossingen). In de
eerste plaats kunnen we t; = O door een eenvoudige verschuiving bereiken

0 in). Als

ty = O een inwendig punt van I is, zeg I = (-a,b) met a,b > 0, kunnen we de

(voer een nieuwe tijdsvariabele 7 gedefinieerd door 1 := t-t

intervallen I, = [0,b) en I, = (-a,0] apart beschouwen. In het laatstgenoem-
de interval kunnen we de substitutie 7 = -t toepassen., Als we uitspraken
hebben gedaan over oplossingen van BWP op Il en I,, dan kunnen we daaruit

analoge uitspraken afleiden voor I.

. . ] . [ ] n t n —
Opgave 2. Als inbovengencemde situatie ¥, € C (Il +R"), Yy € C (12 +R") op
lossingen zijn van BWP(xO,O), dan is de functie y gedefinieerd door y(t) v=y](t)

(t e I]), y(t) := yz(t) (t ¢ Iz), een oplossing van BWP(xO,O) op I.

Equivalent met BWP(xO,O) is het volgende probleem: Bepaal een oplossing

€ C(I +R™) wvan de integraalvergelijking
y g

t
(9) x(t) = Xy + I E(x(t),1)dT .
0

Merk op: Als y een continue oplossing van (9) is op I, dan is y ¢ C'(I » R™)
want het rechterlid is in C'. We hoeven dus slechts een continue oplossing

van (9) te bepalen om BWP(x,,0) op te lossen,

Opgave 3. Als £ € C(J+R™) en y is een oplossing van (8) op I, dan is
Ypgave J
y e ¢+ R,




2. Existentie-~ en eenduidigheidsstellingen van het BWP

Als x eIRF, dan zullen we met ]x| de (euclidische) lengte (of norm) van

x, gedefinieerd door |x| := J%% + .+ xﬁ, aangeven, De volgende eigen-

schappen beschouwen we bekend:

0 exl = follx] Gaem

i) [x+y| < |x] + |y] (A-ongelijkheid)
D wmle f
iii) | £ | .
k=1 & k=1 Tk

Eigenschap 1. Als y ¢ C(Ea,b]-+155, waar a < b, dan is

b b
| Jy(t)dt| < f fy(e)|de .
a a
b ‘ b
Hierbij is f y(t)dt natuurlijk de vector met componenten [ yi(t)dt

a a

(i =1,...,n). Men kan deze ongelijkheid bewijzen door de integralen te be-

naderen door Riemann-sommen: Als a = t, < t, < .,. < t, = b, en t. <71, =
0 1 k 1-1 1

<t; (i=1,...,k), dan geldt op grond van i) en iii):

'rv1w

K
IR AT CRL I

i= i=] yep ey el

Door limietovergang vinden we dan de gevraagde ongelijkheid.
Als A een lineaire afbeelding R" - R’® ig (of een m X n-matrix) dan de-

finieren we de norm van A door

|A| = max |Ax| .
lx|=1

Ga na dat de volgende eigenschappen gelden:

. |Ax]

A

[A||x| (x € Ef5

2.  JoA| = |a||A] (o € R)
3. |a+B| < |a| + |3]

4.  |aB|
5. |A¥|

1A

|al 5]

|af*

A




b b

6. | fA(t)dt] < f |A(t) |dt, waar A een matrixwaardige functie voorstelt

a a

7. max Iaij] < |A| < /on max Iaijl (A = (aij))'
1,)

De laatste eigenschap houdt in dat de norm van een matrix klein is als alle

elementen klein zijn en omgekeerd.

We zullen een voorwaarde op f formuleren, die garandeert dat BWP een

&&nduidige oplossing heeft. Daartoe voeren we een nieuw begrip in:

Definitie 1. zij J E]Rn een gebied en £ ¢ C(Lf +R™®). Dan heet f Lipschitz-
continu op tD als '

F.50 Vx,yeab [£G) £ ] < L]x-y] .

Het getal L heet een Lipschitzconstante van f op D. we zeggen ook wel: f

voldoet aan de Lipschitzvoorwaarde.

De functie f heet locaal Lipschitzcontinu als er voor elke x e J) een omge-—

vinngan X bestaat waarop f Lipschitzcontinu is. De verzameling van locaal

Lipschitzcontinue functies f: £ + R™ wordt aangegeven met Lip(ﬁ - Rm) .

Opgave 1. Welke van de volgende functies zijn (locaal of globaal) Lipschitz-

: e—I/IXI

continu: sin x, x|, ¥Y|[x| s 1/log|x|, x sin 1/x, x2 sin 1/x, 1/{(x+1)},

waarbij zonodig f in x = 0 continu wordt voortgezet?

Eigenschap 2. Als f € c' (D~ ]Rm), dan is f € Lip(d+R™.

Bewijs. Zij X e . Kies een bolletje B met middelpunt Xq zo dat B c oO (B

is de afsluiting van $), zij L := max ]fxl. Hierbij is £  de functionaalma-
Xe -
trix van f met elementen (Bfi/axj). Als x,y € 8%, dan geldt

1 1
f(x) ~£(y) = f&d—t {(f(y+t(x-y))}dt = f £ (y+t(x-y)de(x-y) ,
0

op grond van de kettingregel. Er volgt:

1 .
[ £(x) ~ £(y)| < | f £ (y+t(x-y)dt||x-y| s L]x-y| . u]
0

Eigenschap 3. Als f ¢ Lip(,,@-*]Rm), dan is f Lipschitzcontinu op elke compacte

verzameling K ¢ &.




Bewijs. We gebruiken de stelling van Heine-Borel. Bij elk punt x ¢ K is er
een bolletje  met middelpunt x en straal r waarop f Lipschitzcontinu is.

zij B het bolletje met middelpunt x en straal jr. De verzameling van alle
bolletjes 63* overdekt K en er is dus een eindige deeloverdekking: K ¢ U 65*

waar ES middelpunt X; en straal ir heeft. Laat L een Llpschltzconstante op

53 (= {x | ix- x;1 < x;}) zijn. Dan is

L := max {max L,, max 4M/ri}
i i

waar M := max lf(x)l, een Lipschitzconstante van £ op K. Immers, laat x,y € K
* xeK
en x EG’;].. Als y eﬁ!)i, dan is

|f(x)-f(y)| < Lilx-yl < le-y]
Als y ¢'6h) dan is [x-y]| 2 ir; en dus

[£(x) - £(y)} < 2M < Llx-y| . a

e ., + . . .
Definitie 2. Zij Dan I een gebied en f ¢ C(D+]Rm). Dan heet f Lipschitz-

continu t.a.v. X als

3L>0Vx"y,t[(x,t),(y,t) ed) » [£(x,t) - £(y,t)| < L|x-y|] .
Op analoge wijze als boven definieert men hier de begrippen Lipschitz-
constante, Lipschitzvoorwaarde, locale Lipschitzcontinulteit t.a.v. x. De
verzameling van locaal Lipschitzcontinue functies t.a.v. x noteren we als
LiprQ-*lfn). De analoga van Eigenschap 2 en 3 blijven gelden. (Bij Eigen-
schap 2 wordt van f continulteit, differentieerbaarheid naar x en de conti-

- [ -
nulteit van fx vereist.)

We formuleren nu een algemene stelling over beginwaardeproblemen:

Stelling 1. Zij 00 CRn+l een gebled fec L1p (qD-*]R) en (x tO) ed. pan
bestaat er een interval I (t t ) met o < t < t0 < t < = en een func-—

tie x“: i met de volgende eigenschappen:

1) x1 is een oplossing van BW?(f,xO,to) op 1%,

1i) Als X een OPICSblng van BWP(f, xO,tO) is op een interval I, dan is

Ic I“ en x(t) = x~ (t) voor t ¢ I.

iii) (xi(t),t) + 3f) voor t - t+ of t » t (3 is de rand vanlﬂ).




De laatste eigenschap vereist nadere toelichting:

Definitie 3. Als y: I > d) EZRm, waar I = (a,b) en‘ﬁ een gebied is, dan zeg-
gen we dat y(t) + 3D (t + b) als er voor elke compacte verzameling K 5:0 een

t, € I bestaat zodat y(t) ¢ K voor t > £ (Analoog voor t -+ a.)

Het bewijs van Stelling ! zal worden gegeven in § 3. We merken op dat
+
I en x* door i) en ii) eenduldlg zijn bepaald (ga na). Aan voorwaarde iii)

is altijd voldaan als t" = resp t = -=, Ook is voldaan aan iii) als

x(t)+x+£ ao@(t-rt)resP x(l:)—:»x e 3D (t + ).

+ + .. .
Opgaven. Bepaal voor de volgende BWP's I~ en x , en ga na dat aan iii) is

voldaan:
2- X = (xogto) = (],0)
. 2
3. x= (xgsty) = (1,0) D =R
. 2
I X = 1l+x7, (xo,to) = (0,0)
5. x = 1/x, D= (0,) xR, (xp,ty) = (1,0)
. -1 -4 _ ﬁ_ 2 .
6. X+2t x+t x=0, (x ,to) = (1,2/w), =R x (0,») (definieer
y = x en voer de substitutie s = 1/t uit)
. 4/3 . . . . OD
7 Xx = - 3x sin t ({3= {0¢,=») xR), (xO,tO) willekeurig punt ind/.

We beschouwen nu het geval dath =R" x (a,b), waar —» < a < b < ». Dan

kunnen we Eigenschap iii) als volgt formuleren:
ii1)' Als t¥ < b, dan geldt |x(t)| » = (¢t 4 t%).
' Als t > a, dan geldt [x(t)| + = (¢t + t).

Uit opgaven 2 en 3 blijkt dat, zelfs als f erg glad is, I* echt kleiner dan

I:= (éﬁb) kan zijn, Stelling | kan dus alleen locale existentie garanderen.

Eigenschap iii)' deet ons echter een middel aan de hand tot globale existen-

tie te besluiten als aan bepaalde voorwaarden is voldaan. We beperken onsg

bij de bewijzen tot rechteroplossingen.

Eigenschap 4. Zijjj=ﬂmp x (a,b) en f begrensd. Dan is I = (a,b).

Bewijs. Zij |f| < M. U1t formule I-1-9 volgt dat |x*(t) -x.| < M(t-t,)
Sewijs 0 0
(tn s £ < € ), zodat [x~ (t) + o (4t onmogelijk is als t¥ < b.

0 0




Een algemener resultaat krijgt men door gebruikmaking van de volgende
eigenschap, die ook zal worden gebruikt bij het bewijs van Stelling 1 en van

stabiliteitscriteria in Hoofdstuk III.

Lemma van Gronwall., Zij k e R, —-= < tg <t £ ®, uve C([to,tl) +R), en
v(t) =z 0., Als

t
u{t) <k + J u(t)v(t)dr (t0 £t < tl)
to :
dan geldt
t
u(t) < k exp f v(t)dr (t0 £t < t])
%o
Bewijs. Definieer
t t
e(t) := exp(- fV(r)dr) s w(t) 1=k + Ju(r)V(T)dT .
tO to

Dan geldt u(t) £ ¢{(t), ¢(t) > 0 en dus

% P(EP(E) = v + ob = ~ voy * puv = gv(u=-y) s 0

zodat
e () (e) < p(e)(ey) = k (tg st <t)
Hieruit volgt
u(t) = p(t) < k/o(t) . Q0
Opgave 8. Als k 2 0, -» < tg <t S, uve C([to;tl) +R) en
t
u{t) = v(r) + k f u(t)dt (f;0 <t < tl)
. t,
dan geldt
t
u(t) = v(t) + k f ek(t_'f) v(t)dT (t0 St < tl) .

o




_]0..-.

Als toepassing van het Lemma van Gronwall vinden we:

Eigenschag 5. Als in Stelling l:;b =R" x {a,b), If(x,t)] < M(t) +N(t) |x],
waar M,N € C((a,b} =+ [0,»)), dan is Ii = (a,b).

Bewi js. Beschouw'I+ s= [0,t+) en neem aan dat t@ < b. Dan geldt

t
]xi(t)[ = |x0 + J f(xi(r),r)d1| <
0
t t
< [xol + f (M(T) +N(T)|xt(r)|]dr sk + IN(t)|Xt(T)ldT s
0 0
waar

ot

k := [xol + f M(t)dt .

0
Uit het lemma van Gronwall volgt

t
|xi(t)| < k exp J N(t)dt .
0

We zien dat xi(t) begrensd is op [0,t+) in strijd met iidi)'. G

Opgave 9. Als in Stelling 1: 'b = R" x (a,b) en Ifo(x,t)I < M(t) +N(t)ix|2,
dan is Ii = (a,b).

3. Bewijs van Stelling |

Het bewijs wordt in verschillende stappen geleverd. We nemen aan dat

aan de vercnderstellingen van Stelling 1 is voldaan.

Lemma 1. Er bestaat een open interval I met tog € 1 waarop BWP een oplossing
heeft. '

Bewijs. We nemen aan dat ty = 0 en we beperken ons tot een rechteroplossing,

d.w.z. een oplossing op een interval [O,tl). We kiezen een compacte verzame-




ling K ¢ D, zodanig dat (xO,O) een inwendig punt van K is. Laat M en L een
bovengrens, resp. een Lipschitzconstante van f zijn op K. Dan bestaat er een

getal t, > 0 zo dat

1
+
&= {(x,t) e B! | 05t < t) |x- x5} < Mt}
een deelverzameling van K is. Zij

I := {y ¢ C([O,t]) + RY) | (y(e),t) € £ voor 0 < t < tl} .

Voor y € T geldt blijkbaar y(0) = Xy We definiéren een rij functies

YgsY|s¥gse++ als volgt

Volt) i=x, (0 <t <t)

t
(*) Y‘k+l(t) = xo + I f(yk(T),T)dT (0 <t < tl) .
0

Met inductie volgt dat de rij voldoet aan Y € T'» zodat de formules welge-
definieerd zijn (uit Y € T volgt dat (yk(r),T) ef ck c &, zodat f(yk(r),T)
bestaat voor 0 < 1 < tl)‘ Immers: Als Ve €T, dan geldt ]f(yk(t),t)l <M,

zodat

Vi1 (8) =%l sMe (05 € < £) .

We zullen laten zien dat de rij (yk) uniform convergeert op [O’tl)' Er geldt
voor 0 s t < tyenk =1,2,...




- 12 -

t

I lf(yk(r),r) - f(yk_l(T).T)ldT s
0

IA

| ¥ (€ — ¥, (O]

t
L J IYk(T)"qul(T)ldT .
0

1A

Omdat y e T, geldt |y](t) - yO(T)I <Mt (0 <t <t). Dus

t
L J Mtdt = {MLt
0
t
L J iMLTZdT =
0

2

A

lyz-yll

mL 33

1A

[y3_YZ| %

k+]

L
ey =il = M %i%%TTT .

Dit impliceert dat I ]yk+l-yk| uniform convergeert op [O,tl), zodat ook
r
E (yk+1-yk) = Yrsp T Y uniform convergeert als r + =,

Door limietovergang in (*) vinden we

t
y(t) = Xy * f f(y(t),t)dr (0 =<t < £,)
0
waar y(t):= lim yk(t).
TE
Op grond van overwegingen uit § 1 volgt hieruit dat y een oplossing
is. a

Lemma 2. Als Yy eny, oplossingen van BWP zijn op een interval I, dan geldt

Yy =¥y

Bewijs. We nemen weer tO = 0, en we beschouwen oplossingen Yy eny, op [O,t]).

Er geldt
t

¥ty - y,(e) = f @M, - £,(,0r st <),
0




_]3_

Als 0 < t, < t,» dan zijn de krommen {{y,(t),1) | 0 =t =< t,} en
{(y,(t), 1) | 0<ts t,} compact en bevat in D, Er bestaat dus een Lipschitz

constante L op de vereniging van die twee krommen. Derhalve

t
[y, (8) - y,(0)] = L f ly (0 = y,(0)]dr .
0

Uit het lemma van Gromwall volgt (u(t) = |y](t) - yz(t)l, v(t) = L, k = 0)
dat y](t) = yz(t), 0<tx ty. Omdat t, € (O,t]) willekeurig is volgt hier-
uit het gestelde, U

We geven nu het bewijs van stelling 1 i) en ii) voor rechteroplossingen
met t, = 0. Als X,y oplossingen zijn van BWP op I1 = [O,t]) Tesp. 12 =

[O,tz), en t; < t,, dan is x(t) = y(t) voor 0 < t < - Dus graf(x)

graf (y) waar graf(x) := {(x(t),t) | 0 =t < t,} de grafiek van x is. De

]

In

In

vereniging van alle grafieken van rechteroplossingen van BWP is de grafiek

: . +
van een oplossing X van BWP op het interval 1 := [0,t+) waar t' het supre-
mum is van alle t, zodat er een oplossing van BWP bestaat op [O'tl) (ga na

dat x' inderdasd een oplossing is).

*
b4
!
| J
N LT |
! | |
| | |
]
| r ,
13 by I, t
4v1_—‘~q——— ‘__,_1;__‘_._

Analoog definieert men x op I := (t ,0]. Tenslotte definiéren we
1% = I I enx door graf(xi) = graf(x+) U graf(x ). Het is duidelijk
dat xi aan 1) en ii) voldoet.

Het bewijs van iii) (voor t*) leveren we in twee stappen. Eerst merken
we op dat we t+ < = mogen veronderstellen, omdat anders (x(t),t) kennelijk

. +
elke compacte verzameling verlaat voor £t + t .

Lemma 3. Als K S,i)compact is, dan bestaat er een rij tystyse.. met t, 4 et

zodanig dat (xi(ti),ti) ¢ K.
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Bewljs. Als zo'n rij niet bestaat, dan is er een getal t, € [0,t ) zo dat

+
(x7(t),t) € K voor t, <t< t'. Voor b, <t <8< et geldt dan:

s

x(8) - x(t) = f f(x(t),t)dT .
t

Als M een bovengrens van f op K is, volgt hieruit:

[x(t) - x(s)| < M|e-s|

. . + . + . .
We concluderen hieruit dat x = lim x (t) bestaat. (We gebruiken een conti-
eie?
nue versie van het criterium van Cauchy. Bewijs dit criterium.) Omdat K com-

pact is geldt (x »t ) <« K. Op grond van lemma 1 bestaat er een oplossing y

van BWP(f, x s L ) op een interval [t ,tz), waar t2 > t + De functie § gedefi-
nieerd door

2
F(t) = x"(t) (0 <t <th _—ﬂ”,//”f’—’f—hT 5
!

d !
F(t) = y(t) (t7 <t < t,)

is een oplossing van BWP(f, xo,to) op (t sty ) (ga na dat § contlnu differen-
tieerbaar is in t ) Dit is in strijd met de definitie wan t (de maximale
rechtereindtijd).

In het kort: Als een oplossing binnen K blijft, heeft zij een limiet.

Dan kan de oplossing worden voortgezet, O

., i + .. + ,
Tenslotte bewijzen we iii) voor t . Zij K = E?compact en t < o, Dan is
er een compacte verzameling K, cganmt K c int Kl (het inwendige van K). Dit

kan men inzien met de stelllng van Heine-Borel (ga na).

+

_— k




—]5_

Zij § de afstand van K tot oK, (de rand van Kl)' (Dit bestaat omdat K
en BKI compact zijn.) Het is duidelijk dat § > 0, Zij M een bovengrens van|f|
op K,. Als we lemma 3 op Kl toepassen vinden we een stijgende rij Eyatosees

+ . ,
met t, > t . Blijkbaar geldt ti-—ti_l + 0 (i » =), Als b <1< £, en

(x(1),T1) € K, dan is er een ¢ met t._| <O < T zodanig dat (x(0),0) € 3K, en

]
(x{t),t) ¢ Kl voor ¢ < t < 1. Dan geldt

T
[x(1) = x(a)| = | J f(x(t),t)dt| < M(1t-aq)

]

en derhalve

82 < [ (x(1),T) - (x(c),o)[2 = |x(x) - x(c)l2 + IT"0|2 <

S 0PN (t-0)? s @+ D (e -t )P

We zien dat voor voldoend grote i er geen T > t, bestaat met (x(7),7) € K.

Anders gezegd: op den duur heeft de oplossing geen tijd meer om tussen

K en )\ int K, heen en weer te lopen. 0
4.  Continuiteitseigenschappen van oplossingen

Volgens Stelling ]| bestaat er voor elke (x stg) e £ cen oplossing x*
gedefinieerd op een interval I° =: Ii(xo,to). Deze oplossing is een functie
van t maar ook van het beginpunt (xo,to). We schrijven xt(t) =: £(t,x »to) -

De functie £ is dus gedefinieerd op de verzameling

7:= {(t’xogto) € ]Rn+2 ] (x sto) € 9, t e Ii-(xos'to)]' ’

waar Ii(xo,to) het maximum interval is waarop de oplossing van BWP(f,xO,tO)
is gedefinieerd. We geven een aantal eigenschappen die meteen uit de defini-

tie volgen:
1) (to,xo,to) e Fen g(to,xo,tO) = X, voor alle (xo,to) eB.
2)  Als (t),x%5,ty) € F, dan is (tgs6(t sxy,t0),6,) € F en

E(toyﬁ(t],xoyto),tl) = xo B

Met andere woorden: bij vaste t en ty zijn de functies
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xo b E(t,xogto)

en

y b 5(tg,y,t)

elkaars inversen.

3) Als (tl,xo,to) € T en (tz,g(tl,xo,to),to) e ¥, dan is (tz,xo,to) e?f en
E(tzsxosto) =E(t2’£(tl!x0’t0),t1)°
Met andere woorden: de samengestelde afbeelding van
xO tr E(tl,xo,to) en y, =3 E,’(tz,y,t])
is
Xy b E(tz,xo,to) .
%L&l)‘an)hi)‘
Rl - - - — — — — — —

\tn._‘g(\:.,n,g_ - - = I
|

:to Y |L4-

We geven nu een continuiteitseigenschap van &:

. - +
Stelling 2. Zij (xo,t ) eob, tp €1 (xo,to) Dan bestaat er een omgeving Jr
‘van xO’ zodat voor alle x ENgeldt t, € I+ (x* >t }. Bovendien geldt

‘ E(t, X ’ 0) -+ £(¢t, xo,to) voor x© -+ Xg» uniform voor t ¢ [to,t 1.

\ku =E(tt)10>to\
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We zullen de stelling alleen bewijzen voor ty, > t,. We kiezen ¢ i.O zo—
danig dat voor ¢ = {(x,t) | kg <€ <t [x-‘c:(t:,xo,to)| < g} geldt tgo?
Omdat £ compact is bestaat er een Lipschitzconstante L t.a.v. x van f in E.
Zij Ix*-x0| < e. Definieer

t* i= tl als (E(t,x*,to),t) € 8 voor to <t<t

1
en anders

t* := inf {t > t | (g(t,x*,to),t) ¢ €y .

*
Dan geldt voor kg <t <t

t
* * *
|£(t,x ’to)_E(t;xosto)l = IX -xol + ILIE(T!X ’to)-g(T’xoltO)IdT .
%
Uit het lemma van Gronwall volgt nu:
* * L(t—to) *
(*) |E(t,x ,te)-g(t,xo,to)[ < Ix -xo[e (kg S tst)

* -L(tl-tO) *
Als we nu [x - x| £ § := jee kiezen, dan zien we dat t” = t moet
zijn omdat anders £ = IE(t*,x*,tO) - E(t*,xo,to)! < Je zou gelden. Dus

t, € Ii(x*,to). Uit (*) volgt dan onmiddellijk de gestelde uniforme conver-

gentie, 0

Opmerking. Uit bovenstaande volgt gemakkelijk dat X, H—E(t,xo,to) locaal
Lipschitzcontinu is (ga na). Algemeen kan men bewijzen dat‘F:open is en dat
£ e Lip(P+R"). zie [CL Ch.I,II].

1

Gevolg. Zij f € cHhxu +2IRn), waar JJ = R en v g]Rm gebieden zijn en laat

het BWP x(t) = f(x,t,u), x(to) = X,, Waar u een constante parameter is, een




oplossing hebben op [to,t]3 voor u = u,, Als f Lipschitzcontinu is t.a.v. x
en u, dan bestaat er een omgeving.ﬂﬂvan Uy» zodat het BWP een oplossing
heeft op [tO’tl] voor u e N. Als we de oplossing aangeven met g(t,xo,to,u)
dan geldt E(t,xo,to,u) > E(t,xo,to,uo) (u » uo) uniform voor tg £t sty

Bewijs. Variatie in de parameters kan worden herleid tot variatie in begin-

waarden door de volgende substitutie:

E = x € Rn+m , f(_}_t_,t) = f(x!t,u)‘ . }_{0 = xo ’ 32* = xo .
u H u u

De DV x = f(x,t,u) is dan equivalent met §'= f(x,t). g

Ook hier kunnen we opmerken dat u H—E(t,xo,to,u) locaal Lipschitzcontinu is.,

5. Enkele aanvullende opmerkingen

I. De existentie vanoplossingen van BWP(f Xy ,to) kan ook worden aangetoond in-
dien men slechts continuiteit van f verlangt. Men maakt hierbij gebruik van

de stelling van Arzela-Ascoli (zie [Hul, [CLI, [CD).

II. De eenduidigheid van oplossingen gaat verloren, als men de Lipschitz-

voorwaarde laat vallen. Een bekend voorbeeld is:

Voorbeeld. % = v|x|, (xo,to) = (0,0). Oplossingen zijn: x(t) = 0 &n x(t) =

= {t|t].
Opgave. Bepaal alle oplossingen van BWP(f,0,0), waar f(x,t) = /x|, .ﬁ =R2.

De Lipschitzvoorwaarde kan echter wel enigszins worden verzwakt. Een

voldoende voorwaarde voor de eenduidigheid is nl. ook de voorwaarde van

Osgood (zie [Hil, [C]).

[£(x,t) = £(y,t)]| < o(Ix-¥y])

waar ¢ een positieve functie is met de eigenschap dat f de_ In het

I

geval van Lipschitzcontinuiteit hebben we ¢(£) = LE.

Opgave. Geef een voorbeeld van een DV die niet voldoet aan de Lipschitzvoor-
waarde, maar die op grond van het criterium van Osgood toch een g€&nduidige

oplossing van het BWP heeft.
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III. Het existentiebewijs gegeven in § 3 lemma | is afkomstig van Picard en
Lindeldf. Een meer abstracte formulering van dit bewijs berust op de con-
tractiestelling van Banach (vgl. [A&A] stelling 7.9.1). Een ander existen-
tiebewijs is afkomstig van Cauchy en berust op benaderingen van de oplossing
door Euler-Cauchy polygonen gedefinieerd door te =t * kh, Xep S Xt

+ hf(xk, k), waar h > 0, xh(t) := stuksgewijs lineaire interpolatie door de
punten (xk,tk) (k = 0,1,...). Als f aan de voorwaarde van stelling 1 vol-
doet, kan men bewijzen dat xh(t) + x(t) in een omgeving van to.(zie LcLl,
(RI). Dit existentiebewijs is verwant met numerieke methoden om de oplossing
te bepalen (zie P. Henrici, Discrete variable method in ordinary differen-
tial equations). Tenslotte wijzen we op de methode van machtreekssubstitutie

die alleen toepasbaar is op analytische differentiaalvergelijkingen., Zij

k 2
f(x,t) = X t
ki,:ﬂ. %)

(wve nemen voor het gemak n = |, tg = o, Xy = 0). Men probeert dan een oplos-

sing van de vorm x(t) = z X t". Dan krijgt men de vergelijking
1

nx 7 = ( X tn)ktg
E k§£ ak2 nZl n

n=1
waaruit de coéfficienten X|sXpye.. eenduidig te bepalen zijn. De convergen-
. n : .
tie van de reeks ) x € wordt bewezen met de zgn. majorantenmethode, een

]
ingenieuze methode bedacht door Cauchy (zie [Hi], W.W. Golubev: Differential-

gleichungen in Komplexen. Zie ook het collegedictaat Toegepaste Wiskunde I),

IV. Een periodieke differentiaalvergelijking is een DV met b D x R, waar

D

een positief getal is, genoemd periode. De oplossingen van een periodieke DV

c R" een gebied is, en £(x,t+T) = £(x,t) voor alle (x,t) E;@ waarblj T

hoeven natuurlijk niet periodiek te zijn (Vb. % = 1 + cos t). Men is echter
vaak juist geinteresseerd in die oplossingen die wel periodiek zijn (zo deze
bestaan). Uitgangspunt is hierbij de volgende eigenschap, waarvan het bewijs
een interessante toepassing van de eenduidigheidsstelling (stelling 1 ii))

is.

Eigenschap. Een oplossing x* van een periodieke DV is dan en slechts dan pe-
riodiek als zij gedefinieerd is op een interval Iigg[O,T] en als xi(O) =

+
= x (T).
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Bewijs. Het is duidelijk dat de genoemde voorwaarden noodzakelijk zijn. Om
te laten zien dat de voorwaarde voldoende is beschouwen we de functie y(t) =
= xi(t+T). Dan is y oplossing van de DV op Ii-T = {t-T ] t e I"t} (ga na).
Bovendien geldt y(0) = x (T) = x (0). Uit Stelling 1 ii) volgt dan dat

I -T c 1% en dat y(t) = xi(t) op It -7, Op analoge wijze zien we 1* 41 < *
en xi(t—T)

+
x (t+T) = x°(t) voor alle t. 0

]

xt(t) op Ii +T. Hieruit volgt onmiddellijk dat I't = ]R_en dus

+

Door deze eigenschap wordt het onderzoek naar periodieke oplossingen
herleid tot een tweepunts randwaardeprobleem: "Bepaal een oplossing van de
DV op {0,T] die voldoet aan x(0) = x(T)."

V.  Het oplossen van een meerpunts randwaardeprobleem, in het bijzonder het
probleem genocemd in IV, is equivalent met het oplossen van beginwaardepro~
blemen + het oplossen van de (algebralsche) vergelijkingen. De met het in IV
genocemde probleem corresponderende vergelijking kan bijv. als volgt worden

geformuleerd: Bepaal het punt X, e,DO zodanig dat E(T,xO,O) = X4.

VI. Een autonome differentiaalvergelijking is een DV van de vorm

X = f(x)

waar f: ,80 +R" en 90 Elln een gebied is. Een DV heet dus autonoom als het
rechterlid niet expliciet van t afhangt. We kunnen deze vergelijking zien
als speciaal geval van de in dit hoofdstuk behandelde DV, waarbi j @ ="DO xR,
f£(x,t) = £(x). Het is gebruikelijk een oplossing x van een autonome DV te
representeren als kromme in Rn, waarvan t v x(t) een parametervoorstelling
is. Zo'n kromme noemt men een baan of een trajectorie. Een baan is dus de

n+l

projectie van een oplossingskromme {(t,x(t)) | t e I} cR op R" door on-

derdrukking van de tijdcodrdinaat.

cos C

sin t t//

¥ e

Voorbeeld. x = -y } oplossing: {x
y

1

= X

e

\/ " A 4
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De baan is een cirkel, de oplossingskromme is een schroeflijn.

Als x een oplossing is van een autonoom systeem, dan is ook
y: t + x(t-tl) een oplossing, zoals men gemakkelijk verifieert (vgl. ook
het bewijs van de eigenschap in IV). De oplossingskromme van y ontstaat uit
die van x door verschuiving langs de t-as. De banen van x en y zijn gelijk.

Een baan representeert dus een familie van oplossingen.

Eigenschap. Verschillende banen kunnen elkaar niet snijden.

Bewijs. Neem aan dat de oplossingen x en y parametervoorstellingen zijn van
twee banen, die een punt, zeg x(t]) = y(tz), gemeenschappelijk hebben. Zt]
z(t) = x(t +t]-t2). Dan is ook z een oplossing en z(tz) = x(t]) = y(tz).
Dus z(t) = y(t) voor alle t waarvoor de functies zijn gedefinieerd. D.w.z.

x(t*—tl- t2) = y{(t), zodat x en y dezelfde baan hebben. 0

Als een trajectorie zichzelf snijdt is de oplossing periodiek (ga na).

Merk op dat voor elke T en (t,xo,to) € T’geldt g(t,xo,to) = E(t+r,x0,t0+T).

6. Opgaven

De in deze opgaven voorkomende DV's zullen worden verondersteld te vol-

doen aan de voorwaarden van stelling 1.

Beschouw % = f(x,t), waar f: R?® -+ R. Zij J := {a | t+(a,0) > 1} (xo = g

to = 0) en n(a) := £(1,4,0) voor a ¢ J. Bewijs;

i) J is een open interval.
ii) n is monotoon stijgend op J. _
iii} Als f(al,t) = f(az,t) = 0 voor alle t 2 0, waar G < Qg dan is

t+(a,0) = ® voor a; < a < a,.

+ . . . . ‘os
iv) {a | t (2,0) ==} is een interval (dit is een generalisatie van iii).

v) Als sgn f(x,t) = - sgn x, dan is t+(a,0) = » yoor alle g ¢ IR,

Als f(x,t) = p(x) een polynoom in x is, bepaal dan de waarde van a waarvoor

t+(a,0) = ®,

x = xf(x,%), x(0) = a, %(0) = B. We geven de oplossing aan met £(t,a,B).

Bewijs:

i) Constante functies zijn oplossingen: £(t,a,0) = a.
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ii) Elke oplossing is strikt monotoon of constant.

iii) B » £(t,u,B) is stijgend bij vaste a en t.
Aanwijzing: Beschouw y = % als functie van x en schrijf voor y(x) een
DV op (dit kan op grond van ii)).

iv) Als £(x,x) < 0, dan is t' = = voor alle o en B.

v) Als 1 Y o, f(x,x) < =48, dan bestaat lim x(t).
§>0 x,x torco

Laat zien dat voor alle oplossingen van de DV

2% + x3 = sin ¢t

X+ x
geldc tT = o,
Aanwijzing: Geef een schatting voor de functie V(t) = }x"(t) + }y2(t), waar

¥y = kX, door van deze functie de afgeleide te berekenen.

Beschouw de vergelijking van Blasius:

LIl

¥ + xx = 0
met beginwaarden x{0) = %(0) = 0, X(0) = o > 0. Bewijs:

i) % is positief en dalend.
P +
ii) t = = voor elke a.

iii) lim %(t) bestaat.
o

iv) Als x oplossing is van de DV, voor welke p en q is dan t & px(qt) een

oplossing?

v) Het randwaardeprobleem x(0) = %(0) = 0, lim %(t) = i, heeft een eendui-
dige oplossing. e

vi) Voor de oplossing van dit randwaardeprobleem geldt x(t) -t + ¢ (t =+ =)
voor zekere ¢ < 0,
Schets de grafiek van deze oplossing,

vii) Laat zien dat het randwaardeprobleem x(0) = %(0) = 0, %(1) = 1, een op~-

lossing heeft.
Beschouw de Van der Pol vergelijking
X+ u(x?-1)k + x = A cos wt .,

Laat zien dat voor elke oplossing geldt: t+ ==, als y > 0, (Beschouw

2 .
V= x2'+y waar y = x en geef een schatting voor V.)
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Zij f: R? >R periodiek met periode T. Beschouw het BWP:
(N x = £(x,£) , x(0) = g , (t 20) .
De oplossing geven we aan met £(t,a).

i) Als -» < a<b <wenh e C([a,b] -+ La,bl), dan is er een x ¢ [a,b] zo
dat h(x) = x,

ii) Als a <b en als £(T,b) s b, £(T,a) = a, dan heeft (l) een periodieke
oplossing.

iii) De DV x = - x3 + sin t heeft een periodieke oplossing met periode 27.
(N.B. Let op de globale existentie.)

iv) Hetzelfde voor x = x3 + sin t.

v) Als (1) een begrensde oplossing x(t) heeft, dan is er ook een periodieke
oplossing., (Aanwijzing: laat zien dat de rij functies X gedefinieerd
door xn(t) 1= x(t +nT) een uniforme fundamentaalrij is en dat de limiet

een periodieke oplossing van (1) is.)

Laat f ¢ C(‘b—ﬂRn) Lipschitzconstante L hebben op¢D. Bij een numerieke bena-

dering van de oplossing x van het BWP

x = £(x,t) , x(0) = %,

wordt de oplossing bepaald van het benaderende BWP

y = glyst), y(0) =y, .
Als ]xO - yol < g4, [£0x,t) = g(x,t)| < e ((x,t) e:ﬁ), dan geldt:

Lt

[x(0) = y(©)| 5 epe® + e(e" =D/ .

(Aanwijzing: gebruik opgave 8 van § 2.)

Beschouw de DV

X = £(x,t), x(0) =a , (t = 0)

.. 2
waarbi] f: R + R

i) Als £(0,t) 2 0 voor alle t = 0, dan is £(t,a) 20 (a 20, 0 <t < t7).

Aanwijzing: Beschouw de DV X = f(x,t) + ¢.
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ii) Als a < b en f(a,t) 2 0 > f(b,t) voor elke t > 0 en a < g < b, dan is
t' = wenacx E(t,a) < b voor t = 0.
1ii) Als ¢(t) continu differentieerbaar is op [0,=) en f(p(t),t) = ¢(t) voor
t 20, dan is &(t,a) 2 @(t) (a 20, 0 < ¢t « t+).
iv) Als g(t) + 0 (t > «), dan geldt x(t) = 0 (t - @) voor elke oplossing
van i(t) = - x3(t) + g(t). (In het bijzonder geldt steeds et = ©,}
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HOOFDSTUK II. LINEAIRE SYSTEMEN

1. Inleiding

Een lineaire DV heeft de volgende gedaante
™ ey a](t)x(n-l)(t) oo+ oa (0x(t) = u(r) .

Zo'n hogere orde vergelijking kunnen we herleiden tot een speciaal geval van
een stelsel lineaire DV's van de eerste orde:

x](t) = al](t)x](t) +oee. * aln(t)xn(t) + ul(t)

xz(t) = aZI(t)x](t) + ...t azn(t)xn(t) + uz(t)

xn(t) = anl(t)xl(t) + oaes * ann(t)xn(t) + un(t) .
In matrix-vectornotatie luidt dit stelsel

(1) x(t) = A(t)x(t) + u(t) ,

waar

™
=
(]
o

®

n
-
]
W
-
>
I

"
=]
(-]
=]
<]
=]
=]
[=]

We zullen steeds aannemen dat A(t) en u(t) continu zijn op een open in~
terval I. In de eerste plaats onderzoeken we de existentie en eenduidigheid

van oplossingen van BWP(f,xO,to) waar t, € I, f(x,t) := A(t)x + u(t).

Blijkbaar voldoet f aan de in stelling 1 van hoofdstuk I gestelde Lip-

n
schitzvoorwaarde. Als immers (xO,tO) e D = R x I, dan bevat
n
R 0

voor kleine § > 0 een deelverzameling van 2. Er geldt

x [tO—G,t +8] een omgeving van (xo,to). Bovendien is deze verzameling

|£(x,t) - £(y,t)| = [a(t)(x-y)| < L|x~y]

waar L := max{|A(t}| | ]t-—tol < 8}. Er bestaat dus een eenduidige oplossing

+
van BWP op een interval Ii. Uit I, § 2, Eigenschap 5 volgt dat I” = I wegens
|£(x,t)| < L(e)[x]| + M(t)

(waar L(t) := IA(t)|. M{t) := ]u(t)l}. We concluderen:
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Stelling |. Laat A en u continu zijn op een open interval I en laat tg € I,
n . . o . * .
Xq € R". Dan is er precies &&n functie x~ ¢ C'(I +{Rn) die voldoet aan (1) en

* =

2.  De homogene vergelijking

Tegelijk met de vector-DV

(1) x(t) = A(t)x(t)

beschouwen we de matrix-DV
(2) &(t) = A()X(t)

waar X(t) een n x k-matrix is voor elke t € I, (1) is een speciaal geval van
(2) (nl. k = 1). Anderzijds is (2) tot (1) te herleiden, want de kolommen
Xyy+e0sX Van een oplossing X van (2) zijn oplossingen van (1). Dit volgt
uit: AX = A[x],...,xk] = [Axl,...,Axk] ([al,...,ak] is de matrix waarvan
31544058, de kolommen zijn). We zien dat het BWP X = AX, X(0) = C, waar C
een n x k matrix is, een &&nduidige oplossing heeft (we nemen verder aan dat
0e I),

Definitie. De n x n matrixfunctie ¢ die voldoet aan

a(t) = A(t)e(t) , @(0) =1

heet de fundamentaalmatrix of fundamentaaloplossing (=: FO) van (1) en (2).

Als we de afhankelijkheid van ¢ t.a.v, A willen aangeven schrijven we ¢y

Het belang van de fundamentaalmatrix is, dat men elke oplossing van (1)

en (2) erin kan uitdrukken:

Stelling 2. De oplossing van (1) met x(0) = c wordt gegeven door x(t) =
= ¢A(t)c, de oplossing van (2) met X(0) = C wordt gegeven door X(t) = ¢A(t)C.

.. ' d - 4 = = = =
Bewijs. X == (¢Ac) = 9,c A¢Ac Ax en x(0) ¢A(O)c c . 0

Opmerking. Het matrixproduct van twee differentieerbare matrixfuncties vol-

doet aan de gewone productregel voor differentiatie:




._27-.

T KOV = X(OY(E) + KO

De representatie x(t) = ¢A(t)c van de oplossing van het BWP: % = Ax,

x(0) = ¢, kan men uitschrijven als
= + LR N ]
x(t) = c,9,(t) *+ e o (£)
Waar @ ,...s¢ de kolommen zijn van ¢, en ClseeesC de componenten van c, De
vectorfuncties ®yse++s¢, vormen dus een basis voor de oplossingsruimte van

DV (1). Merk op dat deze basis gekarakteriseerd wordt door ¢k(0) = e, waar

ey de k-de vector uit de standaardbasis is (dus de k-de kolom van ).

Stelling 3. ¢A(t) is inverteerbaar (niet-singulier) voor elke t ¢ I.

We geven van deze stelling drie bewijzen.

Bewijs 1. Stel dat voor zekere ty € I de matrix @(to) singulier is. Dan is
er een vector c # 0 met @(to)c = 0, De oplessing x(t) = ¢(t)c van (1) is
niet identiek nul (x(0) = ¢ # 0) en valt samen met de nuloplossing op het
tijdstip t = tyt x(to) = @(to)c = 0. Dit is in strijd met de eenduidigheids-
stelling (BWP(O,tO) heeft &&n oplossing). O

Bewijs 2. We bewijzen dat ¢ een inverse heeft door een DV te geven waaraan
o ! voldoet. Beschouw de aan (1) en (2) geadjungeerde vergelijking
(3) Y=-7yA.

Existentie en eenduidigheid van oplossingen van deze DV bij gegeven begin-
voorwaarden volgen uit bovenstaande door transpositie: &% (YT) = - ATYT.
Zij ¥ de FO van (3), d.w.z. deoplossing van (3) met ¥(0) = I. Dan geldt
¥(0)¢(0) = I en

é% (¥6) = Yo + ¥3 = - YA + YA® = O ,

dus ¥(t)®(t) = I voor alle t, zodat ¥(t) = ¢(t)—l. 0

Opgave. Als x(t) oplessing is van (1) en y(t) is een rijvector die oplossing

is van de geadjungeerde vergelijking:
w(t) = ~p(e)A(t)
en als x(0) L ¢(0) voor £ = 0, dan geldt ¢(t) L x(t) voor alle t.

Bewijs 3. We laten zien dat det QA # 0. De determinant WA(t) = det ®A(t) heet

de Wronskiaan of Wronskideterminant van (1). Het gestelde volgt uit:
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Stelling 4,

t
(4) WA(t) = det ¢A(t) = exp( J tr A(t)dt) .
0
n .
Hierbij is tr 4 := izi a,, (= som van de diagonaalelementen van A) het spoor

(trace) van A. Voor het bewijs van stelling 4 maken we gebruik van een eigenschap

over differentiatie van een determinant.

Lemma. Zij B(t) een n X n—matrix en C' functie van t. Dan is det B(t) C' en

By (e) ... Bln(t) by (e ... ?ln(t)
5 b21(t) cer by (0) an(t) ces by (1)
-a-t—-det: B(t) = . : + . . + ...
bn](t) bnn(t) bnl(t) bnn(t)
b“(t) bln(t)
. . . .
Paet, 1(8) v By ()
bnl(t) bnn(t)

Opgave !, Bewijs ditlemma (gebruik de definitieformule of geef een bewijs met

volledige inductie door ontwikkeling naar een rij).

Bewijs van stelling 4, 2ij W = Wys

11 vt %n
17 % .
n * n n n
dW z . .
= = by eee 1= L |1 a8 ce 1 9, | =
dt k=1 ki kn k=1 |j=1 J731 j=1 kj¥in
(P L ¢ .
nl nn P41 SRR .
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1 ®In
o ' n
) Z akk(pkl o A ¥%nl T ( ): akk)W = (tr A)W .
k=1 k=1 '
q)n] A q)nn
Uit W(0) = I volgt het gestelde. 0

Opmerking. Soms noemt men wel een willekeurige nxn-oplossing X van de matrix-
vergelijking X = AX zo dat X(to) niet-singulier is een fundamentaaloplossing.

Laat zien dat voor zo'n oplossing geldt X(t) is niet-singulier (t ¢ I).Merk op dat

t
det X(t) = (det X(to)) exp J tr A{1)dr

o

De relatie %% = (tr A)W geldt nl. voor W = det X, waar X een willekeurige nxn-
matrixoplossing is.

Opgave 2. De oplossing van (1) met beginwaarde x(ty) = x5 is x(t) = Q(t)@ﬁl(to)xo

aangenomen dat 0 € I en to € I,

3. De inhomogene vergelijking

De oplossing van de inhomogene vergelijking

(1 x(t) = A(E)x(t) + u(t)
kan worden uitgedrukt in de FO van de homogene DV. Laat x de oplossing zijn

met beginwaarde x(0) = Xy Zij y = ¥x, waar ¥ = Q_l(ziebewijs 2van stelling
3). Dan geldt

y = ¥x + ¥x = - YAX + YAX + Yu = Yu .
Dus
t
y(t) = y(0) + J ¥(t)u(t)dr .
0
Daar y{(0) = x(0) = X, en X = ¢y, zien we

t
(2) x(t) = ¢(t)xo + f ¢(t)¢-!(r)u(r)dr .
0 _
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Merk op dat de eerste term in het rechterlid oplossing is van de homogene
vergelijking met de gegeven beginvoorwaarde, terwijl de tweede term oplos—
sing van de inhomogene vergelijking met beginwaarde x(0) = 0 is. Formule (2)

wordt (om historische redenen) de variatie-van-constanten-formule gencemd.

Opgave I.De oplossing van (1) met x(to) = X, wordt gegeven door
o .
-l -
x(t) = o(t)¢ (to)xo + J o(t)¢ l(*r)u('r)dr .

%

Voorbeeld, X + x = u, x(0) = Xg x(0) Yo+ We herschrijven de homogene DV

als een stelsel

X=y

Mgt
(=9
c
w
R
il
-3
(]
g
rt
I
]
-—_l‘4 v
| I
D
=]
b
H
)
—_ O
o —
[ S——

5= -x

De oplossing met | 0| = [1 is [x - cos c] .

Yo 0] vy - sin t
De oplossing met |X0| = Ol js |X| = |sin t

Yo 1] ¥ [cos t
De FO is dus

sin t cos t

o(t) = [ cos t sin tl

Merk op dat
_ t
det ¢(t) = 1 = exp f tr A dt .
0

De volgende formules 2ijn gemakkelijk te verifiéren (ga na):

o(t)e(s) = o(t +s) , o7V () = o(-t) .

Opgave 2. Als A constant is dan geldt QA(t)‘I’A(S) = @A(t+s). (Aanwijz_ing: ge-
bruik de eenduidigheidsstelling: x(t) = Q(t-+s)x0, y(t) := ¢(t)¢(s)xo zijn
oplossingen, vgl. hoofdstuk I, § 5, VI.)

. . T . .
Cpgave 3. Als A scheefsymmetrisch is (A" = -4), dan is ¢A orthogonaal (zie

bewijs 2 van stelling 3).

De cplossing van de inhomogene DV is
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t
x(t)| _ cos t sin t x| ., J cos(t- 1) sin(t-1)||0 dr .
y(t) ~sint cos t Yo 0 - gin{t-1) cos{t-1)||ult)
(Het inhomogene stelsel is % = Ax + u met u = [O].) Dus
u

x(t) = ¥y €os t + y, sin t + J sin(t - t)ulr)dr .
0

4.  Vergelijkingen met constante coéfficiénten

We beschouwenr de homogene matrixvergelijking

) X =AX, X(0) =1

en we benaderen de oplossing door successieve approximatie:

t
xk+l(t) =1+ J Axk(r)dr ’ Xo(t) =T
0

(zie bewijs van lemma 1 van hoofdstuk I § 3), We vinden

Xl(t) =T + At
Xz(t) =1+ At + ﬁAztz
X (t) = I+ At + 1a%¢? & .., + E%-Aktk .

We komen tot het vermoeden dat de rij Xk convergeert tot de FO van

(1), We zouden

k .
lim X, (t) = lim J e aded
ko ko j=0 J°

kunnen aangeven met

Il =18

i [
%,
[y
-y

o3

Laten we eerst het begrip matrixreeks nader onderzoeken:




Definitie.

1y Zij A (k = 0,1,2,...) een rij n x n-matrices. We zeggen dat lim A = A
ke

of Ak + A (k » =) als [Ak-A] + 0 (equivalent: als elk element van Ak naar
het overeenkomstige element van A convergeert, zie I §2, eigenschap van ma-

trixnorm).
2) Zij (Ak); een rij n x nmatrices. We zeggen dat A = E Ak convergeert
N k=0
als lim z Ak = A bestaat.
N k=0

Van een aantal eigenschappen over convergentie van reeksen van getal-

len bestaan analoga voor matrixreeksen:

Eigenschaggen.
1) Als I Ak convergeert, dan geldt Ak >0 (k > =),

2) Als L |Ak| < =, dan convergeert I Ak.

3) Als Ak(t) matrixfuncties zijn (t ¢ I, k = 0,1,...) en |Ak(t)| < Mk voor
zekere M onafhankelijk van t en zodanig dat I Mk < =, dan convergeert de
reeks E Ak(t) uniform.

oo

4)  Als AI,AZ,... een rij matrices zijn en E Aktk convergeert voor t = t
: k=0
dan convergeert de (matrix)machtreeks voor elke t € € met |[t] < ty+ Men kan

0’

hier dus ook spreken over de convergentiestraal van een machtreeks.
Als R de convergentiestraal is, dam is voor |t| < R de functie
- .
S(t) := Z Aktk een analytische functie, d.w.z. Sij(t) is analytisch

k=0
(i,j = 1,...,n) en

. - k-1
Sit) = kAt .
Lo ¥

Men mag een machtreeks dus termsgewijs differentiéren.
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We keren nu terug naar de FO wvan {1):
Stelling 5. Als A constant is, dan is

k,k
_ tA _ ¢ tA
@A(t) = e H -'i-c-!— .

o1 8

Bewig‘s. De machtreeks convergeert voor elke t want IAk[ < |a|¥ en

P k

e ]A 2
ZL—LEL—L— < @, Verder mag men de reeks termsgewijs differentieren, zodat
0 .

A T kev lak

I ' k

d At A
dt k. ¢

i t~1 8

0

k . -
Opgave 1. Als £(z) = } a,z convergeert voor |z| < R en A is een n x n-matrix
0

akAk.

met |A| < R, dan convergeert f£(A) :=

or~18

Een aantal eigenschappen van et volgen uit § 2 en 3: e‘:A is inverteer-
baar; verder

(2) e(t+s)A - er.A esA , e—tA - (etA)-l

(zie opgave 2 van § 3).

Oggaven.
2)  Als AB = BA dan geldt eleb = ATB o B.A

tA tB t (A+
3) Als e e = e (A+B) voor alle t, dan geldt AB = BA.

4) etI = ef1,
t
Opmerking. Voor m = | is exp [ A(r)dr de FO van.de niet-autonome DV
x(t) = A(t)x(t). Voor n > 1 eg A constant is deze functie ook de FO. In het
algemeen is echter exp ftA(T)dT niet de FO van kx = A(t)x. Men kan bewijzen
dat dit wel geldt als A%t) en ftA(T)dT commuteren voor alle t.
0

De variatie-van-constanten-formule voor de DV

X = Ax +u, x(0) = %g

met A constant luidec:
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t
x(t) = etAxO + J e(t“T)A u{t)dr .
0
We geven nu enkele methoden om etA te berekenen:

i) Als A een diagonaalmatrix is:

A
l‘ 0
A= 'L
0
A
L n|
dan 1is
e -
A 0
AF = L, (volledige inductie)
0 Ak
L i
en dus
— — A t -
k [ "1
Mo 0 e 0
A § f _ .
e = ) T N = .
k=0 0 C o At
A e [
— n_ — -

ii) Als A = T—IBT dan geldt £ = T*]gKT (volledige inductie) en dus et =
-1 tB
=T e T,

iii) Als A een Jordankastje is, d.w.z.

waar
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dan geldt

eAt _ e(AI+N)t - eAIt Nt o At eNt (zie opgave 1).

Nu is
1 2 .o K+l L..... n
0 «.. 0 1 0 ... 0]
N = |” L, . s 0, k= 1,2,...,n
™ ’ L - l
[3 ) i 0
L I A ]

en N¢ = 0 voor k 2 n. Zodoende krijgen we

eVt = I+ Ne o+ IN2t2 + L. e NI s
( > tn—l A
1 t ét ey TE:TTT
o 1 & 7,
Z S 1=
' . -7

en
— n-! At"]
At At 72 At t e

e te %t e sen TE:TTT_
0 elt. teAt

A |0 o -

e = »
' C tert
0 .o <o et




iv)

Als A blokdiagonaal is:

A1 0
A
A= 2
0
dan geldt
B tAl
e
tA .
e = .
0
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Uit de matrixtheorie is de volgende stelling bekend:

Elke matrix is gelijksoortig met een (complexe) blokdiagonaalmatrix,

waarvan de blokken Jordankastjes zijn.

D.w.z. A = T"JT, waar

en

Jk = thk + Nk .

m

De Ik's en Nk's hebben afmetingen m z m = n. De Ak's zijn de eigen-

waarden van A, Hieruit winden we

tA -1 tJ
e e

=T T’

tJ
e

tJ £A

k=1
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Hiermee is de structuur van e volkomen duidelijk. Van praktisch stand-
punt is deze algemene methode niet zo nuttig omdat in het algemeen de Jordan-
vorm (d.i. de matrix J) moeilijk te berekenen valt. Wel kunnen we uit boven-

staande een aantal theoretische conclusies trekken:

Eigenschappen.
At
5) De elementen van de matrix e ® zijn van de gedaante pk(t)e k waar A,
een eigenwaarde van kk is en P, een polynocom van de graad m, = 1, waar
m, de afmeting is van het k-de Jordankastje (mk is niet groter dan de

multipliciteit wvan Ak).

ut

. tA .. . .
6) De eigenwaarden van e zljn e waar u elgenwaarde is van A,

De laatste eigenschap volgt uit het feit dat de eigenwaarden van een
bovendriehoeksmatrix (dit is een matrix met aij = 0 voor i > j) gelijk zijn
aan de diagonaalelementen. Dit laatste volgt uit het feit dat de determinant

van zo'n matrix het product van de diagonaalelementen is.

. . tA . 3 n
Voor lage dimensies kan men e  vaak eenvoudig berekenen door A" te

n-1

schrijven als lineaire combinatie van I,4,...,A (dit kan op grond van de

stelling van Cayley-Hamilton).

Voorbeeld:
0 1
A= , A%?=-1,
-1 0
dus
Dfrde § i cnFan § gk cnfa-
k=0 ° k=0 * k=0 *

cos t sin t

(sin t)A + (cos t)I =
- sin t cos t

{zie ook het voorbeeld in § 3).
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At
Tenslotte merken we op dat we e ook kunnen berekenen dcor achter-—
eenvolgens de oplossingen van x = AX te berekenen met % = e],ez,...,en

(zie het voorbeeld in § 3),

' t
Opgave 5. Bereken eA s waar A wordt gegeven door

[01] 01 0] 11 1] 111 210

loof , fooo|, (111, o011}, |031],
.0 0 0 11 1] 001 o 07

8 9 O (-4 -4 0]

-1 2 of, 0 9 1.

0 0 3 -4 -3 1

5. Vergelijkingen met periodieke coéfficiénten

Een vergelijking van de vorm
x(t) = P(t)x(t)

waar P(t) een periode T > 0 heeft (dus P(t+T) = P(t) voor alle t) heet een
lineaire DV met periodieke coefficiénten. De FO van zo'n DV heeft een speci-
ale gedaante. Als nl. ¢(t) de FO is, dan is ook Y(t) = #(t +T) oplossing van
de matrixvergelijking ¥ = PY (vgl. Hoofdstuk I, § 5, IV). Op grond van stel-
ling 2 (5 2) volgt hieruit dat Y(t) = ¢(t)Y(0), dus

) (L +T) = (39 (T) {(t € R).

Nu geldt det ®(T)# 0 (stelling 3). Volgens een bekende stelling uit deBmatrix—
theorie bestaat er daarom een (eventueel complexe) matrix B], zodat e L (T)
(zie [CL], [B], [R], een bewijs zal gegeven worden in de appendix van dit

hoofdstuk. Daar zal ook worden bewezen dat men B, zo kan kiezen dat de eigen-

waarden van Bl gelijk zijn aan Wy = log Ai’ waar Ai eigenwaarde van ®(T) is

en log de hoofdwaarde logarithme voorstelt).Zij B := BI/T' Dan geldt

eBT = ¢(T). Definieren we Q(t) := ¢(t)e_tB dan geldt

—(t+T)3B -tB

QL +T) = $(t+T)e = o(r)e(me P = a(r)e B = qqe) .

We zien dat Q pericdiek is met periode T:
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Stelling van Floguet. Als P(t) periode T heeft, dan heeft QP de gedaante

tB
o,(t) = Q(t)e
waar Q een niet-singuliere matrix met periode T en B een constante matrix is.

Opmerking. Zowel Q als B kunnen complex zijn.

De eigenwaarden k; van B worden karakteristieke exponenten van P genoemd,

deze zijn bepaald op een term 2kni na. De eigenwaarden Ai van $(T) heten de

karakteristieke multiplicatoren van P. Er geldt By T {log Ai)/T.

Opgave 1. Als P periode T heeft en oneven is (P(-t) = -P(t)) dan heeft elke
oplossing van de DV X = Px periode 2T. (Aanwijzing: Bewijs dat ¢P(t) =¢P(—t)).

Opgave 2. Bewijs dat in de Stelling van Floquet

Q(t) = P(£)Q(t) - Q(t)B .

6. Randwaardeproblemen

We beschouwen het volgende randwaardeprobleem:

¥ = A(t)x(t) + u(t) 'B
(RWP)
‘Px(O) + Qx(T) = ¢

waar P en Q n x n matrices zijn.

Opgave. Formuleer het randwaardeprobleem
x(t) + p(e)x(t) + q(t)x(t) =0, =x(0) =a, =x(1)=5b
in bovenstaande vorm (d.w.z. bepaal A, u, P, Q, c).
We beschouwen eerst het homogene probleem, d.w.z. het geval u(t) = 0,
¢ = 0, Dan luidt RWP:
x(t) = A(e)x(t) , Px(d) + Qx(T) =0 .

De oplossing van de DV is x(t) = ¢(t)x(0). Substitueren we dit in de rand-
voorwaarde (vgl. Hoofdstuk I, § 5, V), dan vinden we de volgende voorwaarde

voor x(0):
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Mx(0) =0
waar
M:=P + QT) .

We zien dat er een niet-triviale oplossing van het homogene RWP is dan
en slechts dan als M singulier is.
Beschouw nu de algemene inhomogene vergelijking. De oplossing van de DV

wordt gegeven door (¢ = 0,):

t
x(t) = o{t)x(0) + f @(t)Q-i(T)u(T)dT .
0

We vinden zo de volgende vergelijking voor x(0):

T
Mx(0) + J (D¢ N(ulr)dr = ¢ .
0

We zien dat er een &&nduidige oplossing van RWP bestaat, dan en slechts dan
als M niet-singulier is. Als M singulier is, dan bestaat er een oplessing,

dan en slechts dan als de vector

T
b= ¢ ~ f (T8 ' (1)ulr)dr
0

in de beeldruimte van M ligt. De algemene oplossing van de inhomogene verge-
lijking is van de gedaante xp * X s Waar xp een particuliere oplossing van
het RWP is, terwijl X om de algemene oplossing van het homogene RWP is.

Als M niet-singulier is, dan wordt de oplossing gegeven door

t
s(e)M b + J $(e)0 ! (T)ulr)dr
0

x(t)

dus
T
¢(t)Mflc + J G(t,t)u(t)dr
0

x(t)

Hierbij is




_41._

G(t,1) = ¢(){h(t-1)I - MHIQQ(T)}Q_](T)

de Greense functie, waar h(s) = | als s = 0, h(s) = 0 voor s < 0.

Met behulp van deze formule hebben we de oplossing expliciet uitgedrukt in

de beginwaarde ¢ en in de functie u.

We beschouwen nu een periodieke DV:
(1 x(t) = P(t)x(t) + q(t)

waar P en q periode T hebben, en vragen ons af of er oplossingen bestaan met
periode T. Volgens Hoofdstuk I, § 5, IV betekent dit dat we oplossingen zoe-
ken met x(0) = x(T). We kunnen dit probleem formuleren als een RWP met
A(t) = P(t), u(t) = q(t), P=1I, Q=~I, ¢ =0, We zien dat de homogene
vergelijking (q(t) = 0) dan en slechts dan een niet-triviale oplossing heeft
met periode T als I - QP(T) singulier is, d.w.z. als | een eigenwaarde is
van ¢P(T).

Het inhomogene stelsel heeft een periodieke oplossing als

T

b o:= J¢(T)®-l(r)u(‘r)dr
0

in de beeldruimte van M := I - ¢(T) ligt. Hieraan is voor elke functie u

voldaan als 1 geen eigenwaarde van ¢(T) is. In het algemeen luidt de voorwaarde

voor elke n-dimensionale rijvector n. Uitgeschreven

T
n = ne(T) = f n¢(T)¢_](T)q(T)dT =0.
0

We voeren in de functie

vt 1= ne(T)e ' (e)

(p(t) is een rijvector voor elke t). Uit § 2 (bewijs van stelling 3) volgt
dat

(2) Y o= - yP,

d.w.z. ¥ voldoet aan de geadjungeerde vergelijking. We zien dat n = y(T),
n¥(T) = $(0). Zodoende vinden we:
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Stelling 6. Het stelsel (1) heeft een oplossing met periode T dan en slechts
dan als

T

j y{(t)q(t)dt = 0
0

geldt voor elke oplossing |y met periode T van de geadjungeerde vergelijking

(2).

7. Vergelijkingen van de tweede orde

We specialiseren de resultaten van dit hoofdstuk tot een lineaire DV

van de tweede orde:
(1) x(t) + p(t)k(t) + q(t)x(t) = 0 .
Het hiermee corresponderende systeem luidt

(2) {*=Y

y=-4qx - py

of

(e
(]

A(t)x , met A(t) = [ 0 11 y X = [x .

I. Als § en n oplossingen van (1) zijn, dan zijn ? s {?] oplossingen van
n

(2). De wronskiaan van deze oplossingen is £
(3) W(e) = W, (t) =&n - &n .
dW
Op grond van § 2 geldt: rr i (tr A)W = - p(t)W. Dus
t
{(4) W(t) = W(0) exp {- f p(tidr} .
C

hetgeen ook gemakkelijk direct te verifieren valt,

Met behulp van W kunnen we n berekenen zodra we £ kennen en £ # 0. Ver-
gelijking (3) geeft immers een lineaire DV van de eerste orde voor n. We

vinden
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4 0. ¥
(5) It (E) 2
en dus
t
(6) n(e) = g(t) ¢ f M), dt + c) .
£2(1)

Opgave |. We noemen twee functies £ en n onafhankelijk op een interval I als
er geen getallen A, u bestaan met (A,u) # (0,0), r£(t) + un(t) = 0 voor

t € I. Laat zien dat twee oplossingen £ en n van (1) onafhankelijk zijn dan
en slechts dan als WEH(O) # 0.

Met behulp van (6) kunnen we dus een oplossing n vinden zodra we &&n
oplossing £ # O hebben. (We kunnen in (3) bijv. W(0) = 1, ¢ = 0 kiezen.
Waarom zijn de oplossingen £, n dan onafhankelijk?) Als we eenmaal twee op-
lossingen hebben gevonden, kunnen we elke oplossing van de homogene &n de
inhomogene DV vinden d.m.v. integratie. (Zie ook college Toegepaste Wiskunde
1.)

Opgave 2. Als £ enn onafhankelijke oplossingen zijn van (1) dan wordt de al-
gemene oplossing van
x(t) + p(0)&(t) + q(e)x(t) = u(t)

gegeven door

t
x(t) = af(t) + bn(c) + j HONORNIONONE Rt
0
Als a=b =0 en
t
n(t) = £(t) f Wlo)do
o0 £
dan geldt
t g
x(t) = E(t) f M) d f £(1) u(r)dr .
£2(0) W)




- 44 -

II. We geven nu enkele algemene eigenschappen van nulpunten van oplossingen.
Het is duidelijk dat alle nulpunten van een niet-triviale oplossing enkel-
voudig zijn. Als nl. g(to) =é(t0) = 0, dan geldt £(t) = 0 voor alle t op
grond van de eenduidigheidsstelling. Twee onafhankelijke oplossingen hebben
verschillende nulpunten. Als ty nl. een gemeenschappelijk nulpunt van de op-

lossingen £ en n is, dan geldt W n(tO) = 0. In een gesloten eindig interval

£
1 heeft een niet-triviale oplossing hoogstens eindig veel nulpunten. Anders
zou er nl. een convergente rij tl,tz,...'in I bestaan met E(ti) = 0, Voor de

limiet ty = lim t. zou dan gelden g(to) = é(to) = 0 (ga na).

Alterneringsstelling. Als £ en n onafhankelijke oplossingen zijn, dan liggen

de nulpunten van £ en n om en om (d.w.z. tussen twee cpeenvolgende nulpunten

van n ligt precies &&n nulpunt van £,

Bewijs. Laat ty < ty, n(to) = n(tl) =0, n(t) > 0 voor ty <t <t (zonder
verlies van algemeenheid) en zij £ een oplossing met £(t) > 0 voor

tg S t< tl (ook z.v.v.a.). Dan geldt (5) op [to,t]J zodat

t
1
SRCLREERY
ey Elyp) £2(1)
t
0
hetgeen een tegenspraak is, a

Voorbeeld. cos t en sin t als oplossingen van X + x = 0.

III. De Hillvergelijking luidt

o)) x(t) + q(e)x(t) =0
waar q periode T heeft. Laat ?1> 95 oplossingen zijn met
q’l(o) @2(0) _ [l 0
¢1(0) ¢2(0) 0 1
zodat
9,(8)  gy(t)

0,(8)  9,(1)
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de FO is. We merken op dat W(t) = det ¢(t) = | voor alle t (zie {4)). Laat
1Ay = det ¢(T) = 1. Op

grond van de stelling van Floquet kunnen we schrijven ¢(t) = Q(t:)eBt waar Q

A], Az de eigenwaarden zijn van ¢(T). Dan geldt A

een periodieke niet-singuliere matrix is en B een constante matrix, waarvan
. .. - 1 . .
de eigenwaarden gelijk zijn aan u; =7 log Ai (i =1,2). We zien dat

v, + My = 0. We onderscheiden de volgende gevallen:

1) Als A # Ags dan is de algemene oplossing van (7) gelijk aan

x(t) = aq,(t)e“t + qu(t)e"“t
waar q, en g, periodieke functies zijn (u = M= uz).

2) Als Al = 12 dan is Al = +] en By = U, = 0 of By = u, = mi. Als B diago~
naliseerbaar is (hetgeen alleen het geval is als ¢(T) = + I, =zodat

B = 0 resp, 7il/T) is de algemene oplossing van (7) van de gedaante
x(t) = aql(t) + Bq, (t)
. mit/T
waar q, en q, periode T (als A = 1) en 2T (als A = -1) hebben (e

heeft periode 2T). Als B niet diagonaliseerbaar is, dan is de algemene

oplossing van de gedaante

x(t) = ag (t) + Btq,(t)
waar q, en q, periode T (als A = 1) en 2T (als A = -1) hebben.

De getallen X en A, zijn oplossingen van de karakteristieke vergelij-
king
A2 +2ar+1=0

waar

a == 4(5,(D + §,(1)) .
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8. Opgaven
R [ACe) 0 ] 0, (t)
. 1) Als A(r) = , dan ¢K(t) =
Y B(t)] 0
_ a(t)  c(t)] [, (t)
ii) Als A(t) = s dan ¢K(t) =
L0 B(t) ] | 0
waar
t
y(t) := J ¢A(t)¢;1(T)C(T)¢B(T)dT .
0
1
A C eA f e('-T)AC eTB dT
iii) exp = 0
0 B 0 B
a(t)  e(t) 9,0
iv) Als A(t) = , dan QA(t) =
0 b(t) 0
waar
t
ml](t) = exp I a(t)dr
0
t
¢22(t) = exp f b(t)dr
0

g (1) ]

y(e) T

LNE)

mlz(t)}
¢22(t)

miz(t)=[ c(t) exp { f a(s)ds + f b(s)dsldr .

0 T 0
Anderzijds
t p,,(t) (L)
exp f A(s)ds = [:1] 12 1
0 0 $95 (L)

met
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t t t

wlz(t) = B J a(s)ds , f b(s)ds) f c(s)ds

0 0 0

waar
a B

ea — : als a # B8

9 (3’8) =
o als o« = B
t

Geef een voorbeeld waarbij ¢A(t) # exp J A(s)ds .
0

2. 1) Als A(t)B = BA(t) voor alle t 2 0, dan geldt

@A(t)B = B$A(t) voor t =2 0 .

ii) Als A(t)B(s) = B(s)A(t) voor t,s 2 0, dan geldt

QA(t)¢B(s) = QB(S)QA(t) voor t,s =2 0 .

3. i) De vergelijking van Euler luidt
tx{t) = Ax(t) .

Bewijs dat de FO met begintijd t, = 1 gegeven wordt door

P(t) = tA i= eA log t

Geef de gedaante van tA d.m.v. Jordanvormen. Wat is de algemene gedaan-

te van de elementen van &(t) ?

ii) Herleid de scalaire Eulervergelijking van de n-de orde

" x(n)(t) + a}tn-] x(n-l)(t) *eeetax(t) =0

tot een systeem van de vorm ti(t) = Ax(t).
iii) Bepaal de oplossing van

~ -1. -2 -1 .
X+ 4t x + 2¢ “x =t sin t (t > Q)

met x(1) = 1, x(1) = 0.
iv) Schrijf de oplossing op van

tx(t) = Ax(t) + u(t), x(1) = ¢ .

v) Wat is de FO van %(t) = f£(t)Ax, waar f een continue scalaire functie ig?




6.

7.

8.

9.

10.

il.

._48._

i) Als aij(t) 20(t20,1i#j)enx()z20 (ongelijkheden gelden ele~
mentsgewijs), dan geldt voor de oplossing x(t) van de DV: x = Ax dat
x(t) 20 (t 2 0),

ii) eAt 2 0 voor alle t 2 ¢ o= aij 2 0 voor i # j.
e-3t et
Als x(t) = | - —3¢| en g(e) = ¢| oplossingen zijn van een DV van de vorm
-3e e

X = Ax, waar A een constante 2 x 2-matrix is, bepaal dan A.

Bepaal de FO van de homogene DV van
Xk=2x+y + cos t
V=3x+ 4y + t ,

Bepaal met behulp hiervan de oplossing van deze DV met (x(0),y(0)) = (1,1).

a(t) b({t)
Bepaal @A(t), waar A(t) =
=b(t) a(t)
Als A(t) = e-Ct BeCt, dan is QA = ¢ Ct e(B+C)t.

Als A niet-singulier is, dan geldt

t
f eAT dr = A-l(eAt -1I).
0

i) De oplossing van de matrix-DV
X = AX + XB

met X{(0) = C wordt gegeven door

X(t) = eAt CetB .

t
ii) Als P(t) = f eAT QeTB dt, dan geldt AP + PB = eAt QeBt - Q.
0

Laat X(t) differentieerbaar zijn, X(0) = I, X(t+s) = X(t)X(s) voor alle t

en s, Dan bestaat er een matrix A zodat X(t) = eAt
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12. i)  Bewijs dat -C% ATl e AT
ii) Bepaal @A waar A(t) = —(I-—tB)qIB (aanwijzing: bereken 5A)'
13. 1)  Laat p,q € C' (I >~ R) waarbij I een interval is. Herleid de DV

14,

X + pk+qx =0

tot een DV van de vorm y + ry = 0, door de substitutie x = uy met
geschikte u., Druk r uit in p en q.
ii) Laat a,b,c ¢ C' (I + R), a > 0. Dan geldt: x is een oplossing van de
Riccativergelijkiqg

X = ax2 + bx + ¢
t
dan en slechts dan als y := exp{- [ a(t)x(t)dr} oplossing is van
y - (b+4a/a)y + acy = 0, 0
Bepaal de periodieke oplossingen van de DV's:
i) %= (l+cos t)x + sin t

i1) ¥ =1+ x cos ¢t

X cos t + cos t .

e
13

1ii)
Als de DV x(t) = P(t)x(t) + q(t), waarbij P en q periode T hebben, een op

[0,=) begrensde oplossing heeft, dan heeft zij ook een periodieke oplossing.

.« Als f ¢ C (R » R), geef dan een DV waaraan

cx(t) : J d'rI f drz - { f(rn)drn
0

.. . . A
voldoet., Schrijf deze DV in vectorvorm: X = ¢

AX + u en bepaal e ",

Geef nu een representatie van x{t) met behulp van de variatie-van-constanten
formule,
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Appendix. Bovendriehoeksmatrices, de logarithme van een matrix

t . . .
A ook beralenen als men een bovendriehoeksmatrix heeft die

gelijksoortig is met A.

Men kan e

Stelling 7. Elke vierkante matrix is gelijksoortig met een (complexe) boven-
driehoeksmatrix (=: BDM).

Bewijs. We gebruiken volledige inductie naar de dimensie. Een | x l-matrix
is altijd een BDM. Laat het gestelde bewezen zijn voor dimensie n- 1 en zij
A een n x mmatrix. Laat p een (complexe) eigenvector zijn bij een eigen-
Y

waarde A, dus p # 0 en Ap = Ap. Dan bestaat er een basis in R" van de ge-
daante gys:++»8, Met g, = p. De gedaante van A t.a.v. deze basis is:
- A cT
A=

0 B

d.w.z. er bestaat een niet-singuliere n x n matrix T, met
A=T 'aT .
1 1

Hier is cT een (n- 1)~rijvector en B een (n-1) x (n- 1)~matrix. Volgens de
inductieveronderstelling bestaat er een niet~singuliere (n~1) x (a~ |)-ma-

trix § zodat DO 1= S_IBS een (n-1) x (n~-1)~BDM is. Als we

b0
I, :=
2 o s
definiéren, dan zien we dat D := TElKTZ een n x n~BDM is. Het gestelde volgt
nu uit D = THIAT, waar T = TZTI' O

N.B. De BDM-vorm van een matrix is niet eenduidig!

We kunnen de BDM vorm van een matrix A gebruiken om etA te berekenen.

Als A = TDT“i dan is etA = TetDT-l, zodat we slechts el hoeven te berekenen

waar D een BDM is., We schrijven de DV uit
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X, = A]xl + d12x2 + ... + dlnxn
X, = Azxz + ..., + d2nxn
xn = Anxn

en we lossen deze vergelijkingen successievelijk op, te beginnen met de

laatste. Als x(0) = ¢ = {c],...,cn]', dan geldt
n
xn(t) = @ <,
zodat de (n- 1)-de vergelijking luidt
At
n

n-} = An—lx *e €n

*

met als oplossing (bijv. met de variatie-van-constanten-formule):

At ety AT
{t) =e n-1 c . * J e M1 e ¢ dr .

0

Als M1 ¥ A, dan krijgen we een functie van de gedaante

Ap-1t At
xn_] = ge + Be .
Als A 1 = An:
At AL
X = qe n + RAte n .
n-1

Als we zo doorgaan dan vinden we tenslotte dat de componenten wvan x(t) de
A t
gedaante X = E p (t)e hebben, waar de polynomen pj een graad kleilner

dan de multip11c1te1t van Aj hebben.
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We bewijzen dat er voor elke inverteerbare matrix P er een matrix A be-

-1
staat met e = P. We merken op dat;eT AT . T leAITen dat eA eett BDM is als

A een BDM is (BDM = bovendriehoeksmatrix} (ga na). Derhalve volgt het ge-

stelde uit het volgende resultaat:

Stelling. Als P een (complexe) reguliere n x n-BDM is, bestaat er een een-
duidige (complexe) BDM A met e = pen zodanig dat a;. = log p;; waar log de

hoofdwaarde wvoorstelt.

Bewijs. We gebruiken volledige inductie naar n. Als n = ! is het gestelde

triviaal. Zij nu P een reguliere n x n-BDM. We splitsen P in blokmatrices

waar Q een reguliere (n-1) x (n-1)-BDM, r een (n~- |)-vector en ¢ een ge-

tal # 0 is. Als we de gezochte matrix A op analoge wijze splitsen:

B c

b3
]

0 ¢
dan geldt op grond van opgave 1 iii) van § 8
B, B(1=1) 6t
fe ce  drt
e = 0 .

0 e6

De wvoorwaarde eA = P wordt dus

dt ¢

f BUI=T)+81I .

0

De BDM B kan hieruit op grond van de inductieveronderstelling eenduidig be-

paald worden zollanig dat b.; = log q;;. Ock § = log o ligt hierdoor eenduidig
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vast, We zien dat ook ¢ eenduidig bepaald kan worden als f eB(I_T)+6TI dt

niet-singulier is, dus als 0

1
M= f e(ﬁl-B)T dt

0
niet-singulier is. De integrand is een BDM met als i-de diagonaalelement
(é-bii)r
e » zodat M een BDM is met

1
j e(<’3-bii)r

m.. = dr .

11
0

Als bii = § dan is m., = 1, als bii # § dan is

(S—bii)
m,. = (e

ii -])/(G_bll)#o’

omdat ,6-—bii} < 21 (8 en bii zijn hoofdwaardelogarithmen). Blijkbaar is M

niet-singulier. 0
Opmerking. We zien dat A redel is alg P reeel is.

Opgave. Als een niet-singuliere matrix is, bestaat er een matrix P met
Jpgave g
P? = q,
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HOOFDSTUK III. STABILITEIT

. Differentieerbaarheid vam de oplossing t.a.v. beginwaarden

Zij £ € (D~ Rn), waar,@glin+I een gebied is en zij x f(x,t) twee
keer continu differentieerbaar voor elke t. We geven de oplossing van
BWP(f,xO,O) met E(t,xo) aan (i.p.v. met E(t,xO,O) zoals in Hoofdstuk I} en
we onderzoeken de differentieerbaarheid van £ als functie van X, bij vaste

t. Laat voor Xy = ¢ de oplossing gedefinieerd zijn op [0,T], waar T > 0. Op

grond van Hoofdstuk 1, § 4 is er een omgeving ¥ van c, zodat E(t,xo) is ge- ﬂ&

definieerd voor 0 s t < T, X, € N. Onder deze omstandigheden geldt:

Stelling 1. De functie Xy > E(t,xo) is continu differentieerbaar in NMvoor

elke t ¢ [0,T], De functionaalmatrix Y (t) F=Ex (t,xo) is de FO van de DV
0

n y(t) = A(t)y(t)
waar A(t) := fx(g(t,xo),t).

Bewijs. We bewijzen de differentieerbaarheid in X3 = c. We beschouwen de

functie v(t) := E(t,xo) - §(t), waar x(t) := £(t,c). De functie v is oplos=

sing van de DV
(2) v = g(v,t)
waar
g(v,t) = £(x(t) +v,t) - £(X(L),¢t) .

We merken op dat g(0,t) = 0 en dat ;(t) = 0 oplossing is van (2) op [0,T].
Er geldt

g(vyt) = A(t)v + hiv,t)
waar h(v,t) = o(v) uniform voor 0 < t =T, zeg

Ih(v,t)| < ¢(v)|v]

‘waar o(v) =0 (v -+ 0),

Uit de relaties

v(t) = A(t)v(t) + h(v(t),t) s v(0) = Vo = Xy~ e
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volgt met behulp van de variatie-van-constanten-formule:

t
(3) v(t) = 0,(t)vy + J 2, ()4, (1)h(v(1),1)dr .
0
Op LO,T] zijn ¢, en ¢;l begrensd, zeg ]@A(t)] < M, IQA(t)¢;](T)' < M, Dan
vinden we
t
lv(t)[ < M]vof + j Mw(v)lv(T)ldT .

0

Als we & > 0 zo klein kiezen dat |g(v)]| < & voor Ivol < 8 (zie Hoofdstuk I,

§ 4), dan kunnen we het lemma van Gronwall toepassen:

|v(e)| = vaof exp eMt (fvo[ <8, 0st<sT .

Substitueren we dit in het rechterlid van de ongelijkheid

o

|v(t) - ¢A(t)v0] < J M¢(v)lv(r)]d1
0

dan zien we v(t) - = o(vo). Hieruit volgt dat Xg B E(t,xo) differenti-

a¥0
eerbaar is in c. In plaats van c kunnen we dit afleiden voor elke Xy € X.
Dat E(t,xo) continu differentieerbaar is volgt uit het feit dat E(t,xo) en
dus A(t) = fx(g(t,xo)) Lipschitz-continu is t,a.v. de parameter X5, zodat

ook Y(t) continu van x afhangt (zie I, § 4, stelling 2 en gevolg). 0

De DV (2) heet de gevarieerde of gelineariseerde DV van

k(t) = £(x(t),t)

om de oplossing g(t,xo).
Men kan natuurlijk ook differentieerbaarheid t.a.v. parameters in een

DV hieruit afleiden. Als bijv. het BWP

{i = £(x,H,t)
x{(0) = a(u)

(waar ¢ een scalaire parameter is en ura(u) en (x,u) » £(x,u,t) C' zijn)
een oplossing heeft op [0,T] voor u = 0, dan is er een Hg > 0 zodat er ook

een oplossing £(t,u) is voor ]u, < M- Verder is um E(t,u) continu &iffe-
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rentieerbaar en

voldoet aan

]

n(t,u) = A(t,W)n(t,u) + ult,u)

dafdp

]

n{0,u)
waar

Alt,u) = £ (E(t,1),u,t)

u(t,u) := £, (6(e,1),u,t)

(differentiatie naar het eerste resp. derde argument van de functie f). Cadit na.

2. Definitie van stabiliteit

De eigenschappen over het gedrag van oplossingen van een DV bij veran-
dering van beginwaarde of parameter gegeven in § | en in Hoofdstuk I, § 4,
zijn alleen geldig op eindige intervallen. Bij vele praktische problemen is
het juist van belang het gedrag van de oplossing te kennen voor grote T, We

geven een paar voorbeelden:

Voorbeeld I. x = x2, De oplossing met Xy = 0 is identiek gelijk aan nul. Hoe
klein ook Xy > 0 wordt genomen, de oplossing zal op een gegeven moment ex-—
ploderen:

|

[

1

_ E
x(t) = 1-£¢

[

i

|

|

]

[
3 1

+

£

Voorbeeld 2. % = x, Ook hier is £(t,0) = 0. Voor X, # 0 geldt Ig(t,xo)l +> ®

(t > »). Hoewel er geen explosie optreedt, wordt de benadering van g(t,xo)

door £(t,0) steeds slechter als t -+ =,
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Voorbeeld 3., x = -x, Hier geldt E(t,x ) + 0 (t + =) voor alle x.. De nulop-

0°
lossing is op {0,«) een goede benaderlng voor g(t,e) als ¢ klein is.

De DV in het laatste voorbeeld zullen we stabiel noemen, terwijl de an-
dere DV's instabiel heten., In feite zullen we vier soorten stabiliteit on-

derscheiden. We gebruiken de volgende notatie:

B:=B" := {x ¢ R" | |x| <1},

GIB:={6x[x€]B}={xe]Rn|lesG} voor 6 > O ,

Definitie. Laat fELlp (3-*1[{) waarcﬁ c‘ﬁ x [a,w), en@ c]R een gebied
is dat de ocorsprong bevat Zij £(0,t) = 0 voor alle t > a, zodat E(t,0,t )—
voor alle t, tO 2 a. De triviale oplossing van de DV

¥ = £(x,t)
heet

i) stabiel (§) (of stabiel in de zin van Liapunov) als

: +
Y¥eso Vtoaa 550 oneanav£at0 tt (xg,tg) = =, [£(t,xg,t0)]

1i) asymptotisch stabiel (AF) als ($) én

Vtoaa 3550 oneﬁ]B {e(t,xp,t) + 0 (& + =)} .

iii) uniform stabiel (U %) als

+
e>0 3650 i va Yy e§IBV;2tO (e Gxgaty) ==, [E(t,xg,t5)| s e} .

Y072 %g

iv) uniform asymptotisch stabiel (% A$) als WU én

36>0 v sa VXOEGIB {&;(to-!-r,xo,ta) + 0 (r + ») uniform t.a.v. to} .

%t ahvel

4

3
|
/
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Stakoiel

UAL

¥

L g
em.x\hunke\jw van L,

Uniform betekent dus: uniform t.a.v. tO'

Uit de definities volgt ommiddellijk het volgende implicatieschema:

vl
Nalad |

Na stelling 2 zullen we aan de hand van voorbeelden laten zien dat deze be~

grippen inderdaad verschillend zijn.

Stelling 2 (Lineaire systemen). Als f(x,t) = A(t)x, dan geldt
i) () <= ¢,(t) is begrensd voor t 2 a.

ii) (A <= ¢,(t) > O voor t » o,
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iii) (U <= ¢A(t)¢;](r) is begrensd voor t > t > a,

iv) (URAS) (USE) A ¢(t0-+1)¢—l(t0) + ¢ (1 + ®») uniform t,a.v. t, voor

0—3..

Bewijs, We gebruiken de relatie x(t) = ¢(t)¢-l(t0)x(t0). We bewijzen

i), de andere bewijzen gaan analoog.

"<" Als |9(t)]| < M, dan geldt [x(e)] < MC(tO)]X(tO)]- We kunnen dus
§ i= e/MC(tO) nemen.

"='" Kies € = |. Dan is er een 6 > ( zodat |¢(t)x0] < 1 geldt voor t

OI < 4. Als Iyol = 1 dan geldt |¢(t)(6y0)] £ 1 en dus [¢(t)y0[

voor t z 0. Dus |o(t)]| < 1/s.

als [x

alleen

A
(]

IA

1/6

Voorbeeld. Als n =1, a = 0, dan wordt de FO van % = a(t)x gegeven door

t

2(t) = exp f a(s)ds .
4]

We zien dat

t
(f) <= J a{s)ds is naar boven begrensd voor t > 0 ;
0
t
(R < [ a(s)ds > ~» voor t +
0
t
US) — f a(s)ds is naar boven begrensd voor 0 < 1 < t;

T

t0+r

(LWRAD) = (Ug) A f a(s)ds » ~» (7 +e) uniform t.a.v. tg -
t
0

i, dan — €.

Als a(t)
Als a(t) =0, dan WS, —ﬁ‘f

Als a(t) = (1 +t2)-], dan 'Lbf, =1 A4f.
Als a(t) 2 0, dan (§) = (14€), —(AS).
Zij a(t) =

sin log t + cos log t - b (we nemen a = 1). Dan geldt:




t
Ja(s)ds=tsinlogt-bt—rsinlog'r-l-br.
T

Als £, = exp{ (Zk + §)w}, T = e2k1r voor k = 1,2,,.., dan geldt

e

f a(s)ds = e XD Lty

Tk

Zij 1 <b < (] - e—iw)_l. Dan is bij vaste T:

t
fa(s)dssc—(b~l)t+-°° vVoor t >

T

dus (JJrS). Maar

i
f a(s)ds » = voor k + w

Tk

dus niet (US.
Als a(t) = -1, dan (LAY,
Als a(t) = - -t—'_-,]_-—i , dan is 'ULS, AS maar niet "L'LQX_

Opgave 1. Laat zien dat de nuloplossing van de DV

X+ 20+ D 1x=0

wel (3) maar niet (UX) is.

3. Verdere stabiliteitseigenschappen

Stabiliteit is per definitie een eigenschap van de nuloplossing van een

DV. Als x(t) een willekeurige oplossing is van de DV

() x(t) = £(x(t),t)
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dan heet ;(t) een (uniform) (asymptotisch) stabiele oplossing van (1) als

de nuloplossing een (uniform) (asymptotisch) stabiele oplossing is wvan
2(t) = £(x(t) + z(t),t) ~ £(x(),t)

Voor lineaire systemen is elke oplossing (uniform) (asymptotisch) stabiel
dan en slechts dan als de nuloplossing deze eigenschap heeft. Derhalve zul-

len we bij lineaire DV'g spreken over (uniforme) (asymptotische) stabili-
teit van de DV,

Het volgende criterium voor (U#S) van een lineair systeem is opmerke-
1ijk.

Stelling 3. De nuloplossing van het systeem X = A(t)x is OlJQS) dan en

slechts dan als er getallen M > 0, y > 0 bestaan zo dat

I¢(t)¢-1(r)] < Me_Y(tnT) (a1t <

Bewijs. "slechts dan': Op grond van stelling 2 geldt
=Wiljs g

|¢(t0 + t)¢-l(t0)[ +0° (t »w uniform t.a.v. ty -

Er bestaat dus een getal T > 0 zo dat voor elke tg 2 a:
-1
Als k een natuurlijk getal is volgt hieruit:
[o(c +kT) 0 (£ 0) | = l@(t0-+kT)¢'1(:0-+(k-—l)T)¢(tO-+(k-—l)T) .

-1 -1
cee @ (g + Doty + The (ey)] <

< oeg + kT)¢_'(tO * (k-DD| ... |¢(t0-+r)¢"l(£0)| <27k

Als kT £ 7 < (k+1)T, dan zien we

5 Jocey + T)¢-1(t0)| smbz'k ,

waar M, een bovengrens is voor [¢(t0 + T)¢-l(t0 + kT)|. (Deze bestaat op
grond wvan CUS).) Verder geldt
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en dus

-..] _—
|o(t, + e (t) | < My exp{-(F - Dlog 2} = w7

waar M := 2M0 en vy = (log 2)/T.
"dan": opgave.

Voor autonome systemen is de uniformiteit geen extra voorwaarde:

Stelling 4 (autonome systemen). Als f(x,t) = £(x), dan geldt

3 > "ng, (ﬁrg » UJ%K

Bewijs. Vanwege de autonomie geidt E(t,xo,t ) = n(t-to.xo) =kt -to,xo,O)
(zie Hoofdstuk I, § 5, VI) en t (xo,to) =t (xo,O) + ty. Derhalve

-5 <¢u3ﬁ VE>0 36>0 Vx OB VtBO [t+(x0'0) = 2, lﬂ(tsxo)l < e]

0

A3 ea‘u.tﬂ' Sc-—-: (3 A 36>0 VKOE&B[n(T,xo) >0 {1t +=)]}.

Men kan bewijzen (zie bijv. A. Halanay: Differential Equations) dat
3 QUS,J‘\* Y« AU h ook geldt als de DV periodiek is.,

De verzameling eigenwaarden van A geven we aan met o(A),

Stelling 5 (lineaire autonome systemen). Als f(x) = Ax met A constant, dan
geldt:

i) ﬁ'g@

vleg(A) [Re A < 0]

"= Y fRe A < 0]
3 { Aeo (A)

e« Voor elke X € o(A) geldt X £ Q en eigenwaarden X met Re A = 0

zijn enkelvoudig.
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m At

Bewijs. De elementen van eAt hebben de vorm z pk(t)e k , waar A],...,A
k=1

eigenwaarden zijn van A en Pys+-«sP, Polynomen, met gr Py < multipliciteit

m

van Ak. Als Re kk < 0 geldt voor k = 1,...,m, dan volgt hieruit dat de ele-
menten van e’ gemajoreerd worden door een functie van de vorm cehat, waar-
bij o een positief getal is, zodanig dat - > max Re A~ Derhalve geldt
IetA[ < Me *f waaruit AS volgt. Als Re A, < 0 geldt en als de eigenwaarden
met Re A, = 0 enkelvoudig zijn, dan zijn voor die eigenwaarden de correspon—
derende polynomen P, constant. Dan volgt gemakkelijk ]etA] < M, dus f.

Om het omgekeerde te bewijzen merken we op dat als Ac = Ac, c#0er geldt
etAc = ethc (ga na). Als etA + 0 voor t + » dan geldt ook etAc + 0, dus

Re X < 0. Als etA begrensd is, dan is ook‘etxc begrensd, dus Re X = 0. 0

Voorbeeld 1. Als A = (b ! s, dan geldt et o [f ﬁ} > o (t + =),

g a 0 1

Vocorbeeld 2. Als A = {? O < 0, dan is etA = eto = I begrensd.

0 Ol

We zien dat de eerste voorwaarde voor § niet voldoende en de tweede
voorwaarde niet noodzakelijk is. Een nodige en voldoende voorwaarde voor )
kan men geven in termen van de Jordanvorm van A: Voor alle eigenwaarden
geldt Re A4 < 0 en voor de eigenwaarden met Re A, = 0 geldt m =1 (d.w.z.

met A, correspondeert een | x I-Jordankastje) (zie college Matrixtheorie).

Opgave 1. Voor welke a en b is de DV
X + akX + bx = 0

3 resp..\f'l $2

Opgave 2.
1)  Als A(t) scheefsymmetrisch is voor alle t = 0, dan is de DV
(1 x(t) = A(t)=x(t)

U 3 maar niet &S,

ii) Als AT(t) + A(t) < 0 (¢t 2 0) dan is (DU 3. (A < 0 betekent % ax < 0

voor alle x.)
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ave 3, Beschouw de DV % = A(t)x,

i)  Als § dan bestaat er een getal M zo dat

t
[ tr A(s)ds s M (t 20 .
0
ii) Alsugdan
t
EM ftrA(s)dssM 0=t =1t
T
iii) als B Sdan
t
f tr A(s)ds » -» (£ > =) ,
0

iv) Als 'Ud\ S dan

t. .+
OT

f tr A(s)ds + -= (t - =, uniform t.a.v. t

9

v) Als 8 en

o) -

t

BM vtEO f tr A(s)ds =2 M
0

dant S (maar nietﬁr'g, zie iii)).

Opgave 4. Beschouw het lineaire systeem %(t) = A(t)x(t). Zij

S(t) = L(A(t) + AT(t)). Bewijs de ongelijkheden van Wazewski voor oplos~
singen van de DV:

t t
lx(to)lexp fll(r)dr < fx(t)l < Ix(to)[exp fAn(T)dT

to tO

waar J\l de kleinste en J\ de grootste eigenwaarde van S is. Leid hieruit

voorwaarden voor (U9Y), (U.\Hg) af,

Aanwijzing: Voor elke symmetrische matrix S geldt

als AI de kleinste en J\n de grootste eigenwaarde van S is.
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Stelling 6 (lineaire periodieke systemen). Als f(x,t) = P(t)x, met
P(t+T) = P(t) voor alle t, dan geldt:

i) Jqf <=> QLJyg <=> Voor elke X € 0(¢P(T)) geldt Iht <1,

1A

=> voor elke A € 0(¢P(T)) geldt |A] 1,

ii) § — US {

1A

<= voor elke A € U(@P(T)) geldt |A] 1 en de

eigenvaarden A met [A| = 1 zijn enkelvoudig.

. . . B Bt )
Bewijs. Volgens de stelling van Flfquet is @P(t) = Q(t)e” . De eigenwaarden

van B zijn van de gedaante wy 3= T I log A;, waar Ay eigenwaarde van QP(T) is.

i) Als [Ak| < I voor elke k, dan is Re M < 0 en dus IeBtI < Me *F voor

zekere a > 0, We zien
lep(095' (0] = o) ¢ lny | 5w e ED

| waar

M, =M max lQ(t)[ max 'Q-I(T)l .
0

=T

Dus IMAQ41 Als er een A € U(¢P(T)) met ,Akl 2 1 is, dan is Re B 2 0.
Zij Be = MG Dan geldt

tB EHy ~1, -1
[epCede] = Ja(e)e e = |e * qede) > [Q7M(e)] le]#» 0  (t»=).
! (Opmerking. Als A inverteerbaar is, dan geldt ]Ac[ 2 IA—II_IIC . Ga na.)
! Dus niet QY.
ii) Analoog. O
Opgave 3, Ga na of het systeem
X=4(xcost +y( - sin t))
y = 4Gsin t - 1) - y(2 - cos t))

. sin it
' ‘ ; . ca . -3t . .
1 llda ﬂ (of YR) is. (Aanwijzing: Merk op dat x = e t een oplossing is.)

cos it
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Opgave 6. Analoog voor
%

¥

il

Xeost+y

(1 + cos t)y .

Opgave 7. Bepaal de karakteristieke multiplicatoren en exponenten van de

systemen in opgaven 5 en 6 (zie Hoofdstuk II, § 5).

Opgave 8. Onderzoek de stabiliteitseigenschappen van de Hillvergelijking
(zie Hoofdstuk II, § 7, I1I).

4. Stabiliteitseigenschappen van gestoorde systemen

We beschouwen een lineair systeem
ey x(t) = A(t)x(t) (¢ 2 0)

met bepaalde stabiliteitseigenschappen. Als nu B(t) voor grote t klein is,
dan kan men de DV

(2) x(t) = (A(t) + B(t))x(t) (t =2 0)

opvatten als een storing van (1). De vraag is in hoeverre stabiliteitseigen-

schappen blijven behouden bij zo'n storing.

Stelling 7. Als (1) US is en als

[ IB(£)[dt <
0 .

dan is (2) 11?.

Bewijs. We schrijven (2) als %(t) = A(t)x(t) + B(t)x(t) en we beschouwen de
tweede term in het rechterlid als inhomogene term., Dan passen we de variatie-

van—-constanten-formule toe:

t
x(t) = ¢A(t)¢;'(t0)x(t0) + [ Q(C)Q-I(T)B(r)x(r)dr .

2

Omdat (1) UC is geldt [QA(t)¢;1(1)| s M voor 0 < 1t < t. Daarom geldt voor

0 = t0 < t:
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t
|x(e) | < Mlx(eg)| + fmfs(r)llx(r)ld-r .
o
Het lemma van Gronwall levert
t
Ix(t)| < Mlx(to)] exp fM[B(T)ld'r < Mllx(to)l (0 <ty <)
£
waar
M] 1= Mexp M f [B(T)de .
0
Derhalve is
-1
|¢A+B(t)¢>A+B(tO)xO[ < M]]xol
voor elke xO en dus
-1
0,5 (00,5 (E) ] < m, 0styst) . 0

a0

OEmerkinE. De voorwaarde f IB(t)Idt < o kan niet worden vervangen door
0
B(t) >0 (¢ + =), bijv.:n=1, A = 0, B = (l+t)-!.
Opgave 1. Als a(t) = 0 voor t = O dan is de DV
X(t) - a(t)x +x = 0

UY dan en slechts dan als [ a{t)dt < =, De DV is nooit J%g.
0

Opgave 2. De vergelijking van Bessel luidt
- -1 . 2,~2
x(t) +t ° x(e) + (1-vét IHx(t) =0 .

Bewijs dat voor elke oplossing geldt x(t) = d(thi) (t + ),

Aanwijzing: Pas de substitutie x(t) = 1;_i z{t) toe.
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(-]

Opgave 3. Als J fA(t)Idt < w, dan is het systeem %X = A(t)x QLS.
0

oo

Opgave 4. Als f |a(t)|dt < @, dan zijn niet alle oplossingen van de DV

¢
x(t) + a(t)x = 0 begrensd.

Stelling 8. Als (I)Tldqg is, en B(t) - 0 (t + ©)}, dan is (2)\JJJQI§.

Bewijs. We schrijven weer:

t

x(t) = @A(t)¢A’(t0)x(to)-+ J ¢A(t)¢;](T)B(T)x(T)dT 0%ty st)
t

0

en we gebruiken de schatting

I¢A(t)¢;l(r)[ <M VED o< t) .

Dan vinden we

t
-y (t-t,) ol

Ix(t) ] < Me 0 EICSIE J Me Y (€ D180y | |x(x) |dr

o

dus
t
YE Yt0 YT
e |x(t)]| < Me |x(e | + J M|B(t)|e'" |x(t) |dr .

%o

t
We passen het lemma van Gromwall toe op u(t) :=e! |x(e) ], v(t) :=M|B(t) |,

Yto
k =M “[x(ty)|. Het resultaat is:

t
|x ()| < M|x(t0)|exp{—y(t - to) + M J |B(1) |dT} .
t
0

Zij u = v/ (2M) en zij ]B(t)| < uvoor t = tl' Dan geldt:

[x(e)| < Mle(tO)]exp{—iy(t -t}

waar
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B

N := exp{M f (IB(T)I ~ iy)dt} .
%o
Dus

- —§y(t-c )
e (c)o) ! 0

a8 Oy (£g) | < 1ve

(tl Sty s t) , O

Opgave 5. De voorwaarde B(t) = 0 kan worden vervangen door |B(t)| < u o.d.d.

- -}

of f [B(t)|dt < =, Algemeen:
0
t
350 0 Vto,t [0ty st <ow [ (IB(t)| - wdr s KI .

o

o«

Opgave 6. Als f la(t) |dt < =, dan is de DV
0
x() + (1 + a(t))x(t) =0 .

U % maar niet J¥3,

00

Opgave 7. Als (NS is en [ Iu(r)]dr < = dan zijn alle oplossingen van
0
(4) X=Ax+u

begrensd op [0,=),

Opgave 8. Als (l)lleg en u(t) = 0(1) (t + =), dan is elke oplossing van
(4) begrensd.

Opgave 9. Als (1)1ldlgemn u(t) » 0 (t » =), dan convergeert elke oplossing

van (4) naar nul voor t - o.

Opgave 10.
i) Als voor de functie f: [0,») > R geldt

F(e) + F(e) + £(t) » 0O (t + )

dan geldt:




£f{£) » 0
F(E) +0 p (t »w) .,
£(c) + 0

il) Volgt uit f(r) + F(t) + £(t) + £(t) - 0 ook dat £(t) » 02
Opgave 1l. Laat zien dat de nuloplossing van de DV in R"

. m

x(t) = (Aot *eeet Am)x

waarbij de n X n-matrix &, alleen eigenwaarden met negatief reéel deel

heeft, U & 'g is.

Stellingen 7 en 8 gelden niet meer als we U 3 respectievelijk:u,Jlg

vervangen door 3 respectievelijkuﬂlg.

Voorbeeld (Perromn).

-a 0
A(t) =
0 sin log t + cos log t - 2a
0 o
B(e) = | _
e 2t 0

]

Er geldt @A(t) ¥(t)D, waar

n

e—at 0
¥(t) . _
0 ot sin log t - 2at

(wve nemen als begintijd tg = 1), Als a > 4, dan geldt ¥(t) - 0, B(t) » O

(exponentieel snel). Dus (1) is de en f |B(t)ldt—< w, Er geldt ¢A+B(t) =
0
= Q(t)C, waar

e 2t 0

- t - l- o
ot 8in log t ~ 2at f o 8 sin log s
- 0

Q) := ; _
ds b Sin log t - 2at

en C := (Q(I))_1 {dus ook hier is tg = 1).

Als } < a < §(l+-e-£w), dan is deze matrix onbegrensd. Immers als

£, = exp{(2n+ {)n}, dan is
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~2n/3 _ -}

sin log s £ sin log t.e

=2n/3 -
voor tne / <5 < tne n’ en derhalve

t

. n
tn(Sln log €, - 2a) j

- ssin log s
e g ds =

0

. e-2w/3
(1-2a) tn n J

oS sin log s

v

e ds =

i
Lt e
1

(l-2a)tn

e tn(

o2/3 _

v

e ™) exp(itne—ﬂ) =

- (e—Zw/B _

e_") Hﬂexp{(l - 2a + &e—“)tn} -+ @ (n + =) ,
Dus (2) is niet stabiel.

De volgende stelling behandelt de stabiliteit van een lineaire DV ge-

stoord door een niet-lineaire term:

L1}

(5) x = A(t)x(t) + g(x,t)

]

waar g(x,t) o(x) (x » 0) uniform voor 0 < t < =, We beschouwen het volgen~

de voorbeeld: X = x{(1-x) (n = 1).

1\\\N“‘§“‘"“‘-——____
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In x = 0 is de lineaire benadering y = y instabiel, in x 7 1 is de lineaire
benadering (met x = ! + £ wordt de vergelijking é = - £-g2) ﬁ = ~ 70 asymp-
totisch stabiel. We zien dat voor de niet-lineaire vergelijking een analoog

gedrag geldt,
Opgave 12, Bepaal een analytische formule voor de oplossing,

Stelling van Poincaré-Liapunov. Als de DV

(1) x(t) = A(t)x(t)

UARS is en glx,t) =d(x) (x + 0) uniform voor 0 < t < =, dan is de nuloplos—

sing van (5) ook 'Uaﬁ's

Bewijs. Zij de oplossing t = x(t) van (5) met beginwaarde x(to) = X gedefi-
nieerd op een interval [to,t+). Uit de variatie-van-constanten-formule
volgt:
t
_ =1 =1
x(t) ¢A(t)<bA (to)x0 + J @A(t)QA (Deg(x(t),t)dr

o

voor to £t < t+. We nemen aan dat Ig(x,t)] < ¢(x)|xl waar ¢(x) + 0O

(x - 0). Verder geldt |¢A(t)®;l(r)] < Me_Y(t—T) voor 0 < t £ t. Dus

t
|x0| + f Me—Y(t-T) m(x(r))]x(T)ldT .

%

C o=y (e-ty)
Ix(t)] £ Me 0

Voor gegeven € > 0 kiezen we GI >0 zodanig dat ¢(x) < £ als |x| < 51. Als
Ixol < §,, dan bestaat er een interval [tO’tl) zodanig, dat |x(t)| s §, voor

tg £ t < t;. Voor die waarden van t geldt:

t
0| + ¢ J Me'"|x(t)|dT .

o

vt
eyt|x(t)| < Me 0|x

Met het lemma van Gronwall volgt hieruit:

(eM-y) (t-t)
|x(0)| < Mlxole .

Als we nu € < y/(2M) kiezen, dan geldt




_.73_

~dy(e-ty)
(6) [x(e) | = Mfxgle
voor t; =t < t;. In het bijzonder geldt dan |x(t)| < Mix)| voor £, <t < £,
Als nu le[ s 8 := §,/(2M), dan geldt |x(t)| = 18, voor tg <t < t,. Hieruit
volgt dat we ¢, = t+ = = kumnen veronderstellen. We zien dat (6) geldt voor

1
alle t 2 ty als |x0| < 8, zodat de nuloplossing van (5) W &S is. (Merk op

dat § en M niet van ty afhangen.) 0

Opgave 13. zij (1) & 3 .

i) Als ‘g(x!t))
ii) Als |g(x,t)]

ef(tleiZ) (|x] <6, t 2 0) dan is (5) Jb,ﬁ_
f(t)lxl, ([x] < 4§, t 2 0) waar

A

=]

f [£(c)|dt < «
0
dan is (5)U g,

1ii) Als g(x,t) = eh(x,t), ]h(x,t)] < K’xl en € is klein genoeg, dan is (5)

uaA 3.
iv) Laat zien dat men in i) niet kan concluderen dat (5)A.§ is, aan de hand

van het voorbeeld ¥ = -x + txz.

Opgave 14, Als A(t) = A constant is met eigenwaarden A met Re X < 0 en
glx,t) = GTeBt|x]2), waar B < - Re X voor alle eigenwaarden )\ dan is de

nuloplossing van (5) asymptotisch stabiel.

5.  Constante en periodieke oplossingen van autonome en periodieke systemen

Beschouw de autonome DV
(7) z(t) = £(x(t)) .

De punten a waarvoor geldt f(a) = O heten singuliere punten van de DV. Zij

spelen een belangrijke rol. In de eerste plaats is de constante functie

t & a oplossing van (7) dan en slechts dan als £(a) = 0. Verder geldt: Als
t » x(t) oplossing is van (7) en x(t) -~ a (t + »w), dan geldt £(a) = O,
M.a.w. singuliere punten zijn de enige limietpunten van oplossingen van de

DV. We kunnen dit als volgt inzien: Zij b := £(a) # 0. Dan geldt:
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t
bTx(t) = bTx(tO) + f be(x(T))dT .

t

Daar f(x(t)) » b (t + =) bestaat er een getal £y zodat be(x(t)) = ibTb voor
t 2 to. Derhalve:

bTx(t) 2bTx(t0) + ﬁbTb(t— ty) = (c + =)

hetgeen een tegenspraak is.

Van belang is de vraag of de constante oplossingen (asymptotisch) sta-
biel zijn. Dit kan men gewoonlijk nagaan door de oplossing in de omgeving van
zo'n punt te lineariseren. Als bijv. f(a) = 0, dan kunnen we de substitutie

x(t) = a + y(t) maken. Dan wordt (7):
(8) y(t) = fla+y(t)) .

Per definitie is de (asymptotische) stabiliteit van de oplossing x(t) = a
van (7) equivalent met de (asymptotische) stabiliteit van de nuloplossing
van (8) (zie het begin van § 3). We ontwikkelen (8) in de buurt van y = 0:
fla+y) £(a) + fx(a)y + d(y), dus

1

(9) fla+y) = Ay + g(y)

waar A := fx(a) een n x n-matrix is en g(y) = o(y) (y - 0). Volgens de stel-
ling van Poincaré-Liapunov is de nuloplossing J%ﬁ als voor alle eigenwaarden
A van A geldt Re A < 0. Men kan bewijzen (zie (B] 4.10, [CL] CH.13 § | Theo-
rem 1.2) dat de nuloplossing van (9) niet § is als er een eigenwaarde A van

A bestaat met Re A > 0. Wanneer A eigenwaarden op de imaginaire as heeft en

geen eigenwaarden A met Re X > 0, dan hangen stabiliteitseigenschappen van

(9) van g af. Dit geval is meestal moeilijk te behandelen.

Voorbeeld. X = x - x°, Nulpunten zijn x = 0, x = 1. Inx = 0 is A = 1,
g(x) = x2, Dit punt is instabiel. In x = | levert de substitutie x = 1 +y
y=-y-y*.

De nuloplossing van deze vergelijking en dus de oplossing x = | van de DV

% =x - x2 is AT,
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Merk op dat, hoewel x = 0 instabiel is, niet alle oplossingen met beginwaarde
x # 0 naar = naderen. Evenmin is het zo dat alle oplossingen naar de Jig op~
lossing x = 1 naderen, Overeenkomstige eigenschappen gelden wel voor lineaire

systemen. Voor niet-lineaire systemen zijn de stabiliteitsuitspraken gewoon-
lijk locaal.

Opgave 1. Onderzoek stabiliteitseigenschappen van constante oplossingen van
de volgende DV's:

i) X=x+y+ x2 + xy?

V=-x+y+ 2xy .
ii) X+ ux?-DDx +x=0 (v.d. Pol vergelijking) .
iii) X+ ak +sinx =0 (a> 0) (gedempte slinger) .
iv) X+ £(x)k + g(x) =0 (Lienard-vergelijking)

waar £ en g continu differentieerbaar zijn en g2(x) + £2(x) > 0 voor

alle x.

Opgave 2. Onderzoek de stabiliteit van de nuloplossing van:

i) % = sin x + e - |
7 =e’ + cos Xy - 2.

ii) ==y~ x(x%+y2)
y = x -~ y(x2+y?2)

Aanwijzing: schrijf de DV in poolcodrdinaten.

iii) X=-y+ x(x?+y2)
y=x+yxZ+y?) .
iv) sin X +x +x=0 .

Laat p(t) een niet-constante periodieke oplossing van de DV
(n x = f(x)

zijn met periode T. De baan van p (zie hoofdstuk I, § 5, VI) is een gesloten
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kromme, Om de stabiliteitseigenschappen van deze oplossing te onderzoeken

schrijven we x(t) = p(t) + y(t), zodat
(10) y =gy,

waar g(y,t) := £(p(t) + y) - £(p(t)) periodiek is met periode T, De stabili-
teitseigenschappen van de nuloplossing van (10) kunnen worden afgeleid, door

bijv. de gevarieerde vergelijking van (10) te beschouwen:
(i) z2(t) = P(t)z(r)

waar P(t):=gy(0,t)==fx(p(t)). We zouden kunnen proberen de stelling van
Poincaré-Liapunov te gebruiken. Dit kan echter alleen als (11) (en derhalve
(10}) UAE€ is. Het is echter gemakkelijk in te zien dat dit nooit het ge-
val is, want de oplossing x(t) = g(t,p(t0+6),t } voldoet aan x(t) = p(t+34)
en x(t) -~ p(t) #0 (t - =), Inderdaad volgt uit

ECe+8,p(tg)stg) = £(t,p(ty+d),t,)

door differentiatie naar & en substitutie & = 0, T=0, t0 = 0, dat

$(T)c

]

c

i

waar c := ﬁ(to) f(p(to)) # 0 omdat p niet constant is. We zien dat ¢(T)
een eigenwaarde | heeft. We voeren nu een begrip asymptotische stabiliteit

in, die deze tijdverschuiving negeert.
Definitie. Een periodieke oplossing p(t) van (10) heet baanstabiel als

>0 %o 3650 v;o ClipCeg) = x5l < 6 = x(t) := £(t,x,5t,) is

0

gedefinieerd op Eto,m) en d(x(t),I') < e voor alle t > toj .

Hierbij is T := {p(t) | t € R} de (gesloten) baan van p en d(x,T) :=
] min{fx-y! [ye*P} de afstand van x tot T.

De oplossing p(t) heet baan-asymptotisch stabiel als zij baanstabiel

is en als bovendien d(x(t),r) = 0 (t > =) wanneer maar x(to) - p(to) klein
genoeg is.

Voorbeeld 1. Beschouw de DV

X=y + xf(x2+y2)
(12)
y == x+ yE(x? +y2)
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De substitutie x = r cos 9, y = r sin ¢ levert de vergelijkingen in
poolcoordinaten:

£t = rf(r?) , o =~1,

De waarden Iy van r waarvoor £(r?) = 0 corresponderen met de periodieke op-
lossingen x = Iy cos t, y = 1, sin t (zonder verlies van algemeenheid stel-

len we ¢(0) = 0). De stabiliteitseigenschappen van deze periodieke oplossin-
gen hangen af van f.

vfoed)
o \n f[\ﬁ/)
3
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In bovenstaande tekening is de baan c.cresponderend met r = T baan-
Jif, r = r, volledig baan-instabiel, r = rs éénzijdig baanstabiel (dus in
wezen instabiel). Nemen we £(r) = 0 voor alle r in (1), dan zien we dat alle
oplossingen periodiek zijn met periode 2n. Alle oplossingen zijn baanstabiel
(zelfs stabiel), geen enkele oplossing is baan-asymptotisch stabiel.
Dergelijke beschouwen gelden ook ﬁbor periodieke vergelijkingen. Hier
kan het echter voorkomen, dat een periodieke oplossing echt asymptotisch sta—

biel is. Uit de stelling van Poincaré-Liapunov volgt dan onmiddellijk:

Stelling 3. Zij p(t) een periodieke oplossing van de periodieke DV
k(t) = f(X(t),t)l

(beide met periode T). Als de fundamentaaloplbssing van de gevarieerde DV
2(e) = £, (p(t),t)z(t)

met ¢(t) wordt aangeduid, dan geldt dat p(t) djig is als alle eigenwaarden
A van ¢(T) voldoen aan [AI < 1.

Voor autonome DV's vermelden we zonder bEW1JS het volgende resultaat
(zie £CL] CH. 13, section 2):

Stelling 4. Als p(t) een periodieke oplossing (met .periode T) is van de auto-
nome DV W

It

x = f(x)

en als #(T) n-1 eigenwaarden A heeft met IAI < l, waar ¢ de FO is wvan

]

E= £ (p(e))z

dan is p(t) baan-asymptotisch stabiel.

6. Liapunov-functies

Literatuur:

W. Hahn, Stability of Motion

Le Salle-Lefschetz, Stability by Liapunov's direct method with appllcatlons.
J.L. Willems, Stability theory of dynamical systems.
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In het volgende voorbeeld kunnen we stabiliteitseigenschappen niet af-

leiden uit de lineaire approximatie:

3

X=y~-x

y=-x-y>-x%y .

Beschouw echter de functie V(x,y) := x2 + y2, Dan geldt:
d .
Vi = (V(,7(0)) = = 2(x* + g% + x2y2) < = (a* + yh 4 2x292) = - y2 |
dus
V/VZ <=1, V<1/(t-c)+0 (t-w).

Omdat V < 0 is de nuloplossing stabiel. Omdat bovendien V -+ 0 (t + =) is de
oplossing AS,

De in dit voorbeeld gevolgde methode laat zich generaliseren. We bespre~
ken alleen autonome systemen,
Definitie 1.

1) Een functie V ¢ C(R" > R) heet positief semi-definiet als V(0) = 0,

V(x) 2 0 voor alle x in een omgeving van 0,

2) V heeft positief definiet als V(0) = 0, V(x) > 0 voor alle x # 0 in een

omgeving van x = 0,

3) Negatief (semi~) definjet wordt op analoge wijze gedefinieerd.

Als x oplossing is van de DV

(1) k= £(x)
en Ve C'(R" » R), dan geldt
3 V(D) = (W(x(D),£(x(6))) = V,(x(e))

waar

Ve(x) 1= (W(x),£(x))

((a,b) stelt het inwendig product van a en b voor).
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Wanneer Vf (semi) definiet is dan is V(x(t)) een (niet-stijgende) dalende

functie van t in de omgeving van de ocorsprong. In dat geval kunnen we meest-

al stabiliteituitspraken doen.

Definitie 2. Een functie v ¢ ¢'(@®" +IR) heet een zwakke Liapunovfunctie van

(1) als V(0) = 0 en Vf(x) := (V(x),f(x)) negatief semi-definiet is. Als

v({0) =

0 en Vf is negatief definiet, dan heet V een sterke Liapunovfunctie.

Stelling 5. Beschouw de DV (1) en neem aan dat £(0) =

i) Zij V een zwakke Liapunovfunctie van (1). Als V positief definiet is,

dan is de nuloplossing van (1) stabiel. Als V niet positief semi-defi-
- niet is dan is de nuloplossing niet .} %,

ii) Zij V een sterke Liapunovfunctie van (1). Als V positief definiet is,
dan is de nuloplossing van (1) A 8. Als V niet positief definiet is,
dan is de nuloplossing van (1) niet J

Bewijs,

i} Zij V positief definiet en zij € > 0. We moeten een 6§ > 0 vinden zo

da

dat V(x) > 0 en Vf(x) £ 0 geldt voor 0 < |x| < e. Definieer

r

IE(t,xO,O)I £ & voor |x0| < §. We mogen aannemen dat ¢ zo klein is,

woi= min{V(x) | |x| = €}. Dan is y > 0. Omdat V(Q) = 0 en V continu is,
bestaat er een § > 0, zo dat V(x) < u voor ]x[ < 8. (Dan is dus § < g,)
Z1ij nu !xof < § en x(t) := E(t,xO,O). Dan geldt Ix(t)l s € voor alle

t 2 0. Immers, anders was er een £, 0 zo dat ]x(t)[ < € voor

0

1A

t < tl en Ix(tl)f = g. Dit is echter onmogelijk daar t » V(x(t))
niet-stijgend is.

Als V niet positief semi-definiet is en § > 0 bestaat er een X, met

Ix | < 8§ en V(xo) =t =0 < 0. Daar V niet stijgt geldt V(x(t)) < ~a voor
alle £t ¢ {0,t ), waarbij x(t) := E(t,x »0). Er bestaat een ¢ > 0 zo

dat |V(x)| <a (|x| < €). Dan gelde Ix(t)l 2 € voor alle t 2 0 en dus
x(t) # 0.
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ii) 2ij V positief definiet. Volgens 1) is de nuloplossing stabiel. We
moeten nog aantonen dat £(t, xO,O) + 0 (¢t +~ =) als ]x ] klein genoeg
is. Kies 51,61 > 0 zodanig dat V(x) > 0, V (x) < 0 voor 0 < le £,

en zd dat }x(t)[ €, voor alle t 2 0 als Ixol < 8. Hierbij is weer

x(t) = g(t,xo,o). Daar V(x(t)) daalt bestaat lim V(x(t)) =: %. Stel
t-)-oo
dat 2 > 0, Dan bestaat er een 8 > 0 met & < 61 zo dat V(x) < 3L voor

fx| < 8. Daar V(x(t)) 2 & voor alle t, volgt hieruit dat {x(ey|

Derhalve is Vf(x(t)) £ -p = maT v (y) < 0. Maar dan geldt V(x(t))
e
V(x } — ut + -» hetgeen een tegenspraak is. Daarom is £ = Q. Zij nu

0 <e <« €,+ Dan is y := min V(y) > 0. Voor t groot genoceg, bijv.
SslylSt—:l

t = t0 geldt V(x{(t}) < u en dus |x(t)| < e, Dus x(t) > 0 (t + =),
Als Vniet positief definiet is, dan kunnenwe voorelke § > 0 en X,
vinden met lxol < § en V(xo) £ 0. Zij x(t) = E(t,xo.O). Daar
t B V(x(t)) dalend is als ]xol klein genoceg is bestaat er ook een X,
met ]xll <§ en V(x;) <0, duw.2z. V is niet positief semi-definiet.
Stel dat de nuloplossing stabiel is. Als €, > 0 zo klein wordt gekozen
dat V. (x) < 0 voor O < lx| = €)» dan kunnen we daarbij een § > 0 vin-
den zo dat x(t)] < e voor t 2 0, als fxof < §. We kiezen Ixol < § zo-
danig dat |x(t)| 2 g wvoor t 2 0 (zie i)) maar dan is

Vf(x(t)) < max Vf(y) < 0 en dus V{x(t)) + -, 0
es[ylSe]

De essentiéle stap bij de toepassing van Stelling 5 is de constructie vam
een Liapunovfunctie. Hiervoor bestaat geen algemene methode. Soms gaat men
uit van een willekeurige p031t1ef definiete functie V(x) en berekent V (x).
Men probeert dan vaak V (x) = |x| of algemener Vf(x) = x Qx, waar Q een
positief definiete matrlx is. Het is echter meer de hand liggend eerst Vf
te kiezen, omdat men als Vf negatief definiet is altijd uitsluitsel krijgt.
Als men van Vf uitgaat (dit is Zubov's methode), dan moet V bepaald worden
uit de partiele differentiaalvergelijking (vV,f) = Vf. Dit komt echter neer
op het oplossen van de DV (1), zodat de methode niet erg practisch is., We
beschrijven nu de variabele gradiéntmethode die in veel gevallen oplossing
biedt. Hierbij probeert men een vectorfunctie g(x) zo te bepalen dat
(g(x),£(x)) negatief definiet is, terwijl g(x) de gradient van een scalair

veld V is: g(x) = VV(x). De laatste eis legt de voorwaarde:
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9g, Jg.
3;% = 5;% (i,J = l,+..,n) op. Als aan deze voorwaarde voldaan is kan V een-
i i

voudig uit g worden bepaald (zie Wiskunde 40). Vaak kiest men g(x) van de
vorm g{(x) = A(x)x en men probeert in eerste instantie de matrix A(x) con-

stant te houden.

*

Voorbeeld. x + X~ + x = 0. Het corresponderende systeem is

X=y
3

“x -y .

y
We proberen als Liapunovfunctie V(x,y) = x2 + y2. Dan geldt
Vf(x,y) = Xy - xy - y4 = —y4 £ 0. De nuloplossing is dus stabiel. Willen we
de asymptotische stabiliteit bewijzen, dan moeten we een sterke Liapunoviunc~
tie zoeken. We gaan te werk volgens de variabele gradiéntmethode. We proberen
ax + by

VV =
cx + dy

waar a,b,c,d functies van (x,y) zijn. Dan is

Vf = (a- d)xy + by2 - cxz - cxy3 - dy4 .
De eerste term in het rechterlid willen we graag weg hebben (of op zijn
minst erg klein) omdat deze geen vast teken heeft. We proberen a = d = con~

stant. Er moet voldaan zijn aan de voorwaarde

3 3
3y (by) = " (ex) .
o _ 9 _ o9p .
Dit is het geval als by = 3% * X T 3 Om de functies b en c begrensd te

houden in de omgeving van de oorsprong schrijven we p = xyq, zodat
3 3
b—a—x(xq).c—a—y(YQ)-

We substitueren dit in Vf:

2 3 4
Vf(x,y) =(q + xq_x)y2 = (q + yqy)x - (q + yqy)xy -ay .
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Hierin moet de constante a en de functie q zo worden bepaald dat Vf(x,y) <0
voor kleine (x,y) # (0,0). We merken op dat q(0,0) = 0, omdat anders

Vf a q(O,O)(y2 - x2) voor kleine (x,¥), hetgeen niet tekenvast is. q kan niet
door y deelbaar zijn want anders is Vf(x,O) = 0. Daarom moet q deelbaar zijn
door x. Opdat de term qx2 definiet wordt nemen we aan dat q zelfs deelbaar

is door xz. De eenvoudigste keuze is q = x2. Dit levert

Vf(x,y) = -x4 + 3x2y2 - ay4 - x3y3 .
Als bijv. a = 3, dan is de vorm -xA + 3x2y2 - ay4 negatief definiet en dus
Vf(x,y) <0 ;oor kleine (x,y)B# 50,0)é Nu bepalen we V. gr geldt
Vx = 3x + 3xy, dus V(x,y) = TX +xy+ o(y) en Vy = x" + ¢'(y). Ander~-
zijds is V& = x3 + ay, zo dat ¢' = ay, 9 = % ayz. We vinden:
Vix,y) = % x2 + % yz + x3y. Daar deze functie positief definiet is, zien we

dat de nuloplossing asymptotisch stabiel is.
Tenslotte vermelden we een nuttige uitbreiding van stelling 5:

Stelling 6 (LaSalle). Zij V een zwakke positief definiete Liapunovfunctie
van (1), Als Vf(x(t)) voor geen enkele niet-triviale oplossing in de omge-—

ving van 0 identiek nul is, dan is de nuloplossing A 3.

Bewijs. Uit stelling 5 i) volgt dat de nuloplossing stabiel is. Beschouw nu
een oplossing x{t) van (1) die binnen een €-omgeving van de oorsprong blijft.
We definiéren Q als de verzameling van punten p waarvoor er een rij

tistyse.. bestaat met t, > w en x(t,) > p (k + ), Zij & := lim V(x(t)).
1772 k k .

Dan geldt V{p) = & voor'p € 0« Als p € @, dan geldt E(t,p,0) € 9 voor alle

t > 0, Tmmers als X(tk) »> p, dan geldt x(tk + 1) > £(7,p,0). Merk op dat

£7 = ®, daar Q begrensd is. We zien dat V(£(t,p,0)) = % en dus Vf(E(t,p,O)) = (

Uit het gegeven volgt dat p = 0. 0
In bovenstaand voorbeeld hadden we dus met behulp van de functie V = x2-+y2,
Vf = —y4 £ 0 reeds B 3 kunnen concluderen, want op geen niet-triviale oplos-

sing geldt identiek y = 0.

*
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Opgaven, Bewijs de (eventueel asymptotische) stabiliteit van de oorsprong in
de volgende systemen: '

DX+ f@%k+x=0 (vergelijking van Lienard), f(x) 2 0 (Ix| < a) waar

a> Q0 is.
2) k= -x + 3xy® + x°
y = -y3 - szy + ys + 2x2y3 .
3) x =ax -y + kx(x2 + yz) 2
2 2 a <1, k <0 (niet stabiel als k > 0) .
y=x -~ ay + ky(x" + y°)

Aanwijzing: Bereken een invariante kwadratische vorm (d.w.z. een kwadra-

tische vorm die constant is op de banen) van de gelineariseerde DV,

4) x + £(x) = 0, xf(x) >0 (0 < [x| < a).

5) Zij A een scheefsymmetrische matrix en p(x) een positieve continu diffe-
rentieerbare scalaire functie., Bewijs dat de corsprong eenlﬁlgoplossing

is van
X = Ax - o(xX)x ;
%) Beschouw de lineaire DV
(%) X = Ax
met constante coefficiénten.

i) Laat zien dat

een Liapunovfunctie is met V en —Vf positief definiet dan en slechts

dan gls P > 0, Q > 0, waar

(%) -Q := ATp + pa .

ii) Bewijs dat, als (x*)A 3 is en Q een willekeurige n x n-matrix,

T
(#%%) P := J eA thAtdt
0

voldoet aan (%x). (Zie Heofdstuk II, § 8, opgave 8ii).)
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iii) Bewijs dat voor de matrix P gegeven door (x*x) geldt P > 0 als
Q > 0.

iv) Gebruik de resultaten van i}, ii) en iii) om de Stelling van Poin-
caré-Liapunov te bewijzen voor autonome systemen. (Aanwijzing: ge-
bruik een Liapunovfunctie van de lineaire DV voor de niet-lineaire
ov.)

7) Ga na of de oorsprong van

X=y

.

= -y — X

stabiel is.

8) Analoog:

%)

2

. 2
X=x -y

—2xy .

.

Il

Z2ij £ e CZ(RP +R™) en zij fx(x) niet-singulier voor elke x_eIfl(fx:
functionaalmatrix).Uitdeimpliciet&{unctiestelling(A&Aﬁ.b.l)volgtdatf
locaal inverteerbaar is, d.w.z. voor elke a ¢ Bﬁ'bestaat er een C? func-
tie g, gedefinieerd in een omgeving van f£(a) zodat g(f€(x)) = x. De in-
verse hoeft niet globaal te bestaat (bijv. in R2, f(x) = (e* cos Ys

e* sin y)). Wanneer men echter als extra eis stelt f(x) » = (x + »), dan

is f wel globaal inverteerbaar. Een bewijs hiervan berust op de stabili-
teitstheorie: Definieer F = }(f,f) (inwendig produkt). Toon achtereenvol- .

gens aan:
i) f(x) =0 <= F(x) =0 < VF(x) =0 .
ii) Elke oplossing van de DV

X = - VF(x)

voldoet aan F(x(t)) = 0 (t » =),

iii) f heeft eindig veel nulpuntern (minstens &&n).
iv) Elke constante oplossing van (%) is J¥§.

v) Voor elke oplossing x van (*) geldt x(t) + ¢ waar f(e) = 0.
vi) Als f(c) = 0, dan geldt {xo ¢ R" [ E(t,xO,O) + ¢ (t >=)} is open.

vii) f heeft precies &&n nulpunt,

viii) £ is globaal inverteerbaar.
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HOOFDSTUK IV, TWEEDIMENSIONALE AUTONOME SYSTEMEN

1. Singuliere punten

We beschouwen DV's van de gedaante

(1 X = £(x,y)
¥ = glx,y)

(of in vectornotatie X = f(x)), waar f en g € C'(R2 + R). Meestal kunnen we

locaal het systeem schrijven als een 1%-orde vergelijking, nl.

dy _ gx,y)
2 & " o
of

dax - f(xzz)
(3) dy  g(x,y) ’

Dit is niet mogelijk in de punten (xo,yo) met f(xo,yo) = g(xo,yo) = (0, Deze
punten heten singulier. Als (xo,yo) een singulier punt is, dan is de functie
(x(t),y(t)) = (xo,yo) kennelijk een oplossing van (!). Het is van belang het
gedrag van oplessingen van (1) te onderzoeken in de buurt van de singuliere
punten. Als (xo,yo) een singulier punt is, dan kunnen we eventueel d.m.v.
een translatie bereiken dat (xo,yo) = (0,0) (stel x = Xg * B,y = Yo * n.

De functie £(x) is in de buurt van 0 te ontwikkelen:
(4) I®) = &x + h(xn)

Het singuliere punt O heet elementair als det A # 0. Het is te verwachten,
dat het gedrag van de oplossingen bij een elementair punt grotendeels be-

paald wordt door het gedrag van de oplossingen van de gelineariseerde verge-~

lijking:

) k=ax.

Uitgeschreven:

%) X = ax + by
V= cx +dy .

Om deze vergelijking te onderzoeken voeten we een transformatie van de vorm

x = T¢ met det T # 0 in, waar £ = (&,n), zodanig dat T*IAT =1 J de Jordan-
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vorm van A is. DV (5) gaat dan over in

(7) i=uc .

We onderscheiden twee mogelijkheden:

I. De oplossingen van (7)
E=XE, 0=y

zijn

g
]
oy
(=]
m
-
=3
[
=
o
0]

We onderscheiden verder:

Ia. A,,4, zijn reeel. We elimineren t. Neem aan dat £geNg > 0, zodat
Eyn > 0 voor alle t 2 0, Dan is £ = Knv, waar v = Allhz.
Voor 50 < 0 of ng < 0 vindt men de banen door spiegeling.

Als AysAy > O krijgen we een instabiele knoop. Als Alsky, < 0 is de oorsprong

een (asymptotisch) stabiele knoop, tenzij Ap = Ay« In het geval Ay =4y is
> 0).

de ocorsprong een ster (stabiel als Al < 0, instabiel als Al

\&nooe‘:m\: (noae)
> o <A< A, wstavsiel

Q> )2') }I » S\-G\\o'\e,\

c Ser (%\'G.r)
2 > f}\‘—"\l)o, WO St oL

[N

-

2 N =M\ <o, shasiel
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Als AIAZ < 0 dan is de oorsprong een zadelpunt

N
7

Een zadelpunt is altijd instabiel.

E_-'%'A

Ib, A],Az zijn complex. Ay A =a+ ig, Ay = A =oa- ig, B # 0. Zij
Ap = Ap. Dan is Ap = Ap. De vectoren p en p zijn onafhankelijk, want A # X
(ga na). Als p = u + iv, p = u - iv, dan zijn ook u en v onafhankelijk. We

nemen u,v als nieuwe basis. Uit A(u+iv) = (a+iB)(u+iv) volgt:

Au = gqu - Bv
Av = Bu + qgv
zodat
e B
-8 a

de matrix van A t.a.v. de nieuwe basis is. Anders gezegd: Er bestaat een re-
ele matrix T (nl. [u,v]) zodat
o 8

= 7 lar .

-B a

De nieuwe DV wordt dus

s
|

= af + Bn
= BE + an .

e
[}

We herschrijven de DV in poolcodrdinaten
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ar

. M
]

Dus

at
r = rge . ® =95 " Bt .
Als a = 0, hebben we r = os ¢ = 95 = Bt. De banen zijn dus cirkels.
Als ¢ > 0, zijn de banen instabiele spiralen,

Als a < 0: stabiele spiralen,

7

7S (6

NZ/8 &)

Centrum ( Center) ,F(o E“bé Q?'\ma.\ (to&.\s)_
» ', &30, A>0 ¢ instadoiel
. d<e, (S(o syoul

A ]
IT. J = [ ]. A is noodzakelijk reeel. De vergelijkingen voor £ en n
0 A

AL+
=An

e e
i

met als oplossingen

£(t) = (o +c,0)ett,  n(e) = cpe?t .

/ M\(‘_ \(wocr?__

Cimproper nods)
N3 @ insheaial
> A< - 9‘:&6&\\}\2

k.ov. bosewn

Figs
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Merk op dat
AcC

£ AL + n Acl + Aczt + c2

Tenslotte beschouwen we het geval dat A singulier is. Als A &&n eigenwaarde

A 0
gelijk aan nul heeft is de Jordanvorm J = .
0 0
Swnapliere Pwv\\bw
v ————
M e
S T S, ¢, e B .
. tia S
T 3 S S — .
. 5 s . ontaarde e : -
< S —_—————— I — I Sinouliere
— o s-\\;-v:m%ﬁ\;l—‘l‘ , « Punien
N _.-._ﬁ._.-é-‘-:_;__r—-_:.—'r-—~—ﬁ e f——
= > — -
— < . —_—— e ik_.-—__‘___
S = t)\)o
‘} TS <o 0 1
Dan bestaat de hele y-as uit singuliere punten. Als J = dan is de
0 3 0 Q
hele x-as singulier. Als J = is het hele vlak singulier.
0 0

De figuren in de oorspronkelijke variabelen krijgen we door lineaire

transformatie.

k\f\uu?
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De verschillende gevallen kunnen grotendeels worden onderscheiden in
het (p,q)-viak, waar p = tr A = a + d, g

1]

det A = ad - be. De karakterig-

tieke vergelijking luidt nl. A2 - PA *+ ¢ = 0. De discriminant 4 := p2? - 4q

bepaalt of de wortels reéel of complex zijn.

ONEI&ENL‘JKE‘]
IKNOGP OV STER I

SCH
P ASYHPTOT

STAGIVELE INGTARIELE &so
LPIR A AL SPIRA ML
adu >"'; e
Ag So) A >0 » 825 INSTABIELE K NOOE
Ag STAS A0 ,‘a>o)a\>o
KNP

: L&>U‘P<d)0\>o ONTARARRD SNEWLIER

PUNT ,9:0

(L

ZADELPUNT A>o, <o

Opmerking 1. De oneigenlijke knoop, ster en ontaarde singuliere punten zul-
len geen belangrijke rol spelen.

Opmerking 2. Het centrum treedt op bij een ongedempte trilling. Analoog:

oneigenlijke stabiele knoop <« kritisch gedempte trilling, stabiele spiraal «

onderkritisch gedempte trilling, stabiele knoop +#+ overkritisch gedempte trilling.

We beschouwen nu een niet-lineair systeem:
{5(
¥

waarbij u en v hogere orde termen zijn (d.w.z, o(lx])). We weten al op grond

(8) ax + by + u(x,y)

cx +dy + v(x,y)

van de stelling van Poincaré-Liapunov, dat asymptotische stabiliteit behou-
den blijft door toevoeging van u en v. Zonder bewijs (zie bijv. [Hul) ver-
melden we de volgende resultaten:

Als de oorsprong van het lineaire systeem (6) een (AO) is, dan kan de oor-

sprong van het systeem (8) een van de punten genoemd in (A]) zijn:




%0

(eigenlijke knoop)
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A

(eigenlijke) knoop

ster ster
eigenlijke knoop
oneigenlijke knoop
spiraal

zadelpunt zadelpunt

centrum ‘centrum

oneigenlijke knoop

SSS

stabiele spiraal

instabiele spiraal

oneigenlijke knoop
eigenlijke knoop

spiraal

A

Nietloneon v

2adel \ou.'u\-
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We kunnen de meeste uitspraken van deze stelling als volgt samenvatten:
Als het singuliere punt van het lineaife systeem bij een kleine verandering
niet van aard verandert, dan blijft het karakter ook behouden bij het niet-
lineaire systeem (ontstaan door toevoeging van een hogere orde term).

Zij O een centrum van het lineaire systeem (6). In het algemeen kan 0
een centrum, asymptotische spiraal of een instabiele spiraal zijn van het
niet-lineaire systeem (8). We hebben hier al voorbeelden van gezien (zie
Hoofdstuk III, § 5, voorbeeld 1). Als we echter een niet—constante func-
tie V(x,y) kunnen vinden met Vf = 0 in een omgeving van 0, dan is 0 ook een
centrum van het niet-lineaire systeem. Dan kan nl. V(x(t),y(t)) > 0 voor

t + +t » niet gelden.

2. Globaal faseportret

Een methode om het kwalitatief gedrag van oplossingen te bepalen is de

isoklienenmethode. Een isoklien van (1) is een kromme gegeven door de verge-

lijking f(x,y) = cg(x,y), dus een kromme waarop het richtingsveld een con-

stante helling heeft. Gewoonlijk zijn we alleen geinteresseerd in de zg.

horizontale isoklien gegeven door de vergelijking g(x,y) = 0 en de verticale
isoklien gegeven door f(x,y) = 0. De snijpunten van horizontale en verticale

isoklienen zijn de singuliere punten.
Voorbeeld. De vergelijking van Emden-Fowler luidt

2 -
4%z = & (uv+2)(z(s))1+v

> (s >0) .
ds

Door de substituties

z(s) = "t x(t)
gaat de DV over in

- |+v
X + ax + bx = x

waar a := 2a-1, b := ala- 1), Het overeenkomstige stelsel is
X =y

- bx - ay + xH-\J .

y
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We zullen verder v = | nemen, dus
X=y
y==-bx=-ay + x? ,

0 is de verticale isoklien, de parabool ay = x2 - bx is de hori-

De lijn y

zontale isoklien, We geven een beschrijving van de oplossingen in het geval

a>1, dew.2z, a >0, b > 0.

De singuliere punten zijn (x,y) = (0,0) en (x,y) = (b,0). In de oorsprong is

0 1
de 1inearisatie.§ = AX, waar A = [ J. De ocorsprong is dus een stabiele
=b -a

knoop. In de buurt van (b,0) substitueren we (x,y) = (b+£,n). Dan wordt het

stelsel

e

=n

= bf - an + 52 .

s I

Het singuliere punt (b,0) is derhalve een zadelpunt.We merken op dat de ho-
rizontale en verticale isoklienen het vlak in vier delen verdelen in elk
waarvan het teken van % en y vastligt. In het gebied y > 0, ay < x?-bx is

bijv. x > 0, ¥y > 0. Op grond van deze gegevens kan men het verloop van de

oplossingen schetsen,




1)

2)

3)
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Een belangrijk en moeilijk aspect bij het schetsen van oplossingen vor-—
men de (niet-constante) periodieke oplossingen. De theorie hierover is uit-
voerig bestudeerd door Poincaré en Bendixson. We geven zonder bewijs een

aantal belangrijke resultatenuit hun theorie (zie [W] 9.6, [R] Ch.17, [CL]
Ch.16).

Stelling van Poincaré-Bendixson. Als er een oplossing x(t) is van § 1 formu-

le (1) met x(t) ¢ G voor t 2 0, waar G een begrensd gebied in R? is, zodat G
geen singuliere punten van (1) bevat, dan bestaat er een periodieke oplos-

sing p(t) van (1) met‘g(t) € G voor alle t.

Indexcriterium van Bendixson. Als p(t) een periodieke oplossing is van (1),

dan is er een singulier punt in het binnengebied van de baan van p(t) (de

baan is een Jordan-kromme). Als binmen de baan alleen elementaire singuliere
punten liggen, dan is de som van de determinanten van de lineaire benaderin-
gen in de singuliere punten gelijk aan I (bijv.: een knoop, een spiraal, cen

zadelpunt, maar niet alléén een zadelpunt).

(Bendixson's negatieve criterium). Zij G een enkelvoudig samenhangend gebied

. 2 . . .
in R~ zodanig dat div £(x) # 0 inG. Dan bevat G geen periodieke oplossing.

Uit de tweede eigenschap volgt, dat het gebied genoemd in 1) niet en-
kelvoudig samenhangend kan zijn. Er moet altijd een gat in voorkomen waarin
een singulier punt ligt. Een hanteerbare specialisatie van 1) is de volgen—

de stelling:

Gevolg. Laat C, en C, Jordankrommen zijn, waarbij Cl binnen C, ligt. Als G,
het tussen C] en 02 gelegen gebied, geen singuliere punten bevat en als het
richtingsveld f steeds op C, en C, naar G toe wijst (dus f wijst naar buiten
op C1 en naar binnen op CZ)’ dan is er een periodieke oplossing p(t) in G,

zodanig dat C, binnen de baan van p ligt.

Bewijs. Een oplossing die binnen G begint kan dit gebied niet verlaten en op

C, enC, liggen geen singuliere punten. 0

Ca
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Voorbeeld 1. De Lienard vergelijking

X+ f(x)Xx +x =0

met f even, en zodanig dat

X

F(x) := J f£(g)d¢g
0

de volgende eigenschappen heeft:

F(0) = 0, F(x) <0 (0 < x < a), F(x) is positief en niet-dalend voor x > a.

(Een speciaal geval is de zgn, Van der Pol vergelijking:
X+ uxf-NDx +x=0, u>0.)

We maken op de volgende manier een stelsel: Definieer y = % + F(x). Dan

krijgen we:

Xx =y - F(x)
(x)

vy ==x.

Als V = x? + y2 danis %Vf = = xF(x). Hier is £(x) het rechterlid van (x).

We zien dat Vf positief is voor O < |x| < a (hieruit volgt dat de corsprong

niet asymptotisch stabiel is; waarom?).
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We concluderen dat de kromme €, = {x | V(x) = a-¢e} voldoet. De kromme
C, construeren we in stukken: Zij b > a en B := max {F(x) | -b < x < 0},

a := $F(b). We kiezen getallen P,g > 0. Het lijnstuk AB dat (-b,q) met (0,p)
verbindt heeft helling (p - q)/b. Voor het richtingsveld op AB geldt

&y -x . _b _p-g
dx y - F(x) " q- B b
als
(+) Pp>q, (p-q){(g-B8) > bZ .

Op BC (het lijnstuk dat (0,p) met (b,p) verbindt) geldt %% < 0 (behalve in
B waar het gelijkteken geldt).

De boog CD van (b,p) naar (b,~q) is een cirkel met middelpunt (0,a),
zodat p-q = 2a. Hierdoor is p vastgelegd zodra we q hebben gekozen. De on~
gelijkheid (*) wordt nu: q > B +b2/(2a), We zullen aannemen dat q zo groot

is dat deze ongelijkheid geldt. Op de cirkelboog CD geldt W = const, waar
W= x2 + (y-a)2. Daar

wf = - x(F({x)-a) < ~hag

op CD zien we dat ook hier het veld naar binnen is gericht. De kromme ¢,
wordt afgemaakt door symmetrische spiegeling t.a.v. de ocorsprong. Merk op
dat (0,0) het enige singuliere punt is. Derhalve is er een periodieke oplos-

sing waarvan de baan tussen C, en C ligt. Men kan aantonen dat de oplossin
3 ] 2 P g

eenduidig en baanasymptotisch stabiel is.
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Voorbeeld 2. % = -x-y2, y = x2 - y3, divfi=-1- 3y2 < 0. Er zijn dus

geen periodieke oplossingen.

]

Opgave 1. De DV X + f(x)& + g(x)

een constant teken heeft,

0 heeft geen periodieke oplossingen als f

Opgave 2, Schets het faseportret van

i) X=2x+y + x3
y=3x-y+y3,
ii) k=x+y + x2+ xy2
y=-x+y+ 2xy .
iii) X = -y + xf(x,y)
y =  x+ yi(x,y)
waar
e (2 4 v? . !
f(x,y) = (x2+y2) sin ((x,y) *0)
x2 + y2
t= 0 ((x,y) = 0) .
iv) = x2 +y2 -
y=xt-y?,

3. Conservatieve systemen

Literatuur. Butenin, Elements of the theory of nonlinear oscillations.

De beweging van een mechanisch of electrisch systeem wordt vaak beschre-
ven deor een DV van de vorm
(1 X+ g(x,k) + f(x) = 0

waarin g(x,%) de wrijvingsterm is. Als g(x,%) = 0 voor alle X, dan is er

geen energieverlies, Het systeem heet dan comservatief. De DV luidt dan:
(2) x+ f(x) =0,

f(x) stelt hier de terugdrijvende kracht voor. Met (2) correspondeert het

stelsel:




(3) {"‘”
¥ = - £{x)

hetgeen geschreven kan worden als een le orde DV:

]

d
(4) y 3+ EG) = 0.

We definieren

X
(5) F(x) := J f(g)dg .
0

Dan kunnen we (4) integreren tot
(6) Iy2 + F(x) = C .

De uitdrukking in het linkerlid stelt de energie voor (F(x) de potentiéle
energie, iy? de kinetische energie). Vergelijking (6) representeert de banen
van de oplossingen in het fasevlak. We merken op dat de banen symme trisch
zijn t.o,v. de x-as. De x-as is de verticale isoklien. De horizontale iso-

klienen worden gevormd door de rechten x = a, waar f(a) = 0,

1 .
/SSFLF‘)
S

]
?)n v<°
\{“‘;_\j‘ble3= <

/

N
Yz

Y

A
\

De snijpunten van de horizontale en verticale isoklienen zijn de singuliere
punten. Als f continu differentieerbaar is, en (a,0) is een singuliere punt
dan is (a,0) een centrum, als f'(a) > 0, en een zadelpunt als £'(a) < 0.
Dat (a,0) ook voor het niet lineaire systeem een centrum is volgt uit de

laatste opmerking van § 1, als we
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V(x,y) = 4y? + F(x) = ly2 + $f'(a)(x-a)2 + ...
kiezen. We kunnen ook zeggen: Als F in x=a stationair en niet minimaal is,
dw.z, F'(a)=£(a) =0, dan is (a,0) een zadelpunt en derhalve instabiel. Als
F in a een minimum heeft, dan is (a,0} een centrum, endus stabiel (echter niet
asymptotisch stabiel). Merk op dat de banen niveaulijnen zijn van de functie
z = {y? + F(x) en dat een zadelpunt een pas is voor het door deze functie

gegeven oppervlak, terwijl een centrum een kuil is (toppen komen niet voor).

Voorbeeld,

r
el

Srroomdraden < Lza

[0S 77T 77777777

Laat van twee evenwijdige stroomdraden er &&n vastliggen terwijl de andere aan

veren is opgehangen. De bewegingsvergelijking van deze draad is

" 2Ii%
mE =

T 2a-x kx

waar m de massa is, I, i stroomsterkten, 2a de afstand tussen de draden, % de
lengte van de bewegende draad en k de veerconstante. De substitutie t = 0T,
waar p constant is, levert

d®x _ 2Tigp? 1 p2k

- X .
dr2 m 2a—-x m

Kiezen we p = vm/k en definiéren we A > 0 door A2 := 21i2p%/m = 2¥ig/k, dan

wordt de DV (met T weér vervangen door t):

“ A2
Erx- oy =0
Hier is
_ A2
DA e

F(x) = §x? + 22 log(2a-x) .
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De vergelijking f(x) = 0 levert

x2 - 2ax + A2 = 0 ,

dus

x = a t YaZ-32 ,

1,2

We onderscheiden:

l. X > a, Er is geen singulier punt. D.w.z. F is dalend.

T

o

De aantrekkingskracht tussen de draden is te groot voor de veerkracht.

Qen

2. A = a, Het punt (a,0) is een (ontaard) singulier punt. Ook hier is F dalend.

| !
| |

|
o !2&

‘ & (26
l (.
3 |
| l
|
| |

Het evenwichtspunt is blijkbaar instabiel.
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3. A < a. Er zijn twee singuliere punten. Het maximum van F correspondeert met

een zadelpunt, het minimum met een centrum.

We zien dat in het geval A < a er een trilling (periodieke oplossing) moge-
lijk is om het stabiele evenwichtspunt.

Als het systeem wrijving heeft, dan neemt de energie af. Als bijv. de
DV luidt

X+ ak + £(x) = 0

dan is
5 Uy? + F() = - ay?
dt ‘¥ oo
Algemener, voor DV (1) geldt
S Uy? + F(0) = - g(x,y)y < 0
Ic ‘Y x)) = = g(x,y)y

als g(x,y)y > 0 voor alle y (positieve wrijving).

In bovenstaand voorbeeld, geval X < a, krijgen we een gedempte trilling

=i
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Opgave 1. Beschrijf het gedrag van de oplossing van het conservatieve systeem
X+ £(x) =0

waar f wordt gegeven door

3

i) f(x) = x + ax’, de niet-lineaire veer. a > 0: harde veer, a < 0: zachte

veer. In het eerste geval neemt de "veerconstante" toe, in het tweede

geval af bij toenemende uitwijking.
\ran -
tonskanke

i 4
aro veerconstamie’ = | 4 ko’

d 0O

U:t\\»;"\k\‘hs

ii) f(x) = sin x, de slinger.

Opgave 2, De punten A en B kunnen langs de y-as be-
wegen, Het punt C over de x-as. De kracht P is con-
stant. De veren zijn hard met veerconstante

a + Bx? met a,8 > 0.

Voor welke waarden van P is de evenwichtsstand g}fﬂ\uﬁ\/\vf\v/\-
x =0, £ =0 stabiel? ’
Geef een faseportret van de oplossingen.
Opmerking. Benader eerst arcsin x door termen van

de graad < 3; beschouw ook het exacte geval.

Opgave 3. Een kraaltje kan zonder wrijving langs
een parabool bewegen. Deze parabool heeft de z-as

als as en draait om de z—as met constante hoeksnel-

heida

Laat zien dat de volgende bewegingsvergelijking

gelde: N
X

5o (A +%2)x
1+ x?

(na normalisatie), Geef een beschrijving van de op-

lossing in het (x,x)-vlak (fasevlak).
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Opgave 4 (Ecologisch systeem), Als het aantal individuen van een bepaald
(dieren- of planten~) soort in een gegeven milieu gegeven wordt door x(t),
dan is in het eenvoudigste model de relatieve groei k/x een positieve con-
stante. In dat geval is de toename exponentieel. Gewoonlijk zal echter de
relatieve groei afnemen op grond van onvoldoende leefmogelijkheden, Een rea-
listischer aanname is dan bijv. %/x = a - bx, waar a en b positief zijn. (Ga
na hoe x(t) hier verloopt.) We beschouwen nu de situatie waarin twee soorten
voorkomen, een roofdier en een prooi, waarvan de aantallen worden gegeven
door y(t) resp. x(t). De relatieve groei van de prooi wordt nadelig bein-
vlced door de aanwezigheid van veel roofdieren, De relatieve groei van de
roofdieren is negatief bij afwezigheid van prooi en neemt toe als er vol-

doende prooi aamwezig is. Een eenvoudig model is:

= a=->by =bla~y)

M e

=~c+dx=-d(B-x)

vy O

waar a,b,c,d,a,B > 0.
Ga het verloop van de oplossingen na (uiteraard alleen maar in het eerste

kwadrant). Zoek een expliciete formule voor de banen.
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HOOFDSTUK V. STORINGSREKENING

}.  Beginwaardeproblemen

We beschouwen het BWP

x = f(x:t:U)
(1)
x(0) = c(u)

waar f een analytische functie van (x,u) en c een analytische functie van yp
is. Een analytische functie is een functie die in de omgeving van elk punt
een machtreeksontwikkeling heeft. Laten we aannemen dat f gedefinieerd is
voor (x,t,u) e(;x(-uo,po), waar G een gebied inZRn+] is, en dat (1) voor

b = 0 een oplossing xo(t) heeft op een interval [0,T]. Volgens 164 is er
een u > 0 zodat (1) een oplossing t > x(t,u) heeft op LO,T] voor ]u[ < upe
Bovendien geldt (zie III§1) voor xu(t,u) (de partiele afgeleide van x naar
Nk

x = A(i:.u)'x}J + u(t,u)

(2) ¥
XU(O’U) = CN(U) Y

waar

It

A(t,u) fx(x(tsU)’tsU) s ult,y) 3= fu(E(t,u),t,u) .

Op grond van de analyticiteit van f en ¢ kan men bewijzen (zie [C&L], [R])
dat p* x(t,p) een analytische functie is voor (t,u) e [0,T] x (=uyu); uit-

geschreven:
K60 = xg(0) + ux (0 + wxy(e) + won o (u| <) o
Uit bovenstaande volgt dat xo(t) = x(t,0) (zoals we reeds gezien hebben), en

dat xl(t) voldoet aan (2) met p = 0. In het algemeen is Xy oplossing van een

DV van de vorm
X, = A(t)xk + uk(t) . xk(O) = cp
waar A(t) = A(t,0) en uk(t) uitgedrukt kan worden in XgreeesX,_; €n ¢ gede-

finieerd door

ce(u) = c U .
oo
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We zien dat de FQ van x(t) = A(t)x(t) hierbij een belanrijke rol speelt. Als
deze bekend is, kan men de functies Xy immers door succesgieve integratie

berekenen:

t
xk(t) = ¢(t)ck + j ¢(t)¢-l(r)uk(r)dr .
0

Voorbeeld I. De Van der Pol vergelijking

X+ u(x2-Dk+ x=0, x(0) = a( , x(0) =0,

waar a(p) = 4 * au * ... , De substitutie x(t,u) = xo(t) + xI(t)p + .
geeft

(SEO-t-uS.'; +u2§2+, )+ p(x + 2ux. X .“"'1)().{0*‘1,1}'( +...) +

1 l

01
+ (x0-+px]-+u2x2-+...) =0 .

Gelijkstelling van coéfficidnten van uk (k = 0,1,2,...) levert

X, + x, =0, x0(0)=ao, k0(0)=0

i
+
]
I

- (xg—l)io > x(0) = a, x,(0) =0

e
+
”

n

2 T Xy T T (xpEy+2kx )%y, %)(0) =a, ,  %,(0) = 0

De oplossing van het BWP
X+ x=u(t) , x(0) = a, x) =
wordt gegeven door (zie II § 3)

t
x(t) = a cos t + f sin(t - Du(r)dr .
0

Derhalve

xo(t) = a5 cos t
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t
x](t) = a cos t + ag f sin{t - 1) sin T(as cos?t - 1)dt =
0
= - iag(cos3t sin3t + cos*t sin t) +
+ G% aé =~ 1) cos3t sin t + } cos?t gin t +
-1 2y - ($a2 -
+ (4 3 ao)t cos t (ia0 1)

Een beperking van deze methode is, dat de afgebroken reeksen slechts op een
eindig tijdsinterval een benadering vormen., Voor grote waarden van t zal
bijv. de term met t cos t in x](t) ervoor zorgen dat het verschil van de
echte oplossing (waarvan men kan bewijzen dat ze begrensd is) en de functie

xo(t) + uxl(t) zeer grote waarden kan aannemen (tenzij ay = 2.,

2. Periodieke oplossingen

Het bezwaar van de in § ! genoemde methode treedt niet op als men een
periodieke oplossing van de DV construeert, omdat men dan de oplossing

slechts over &én periode hoeft te berekenen. Als in de DV
(n X = f(xst’U)

de functie f periode T(u) heeft voor alle p ¢ (mugsug)s waar pi> T(u) een
analytische functie is, dan is de oplossing van de DV met beginwaarde

x(0) = y (notatie £(t,y,u))periodiek als E(T(p),y,u) = y. Dit geeft een ver-
gelijking voor y. Laten we aannemen dat de oplossing p(t) := g(y,co,O) peri-
ode T(0) heeft. Als we dan

(2) F(U,Y) = E(T(U)9YsU) -y

definiéren, dan is F(O,co) = 0. Volgens de impliciete-functie-stelling is er
een oplossing c(u) van de vergelijking F(u,y) = 0, die continu is en voldoet
aan c(0) = Co» als de functionaalmatrix Fy(O,cO) niet-singulier is (zie
[A&A] 6.6.1). Men kan zelfs bewijzen dat dan v #» c(p) analytisch is als F

analytisch is. We definiéren

€ Ae) := £ (p(t),t,0) .
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Laat ¢(t) de FO zijn van de gevarieerde vergelijking:
(4) () = A(e)e(e) ,  9(0) = I .

Dan weten we dat gy(t,0,0) = ¢(t) (III§ 1). Derhalve is de voorwaarde
"Fy(O,cO) is regulier' equivalent met: | ¢ o(¢(T)). Hiermee hebben we het

eerste deel van de volgende stelling bewezen.

Stelling 1. Laat de functie f in (!) t.a.v. t een periode T(p) hebben, laat
(x,u) P £(x,t,u) en u & T(u) analytisch zijn. Stel dat p(t) een oplossing
van (1) voor u = 0 is met periode T(0) en dat de 1 geen eigenwaarde is van
¢(T), gedefinieerd door (3) en (4). Dan bestaat er een functie

(tyu) b p(t,u), periodiek met periode T(u) t.a.v. t en analytisch t.a.v., y
(voor kleine u), zodat p(t,p) = f(p(t,w),t,u). Als alle eigenwaarden

X € o(e(T)) voldoen aan |A| < 1, dan is de periodieke oplossing p(t,u) uni~

form asymptotisch stabiel,

Opgave |. Bewijs het tweede gedeelte.

Voorbeeld. De vergelijking van Duffing voor de gedwongen trilling van een

niet-lineaire veer.
(3) X+ x+ ux3 = H cos wt .

We nemen aan dat w # I, w 2 0. Voor u = 0 is er een &&nduidige periodieke

oplossing met periode 2v/w. Deze oplessing is eenduidig als é ¢ Z

p(t) =

cos wt ,
1 -w?

Schrijven we de DV als een stelsel

k=y
& = - X - ux3 + H cos wt
dan is
o 1
f.x) = 4o = A

onafhankelijk van t. Er geldt
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cos in sin 2n
cos t sin t 21 W * w
¢(t) = en (=) =

- sin t cos t w , 27 2n

- - gin — cos —

" w

2m 27 _ 1
Er geldt 1 ¢ o(@&;r)) dan en slechts dan als cos - = 1, dus als ¢ = il

n e N. Als we aannemen dat dit niet het geval is, dan kunnen we stelling 1
toepassen. Er bestaat dan een periodieke oplossing x(t,p) = xo(t) + xl(t)“ + ...
van (1) met x(0,u) = a(u) = ag taut ..., x(0,u) = b(p) = by + biu+ ...

waar xo(t) = x(t,0) = p(t). Het is niet duidelijk op grond van stelling 1 of

de oplossing stabiel is.

Substitutie van de reeks in de DV levert

3710 * Xy = Hcos wt (dit is bekend omdat Xy = p)

O w

dus
t

a, cos t +bl sin t - [sin(t-r)[

-]
—
~
t
~—
fl

3
] cos3wr dr =
1 -2

3
a, cos t + b1 sin & ~ é. H {3 cos _t . cos 3wt _

4 = 282 }
cos tYy .
(1-w?) -9

De periodiciteitsvoorwaarde houdt in dat de termen met sin t en cos t ver-

dwijnen (waarom?). Hieruit volgt:

(1 - 7w2)H3
2(1 = w2)" (1 ~ 9w2)

o
[}
o

Merk op dat de noemer niet nul is omdat % £ L. De periodieke oplossing x, (t)

wordt:

x](t) =-

1 H?3 {3 cos wt 4 gos Bwt}
5 .

(0-2)% L -2 1~ 9y2
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Opgave 2. Voer een analoge berekening uit voor de DV

X+ ak +x + ux3 = H cos ut

Laat zien dat hier de periodieke oplossing asymptotisch stabiel is, alsa> 0.

Als de functie f in stelling | autonoom is, dan is de stelling onbruikbaar
omdat, zoals we in III§5 hebben gezien, dan altijd 1 € o(&(T)) geldt. We

hebben een analoge stelling voor deze situatie (geen bewijs, zie [CL]).

Stelling 2. Laat f voldoen aan de in stelling 1 geéiste voorwaarde en laat f
bovendien autonoom zijn. Als p een periodieke oplossing van (1) is voor

# = 0 met pericde T, en als | een enkelvoudige eigenwaarde van ¢(T) is, dan
is er een functie (t,p) b p(t,u) en een functie p & T(u), zodat beide analy-
tisch zijn t.a.v. y en p periode T(u) heeft t.a.v. t, waarbij p een oplos-
ging van (1) is. Als alle eigenwaarden (behalve 1) voldoen aan |A[ < 1, dan

is p baanasymptotisch stabiel.
Opgave 3. Beschouw het randwaardenprobleem

x(t) = f(x,t,n) (0 <t <T)
(%)
g(x(0),x(T),u) = 0

wdaar

fFeC(RIxRxRBR+RYD, geC(R*x R"x R> R .

Laat p(t) een oplossing zijn van (*) voor pu = 0. Formuleer voldoende voor-
waarden opdat er voor kleine p een oplossing p(t,u) van (*) bestaat, die een

C' functie is, met p(t,0) = p(t).

3. De middeligg;methode

We beschouwen hier een DV van de vorm

X = HE(x,t, )




B I

waar f periode T (onafhankelijk van u) heeft en 1 een kleine parameter is.
We vragen ons af of er een periodieke oplossing bestaat voor kleine u. Het
is duidelijk dat er periodieke oplossingen (nl. p = const.) bestaanvoor p = 0.
De stellingen van § 2 zijn echter niet van toepassing omdat A(t) = 0

(0O st < 1) endus ¢(T) = I is, Niettemin is het gestelde probleem van be-
lang.

Voorbeeld 1. Beschouw de DV

(2) X + w?x = = pf(x,%,t,n)

waar f periodiek t.o.v. t is met periode 27. Neem aan dat er bijna resonan-
tie optreedt: w2 = | + un, waar u klein en n constant, Gevraagd worden op-

lossingen met periode 2%. Als y = 0, dan zijn alle oplossingen periodiek

"x = r cos(t+p)
o |

X == 1 sin(t +¢q) .

We zoeken nu voor kleine p # 0 ook een oplossing van de vorm (2) maar nu met
r en ¢ variabel (dit is de zg. variatie~van-constanten-methode). Het komt

erop neer dat we het met (1) corresponderende stelsel

X =y
“) .
Y = w2x - Uf(xsy,tsl-l)

door de substitutie x = r cos(t+¢), vy = — r sin(t +¢) transformeren tot een

stelsel DV's voor r en ¢, Omdat r en ¢ constant zijn voor p = 0 verwachten
we dat r en ¢ weinig variéren voor kleine u. Inderdaad levert een korte bere-

kening dat

»

re

‘T ug sin(t +g)
(5)
ug cos(t +q)
waar
(6) g(x,y,t,p) = nx + f(x,y,tu) .

In (5) hebben we g geschreven voor g(r cos(t+g¢), -r sin(t+¢),t,u)., We zien

dat (5) een DV is van het type 1.
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In het algemeen kan men een DV van het type
(7) x = £(x,t,p)

waarbij voor pu = 0 alle oplossingen periode T hebben, zeg p(t,c), waar ¢ de
beginwaarde is (of een andere constante), door de substitutie x = p{t,z)
herleiden tot een DV van het type (1). We keren nu terug naar de behandeling
van (1). Gedurende een periode zal de x weinig varieren. Het is een voor de
hand liggende gedachte om in eerste benadering aan te nemen dat x constant
blijft in het rechterlid. Als we bovendien y in de functie £ door nul ver-
vangen, dan krijgen we x(t) ~ uf(x(0),t,0). De periodiciteitsvoorwaarde

wordt dan

T
x(0) = x(T) =y J f(x(0),t,0)dt + x(0) .
it

We definieren derhalve

T
(8) F(x) :=% J £(x,t,0)dt
0

en vergelijken (1) met de gemiddelde DV

(9) ¥ = uF(y) .

We kunnen (1) ontstaan denken uit {(9) door een storing die misschien niet

overal, maar toch wel gemiddeld klein is:
X = uF(x) + p{f(x,t,u) - F(x)} .

Het ligt voor de hand periodieke oplossingen van (9) als benaderingen voor
periodieke oplossingen van (1) te gebruiken. Uit (9) kunnen we de factor u
wegwerken door de substitutie t = pt. Dan vinden we

&y
(10) == Fy) .
Een oplossing van (10) met periode T] correspondeert met een oplossing van
(9) met pericde T]/u, hetgeen naar « nadert als p + 0. We kunnen op deze ma-
nier geen oplossing van (1) met periode T verwachten, tenzij T, =0, dw.z.
tenzij we te maken hebben met een constante oplossing. Zulke oplossingen

worden gekarakteriseerd door de vergelijking F(y) = 0.
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Stelling. Laat in (1) f gedefinieerd en C' zijn in G x R x (~p0,p), en laat
f periode T hebben t.a.v. t. Zij a € G, F(a) = 0 en Fx(a) niet singulier,
waar F gedefinieerd is door (8) en Fx(a) de functionaalmatrix van F in a is.
Dan bestaat er voor voldoend kleine lul een oplossing x(t,u) van (1) met pe-
riode T, die uniform t.a.v. t tot a nadert als y - Q. Als van Fx(a) alle ei-

genwaarden een negatief redel deel hebben en ¥ > 0, dan is deze periodieke

oplessing 1LG&S§,

Bewijs. Laat g(t,xo,u) de oplossing van (1) zijn met g(O,xO,u) = X;. Er
geldt £(t,2,0) = a. In het bijzonder is deze oplossing gedefinieerd op
[0,T]. Daarom bestaat er een Mg > 0 en een § > 0 zodat de oplossing
g(t,xo,u) gedefinieerd is op [0,T] als [u]| < Hgs |x0-a[ < §, Derhalve is
voor deze waarden van Xy en u de afbeelding %4 ﬁ-g(T,xO,u) gedefinieerd en
de periodiciteitsconditie wordt E(T,xo,u) = Xg, hetgeen een vergelijking is

voor X,. We kunnen ook schrijven:

T

H J f(g(tQXOSU)st’U)dt =0,
0

Definiéren we

T

H(c,u) := J £(g(t,c,u),t,u)dt
0

dan betekent dit voor p # 0

H{xg,u) = 0 .

Er geldt

T
H(a,0) = J f(a,t,0)dt = TF(a) = 0
0

en Hc(a,O) = TFx(a) is niet singulier.

We kunnen weer de impliciete-functie-stelling toepassen op grond waarvan
er een U functie ¢(p) bestaat met c(0) = a en zodat H(c(u),u) = 0 voor vol-
doend kleine u. De functie g(t,c(u),u) is de gevraagde oplossing. (Merk op
dat we de impliciete-functie~stelling pas kunnen toepassen, nadat we in de

periodiciteitsconditie door u hebben gedeeld.) We bewijzen nu de stabiliteit
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van x(t,u). Laat van S := Fx(a) alle eigenwaarden een negatief recel deel
hebben. Op grond van de stelling van Poincaré- Liapunov is de oplossing
x(t,u) YRS, als de nuloplossing van de gevarieerde DV

(11) y(t) = uP(c,u)y

met

P(t,u) = £ (x(t,u),t,u)

URS is. Er geldt P(t,0) = fx(a,t,O) en dus

T
(12) J P(t,0)dt = 1§ ,
0

We definieren nu

t
H(t) := f (P(1,0) - S)dr .
0

Dan is op grond van (10) H(T) = H(Q) = 0, zodat ook H(t) periode T heeft.
(Immers, ook P(t,0) heeft periode T.) In het bijzonder is H(t) begrensd, zo-
dat voor voldoend kleine u (zeg Iul < u]) de matrix I - pyH{t) inverteerbaar

is voor alle t. De inverse heeft de vorm
-1
(I-pH(t)) = I + pR(t,n)

waar R(t,u) een begrensde matrix is voor t e R, Iu[ £ Hy - We maken in (11)
de substitutie z(t) = (I- pH(t))y(t). Op grond van bovenstaande is

[y(t)] = cllz(t)l < c2|y(t)| zodat de stabiliteitseigenschappen van (11) en
van de DV voor z(t) gelijk zijn. Deze DV is

(13) z(t) = uSz(t) + uQ(t,w)z(r)

waar

Q{tsu) »- 0 (y > 0, uniform t.a.v, t).

In (13) passen we de tijdtransformatie 1 = ut toe:

(14) %% = 5z + Q(t/u,u)z .
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Uit III § 4 Opgave 5 volgt dat (14) en dus (13) ?LJ{? is veoor p > 0. ]

Voorbeeld 2. We passen de stelling toe op voorbeeld |, waarbij we de extra

veronderstelling maken, dat f de gedaante
(15) f(X,y,t,u) = h(x’)')u) + H cos t

heeft (een storingsterm h die de wrijving en de miet-lineariteiten bevat en
een opgelegde trilling H cos t; beide termen worden klein verondersteld, ze

worden met u vermenigvuldigd in de DV). We berekenen voor de DV (5) de functie

Y(r,9)
Fx) =
Z(r,0)
Er geldt
2n
Y(r,q) = i%— J g(r cos(t+¢) ,~- r sin(t+¢), t,0) sin(t + ¢)dt =
0]
2T
= i%— j g(r cos t,-rsint,t-¢,0) sin t dt =
0
2n
= i%' j f(r cos t,~rsint,t-¢,0) sin t dt =
0
= P(r) + }H sin ¢
waar
2
(16) P(r) := i% [ h(r cos t,- r sin t, 0) sin t dt
0
en

rZ(r,9) = inr + Q(r) + iH cos ¢

waar
27
(17) Q(r) := i% f h{(r cos t ,~ r sin t, 0) cos t dt .
0

De vergelijking F(a) = 0 luidt hier:
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 Y(r,¢) = P(r) + iH sin ¢ = 0
(18)
rZ(r,¢) = inr + Q(r) + }H cos e =0 .
We zullen voornamelijk geinteresseerd zijn in de waarden van r (de am-

plitude) van de periodieke oplossingen en niet zozeer in de fase g. Uit (18)

kunnen we ¢ elimineren, zodat we een vergelijking voor r overhouden:
(19) V(n,r) := P2 + (Q + dnr)? = ju? .

Als we (18) hebben opgelost, dan moeten we nog nagaan of de eigenwaarden van

de matrix

ongelijk aan nul zijn., Wil men aantonen dat de oplossing URS is, dan moet
men laten zien dat deze eigenwaarden een negatief refel deel hebben. De eer—

ste voorwaarde luidt
(20) erqJ - szr #0.
De tweede voorwaarde:
Y +2Z <0
¢

T

(21)
YZ =-YZ >0,
rg pr

Met behulp van (18) kunnen we deze voorwaarden nader uitwerken:

= t —_ -1 - = t =-!.._d-
Yo+ Zm P'(r) fHr * sin ¢ = P' + P = 35 (TP(r))

en

Y 2 -'Yer P'(r)(~ ﬁHr_I sin ¢) = (4H cos ¢)(-r“2 Q+r-lQ--£Hr“2 cos @) =

rlprp 4 (Q-+£nr)(r-]Q'-+inrhl) =

3 1
7r V(n,r) = ;-Vr(n,r) .

=

We kunnen dus uit stelling 1 de volgende conclusie trekken. Van de DV
(22) X + plx = - wh{x,%x,u) - pH cos t

met u > Q klein, w? = 1 + un, h continu differentieerbaar, kan men als volgt

een periodieke oplossing vinden. Bepaal de functies P en Q¢ dum.v. (16) en
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(17) en definieer V(n,r) door (19). Los r op uit de vergelijking
V(n,r) = {H?, Daarna kan ¢ worden bepaald uit (i8). Als V_(n,r) # 0 voor
de oplossing r, dan bestaat er een periodieke oplossing van (22) die bena-
derd wordt door x(t) = r cos(t+g¢). Als Vr(n,r) >0, (rP(xr))' < 0, dan is
deze oplossing UARS.

We zijn vooral geinteresseerd in de resonantiekromme, d.w.z. de grafiek
van r als functie van n bij verschillende waarden van H. Derhalve is het

nuttig de niveaulijnen van V in het bovenhalfviak van het (n,r)-vlak te
schetsen,

C

5
- Vv<°

Met behulp van deze niveaulijnen kan men de voorwaarden v. # 0 en Vr > 0 ge~

makkelijk verifieren.

Voorbeeld 3 (de inhomogene Duffing vergelijking). We nemen in bovenstaand

voorbeeld h(x,y,u) = ay - Bx3 waar a > 0, d.w.z. we beschouwen de DV
X + pak + w?x - ppx3 = - juH cos t
met w2 = 1 + un. Er geldt P(r) = - jar, Q(r) = - % gr3, en dus
V(n,t) = far? + (hnr - 3 prd)? .
De vergelijking V(n,r) = }{H? is een derdegraadsvergelijking in r2. We probe-

ren een kwalitatief beeld te krijgen van de niveaulijnen. Neem eerst aan dat

a=0, Dan is V = 0 voor r = 0 of n = 2gr2,
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r w=_0

e

! © = W< Hy ety 1

Als H klein is ligt de niveaulijn V = }H? dicht bij r = 0 of n = 18r2. Bij
toenemende H wordt de afstand groter., De lijn n = #Rr? heet skeletlijn. Als
a > 0 klein is krijgen we analoge krommen. De horizontale afstand van de ni-
veaulijn tot de skeletlijn neemt af als r stijgt, totdat deze afstand 0 ge-

worden is. Dit is het geval voor r = H/a,

Als B8 = 0 wordt de skeletlijn de r-as. Dan krijgen we de bekende lineaire
resonantiekrommen. Voor een zachte veer (of slinger) is 8 > 0. Dan hebben
de resonantiekrommen een afwijking naar rechts. Als 8 » 0 (harde veer),

ligt de top links van de r-as. We onderzoeken nu in hoeverre aan de voor-

waarden (20) en (21) is voldaan, Er geldt
d c 4 (mlar?) = -
p (rP(r)) = I (~lar?) ar < 0

als a > 0 en r > 0. Hieraan is voldaan als a > 0. In het geval a = 0 kunnen
we dus geen asymptotische stabiliteit afleiden uit stelling 1. Verder is het

téken van Vr(n,r) af te lezen uit de figuur
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In bovenstaande figuur is V_ >0 op AC en DF, V. <0 op CDen v, =0 in C en
D.

We zien dat er een eenduidig'udlg periodieke oplossing wordt gevonden
voor n < m, en n > n,, maar dat er twee 2L$¥§ en een instabiele oplossingen
bestaan voor Ny <M< N, Als men in het systeem n langzaam laat varieren
van n, < n tot Ny > n, en dan weer terug naar Ngs dan wordt de resonantie-
kromme doorlopen van A naar C. Dan "springt" de oplossing naar E en loopt dan
naar F. Op de weg terug wordt de kromme van F tot het punt D doorlopen en de
periodieke oplossing springt dan naar B. Dit geeft aanleiding tot een soort

hysteresisverschijnsel dat ook experimenteel is waar genomen.

Opgave . Behandel op analoge wijze:
i) De inhomogene Van der Pol vergelijking
X+ u(x%- 1)k + w2x =~ uH cos t .
ii) De inhomogene Van der Pol vergelijking met niet-lineaire terugdrijvende
kracht
X+ ux?-1Dx% + wlx ~ ugxd = - uH cos t .
11i) De DV
X + ax + wlx - qu2 == yH cos t .

Kunt U het gevonden resultaat verklaren?

Opgave 2. Pas stelling | toe op voorbeeld 1, waar f de gedaante

f(x,y,t,u) = h(X,Y,Ll) + Hx cos 2t




- 120 -

heeft (systeem met parametrische aandrijving). Beschouw in het bijzonder het

geval hix,y,u) = ay - gx3,
Voorbeeld 4. Beschouw nu het autonome systeem
(23) X+ w2x = = ph(x,%,u)

met w? = 1 + un, + uznz + «.. . In dit geval kan stelling 1 niet onmiddel~
lijk worden toegepast omdat Y en Z niet van ¢ afhangen, zodat Y Z - Y Z = Q.
Er geldt immers

= P(r)

Z=4n+r Q)

(zie voorbeeld 2). We zullen echter bewijzen dat (23) een periodieke oplos-
sing met periode 27 heeft van de gedaante x = r cos(t +¢) met r = ry t o),
= O(u) als P(ro) 0, P! (ro) # 0 en als w(p) geschikt wordt gekozen
(i.h.b. ny =< 2r Q(ro)) Vanvege de autonomie is het geen verlies van al-~
gemeenheid te veronderstellen dat ¢(0) = 0 in r cos(t +¢). Daardoor verlie-
zen we een onbekende in de periodiciteitsconditie die we echter weer terug~

krijgen door w variabel te kiezen.

Als P'(ro) < 0, dan is de oplossing baanasymptotisch stabiel.

Bewijs. Als we weer x = r cos(t +¢), y = = r sin(t +¢) stellen, dan geldt

T ug sin(t + )

re

ug cos(t+g)

waar g = g(r cos t,~- r sin t,u) en g(x,y,u) := nx + h{x,y,u). We kiezen

6 := t + ¢(t) als nieuwe onafhankelijke variabele. Dan geldt

dr rg sin 8

(24) ®  Fr+ ug cos § = 1'lfl(r’e’]'l)
de _ u g cos 8 wf, (r,0,pn)
de r+ pug cos § ° "T2 VY

De eerste vergelijking hangt niet van ¢ af. We beschouwen haar onafhankelijk

van de tweede en passen stelling 1 erop toe:
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21
|
FJ(r) = 5= f fl(r,e,O)dB =
0
27
= E%— J g{r cos 6,-r sin 6 ,0) sin § d¢ =
0
2T
= P(r) = 5% J h(r cos §,- r sin 6, 0) sin & do .

0

Als dus P(ro) = 0, P'(ro) = 0 bestaat er een periodieke oplossing r = p(8)

van de eerste DV. Substitueren we deze in de tweede DV, dan moet gelden

27 2m

=1 d9 .o o 8 ¢cos & .o
Fz(r’“) u J e 98 J r + ug cos 6 dé =0 .
0

Nu is Fz(r,O) = inlr + Q(r) = 0 als n = 2r_1Q(r). Verder is

3F
2 =
a_n' (r,O) - i

zodat op grond van de impliciete-functie-stelling er een functie n(u) be-
staat zodat Fz(r,u) = 0 geldt. Als u klein genoeg is, dan is 8 een stijgende

functie van t, want

de _ 22 -
LT L+ 0w

Voor (24) is de oplossing r=np(e) UAT als P'(ro) < 0, derhalve is ook de
oplossing x(t),y(t) baanasymptotisch stabiel.

Voorbeeld 5. De vergelijking van Van der Pol
X+ u(x2-DDx+x=0 .

Voor u = 0 heeft elke oplossing periode 27. Het is niet duidelijk wat de pe-
riode wordt wanneer p # 0. We voeren een schaaltransformatie van de tijd toe
die de periode 2m maakt: t = wr, waarin w nog onbekend is. Dan wordt de DV

2
47 + pu(xZ - 1) %% + wlx =0

dt
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met w? = | + Hny ¥ uznz + ... . We proberen dus een periodieke oplossing te

vinden waarvan de periode ongeveer I is voor kleine p. Hier is
dx
h(x,y,u) = w(x?-1) vy

en dus
i
P(r) = - —zlﬂ- f (r? cos?t = 1) r sin?t dt = 4r(l - jr2) .
0 ,

P(r) =0 als r

De periodieke oplossing is dus baanstabiel. Tenslotte n, o= - ZrBIQ(rO) = 0,

0 (vervalt) of r = 2. We kiezen ry = 2, Er geldt P'(ro) = -1,

zodat w? = | + O(u2) en dus de periode T van de oorspronkelijke vergelijking
voldoet aan T = 27 + d(uz).

Opgave. Behandel op analoge manier
X + u$i2-1)ﬁ + x + ux3 = 0 .

/
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