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HOOFDSTUK 1. ALGEMENE BESCHOUWINGEN OVER LINEAIRE SYSTEMEN

Ingang-uitgang beschrifuing van Lineaire tifdsinvarniante Aydtemen

In dit dictaat zal een betrekkelijk beperkte klasse van systemen worden
bestudeerd. Om een inzicht te krijgen in de betekenis van deze systemen zul-
len we in dit hoofdstuk en in het bijzonder in deze paragraaf eerst algemene-
re systemen definiéren en ons langzamerhand beperken tot de systemen waarmee
wij ons uiteindelijk zullen bezighouden: sirict causale lLineaire systemen
met eindig dimensionale toestanderuimte.

We beginnen met een aantal verbale definities: Een systeem is een ge-
heel van grootheden (variabelen gencemd) tussen welke relaties bestaan. In

2en dynamisch systeem worden deze variabelen als functies van de tijd t be-

schouwd. Zo'n dynamisch systeem geeft men ock wel aan met de term proces.

3ij een regelsysteem neemt men aan dat een aantal van de genoemde variabelen,

ingangsvariabelen (of besturingen) genoemd, door ons naar willekeur kunnen

gekozen, terwijl de andere variabelen, uitgangsvariabelen (of responsies)

door de keuze van de ingangsvariabelen zijn bepaald. Zo'n regelsysteem kan

men als volgt symbolisch weergeven

Hierin is u(t) = (u](t),...,um(t)) de vector van ingangsvariabelen en
y(t) = (yl(t),...,yr(t)) de vector van uitgangsvariabelen. Als m = r = |

spreekt men van een monovariabel systeem. Is m > ! of r > | (of beide) dan

noemt men het systeem multivariabel. Bij de wiskundige beschrijving van een

regaelsysteem gaan we uit van de tijdas T. We zullen ons in eerste instantie
beperken tot de gevallen T =R en T = Z. In het eerste geval spreekt men van

een continu systeem, in het tweede geval van een discreet systeem, Meer cor—

rect zouden 2ijn de termen: systeem met continue tijd resp. systeem met dis-

crete tijd. Als de tijdas is vastgesteld beschouwt men de ingangsruimte Q

(d.w.z. de ruimte van ingangsfuncties) en de uitgangsruimte I'. Elementen
u e @ zijn functies u: T +R" en elementen y € T zijn functies y: T -~ R'.
Gewoonlijk zal @ echterniet alle functies u: T ~ R" bevatten en hetzelfde

geldt voor T.



Een regelsysteem is dan een afbeelding

(1.1.1) S:Q0-~>T7 .

Het systeem heet statisch (of geheugenloos) als voor elke t de uitgang v(t)

alleen afhangt van u(t) en niet van u(T) voor t# t. In dat geval is er

sprake van een afbeelding

fFrR™ x T -RF
Het ingang- uitganggedrag van het systeem wordt dan gegeven door:
(1.1.2) y(t) = f(u(),c) (t e T) .

De meeste systemen die van belang zijn, zijn echter niet statisch. Hierin
hangt v(t) niet alleen af van de waarde van u op het tijdstip t maar ook van
waarde van de ingang op andere tijdstippen. Wel veronderstelt men steeds dat
de uitgang y niet beinvloed wordt door toekomstige waarden van u. Men drukt

deze voorwaarde uit door te zeggen dat het systeem causaal of niet—anticipe-

rend 1s.

Voor een causaal systeem geldt dus

Stu)(e)y = SCuy) () (< gp)
als )
u (t) = uz(t) (t<t) .

Men noemt S de ingang-uitgang functie (i/u-functie) van het systeem. De alge-—

mene gedaante van zo'n afbeelding is moeilijk aan te geven. We zullen ons ge-

woonlijk beperken tot lineaire systemen, dit zijn systemen waarin @ en T li-

neaire ruimten (= vectorruimten) zijn en de afbeelding (1.1.1) een lineaire
afbeelding. Voordat we specifieker worden over de aard van de ruimten & en T
en de afbeelding f, zullen we nog een verdere beperking opleggen aan de door
ons te bestuderen systemen. Daartoe voeren we een verschuivingsoperator in

voor elke T ¢ T, d,m.v. de formule

(1.1.3) BT(u)(t) i= ult - 1) (ue Q; tcd .

Deze operator is analoog gedefinieerd op I'. Dan noemen we een systeem tijds—~

invariant als voor alle t ¢ T geldt

(1.1.4) S(ST(u)) = GT(S(u)) .

Dit betekent het volgende: Als een bepaalde ingangsfunctie t » u(t) als uit—
gang levert t » y(t) dan levert de ingang tweu(t — 1) als uitgang tey(t-1).
Een tijdsinvariant systeem heeft dus geen ingebouwde klok: Als we eenzelfde
signaal een uur later aanbrengen krijgen we eenzelfde respons met een uur

vertraging.
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We zullen nu de door ons ingevoerde begrippen wat meer specificeren in het

geval van continue systemen (zie voor discrete systemen 1.7).

(1.1
(i)
(ii)

.5) DEFINITIE. (Continue systemen).

De ttjdas T is de verzameling van reéle getallen R.

Een functie x: T+R" heet stuksgewijs continu als 2ij op elk eindig

interval continu s op een eindig aantal punten na in welke Linker— en
rechter limieten bestaan. We zullen steeds aannemen dat de stuksgewijs
continue functies rechts continu zijn, d.ow.z. dat voor alle t ¢ T geldt
x{(t) = lim x(t + &) .,
3§40

De verzameling van stuksgewijs continue rechts continue functies

x: T +R" geven we aan met SC”. De versameling van functies x ¢ SC
met de eilgenschap dat er een tg bestaat aodantig dat x(t) =0 voor t<t

0
geven er aan met SC?.
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Merk op dat een stuksgewiis continue functie op de hele tijdas wel on-
eindig veel discontinulteiten kan hebben.
Met behulp van deze begrippen kunnen we de ruimte Q van besturingen en

de ruimte T definiéren

"= T .= r
(1.1.6) 2 = SC+, r: SC+ .
Het is duidelijk dat @ en I' vectorruimten zijn. Een lineair systeem is dus

een lineaire afbeelding
S: Q-1 .,

De algemene gedaante van zo'n afbeelding zullen we niet geven. Een grote
klasse van lineaire afbeeldingen vormen de integraaltransformaties gegeven

door de formule

(1.1.7) y(t) = J K(t,t)u(t)dr (t 2 0) .

—00

Daarbij moeten natuurlijk beperkingen aan u en K worden opgelegd om de con-
vergentie van de integraal in (1.1.7) te garanderen, Voor ons zijn deze res-
tricties niet van belang omdat we ons zullen beperken tot causale systemen,
Opdat (1.1.7) een causaal systeem voorstelt, is, zoals men gemakkelijk kan
bewijzen, noodzakelijk en voldoende dat K(t,t) = 0 voor T > t, Voor een cau-

saal systeem kunnen we dus in plaats van (1.1.7) schrijven

t
(1.1.8)  y(t) = J K{t,Tyu(t)dr .

. . c e . m
Dit is een integraal over een eindig interval aangezien u € §{ en { = SC+.

De r x mmatrixwaardige functie K wordt impuls~responsie genoemd. Gewoon-

lijk zal K continu zijn. In dat geval is de convergentie van (1.1.8) voor
elke u ¢ Q@ verzekerd. Bovendien is dan y een continue functie. We zouden dus
hebben kunnen volstaan met een kleinere ruimte dan T', nl. de verzameling van
continue functies y: T +R", Wat de ingangsvariabele betreft is het essen-
tieel dat we stuksgewijs continue functies toelaten. We willen nl. in staat
zijn om op elk moment t de besturing te kiezen onafhankelijk van de waarde
van die besturing op vroegere tijdstippen. Als we bijv. een besturing u, heb-

ben en we willen vanaf een zeker ogenblik t. een andere besturing, nl. Uy

0
kiezen dan kunnen we dat bereiken door als besturing te nemen



5 (8 (= <e < ey
(I.1,9)  u,(t) :=
3 u(t) (t, £t < =)
2 Q- '
Zelfs als u en u, continu zijn, dan zal nog de 2o geconstrueerde besturing

U, niet continu zijn, De operatie (1.1.9) noemt men concatenatie. Wil een

ruimte & van ingangsvariabelen zinvol zijn dan moet zij gesloten zijn t.o.v.
concatenatie, d.w.z. dan moet als Uy en u, in § liggen ook de d.m.v. (1.1.9)
gegeven functie u, tot §2 behoren, De door (1.1.6) gedefinieerde ruimte Q der
stuksgewijs continue functies is een van de eenvoudigste klassen van functies
die aan deze eigenschap voldoet, (Een andere eenvoudige maar zeer beperkte
klasse met deze eigenschap is de ruimte van stuksgewijs constante besturin-

gen.)

~ De ontoereikendheid van de ruimte der continue Functfies als ingangsruimte
komt ook tot uiting bij het probleem van de optimalisatie van besturingen.
Daarbij blijkt vaak dat binnen de klasse van continue besturingen er geen
bestaat die optimaal is, terwijl er gewoonlijk wel een stuksgewijs continue
optimale besturing (bijv. een zgn. "bang-bang''~besturing) bestaat (zie [OR],
[LM]). In deze theorie beschouwt men vaak een nog algemenere klasse van be-
sturingen, nl. functies u die op elk eindig interval absoluut (Lebesgue~)
integreerbaar zijn. We zullen ons echter in dit college beperken tot stuks-
gewijs continue besturingen.

Niet elke causale lineaire afbeelding S: Q@ + T heeft een representatie

van de vorm (I.1.8), Bijv., een statisch lineair systeem heeft de vorm
{(1.1.10)  y(t) = D(t)u(t)

waarbij D een r X m-matrixwaardige stuksgewijs continue rechts continue func—
tie op T is. Men kan natuurlijk ook een combinatie van (1.1.8) en (1.1,10)
hebben:

t
(L1t y(r) = D(rult) + j K(t,r)u(t)dt .

—_—0

Het systeem (1,1,8) heeft behalve lineariteit en causaliteit nog een
andere eigenschap, nl. dat voor elke t de uitgang y(t) niet afhangt van u{t)
maar alleen van u(7r) voor T < t, De waarde van u in een enkel punt heeft ul.
geen invlced op de integraal in (1.1,8)., Systemen met deze eigenschap noemen

we strict causaal., Men kan zeggen dat in een strict causaal systeem de uit-

gang niet omnmiddellijk reasgeert op de ingang maar dat er een (infinitesimale)

vertraging optreedt,



Ook (1.1.11) geeft niet het meest algemene causaal lineair systeem aan.

Een zuivere vertrager gegeven door de formule

(1.1.12) y(t) = u{t - 8) (t ¢ T)

waarbij 8 > 0 en waar u(t) = 0 wordt gedefinieerd voor t < O, voldoet ook
aan de gestelde eisen en is niet te schrijven in de vorm (1.1.11). We zul-

len nu m.b.v. de zogenaamde deltafunctie (of beter gezegd de deltadistribu-

"impuls-responsie'. Intuitief is

tie) §(t) een verklaring geven van de term
§(t) een functie die overal gelijk aan nul is behalve in t = 0, waar geldt

§(0) = =, Bovendien voldoet deze functie aan de Vvoorwaarde

[-:]

J §(t)de = 1

-0

of algemener

o0

(1.1.13) J §{tYf(t)at = £(0)

voor alle continue functies f. Een functie in de klassieke zin met deze ei-
genschappen kan niet bestaan., In de distributietheorie wordt het functiebe-
grip uitgebreid, zodanig dat &§(t) een 'gegeneraliseerde functie" (= distri-
butie) wordt. We zullen op deze theorie verder niet ingaan (zie [ZEl)

maar af en toe de deltafunctie gebruiken in heuristische beschouwingen. De

enige eigenschap van de deltafunctie die echt belangrijk is, is (1.1.13). In-

tuitief kan men zich de deltafunctie ontstaan denken door een limiet proces:
l

dus 8(t) = lim ¢_(t)} waarbij
e O

oo

J fpn(t>dt =1, q:n(t) +0 (t # 0); mn(O) - o,

-0



Een deltafunctie is daarom een idealisatie van een zogenaamde impuls-functie

of piekfunctie. Als we strict formeel in (1.1.8) u(r) = &(7 - TI)C kiezen
waarin ¢ ¢ ™ zien we met (1.1.19)} dat

t
y(t) = J K(t,1)8(7r - T])C dt = K(t,rl)c .

L]

Dit verklaart de term impuls responsie voor K(t,Tl).

In het algemeen is het lineair systeem gegeven door (1.1.8) of (1.1.11)
niet tijdsinvariant. Men kan gemakkelijk bewijzen dat het systeem (1.1.11)
tijdsinvariant is dan en slechts dan als D(t) = D constant is en X{t,t) een
functie van t - 1 is. We schrijven dan K(t - ) i.p.v. K(t,7). De algemene

gedaante van een tijdsinvariant lineair systeem is dus

t
(1.1.15) y{(t) = Du(t) + [ K(t ~ t)u(r)dr (t e T) .

-0
Voor een strict causaal tijdsinvariant systeem hebben we D = 0, zodat

t o0

(1.1,16) y(t) = f K(t = tu(t)dr = J K(t)u(t - t)dr .
— 0

We zullen hierbij steeds aannemen dat K een r x m-matrixwaardige continue
functie op [0,») is.

+1.1,17) VOORBEELD. We beschouwen de relatie tussen het aantal geboorten en
de totale populatie., Zij y(t) de totale bevolking, u(t) het aantal geboorten
per tijdseenheid en K(t) de kans voor een individu om de leéftijd t te berei-
ken. Als de populatie op het tijdstip t = 0 gelijk aan nul is, dan is
Tt
(11,18 y(t) = J K(t - t)u(r)dr , 00
0

Uit dit voorbeeld blijkt dat het onderscheid tussen ingangs- en uitgangs-
variabelen zoals in deze paragraaf omschreven een idealisatie is. In vele ge-
vallen (bijv. bij menselijke populaties) is het niet mogelijk de ingangsfunc-

tie u naar willekeur te kiezen, zelfs niet binnen beperkte grenzen, In een



willekeurig systeem waar het a priori niet duidelijk is welke variabele als
ingang of als uitgang moeten worden beschouwd, is het vaak mogelijk een stel
geschikte variabelen uit te kiezen als ingangsvariabelen en daarbij het feit
te negeren dat men deze variabelen niet naar willekeur kan kiezen. Men kan
dan de beperktheid van de ingangsvariabelen achteraf verwerkendoor deze te
zien als uitgangsvariabelen van een ander proces. In dit laatste systeem kan
men dan vaak de uitgangsvariabelen van het eerste systeem als ingangsvaria-—

belen beschouwen., Symbolisch kan men dit zls volgt weergeven:

u ¥y
ol 1
- Sl -
-« g -
y2 2 u,

In voorbeeld (1.1.17) kan men bijv, . aannemen, dat het aantal geboorten even-
redig is met de populatie., Terwijl het systeemS1 gegeven wordt door (1.1,18)

wordt 32 bepaald door

u =0y 4

een lineair tijdsinvariant, statisch systeem.

Merk op dat het systeem (1.1,18) tijdsinvariant is, omdat we aangenomen
hebben dat de kans K(t) dat een individu de leeftijd t bereikt onafhankelijk
is van het tijdstip T waarop het individu geboren wordt. Als K(t) wel van Tt

afhangt, en we schrijven K(t,t) i.p.v. K(t), dan wordt (1.1.18):

t
y(t) = J K(t - 1,t)u(t)dr ,

-0

een tijdsafhankelijk systeem, Het is ook soms realistisch aan te nemen dat

de overlevingskans afhangt van het aantal individuen: K(t,y). Dan krijgen we

t
y(t) = J K(t = 1,y(r))u(r)dr

-0

een integraalvergelijking, die een niet-lineair systeem oplevert.



1.2, Llaplacetrans jormatie

Het rechterlid van formule (1.1.16) noemt men wel een convolutie-inte-

graal (zie WISK 30 -~ 4.2.4), Men gebruikt hiervoor de notatie K*u, Dus

t
Kxu{t) = J K(t - Dult)dr .

—

Zulk een convolutie-integraal suggereert het gebruik van de Laplace-transfor-

matie:

(1.2.1) DEFINITIE, Een functie u € Q heet exponentieel begrensd als er getal-

len M en vy bestaan waarvoor geldt

lu(t)) < MeYt (teT) .

De verzameling van exponentieel begrensde functiee u e 9 geven we aan met Q.
. .., - 0
Op analoge wijze definiéren we T, Sci etc.

Voor exponentieel begrensde functies kan men de Laplace-getransformeerde

definiéren.

(1.2.2) DEFINITIE. 4ls u ¢ O dan is

sl

ti(s) := J e—Stu(t)dt

-—r0

voor Re s > v, de Laplace getransformeerde van u. Hierbij is vy een constante
Yt
e

waarvoor geldt {u{t)| s M voor zekere M,
Zonder bewijs (vgl. WISK, 30, stelling 4.2.5) vermelden we

(1.2.3) STELLING. 4ls u ¢ 9 en K ¢ éb:xm dan i y 1= Kku ¢ Q en

(1.2.4)  $(s) = R(s)i(s) .

De matrix K(s) heet de overdrachtsmatrix van het systeem S (gedefinieerd

door 1.1.15). In het geval r = m = | spreken we van overdrachtsfunctie.

Het belang van de Laplacetransformatie bestaat daarin dat zij een li-
neaire transformatie is en dat de gecompliceerde afbeelding gedefinieerd

door (1.1.15) wordt vertaald in de gewone matrixvermenigvuldiging (1.2.4).
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u(s)

K(s)

Symbolisch geven we formule (1.2.4) ook wel aan als

$(s)

Het nut van de Laplacetransformatie wordt veooral duidelijk als men een

aantal systemen met elkaar combineert. We noemen een drietal veel gebruikte

1) parallelschakeling

combinaties van twee systemen met overdrachtsfuncties 12! (s) en Kz(s):

Y

ﬁl(s)

4
—_—

v

iz(s)

Het symbocl @ geeft een opteller aan,

oL ——

De overdrachtsmatrix van het samengestelde systeem is

R(s) = ﬁl(s) + 1‘(2(5) .

2) Een serieschakeling of cascadeschakeling

]

ﬁl(s)

ﬁz(s)

1‘4’

Hier is

R(s) = iEz(s)rE](s) .

3) Een terugkoppeling

-
u
— +I\

1’ <D

K, (s)

k 4

il

ﬁz(S)




_1]_.

Hier vinden we de overdrachtsmatrix ﬁ(s) van het samengestelde systeem
uit de vergelijkingen
$=3-K7F

(1.2.5) .
$=K9.

Als we hieruit ¢ elimineren en naar § oplossen vinden we
’]“ -~
Klu R

¥ o= (I + Kle)

zodat

-~ o~ -l“
(1 + KIKZ) K, .

(1.2.6) & ,

We kunnen ook § elimineren en ¥ oplossen:

G = (1+ ﬁzﬁl)“a )

T — —

Als we dit combineren met § = KIG vinden we

(1.2.7) K =K

Uiteraard zijn (1.2.6) en (1.2.7) aan elkaar gelijk., (Bedenk dat Kl en K, ma-

trices zijn, zodat deze bewering niet helemaal triviaal is,.) ’
Het spreekt vanzelf dat bovenstaande combinaties alleen mogelijk zijn
als de matrices il en ﬁz geschikte afmetingen hebben.,
Het is dus mogelijk op eenvoudige wijze berekeningen te doen met de
Laplace getransformeerde variabelen. Zulke berekeningen noemt men berekenin-

gen in het frequentiedomein.

Om deze term te verklaren geven we eerst een kleine generalisatie van het be-
grip lineair systeem. Tot nu toe hebben we aangenomen dat de ingangs- en uit-
gangswaarden reéle vectoren zijn. Zo'n redel systeem S kan op een natuurlijke
wijze worden uitgebreid tot een complex systeem Sc dat complexe ingangsfunc-~

ties accepteert nl,

Sc(u + iy} 1= S(u) + iS(v) .

We doen dit uiteraard om de bekende complexe rekenwijze te kunmen gebruiken.
Voortaan zullen geen onderscheid meer maken tussen het reéle systeem S en
het complexe systeem Sc.

Als we als ingangsfunctie

al(t) = e (£ 20), u=0 (c <0)



nemen, waar ¢ een constante {(eventueel complexe) vector is em s een wille-

keurig complex getal, dan is

t

y(t) = ( J K(t)e “Tdr)ult) .
0

Als Re s groot genoeg is, convergeert de integraal naar K(s) voor t - =, Op

den duur geldt dus

v(t) ~ R(s)ult) .

o

Als j K(t) ldt < « waarin IK{T) Il de norm van K{t) is (zie voor definitie

0
en enkele eigenschappen appendix B) dan convergeert

2]

J K(T)E_STdT voor Re 5 2 0
0

en in het bijzonder voor s = iw met w reeel. Als we dus

een harmonische trtlling, als ingang nemen dan is y{(t) op den duur ongeveer

gelijk aan

y = lz(iw)u .

De ingangsfunctie u = eStc representeert een gedempte of uitdijende trilling,
Hiermee hebben we een interpretatie die men aan de overdrachtsmatrix kan ge-
ven.

Het blijkt dus dat men in het frequentiedomein met gemak kan rekenen
en dat men de resultaten direct fysisch kan interpreteren. Wil men toch nog
terug naar de oorspronkelijke functies u(t), y(t), K(t), wil men dus resul-
taten formuleren in het tijdsdomein dan moet men van sommige functies uit-
zoeken van welke ze de Laplace getransformeerde zijn. In dat verband is de
stelling belangrijk dat de corspronkelijke functie f(t) eenduidig bepaald is
door zijn Laplace getransformeerde (zie [DQJ]). Het berekenen van de functie
f(t) waarvan een gegeven functie %(s) de Laplace getransformeerde is noemt

men de inverse Laplace transformatie (of terugtransformatie).

Men kan soms de inverse Laplace getransformeerde van een functie bepa-
len d.m.v. tabellen van Laplace getransformeerden, In het algemeen kan men

gebruik maken van de zogenaamde inversieformule (of omkeerformule)

l ~
£(1) = J e*%f(s)ds ,

c



waar de contour C een rechte lijn in het complexe vlak is evenwijdipg aan de
imaginaire as en zover naar rechts gelegen dat £(s) op en rechts van C ana-
lytisch is (zie [DOT).
Numerieke terugtransformatie levert in het algemeen nogal wat moeilijkheden
op i.v.m. het instabiele karakter van de omkeerformule.

In het geval dat E(s) een rationale functie is kan men de teruggetrans-

formeerde gemakkelijk vinden d.m.v. breuksplitsing (zie WISK., 30/39, § 4.2).

In het vervolg zullen we steeds aannemen dat alle functies voor t < tys waar-

in ty vast is, de waarde 0 hebben.

Toestandsvergelifhingen
In deze paragraaf zullen we laten zien dat het stelsel
() = A()x(t) + B()u(t)
{1.3.1)
y(£) = C(t)x(t)

met beginvoorwaarde x(to) = 0, waarbij A(t) een continue n x n-matrix is,
B(t) een continue n x m-~matrix en C(t) een continue r X% n-matrix, een strict
causaal lineair systeem definiéren: Bij een besturing u hoort een oplossing
x van de differentiaalvergelijking en daarmee is ook y vastgelegd. De verge~

lijkingen 1.3.1 noemt men toestandsvergelijkingen van de gencemde ingang-

uitgang functie en de functie x: [to,w) > RY de corresponderende toestands-

variabele. Later zullen we zien dat niet alle ifu-functies toestandsverge-

lijkingen hebben. We zullen ons echter beperken tot systemen die wel toe-
standsvergelijkingen hebben en in de meeste gevallen zelfs tot lineajre
tijdsinvariante strict causale systemen. In dit laatste geval zijn de matri-~
ces A{t), B(t), C(t) constant. (Het systeem heet dan ook wel constant).

Beschouw eerst de homogene differentiaalvergelijking

{(1.3.2) (L) = A(e)x(t), x(to) =X .

Om de algemene oplossing van deze vergelijking aan te geven beschouwen we

eerst de matrixdifferentiaalvergelijking:

(1.3.3)  X(t) = A(OX(t) (> ty)

met beginwaarde X(t0)= I. In [GDV] (hfdst. II) wordt aangetoond dat de op~

lossing hiervan bestaat en eenduidip is. We geven deze oplossing aan met

() (of ¢A(t)) en we noemen ¢ de fundamentaaloplossing van (1.3.3). Er

geldt dus

3(r) = A(L)o(t), 2(e)=1 .
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Naast (1.3.3) beschouwen we de vergelijking

Y(t) = -Y(£)A(t), ¢t = tg

met beginwaarde Y(t0)= I. Deze vergelijking noemen we de geadjungeerde ver-—
gelijking van (1.3.3). Als we de oplossing hiervan met Y(t) aangeven, dan

geldce:

%;(W(t)¢(t)) = Yo + Y = —YAD + VAD = O
en dus

Y9 = ¥(tg)elry) = T .

- We concluderen dat ¢(t) inverteerbaar is en dat ¥(t) = Q_l(t). De oplossing

van (!1.3.2) wordt nu gegeven door
_ ~1
x(£) = o(L)0 (to)x0 .

Immers %(t) = &:(t)@ﬂl(to)x0 = A()x(t) en x(r,) = x,.

Ook de oplossing van de inhomogene vergelijking
(1.3.4) x(t) = A()x(t) + B{tyult)

met beginwaarde x(t0)= X, kunnen we in ¢(t) uitdrukken: Als we weer de fun-
damentaaloplossing van de geadjungeerde vergelijking met ¥ aangeven dan de-

finieren we z{(t) = ¥(t)x(t). Er geldt:
2 = ¥x + Y& = ~YAx + VAX + YBu = ¥Bu

en z(to) = W(to)xo.
Hieruit volgt
t
z{t) = ‘{’(to)x0 + J ¥(t)B(t)ul(t)dr .

%

Als we substitueren x(t) = &(e)z(t), ¥{(t) = Q_l(t) volgt hieruit de zgn.

variatie van constanten formule

t
x(t) = ®(t)¢_1(t0}xo + J ¢(t)¢‘](T)B(T)U(T)dT

)

Gewoonlijk zullen we de notatie

o(t,t,) = ¢(t)¢—l(t0)
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gebruiken. Men noemt ¢(t,t0) de transitiematrix. Hiermee vinden we voor de

variatie van constanten formule

t
x(t) = ®(t,t0)x0 + J o(t,T)B(t)u(T)dr . :
%o
De uitgang y(t) wordt nu
t
(1.3.8)  y(t) = C(t)da(t,to)x0 + J cle)e(t,T)B(t)ul(t)dr
t

0

We kunnen nu ook de i/u-functie gedefinieerd door (1.3.1) bepalen. We nemen

daartoe Xy = 0. Dan geldt:

t
y(t) = f K(t,m)u(r)dr

0

waarin K{t,t) = C(t)%{t,t)B(T) voor t = T 2 to.

We zullen ook nagaan hoe het bovenstaande eruit komt te zien voor tijdson-
afhankelijke systemen. We zullen daarbij aannemen dat ty = 0 (dit is te be~
reiken door een tijdsverschuiving).

Beschouw eerst de homogene differentiaalvergelijking

(13,7 %k(t) = Ax(t), x(0) = Xg

In het geval n = | (n is de dimensie van de vector x) is hiervoor de oplos-

tA

sing x(t) = e Xy In analogie hiermee definiéren we voor een n x n-matrix A:

(1.3.8) DEFINITIE. ZZj A een n x n-matriz. Dan i

tA 2,2
e

tkAk/k! = 1 + tA + dtA° +,., .

H
18

k=0

We hebben hier AO = I gesteld. Men kan bewijzen dat deze reeks absoluut
en op begrensde intervallen uniform convergeert en dat men de reeks termage-

wijs kan differentiéren:
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. A . .
(zie [GDV],[MT]). Verder geldt eO = 1, zodat ook in het meerdimensionale

geval de oplossing van (1.3.7) is gegeven door

x{t) = etAxo .

We zien dus dat hier ¢(t) etA. In het bijzonder is de j-de kolom van

n

etA de oplossing van (1.3.7) met beginwaarde e. {de j-de kolom van de een-
heidsmatrix). Het komt er dus op neer dat het éepalen van de oplossing van
{(1.3.7) voor willekeurige %, equivalent is met het berekenen van etA. In
WISK. 30 (st. 4.1.3) wordt aangetoond dat de oplossingen van (1.3.7) lineai=
re combinaties zijn van de speciale oplossing en ekjtc, waar de Aj's eigen—
waarden zijn en de cj's eligenvectoren, tenminste als alle eigenwaarden ver-

schillend zijn of als meervoudige eigenwaarden niet—defectief zijn (d.w.z.

bij een eigenwaarde van multipliciteit 2 horen % onafhankelijke eigenvecto-
ren). Als er defectieve eigenwaarden zijn, treden er ook termen van de ge—

X
daante e Jt(tc + d) ete. op (zie ook [GDV] en [MTI).

(1.3.9) DEFINITIE. Z¢j A een n x n-matrix. Dan ts o(A) het spectrum van A,
dow.z. de verzameling van eigemwaarden van A. Verder is

ACA) := max{Re A | % € o(A)}

de zgn. spectraalabscis.

Uit het voorafgaande volgt ommiddellijk de volgende eigenschap

(1.3.10) STELLING. ZZj o > A(A). Dan bestaat er een getal M > 0 zo dat voor
alle t = 0 geldt

Het ) < MOt |

Op grond hiervan komen we tot de volgende definitie:

(1.3.11) DEFINITIE. Fen n x n-matrix A heet een stabiliteitsmatrixz als A(A) <O.

Als A een stabiliteitsmatrix is, naderen alle oplossingen naar nul voor
t + », We kunnen zelfs zeggen, exponentieel snel, daar er op grond van (1.3,10)

een v > 0 en een M > 0 bestaat waarvoor geldt

(1.3.12) ey <cme™  (c:20) ,
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en dus

[x(6)] = M|xgle™ (¢ 2 0)

voor alle oplossingen. We merken op dat deze beschouwingen ook van tocepas-—
sing zijn op complexe matrices A, We zullen de stabiliteitseigenschappen na-

der onderzoeken in hoofdstuk ITI.

Belangrijk zijn de volgende eigenschappen van de matrix-exponentiele
functie,

(1.3.13) STELLING.
0 e(t+T)A - etAe'rA

(etA) =1 - e—tA

ii)
.. . tA caa s .
In het bijzonder is e altijd inverteerbaar. De eerste eigenschap be~

wijst men door substitutie in de machtreeks (zie ook [GDV]) en de tweede eigen-

schap is een direct gevolg van de eerste.

tA
We geven nu een aantal methoden aan om e~ te berekenen

1) Bepaal de oplossing xj(t) van (1.3.7) voor Xg = ej (j = 1,...,0), bijv,
met de methode gegeven in WISK. 30. Dan is e' de matrix [x](t)....,xn(t)],
dusw.z, de matrix met kolommen xl(t),...,xn(t).

2) Diagonalisatie (algemener Jordanvormen, zie [MTI). Als

rk]t ]
e 0\\ e o
TUALE O !
0 2 ~ |
e
thA _ | ~ N !
e = \\ \.\ ~ | .
hY
| ~ N 0
| ~ .
| “ \\knt
| 0-—-- -~ .0 e |
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Als A = ’I‘DT-’l dan is etA = TetDT_I. In WISK. 30 (st. 1.3.5) is aangetoond

dat, als A n verschillende eigenwaarden heeft, er een niet-singuliere ma-
. . . -1
trix T en een diagonaalmatrix D bestaat zodat A = TDT .,

We beschouwen nu de inhomogene vergelijking

(1.3.14) x(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = Xy -

De variatie van constanten formule wordt in het tijdsinvariante geval

t
(1.3.15) =x(t} = etAx + J e(t—T)ABu(T)dT .

0
0
Dit volgt direct uit (1.3.5).

De corresponderende uitgang is

t
+ [ Ce(t-T)ABu(T)dT ’
0

tA

(1.3.16) y(t) = Ce X9

zodat de impulsresponsie wordt

(1.3.17) K(t - 1) = celE70A,

Laten we ook de overdrachtsfunctie bepalen. Eerst merken we op dat voor

een niet—-singuliere matrix M geldt

t
(1.3.18) { elqr = ot - 1),
0

zoals men door differentiatie gemakkelijk verifieert.

x©

Als A(M) < 0, dan convergeert op grond van (1.3,12) J eMTdT, zodat we vinden

0
J e = ',
0
Derhalve kunnen we de volgende afleiding geven:
K(s) = J e * R(e)dt = C J e S%eAt B = C J e (ST Ay g =
0 0 0

= C(sI ~ &) '3



2ls Re s > A(A). De formule

(1.3.19) K(s) = G(sI - &) '3

kunnen we ook direct afleiden uit (1.3.7). Als we nl, deze vergelijkingen

Laplace-transformeren krijgen onder de aanmame x(0) = O:
sX(s) = AR(s) + Bl(s)
¥(s) = CX(s)

waaruit volgt

H

$(s) = C(sI - A) Bﬁ(sz .

In appendix A wordt een methode aangegeven om (sI - A)_1 en ﬁ(s) te bereke~

nen. De volgende eigenschappen zijn van belang (zie appendix A),

(1.3.20) STELLING.

i) ﬁ(s) 18 een eigenlijke rationale matrix, d.w.z. de elementen van R(s) zidn

van d K.. =p.. . 7 P, s J
an de vorm KlJ(S) le(s)/qlJ(s) waarbij Pi; e qy polynomen zijn en
Br pi_] < gr q}j‘ ) .

ii) De polen van K(s) aijn eigemvauarden van A, meer specifiek: K(s) 18 te

sehrijven alse

R(s) = H(s)/p(s)

waarin H(s) een matrizpolynoom is en p(s) = det(sI - A).

Let wel dat niet noodzakelijk alle eigenwaarden van A polen van K(s) zijn,
daar er factoren in de teller en noemer van ﬁ(s) tegen elkaar kunnen wegval-
ien,

Tenslotte merken we op dat we etA kunnen berekenen door eerst (.f;I"A)_l

te berekenen en daarna de inverse Laplacetransformatie toe te passen,

(1.3.21) VOORBEELD. In de figuur zien we ?5552322§§§?/;/’3%22?§§§¢

twee eenheidsmassas verbonden met veren

met veerconstante r, enm r,. De verplaat- 2

2
singen van die massas geven we aan met

Xy en X,. Deze grootheden voldoen aan de m= 1

vergelijkingen - 1%,

X =u- rl(x1 - x2)

X, = rl(xI - xz) =Tk, .

We beschouwen hier de kracht die op de

onderste magssa kan worden uitgeoefend Tu -E&

als ingangsvariabele. De vergelijkingen
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vormen geen toestandsvergelijkingen, omdat er afgeleiden van de tweede orde

voorkomen. We kunnen dit verhelpen door invoering van nieuwe variabelen

x3 = il, xh = *2 ]

Dan krijgen we het volgende systeem van eerste orde vergelijkingen.

4 = rl(xl - x2) -~ r2x2 .

Deze vergelijkingen zijn van de vorm

X = Ax + Bu
waar
% ]7 0 0 1 o] 0
x, 0 1 0
x = s A= , B t= .
Xy r1 r, 0 0 1
L?Q. __rl r, T, 0 ?_ 0

Als uitgang kiezen we de vector y = (xl,xz). Dan kunnen we de differentiaal-

vergelijking voor x completeren met

y = Cx
met
1 0 0 0O
C= .
0 1 0 0

. -1
We berekenen nu de overgangsmatrix C(sI — A) B, Op grond van de structuur
van C en B zien we direct dat de enige elementen van (sI - A)‘l die van be-
lang zijn die met index (1,3) en (2,3) zijn. Deze zijn met de regel van

Cramer (vgl. WISK. 20) te bepalen zodat de overgangsmatrix wordt:

1

s4 + (2rl+r2)s2 + r T, r

R(s) =
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Heel vaak vinden we bij mechanische en electrische systemen in eerste
instantie tweede orde vergelijkingen (vergelijk voorbeeld (1.3.21)). Zulke
en ook hogere orde vargelijkingen kan men altijd tot eerste orde differen-

tiaalvergelijkingen herleiden door nieuwe variabelen in te voeren.

(1.3.22) VOORBEELD. De functies y en u zijn gekoppeld door de volgende verge-
lijking

(1.3.23) y(n)(t) + a]y(n_l)(t) Tooet a y(t) = ul(t)

waarin de coéfficienten a)ss+.,a constant zijn. Verder wordt aangenomen dat
y(0) = $(0) =.,.= y(n"l)(o) = 0. We kunnen (1.4.12) omwerken tot toestands-
variabelen d.m.v. de substitutie
. (n-1)
¥

XBEY Xy = Yyoueyx =

Dan vinden we

¥ = Ax + Bu, y = Cx
met
"0 1 0...0 o]
o ~ \ r .
' N N ~ ~ I .
. NN .
A= 8%, B = (i, c=I1,0,...,0] .
0-----= 0 ) 0
:an ------- -a 1 L1

De matrix A heet vanwege haar speciale gedaante een companionmatrix. De over-

drachtsfunctie van dit systeem is

R(s) = C(sT - &) 'B = -

n
S + a S +.I.+ a
1 n

zoals men het gemakkelijkste uit(1.3.23)kan afleiden.

In Appendix A wordt bewezen dat

n n-1i
p(s) = s + as oot a

het karakteristieke polynoom van A is. a
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(1.3.24) VOORBEELD. Soms wordt de i/u-relatie tussen u en y gegeven door de

volgende vergelijking:

(1.3.25) y(n)(t) + a y(n-l?(t) +o00t any(t) = ¢ u(n-l)(t) tavat cng(t) .

1 1

Wil deze relatie zin hebben, dan moet men zich natuurlijk beperken tot vol~
doend gladde u, We nemen aan dat u(0) = G(0) =...= u(n-Z)(O) = 0 en dat
v(0) = y(0) =...= y(n_l)(O) = 0, Door deze voorwaarde isy éénduidig bepaald,

Beschouw nu voor gegeven u de oplossing X, van
{n) (n-1) _
X, (£) + a%, (L) +...4 anxl(t) = u{t)
(n-1) . oy s
met xl(O) Seer= X; (0) = 0, Dan is het duidelijk dat

y(t) = clennl)(t) +ya a0t cnx](t)

de oplossing is van (1.3.25) bij de gegeven beginvoorwaarden., Overcenkomstig
voorbeeld (1.3.22) kunnen we nu de toestandsvariabele x = (xl,...,xn) invoe-

ren waar X, = *i | voor i=2,...,0. Dan vinden we dat u, x en y voldoen aan

;';nAx+Bu,y=Cx

met
o 1,0 e 0] 0]
| \\\\\\\\\ |. :
A' jl ‘\‘-‘\\-\0 jBn ' ’CE[cn’l.n’c]] .
0------0 1 0
Lﬁﬁ----—-—w—aL 1]
Hier is de overdrachtsfunctie
n-1
Cls +"l+ Cn

K(s) = -
g + a sl:l 1+..+ a
1 n

Merk op dat in het nu gedefinieerde systeem het wel mogelijk is willekeurige

d

stuksgewijs continue systemen als ingang toe te laten.
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1.4, Discussie over het begiip toestand
Bij een dynamisch systeem wordt, zoals we hebben gezien, de waarde van de uit-
gang vanaf een zeker tijdstip tO niet alleen bepaald door de waarde van de

ingang u voor t = tO’ maar ook door de waarde van u voor 0 < t < t.. Het sys-

teem heeft dus "onthouden" wat er zich in het verleden heeft afgesgeeld, of
beter gezegd, het systeem heeft een hoeveelheid informatie over het verleden
onthouden, die van invloed is op de waarden van y op [to,w). Een functie
t » x(t) die de eigenschap heeft, dat op elk tijdstip ty de grootheid x(to)
voldoende informatie over het verleden van de ingang bevat om tezamen met u
op [to,M) de uitgang y op [to,«ate kunnen bepalen, noemt men een toestands-

variabele of toestandsfunctie. De verzameling waarin de toestandsvariabele

haar waarden aanneemt noemt men een toestandsruimte. Het is duidelijk dat

kennis van een toestandsvariabele nuttig is omdat we daarmee weten, hoe het
systeem reageert op door ons aangebrachte waarden van u, zonder dat we het
verleden kennen.

De functie x{(t) in (1.3.1) is een toestandsvariabele van het door (1.3.1)

gedefinieerde systeem. We zien uit

t
y(t) = C(t)®(t,to)x0 + J C(t)o(t,)B(r)u(r)dr (t = ¢t
t

o
0

dat voor t =z ty de uitgang y(t) volledig bepaald wordt door X, en de waar-~

den van u op [to,tl. De toestandsruimte is R© daar x(t) ¢ R” voor alle t.

We willen nu een lineair systeem met eindig dimensionale toestandsruim-
te beschouwen. De veronderstelling dat de toestandsruimte eindigdimensionaal
is, houdt in dat men van de ingang uit het verleden slechts een eindig aan-
tal parameters hoeft te onthouden, om het effect van het verleden op de toe+
komstige uitgang te berckenen. Soms hebben deze parameters fysische beteke-
nis, zoals bijv. energiecophoping. Voorbeelden hiervan zijn de lading van een
condensator, de hoeksnelheid van een vliegwiel of het balanstotaal in een
boekhouding.

Willen we de toestandsvariabele x(t) met vrucht kunnen gebruiken dan
moeten we Voot tg < t, uit x(to) en de ingang u op [to’t1] niet alleen y(tl)
kunnen bepalen, maar ook X(tl)' Anders zouden we vanaf het tijdstip ty toch
weer de hele ingang moeten onthouden. We veronderstellen daarom dat er een

afbeelding
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P (tO,t,xo,u) b m(to,t,xo,u)

is gedefinieerd, voor t 2 to, die wat u betreft alleen van de waarden van u
op [to,t] afhangt. De grootheid ¢(t0,t,x0,u) stelt hierbij de waarde van de
toestand op het tijdstip t wvoor, als de waarde van de toestand op het tijd-
stip t0 gelijk is aan Xy terwijl we op het interval [tO,t] de ingang u heb-

ben gehad. In verband met het feit dat we lineaire systemen beschouwen, ligt

het voor de hand te eisen dat ¢ nog een extra eigenschap zal hebben, nl. 1i-

neariteit., We zullen dus veronderstellen dat de afbeelding (x,u)%%m(to,t,x,u)
lineair is.

Onder deze aanname en onder bepaalde gladheidseisen aan ¢ (differentieerbaar-—

heid etc.) kan men laten zien dat p een oplossing is van een differentiaal-

vergelijking van de vorm
x(t) = A(e)x(t) + B(t)u(t)
x(to) =0

Beschouw nu de afbeelding n die aan een gegeven begintoestand x(to) en

een ingang u op [to,t]] de uitgang y op het tijdstip t| toevoegt

n: (to,t x,u) & n(to,t],x,u) .

],

Als we ty tot t, laten naderen dan vinden we de uitgang op het tijdstip T

als functie van x(tl) an u(tl)
Y(tl) = h(t]sx(tl)su(t])) .

Op grond van de lineariteit krijgt deze formule de vorm:

y(t)) = Clepx(t) + Dlepule)) .

Op deze manier krijgen we een systeem van de gedaante

x(t) = A(t)x(t) + B(t)ult), x(ty) = 0
(1.4.1)
y(t) = C(e)x(t) + D(t)u(r) .
Dit is een generalisatie van het in § 1.3 beschouwde systeem. Men ziet ge-

makkelijk in dat het i/u-gedrag van dit systeem gegeven wordt door

t
y{t) = D()u(t) + [ K(t,tYu(T)dT
o
met

K{t,T) = C{t)9{t,t)B(T) .
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We zien dus dat het beschouwde systeem (I1.4.1) strict causaal is dan en
slechts dan als D = 0.

De conclusie van het voorafgaande is, dat een lineair systeem met ein-~
digdimensionale toestandsruimte van de vorm (1.4.1) is, terwijl we als we

bovendien stricte causaliteit eisen, te maken hebben met het systeem (l.3.1).

(i.4.2) OPMERKING. Als we in de vorige paragraaf (1.4.1) i.p.v. (1.3.1) be-
schouwd hadden, dan hadden sommige formules er enigszins anders uitgezien.
Voor de overdrachtsmatrix bijv. zouden we in het tijdsinvariante geval ge-

vonden hebben

(1.4.3)  R(s) =D +C(sI - A) 'B =D + R(s) .

R(s) is niet de Laplacegetransformeerde van een functie tenzij men de delta-—
functie toelaat. In dat geval vindt men dat R{s) de Laplacegetransformeerde

is wvan

DS(t) + CetAB . [l

In § 1.3 is aangetoond hoe men uit het systeem (1.3.1), dow.z. uit het

matrixtripel (A,B,C) de i/u~functie kan vinden. In vele situaties is het in
terne gedrag van het systeem, d.w.z. vergelijking (1.3.1), niet bekend. Al-
leen het ifu-gedrag kan experimenteel worden bepaald. Men noemt het systeem
dan wel een zwarte doos (black box). De vraag doet zich dan voor, hoe men
uit het i/u-gedrag de vergelijking (1.3.1) kan vinden. Dit noemt men het rea-

tisatieprobleem. Meer concreet geformuleerd luidt het probleem in het tijds~

invariante geval: Gegeven de impuls-responsie~matriz K(t) {(of de overdrachts-
matriz R(s)), bepaal matrices A,B,C zo dat K(t) = CetAB (of ﬁ(s)==C(sI~A)_1B).
We zullen dit probleem behandelen in hoofdstuk VI. Fundamenteel voor dit

probleem zijn de begrippen bestuurbaarheid en waarneembaarheid. Deze begrip~

pen zullen in hoofdstuk II worden behandeld. Ze zijn niet alleen van belang
voor het realisatieprobleem maar ook voor alle andere problemen die we zul-
ken bespreken.

In deze paragraaf hebben we gezien hoe de veronderstellingen van linea-
riteit, tideinvariantie stricte causaliteit en eindig dimensionale toestands-

ruimte van een systeem op een natuurlijke manier leiden tot de vorm

= AX + Bu

(1.4.4)
v = Cx
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met beginwaarde x(0) = 0. De matrices A,B,C hebben constante elementen. Als
men een van de genocemde veronderstellingen weglaat, krijgt men algemenere
typen. Als men de stricte causaliteit vervangt door gewone causaliteit krijgt
men, zoals we hebben gezien de tijdsinvariante versie van (1.4,1). De behan—
deling van systemen van dit laatst genoemde type verschilt niet zoveel van
die van (1.4.4) en soms zullen we de daardoor optredende veranderingen ex—
pliciet aangeven. Fundamenteler 2zijn de verschillen die optreden als men de
andere veronderstellingen weglaat. Zonder er in detail op in te willen gaan
noemen we bijvoorbeeld: Laat men de voorwaarde van de eindigdimensionale
toestandsruimte los, dan kan men het systeem in het algemeen niet meer be-
schrijven met behulp van gewone differentiaalvergelijkingen. Een voorbeeld
van zo'n situatie is een ijzeren staaf waarvan de toestand wordt gegeven door
de temperatuursverdeling van die staaf., Hier is de toestand niet bepaald door
een eindig aantal parameters maar door een functie. Een functie kan worden
beschouwd als element van een oneindigdimensionale vectorruimte (functieruim—
te). Vaak kunnen systemen met oneindigdimensionale toestandsruimte worden
beschreven met partiéle differentiaalvergelijkingen en differentie-differen-

tiaalvergelijkingen.

(1.4.5) VOORBEELD.

i} Een systeem met verdeelde parameters. X: ]R+ xR -+ R, u: IR+ +R, y: R _-R

9x _ 0X
2 ksu

v(t) = x(t,0) (¢t €iR+), x(0,s) =0 (s e R) ,

waar k ¢ ClﬂR +R) en R, := {t e R | t 2 0}. De oplossing van de partiele

differentiaalvergeliiking is

t
x(t,s) = J k(t + s - tyu{r)dT ,
0

zoals men door substitutie kan verifieren (voor de eenduidigheid en me-
thoden om deze oplossing te vinden verwijzen we naar [PDV], [JHI]). We

vinden dus:

t

y(t) = J kit - pyulrydr .
0
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Als toestand op het tijdstip t kunnen we hier de functies s » x(t,s) la-
ten optreden. De toestandsruimte ig dan de verzameling van Cl-functies
R +R. Dit is een oneindig dimensionale vectorruimte,

ii) Een systeemmet looptiid. Beschouw de differentie-differentiaalvergelijking
(1.4.6) ®(t) = x(t = 1) + u(t) (t =0 ,

met de beginwaarde x(t) = 0 (de functiewaarden zijn &&n-dimensionaal)

(-1 <t £ 0). Tezamen met
y(£) = x(t)

beschrijft deze vergelijking een systeem. Het is niet zo gemakkelijk een
expliciete formule voor de impuls-responsie~functie van dit systeem te be-

palen, Wel kan men de overdrachtsfunctie bepalen, Er geldt nl,

f x(t-—l)e_Stdt =g S J X(T)e-STdT = e-sﬁ(s) .
0 -1

daar x(t) = 0 voor t < 0. Daarom kunnen we (1.4.6) schrijven als
s = e #(s) + G,

zodat
§(s) = R(s)i(s) ,

waar

R(s) = (s - e_s)_l . 0

Als men de lineariteit van het gysteem loslaat, dan kan men vaak toeh
nog toestandsvariabelen definiéren. Deze voldoen dan aan niet-lineaire dif-
ferentiaalvergelijkingen (als de toestandsruimte eindig dimensionaal is)., In
plaats van (1.4.4) krijgt men vergelijkingen van de vorm

x = f(x,u) ,
(1.4.7)

y= h(x) ’
met beginwaarde x(Q) = X, 8egeven, Als het systeem niet strict causaal is

dan wordt de tweede vergelijking y = h(x,u). Als het systeem niet tijdsin-

variant is heeft men




x = £(x,t,u)
(1.4.8)
y = hix,t) .
Lineaire en niet-lineaire toestandsvergelijkingen vindt men ofwel uit
het ingang-uitgang-gedrag van het systeem (het realisatieprobleem) ofwel uit
bestaande theorieén over het probleem (bijv. de wetten van Newton in de me-

chanica, de wetten van Kirchhoff, Ohm etc. in de netwerktheorie).

(I.4.9) VOORBEELD. (Slinger). Op de
slinger werkt een verticale kracht,

nl. de zwaartekracht, en een horizon-
tale kracht u die als besturing wordt

opgevat. De bewegingsvergelijking

luidt:
my = g sin g - u cos g .

Dit is een tweede orde differentiaalvergelijking en dus niet een toestands-—

vergelijking. We kunnen invoeren

X]=‘-Psx2=¢’s

en we krijgen dan
X1 =¥

iz = (mz)-l(g sin x, - u cos x,) ,

een stelsel niet-lineaire toestandsvergelijkingen. il

Lineanisatie
Er zijn twee redenen waarom lineaire systemen zo uitvoerig zijn bestu-

deerd, Enerzijds is het op grond van de eenvoudige structuur van die syste-—
men mogelijk vergaande resultaten te bereiken voor lineaire systemen, Ander-
zijds kunnen niet-~lineaire systemen locaal benaderd worden door lineaire sys-
temen, Zodoende kan men uitspraken doen over niet-lineaire gystemen met be-
hulp van benaderende lineaire systemen, Beschouw bijv. het volgende niet-li~-
neaire systeem

x(t) = £(x(t),t,u(t)) ,
(1.5.1)

y(t) = h{x(t),t) ,
waar f en h continu-differentieerbaar (= Cl) zijn,
Laat r ¢ CI(T > R™) , V € Cl(T > R™) , 2 € CI(T + R’) . Dan kan men (1.5.1)
lineariseren voor (x,u,y) in de buurt van (r,v,z). We kunnen u,x,y schrij-

ven als
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u=vit) +w,
(1.5.2) x=1r(t) + &,
y =z(t) +n .,

Substitutie van deze formules in (1.5.1) levert

é(t) = 9(&(t),t,u(t)) ,

(1.5.3)

n{t) = 6(E(t),t)
waar

P(E,t,w) = £(r(t) + &,t,v(t) + w) - #£(t)
(1.5.4

8(£,t) = h(r(t) + £,t) - z(¢t) .

De functies ¢ en 8 zijn Cl en we kunnen ze dus ontwikkelen voor kleine

wyE,ns
9(E,£,0) = A(D)E + B(t)u + 9 (£) + B(E,t,0) ,
8(E,£) = C()E + 8 (t) + B(E,r) ,

waar
9p(t) = 9(0,t,0) = £(x(t),t,v(t)) - £(£) ,
05(t) = 8(0,t) = h(r(t),t) - z(t) ,

en waar

- 22 - G=
MO =GP (0,e,0) = G (e(0), e, (E))

- 2 - &
(1.3.5) B(t) = &5 (0, ¢, 0) G (o), v 0))

- 3h
60 2= G o,c,00 = @R (ze),0)

functionaalmatrices zijn (A is n xn, Bisn *Xm, C is r % n), De functies
? en 6 stellen hogere orde termen voor.

Als we deze hogere termen weglaten krijgen we de linearisatie van (1.5.3)

om (UJ!EDH) = 0:
E(t) = A(L)E + B(t)w + 9,(t)

(1.5.6)
n(t) = C(t)g + Bo(t) .

We noemen deze vergelijkingen ook de linearisatie van (1.5,1) om (u,x,y) =

= (v,1,2).
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Deze vergelijkingen bevatten de inhomogene termen 99 en 8,5, Als nu

(vyr,z) voldoet aan (1,5.1) d.w.z. als
£(t) = £(r(t),t,v(t))
z(t) = h{x(t),t)
dan is Py = 0 en 80 = 0, zodat de linearisatie een lineair systeem wordt:

£(t) = A(D)E + B(t)w
(1.5.7)
n(t) = cL)e .

In het algemeen zullen de coéfficiéntemmatrices A, B en C niet constant
(onafhankelijk van t) zijn. Hiervoor zijn twee redenen aan te geven. In de
eergte plaats hebben we niet aangenomen dat de functies f en h in (1.5.1)
onafhankelijk van t zijn. In de tweede plaats zijn de functies v,r,z waarom
gelineariseerd wordt, niet constant. We kunnen bijv. aan de formules (1.5.5)
zien dat tenzij f,h,r,v,z onafhankelijk van t zijn,we geen constante matrices
krijgen.

Als we aannemen dat (r,v,z) constant zijn en f en h onafhankelijk van

t, dan is

f(r,v) = 0,
hir) = z ,

We noemen r een evenwichtstoestand, behorend bij een evenwichtsbesturing v.

Bij linearisatie van het tijdsinvariante niet-lineaire systeem

x = £(x,u) ,
Y‘-’h(X) ’

om het evenwicht (X,u) krijgen we het systeem

é“AE"'Bms

n= CE, 2
met
of _ (8fy _ - Eﬂ _
A ('a-x') (E,G)o B = (E'E)(K,U)’ C (ax)(x) .

We laten hier verder in het midden hoe goed de benaderingen zijn en in hoe-
verre de resultaten over het gelineariseerde systeem van toepassing is op

het niet~lineaire systeem,
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VOORBEELD. Zoals we in voorbeeld (1.4.10) hebben gezien luiden de toestands-

vergelijkingen voor de glinger

iz = (ml)"l(g sin ¥, - u cos xl)

y=xl .
We lineariseren om de evenwichtsstand y = Xy =X, =u =0, Dan vinden we
al =£2 ]
. -1
52 = (mﬂ') (ggl - u) ]
n=£1 1 ]
dus
£ = AL + Bu
n = Cg
met
61 0 I 0
§.=€’A= ’B= _1’c=[1,0]- D
2 /(m&) 0 -(m2)
Terughoppeling

Het fundamentele probleem van de regeltheorie is: Bepaal onder gegeven
omstandigheden de ingang zodanig dat de uitgang zich op een gewenste manier
gedraagt.

Men kan bijv. eisen dat de uitgang naar nul toe nadert als t + =, of dat er
geen oscillaties optreden. Door de voorwaarde dat y in zo'n klasse ligt zal
U in het algemeen niet eenduidig bepaald zijn., Vaak kan men eenduidigheid
verkrijgen door te eisen dat u volgens een of ander criterium optimaal is.
We zullen optimale besturingen bespreken in hoofdstuk IV voor een eenvoudig
optimaliteitscriterium. Voor algemenere optimaliseringsproblemen verwijzen
we naar [LM], [OR]}. Als men een geschikte u bepaald heeft kan men deze u
gebruiken en verwachten dat de y het gewenste gedrag heeft. In de practiik

blijkt dit vaak niet te kloppen en wel om verschillende redenen.
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1) De systeemvergelijkingen zijn niet precies bekend, Het systeem is nl. niet
echt lineair en tijdsinvariant en men kan de exacte impuls~responsie K
niet expliciet bepalen.

2) Men kan de functie u die het gewenste gedrag van de uitgang moet leveren
niet exact aangeven en ook niet exact als ingang aan het systeem geven,

3) Het systeem is op verschillende manieren onderhevig aan ruis en andere

storende invloeden.

(1.6.7) VOORBEELD. Zij m=r = 1 en K(t) = e, Als we bijv. eisen dat de uit-
gangsfunctie begrensd is, dan kunnen we dat bereiken door u = 0 te kiezen,

Dan geldt immers dat de uitgang

t
y(t) = J ethTu(T)dt
4]

ook gelijk aan nul is en dus begrensd. Als er op het tijdstip ty echter een
kleine storing optreedt, waardoor u{t) = ¢ i.p.v. u{t) = 0 geldt voor t = to,
dan vinden we

- t-t t-tO
y(t) = ¢ J e dt = (e - 1) + o voor £ + o« , N
%o

Dit ongewenste gedrag blijkt bijzonder sterk te zijn als het systeem
zich onstabiel gedraagt, bijv. als K(t) groot wordt voor t = «,

We kunnen de moeilijkheid goed illustreren aan de hand van het volgen-—
de voorbeeld: Als iemand een stok wil balanceren op een hand, dan kan hij in
principe op een gegeven ogenblik de positie en de snelheid van de stok bepa-
len en op grond daarvan de beweging uitrekenen die hij met zijn hand moet
uitvoeren om de stok in de {(instabiele) evenwichtstoestand te houden. Dan
kan hij (eventueel met zijn ogen dicht) de juiste beweging uitvoeren. Zelfs
al zou iemand in staat zijn om de gewenste waarnemingen en berekeningen vol-
doende snel uit te voeren, dan is het nog duidelijk dat hij op deze manier
de stok niet in evenwicht kan houden. De methode die hij gebruikt, is dan
ook heel anders. Hij houdt de bewegingen van de atok in de gaten en past de
bewegingen van zijn hand hierop aagn! Deze voor de hand liggende methode om
te besturen is de essentie van de regeltheorie: De ingang wordt bepaald op
grond van waargenomen waarden van de uitgang.) Dit principe wordt terugkoppe-

ling genoemd en de formule volgens welke men de ingang laat afhangen van de
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uitgang heet een regelwet. In de regeltechniek gaat men in feite een stap
verder dan de bovengenoemde jongleur. Men laat de terugkoppeling niet ver-
zorgen door mensen maar door een automatisch mechanisme. Een van de oudst

bekende voorbeelden van zo'n regelaar (of regulateur) is afkomstig van J. Watt,

y: hoeksnelheid

stoommachine

STTTTT T T T 77T 77

De stoommachine wordt als een systeem beschouwd waarvan de stoomtoevoer

u de besturing is en de hoeksnelheid van de motor de uitgangsvariabele. Men
wil hierbij een uitgangswaarde bereiken die zoveel mogelijk in de buurt van
een constante waarde Yo blijft., Dit kan men bereiken d.m.v. de zgn. centri-
fugaalregulateur die m.b.v., twee ronddraaiende gewichten een handle overhaalt
waarmee de stoomtoevoer wordt geregeld. Als het toerental hoger wordt gaan
de gewichten verder omhoog en wordt de stoomtoevoer verminderd.

In de volgende hoofdstukken zullen wemeestal werken met lineaire tijdsinva-
riante systemen. Voor conmcrete systemen is dit alleen nuttig en mogelijk als
de variabelen in de buurt blijven van een stel nominale waarden. Zoiets doet

zich voor bij het regulateurprobleem, waarvan de stoommachine van Watt een

voorbeeld is. In het algemeen kan men hét (niet-lineaire) regulateurprobleem
als volgt formuleren:

Gegeven een syeteem

% = £(x,u)

y = h(x)
en grootheden ®q € R, Uy ¢ RT, Yo cR" zodanig dat f(xo,uo) = 0, Vg = h(xo),
bepaal een (dynamische) regeluet aodantg dat het systeem zoveel mogelijk in

de buurt van toestand Xy blijft, terwijl de ingang dicht bij U blijft.
Het ligt hier voor de hand te lineariseren om (uo,xo,yo) waarna men het
lipeaire regulateurprobleem krijgt. We zullen dit probleem nader beschouwen

in hoofdstuk IV.
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1.7. Tijdsinvaniante systemen met discrete tijd

In vele modellen van dynamische systemen neemt de tijdsvariabele t dis~-
crete en (meestal) equidistante waarden aan. We kunnen zo'n tijdsinterval
als eenheid van tijd nemen en de tijdas wordt dan Z. We zullen ons beperken
tot het geval van een vast begintijdstip ty en ty = 0 nemen. De tijdas wordt

dan Td==Z+=={0,1,2,..}. De theorie vandeze systemen, intermitterende systemen

of systemen met discrete tijd genoemd, is in hoge mate analoog aan de theorie

over systemen met continue tijd., We zullen hier in het kort de resultaten
van dit hoofdstuk herformuleren voor systemen met discrete tijd. De ruimte
van.besturingen wordt gedefiniecerd als de verzameling van alle afbeeldingen
u: Td >R en T is de verzameling van functies y: Td +R". In plaats van de
integraalformules (1.1.8), (1.1.11), (1.1.15) en (1.1.16) krijgen we respec—

tievelijk (rekening houdend met het vaste begintijdstip t; = 0)

t-1
(1.7.1)  y() = ¥ K(t,m)u(t)

=0
t-1
(1.7.2)  y(£) = D(tdult) + } K(t,T)ulr)
=0
t-1
(1.7.3)  y(t) = Du(t) + ) K(t - tu(r)
=0
t-1
(1.7.4)  y{t) = ] K(t - tu(1) .
=0

De systemen beschreven door (1.7.1) en (1.7.4) zijn strict causaal: y(t)
hangt niet af van u(t). De systemen (!.7.2) en (1,7.3) kunnen iets eenvoudi-
ger worden geschreven met behulp van de notatie K(t,t) := D{t) en K(0) := D.

Dan krijgt men

t
(1.7.2)" y(&) = } K(t,t)u(r)
=0

t t
(1,7.3)' y(t) = § K(t - tu(t) = ] K(ult - 1) .
' =0 =0
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We zullen deze formules ook gebruiken i.peve (1.7.1) en (1.7.4) waarbij we
echter K(t,t) = 0 resp. K(0) = 0 stellen.

Het discrete analogon van de Laplace-transformatie is de zgn. z-trans-
formatie (zie ook WISK. 41).

(1.7.5) DEFINITIE, Een rij vectoren (a(0),a(1),a(2),...) heet exponentiecel
begrensd als er getallen M > 0, a > 0 bestaan waarvoor geldt

ta(e)| < Ma® (= 0,1,...) .

(1.7.6) DEFINITIE. Als a een expeonenticel begrensde rij ie dan is de z—ge-
trangformeerde van a gegeven door

oo

d(z) = ) a(t)z t ,
t=0
Deze machtreeks in ::—l convergeert voor |z| > a als Ia(t)] < Mat. Als
(1.7.7) b{t) = a(t + 1)
dan geldt
(1.7.8)  b(z) = 28(2) - za(0) .

Als a en b twee scalaire rijen zijn, dan kan men de convolutie definiéren

als
a*xb=c¢
waar
t
(1.7.9)  c(t) := § a(o)b(t - 1) .
=0

Dan kanmen gemakkelijkverifidren datuit c= a * b volgt &(z) = 5(2)6(3). Ana-
loge formules gelden voor vector-matrix-vermenigvuldigingen., Derhalve volgt
uit (1.7.3)":

(1.7.10)  $(z) = R(2)8(z) .

De functie K(z) wordt overdrachtsmatrix genoemd. De inverse van de z-trans-

formatie is de formule van Cauchy
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2ri
Cc

(1.7.11)  a(t) = == fz""aczmz

waar C een cirkel in het complexe vlak is met een voldoend grote straal,

De toestandsvergelijkingen worden hier

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t)
(1,7.12)
y{t) = Cx(t) .

De oplogsing van de homogene recurrente betrekking
(1.7.13) x(t + 1) = Ax(t), x(0) = X,
is
(1.7.14)  x(t) = A%x(0)

Als A n verschillende eigenwaarden A],...,kn heeft dan zijn de oplossingen li~-
. . . £ . . s
neaire combinaties van vecteren van de vorm Aici waar c. eigenvector bij li
is. In het geval van samenvallende defectieve eigenwaarden krijgen we termen

van de vorm lg(ct + d) etc.

(1.7.15) DEFINITIE., Als A een n *x n-matrix i8, dan heet
r(A) := max{|x] | X £ o(A)}

de spectraglstraal van A,

(1.7.18) STELLING. 27j A een n X n=-matrix en o > r(A) dan bestaat er een ge-
tal M > 0 zo dat
natn < me®
voor alle t € Z,. Als v(A) < 1| dan bestaan er getallen M > 0 en B met
0 < B <1 zo dat
jAS N < Mat .

In het bijzonder geldt dan At + 0 (t » ).
Men kan gemakkelijk verifiéren dat
el t-1~1
(1.7.19) x(t) = } A Bu(t)

=0

de oplossing van (1.7.12) is met x(G) = 0. Hieruit volgt dat de relatie tus-
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Sen y en u gegeven wordt door

t
y(t) = § K(t - 1)u(r)
1=0

met

(1.7.20) ®(t) = cA"" "B (£ =1,2,...), K(0) = O .

De z-getransformeerde van K is

(1.7.21) K(z) = C(zI - &) '8 .

Vergelijk deze formule met (1.3,16)! De overeenkomst tussen de overdrachts-—
matrices in het continue en discrete geval is een van de redenen dat men de
z~transformatie met negatieve machten van z in plaats van positieve machten
heeft gedefinieerd. We kunnen (1,7,21) ook afleiden door op (1.7.12) direct
de z-transformatie toe te passen. Als x(0) = O dan volgt uit (1.7.12) dat

zX(z) = A%(z) + Bi(z)
§(z) = CR(z)

en dus §(z) = K(2)T(z) waarbij K gegeven wordt door (1.,7.21),

De laatste jaren komen discrete systemen meer in de belangstelling, Hier~
voor zijn verschillende redenen, Een belangrijke reden is het gebruik van re-
kenautomaten. In economische systemen blijkt vaak dat men het gemakkelijkste

werkt met discrete modellen.

(1.7,22) VOORBEELD. (Nationaal inkomen). Het nationaal inkomen in het jaar t

bestaat uit twee componenten:

1) consumentenuitgaven x, (),
<) privé-investeringen xz(t) (om bijv. machines te kopen om de productie te

verhogen),
We hebben derhalve de volgende formule

(1.7.23) y(t) = xl(t) + xz(t) .

De consumentenuitgaven zijn enerzijds evenredig met het inkomen in het afge-
lopen jaar, dus xl(t + 1) = ay(t), waarin het getal o de geneigdheid om te
consumeren aangeeft. Bovendien wordt de consumptie gestimuleerd door over-

Feidsuitgaven u(t), zodat we de formule
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(1.7.24) xl(t + 1) = ay(t) + u(t))
hebben. De privé-investeringen worden bepaald door de groei van de consumen-
tenuitgaven, dus

(1.7.25) xz(t) = B(xl(t) - xl(t - 1)) .

Combinatie van (1.7.23), (1.7.24) en (1.7,25) geeft
x](t + 1) = uxl(t) + uxz(t) + au{t) ,
xz(t +1) = (¢ - l)Bxl(t) + quz(t) + afu(t) ,

y(e) = x, () + x,y(t) ,

hetgeen we kunnen schrijven als

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t), y(t) = Ccx(t) ,

met

xl [+ a o
xﬂx|A= . |B= ,,C=[]']J¢
2 (o-1)B aB o

=

Systemen met discrete tijd ontstaan vaak door bemounstering van continue

systemen. Men spreekt van bemonstering als men in een continu systeem

i) de besturingen op elk van de intervallen [0,68), [0,28), [26, 38),..,. con~

gtant veronderstelt (denk aan de rechtse continuiteit),

! | '
j L u

| ]

l |

f {

Iy —

o K A —p————
l |

L _ 1 ;
- ™= ’

|

| | {
0 g 28 30 49

ii) van de uitgang y alleen de waarden op de tijdstippen 6,26,30,... kan me-

ten.

Hierbij is 6 een positief getal, de monsterperiode genoemd. We kunnen

denken aan een proces waarin de besturing periodiek (bijv. elk uur) kan wor-
den ingesteld en waar op de momenten dat de besturing wordt ingesteld, ook de
vitgang wordt gemeten. We veronderstellen hierbij dat de tijd nodig om het

proces te meten en bij te stellen kort is vergeleken met de veranderingen

van het proces en met de monsterperiode.
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In de volgende hoofdstukken zullen we ons meestal beperken tot tijdsinvari-
ante systemen met vast begintijdstip ty = 0.

We zullen de theorie ontwikkelen aan de hand van continue systemen. De ei-
genschappen van discrete systemen zijn analoog en zullen gewoonlijk alleen

vermeld worden als er verschillen optreden met het continue geval.
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HOOFDSTUK T1. BESTUURBAARHEID EN WAARNEEMBAARHEID

Inleiding

In dit hoofdstuk zullen we twee begrippen introduceren die van fundamen-
teel belang zijn voor de lineaire systeemtheorie. Hierbij gaan we uit van een
systeem beschreven door toestandsvergelijkingen

2(t) = Ax(t) + Bu(r) ,
{2,1.1)

y(t) = Cx(t) ,
met constante matrices A,B,C. Het eerste begrip geeft de mate aan waarin we
het systeem kunnen beinviceden via de ingang u, We geven de oplossing x van

{2.1.1) met beginwaarde x(0) = Xy aan met x(t,xo,u). Meer expliciet (zie (1.3.14))

{(2.1.2) x(t,xo,u) = etAxO + J e(t”T)ABu(T)dT .
0

(2.1.3) DEFINITIE. Het syeteem (2.1.1) heet (volledig) bestuurbagr (of regel-

baar) ale er voor elke X, en x, een t1

> 0 en een u ¢ O bestaan zo dat

x(tl,xo,u) =X .

We noemen dus een systeem bestuurbaar als we vanuit een willekeurig
punt Xq elk willekeurig ander punt X, door middel van een geschikte besturing

u kunnen bereiken.

{2.1,4) OPMERKING, Soms definieert men bestuurbaarheid als de mogelijkheid
om vanuit een willekeurig punt X9 de oorsprong te bereiken, met het oog op
het feit dat dit juist is wat men gewoonlijk wenst te bereiken in een regel-

systeem. We zullen deze eigenschap hier met nulbestuurbaarheid aangeven.

Daarnaast heeft men ook nog het begrip bereikbaarheid, Men noemt (2.1.1)

{volledig) bereikbaar als men vanuit de oorsprong een willekeurig punt kan

bereiken. Voor continue systemen blijken deze begrippen equivalent te zijn.
Voor systemen met discrete tijd zijn bereikbaarheid en bestuurbaarheid equi-
valent terwijl nulbestuurbaarheid een zwakkere eigenschap is. Inderdaad, als
bijv. A milpotent is, (d.w.z. A" = 0) en B = 0, dan is het systeem niet be-
reikbaar maar wel nulbestuurbaar, daar voor elke x(0) de toestand x(n) = {

wordt bereikt. ]
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Het tweede begrip dat we invoeren geeft aan in hoeverre men uit de in-
gang en de uitgang van het systeem de toestand kan bepalen, We geven de uit-
gang die het systeem geeft bij begintoestand X, en ingang u, aan met y(t,xo,u).
Dus

(2.1.5) y(t,xo,u) S Cx(t,xo,u) .

(2.1.6) DEFINITIE, Het syeteem (2.1.1) heet (volledig) waarneembaar (of ob-
serveerbaar) ale er een t, >0 beetaat zo dat voor een willekeurige u € Q uit
y(t,xo,u) = y(t,x],u) voor 0 < t s ¢t

volgt dat Xg = X

1 !

We zeggen dus dat een systeem waarneembaar is als we uit de kennis van
een ingang u en een uitgang y over een voldoend lang interval de begintoe~
stand X, eenduidig kunnen bepalen.

De eigenschappen bestuurbaarheid en waarneembaarheid van (2.1.1) worden
volkomen bepaald door het matrixtripel (C,A,B)., Daarom zullen we (C,A,B) be-
stuurbaar resp. waarneembaar noemen als het systeem (2.1.1) deze eigenschap~

pen heeft.

In § 2.2 resp, § 2.3 zullen we expliciete voorwaarden voor bestuurbaar-

heid en waarneembaarheid afleiden.

Bestuwrbaarheld

We voeren de bereikbare verzameling in.

(2.2.1) DEFINITIE. De op het tijdstip t bereikbare verzameling van (2,1.1)

wordt gedefinieerd als

(2.2.2)  wW(t) := {x(t,0,u) | ue Q).

Deze verzameling bestaat dus uit de punten die vanuit de corsprong op

het tijdstip t kunnen worden bereikt. Daar

x(t,O,au] + Bu,) = ax(t,O.u!) + Bx{t,o,uz)

volgt ommiddellijk dat W(t) een lineaire deelruimte is van R".
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Een belangrijk resultaat dat ons in staat zal stellen W(t) op een eenvoudige

wijze te karakteriseren is de zgn. stelling van Cayley-Hamilton. Zij

m m~1
p(z) =z + P,z +i.at D

m
2en polynoom en A een n X n-matrix. Dan is

p(a) := A" + plAm_1 toootp I

Men kan gemakkelijk nagaan, dat, als p(z)q(z) = r(z) en p(z) + q(z) = s(z),
dan p(A)q(A) = r(A) en p(a) + q(A) = s(A).

(2.2.3) STELLING. (Cayley-Hamiltown). Zij

p(z) = det(zI ~ A)
het karakteristieke polynoom van A. Dan geldt

p(a) = 0.

De stelling van Cayley~Hamilton zegt dus dat een matrix voldoet aan zijn ei-
gen karakteristieke vergelijking. Een bewl]js van deze stelling wordt gegeven
in appendix A.

)

Als men als besturing op het interval [O,t‘] kiest”

(t]-t)A'
(2.2.4) u{t) := B'e P

waar p een willekeurige vector in R" is, dan vindt men (x(0) = 0),

t] tl
7
x(t],O,u) = [ etABu(tl - t)dt = [ etABB'etA dt p
0 0
dus
x(tl,O,u) = M(tl)p
waar
£
1
M(tl) 1= J etABB'etA dt .
0
*)

Hier is A' de getransponeerde matrix van A, dus in de notatie van WISK 20
A" = AT,
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Als we de verzameling van punten in R" die vanuit de oorsprong kunnen worden
bereikt met een besturing van de vorm (2.2.4) aangeven met W(t }, dan is het
duidelijk dat w(t ) ¢ W(t }. In het volgende beschouwen we rijvectoren, die

we gewoonlijk aangeven met n,& ete.

> 0, De vol-

(2.2.5) STELLING. Z2j n een n~dimensionale rijvector en ztj 1:1

gerde beweringen zijn equivalent,
1)nd W(tl).
2) n 4L ﬁ(tl).
tA
3) ne " B=0Qvoor g st £ ¢
tAg
4) ne = 0 voor glle t.
5) na¥B = 0 voor k = 0,1,2,....
6) nAkB = 0 voor k = 0,1,.,..,0~1,

1.

BEWLJS. We tonen het volgende implicatieschema aan.

D = @ is triviaal.
Q@ = @ Als n 1 ﬁ(tl) dan geldt nM(tl)p = 0 voor alle p. In het bijzonder
geldt dit voor p = n'. Dus

4 £

I netABB'etA'n'dt = [ InetABlzdt =0
0 0

waaruit @ onmiddellijk volgt.
@ - @ Als @ geldt, dan geldt voor willekeurige u ¢ Q:

- t]

x(tl,O,u) = J netABu(t] -t)dt = 0
0

dus n it W(tl)n
. PP t
(_3) = (@ volgt uit de analyticiteit van ne AB.

@ = (3 1is triviaal.

® & ) volgt door machtreeksontwikkeling van netAB:

= Kk
OﬂnetAﬂv Z E-rnAkl.’:.

k=0
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Een machtreeks is dan en slechts dan identiek nul, als elke coefficient
gelijk aan nul is.
(5) *'(:) is triviaal.

(® = () volgt uit stelling (2.2.3). Zij nl.
p(z) := det(zI - A) = 2" + p =z *teetp 2P

dan geldt volgens (2.2.3): p(A) = 0 of

n n-}
AV = -p A ~ e A - .
Py P Pl
We zien dus dat A" een lineaire combinatie is van machten van A van ten hoog-
ste de graad n—-1. Nu volgt met volledige inductie dat elke macht van A te
schrijven is als een lineaire combinatie van machten van A van ten hoogste
de graad n~ 1. Daarom is nAkB voor k = n,n+l,... een lineaire combinatie van

nB,...,nAn_lB en dus nAkB =0 (k =n,ntl,...). 0

Als we de beeldruimte van een lineaire afbeelding of van een matrix L
aangeven met (L), dan kunnen we het volgende uit (2.2.5) concluderen.

(2.2.6) GEVOLG. Zij t, > 0. Dan geldt

]

n-1

(2.2.7)  wW(r)) = ﬁ(tl) = ®(M(t;)) = R([B,AB,...,A" 'B]) .

In het brjzonder 1s het bereikbare gebied onafhankelijk van t,. Bovendien

]
zien we dat besturingen "willekeurig snel” kunmnen worden uitgevoerd.

(2.2.8) STELLING. W 78 de .kleinste A—tnvaritante deelruimte die de kolommen

bl""’bm van B bevat, d.w.z.

i) by,..u,b e W,
ii) AW ¢ W,

iii) 4ls L E:BF de eigenschappen (a): bl""’bm ¢ L, (B): AL ¢ L heeft, dan

m

78 W ¢ L.

BEWIJS. De verzameling W is de deelruimte vanimp, opgespannen door de kolom—
men van [B,AB,...,An—’B], d.w.z., door bl""’bm’ Abl,...,Abm,...,An-!b],..
...,An—]bm. Hieruit volgt i) onmiddellijk. Eigenschap ii) zal bewezen zijn
als we hebben laten zien dat elk van de vectoren Akb. (k = 0,...,n"1;
j=1,...,m) door de afbeelding A in W wordt afgebee{d. Dit is zonder meer

duidelijk als k € n—~2 is, terwijl het voor k = n-! volgt uit de stelling
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van Cayley-Hamilton. Veronderstel nu dat L voldoet aan (a) en (B). Dan kun-
nenwe successievelijk inzien datb1 st ,bm; Ab] 3o ,Abm. .» tot L behoren dus

W< L. O
(2.2,9) OPMERKING. Voor meer informatie over de ruimte W zie bijv. {wal. O

Uit het voorafgaande kunnen we gemakkelijk een bestuurbaarheidsvoor+

waarde afleiden:

(2.,2,10) STELLING. Hel systeem (2.1.1) €8 bestuurbaar dan en slechts dan, als

n—1]

(2.2.11) rang(B,AB,...,A Bl =n

-1

of, anders gezegd, als er onder de kolommen van de matriz [B,AB,...,A"  B]

een basis voor R® te vinden is.

Een andere equivalente formulering krijgt men als volgt:

it nAkB =0 voor k =0,1,...,0-1 volgt n = Q.

BEWLJS. Het is duidelijk dat de bereikbaarheid een nocdzakelijke voorwaarde
is voor de bestuurbaarheid en dat de bereikbaarheid equivalent is met W=Ifa
d.w.z. (2.2.11). Als omgekeerd (2.2.11) geldt en als X0 X ¢ R" dan volgt

uit (2.1.2) dat x, = x(t],xo,u) voor zekere u als

X - x(t,xo,u) = x(t},O,u) e W

hetgeen zeker voldaan is daar W = R". f

(2.2.12) VOORBEELD.

i) Het systeem beschreven in voorbeeld (1.3.21) is bestuurbaar. We vinden

nl.
o 1 0 —rF
0 0 0 r
2 3 i
[B,AB,A°B,A°B] = | -r, o | -
P 0 r1 |

Deze matrix is duidelijk niet-singulier, zodat haar rang &4 is.
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ii) Beschouw het systeem

xl = —2xI - 6x2 - 3u

x, = le + 5x2 + 2u

d.w.z, X = Ax + Bu met

Dan is

_3 -
rang{B,AB] = rang = ]
2 4

zodat het systeem niet bestuurbaar is. Inderdaad, als

z = 2xl + 3x2

dan geldt 2 = z, D.w.z. z(t) = etzo. Als bijv. 25 = 0 dan geldt z(t) = O
voor alle t > 0. Alleen de punten (xl,xz) met 2x1 + 3x2 = Zijn dan be~-

reikbaar. Dus

W= {x = (x,x,) | 2%, + 3x, = O} . O

We merkén tenslotte op dat de bestuurbaarheid van (2.1.1) of het matrix-
tripel (C,A,B) niet beinvloed wordt door C. Daarom spreekt men ook wel van

de bestuurbaarheid van de vergelijking x = Ax + Bu of het matrixpaar (A,B).

3, Waarneembaarheid

(2.3.1) DEFINITIE. Beschouw het systeem (2.1.1). 2ij £
bare rutmte van (2.1,1) op het interval [O,t]] 18 de verzameling van X, e R,
waarvoor geldt y(t,xO,O) =0 (0=t s tl)' Deze verzameling wordt aangegeven

riet V(t]).

> 0, De onwaarrneem—

Het is duidelijk dat V(tl) cen lineaire deelruimte van R" is, daar
y(t,axO-FBxI,O) = ay(t,xo,O) + By(t,xl,o) .

Op grond van (2.1, 2) en (2 1, 5) geldt y(t X0 0) Ce 0; zodat X e:V(t ) ge1d1

dan en slechts dan als Ce “xg = 0 (0< t= t ) d.w. Z. xoetA C'==0 (0< t<t ), .

vit stelllng (2 2. 5) met n3A,B vervangen door xy,A",C' volgt onmlddellljk
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(2.3.2) STELLING. 2Z%j t, > 0. De volgende uitspraken zijn equivalent:

1) Xq € V(tl)'

2) CetAxO = () (0 <t < tl).
3) cA'xy = 0 (k = 0,1,...).
4) CAkx =0 (k=0,1’c|¢’n_l)c

0

in het bijzonder is V(t,) onafhankelijk van t,« De ruimte V(t,) kan worden
gekarakteriseerd ale de nulruimte van de matrix

(2.3.3) h .

Ve zullen de onwaarneembare deelruimte voortaan aangeven met V., Uit stelling

(2.3.2) kunnen we gemakkelijk een waarneembaarheidscriterium afleiden,

(2.3.4) STELLING, Het systeem is wammeembaar, dan en slechts dan als V = 0,
d.w.z., dan en glechts dan als de matrix (2.3.3) rang n heeft.

BEWIJS, Uit (2.1.2) en (2.1.5) volgt

t
(2.3.5) y(t,xo,u) = y(t,xO,O) + f K(t - t)u(r)dr
¥

waarbij K(t) = CetA

(02t s tl), dan geldt ook y(t,xO,O) = y(t,x],O) (0 st = tl)’ dus Xg~x, €V,

B, Als dus voor zekere u en t geldt y(t,xo,u) = y(t,xl,u)

Als dus (2.1.1) waarneembaar is dan moet gelden V = 0 en omgekeerd als V = 0
dan is X, = X, en dus (2.1,1) waarneembaar, De rangvoorwaarde voor (2.3.3)

volgt uit stelling (2.3,2). 0

De waarneembaarheid van (2.1.1) blijkt alleen af te hangen van A en C,
en niet van B. Daarom zeggen we in plaats (C,A,B) is waarneembaar: (C,A) is
waarneembaar,

Er blijkt een analogie te bestaan tussen waarneembaarheids— en bestuur-
baarheidseigenschappen. Zo volgt uit stelling (2.2.10) en (2.3.4) dat (C,A)
waarneembaar is dan en slechts dan als (A',C') bestuurbaar is. Dit leidt ons

er toe het volgende systeem
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p=-A'p+Cly
(2.3.6)
u=2R"p

het duale systeem van (2.1.1) te noemen. Dan kunnen we zeggen dat (2.1.1) be-

gtuurbaar is dan en slechts dan als (2.3.6) waarneembaar is en dat (2.1.1)
waarneembaar is dan en slechts dan als (2.3.6) bestuurbaar is. Het minteken
voor A in (2.3.6) heeft geen invloced op de bestuurbaarheid en waarneembaar-
heid. De reden voor het invoerenvan ditminteken zullenwe later zien (§ 4.2),

Uit het voorafgaande volgt dat men uit elke stelling over de bestuurbaar—
heid van een lineair systeem een stelling over de waarneembaarheid kan aflei-

den, door de formules te tramsponeren. Men noemt dit het dualiteitsprincipe.

Dit principe maakt het ons mogelijk een aantal resultaten alleen voor bestuur-
baarheid te bewijzen en de overeenkomstige resultaten voor de waarneembaar-
heid zonder bewijs op te schrijven, Hiervan is in feite reeds gebruik gemaakt
bij (2.3.2).

(2.3.7Y VOORBEELD. We beschouwen weer het systeem van voorbeeld (1.3.21),
(vgl. voorbeeld (2.2.12)). Als we C en M definiéren als

I, r,
C=[I 0],M= . -
[rl Tt

vinden we in blokmatrixnotatie

v 1 0
CA | _ 10 I
CA2 M 0
CA3 0 M
De matrix heeft ook rang 4 zodat het systeem waarneembaar is. 0

{2,3,8) VOORBEELD. Beschouw het systeem

%X, = —X, * 3x2 + u

x2 = —2x| + sz + u

Dlan is
-1 3 1
A = sy B = , C =1[] -1] .
-2 4 1
Er geldt
C I -1
w
CA 1 -1
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zodat het systeem niet waarneembaar is. Het blijkt dat als %y = {1,1}', dan

y(trxoso) =0. O

(2.3.9) OPMERKING. Men kan bewijzen dat meestal een systeem bestuurbaar is

en dat het systeem alleen onbestuurbaar kan zijn als de elementen van de
matrices A en B aan zekere vergelijkingen voldoen. Dit houdt in dat als men de coef-
ficienten van A en Bdoor meting heeft verkregen, men practisch zeker weet dat
(A,B) bestuurbaar is. 0ok is het zo dat wanneer men in een bestuurbaar sys-
teem de elementen een klein beetje verandert het systeem bestuurbaar blijft,

We zullen deze uitspraak niet verder preciseren. Analoge opmerkingen gelden

voor de waarneembaarheid. O

Basdistransgonmaties in de toestandsmiimte
Als we in de toestandsruimte van het systeem
k(t) = Ax(t) + Bu(t)
(2.4.1)
y(t) = Cx(t)

een nieuwe basis kiezen met overgangsmatrix S dan komt dat overeen met de

transformatie
(2-4.2) X = SE .
Substitutie van deze transformatie in (2.4.1) geeft het stelsel

x(t) = Ax(t) + Bu(t) ,

(2,4.3) _
y(t) = Cx(t) ,
waarbij
A= 8 las .
(2.4.4) B :=s'p,
C:=¢CS .

We zeggen dat twee systemen (2.4.1) en (2.4.3) isomoxf zijn als er een
€ bestaat zo dat (C,A,B) en (E,K,ﬁ) voldoen aan (2.4.4). We kunnen de relaties

(2.4.4) als volgt aangeven in een diagram,

(2.4,5) R* _ |s S R
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We zeggen dat het diagram commuteert als de samengestelde afbeeldingen van
de afbeeldingen in de diagram alleen afhangen van het begin- en eindpunt in
de diagram en niet van de weg waarmee het begin~ met het eindbunt is verbon-
den. Zo kan men in diagram (2.4.5) gemakkelijk de formules (2.4.4) aflezen,
Andere gelijkheden die menin (2.4.5) kan aflezen, zoals CAB = CAB zijn een
gevolg van (2.4.4). Uit de interpretatie van (2.4.2) als een verandering van
basis in R volgt dat de impuls-responsie, de overdrachtsmatrix, de bestuur-
baarheid en de waarneembaarheid invariant blijven bij deze transformatie., We

zullen dit resultaat ook meer formeel bewiizen.

(2.4.6) STELLING, Als (C,A,B) en (C,A,B) isomorf zijn dan geldt

i) (A,B) is bestuurbaar dan en slechts dan ale (A,B) bestuurbaar is.
ii) (C,A) is waarneembaar dan en slechts dan als (C A) waarneembaar Z8.
111) &(sz - &)'B = c(sI - )7 'B.

iv) EetAB = Ce AB.

BEWIJS.

i) Er geldt

n-1

— —n-1= ~1
[B,ABy...,A" 'B] = § '[B,AB,...,A" 'B],
zodat
rang[B AB,..., B] = rang(B, AB,...,An-lB] .
ii) is duaal aan (i).
1ii) volgt door substitutie.
iv) volgt door substitutie of uit iii), a

Men kan proberen een S te zoeken waarmee het tripel (E,K,E) een eenvou-
dige gedaante krijgt. Zo kan men, als A n onafhankelijke eigenvectoren heeft,
deze als basis kiezen, zodat A een diagonaalmatrix wordt, We zullen dit niet
verder onderzoeken, maar uitgaan van een situatie waarin het sys-
teem niet bestuurbaar is en B # 0. Dan geldt 0 < W c R (met stricte inclusie).
\le kiezen een basis qQpaseesqy van W en vullen deze aan tot een basis
Qyseserdy van R®, De kolom van een vector x ¢ R t.o.v, die basis geven we

aan met %, Dus x = (xl,...,xn), waar

X = xlql +,u.t ann .

Als we

S = [ql.ncn’qn]
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invoeren, dan kunnen we schrijven x = Sx, De kolom X kunnen we splitsen in
twee delen. Het eerste bestaat uit de componenten (il""’;k) en wordt aan-

gegeven met X1 het tweede deel (Ek+l""’§n) geven we aan met Ko zodat

b3

= 1

x= 11"+
2

We kunneri dai Zeggen x ¢ W dan en slechts dan als x, ~ 0. D& matrices
i

A=8 A5, B = S-]B worden overeenkomstig gesplitst

A A B
2.4 K= (M 12 5. N
21 22 2
Nu weten we dat de vectoren in B tot W-behoren. Derhalve is B2 = 0, Ver—
der geldt AW c W (zie (2.2.8)). Uit x € W volgt dus Ax ¢ W, d.w.z. X, = 0 im-
pliceert (Ax)2 = 0. M.b.v, (2.4.7) volgt hieruit AZl = 0, De variabele x vol-

doet dus aan de vergelijking

X) S AX A, v Bu
(2.4.8)

Xy = Ajpxy o

We zien dat de variabele x, in zijn geheel onbestuurbaar is. Als x(0) = 0, dan

geldt Xy = 0 voor alle t en dus

(2.4.9) X, = A”xl + Blu .

k

Daar W de bereikbare verzameling is, is voor elke ¢ ¢ R™ het punt d ¢ R" met

kolom (c,0) t.o.v. Qseerrq bereikbaar (zo'nm d ligt nl. in W), Maar dit

houdt in dat (2.4.9) volledig bereikbaar is. We hebben zo gevonden:

(2.4,10) STELLING. Z7J (2.4.1) niet bestuurbaar en 3ij B # 0. Dan bestgat er
een inverteerbare matrix S zodat het tripel (C,A,B) gegeven door (2.4.4) de
volgende blokdecompositie heeft

rAE B L B S Y [C,,C,]

waarkij (A ,B,) volledig bestuurbaar is.

Het systeem (2.4.8) tezamen met de vergelijking

(2.4.11) y = ;x| + Cyx,

kunnen we als volgt weergeven:
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le
r
ta
+

Pct

Het systeem kan dus worden ontbonden in twee stukken, een volledig bestuur-
baar stuk Sl met toestandsvariabele X, en een volledig onbestuurbaar stuk 32
net toestandsvariabele X Er gaat wel invloed uit van 32 op Sl' maar niet
cmgekeerd,

De impuls-responsie-matrix

R(t) = Ce"*B
van (2.4.1) is gelijk aan de impuls-responsie-matrix van het bestuurbare deel

X = A ¥t Biu, vy = Clx

1171 1 1’

jmmers, met volledige inductie bewijst men gemakkelijk dat

K
Ay

AB = , (k= 0,1,.044)

en dus

ca¥s = CAFB = ¢ ¥

1 llBl (kao.].cll) +

zodat

ta

cet™s = ce 1‘31 .

Hieruit volgt ook dat

C(sT - A) B =C. (sI-A ) 'B, .
i 11 i
I'e overdrachtsmatrix van (2.4.1) is dus ook gelijk aan die van het bestuur-—

L:aar deel.
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(2.4.12) OPMERKING. Bij de afleiding van stelling (2.4.10) hebben we aange-
nomen, dat B # 0 om te garanderen dat W # O en dat (A,B) niet bestuurbaar is
om te garanderen dat W # R". We kunnen echter stelling (2.4.10) formuleren
zonder deze voorwaarden mits we in een matrixdecompositie lege blokken toe
laten, Een lege matrix is een matrix waarvan het aantal rijen of het aantal
kolommen gelijk aan nul is. Fen lege matrix moet niet worden verward met de

| leeg. Als (A,B)

btestuurbaar is dan zijn AZZ en de nulmatrices leeg, d

nulmatrix: Als bijv. B = 0 dan zijn in (2.4.10) Ajs A, enB

De voorafgaande resultaten laten zich omnmiddellijk dualiseren. We krij-

gen dan het volgende:

(2.4,13) STELLING. Zij het systeem (2.4.1) niet waarneembaar en zid C# 0,
Lan begtaat er een inverteerbare matriz S zo dat het matrixtripel (E,X,ﬁ)
gegeven door (2.4.4) de volgende gedaante heeft

_ &, o U e
A= , B = , € = [c,,0)
IRy B

waarbij (Cl’All) waarneembaar is.

In de getransformeerde variabelen luiden de vergelijkingen

X) = A X +Bu,

Xy = Ayy¥Xp + Ayox) + Bou

y = C]}CI N

Hier kunnen we het systeem ontbinden in een waarneembaar deelsysteen Sl en

een onwaarneembaar deelsysteem 32.
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De impuls-responsie-matrix vanhetsysteem$ en die van Sl zijn aan el-

kaar gelijk:

tA
cet®8 = c.e 'l

en evenzZo:l

C(sI - 4) 'p = C, (sI - A“)"lBl .

Tenslotte kunnen we bij een niet-bestuurbaar en niet-waarneembaar systeem
cen basis kiezen die beide facetten naar voren brengt. Zij V de onwaarneembare
deelruimte en W de bestuurbare deelruimte., Dan kiezen we eerst een basis
Gporeesqy in V n W, vervolgens breiden we die basis met Qiyprer 09y en
q£+1,...,q tot bases ql,...,qg van V en ql,...,qk,q2’+1,...,qp van W. Dan is
ql,....qp een basis van V+W i= {x + z | x € V, z € W} zoals men gemakkelijk
kan verifieren, Deze basis breiden we tenslotte uit tot een basis van R”. We
lunnen de kolom van x ¢ R® t.o.v. die basis splitsen in vier stukken en de

matrices A, B en C overeenkomstig:

. r i
* Ay A A Ay B, ]
-~ (%l - (R A2 Bas Al - B2l -
=l A=l AT AT Al Bm g | €= [6)5C5C5C .
3 31 B3z B33 3y 3
%4 A1 A M3 R 134
Daar V, W, V. n Wen V + W A~invariant zijn (zie (2.2.8)) zijn AZI' ABI’ A41,

A32, AAZ' A43’ A23 nulmatrices. Daar de kolommen van B in W liggen geldt

B2 = 0, B4 = 0, Omdat de rijen van C loodrecht staan op V geldt Cl = 0, C2==0.
Hierbij moeten we in het algemeen toelaten dat sommige matrices leeg kunnen
zijn omdat bijv. V = W of V ¢ W, Met dit voorbehoud kunnen we de volgende

stelling formuleren.
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(2.4.14) STELLING. Bij gegeven systeem (2.4.1) bestaat er een niet—singuliere
matriz S, zo dat het tripel (C,A,B) de volgende gedaante heeft

Al A
0 Ay
0 0
0 0

AIB

0

A33

0

A

A

A

A

44

14

24

34

B

,C=[0 0 C, C

3

43

Hierbij zijn (All’Bl) en (A33,B3) beatuurbaar en (CB’A33) en (CA’AAA) waar—

neembaar,

De vergelijkingen met matrices K,

schreven:

Schematisch kunnen we

Hils M= Mlie
L% ]

®1

o~

y

—

3% ]

= A X, +A. X + A X

11¥] T A ¥y * A g%y
Ago¥y

A33%3

C3x3

+ AMx4 + Blu

AguX®,

* Ag%, * Bau

-+

Auu®y

+ 0454 .

de situatie als volgt aangeven:

B en C kunnen als volgt worden uitge~

Y . S, .
X3
— 3 — S, »
X ——a— x,
S
2
*a

L ]

De deelsystemen Sl' 32, 33, S4 hebben de volgende bestuurbaarheids en waar-

neembaarheidseigenschappen (streep betekent "niet". b: bestuurbaar, w: waar-
g P P

neembaar)

ol ol o o

21 82 =i 5




2.5, Bestuwrbare en waarngembare edlgenwaarden

Beschouw weer het systeem
X = AX + Bu

(2.5-1)
¥y = Cx .

(2,5,2) DEFINITIE, Een etgemwaarde X van A heet (A,B)-bestuurbaar (of kort-
weg bestuurbaar, als het systeem (2.5.1) vastligt) als

(2.5.3) ranglA - AI,B} = n ,

De eigerwaarde X\ heet (C,A)-waarneembaar (of waarneembaar) ale

A - AL
{2.5.4) rang =n .
C

In plaats van (2.5.3) kunnen we schrijven: Uit nA = An en nB = 0 volgt
n = 0, Hierbij is n een eventueel complexe rijvector. In woorden: Bij de ei-
gerwaarde h van A hoort geen linker etgenvector die tevens Linker nulvector van B
8. We kunnen het dualiteitsprincipe weer gebruiken als we opmerken dat
{C,A)-waarneembaar is, dan en slechts dan als A (A',C’')-bestuurbaar is. Zo
geldt bijv. A Ze& (C,A) waarneembaar ale uit Ap = ip, Cp = 0 volgt p = O,
d.w.2.! er beataat geen rechtereigenvector bij : die tevens rechter nulvec—
tor 18 van C. Ook hier kan p complex zijn.

De bestuurbaarheid en de waarneembaarheid van een eigenwaarde blijft in-

variant bij basistransformaties:

(2,5.5) STELLING. Alg (C,A,B) en (C,A,B) voldoen aan (2.4.4) dan geldt
o(R) = o(A), Verder 18 \ (A,B)-bestuurbaar dan en slechts dan als X (A,B)-
begtuurboar i8 en A is (E,K)-waarneambaar dan en slechts dan als ) (C,A)~-waar-

neembaar is.

BEWIJS. De eerste uitspraak is een bekende stelling (WISK, 30, st. 1.3.3).

De tweede uitspraak volgt uit de formule

_ _ - § 0
(A~ AI,B] =8 [A - AI,B] .
0 I
De derde uitspraak is duaal aan de tweede. a
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De definitie van bestuurbare en waarneembare eigenwaarden wordt gerecht-

vaardigd door het volgende resultaat:

(2,5.6) STELLING. ZZj (C,A,B) een tripel isomorf met (C,A,B) van de gedaante
vegeven tn (2.4.10), Dan is A (A,B)-bestuurbaar dan en slechts dan als

A\ {4 o(A,,). Als (C,A,B) van de gedaante is gegeven (2.4.13) dan is ) (C,A)-
waarneembaar dan en slechts dan als X ¢ o(Azz). Hierbij spreken we af dat
U(AZZ) = als A,, een lege matriz is (d.w.z. in het geval dat (2.5.1) be~

astuurbaar resp. waarneembaar is).

FEWIJS. We bewijzen alleen de uitspraak over bestuurbaarheid. Als X ¢ 0(A22),
cdan geldt
Ay - NI AL B,
rang < n
0 A,, = AL 0

zodat ) niet (A,B)-bestuurbaar is.
21s A niet (A,B)-bestuurbaar is, dan is er een rijvector n = [n],nz] #0 zo

cat nA = An, nﬁ =0, d.w.z.

MA T My 1Ay P nphy, = A

mB =0
Als A ¢ U(Azz) dan moet n, # 0 zijn (want [ny,sn,] # 0). Maar n]A1;1 = lknl
en dus HIATIB] =0 (k =0,1,...) in strijd met de bestuurbaarheid van (AII’BI)
(zie (2.2.8)). 8

Yen onmiddellijk gevolg van het voorafgaande is:

(2.5.7) STELLING. Het systeem (2.5.1) is bestuurbaar dan en slechts dan als

alle eigemwaarden van A bestuurbaar zijn, d.w.z. als voor alle X e a{A) geldt
rang(A - AI,B] = n .

det systeem (2.5.1) s waarneembaar dan en slechts dan als alle etgemsaarden

van A waarneembaar zijn d.w.z. als voor qlle ) ¢ o(A) geldt

A - AT
rang =n .

C
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Merk op, dat aan deze rangvoorwaarden zeker is voldaan voor A ¢ o(A). De voor-
waarden in stelling (2.5.7) kunnen soms handig zijn bij het onderzoeken van

bestuurbaarheid en waarneembaarheid van systemen.,

(2.5.8) VOORBEELD, Veronderstel dat het systeem {2.5.1) bestuurbaar is en be-

schouw het systeem dat ontstaat na de toestandsterugkoppeling
u=Fx+v .

Dan is het nieuwe systeem
% = (A + BF)x + Bv

ook bestuurbaar. Immers, anders zou er een A en een n # 0 met
n(A + BF) = An, nB = 0 .

Maar dan zou ook nA = An gelden, zodat A een niet-bestuurbare eigenwaarde

van (A,B) zou zijn. 0

De bestuurbare hanonieke voam voon monovaniabele systemen

In het geval van een monovariabel systeem is B een kolomvector en C een
rijvector. We zullen daarom b i.p.v. B en ¢ i.p.v. C schrijven. In voorbeeld

{1.3.24) hebben we een voorbeeld van een monovariabel systeem gezien. Daar

was
0 1.0 ...0 0
NENCET N I
I~ TN o :
{2-6.]) A= i ~ \\ ,bn . ,c=[c ,lco’CJi
~ n !
0----° 0 1 0
:an ------ "81_ ..:l-

De overdrachtsfunctie van het systeem
x = AX + bu

(2.6.2)
y = cxX

met A, b en c gegeven door (2.6.1) is

e - p(s)
(2.6.3) K(s) gCs)
waar

p(s) = clsn-] +ioat
(2,6.4) . oo

q(s)=s + a,s +,.4% @& .
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(2.6.5) STELLING. Het systeem (2.6.1) is altijd bestuurbgar. Het systeem ig
waarneembaar, dan en glechts dan ale p en q onderling ondeelbaar zijn, d.w.a.
wanneer de breuk X = p/q niet meer te vereemvoudigen is,

BEWIJS. Er geldt

-2 1 0 ... 0 0l
~

0~ N P

: N A ' |
[A - AI,b] = {\\\\ SO0y .

0-—— D = 1 o0

=8 - = o - . _ ~a _)t l

L. D 1 -

Als we hierin de eerste kolom weglaten krijgen we een vierkante niet-singu-

liere matrix. Dus ranglA -~ AI,b] = n voor elke A, zodat het systeem bestuur-
baar is,

Om de waarneembaarheid te onderzoeken veronderstellen we dat Ap = Ap,

cp = 0, waar p = [p],...,pn]'. Uitgeschreven is dat

Py = Ap

fl =«
(-
o
1

Pn n—-1

TApP) T Bp P Teee” L Apn

Dus, p, = Ak‘]pl (k = 1,..4,0) en q(l)p’ = 0, Als p ¥ 0 dan moet P, # 0 zijn

zodat q(1) = 0, d.w.z. X is een nulpunt van de karakteristieke vergelijking.
In dat geval is p = [l,A,...,Anml]'. (We mogen P = l stellen.) Maar

n—-1
cp ey + cn_]l +oaat cll = p(}) .

We zien dat er een p # 0 bestaat met Ap = Ap, ¢p = 0 dan en slechts dan als
q(x) = 0 = p(A). o

(2.6.6) OPMERKING. Als p en q onderling deelbaar zijn, dan zijn de gemeen-

schappelijke nulpunten van p en g precies de niet-waarneembare eigenwaarden
van A. 0
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Op grond van stelling (2.4.6) en (2.6,5) is ieder monovariabel systeem iso-

morf met (2.6.1) bestuurbaar. Het omgekeerde geldt ook:

{2.6.7) STELLING. Elk beatuurbaar monovariabel tripel (c,A,b) ie 1gomorf met
(c,A,b) van de gedaante (2.6.1)..

BEWLJS. Zij q(s) het karakteristieke polynoom (zie (2.6.4)). We definiéren
(vergelijk A.2)

qo(s) 1= 1
ql(S) =8 + a,
qz(s) H

+ a + a
s 13 2

- -2
qn_l(s) = s Liyas "4+ a

q,(s) = q(s) .

Dan geldt qk+l(s) = sqk(s) + 8 (k = 0,1,..,,n~1). We kiezen de vectoren
e = qn_k(A)b (k= lyeaugn)

als nieuwe basis. Dan geldt

S 1= [eyeenred = [b,Ab, ...,A" bR

waar
n"l an_z e a]/, r‘
-
-~ 0
- ) -~ PR
R . '| e - ']
\ - . ~ |
| - P L
- -
i-7 0-—---.0 0

—

Daar {b,Ab,...,An b] en R niet-singulier zijn, is § niet singulier. Verder

geldt

ey B = Aq (A) + 3 Ty q (8) =0
en dus

Aek+l = ek - an_ken, Ae] = —anen .

Dus
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AS = [Ae , .0 e ] = Eei,...,en]K = SA

d.w.z. & = $71AS. Het is ook duidelijk dat b = e

n = Sb. Tenslotte wordt ¢ ge-
definieerd door ¢ = c§,

0
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HOOFDSTUK TTT. STABILITEIT EN STABILISATIE

Asymptotische stabiliteil

Zoals we in hoofdstuk I hebben gezien voldoen de oplossingen x(t) van de

homogene vergelijking
(3.1.1)  %(t) = Ax(t)

met een constante matrix A waarvan alle eigenwaarden een negatief reéel deel

hebben, aan
(3,1.2) lx(t)l < Me-'e"t

met positieve M en a. We zeggen daarom dat (3.1.1) asymptotisch stabiel is:

(3.1.3) DEFINITIE. De vergelijking (3.1,1) heet asymptotisch stabiel als voor
alle oplogeingen X van (3.1.1) geldt x(t) ~ 0 (t + »), In dat geval heet A een

stabilitettematrix.

Voor een definitie die op een algemenere dan bovenstaande situatie kan wor-—
den toegepast verwijzen we naar [GDV,WIJ. Zoals we al in hoofdstuk I hebben

opgemerkt geldt:
(3.1.4) STELLING, Vergelijking (3.1.1) <8 asymptotisch stabiel dan en slechts
dan ale A(A) < 0. In dat geval bestaan er positieve getallen M en o waarvoor

(3.1.2) geldt.

Soms kan men stabiliteit verifieren m.b.v. Liapunovfuncties. Ook hier ver-

wijzen we voor de algemene 51tuat1e naar [GDV WI] In dlt d1ctaat zullen we

ons beperken tot kwadratlsche Llapunovfunctles In verband daarmee zullen we

vaak gebrulk maken van symmetrlsche matrices waarvan we in appendlx B enlge

- - -

elgenschappen zullen bew11zen Een symmetrlsche matrlx P heet posltlef seml—

deflnlet als x Px 20 geldt voor elke X en p031t1ef deflnlet als x'Px > 0

voor elke X # 0. We gebrulken de notatles Pz20 resp P> 0 om aan te geven
dat P pOSltlef sem1~def1n1et Tesp. posxtlef deflnlet is. De notaties P 2 Q,
P > Q zijn equivalent met resp. P - Q2 0, P - Q> 0. We maken verder gebruik

van de volgende stelling.
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(3.1.6) STELLING., Zij P een symmetrische matrix met etgenwaarden AI,...,An.

1) De volgende uitspraken zijn equivalent: a) P 2 0, b) A; 20 (1= 1,.00yn),
c) er i8 een matrix D zo dat P = D'D,
2) De volgende uitspraken zign equivalent: a) P > 0, b) Ai >0 (i =1,..4,n),

c) er ig een niet-ginguliere matrix D zo dat P = D'D,

EEWIJS. Zie appendix B. al

In deze paragraaf zullen we ook complexe vectoren z = x + iy beschou-

. . e * . . .
wen, met x en y reeel. Dan definieren we z := z' = x' - iy’ als de geadjun-

geerde vector van z., Het is duidelijk dat |z|2 = 2%z = x'x + y'y > 0 tenzij
z = 0, Verder geldt 2*Pz > 0 als P>0en z Pz >0 als P > 0, z # 0. Immers,
2"Pz = x'Px + y'Py als P symmetrisch is. We kunnen dit ook afleiden uit

2Pz = |Dz|2 als P = D'D.

it bovenstaande kunnen we nog het volgende concluderen:
(3.1.7) STELLING, Al8 P 2 0 en z Pz = 0, dan i8 Pz = O,

BEWLJS. Zij P = D'D. Dan volgt uit z Pz = 0 dat Dz = O en dus Pz = D'Dz = 0.0

Beschouw nu een oplossing x(t) van (3.1.1), Als P een symmetrische ma-

trix is en

['3|l|8) V(x) He X'Px

Gan is
(3.1.9) g? V(x(£)) = -x'(£)Qx(t)
waar

(3,1.10) Q := -(A'P + PA) .

Als P > 0, kan V fungeren als een maat voor de grootte van de vector x.
Als dan dv/dt € 0 voor alle t, dan kunnen we daaruit concluderen dat x(t) be-
grensd is. Als Q = 0 dan geldt dit voor elke oplossing. Als Q > 0, dan is
zelfs V(x(t)) strict dalend voor elke oplossing x, zodat we kunnen verwach-
ten dat de vergelijking (3.1.1) dan asymptotisch stabiel is (hoewel dit niet
vanzelfsprekend is), De voorwaarde Q > 0 willen we echter verzwakken: Daar-

toe gaan we 1.p.v. (3.1,1) uit van een systeem

(3.1.11) % = Ax, y = Cx
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zonder ingang maar met uitgang. Vergelijking (3.1.9) vervangen we dan door
a IRIRY:
(3.1.12) = V(x()) = Iyl .

Dan weten we weliswaar dat dV/dt < 0 geldt voor elke oplossing maar het is

in het algemeen niet waar dat dV/dt < 0, Als we echter veronderstellen dat
(C,A) waarneembaar is, dan kan men verwachten dat uit (3.1.12) volgt dat

dv/dt meestal wel echt negaﬁief is. Vergelijking (3.1.12) is equivalent met
(3.1.9) als Q=C'C. Als (C,A) waarneembaar is dan hoeft daaruit niet te volgen dat
Q > 0. Omgekeerd volgt uit Q > O wel dat (C,A) waarneembaar is (C is dan
niet—singulier). We vragen ons dus af of er verband bestaat tussen de exis-
tentie van een positief definiete oplossing van de vergelijking (de zgn.

Liapunov-vergelijking)

(3.1.13) A'P + PA = -C'C

en de stabiliteit van A, Eerst laten we zien dat de oplossing P van (3.1.13)
eenduidig bepaald is en expliciet kan worden gegeven als A(A) < 0, Als P een
oplossing is van (3.1.13) dan voldoet V(x) aan (3.1.12) voor elke oplossing

x van (3.1.11). Dan geldt

t
V(x(0)) - V(x(t)) = I ly(r)lzdr .
0

Als A(A) < O dan geldt x(t) -+ O (t -+ =) voor elke oplossing. Hieruit volgt

[+=]

v(x(0)) = j 1y(r)|2d1
0

of, uitgeschreven, met x(0) = X,

[+2]

1
x!'Px. = [ x'etA C'CetAx dt .

070 0 0

0

Daar dit voor alle X geldt volgt hieruit dat P voldeet aan

1
(3.1.14) P = [ e™ crceat .
0

De situatie wordt volledig omschreven door het volgende resultaat
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(3.1.15) STELLING. Z7j gegeven het systeem (3.1,11). Beschouw de volgende
drie beweringen:

1) A is een stabiliteitesmatrix
2) (C,A) 18 waagrneembaar.
3} De vergelijking (3.1.13) heeft een positief definiete oplossing P.

Als twee van deze beweringen waar zijn, dan is ook de derde waar.

BEWLIJS. 1) A 2) = 3). Als A(A) % 0, dan convergeert de integraal in (3.1.14)

vanwege HetAH < Me % met positieve M en a. Verder is P,gedefinieerd door

(3.1.14), symetrigch. Er geldt
o
X Pxg = f §CetAx0|2dt 20
0
voor alle Xq en xéPxO = 0 geldt alleen als CetAx0 = 0 voor elke t 2 0. Daar

(C,A) waarneembaar is volgt hieruit dat Xq = 0 (zie (2.3.2)). Dus P > Q. We

hoeven alleen nog aan te tonen dat P voldoet aan (3.1.13):

[~
-]

1 1]
A'P + PA = | L™ crceyat = e crcet™| - —crc |
T o
0

2) A 3) = 1), Zij X € 0(A) een p een bijbehorende (eventueel complexe) ei-

genvector, We vermenigvuldigen (3.1.13) van rechts met p en van links met p*.

% - %
Vanwege p A' = Ap vinden we

(3.1.16) (2 Re X)p*Pp = -le[z .

Daar P positief definiet is en Cp # 0 (want (C,A) is waarneembaar, zie

§ 2.5) volgt hieruit dat Re X < 0,

3) A1) = 2), Zij A € a(A) en p bijbehorende eigenvector. Dan geldt weer
(3.1.16), Daar Re A < 0 en P > 0 volgt dan Cp # 0, Op grond van (2.5.7) is

(C,A) waarneembaar. 0

Bovenstaande stelling doet ons een methode aan de hand om te controleren of
de vergelijking (3.1.1) asymptotisch stabiel is. We kiezen een positief de-

finiete matrix Q (bijv. Q = I). We berekenen P uit de vergelijking

(3.1.17) A'P + PA = -
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en we controleren of P positief definiet is. Zoals we hebben gezien heeft
{3.1.17) altijd een &énduidige oplossing als A(A) < 0. (Als A geen stabili-
teitsmatrix is dan kan het wel eens gebeuren dat de vergelijking geen of
meerdere oplossingen.heeft.) Om te controleren of de oplossing P wan

(3.1.17) positief definiet is kan men het criterium van Sylvester gebruiken.

(3.1.18) STELLING. ZZj P een symmetrische matrix. Dan 78 P > 0 dan en slechts
dan als de letdende hoofdminoren

Pip o ver Py
det ! !

1 {

Pp v Py

voor k = 1,...,n pogitief aijn.

We zullen het bewijs achterwege laten. Het berust op de zgn. Choleski-
splitsing van een positief definiete matrix (zie [BE], [GA), [MTI).
Tenslotte vermelden we nog een stabiliteitscriterium dat we kunnen ge-
bruiken als we het karakteristieke polynoom van A kennen.
(3.1.19) STELLING. 2%J p(s) = pnsn + pn-lsn*l +i.0% p, eem polynoom met
reéle coéfficiénten en p, > 0. Dan geldt voor alle wortele ) van p dat
Re A < Q dan en elechts dan ale de leidende hoofdminoren van de volgende
rn x n~mairix positief zijn.

p,.y?, O 0 0 0 --- ?_T

Pp-3 Pyep Ppey Py O O o
(3.1.20) ?n—S Pa-4 Pn-3 Pp-2 Pyt Py .

i ! 1 Py

O---- - - - Tttt TPy By Py

0---—=-- - - ----—-0 p,

Met de leidende hoofdminoren bedoelen we de determinanten

P 0 g

P n

P P s [P

n-1? n-1 n n-1
Pu-3  Pp-2| IPp-3 Ppn P

Pa-5  Pn-4  Py-3

De stabiliteitsvoorwaarde van stelling (3.1.19) heet het Routh~Burwitz-cri-

terium, Voor het bewijs verwijzen we maar [GAII],
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Interne en extenne stabiliteit
We beschouwen nu het systeem

(3.2.1) % = Ax + Bu, y = Cx ,

(3.2.2) DEFINITIE.

1) Het systeem (3.2,1) heet interm stabiel als de vergelijking x = Ax asymp-
totisch stabiel is.

ii) Het systeem (3.2.1) heet extern stabiel (ingang=uitgang~stabiel, BIBO-
stabiel) als er voor elk getal M > 0 een getal N > 0 bestaat zo dat voor
elke u e Qmet |u(e)| <M (0 5 t < ») geldt |y(t,0,u)] <N (0 £t < =),

We willen voorwaarden voor externe stabiliteit vinden en in het bijzon-
der de relatie tussen interne en externe stabiliteit. Allereerst hebben we

het volgende resultaat:

(3.2,3) STELLING. 2%J K(t) := CetABcﬂEimpuls-responsietxnz(3.2.1). Dan geldt

i) (3.2.1) ig extern stabiel dan en slechts dan als

-]

(3.2.4) J TR(E) lde < «
0

11) Als het systeem (3.2.1) intern stabiel is dan i8 het ook exterm stabiel.

BEWLJS.

i) Zij het systeem extern stabiel. Dan bestaat er een getal N > 0, zo dat
|y(t)| < N geldt voor alle t = O als maar |u(t)| < !. We kiezen een vast
indexpaar (i,j) uitmet ! < i € r, | £ j < m en we geven met Kij(t) het

(i,j)-de element van de matrix K(t) aan. Verder gebruiken we de notatie

1 {(als a > 0)
sgn o = 0 (als g = 0)
-1 (als a < Q) ,

Bij vaste T > 0 definiéren we de besturing u, door
(up(e))y =0 (k¢ j)
sgn Kij(T-—t) (0t T

(un(t)). =
T 0 (t>T) .
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Hierbij is (v)k de k-de component van de vector v. Dan geldt |uT(t)(.; 1

voor alle t z 0 en dus |yT(t)| £ N voor alle t 2 0, waar Yp wordt gegeven

door
t
yT(t) = J K(t-—r)uT(T)dT (t=0) .
0
in het bijzonder is
T T T
(yT(T))i = J Kij(T-t)(uT(T))jdt = J [Kij(T-T)|dr - J IKij(T)|dT
0 . 0 0
en dus
T
J |Kij(1)]dr <N (Tz20).

0

Dit houdt in

J lKij(t)Idr sN<w,
0

Daar dit voor elk indexpaar (i,j) geldt volgt hieruit (3.2.4). Als we omge-
keerd veronderstellen dat (3.2.4) geldt, d.w.z.

o«

L := f IK(t) dt < =
0

dan geldt voor willekeurige u ¢ 9 met |u(t)] < M:

t t ©
ly(ey} = | J K(t - t)u(t)dr| s M J IK(t) T < M I ((K(t)lldt = M.L .
0 0 0

ii) Als het systeem intern stabiel is dan is HetAH < Me-at met M > 0, o > O,

Hieruit volgt

IKCe) N = lice™ Bl sulich « B e ®F

en dus (3-2-4)1 D
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We vragen ons nu af of uit de externe stabiliteit ook de interne stabi-
liteit volgt. Het ligt voor de hand dat het hier van belang is of (3.2.1)
waarneembaar en bestuurbaar is. Deimpuls-responsie en dus de externe stabili-

teit hangt nl. alleen af van het bestuurbare en waarneembare gedeelte van
(3.2.1). ‘

(3.2.5) STELLING., ZZj (C,A,B) bestuurbaar en waarneémbaar. Dan aijn de ex—
terne en interne stabilitelt van het systeem equivalent.

BEWIJS. We hebben al gezien dat de interne stabiliteit de externe stabili~
teit inhoudt. Zij nu het systeem extern stabiel, zodat (3.2.4) geldt. Als
U € @ een besturing is waarvoor er een T > O bestaat zo dat u(t) = 0 (t>T)
dan geldt
t
y(t) := I K{(t~t)uft)dr + 0 (t + ) ,
0

Immers, als |u(t)] SM{0=<t =T dan is voor t = T:

T t o
[y(e)] = M J IK(t-1) IdT = M I IE(t) Idt < M J IR(t) ldT + 0 (t=+e),
0 _ t-T t-T

We kunnen bij deze beschouwingen ook complexe ingangsfuncties toelaten, Zij
A € o(A) en zij p een eigenvector bij A, dus Ap = Ap. Daar (A,B) bestuurbaar
is, bestaat er een (eventueel complexe) besturing u; zo dat x(T,O,u!) = p.
We kiezen nu

ul(t) (0<t=<T

u(t) :=

0 (¢ >T) ,

Volgens bovenstaande beschouwingen moet dan gelden y(t,0,u) + 0 (t + =), Voor

t 2 T geldt echter

y(t,0,u) = Ce(t-T)Ap = el(t'T)Cp

Daar (C,A) waarneembaar is, geldt Cp # 0. Hieruit volgt Re A < 0, 0
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3.3. Terugkoppeling

Een besturing waarbi] de ingang u bepaald wordt op grond van de uitgang

v of de toestand X heet terugkoppeling.

Het eenvoudigste type terugkoppeling is de statische (uitgangs)-terug-

koppeling of proportionele regelaar u = Fy waar F een r x mmatrix is.

ﬁ___n_,—_*_i(:>_____¢L__ S > R

Omdat de uitgang in tegenstelling tot de toestandsvariabele in het alge-
meen niet voldoende informatie geeft over de toekomstige responsie van het

systeem 2zijn mogelijkheden van zo'n terugkoppeling beperkt. Beter hanteer-

baar is de toestandsterugkoppeling waarin de besturing niet een functie is

g<

oy ] Q b4

- —

F >
X

van de uitgang maar van de toestandsvariabele x
u = Fx
of, als men de mogelijkheid tot sturen wil behouden
(3.3.1) u=Fx+v.
Als de toestandsvergelijkingen luiden
(3.3.2) %X = Ax + Bu, y = Cx ,
vinden we, na substitutie van (3.3.1)
{3.3.3) %= (A+ BF)x + Bu, y = Cx .

Gewoonlijk is echter de veronderstelling, dat de toestandsvariabele

rechtgstreeks meetbaar is, onrealistisch. Men kan echter wel toestandsschat-

ters of waarnemers bouwen, dit zijn systemen die met behulp van de gegeven

ingang en uitgang van het systeem een schatting geven voor de toestandsva-
riabele. Zo'n waarnemer heeft dus u en y als ingang en een grootheid % die

aen benadering is voor x,als uitgang:
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Zo'n systeem 0 kunnen we dus in de vorm

2 =Pz + Qu + Ry
(3.3.4)

x = Sz

schrijven. Een waarnemer dient zo te worden geconstrueerd, dat het verschil

x - x op de duur klein is, voor elke beginwaarde Xy van S. Als we nu zo'n

schatting x van x hebben kunmen we deze grootheid terugvoeren naar de ingang
UEF;{'"VO

vV s . U
"—"—ﬂ*_.r

-

s : A

k 4

v
(=Y
Wl

Men kan de combinatie waarnemer 0 en statische terugkoppeling F samen

beschouwen als een dynamische (uitgangs)terugkgppelins F waarbij F een syas-

o5 > S > —»7

pe
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feem ismet u en ﬁ-als ingang en z als uitgang (zie téiéﬁing). Zo'n dynamische
terugkoppeling kan men natuurlijk ook definieren in systemen waarvan geen
toestandsvergelijkingen bekend zijn. Het vinden van een dynamische regelwet
die het systeem het gewenste gedrag moet geven ig echter moeilijk. De metho-
de die wij hierboven (voor systemen met toestandsvergelijkingen) hebben ge-
schetst, bestaat uit het opsplitsen van F in een waarnemer en een statische
toestandsterugkoppeling en elk van deze problemen apart is veel eenvoudiger
dan het samengestelde probleem. Dit is een van de belangrijke motivaties voor

het gebruik-van toestandsruimten-methoden.

Stabilisatie
Als het gysteem (A: n x n, B: n X m):
(3.4.1) X = Ax + Bu

niet extern stabiel is, dan kan men proberen het te stabiliseren door terug-

koppeling. We denken hier in de eerste plaats aan toestandsterugkoppeling:

u=Fx+v,

(3.4.2) DEFINITIE, Het systeem (3.4.1) heet stabiliseerbaar ale er een m x n-
matrixz F bestaat zo dat A(A + BF) < 0,

Bij discrete systemen wil men juist r(A + BF) < 1| hebben voor stabiliteit,
Voor continue systemen wil men soms A(A + BF} < o voor een gegeven & < 0
bereiken of o(A + BF) < R, Kortom, in het algemeen kan men zich afvragen:
Gegeven het systeem (3.4.1) en een verzameling T in het complexe vlak €, be-
gtaat er een matrix F zo dat o(A + BF) ¢ T?

Een antwoord in de negatieve zin wordt gegeven door het volgende resultaat:

(3.4.3) STELLING. Als * € d(A) een niet-bestuurbare eigerwaarde van A ts,
dan geldt A < a(A4 + BF) voor alle F.

BEWIJS. Als X niet bestuurbaar is, bestaat er een n # 0 waarvoor geldt
nA = in, nB = 0, Maar dan geldt ook n(A + BF) = An voor alle F dus
A ¢ o(A + BF) voor alle F, 0
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Hieruit volgt dat een noodzakelijke voorwaarde voor de existentie van
een matrix F zo dat o(A + BF) < T is dat elke onbestuurbare eigenwaarde tot
T behoort. We zullen zien dat deze voorwaarde ook voldoende is, Basis van

dit resultaat is de bekende poolplaatsing§stélling:

(3.4.4) STELLING. Het systeem (3.4.1) {s bestuurbaar dan en slechts dan als
ér voor elk monisch polynoom p van de graad n (d.w.z. p t8 van de gedaante
p(z) = 2"+ p]zn_ ot P dus met codfficiént van Pk geligk aan 1) een

matrix F bestaat zo dat det(zI - (A + BF)) = p(z).

Het bewijs van "dan" volgt ommiddellijk uig_gtélling (3.4.3). We houden ons

verder bezig met 'het '"slechts dan" gedeelte.

BEWIJS VOOR HET GEVAL m = 1, Als m = 1, schrijven we b i.p.v. B. Als (A,b)
bestuurbaar is dan kunnen we een isomorf paar (A,b) = (S—IAS,S_lb) vinden

van de gedaante (zie stelling (2,6.7)).

Fo 1 0 ... 07 [0
l\ \\ \\ i
| \\ \\ . ; :
- ' ~ . \\ ’ = :
A= : \\ '\\ \0 b = » [
0 ~0 T~ 1 0
l:an-—-‘-— -_———_—— —-aL Ll..
Als p(z) = 2" + plzn-l *.obp en

£ = I:a'n TP g T Phu—prer0®) 7 p!]

dan is
[0 1 0 ... 07
NN TN (
| \\ ~ ~ I
- ——— ~ ~ \\ [
A+bf=] | N
| ~ N
4 ~0 1
~
Py - - =Ry

zodat det(zI - (A + Ef)) = p(z). Als we nu f = ES_I definiéren, dan is
A+ bf = S(A + EE)S—I en dus det(zIl - (A + bf)) = det(zI - (; + Ef)) = p(z).[]

N het algemene geval (m > 1) te bewijzen hebben we een hulpresultaat nodig.
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{3.4.,5) LEMMA, Als (A,B) bestuurbaar ies, dan bestaan er vectoren

Ugalyseeest 1, zodantg, dat de vectoren XipanesX gedefinieerd door

(3.4.6) x, =0, = Ax, + Bu {(k = 0,.s.,0~) ,

0 Xl k k
ongfhankelijk zaiin.

BEWLJS. We comstrueren up,..,u _, stapsgewijs. Daar (A,B) bestuurbaar is, is

B # 0. Derhalve bestaat er een u0 zo dat X = Buo ¢ 0, Daarom is x, onafhan~

]
kelijk (d.w.z. een onafhankelijk stelsel vectoren bestaande uit &&n vector).
Veronderstel dat X peeesXy zijn geconstrueerd volgens (3.4.6) en dat deze

vectoren onafhankelijk zijn, Zij £ de ruimte opgespannen door KyserrsX, o We

k

zijn klaar met de k-de stap als we een vector u,_ kunnen vinden, zo dat

k
- . ] - -
Rpop Axk + Buk f L, Als we zo'n Uy niet kunnen vinden, dan geldt

(3.4.7)  Ax +Bu L

woor alle u ¢ B®, In het bijzonder geldt

(3.4.8) Axk e L,

uit (3.4.7) en (3.4.8) volgt (daar £ een lineaire ruimte is):
Bu ¢ &£

voor alle u ¢ R". D.w.2., de kolommen van B behoren tot L. Verder geldt voor
i < k dat

Axi = xi+l - Bui e L .

Dus, Ax; € L (i = 1,...,k) (vanvege (3.4.8)). Hieruit volgt dat Ax ¢ L voor
elke x € £, dus £ is A-invariant, Daar (A,B) bestuurbaar is, moet gelden
L = RF (zie (2.2.8)) hetgeen alleen mogeliik is als k = n. 1

-1 BT Xpseees¥y

volgens lemma (3.4.53) en we kiezen u, € r" willekeurig. Daar XyseeesX onaf-

BEWIJS VAN (3.4.4) VOOR mw > I. We construeren Ugsldypeee,sll

hankelijk zijn bestaat er een matrix F0 zo dat Foxi = ug (i = 1,s44,n), nl.

-1
FO = [ul,---.un][xl,nc.,xn] .

Als we verder b := Bu, definieren, dan is x = Ax, + BF . x, = (A4 + BFO)xk

k+1 k 07k
en dus

k~1
xk = (A + BFO) b (k = ],uoo’n) .
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Uit de onafhankelijkheid van x, ,...,x_ volgt dat (A +BF ,b) bestuurbaar is.
1 n & 0

Daarom is er een | x pn-matrix f zo dat
det(zI ~ (A + BFO + bf)) = p(z) .
Maar

BF0 + bf = BF, + Bu.f = B(F0 + uof) .

o © By

Als we dus F = FO + uof kiezen, dan geldt

det(zI - (A + BF)) = p(a) . ]

Uit het bewijs van stelling (3.4.4) veolgt dat de matrix F eenduidig is
bepaald door p, als m = 1, Als m > 1, dan kan men bewijzen dat F niet een-

duidig is.

(3.4.9) STELLING. Gegeven een paar (A,B) en een niet~lege verzameling T < @.
I'r bestaat een matriz F zodanig dat o(A + BF) c T dan en slechts dan als el-
ve eigemvaarde A ¢ T bestuurbaar is. Als er een redel polynoom bestaat met

nulpunten in T kan F redel gekozen worden.

BEWLJS. "slechts dan" hebben we al gezien. Om het omgekeerde te bewijzen ne-
men we aan dat (A,B) niet bestuurbaar is (anders zijn we direct klaar op
grond van (3.4,4)). Dan kunnen we een paar A = S_]AS, B = S_IB vinden van

de gedaante (zie stelling (2.4.10))

A Al - (B
o A._|°B7 .
22 0

i-

Daar elke X ¢ d(Azz) onbestuurbaar is moet gelden U(AZZ) c T. Verder is

(AII,BI) bestuurbaar, zodat er een matrix F, bestaat met

oA, + BIFI) cT.

11
Definiéren we F = [F],O], dan is

A+ BlFl A

BeEF=| N
22

= -1

¢n dus o(A + BF) o(A]] + BIFI) U c(A22) c T. Tenslotte kunnen we F = F§
definiéren. Dan is A + BF = S(& + BF)S~! en dus o(A + BF) = o(A + BF) < T.

ti

De laatste bewering van de stelling is duidelijk op grond van de constructie

van F in (3.4.4). U
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(3.4.10) GEVOLG. (A,R) s stabiliseerbaar danenslechis dan als elke eigen-

waarde ) met Re » = 0 bestuurbaar is.

(3.4.11) VOORBEELD. Zij

-3 ~4 -8 2
A= | 2 3 3t, B=| 0} ,
1 2 2 -1
Dan is
-3=k -4 -6 2
[A-A1,Bi=1[2 3-A 3 1 .
1 2 2-A ~1

We kunnen de eigenwaarden A van A berekenen en dan de rang van [A - kI,ﬁ]
bepalen. We kunnen ook "vegen", daarbij er zorg voor dragen dat voor geen

enkele A we de rang veranderen. Zo vinden we

“1-k 0 -2-2x O
[A-AI,B] » | 2 3-1 3 of +
0 0 0 1
1 0 0 0 A1 0 0 0
-2 x»3 1 ol~fto o0 1 of.,
0 0 0 1 0o 0 0 1

We zien dat rang{A - AI,B] = 3 tenzij A = =1, D.w,2z., A = -1 is de enige"
niet bestuurbare eigenwaarde, Daarom is het systeem stabiliseerbaar. Merk op

dat (A,B) niet bestuurbaar is! a

Waarnemens en dynamische Terughoppeling
In de vorige paragraaf hebben we gezien hoe het systeem

X = Ax + Bu
(3.5.1) (8)

y = Cx
door een statische toestandsterugkoppeling u = Fx + v kan worden beinvloed,
en in het bijzonder wanneer het systeem op deze manier kan worden gestabili-
seerd. Daar de toestand van een systeem niet direct te meten is hebben we
om zo'n terugkoppeling te kunnen toepassen, een waarnemer nodig (zie § 3.3).
In het algemeen heeft een waarnemer de volgende gedaante

2 = Pz + Qu + Ry
(3.5.2) (0)

X = Sz ,
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We zullen eisen dat x(t) - x(t) + 0 (t + =) voor elk paar van beginwaarden
Xqs Zg en elke u ¢ R, Hier zullen we een waarnemer proberen te construeren
met $ = I, zodat x als toestandsvariabele in {0 kan worden gebruikt. Het ligt
voor de hand te eisen, dat uit x(to) = E(to) volgt dat x(t) = x(t) voor al-
le t 2 toenlalle u € It Als de waarnemer eemmaal de gpede toestand aangeeft

dan moet hij dit blijven doen. Er geldt
d - -
EE(x = X) = Ax + Bu - Px ~ Qu - RCx

= (A-RC)Xx - Px + (B - Qu ,

Wil aan bovenstaande eisen voldaan zijn dan moet deze uitdrukking voor alle
u gelijk aan nul zijn zodra x(t) = x(t). Hieruit volgt dat
A-RC=P}B=g
moet gelden, zodat de gedaante van (3.5.2) wordt
X = Ax + Bu + R(y - y)
(3.5.3) _ - ()
y-Cx .
We kunnen de waarnemer daarom als een duplicaat van het oorspronkelijke sys-

teem beschouwen met een extra ingang om de afwijking van y en ; te corrige-

ren,
I S y - -
g -
R -
y
- 0 . x

We moeten nog onderzoeken of inderdaad e(t) := x(t) - x(t) + 0 (t > «), Daar
&(t) = (A - RC)e(t)

zoals men gemakkelijk verifieert, geldt e(t) + 0 voor elke beginwaarde dan
en slechts dan als A - RC een stabiliteitsmatrix is. We kunnen dus een waar-

nemer construeren als we een matrix R kunnen vinden zo dat A{(A-RC) < 0.
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(3.5:4) DEFINITIE. Het systeem (3.5.1} (en ook het paar (C,A)) heet detec~

teerbagr als er een matrixz R bestaat zo dat A(A - RC) <.0.

Een nodige en voldoendé voorwaarde voor de detecteerbaarheid van S kunnen we
vinden door (3.4.10) te dualiseren, Het is nl. op grond van de definitie on-
middellijk duidelijk dat (C,A) detecteerbaar is dan en slechts dan als (A',C'")
stabiliseerbaar is, dus dat detecteerbaarheid de duale eigenschap van stabi=-

liseerbaarheid is. Derhalve vinden we

(3.5.5) STELLING. Het systeem (3.5.1) is detecteerbaar dan en slechts dan ale
elke eigerwaarde )\ met Re A 2 0 waarneembaar is.

In het bijzonder is elk waarneembaar paar (C,A) detecteerbaar., Op grond

van het voorafgaande hebben we verder:

(3.5.6) STELLING., Er bestaat een waarnemer van de gedaante (3.5.2) voor het
systeem (3.5.1) dan en slechts dan ale (3.5.1) detecteerbaar is.

BEWIJS. We hebben al gezien dat (3.5.3) met R zo gekozen dat A{A-RC) < 0,
een waarnemer is. Als er omgekeerd een waarnemer (335.2) bestaat en als

Ap = Ap, Cp = 0 met p ¥ 0, dan geldt bij beginwaarde X, = p en besturing
u{t) = 0 dat x(t) = extp en dus y(t) = 0 is (we mogen hier met complexe va-
riabele werken)., Als dan 2 = 0, dan is z(t) = 0 en dus x(t) =0 (t20). De
voorwaarde x(t) -x(t) >0 geeft danx(t) =eltp +0 en dus Re A < 0, 0

Als we nu het systeem (3.5.!) willen stabiliseren, dan kunnen we dit

doen door een dynamische terugkoppeling F (zie § 3,3) gegeven door de formule

Be

= Mz + Nu + Ly
(3.5.7) (F)
u=Pz+v,
De vraag is nu of er zo'n systeem F bestaat zo dat het samengestelde systeem

S en F intern stabiel is,

Zoals we in § 3.3 hebben aangegeven kan men zo'n dynamische regulateur pro-

beren te comnstrueren als combinatie wvan een waarnemer en een stabiliserende
toestandsterugkoppeling. We moeten dan laten zien dat we op deze manier een
intern stabiel systeem krijgen. Neem dus aan dat F en R zo gekozen zijn dat
A + BF en A - RC stabiliteitsmatrices zijn. Beschouw dan het systeem gedefi-~

nieerd door (3.5.1), (3.5.3) en de vergelijking u = Fx + v, dus



- 79 -

Ax + BFx + Bv

e
il

(3.5.8)

L3
]

RCx + (A + BF - RC)x + Bv ,
We voeren de variabele e := x - X in. Dan geldt

= (A + BF)x - BFe + Bv

1de

e

= (A - RC)e ,
De coéfficiéntemmatrix van dit systeem is

B A + BF ~BF
M= .
0 A - RC
Daar U(ﬁ) = g(A + BF) U 0(A -~ RC) en daar A + BF en A - RC stabiliteitsma-

trices zijn is ook M een stabiliteitsmatrix.
We hebben nu het volgende resultaat

(3.5.9) STELLING. Het systeem (3.5.1) heeft een stabiliserende dynamische
terugkoppeling F dan en slechts dan als elke eigerwaarde A met Re A 2 0 be-
stuurbaar en waarneembaar is, dus ale het systeem stabiliseerbaar en detec—
teerbaar is.

BEWLJS. We hebben het gezien dat de genocemde voorwaarden voldoende zijn.
Veronderstel nu dat S een stabiliserende dynamische terugkoppeling F gegeven

door (3.5.7) heeft. Dan is het samengestelde systeem

Ax + BPz + By

X

2 =1LCx + (M + NP)z + Nv ,
Stel dat voor zekere h # O, A € ¢c(A) geldt nA = An, nB = 0. Dan volgt, met
n o= {n,0] en

A BP

A=
LC M+ NP
dat naA = [nA,nBP] = An en dus X « U(K). Daar A(K) < 0 volgt hieruit Re X < O,
Op analoge manier zien we dat voor elke onwaarneembare eigenwaarde )\ geldt
Re 1 < 0, g
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Stelling (3.5.9) geeft ons de voorwaarden waaronder het in § 3.3 gencemde
regulateurprobleem een oplossing heeft. Bovendien zien we, dat het vinden
van zo'n regulateur neerkomt op het zoeken van matrices F en R zo dat de ma-
trices A + BF en A - RC stabiliteitsmatrices zijn. Door deze voorwaarden
zijn F en R niet eenduidig bepaald. We zullen inm het volgende hoofdstuk een
methode aangeven om F eenduidig te bepalen op grond van een voorafgegeven
optimaliteitseriterium. In hoofdstuk V zullen we laten ziem hoe R optimaal

kan worden bepaald in het geval y ruis bevat,
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HOOFDSTUK 1V. OPTIMALE BESTURINGEN EN TERUGKOPPELINGEN

Optimale regulateuns
We beschouwen weer het systeem
%(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)

(4.1.1) )
y(t) C(t)x{t) .

[

We willen een besturing u ¢ @ vinden die de uitgang naar nul toe brengt en
die tevens niet al te intensief is. We willen dus zowel u als ¥ klein hou-
den voor alle t, Als we aannemen dat x(to) = %, # 0, dan zal intuitief dui-
delijk 2ijn dat men door u maar groot genoeg te kiezen y heel vlug erg klein
kan krijgen. Anderzijds kan men u heel klein maken (bijv. 0) als men niet
geinteresseerd is in het verloop van y. Als men beide variabelen klein zal
willen houden dan zal men ze tegen elkaar moeten afwegen. Verder is er ook
nog de moeilijkheid dat men u en y niet op een bepaald tijdstip klein wil
maken maar over het hele tijdsinterval [tO,m). Men kan bijv. deze groothe-
den op een bepaald interval erg klein krijgen, maar dan zullen ze op een an—
der interval weer groot zijn. Het is dus niet vanzelfsprekend hoe men het
optimaliteitscriterium moet invoeren. Ook hier moet men het gedrag op ver-
schillende tijd tegen elkaar afwegen. Dit doet men gewoonlijk d.m.v. een

integraalcriterium:

oo

(4.1.2) J J G(u,y,t)dt

]

B

waar G een niet-negatieve functie is die voor-(u,y,t) = (0,0,t) de minimale
waarde 0 aanneemt. We zoeken naar een besturing u die J bij een gegeven be-
ginvoorwaarde x(to) = X, minimaliseert. De gradiént van G is 0 in (0,0,t).
Als we aammemen dat G zich laat ontwikkelen naar machten van u en y, dan

zal deze ontwikkeling beginnen bij de kwadratische termen:
(4.1.3)  G(u,y,t) = u'P(t)u + 2u'Q(t)y + y'R(t)y +...

waar P(t) en R(t) symmetrische matrices zijn. Verder zullen we aannemen dat
P,Q,R continue functiesop [to,w) zijn. Als we y = 0 substitueren, dan vin-

den we
G(u,0,t) = u'P(t)u +... .

Daar voor u = 0 deze functie een minimum aanneemt moet gelden: P > 0, We

zullen verder aannemen dat P > 0 geldt zodat de functie G(u,0,t) # 0 voor
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u # 0. Dan kunnen we de kruisterm 2u'Qy in (4.1.3) wegwerken. We voeren nl.

een nieuwe stuurvariabele v in d.m.v,

u=TFy+v.
Dan wordt (4.!.1)
x = (A + BFC)x + Bv, y = Cx
en (4.1.3):
G(Fy + v,y) = v'Pv + 2v"(PF + Q)y + y'(F'PF + QF + F'Q + R)y +...

Als we dus F = -P-]Q kiezen, dan vervalt de kruisterm., We zullen verder aan-
nemen dat de kruistermen in (4.1,3) niet voorkomen, d.w.z. dat Q = 0,

In analogie met het feit dat we 3 hebben verkregen door te lineariseren (zie
§ 1.5) zullen we ons ook hier tevreden stellen met een benadering, door al-

leen de kwadratische termen mee te nemen in het optimaliteitscriterium:
(4.1.4) J = J (u'P(t)u + y'R(t)y)dt .

R
Omdat de integrand een minimum bereikt voor u = 0, vy = 0 moet R 2 0 zijn,
(We hebben al aangenomen dat P > 0}. We kunnen het criterium (4.1,4) verder

vereenvoudigen door een eenvoudige substitutie. We weten nl. dat er een ma-

trix E en een niet-singuliere matrix D bestaan zo dat
P=D'D, R=EE.

Als we dan substitueren
v = Du, z = Ey

dan wordt (4.1,1):

X = Ax + BD-IV, z = ECx
en (4.1,4):

o

5. [ vl + (2] Dae .

9

We mogen dus zonder verlies van algemeenheid aannemen dat P en R in (4.!,4)

eenheidsmatrices zijn. Zo komen we tot het volgende probleem:
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(4.1.5) PROBLEEM. Gegeven het systeem S en cen begintoestand X € R”, bepaal
ue Q 30 dat

o0

(4.1.6) J (Jul? + Jyi%de

)

~

minimaal is, waar y de uitgang is van S.

We zullen dit probleem alleen oplossen voor het tijdsinvariante geval.
In dat geval is het duidelijk dat we zonder verlies van algemeenheid het be-
gintijdstip ty = 0 kunnen nemen. Door het oneindige integratieinterval is
een directe aanpak moeilijk. Daarom zullen we eerst het probleem behandelen

waar (4.1.6) vervangen wordt door

T
f (Jul? + |y1Dae .
%o
Om te bereiken dat de eindtoestand dan niet te groot wordt (in verband met
de voortzetting van de besturing) kunnen we aan dit criterium nog een term

x"(T)Mx(T) toevoegen, waar M een positief semidefiniete matrix is., Zo krij~

gen we het volgende probleenm.

(4.1.7) PROBLEEM. Gegeven het systeem §, een begintoestand x(t0)=x0 een po-
sttief semidefiniete matric M en een getal T = tye bepaal een besturing
u e 2 zo dat
T

(4.1.8) J(xo,u,tO,T) 1= J (Iu|2 + |y|2)dt + x" (T)Mx(T)
t
minimaal is. 0

In § 4.2 zullen we probleem (4.1.7) behandelen en in § 4.3 zullen we
zien hoe met behulp hiervam probleem (4.1.5) kan worden opgelost, Hier zul-
len we enkele heuristische overwegingen laten volgen die ons een idee geven
over de gedaante van de optimale besturing en de minimale waarde van het cri-
terium. We veronderstellen dat in (4.1.7) het systeem S en de matrix M vast
zijn gekozen, en dat de beginwaarde %Xg en T verschillende waarden kupnen aan~
nemen. Laten we dan aamemen dat het minimum van (4.1.8) voor elke X € R”
en T = ty; bestaat. Deze minimale waarde geven we aan met V(xo,tO,T) en de

bijbehorende besturing (waarvan we ook aannemen dat ze eendaidig is) met
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u(t,xo,to,T). Als Xg e R™ gegeven is en A # 0, en als we in plaats vén
u(t) = u(t,xo,to,T) de besturing Au(t) gebruiken, dan volgt uit de linea-
riteit van S dat de bijbehorende toestandsfunctie met beginwaarde AX, gege~

ven wordt door

x(t,lxo,lu) = Ax(t,xo,u) .

Daarom geldt:
2 2
J(AxO,Au,tO,T) = A J(xo,u,tO,T) = A V(xo,tO,T)
en dus
V(Ax

T) € J(xg,usty,T) < 2v(x )

O!to! 0!t0!

voor elke A # 0 en %y e R™, Als we in de ongeli jkheid
2
V(ix ,tO,T) < A V(xo,tO,T) .
Substitueren: A = 1/yu, Xg = Mg» vinden we
2
V<AYOst0:T) =Y V(YO,tO,T)
voor alle Yo € R™, A # 0. Derhalve geldt

V0K, tg,T) = 2v(x o)

09t09

voor elke A # 0, Het is gemakkelijk in te zien dat deze gelijkheid ook voor

A = 0 geldt., Bovendien zien we dat

u(t,kxo,tO,T) = xu(t,xo,to,T) .

Deze formules suggereren dat V een kwadratische functie is van Xy en dat u
lineair van X, afhangt. We zullen dit hier niet bewijzen omdat deze overwe-—
gingen hier alleen heuristische betekenis hebben. Als we aannemen dat

V(xo;to,T) inderdaad een kwadratische functie is, kunnen we schrijven

V(x ,tO,T) = xéP(to,T)xo

waar de matrix P uiteraard van de lengte van het interval afhangt. Het is
duidelijk dat J 2 0 voor elke xo,tO,T en u zodat ook V(xo,tO,T) z 0 1s voor

elke xo,t0 en T. Daarom 1s P(tO,T) > 0 voor alle tO,T met T 2 t,.
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4.2, Edndige honizon

We beginnen nu met een wat formelere behandeling van probleem (4.1.7)
Laat K(t) een symmetrische matrixwaardige functie gedefinieerd en continu

differentieerbaarop[tO,T] zijn. Dan is voor x,. € Bp, u < Q

0
T
J(x4,u,tq,T)= J (el + [y]®rat + =" (DMx(T) =

)

T
- J (Jul? + [y]%)at + x" (0IR(0)x(0) +
o
T

+ J %?(x'(t)K(t)X(t))dt + x"(T) M- R(THx(T) .

)

We voegen de twee integralem bij elkaar, Er geldt
|ul2 + Iylz + %?(x'Kx) = p'u + x'C'Cx +

+ (x'A'+u'B")Kx + %KX + x'K(Ax + Bu) =

u'u + 2u'B'Kx + x'KBB'Kx + x'Rx = |u + B'le2 + x'Rx ,
waar

R := K + C'C + A'F + KA - KBB'K .
Daarom geldt

T
2
(4.2.1) J(xo,u,tO,T) = x{‘)K(tO)x0 + I {x'Rx + |u + B'Rx[“}dt +

o

+ x"(T){M ~ RK(T)Ix(T) .

In het algemeen is het moeilijk het effect van een verandering van u ¢ § op

de waarde vanJJ(xo,u,tO,T) gegeven door (4,1.8) of (4.2.1) te overzien. Intui-
tief zou men bijv. in (4.1,8) kunnen denken dat u = O de beste keuze zou zijn
omdat daar de integrand puntsgewijs wordt geminimaliseerd. Daar echter de keuze van
u op het tijdstip t, van invlced is op x(T) en ook op y (op het interval
[tl,T]) is deze besturing meestal niet optimaal. Dezelfde opmerkingen gelden
voor (4.2.1) waar men in eerste instantie geneigd zou zijn u = ~B'Kx te kie-
zen, Als men echter K(t) voor ty€ t £ T zo kan kiezen dat R(t) =0 (tostsT)

en K(T) = M, dan wordt (4.2.1)
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T
. ‘ 2
(4.2.2) J(xo,u,tO,T) = xC')K(tO)x0 + J lu + B'Rx|“dt .
fo

Dan wordt het optimaliseringsprobleem plotseling triviaal. Het is op grond
van {(4.2.2) nl. duidelijk dat altiijd geldt

f
J(xo,u,tO,T) = xOK(tO)x0

en dat het gelijkteken geldt als u = -B'Kx,

(4.2.3) STELLING. Als K een symmetrische matrizwaardige functie ig op [tO,T]
die voldoet aan de diffeventiaalvergelijking

(4.2.4) K =KBB'K - A'K ~ KA - C'C

met eindwaarde

(4.2.5) R{(T) = M

dan 1s de besturing u gegeven door de (tijdsafhankelijke) terugkoppeling
(4.2.6) u(t) = -B'(£)R(t)=x(t)

de oplossing van probleem (4.1.7), Verder is
(4.2.7)  V(x,,T) = x.K(t,)x
T ? 00770

de minimale waarde van J.

Dat de optimale besturing eenduidig is volgt uit het feit dat in (4.2.2)
de integraal echt positief is tenzij (4.2.6) geldt. Als men de besturing niet
in de vorm van een terugkoppeling wil geven dan moet men (4.2.6) substitueren

in (4.1.1):
(4.2.8) x(t) = (ACt) - B(t)B'()K(t))y=x(t)

Deze vergelijking, met beginwaarde x(toj = X5 kan men oplossen en de oplos-
sing x(t) kan men substitueren in (4.2.6): u(t) = -B'"{t)K{t)x(t) waardoor u
echt als een functie van t wordt gegeven. Van practisch standpunt is deze

"open-loop'-implementering vanuniet gunstig. Het is gemakkelijker en beter

de "closed-loop"-formulering (4.2.6) direct te gebruiken.
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De differentiaalvergelijking (4.2.4) voor K(t) heet een Riccati-verge-

lijking., We moeten nmu de existentie en eenduidigheid van een oplossing van
(4.2.4) en (4.2.5) onderzoeken. Het is niet vanzelfsprekend dat zulk een op—

lossing bestaat. De differentiaalvergelijking

x(t) = x%(t) + |

heeft immers als algemene oplossing x(t) = tan(t + c¢). Voor geen enkele ¢
bestaat deze functie op een interval met lengte groter dan v, Om de existen-
tie van een oplossing van (4.2.4) en (4.2.5) aan te tonen gebruiken we de
theorie der gewone differentiaalvergelijkingen (zie [GDV], fC-L]), waar het

volgende resultaat wordt bewezen:

(4.2.9) STELLING. 22§ T > O, Xq € R%, £ e CR™ x [0,T] > R™) en 247 (x,t) &

v £(x,t) continu differentiecerbaar t.a.v. x. Dan geldt

i)  Er bestaat een T, met 0 < T, < T zodat de differentiaalvergelijfking

(4.2.10) %(t) = f(x(t),t), x(0) = %

een oplossing x(t) heeft op (0,T, 1.

ii) Als (4.2.10) een oplossing heeft op een interval, dan is deze oplossing
eendutdig.

iii) Alsde oplossing van (4.2.10) op elk interval L0,T,] waarcp zij bestaat
begrensd is met een bovengrens onafhankeligk van T,» dan bestaat er een
oplossing van (4.2.10) op [0,T].

We passen deze stelling toe op (4.2.4) en (4.2.5) met t vervangen door
T-t en 0 door T. Deze vergelijkingen kunnen worden geinterpreteerd als een
stelsel wvan n2 vergelijkingen met n2 onbekenden. Op grond van i) en ii)} be-~
staat er voor elke T een eenduidige oplossing van (4.2.4) en (4.2.5) gedefi~
nieerd op een interval van de vorm [TI,T]. Deze oplossing zal afhangen van

de eindtijd T. We zullen daarom de oplossing aangeven met K(t,T).

Merk ook op dat, als M een symmetrische matrix is, de oplossing van
(4.2.4) ook symmetrisch moet zijn. Immers K en K' voldoen aan dezelfde dif-
ferentiaalvergelijking met dezelfde eindwaarde. Uit de eenduidigheidsstel-
ling (4.2.91i)) volgt dat K(t,T) = K'(t,T) moet gelden voor alle t waarvoor
K(t,T) bestaat. Tenslotte volgt uit (4.2.7) dat K(t,T) positief semi-definiet
is voor elke t, als M = 0, Dit is niet zo gemakkelijk direct uit (4.2.4) af

te leiden.
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(4.2.11) STELLING. De Riccati-vergelijking (4.2.4) heeft voor iedere M 2 O
en iedere T > 0 een oplossing op [ty,T] met K(T) = M.

BEWIJS. Op grond van het voorafgaande hoeven we alleen nog aan te tonen dat
de oplossing van (4.2.4) op [TI,T] begrensd is met bovengrens onafhankelijk
van T]. Zij X, ¢ R" ecen willekeurige vector. Als besturing op [tO,T] nemen

we u = 0, Zii x de bijbehorende toestand met §(T]) = Xy en ¥ de uitgang.

We hebben dus ¥(t) = C(t)¢(t,T])x0. (Merk op dat y(t) ook gedefinieerd is

voor to <t < T]). Er bestaat dan een getal u onafhankelijk van Tl zo dat

T
(4.2.12) [ I51%de + RUTMR(T) = v

T

voor to < T1 < T, Voor u kunnen we nemen

T

Y = max I HC(t)@(t,T])Hzlxolzdt + IMIL
t.<T,<T
0771 to

]

max{lg(t)lz | kg < T < T}.

Laat nu de oplossing K(t,T) van de Riccati-vergelijking bestaan op [TI,T].

waar L :

Op grond van stelling (4.2.3) geldt dan

. T
xR(T, , )%y < J 17124t + X1 (DMR(D) S .

T

De ongelijkheid

xéK(t,T)xO <y

geldt ook voor elke t ¢ [TI,T] als we x(t) = X, nemen daar K(t,T) bestaat
als t ¢ [TI,T].'Daar xo.willekeurig is volgt hieruit dat K(t,T) begrensd is
onafhankelijk van T, (ga dit na m.b.v. appendix B; merk op dat  van X, af-

hangt). Uit stelling (4.2.9) volgt nu het gestelde.
We kunnen de resultaten samenvatten in de volgende stelling:

(4.2.13) STELLING. Z7Jj gegeven C(t},A(t),B(t) een getal ty en een getal Tz £y
m een positief semidefiniete matrix M dan geldt het volgende:

2)  De Riceati-vergelijking
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(4.2.14) K = =C'C - A'K - KA' + KBB'K
heeft een eenduidige positief semidefiniete oplogssing K(t,T) die vol~-
doet aan de eindvoorwaarde

K(T,T) =M .

ii) Het probleem (4.1.7) heeft voor elke Xy € R" een eenduidige oplossing
gegeven door '

(4.2.15) u(t) = -B"(£)K(t,Tx(t) (tg £ t < T)
en de minimale waarde wordt gegeven door

(4.2.16) ﬁig J(xo,u,tO,T) = x(']K(tO,T)x0

In het geval van het tijdsinvariant eindige horizon probleem kunnen we door
een tijdsverschuiving bereiken dat tg = 0. Als we dan P(t,T) := R(T-¢,T)

invoeren zien we dat P voldoet aan de vergelijking
(4.2.17) P =C'C + A'P + PA - PBB'P, P(0) = M .

Uit de eenduidigheidsstelling (4.2.7ii)) volgt dat P niet afhangt van T. Im~
mers T komt in de vergelijkingen en de randvoorwaarde niet voor. In plaats
van P(t,T) kunnen we schrijven P(t). Blijkbaar is K(t,T) = P(T - t). Voor
P(t) kunmen we nog een extra eigenschap afleiden nl. monotonie. We zullen
dit opnemen in een stelling, het analogon van (4.2.13), die we voor de wvol-

ledigheid zullen geven, Omdat t0 =0 noterenwe J(xO su, t0 ,T) als J(xo,u,T) .

(4.2.18) STELLING. Zij gegeven (C,A,B) een getal T 2 0 en een positief semi-
definiete matricz M. Dan geldt het volgende:

i)  De Riceati-vergelijking
(4.2.19) P =C'C + A'P + PA - PBB'P

heeft een eenduidige oplossing, die voldoet aan de begimvoorwaarde
(4.2.20) P(O) =M .

Deze oplossing bestaat voor alle t = 0. Bovendien iz P(t) positief semi-
definiet voor alle ¢ > 0. Verder is,als M = 0,de functie t » P(t) mono-
toon niet-dalend, d.w.z.

(4.2.21) t, < t, ==P(t]) < Plt

1 2)
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n

ii) De tijdsinvariante versie van probleem (5.1.7) heeft voor elke x. « R

0
een eendutdige oplossing gegeven door

(4,2,22) u(t) = -B'P(T - t)x(t) (0 < t=T
en de minimale waarde van J(xo,u,T) wordt gegeven door

(4.2.23) min J(z

,u,T) = x!P(T)x
well 0 0 0

Het enige dat we nog niet hebben bewezen is (4.2,21); dit volgt echter
gemakkelijk uit (4.2,23).

Bovenstaand resultaat geeft ons een methode om de optimale besturing
expliciet te bepalen. De belangrijkste stap hierbij is de oplossing van de

Riccati~vergelijking. We laten dit zien in een voorbeeld.

 (4.2.24) VOORBEELD. Gegeven T > O, X, ¢ R, minimabiseer de integraal

T
J = J (x2 + iz)dt
0

cver alle stuksgewije continu~differentieerbare functies x met x(0) = Xy

We kunnen dit probleem zien als een speciaal geval van (4.1.7) met
n=m=r=1, A=0,B=C=1, M= 0, Vergelijking (4.2.19) wordt (we
schrijven p(t) i.p.v. P(t))

() = 1 - p?(t), p(0) = O .
De oplossing hiervan kan men vinden door separatie:
p{t) = tanh t {(t =2 0) .

Merk op dat deze functie inderdaad niet-negatief en niet-dalend is. De oplos-

sing van het probleem wordt gegeven door
u(t) = &(t) = ~p(T ~ t)x(t)
dus

i(t) = —-tanh(T ~ t)x(t), x(0) = Xy o

Dit is de oplossing gegeven in de vorm van een terugkoppeling. Men kan hier-
uit de x oplossen (alweer door separatie)

cosh(T - t)

x(t) = xg cosh T '
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Tenslotte wordt de minimale waarde van de integraal gegeven door

min J = p(T}xg = xgtanh T . (i

Het oplossen van de Riccati-vergelijking moet in algemenere gevallen nume-
riek gebeuren (zie [K-S] voor meer details). In eenvoudige voorbeelden is
het vaak handiger op een andere manier te werk te gaan. Beschouw bi] gege-
ven C(t), A(t), B(t), tys %y T en M het probleem (4.1.7) dan is R(t,T) bg—
paald door (4.2.4) en (4.2.5) voor tg St < T. Definieer

(4.2.25) p(e) = -K(t,T)x(t), tg st

1A

T

dan geldrt

(4.2.26) p(T) = ~Mx(T)

De optimale besturing wordt in p uitgedrukt door
(4.2.27) u(t) = B(t)p(t)

Een korte berekening levert

(4.2.28) p=-A"p +C'y ,

Metrk op dat (4.2.28) en (4.2.27) samen het duale systeem van (4.1.1) vormen
(zie (2.3.6))!

We kunnen de oplossing van (4.1.7) ook als volgt bepalen:

Bepaal de oplossing van het tweepuntsrandwaardeprobleem:

]

2 L] p—
X = Ax + BB'p, x(to) = X,

~Mx (T)

(4.2.29)

[l
L

p =C'Cx ~ A'p, p(T)

Dan wordt de optimale besturing gegeven door (4.2.27).

De methode die gebruik maakt van de duale vergelijking heeft het voor-
deel dat men met een stelsel lineaire vergelijkingen werkt (nl. (4.2.29))
i1.p.v. de niet-lineaire Riccati-vergelijking. Bovendien is het aantal onbe-
kenden meestal kleiner (nl. 2n i.p.v. Jn{n+1) als we de symmetrie gébrui—
ken). Daar staat tegenover dat men een randwaardeprobleem moet oplossen,
terwijl men bij de Riccati-vergelijking een beginwaardeprobleem heeft, het-

geen in het algemeen numeriek veel aantrekkelijker is.
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(4.2.30) VOORBEELD. We beschouwen weer het probleem van (4.2.24). Het rand-
waardeprobleem (4.2.29) luidt hier

n
n

X Xy

0,

Ps X(O)

p =x, p(T)

dus X = x, x(0) = Xy %X(T) = 0. De algemene oplossing van de differentiaal—

vergelijking X = x kan worden geschreven als
x(t) = a cosh(T - t) + b sinh(T - t)
De voorwaarde %X(T) = 0 levert b = 0, dus
x(t) = a cosh(T - t)
Uit x(0) = Xy volgt dan a = xO/cosh T, dus

% cosh(T - t)
0 cosh T

x(t)

»

Verder is u(t) p(t) = %(t), waaruit u kan worden bepaald.

Oneindige horizon

We beschouwen nu probleem (4.1.5). We zullen dit alleen doen, uitgaan-
de van een tijdsinvariant criterium (4.1.4), voor een tijdsinvariant systeem,

Zij gegeven het systeem

fi

x = AX + Bu
(4.3.1) &))]
y Cx

met A, B en C constant en een begintoestand Xy Voor elke T > 0 kunnen we

het minimum bepalen van

T
(4.3.2)  J(xyu,T) = I (ul? + 1y|Pae
o

voor u € §. Dit minimum is gelijk aan

(4.3.3) V(xO,T) = xéP(T)xO

waar P oplossing is van

P(t) = C'C + A'P + PA - PRB'P

(4.3.4)

P(0) =0 .
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Zoals we in § 4.2 hebben gezien bestaat deze oplossing voor alle t 2 0. Ook
hebben we gezien dat P(t) monotoon is, (Hier is M = 0.) Als nu P(t) boven-

dien begrensd is, dan kan men hieruit concluderen dat lim P(t) = P bestaat
Lo
(zie appendix B). In het algemeen hoeft echter P(t) niet begrensd te zijn.

Zijbijv.n=r=m=1,C=1, A = 0, B =0, Dus

Dan luidt (4.3.4)
P =1, P(0) = 0

zodat P(t) = t.

De oorzaak hiervan is dat er geen enkele u ¢  bestaat waarvoor

[e]

J(xgyu) = J (ul? + Jy1Hae
0

eindig is. Er geldt nl. altijd y(t) = xo,'zodat lu]2 + ly]2 > fxojz. Het is
duidelijk dat in dat geval probleem (4.1.5) zinloos is. Derhalve maken we

de volgende extra veronderstelling:

(4.3.5) VERONDERSTELLING. Er bestaat voor elke Xy €een u € 9 z0 dat de inte-
graal
2 2
(4.3.6)  J(xgeu) = | (Ju]® + |y|at
0

eindig is.

Een voldoende voorwaarde voor (4.3.5) is de stabiliseerbaarheid van
(A,B). Als immers er een F bestaat zo dat A(A + BF) < 0, dan vinden we bij
de besturing u = Fx dat |x(t)]| = le(A+BF)tx0| < Mlxole_ut voor zekere M en
a;’ fyleﬂ!CH.[xO[e-dt. Als we dit sub-

stitueren in (4.3.6) vinden we J(xo,u) < =, De voorwaarde dat (A,B) stabili-

a > 0. Maar dan is |u] s M.IIFII.]xole“

seerbaar is (en zeker de sterkere voorwaarde dat (A,B) bestuurbaar is) is
niet noodzakelijk voor (4.3.5). Als bijv. C = 0, dan kunnen we J(xo,u) al-
tijd eindig houden door u = 0 te kiezen.

Onder de veronderstelling (4.3.5) is P(t) begrensd. Immers

T )
x)P(T)x, < J (]ul2 + [y[z)dt < J ([u|2 + ly|Hat < T(xgy,u)
0
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voor elke u e @, T > 0 (zie appendix B). Dus:

(4.3.7) P, := lim P(T)

Treo

0

bestaat; Uit (4.3.4) volgt dat ook ﬁ(t) een limiet heeft als t = =, Het is
gemakkelijk in te zien dat dan P(t) + 0 (t + =) moet gelden (ga na). Als we

daarom in (4.3.4) de limietovergang t - « maken vinden we dat de vergelijking

(4.3.%) C'C + A'P + PA - PEB'P = 0

voor P = Pg. Dit noemt men de algebraﬁsche Riccati-vergelijking. Uit het

voorafgaande volgt dat onder de veronderstelling (4.3.5) er een oplossing
P= PO van (4.3.8) bestaat. Bovendien is P0 positief semidefiniet, omdat
P(T) = 0 voor alle T > 0. In het algemeen is PO niet de enige positief semi-

definiete oplossing van (4.3.8). We hebben het volgende resultaat:

(4.3.9) STELLING. Onder de veré%dbfétailing (4.3.5) g P, een positief semi-

defintete oplossing van de algebraisehe Riccati-vergelijking. Voor elke op-

lossing P 2 0 van (4.3.8) geldt P 2 P

0" Verder is de minimale waarde

van

-]

(4.3.10)  J(xy,u) = J (ul? + |y|Dae
0

gelijk aan V(x5) = xiP x.. Deze minimale waarde wordt bereikt door de te-
rugkoppeling

(4.3.11) u = ~B'PyX .

BEWIJS. Definieer Py als in (4.3.7). Dan geldt voor elke T > 0, u ¢ O:
J(xo,u) 2 J(xo,u,T) 2 xéP(T)xo s

en dus voor elke u € {
]
J(xo,u) 2 xOPOx0 .

Als we dus hebben laten zien dat voor u gegeven door (4.3.11) geldt
J(xo,u) = xéPoxO, dan volgt daaruit dat u optimaal is. Daartoe maken we ge-~
bruik van formule (4.2.1) met M = 0, K(t) = P, waar P = 0 een willekeurige

oplossing is van (4.3.8), en u(t) = -B'Px(t). Dan vinden we

(4.3.12) J(xo,u,T) = xéPxO - x"(T)Px(T) = xéP(T)xo .
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Als we hier eerst P = P0 substitueren, dan volgt uit

0 < x‘(T)Pox(T) < x('){PO - P(T)}x0 + 0 (T + «)
dat

(4.3.13) =" (DPx(T) + 0 (T > =) .

Dus
J(xo,ﬁ) = lim J(x4y,u,T) = lim {xéPoxo-x'(T)POx(T)} = xéPoxo .
Too0 T-+c0
Hieruit volgt dat u = —B'Pox inderdaad optimaal is. Tenslotte laten we zien

dat Po inderdaad de minimale positief semidefiniete oplossing van (4.3.8) is.
Daartoe nemen we voor een willekeurige oplossing P = 0 in (4.3.12) de limiet

voor T + = en we gebruiken daarbij (4.3.13). Er volgt

Dus is P, de minimale oplossing. N

Opmerking. We kunnen dus zeggen dat we van de oplossingen van de algebraische
Riccati~vergelijking de minimale moeten nemen (die eenduidig bepaald is door

bovenstaande minimaliteitsvoorwaarde) voor de optimale besturing.

Het voordeel van de optimale besturing van het oneindige horizon probleen
boven die van het eindige horizon probleem is het feit dat zij een tijdsin—
variante terugkoppeling is. Bovendien is zij veel gemakkelijker te implemen-—
teren o.a. door een veel geringer geheugenruimte. We kunnen nu ook de stabi-
liteit van het teruggekoppelde systeem onderzoeken. In eerste instantie zou
men verwachten dat het systeem S (4.3.1) asymptotisch stabiel zal zijn als
(4.3.10) eindig is voor elke Xy - Hierbij zal het echter nodig zijn een waar-
neembaarheidsvoorwaarde aan S op te leggen. Als bijv. C = 0, dan zal de mi-
nimale waarde van'(4.3.10) gelijk aan nul zijn. De optimale besturing zal
u =0 zijn en de minimale oplossing van de algebraische Riccati-vergelijking
Py = 0. Er is echter peen enkele garantie dat het systeem % = Ax (ontstaan
door dat in § de "terugkoppeling" u = 0.x toegepast is) stabiel is. Het
blijkt dat detecteerbaarheid voldoende is voor de stabiliteit van het terug-

gekoppelde systeem % = on met

:= A - BB'P

(4.3.14) Aq 0 -
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(4.3.15) STELLING. 27§ (C,A) detecteevbaar. Dan is A(A,) < 0. Bovendien ig
PO de enige positief semidefiniete oplossing van (4.3.8).

BEWLJS. Zij on = Av, v # 0, Vermenigvuldig (4.3.8) (met P = PO) van links

* -
met v en van rechts met v. Dan vindt men:

(4,3.16) 2 Re k.v*Pov = —|0v|2-|B'Pov|2 .

We onderscheiden twee gevallen:

i) Als Re A = 0 of V*Pov = (0, dan is Cv = 0 en B'P v = 0, Dan is ook

0

Av = Agv + BB'POV = on = Ay

d.w.z, A is een niet-waarneembare eigenwsaarde van A, Hieruit volgt dat
Re X < 0, omdat (C,A) detecteerbaar is,

ii) Re A # 0 en v*POv > 0, Dan is blijkbaar Re A < O vanwege (4.3.16). Dus
Re A < O. '

Dit bewijst de eerste uitspraak van de stelling. Zij nu P 2 O een oplos-
sing van (4.3.8). We substitueren M = 0, K(t) =P en u = —B'Pox (de optimale
terugkoppeling) in (4.2.,1). Dan volgt

1 - = L] - 1
X)BoXy = J(xou) = J(xo,u,T) xoPxy ~ x (T)Px(T) +
T
' - 2 ' - '
J {B' (P Po}x[ dt 2 xjPxy = x' (DPx(T) .
0

Daar x(t) + 0 (t -~ «) vinden we na limietovergang:

] 1
xOPOx0 2 xOPxO .

Dit geldt voor alle x,. Dus P, = P. Daar anderzijds P, =P (stelling (4.3.9))

vinden we PO = P (ga na dat deze stap is gerechtvaardigd). 0

Stel er is voldaan aan veronderstelling (4.3.5) en zij (C,A) detecteerbaar.
Beschouw naast het criterium

]

6.3.17) j (Jul? + Jy1Dae
0

ook het eriterium
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T
(4.3.18) 1lim { f ([u[2 + lylz)dt + x' (T)Mx(T)}
Tpoo
0
voor M 2 0. Met (4.3.15) zien we direct dat voor u = —B'Pox de waarde van

(4.3,18) X6P0x0 is. Bovendien zien we dat door u==—B'POx ook (4.3.18) gemi-

nimaliseerd wordt. Stel nl. dat er een besturing bestaat zo dat

o

(4.3.19) J (|u|2 + |y]2)dt + lim x"(T)Mx(T) < x(Po¥y -
T
0

Deze besturing zou dan, aangezien M = 0 is, voor (4.3.17) een kleinere waar—
de leveren als xéPOXO' Met (4.3.9) verkrijgen we dan een tegenspraak.
Aangezien %, in het bovenstaande willekeurig gekozen kan worden krijgen we

met (4.2.23) de volgende

(4.3.20) STELLING. Z7j voldaan aan de veronderstelling (4.3.5). 2ij (C,A)
detecteerbaar en M = 0. Zij P(t) de oplossing van de Riceati-vergelijking

P =C'C+A'P + PA - PBB'P, P(0) = M
dan geldt

lim P(t) =P

£t

0

waarin Py de enige positief semidefiniete oplossing van (4.3.8) is. ]
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HOOFDSTUK V. STOCHASTISCHE SYSTEMEN

Stochastische processen

Een stochastisch proces is een stochastische variabele die afhangt van

de tijd t. Strict genomen moeten we zo'n stochastische variabele aangeven
met (t,w) » x(t,w). We zullen echter gewoonlijk t ¥ x(t) schrijven en de af-
hankelijkheid van x(t) t.a.v. de elementaire uitkomsten « onvermeld laten.
Voor een strengere en uitgebreidere behandeling van stochastische processen
dan hier wordt gegeven verwijzen we naar [SP II1], [PA}., Zie ook [K-S].

Daar voor elke t de grootheid x(t) een stochastische variabele is, kan men

de verdelingsfunctie
P{x(t) < &}

beschouwen, Deze verdelingsfuncties geven echter nog niet veldoende informa-

tie over het proces. Men heeft ook simultane verdelingsfuncties nodig:

P{x(tl) < El,x(tz) < 52,...,x(tk) < Ek} .

Meestal zullen we niet werken met scalaire variabelen maar met stochastische

vectoren, Hiervoor gelden analoge beschouwingen. Ongelijkheden voor vectoren

worden steeds componentsgewijs opgevat: x(t) < £ betekent xi(t) < Ei

(i=1,...,0).
(5.1,1) DEFINITIE. Zij x(t) een n-vectorwaardig stochastisch proces. Dan heet
x(t) := E{x(t)}

de verwachtingswaarde van het procés en

R (t),t,) = ELGx(r)) = ®(t;))(x(ty) - x(£))) '}

de ecovaritantiematriz.

R, is een n X n-matrixwaardige functie van twee variabelen. De volgende ei-

genschappen zijn gemakkelijk te verifiéren:

(5.1,2) STELLING,

. ' - 1
i) Rx(pl,tz) = Rx(tZ'tl)'
ii) Rx(t,t) ig symmetrigch en positief semidefiniet.
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We zullen in dit hoofdstuk steeds aannemen dat de verwvachtingswaarde en
de covariantiematrix bestaan., Deze twee grootheden beschrijven natuurlijk de
simultane verdelingsfuncties niet helemaal. We zullen ons echter alleen bezig-
houden met eigenschappen van het stochastisch proces die uitgedrukt kunnen
worden in de verwachtingswaarde en de covariantiematrix. Daarom zullen we
speciale eigenschappen van een stochastisch proces zoveel mogelijk uitdruk-
ken d.m.v. deze grootheden. De stationmariteit van een stochastisch proces is

hiervan een voorbeeld:

(5.1.3) DEFINITIE. Een stochastisch n-vectorproces x(t} heet stationair als

P{X(tl) S Eyaenasx(ey) < Ek} = P{x(t; +1) < El,...,x(tk-+r) < gl

voor elke T ¢ R, (tl""’tk) € Bk, (El,...,ak) eiRkn.

(5.1.4) STELLING, Zij x(t) een stationair proces. Dan geldt

i) x(t) 78 constant (onafhankelijk van t).

ii) Rx(tl,tz) hangt alleen af van t, - tos d.w.2., er bestaat een n x n-ma—

1
trizwaardige functie t » R(t) zo dat Rx(tl,tz) = R(tl -'tz} voor alle

t] er t2.

Het bewijs hiervan is duidelijk. Merk op dat volgens afspraak hier is
aangenomén dat x(t) en Rx(t1't2) bestaan. We zullen bij een stationair pro-
ces verder steeds Rx(tl - t2) schrijven i.p.v, Rx(t],tz). Als we alleen in
X en R, zijn geinteresseerd, dan kunnen we volstaan met de in (5.1.4) ge-

noemde eigenschappen i.p.v. de stationariteit.

(5.1.5) DEFINITIE. Een gtochastisch n-vectorproces x(t) heet zwak stationair__
als

i) x(t) constant is.

ii) Rx(t],tz) alleen van t, ~t, afhangt.
Een analoge situatie hebben we voor het begrip onafhankelijkheid:

(5.1.6) DEFINITIE. Laat x{(t) en y(t) twee stochastische veclorprocesgen zijn
van dimensie w en n. Dan heten x(t) en y(t) stochastisch_onajhankeZijk als

voor elk k-tal getallen (tl,...,tk) de nk—-vectoren (x(tl),...,x(tk)) en de
nk~vectoren (y(t]) - .,y(tk)) stochastisck onafharkelijk zijn.
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Dan geldt de volgende eigenschap:

(5.1.7) STELLING., Als x(t) en y(t) stochastisch anaf%énk;zijk zijn dan geldt

voor elke t, en ty:

(5.1.8)  E{(x(t)) - x(t))(y(ty) - y(e))'} =0,

Dit geeft weer aanleiding tot een definitie van een verzwakte vorm van
onafhankelijkheid,

(5.1.9) DEFINITIE. Twee stochastische vectorprocessen heten ongecorreleerd
als (5.1.8) geldt voor elke t

i en t2.

Het voordeel van deze verzwakte eigenschappen is dat men ze gemakkelijk
kan verifieren, in het bijzonder omdat ze niet het bekend zijn van de volle-
dig simultane verdelingsfunctie veronderstellen,

Een stochastisch proces x(t) in R® heet normaal verdeeld als voor elk
k-tal (tl,...,tk) de nk~vector (x(tl),...,x(tk)) normaal verdeeld is. Van

een normaal verdeeld proces wordt de simultane verdeling helemaal bepaald

door de verwachtingswaarde en de covariantiematrix. Als gevolg hiervan, zijn
voor zulke processen de zwakke en sterke eigenschappen in bovenstaande defi-

nities equivalent,

(5.1.10) DEFINITIE. We zeggen dat een stochastiech proces ongecorreleerde

toengmes heeft op [ty,=) als

i) x(to) =0,
ii) TVoor elke t 21%)heef% x(t) verwachtingswaarde nul: E{x(t)} = 0.
iii) Als (tl,tz) en (t3,t4) twee disjuncte intervallen zign in [to,“) dan

ztgn de toenames van x op die intervallen ongecorreleerd, d.w.z.

E{(x(ty) - x(£))) (x(8,) - x(£5))'} = 0 .

Als we de notatie

Q(t) := Rx(t.t) = E{x(t)x'(t)}

gebruiken (bedenk dat x{t) = 0), dan volgt uit de definitie dat voor t, < t

} 2

geldt:
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Rx(tl,tz) = Efx(tl)x'(tz)} =
E{(x(tl)"X(to))(x(t2> - x(t]))‘} + Q(t]) = Q(tt) .

2 t2. Dus, in het alge-

Uit (5.1.2) volgt dan dat Rx(t],tz) = Q(tz) als t, 2

meena:

(5.1.11) RX(tI,tz) = Q(min{tl,tz}) .

Als omgekeerd deze relatie geldt voor een stochastisch proces dat voldoet
aan i) en ii) van (5.1.10) dan is dit een proces met ongecorreleerde toena-

mes. Verder volgt dat VooT £ St <ty

Qe,) = E{(x(ty)) = =x(£))(x(t,) = x(e )"} + Q(r) 2 Qle)) .

SU— - . . o ———

De matrixfunctie Q{t) is dus niet~dalend.
Een bijzonder voorbeeld van een proces met ongecorreleerde toepames is een

zgn, Wiener-proces ook wel Brownse beweging senoemd. Dit is een normaal ver-
P gLug g

deeld proces w(t) met ongecorreleerde toenames waarin bovendien

Q(t) := Rw(t,t) = (¢t - tO)I .

Uit (5.1.11) volgt dat voor een Wiener proces geldt

Rw(tl'tZ) = (mln{t],tz} - tI .

Uit (5.1.11) volgt dat een proces met ongecorreleerde toenames niet
zwak stationair kan zijn (tenzij Q(t) = 0 voor alle t).

Als laatste voorbeeld van een stochastisch proces noemen we witte ruis.
Dit is geen welgedefinieerd stochastisch proces. Bovendien is het fysisch
onmogelijk. Desondanks wordt witte ruis vaak gebruik in stochastische model-~
len enerzijds omdat er gemakkelijk mee gerekend kan worden en anderzijds om-
dat witte ruis een goede benadering vormt voor vele echte processen, Tenslot-
te is witte ruis van belang omdat men er vele stochastische processen mee
kan genereren (zie § 5,2), Intuitief is witte ruis een stochastisch proces
v(t) met verwachtingswaarde O en met de eigenschap dat voor t # t2 de sto=~
chastische vectoren v(tl) en v(t2) ongecorreleerd zijn., Opdat het proces niet
triviaal wordt, moet men eisen dat de covariantie oneindig wordt als t) en

t, samenvallen. Meer specifiek:

(5.1.12) R (£,,t,) = ACPLICEIR Y

waar V(t) een positief semi-definiete matrixwaardige functie is, genoemd de
intensiteit van v. Witte ruis is zwak stationair dan en slechts dan als

S
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v(t) = V constant is. We zullen verder aannemen dat V(t) continu is.

Beschouw nu een proces x met ongecorreleerde toenames waarbij Qx(t) con-

tinu differentieerbaar van t afhangt. Dan zij voor & > O:

Yé(t) :gx(t -+ Gé - x(t) .

Als nu ty =t > § dan zijn ys(tl) en yé(tz) ongecorreleerd. Stel nu dat

lim Vs =V bestaat in zekere zin. Het limietproces v heeft dan de eigemnschap
§->0

dat v(tl) en v(tz) ongecorreleerd is als 12 ¥ t2. Bovendien is E{v(t)} = 0

voor alle t 2tns Duwaz. v is een witte ruis en formeel kunnen we schrijven:

(5¢1413) "'E'“VV .

Strikt genomen kunnen we echter het proces y meestal niet differentiéren en
vergelijking (5.1.13) moet dan ook formeel worden opgevat. Omgekeerd kan men

uitgaan van witte ruis v en dan kan men (formeel) laten zien dat

t
x(t) := I v{t)dT

o

een proces met ongecorreleerde toenames is.

Het resultaat is dat men witte ruis kan opvatten als de tijdsafgeleide
van een proces met ongecorreleerde toenames. Een strenge behandeling van
witte ruis kan men verkrijgen door niet meer te praten over witte ruis zelf
maar over het corresponderende proces met ongecorreleerde toenames. We mer-

ken nog op dat

Q(t) i= R (t,t) = E{x(t)x'(t)} =

t t
E{ J v(Tl)dT1 JV'(Tz)de}'- J ( J E{v(rl)v'(tz)}drz)dr1 =
to tO tO to
t t £

J v(t,) J 6(11 - rz)d'r2 dr, = J v{(r)dT

t t
t 0

0 0

en dus
Q(e) = V(1) Qlt) = 0

hetgeen de relatie tussen de intensiteit van v(t) en de covariantie van x(t)

aangeeft,
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5.2. Lineaire syslemen met witte ruis als i{ngang

We beschouwen nu het systeem

((t) = A()x(t) + B(t)v(t)
(5.2.1)  y(&) = c(t)x(t)
x(to) = X,

waarin v(t) een witte ruis is en X, een stochastische variabele, We nemen
aan dat X, en v(t) ongecorreleerd zijn voor alle t, dat g verwachtingswaar-—
de EO en covariantiematrix Q0 heeft en dat v een intensiteit V(t) heeft. De

transitiematrix van de vergelijking % = Ax geven we aan met @(tl,tz).

(5.2.2) STELLING. Onder gencemde voorwaarde hebben x en y verwachtingswaar—

den gegeven door het systeem

x(t) = ADE(E), F(E) = C(DE(E)

(5.2.3) _ _
x(to) = x,
en X en y hebben een covariantiematrix die voor £, >ty voldoet aan
(5.2.4) Fltirt) ACE DR (t,,t,)
e 3t - AR

1

zodat voor T, 2ty geldt

(5.2.5) Rx(tl,tz) = ¢(t],t2)Qx(t2)
waar Qx(t) 1= Rx(t,t).
Verder geldt voor £, <ty dat

(5.2.6) Rx(tl,tz) = Qx(t])é'(tl,tz)

ofwel

BRx(tl,tz)

(5.2.7) v = Rx(t]’tz)A'(tz)

2
Voor de functie Qx(t) geldt

b = AQ_ + Q A" + BVR'
(5.2.8) % * X

Qx(to) = QO .

Tenslotte vinden we voor het stochastisch proces y dat
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(5.2.9) Ry(tl,tz) = c(tl)Rx(tl,tz)C'(tz)
en tn het bijzonder

(5.2.10) Qy(t) = C(t)QX(t)C'(t)

waar Qy(t) i= Ry(t,t).

BEWIJS. Formule (5.2.3) volgt gemakkelijk uit het feit dat E{v(t)} = 0, als

men gebruikt dat
9 Blx(t)} = E{x(t)}
dat

Het is echter correcter gebruik te maken van de variatie-van-constantenfor—
mule

t
x(t) = @(t,to)xo + { d(t,T)B(r)v(t)dr

€

hetgeen ook onmiddellijk het gewenste resultaat geeft.

Als we nu
z{(t) := x(t) - =x(t)

invoeren, dan is z(t) = 0 en Rx(tl’tZ) = Rz(t],tz). Verder voldoet z aan de

vergelijking

z = Ax + Bv, z(to) =z,

met EO = 0. Daarom geldt ook voor z een variatie-van-constanten-formule

t
(5.2.11) =z(t) = ¢(t,t0)20 + J d(t,t)B(tIv(TidT .

%0
Er geldt voor £y >ty
)
E{z(tz)v'(t])} = E{@(tz,to)zov'(tl) + I ¢(t2,T)B(T)v(T)v'(t])dT}=
%o
Ty
(tysty)Elzv (€ )} + J ¢(t,, TIB()E{v(r)v'(£,)}dr = 0
t

G
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daar 2, en v'(t]) ongecorreleerd zijn en E{V(T)v'(tl)} =0 voor T < t,. Dit

betekent dat x(t) tn (5.2.1) ongecorreleerd s met v(t) voor t > t.. Ver-

1
der vinden we voor t, > t2

R e

3t T3t

E{z(tl)z'(tz)} = E{i(t])Z'(tZ)} =
1

E{A(tl)z(t])z'(tz) + B(tl)v(tl)z'(tz)} = A(t])RX(tl,tZ)

daar E{v(tl)z'(tz)} =0 voor t, > t2. Dit bewijst formule (5.2.4) en ook

1
(5.2.5). Formules (5.2.6) en (5.2.7) verkrijgt men door transpositie (zie

(5.1.20.
Om (5.2.8) te bewijzen substitueren we (5.2.11) in Qx(t)==E{z(t)z'(t)}.
Dit levert, met gebruikmaking van E{zov'(t)} = 0, dat

t

{(5.2.12) Qx(t) = @(t,tO)QOQ'(t,tO) + I (L, )B(T)V(T)B' (1) 0" (t,1)dr

£

waaruit men (5.2.8) door differentiatie verkrijgt. Formules (5.2.9) en
(5.2.10) volgen ommiddellijk.

(5.2.13) OPMERKING. Als we Sx(t) definieren door
Sx(t) = E{x(t)x"(t)}

dan vinden we

S_ = ASy + S_A' + BVB'
X X

(5.2.14)
Sx(tO) = Q0 .

We kunnen dit direct inzien daar

= + !
Sx Qx XX

en omdat x aan (5.2.3) voldoet.

Als we in (5.2.1) A = 0, B = I hebben, dan geldt de differentiaalverge—
lijking (5.1.13) voor x{t)., De in § 5.1 beschreven situatie is dus een spe-~

ciaal geval van stelling (5.2.2) als bovendien ;(to) = (, Qt = 0.
0
We bekijken ook de tijdsinvariante versie van (5.2.1) waar A een stabili-

teitsmatrix en v(t) zwak stationair is. Als gewoonlijk nemen we weer t0=().

We kunnen (5.2.12) herschrijven als
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t
T
+ J e™pvpte™ ar .
0

tA  tA'
Q. (t) = e Qe
Omdat A(A) < 0, convergeert de integraal als t =+ =. Er geldt dus

€0

J eTABVB'eTAdT ..

I

1lim Qx(t) - Qx
tow 0

Uit (5.2.8) volgt dat ook lim Qx(t) bestaat. Deze limiet moet blijkbaar O
oo
zijn zodat we zien dat Qx voldoet aan de vergelijking

1 T -
(5.2.15) AQx + QxA + BVR' =0

d.w.z. Qx is een constante oplossing van de tijdsinvariante versie van
(5.2.8). Dit kunnen we ook verifiéren door substitutie (vgl. § 3.1). Uit de -
theorie van § 3.1 volgt dat Qx de enige positief semidefiniete oplossing van
(5.2.15) is. Als we voor beginwaarde x(0) een stochastische variabele x, heb-

0

ben met verwachtingswaarde io = 0 en covariantiematrix Q0 = Qx’ gegeven door

(5.2.15), dan geldt Qx(t) = Qx voor alle t 2 0, De toestandsvariabele (en

ook de uitgangsvariabele) is dan zwak stationair.,

Optimale waanemers

We gaan uit van het systeem

[}

X = AX + Bu + v (t0 £t T

(5.3.1)

I}

y=Cx +w

waar v en w beide witte ruis zijn met intensiteit V(t) en W(t) respectieve-
1lijk. In dit systeem worden dus zowel de hewegingsvergelijking als het meet—
proces gestoord. Het probleem dat wij willen onderzoeken is uit de waarneming
van de uitgang y op een interval [t,,t] een zo goed mogelijke schatting voor
de toestand op het eindtijdstip te bepalen. We gaan uit van de veronderstel-—
"ing dat er van de beginwaarde statistische informatie is gegeven. D.w.z. we
weschouwen X als stochastische variabele waarvan we de verwachtingswaarde

§0 en de covariantiematrix QO = E{(x.0 - ;0)(x0 - ;O)'} kennen. Hierbij nemen

we aan dat v, w en g ongecorreleerd zijn, dus

E{v(tl)w'(tz)} =0

1)
o

(5.3.2)  E{v(£) (5 ~ X'}

E{w(t])(xo - 20)'} =0
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voor alle tiaty. De intensiteit van v geven we aan met V en die van w met W:

I

E{v(t v’ ()} = V(£ )8(t, = t,) ,

(5.3.3)

E{W(tl)w'(tz)} W(tl)s(t] - t2) .

We maken de volgende regulariteitsveronderstelling

(5.3.4) W(t) > 0, tg S t < T..
Deze voorwaarde betekent, dat we voor geen enkele vector a EZBF, het inwen-

dige product a'y exact kunnen meten.

We kunnen het schattingsprobleem herleiden tot het speciale geval dat

x, = 0 en u = 0. De verwachtingswaarden ;,; zijn immers oplossing van (zie
stelling (5.2.2)):

X

AX + Bu, §(t0) = x

0 y
y =Cx .
We kunnén definiéren X, = x-x, Y=Y - §. Er geldt dan
X, = Ax] + v, xl(to) = x(to) - Xy

i

¥y, = Cx] +w .

In deze vergelijkingen is inderdaad de besturing en de verwachtingswaarde
van de beginwaarde 0. Laten we verder van deze veronderstelling uitgaan in
"(5.3.1). Dan zal x(t) en y(t) verwachtingswaarde 0 hebben voor alle t.
Aangezien W(t) > 0 is kunnen we schrijven W(t) = U(t)U'(t) met U(t) regulier

voor alle t = to. Als we nu definiéren z = U~ly] dan geldt

z =0 lex, + 0y = Bx

¢ + w .

1
Het is nu duidelijk dat de intensiteit van W de eenheidsmatrix I is. In hét
vervolg zullen we er steeds van uitgaan dat bovengenoemde tramsformatie

heeft plaatsgevonden. Opdat C(t) continu is zullen we bovendien aannemen dat

W(t) continu is. We formuleren nu het schattingsprobleem:

(5.3.5) PROBLEEM. Z1j gegeven het systeem

X = Ax + v, x(to) = %4

(5.3.6)

It

vy Cx +w
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waar v en w beide witte ruis zijn met intensiteit V=0 en W= 1en %, een

stochastische variabele met verwachtingswaarde ;0 = 0 en covariantiematrix
= '

(5.3.7) QO E{xoxo} .

Bepaal een n x r-matrixwaardige functie V(t,s) gedefinieerd voor kg <8 <L,

zodanig dat voor elke t
- 2

(5.3.8)  E{|&(t) - x()|“}

minimaal is, waarbij de schatting %(t) wordt gegeven door

t

{5.3.9) %(t) = I Y(t,s)y(s)ds .

%

We zoeken dus een schatting %(t) van x(t) die op een lineaire manier
afhangt van de waarnemingsgegevens y(s) (to € 5 £ t) en die optimaal is, in
de zin dat (5.3.8) wordt geminimaliseerd. We maken gebruik van het volgende

hulpresultaat.

(5.3.10) LEMMA. Zij M een lineaire ruimte van stochastische vectoren met
eindige covariantie. Zij £ een lineaire deelruimte van.M en x ¢ M. Opdat
een stochastische vector y ¢ L de eigenschap heeft dat

G.3.11) E{{x - y|2} < B{|x - zlz}
voor elke z € L 18 noodzakelijk en voldoende dat
(5.3.12) E{(x-y)'z} =0

voor alle z ¢ £, De oploseing van (5.3.12) is eenduidig.

BEWIJS. Een korte berekening geeft

(5.3.13) E{jx -y - zlz} - E{|x - ylz} = E{]zlz} - 2E{(x - y)'z} ,

voor elke y,z € £ (in feite voor elk drietal x,y,z in M), Als voor zekere

vy el (5,3.12) geldt volgt hieruit dat

(5.3.14) E{lx - y - 2|2} - E{|x - y]%} = E{|2]|®}

voor elke z ¢ £, Als u € £ willekeurig is, kunnen z = u - y substitueren in
(5.3.14), Dit levert
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(5.3.15) E{|x - u]z} = BE{|x - ylz} + E{|u - y[z}

voor elke u ¢ L. Hieruit velgt (5.3.11). Als omgekeerd (5.3.11) geldt, dan
volgt uit (5.3,13) dat

(5.3.16) E{{z|%} 2 2E{(x - y) 'z}

voor elke z € L. Zij u ¢ L willekeurig en substitueer z = Au, met willekeu-

rige reéle A in (5.3.16), Dan vindt men

AEC[ul?) 2 22E{(x - y)'u} .

Door X van links en rechts tot nul te laten naderen ziet men dat
E{(x - y)'u} = 0. Uit (5.3.15) volgt tenslotte de eenduidigheid van de vector
y die voldoet aan (5,3,11) dus ook van de oplossing van (5.3.12), 0

Als men (x,y) := E{x'y} in M opvat als een inwendig product dan zegt
bovenstaand lemma dat de projectie van x op £ het punt in £ is dat het dicht-
ste bij x ligt. (De existentie van een y die voldoet aan (5.3.11) kan men on-

der de aanname dat £ is volledig is, geven,) Zie [LA].

(5.3.17) STELLING. Een stochastische vector %(t) van de gedaante (5.3.9)7ié
optimaal dan en slechis dan ale

(5.3.18) E{R(t)y' (1)} = E{x(t)y' (1)}

voorty < T < t, Er 18 niet meer dan één %(t) die deze eigenschap heeft.

BEWIJS, Zij %(t) optimaal. Als we met Eij de matrix aangeven gedefinieerd
door ) '
1 k=1, 2 =3,

(Eij)kSt T

0  (anders) ,
en als we voor zekere T < t

t
X(t) = j §(t = 8)E, .y(s)ds
¢ 3
0
definiéren, dan geldt op grond van lemma (5.3.10):
E{(x(t) - %(£))'%(t)} = 0,
d.w.z.
E{(x(t) - ﬁ(t))iyj(r)} =0,
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Dit impliceert (5.3.18). Als we geen deltafunctie willen toelaten bij de
keuze van ¥(t,s), dan moeten we in deze afleidingde deltafunctie benaderen
door continue functies en daarbij een limietproces uitvoeren.

Veronderstel nu dat ¥ aan (5.3.18) voldoet en zij

t

%(t) = Iiﬂ(t,s)y(s)ds .

t
0

Als a,b ¢ R®, dan geldt
a'b = tr(ab') .
Deze relatie geeft ons:
E{(x(t) - R(£))'R(t}} = E{er[(x(t) - ReNT' ()]} =

t
trl [ E{(x(t) - R(eNy'(s)¥'(t,s8)ds] = 0 .
0

De eenduidigheidsuitspraak volgt uit lemma (5.3.10).

We gebruiken de volgende notaties en relaties:
E{x(t)x' (1)} =: Rx(t,T) =: R(t,T)
(5.3.19) E{y(t)y'(z)} =: Ry(t,r) = C(E)R(t,T)C(t) + 8(t ~ 1)1

E{x(t)y' (1)} =: ny(t,T) = R(t,1)C'(7) .

De voorwaarde (5.3.18) kunnen we dan schrijven als

t
(5.3.20) J W(t,s)Ry(s,T)ds = ny(t,r) (tO < T < t) .

t
0

Deze voorwaarde kunnen we uitschrijven m.b.v. (5.3.19).

(5.3,21) STELLING. Een stochastische vector

t

x(t) = f ¥(t,s)y(s)ds

%

ie optimaal dan en slechts dan als
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t
{(5.3.22) j ¥(t,s)C(s)R(s,t)C'(1)ds + ¥(t,1) = R(t,1)C' (1)

%o

voort0< T < ¢t.

. De integraalvergelijking (5.3.22) wordt genocemd de Wiener-Hopf-verge-

lijking.

Tot nu toe hebben we de optimale schatter proberen te vinden op een be~

paald tijdstip t op grond van waarnemingen van y(s) voor ty< s < t. Het blijkt
bij de oplossing van de Wiener-Hopf-vergelijking (5.3,22) handig te zijn de
afhankelijkheid van %(t) t.a.v, t te onderzoecken. In het bijzonder kan men
voor X(t) een differentiaalvergelijking afleiden. Daartoe hebben we de afge~

leide 3¥/3t nodig. Deze wordt gegeven door het volgende lemma,

(5.3.23) LEMMA, Als ¥{t,s) voldoet aan (5.3.22) (of (3.3.20)), dan geldt
SE(E,8) = A)¥(t,8) = ¥(£,0C(¥(e,8) (g, < 5 < 1)

BEWLJS. Differentieer de relatie (5.3.20) naar t en gebruik de relaties
Ry(t,T) = C(t)ny(t,T) (to < 1 < t)

en (vergelijk (5.2.4))

R {(t,T)
Xy = A(E)R__ (t,T)
ot Xy
Dan volgt
£

(#(5,000(8) ~ AR (£,7) + Jg:yt_(t,s)ay(s,ﬂds -0 .
t
0

Als men nu (5.3.20) in de eerste term substitueert krijgt men

t
J H(t,s)Ry(s,T)ds =90
t

0
waar

¥
H(t,s) := {¥(t,t)C(t) - A(x)}¥(t,s) + e(t,s)
Als ¥ een oplossing is van (5.3.20) dan is dus ook ¥ + H een oplossing van

(5.3.20). Uit de eenduidigheid van de oplossing van (5.3.20) (zie stelling
(5.3.17)) volgt dat H(t,s) = 0, th €8 < t. 0
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Met behulp van dit resultaat vinden we een differentiaalvergelijking
voor £(t). Het blijkt dat we om X(t) te berekenen niet ¥{(t,s) voor alle t

en s nodig hebben maar alleen

(5.3.24) K(t) := ¥(t,t)

(5.3.25) STELLING. De optimale schatter R(t) voldoet aan

R(6) = A(DR(r) + K(D)y(t) - C(OIR(E)), R(ty) =0 .

Dit veolgt onmiddellijk door differentiatie van (5.3.9) met gebruikma-
king van lemma (5.3.23). We zien dat de optimale schatter wordt gevonden
als een (tijdsafhankelijke) waarnemer van het type gencemd in § 3.4. We heb-
ben probleem (5.3.5) opgelost als we K(t) kunnen bepalen, Het blijkt dat

K(t) een eenvoudige interpretatie heeft:

(5.3.26) LEMMA. Als e(t) := x(t) - %(t) de foutvector is van de optimale

schattier en
P(t) := E{e(t)e'(t)}
dan is

K(t) = P(t)C'(t)

BEWLJS. Zij

M(t) := R.{t,t)

]

E{R(e)x' (L)} ,

Qlt) := Rx(t,t) E{x(t)x'(t)} = R(t,t) .

]

Uit
E{x(t)y'(s)} = E{x(t)y'(8)} = ny(t,S) = R(t,s)C'(s)
volgt
t
(5.3.27) M(t) = E{R(O)R"(£)} = E{ J v{t,s)y(s)X'(t)ds} =
t, '
t t
= J ¥(t,s)C(s)R'"(t,s)ds = J ¥(t,s)C(s)R(s,t)ds .
%o %o
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Anderzijds is op grond van (5.3.18):

P(t) = E{e(t)e’(£)} = E{x(t)x'(t)} - E{R(L)R'(t)} = Q(t) - M) =
t
R{t,t) - J ¥(t,s)C(s)R(s,t)ds

t

0
en dus (op grond van de Wiener-Hopf-vergelijking):

t
R{t,t)C' () - f ¥(t,s)C(s)R(s,t)C'(t)ds =
t

P(t)C'(t)

0

)]

We kennen derhalve K(t) zodra we P(t) kunnen bepalen. Het blijkt dat

P(t) aan een Riccati-vergelijking voldoet.

(5.3.28) STELLING., Er geldt

P(t) = V + AP + PA" - PC'CP, P(ty) = Q .

BEWIJS. Uit (5.3.27) volgt

t
M(t) = ¥(t,£)C(t)R(t,t) + J (Aa(e)¥(t,s) - ¥(e,t)C(t)¥(t,s)C(s)R(s,t)ds +
%
t
+ I ¥(t,s)C(s)R(s,t)A'(t)ds = PC'CQ + AM ~ PC'CM + MA'
t
0

dus
M(t) = AM + MA' + PC'CP

en, volgens stelling (5.2.2) (zie (5.2.8)):
Q(t) = AQ + QA" + vV .,

Uit P(t) = Q(t) - M(t) volgt nu het gestelde. 0

We hebben nu een methode om de optimale schatter te bepalen. We zullen

het uiteindelijke resultaat formuleren:
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(5.3.29) STELLING. De oplossing %(t) van probleem (5.3.5) wordt bepaald door

£ = A% + K(y - ¢®) ,

waar

K(t) = P(t)C"(t)
en P(t) de oplossing 1s van de Riccati-vergelijking

P(t) =V + AP + PA' ~ PC'CP ,
P(to) = QG .

Nu beschouwen we het originele probleem gegeven door het systeem (5.3.1).
Aangezien hier de besturing u en de verwachtingswaarde Xy nog als gegeven
kunnen worden beschouwd naast de waarnemingen y(t), zoekt men hier een opti-

male schatting van x{(t) van de gedaante

t
(5.3.30) =%(r) = J y(t,s)y(s)ds + xo(t)

o

waarbi] xo(t) op een lineaire manier afhangt wvan EU en u. Daar ;O en u(t)
deterministisch is, is ook xo(t) deterministisch, De verzameling van alle
stochastische vectoren %(t) van de gedaante (5.3.30} is lineair en lemma

(5.3.10) is van toepassing. Voor de optimale X(t) geldt daarom

E{(®(t) - x(t))'xo(t)} = 0

voor elke functie xo(t) die lineair wvan §0 en u(t) afhangt. Hieruit volgt
E{&(t)) = E{x(t)} = x(t) ,

d.w.z. de optimale schatter is zuiver. Als we in (5.3.30) de verwachtings-

waarde berekenen, vinden we

t
x,(t) = x(t) - J y(t,s)y(s)ds ,

o

waardoor xo(t) is bepaaldl Nu volgt gemakkeliik dat als %(t) een optimale

schatter is voor (5.3.1),
2, (£) = &(£) - x(t)
optimale schatter is in de zin van probleem (5.3.5). We kunnen deze schat-

ter vinden uit stelling (5.3.29) en we vinden zo het volgende algemene re-

sultaat:
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(5.3.31) STELLING. (Kalman~Bucy). Het stochastisch vectorproces %(t) van de
vorm (5.3.30) waarvoor E{ [x(t) - (t)|’} minimaal 18, wordt gegeven door de
differentiaalvergelijking
% = AR + Bu + K(y - €X)
(5.3.32) -
x(to) = X,
waar
K(t) := P(t)C (L)
en waar P(t) oplossing is van
P(t) =V + AP + PA' - PC'CP ,
(5.3.33)
P(to) =Q -
Verder wordt de covariantiematrir van de fout e 1= x = & gegeven door

E{e(t)e'(t)} = P(t) ,

en de minimale waarde van E{|x(t) - i(t)lz} door

E{[e(t)lz} = tr P(t) .

De optimale (tijdsafhankelijke) waarnemer gegeven door (5.3.32) wordt

wel Kalman-Bucy-filter genocemd., Merk op dat op grond van de theorie in hoofd-

stuk IV de Riccati~vergelijking (5.3.33) een oplossing heeft gedefinieerd
voor elke t 2 ty. Het schil is dat we deze Riccati~vergelijking voorwaarts
oplossen en die uit hoofdstuk IV (nl. (4.2.4)) achterwaarts. P(t) kan dus

"on line" berekend worden, d.w.z. tegelijk met het proces.

We behandelen nu analoog aan het optimale regulateurprobleem ook een onein-
dig horizon probleem in het geval van optimaal filteren.

Het analogon voor "we bekijken een proces voor willekeurig lange tijd" is

nu "het proces is lang geleden begonnen". We verwachten nu dat P(t), de op-
lossing van (5.3.33) voor ty nadert tot een tijdsonafhankelijke matrix.
Net als in het oneindig horizon probleem bij de optimale regulateur zullen
we dit probleem alleen bekijken in het tijdsinvariante geval met stationaire
Tuis v en w zodat ook de transformatie in § 5.3 tijdsinvariant is.

We hebben nu de volgende stelling:
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(5.3.34) STELLING. Zij (A,V) stabiligeerbacr en (C,A) detecteerbaar dan ng—
dert de oplogsing P(t) van (5.3.33) voor tg * == en veor alle P(to) =Qy20
tot een eendutdig bepaalde postitief semidefiniete matriz P die oplossing

28 van de algebraische Ricecati-vergeliijking
(5.3.35) V + AP + PA' - PC'CP =0 ,
Verder wordt de covariantiematrix van de fout e gegeven door

(5.3.36) E{e(t)e’(t)} = P,

en de minimale waarde van E{|x(t) - ﬁ(t)(z} door

(5.3.37) E{le(®|® = er e, .
BEWIJS, Het resultaat is direct in te zien door dualisering van stelling

(4.3.15) en (4.3.20). We maken daarbij gebruik van

(A,V) stabiliseerbaar & (V',A') detecteerbaar

(C,A) detecteerbaar « (A',C') stabiliseerbaar .

Deze laatste els geeft ons een voldoende voorwaarde voor de existentie van
een oplossing van (5.3.35) (vgl. (4.3.5)). {1

We kunnen bovendien nog opmerken dat

= - T
AO A PIC c

asymptotisch stabiel is. We zien verder dat de gevonden waarnemer tijdsinva-
riant is, hetgeen in de practijk een voordeel is. Een belangrijk voordeel in
het tijdsinvariante geval is verder dat we Q0 niet hoeven te kennen, in te-
genstelling tot het tijdsafhankelijke geval (vgl. stelling (5.3.29)). In de
praktijk is dit laatste erg belangrijk omdat in het algemeen geen informatie

over X, in de vorm van QO’ beschikbaar is.

Het stochastisch optimaal regulatewrprobleem

We behandelen nu het zgn. stochastisch optimaal regulateurprobleem bij

het systeem

x(t) = A(t)x(t) + B(t)ul(t) + v{t)

it

(5.4.1)

it

v(t) = C(t)x(t)

= - = = ' - . - ’ - .
x(to) X5s % E{XO}, QO E{xoxo}, v is witte ruis met intensiteit V(t),

Xy en v zijn ongecorreleerd.
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Het criterium dat we willen minimaliseren is

T
(5.4.2) E(xo,u,tO,T) = E{ J (‘ui2 + [y|2)dt + x' (T)Mx(T)}

t

met M symmetrisch en positief semidefiniet. We zullen ons beperken tot li-

neaire toestandsterugkoppelingen van de vorm

u(t) = ~K(t)x(t) (g st 5T

De oplossing van het stochastisch optimaal regulateur probleem wordt gege—

ven door

(5.4.3) STELLING, Ztj gegeven het systeem (5.4.1) met criterium (5.4.2) dan
wordt de optimale lineaire toestandsterugkoppeling gegeven door

(5.4.4) u(e) = =B (tJK(t,T)=(t)

waarin K(t,T) de oplossing is van de Riccati-vergelijking

(5.4.5) -K = A'K + KA - KBB'K + c'c, K(T,T) = M .,
Bovendien ze de mintmumwaarde van het eriteriwn (5.4.2)

T
.
(5.4.6) E(XO,u,tO,T) = Tr[K(t,,T)Q, + J K(t,T)V(t)dt]

o

OPMERKING, Als V{(t) = 0 en Xy deterministisch is, zijn we terug bij het nor-
male regulateur probleem met als criteriumwaarde tr[K(tO,T)Q0] = xéK(tO,T)xO.

Voor het bewijs hebben we twee andere resultaten nodig.

(5.4.7) LEMMA. 7Z¢j gegeven het tijdsafhankelijke systeem

x(t) = A(o)x(t) + v(t), y(t) = C(t)=x(t)
(5.4.8) -
x(to) = Xgs Xy = E{XO}, Q0 = E{xoxé} .

v(t) is witte ruis met intensiteit V(t), Xy en v #ijn ongecorreleerd, dan
geldt:
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T T
(5.4.9) E{ J Iylzdc + x' (TMx(T)} = exlP(t,),1)Q, + J v(t)P(t,T)de]

t t

0 0

waarin P(t,T) gedefinieerd is door

(5.4.10) ~P = A'P + PA + C'C, P(T,T) = M .

BEWIJS. Zij Sx(t) net als in (5.2.13) gedefinieerd door
Sx(t) = E{x(t)x'(£}}

dan geldt
T T
. E{ J |y[2dt + x"(TIMx(T)} = trl J Sx(t)C'(t)C(t)dt + Sx(T)M]

t t

0 0

Met (5.2.14) en (5.4.10) vinden we (merk op dat hier B(t) = I)

4. s5p-ASP-~SPA+TVP -5 C'C
dt x X x X
en dus
d - _ '
5t tr[SXPJ tr{VP] tr[SxC cl .
Nu geldt
T T T
trl 8§ P) = tr[ f VP dt] - trl J S C'C dt]
X T x
0 tO to
en ook
T
tr[SxP] ) = SX(T)P(T,T) - Sx(to)P(tO,T) = SX(T)M - QOP(CO,T)
0
waaruit direct (5.4.9) volgt, {

We bekijken nu in (5.4.1) de terugkoppeling u = ~Fx. Het systeem wordt dan
X =[A-BFlx + v,y =0Cx
en voor (5.4,2) vinden we

T
(5.4.12) E{ j x'[C'C + F'B'BF]x dt + x'(TMx(T)} .

to
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Met lemma (5.4.7) zien we dat (5.4.12) de waarde (5.4.13) heeft, waar P{t,T)

gegeven wordt door

(5.4.14) ~P = [A - BF}'P + P[A - BF] + C'C + F'B'EF, P(T,T) = M .

We zullen nu aantonen dat voor de oplossing P van (5.4.14) geldt
P(t,T) = K(¢t,T)

waarin K(t,T) de oplossing van (5.4.5) is. Beschouw daarvoor in het boven-

staande het deterministische geval, d.w.z. V = 0 en x(to) = %, De aflei-

0
ding blijft nu geldig, d.w.z. de waarde van het criterium (5.4.2) met

u = -Fx 1is:

(5.4.15) jfio,u,tO,T) = tel2(ty,T)Q,] = §(')P(t0,'1‘)io .

Als we de optimale besturing u(t) = -B'(t)K(t,T)x(t) nemen krijgen we als

criteriumwaarde
- o _
J(xo,us tOsT) = XOK(tO ,T)XO
en dus geldt

P(ty,T) 2 K(ty,T)

In feite geldt P(t,T) = K(t,T)‘(t0 < t £ T) omdat de keuze van tg arbitrair
is evenals io. We zien tevens dat als we F kiezen als F = B'K de oplossing
van (5.4.14) dan juist de oplossing van (5.4.5) is. Het enige wat we nog

moeten aantonen voor de optimaliteit van (5.4.4) is

T T
tr[P(to,T)QO + J P{t,T)V(t)dt] = tr[K(tO,T)QO + J K(t,T)Vv(t)dt]
Fo Fo
dit veolgt direct uit

v

(5:4.16) LEMMA. ZZj P = P', K = K', Z = 2'
trl Pzl tr[KZ].

0 en P 2 K dan geldt

BEWLJS. Zie appendix B, I

Hiermede is het stochastisch optimaal regulateur probleem opgelost, 0
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Merk op dat we in dit geval niet de equivalentie hebben van de "open loop”
besturing en de "closed loop" besturing. Men kan nl. niet van te voren een

besturing u berekenen die overeen komt met de terugkoppeling
u(t) = -B'"(£)K(t,T)x(t) .

Verder gaan we er in het bovenstaande van uit dat x(t) te meten is, anders

kunnen we zo'n toestandsterugkoppeling niet gebruiken.

De Separatiestelling

We zullen nu het geval behandelen waar de toestand niet gemeten kan

worden en we alleen de beschikking hebben over de te meten variabele (de

uitgang)
(5.5.1) y=0Cx +w .

Net als in § 5.3 nemen we zonder verlies van algemeenheid aan dat w witte

ruis is met intensiteit I.

In het volgende zal ook ter sprake komen een zgn. te regelen variabele

z = Dx .

Dit is een extra uitgang van het systeem zodat we in de volgende situatie

verkeren

Aangezien we nu de toestand x niet kunnen meten ligt het voor de hand de op-~
timale schatting X te gebruiken voor de optimale besturing. In het volgende
zal blijken dat m.b.v. %, gevonden in (5.3.13), inderdaad de optimale bestu-

ring geconstrueerd kan worden.

We hebben nu het volgende
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(5.5.2) PROBLEEM. Gegeven het tijdsafhankeliike systeem

]

% = Ax + Bu + v, x(to) = x
(5.5.3) y=Cx +w

z = Dx

0

waar v en w witte ruis zijn met intensiteit V(t) resp. 1 en Xgs Vs W 2iin
paarsgewijs ongecorreleerd. E{xo} = ;0, Q, = E{xoxé}.
Gevraagd een besturing u zodanig dat

T
- f
(5.5.4)  J(xgu,t0,T) = Ef | (lu]? + | 2| ®de + x" (T)Mx(T)}

%o

geminimaliseerd wordt, waarin z de te regelen variabele voorstelt.

In het volgende is R de optimale schatting van x (de zgn. Kalman—-filter
schatting),

We gaan (5.5.4) herschrijven in de volgende vorm

T
(5.5.5) j&wuﬁbﬂ)=lﬂ J duR+(x—i+iYDWKx—i+iDdt+#(ﬂMﬂTﬂ =
%o
T
E{ J (|u12 +(x-%)'D'D(x~R) +28'D'D(x- %) +R'D'DRIAt + x" (TIMx(T)} =
tg '
T T
(5.5.6) Ef{ f (Jul?+]2]%)dt + RTIMR(T)} + tof JP(t)D'(t)D(t)dt+P(T)H]
t %o

Deze laatste stap volgt uit stelling (5.3.17) en stelling (5.3.31). Verder

is Z = DR, Echter, P is de oplossing van de Riccati~vergelijking (5.3.33) en
wordt als zodanig niet beinvloed deor de keuze van u. De laatste term van
(5.5.6) is een niet negatief getal en dus niet van belang voor de minimalisa-
tie. We zien tevens dat (5.5.6) afgezien van de laatste term een soortgelijk
criterium is als er optrad bij het stochastisch optimaal regulateur probleem,
We zijn er dus in geslaagd probleem (5.5.2) te separeren en krijgen een sys-

teem

e
n

AX + Bu + PC'(y - C%®), i(to) = §0
(5.5.7)

DX .

Ny
It
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We zijn nu terug in de situatie van het optimaal stochastisch regulateur

probleem als we aantonen dat y - CX, het zgn. vernieuwingsproces, een wit-

te ruis proces is. We zullen in appendix C bewijzen dat het inderdaad wit-
te ruls is met intensiteit I, dezelfde als van de meetruis w.

De oplossing van dit tweede probleem ((5.5.6), (5.5.7)) wordt gegeven door

(5.5.8) u(t) = -B'()K(¢,T)%(t)

waar K(t,T) voldoet aan

(5.5.9)  -K(t,T) =A'(£)K(t,T) + K(t,TIA(t) - K(t,T)B(t}B' (£)R(E,T) +
+D'(e)D(t), K(T,T) =M .

De waarde van het criterium is nu

T
(5.5.10) 3(x0,u,t0,T) = EéK(tO,T)EOi-tr[ J K(E, TYP(£)C' (£)C(t)P(t)dt] +
o
T
+ ¢rf J Pe)DT(e)D{t)dt + MP(T)] .,

Lo

Dit is direct duidelijk op grond van § 5.4.
We hebben nu probleem (5.5.2) in twee stappen opgelost. De stelling die zegt

dat dit mogelijk is heet de separatiestelling. Voor een algemeen overzicht

formuleren we deze stelling hieronder.

(5.5.11) STELLING. Zij gegeven het systeem

% = Ax + Bu + v, x(to) = Xy
(5.5.12) y=Cx +w
z = Dx .

E{xo} = EO’ E{xoxé} =Qy venw zijn witte ruils processen met intensiteit
v(t) resp. I. Xys Vs W zign paarsgewijs ongecorreleerd.

De besturing u die

T
(5.5.13)  J(xy,u,t05T) = E j(lu]z + 2] H)at = x" (THMx(T))

%o
minimaliseert wordt gegeven door

(5.5.14) u(t) = -B"()K(t,T)%(t)
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waarin K(t,T) de oplossing is van de Ricecati-vergelijking
(5.5.15) -K = A'K + KA - KBB'K + D'D, K(T,T) = M
en X gegeven wordt door het Kalmanfilter

(5.5.16) % = A% + Bu + PC'(y - CR), R(ty) = x4

waar P de oplossing is van de Riccati-vergelijking

(5.5.17) P = AP + PA' - PC'CP + V, P(ty) = Q,

Bovendien is de minimale waarde van het criterium

T
(5.5.18) E(xo,u,tO,T) = §6K(tO,T}§0-btr[MP(T)-+ [(K(t,T)P(t)C'(t)C(t)P(t)+

%

+ P(EID'(£)D(t))de] . 0

In het bovenstaande hebben we steeds van te voren aangenomen dat de bestu-
ring lineair (in x of %) zou zijn. Men kan bewijzen dat in het geval X,
Gaussisch is en v en w Gaussische witte ruis processen zijn dit ook inder-

daad de optimale besturing is (zonder a priori lineariteit te eisen).
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HOOFDSTUK VT. REALISATIETHEORIE

6.1. Inleiding

Het i/u*gédrag van een continu systeem kunnen we uitdrukken op verschil-

lende manieren. We kunnen gebruik maken van de impuls-responsie-matrixK(t), van

de overdrachtsmatrix ﬁ(s) of ook van de Markovparameters gedefinieerd door
-1
6.1.1) m = kE0) k= 1,2,00

aangenomen dat K oneindig vaak differentieerbaar is in t = 0. Als K(t) de im-
puls~responsie-matrix is van een systeem met toestandsvergelijkingen (2.1,1)

dan geldt

(6.1.2)  K(t) = ce™s ,

(6.1.3) K(s) = C(sL - A) 'B,

(6.1.4) M = ca¥ 15

In dat geval zijn K(t) en ﬁ(s) eenduidig door M bepaald. Er geldt nl,

(6.1,5) K(t) = [ Mtk (20
k=0

en
-~ o« _k
(6.1,6) K(s) = ] Ms
k=1

voor Re s groot genoeg.

Voor een discreet systeem met toestandsvergelijkingen (1,7.12) worden de
overdrachtsmatrix ﬁ(z) en de impuls~reponsie-matrix K(t) gegeven door dezelfde
formules als (6.1.3) (met z i,p.v. s) en (6.1,4) (met t i.p.v. k) (zie
(1,7.21), (1.7.20)). Als we verder over het matrixtripel (C,A,B) praten, dan
kunnen we dit interpreteren als continu of een discreet systeem. De relevan-

te i/u-informatie wordt dan gegeven door (6.1.2), (6.1.3) of (6.1.4).

(6.1.7) DEFINITIE. Het matrixtripel (C,A,B) heet een realisatie van de im-
puls-responsie-matriz K(t) resp. van de overdrachtematriz K(s) resp. van de
narkovparameters Mk als (6.1.2) resp. (6.1.3) resp. (6.1.4) geldt. Als er een

realisatie bestaat heten K(t), R(s) en M reqliseerbgan.
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Daar de geldigheid van (6.1.5) en (6.1.6) een noodzakelijke voorwaarde
voor de realiseerbaarheid is, zullen we voortaan aannemen dat hieraan is vol-
daan, De fundamentele vragen die naar voren komen bij het realisatieprobleem
zijn de existentie en de eenduidigheid van een realisatie. In.§ 6.2 zullen
realiseerbaarheidsvoorwaarden geven in termen van K(t), ﬁ(s) en Mk. In § 6.3
zullen we de eenduidigheid van realisaties onderzoeken.

Daarnaast is het van belang om in een concrete situatie zo'n realisatie
te berekenen. In § 6.4 zullen we, uitgaande van de Markovparameters een al-
goritme voor de berekening van een realisatie aangeven. De reden ddt wij de
Markovparameters en niet de impuls-responsie-matrix of de overdrachtsfunctie
gebruiken is, dat de Mk's numeriek gemakkelijker hanteerbaar zijn. In het
discrete tijd geval vormen de Markovparameters de impuls-Tesponsie-matrix, zo-
dat dit uitgangspunt realistisch is. In het continue geval zal het meestal
moeilijk zijn de getallen M, uit (6.1.1) te bepalen. Men kan dan bijv, een

bemonsterde impuls-responsie-matrix gebruiken, d.w.z.

kSAB k

N, = K(k8) = Ce = CF'B

k

waar & > 0O en F := eeA. Dan moet men dus uit de rij Nk (als Markovparameters)
het tripel (C,F,B) bepalen en daarna A uit eeA =F,
De bruikbaarheid van de realisatie-algoritme hangt uiteraard af van de

i/u-gegevens die men ter beschikking heeft,

De exisfentie van een nealisatie

We gaan eerst de realiseerbaarheid van een impuls-responsie-matrix onder—
zoeken, Zoals we in § 1.3 hebben gezien zijn de elementen van de matrixfunc-
tie e van de gedaante Epi(t)elit, waarin pi(t) polynomen zijn en A; (even-
tueel complexe) getallen. Als we een reéle voorstelling van zo'n functie wil-
len geven moeten we schrijven

_ o.t o,t
(6.2.1) Z{pi(t)e sin wit + qi(t)e cos wit}

waarin p; en q, polynomen zijn en o, en w, reéle getallen,

(6.2.2) DEFINITIE. Een functie van de gedaante (6.2.1) heet een Bohl-functie,
Een matrix waarvan de elementen Bohl-functie zijgn heet een Bohl-matrix.
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Het is duidelijk dat de verzameling van Bohl-functies een lineaire ruimte
vormt. We kunnen hieruit concluderen dat een realiseerbare impuls-respons—
matrix K(t) = CetAB een Bohl-matrix is. Ook het omgekeerde geldt zoals we

direct zullen zien.

We zullen verder een matrix invoeren met oneindig veel kolommen en on-

eindig veel rijen nl.:

T{l M, M, M, oo
M, M, M,

(6.2.3) H := My M, .
M,
K _

We noemen deze matrix de Hankelmatrix van de rij M],M

2,.-0 .

(6.2.4) OPMERKING, Men noemt gewoonlijk een (eindige) matrix H = (hi') waar-—

in de elementen hij te schrijven zijn als ai+j een Hankelmatrix (zie [GAl, X,

§ 10), Alleen in het monovariabele geval is de matrix H, gedefinieerd door
(6.2.3), een echte Hankelmatrix, In het multivariabele geval zou men beter

van Hankel-blokmatrix kunnen spreken. {

We zullen ook nog zgn. Hankelblokken beschouwen:

(6.2.5)

We zeggen dat de Hankelmatrix H rang n heeft als voor alle Hankelblokken

geldt rang sz € n terwijl er ook een Hankelblok met rang n bestaat. Dus

(6,2,6) rang H := ta: rang sz .
»

Als dit maximum niet bestaat zeggen we rang H = «, Als de rij M.k realiseer-
baar is, dan geldt (6.1.4). Als men dan de matrices

2-1

(6.2.7) Ql := [B,AB,...,A B]

en
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(6.2.8) P =7

invoert, dan ziet men:

Hk2 - qul '

Daar rang Pk < n, rang QE < n, volgt ommiddellijk dat rang H < @ moet gelden,

wil de Markovrij (Mk) realiseerbaar zijn. Ook hier geldt het omgekeerde, zo-~

als we nu zullen laten zien.

(6.2.9) STELLING. Laat K(t) een impuls-respongie-matriz, R(s) de corresponderen—
de overdrachtematrix en Mk de rij Markovparameters van XK(t) zijn. Dam zijn de
volgendé uitspraken equivalent:

1) K(t) (resp. K(s) of Mk) heeft een realisatie,
2) K(t) Ze een Bohl~funatie.
3) K(s) <s een etigenlijke rationale matrix.

4) M, voldoet aan een recurrente betrekking van de vorm
Merg = AMpgay *ooet AM

waar A, +s9h, constante r x r-matrices zijn.

5) rang H < e,

BEWIJS. We tonen het volgende implicatieschema aan:

L0-0
t '
T®-0

(:) -(:) hebben we al gezien,
(:) -(:) Een Bohl-functie is een lineaire.combinatie van termen van de vorm

£(t) = t5et

(met X eventueel complex). De Laplace-getransformeerde van zo'n functie is

Fs) = ki(s - 07K

hetgeen een eigenlijke rationale functie is voor k 2 0, Daar een lineaire
combinatievan zulke functies weer een eigenlijke rationale functie is volgt

hieruit het gestelde.
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(:) ..(:) Als K(s) eigenlijk rationaal is, dan is K(s) van de vorm

K(s) = H(s)/p(s)

met

n n-1
p{s) = 5" + as +ieat a

n-1
s

H(g) = Hl

+.Il+ Hn [ ]

Als we K(s) ontwikkelen voor s - = krijgen we

ﬁ(S) = M‘s_l + Mzs—z L

dﬁs

~1

(H]srl Foast Hn) a (sn + as !

n-1 -
*.eet an)(Mls “eas) o

Als we, links en rechts coefficienten van gelijke machten van s aan elkaar ge-

iijk stellen vinden we

M, = H,
a M + M, = H,
a M

a1yt 3p0My Feeet My f B

en

T " Tl

voor k = ],2,-.0 . Hier is dus Ak = -akIl
(:) a»(:) Laat de rij Mk voldoen aan

Mg = A1y Peee® A0 o

Dan is
0 1_0... 0O |
| h ~ \'\ 0 i
| ~ \\ 1
A 1= 0 ~ ~ ’B= i ,C‘T'[I 0 s u . 0:1 .
l o I |
1 N .
A __ _ _. . A M
L ' -4

een realisatie. Met volledige inductie bewijst men namelijk gemakkelijk dat

k 1 ) T
A B = [Mkfl.'..’Mk+£] .
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(:) - (:) hebben we al gezien,
(:) (:) Er bestaan getallen 20 en ko 20 dat rang Hk £ = rang H =; n. Dan
geldt natuurlijk ook

rang H

e =0 K2k, 222,

In het bijzonder

(6.2.10) rang Hkoz = rang Hk0+1,2 (L 2 EO) ‘

Z1ij N2 de lineaire ruimte van r x r(ko-rl)—matrlces M= [Al""’Ak +]] die

voldoen aan 1\1111(04_1,2 = 0. Dan geldt N2+] (= NE' Voor L 2 10 is eehtZr

rang Hko+]’2 = rang Hk0+],20 en dus dim N2 = dim N£O+l. Hieruit volgt dat

NL = N20 voor R 2 RO' Uit (6.2.10) volgt dat er een matrix van de vorm

M0 = [Al""’AkO’-I] in Ngo ligt. Dus MO € NR voor alle 2 £0. Dit betekent
EAI’AZ""’AR’—IijO+],£ =0 (2 = 20)

waaruit (:) onmiddellijk volgt. . a

6.3. Eendu&d¢ghe&d van realisaties

We hebben reeds verschillende malen kunnen zien dat realisaties niet
eenduidig zijn. Zo is in stelling (2.4.6) bewezen dat {C,4,B) en (E,K,ﬁ)
beide realisaties van eenzelfde overdrachtsmatrix zijn als ze isomorf zijn.
Daar we isomorfe systemen voor de meeste doeleinden kunnen identificeren zul-
len we verder tevreden zijn met een verzwakte eenduidigheidsstelling waarin
alleen wordt aangetoond dat twee realisaties van een overdrachtsmatrix iso-
morf zijn., Dit resultaat geldt echter ook niet. We hebben nl. na het bewijs
van stelling (2.4,10) gezien dat een niet-bestuurbaar systeem dezelfde over—
drachtsmatrix heeft als zijn bestuurbaar deel. Een dergelijke uitspraak geldt

ock voor niet-waarneembare realisaties.
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We kunnen dit ook op een andere manier begrijpen. Bij de relatie tussen
impuls-responsie en de realisatie wordt er steeds van uitgegaan dat de begin-
toestand gelijk aan nul is. Dat betekent dat alleen toestanden die vanuit de
corsprong bereikbaar zijn (dus elementen van W), van belang zijn voor het
i/u-gedrag. Als het systeem niet volledig bereikbaar is, dan is de toestands~
ruimte kennelijk te groot voor het doel waarvoor zij is ingevoerd, nl, een
geheugenomde relevante informatie uit het verleden te onthouden (zie §1.4). Ook als
het systeem niet-waarneembaar is, is de toestandsruimte te groot. Dan bestaan
er immers toestanden g # 0 (nl. elementen van V), die bij een willekeurige
ingang u dezelfde uitgang y leveren als de begintoestand 0., Zulke toestanden
bevatten kennelijk informatie over de verleden ingang die niet relevant is
voor de toekomst. Deze beschouwingen brengen ons er toe het volgende te de~

finieren.

(6.3.1) DEFINITIE. Een realisatie (C,A,B) van een impuls-responsie-matriz heet
minimaal als aitf bestuurbaar en waarmeembaar 1s.

Bij een minimale realisatie spelen alle toestanden een rol (want zi}
zijn bereikbaar) en bevatten alle toestanden relevante gegevens uit het ver-
leden (want ze zijn waarneembaar).

Voordat we tot de formulering van de belangrijke resultaten van deze

paragraaf overgaan noemen we een resultaat uit de matrixtheorie:

(6.3.2) LEMMA.
i) Als P een k x n-matrix 7g en rang P = n dan 18 er een n x k-matrix Pt 20

dat P’P = 1 (P+ heet een linkerinvewrse van P).

. L . .+
ii) Als Q een n x g-matrix i en rang Q = n dan 18 er een L * n-matrix Q =zo

dat QQ+ a 1 (Q" heet cen rechterinverse van Q).

BEWIJS. Zie appendix B. O

e LT T U
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. + + L, . . g . .
De matrices P en Q@ zijn niet eenduidig, maar voor de toepassingen in
deze en de volgende paragraaf is het niet van belang welke linkerinverse we

kiezen.

Na de beschouwingen die vooraf gingen aan definitie (6.3.1) ligt het

volgende resultaat voor de hand,

(6.3.3) STELLING, 27§ (C,A,B) een realisatie van een tmpule-responsie met di~
mensie (van de toegtandsruimte) n. De volgende beweringen zijn equivalent

i} (C,A,B) i8 een minimale realisatie.

ii) Voor elke realisatie (C,A,B) met dimemsie n geldt m 2 n.

Anders gezegd: een realisatie is minimaal dan en slechts dan als 31f van
minimale dimensie is.

BEWIJS, ii) = i), Als (C,A,B) niet bestuyurbaar is dan is er volgens stelling
(2.4.10) een realisatie (nl.(C],All,Bl))metﬁlagere dimensie. Evenzo als

(C,4,B) niet waarneembaar is.
i) = ii). We hebben in § 6.2 gezien dat voor elke realisatie met dimensie n
geldt n 2 rang H, waar H de Hankelmatrix is., We zullen laten zien dat als

(C,A,B) minimaal is, geldt: rang H = n. 2ij

Q := [B,AB,...,aA" ']

en
P' 1= [C',(CA)',...,(CAR Ty T ,

Dan is

an o PQ .

Daar rang P = rang Q = n volgt hieruit P+Han+ = I, zodat rang Hnn 2 rang

P+Han+ = n, Daar we al weten dat rang Hnn £ n volgt hieruit dat gestelde. [
We kunnen uit het voorafgaande nog twee conclusies trekken:

(6.3.4) GEVOLG.

1) Als een umpuls-responsie-matrix realiseerbaar is, dan heeft zij ook een
minimale realisatie, '

ii) De dimensie van een minimale realisatie ig gelijk aan de rang van de
Hankelmatrix.
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BEWIJS.
i) Kies een realisatie met minimale dimensie.

ii) Volgt uit het bewijs van (6.3.3). 0

Nu keren we terug naar het eenduidigheidsprobleem. In verband met voor-
afgaande beschouwingen is het volgende resultaat zowat het beste dat we kun-

nen verwachten,

(6.3.5) STELLING. Als (C,A,B) en (C,A,B) minimale realisaties zijn van de-
zelfde impuls—reponaie-matrix dan zijn ze isomorf.

BEWIJS., We definieren

i

Q := [B,AB,...,A" 'B]

(6.3.6) _ o I
Q := [B,AB,...,A B]
C C
6.3.7) = [P F e E§ :
ci“" Eﬁn'l

. . . + . +
De matrix P heeft een linkerinverse P en Q een rechterinverse Q , Omdat

(C,A,B) en (E,K,ﬁ) dezelfde Markovrij (Mk) realiseren geldt

(6.3.8) PQ=H_ =FQ

en

(6.3.9) PAQ =H_ = PAQ

waar H de Hankelmatrix van de rij (Mz,M3,...) is. Uit (6.3.8) volgt
("B)(@") = 1.

Als we dus

(6.3.10) S :=P'P

definiéren, dan is S inverteerbaar en

6.3.11) s =3¢t .
Uit (6.3.9) volgt nu

(6.3.12) A= sas”!

en als we (6.3.8) rechts met Q+ vermenigvuldigen
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P = 53“1 en dus PS = P, Als we dit uitschrijven volgt gemakkelijk

(6.3.13) ¢cs=¢C .

Als we in (6.3.8) van links met P’ vermenigvuldigen vinden we

en dus
(6.3.14) S 'B =B .

Uit (6.3.12), (6.3.13) en (6.3.14) zien we dat (C,A,B) en (E,K,E) isomorf
zijn. O

Realisatiealgonitmen

Zoals we in § 6.1 hebben vermeld zullen we uitgaande van de Markovpara-
meters (Mk) een realisatie construeren. In de eerste plaats zullen we moeten
weten dat er een realisatie bestaat. D.w.z. we zullen op een of andere manier
meeten weten dat n := rang H < =, Voorlopig zullen we aannemen dat
we weten dat dit het geval is en dat we n inderdaad kennen. In de tweede
plaats ligt het op grond van § 6.3 voor de hand dat we naar een minimale rea-
lisatie zoeken, daar een niet-minimale realisatie een hoeveelheid voor het
i/u-gedrag overbodige informatie bevat. De bekende realisatiealgoritmen be-

rusten op de factorisatie van de Hankelmatrix:

(604.1) Hnn = PQ

waar

P' SEP',.uo,P'] [
(6.4.2) ’ n
Q= [le---nQn]

en waar de Pi: r X n en Qi: n X m-matrices zijn.

(6.4.3) STELLING. Als rang H = n en P en Q zijn matrices van de gedaante
(6.4.2) waarvoor Hnn = PQ geldt, dan bestaat er ecen eenduidig bepaalde mini-
male realisatie (C,A,B) van (Mk) waarvoor geldt

i-1 _
(6.4-4) Pi = CA ’ Qi_ = A B .
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BEWIJS. Daar rang H = n, bestaat er een minimale realisatie (E,K,E) van (Mk)
met dimensie n. Definieer P en Q door (6.3.6) en (6.3.7), zodat §6==Hnn-=PQ.

Maar dan is

PPQQT = I

zodat, als we § = Q6+ definiéren, geldt §+P = S“I.

Verder

-1

Q=5Q, P=PS .
Uitgeschreven wordt dit

il i
Q; = sA" 13 = a%'s,

P, = catlgml o gatt,

1 1

B = CA'

dimensie van (C,A,B) gelijk aan n is, volgt dat (C,A,B) een minimale realisa-

waar A i= SKS_l, B := SE, C := ES-'. Daar CA'~ B = Mi en daar de

tie is. We moeten nog laten zien dat (C,A,B) eenduidig bepaald is door H en
(6 04- 4‘) . Blijkbaar ]..S

(6.4.5) B"’Q]' C =Pl .

Als we verder met H de Hankelmatrix van de rij (M2,M3,...) aangeven en met

ﬁnn het overeenkomstige Hankelblok, dan geldt

PAQ = Hnn
zodat
6.4, =pH_Q" .
(6.4.6) A P Han

Bedenk dat P* en Q+ bestaan omdat (C,A,B) minimaal is. De formules (6.4.5)

en (6.4.6) geven de realisatie (C,A,B). il
Deze stelling geeft ons het volgende realisatiealgoritme:

{(6.4.7) ALGORITME,
STAP 1., Factoriseer H :
nn

Hnn = P

met P en Q als in (6.4.2).

STAP 2. Berekenm een Linkerimverse PT van P en een rechterinverce Q+ van Q.
STAP 3. Dan i8 C := P, A := P+§an+, B :=Q, een minimale realisatie. Hier—
bij is



ﬁ{2 M3 T Mn+1

=
]

un

M‘n-!-l MZn_

OPMERKING. Uit sEelIing (6.4.3) volgt ook dat, als rang H = n, geldt
rang Hnn = n en dat in de factorisatie (6.4.1) ook P en Q rang n hebben. []

Als we H in plaats van H__ factoriseren:H = Pa met

T, Nt nn n,n+l
Q= [le--'oQ sQn+1 EQ'Qn+]] = EQ]’Q]

waar a = [QZ""’Qn+l] dan is Qi+l = AQ. (i = 1,...,n) zodat Q = AQ. Daar Q
rechts inverteerbaar is volgt hieruit A = QQ + We hoeven in dit geval geen
links-inverse van P te weten,

Inhet zgn. Ho-algoritme wordt het bepalen van een inverse helemaal ver-

meden, Men gaat dan uit van een veegproces waar de matrix Hnn door rij- en

kolomoperaties wordt schoongeveegd tot de matrix

waar I de n X n-eenheidsmatrix is. Het schoonvegen kunnen we interpreteren

als matrixvermenigvuldigingen, zodat we kunnen schrijven

(6.4.8) Uﬂnnv =E .

Hierbij zijn U en V inverteerbare matrices van afmetingen rn * rn en mn *x mn.

We voeren de volgende notatie in:

IR
Ekxz 1= als £ <k
0
] Ik = Im als L = k

H [Ik 0] als k = ¢ .,

1 als i=j
(E, J.. =
kxd1] 0 als i#3j .

dus
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Dan geldt LT het bijzonder E B'EranEnxmn' Uit (6.4.8) volgt daarom Hnn = PQ

met P i= U Eran’ Q i= EnanV_ . De matrices P en Q hebben de goede afmetin-

gen en kunnen dus worden gebruikt in algoritme (6.4.6). Inverse matrices kun-

nen gemakkelijk worden bepaald:

+ +
o= EnxrnU’ Q VEman

zodat

(6.4,9) A= EnxrnUHnnVEman

(diw.z. A is de n x n~matrix in de linkerbovenhoek van Uﬁnny). Qck B en C kun-

nen we zonder matrix-inversie bepalen uit U, H en V., Er geldt nl.

B = Ql - QEmnxm’ C= Pl = ErXrnP
en daar
+ +
Q=P Hnn’ P Han
vinden we
{(6.4,10) B = QEman = EnxrnUHnnEmnxm
(6.4.11) C = rxrn ==ErxrannVEmnxn '

Bovenstaande algoritmen gaan uit van de veronderstelling dat rang H
eindig enbekend is, Of dit realistisch is hangt af van de wijze waarop de
Markovparameters zijn verkregen. Als de matrices M],Mz,... experimenteel
woxrden gevonden, dan kent men natuurlijk altijd slechts een eindig aantal
Mk's. Dan is het ook in principe cmmogelijk na te gaan of rang H < «; In dat

geval zal men gewoonlijk tevreden zijn met een zgn, partiéle realisatie,

d.w.z. een systeem {(C,A,B) waarvoor geldt

ca¥ g - Mo (k= e, W)
Als de Markovparameters bepaald worden uit de rationale overdrachtsmatrix
volgens formule (6.1.6), dan weet men wel dat rang H < « (volgens stelling
(6.2.9)) maar het is niet bekend hoe groot rang H nu precies is. Men kan nu
bovenstaande algoritmen gemakkelijk aanpassen, als men een bovengrens voor
rang H heeft. Als men bijv. weet dat rang H < N, dan volgt hier uit dat

rang H__ = rang Hnn = n, Alg men danhet Hankelblok H .. schrijft als een

NN
= PQ waarin P een minimaal aantal kolommen en Q een minimaal

NN

product HNN

aantal rijen bevat, dan is dit minimale aantal gelijk aan rang HNN-=na;Het
komt er dus op neer dat men tegelijkertijd rang HNN en een factorigatie van
HNN bepaalt. We zullen details verder achterwege laten.
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APPENDIX A, ENKELE RESULTATEN UIT DE MATRIXTHEQRIE

mFonmuﬁeé van Newton

Beschouw het polynoom

a n-1i
p(e) = s + a,s *oota = (s = X)) .. (s A)

De grootheden
k
Sk Had z Aj (k=0,l,.-.)

heten de Newtonsommen van p. Er bestaat een eenvoudige relatie tussen deze

grootheden en de coéfficiénten 3jsee0y8 Van p.

(A.1.1) STELLING. Er gelden in bovenstaande notatie de volgende formules
(agn. formules van Newton)

(n_l)an_l ti04t+ 8.8 = ()

1"n=2 * sn--l

I+l|!+ a.nS =0 (kEO'!’l.l) .

+
*ntk T 2154k~ k

BEWIJS. Er geldt

sp(s) sg—log P(8) = sl 4., + =

1
} =
p(s) ds § = Ay s—ln
A A
1, -1 n, -1
= (d-=) " +.+ (1 =)
Dus
ns" +(n-1)a sn-] +.0.ta = (8" #a sn.-I +o0eta ) E s s“k .
] L3N ] n—l 1 LI n k

k=0

Als men hierin links en rechts coéfficiénten van gelijke machten aan elkaar

gelijk stelt vindt men de formules van Newton,
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A2 Algonitmen van Leveriien, Faddeev, Sousilau

Het spoor van een matrix is de som van de diagonaalelementen
(AQZ.I) tr(A) = Zaii .
Als

(A.2.2) p(s) := det(sI - A)

het karakteristieke polynoom van A is, dan is ~tr A de coéfficiént van s" !

in p. Hieruit wvolgt

n
(4,2.3)  tr(A) = ] A,
i=]

. . . ‘s X k ..
waarin kl""’ln de eigenwaarden van A zijn. De eigenwaarden van A~ zijn

Allc, “ea .AE- Derhalve is

(k= 0,1,40.)

n
(A.2.4) tr(Ak) ) A? = 8

i=1
Met behulp van deze formule kunnen we de Newtonsommen van het karakteristieke
polynoom van A berekenen, De coefficiénten van het karakteristieke polynoom
kunnen we dan door middel van de formules van Newton bepalen. Dit is het al-
goritme van Leverrier.
Het is mogelijk een algoritme te geven waarmee men tegelijk de coef-
ficienten van het karakteristieke polynoom van A en de matrix (sI - A)-l be-

rekent. Er geldt
(82,5 (s - &) = == B(s)
p(s

waar p(s) gegeven is door (A.2.2) en B(s) van de vorm

n-1
8

B(s) = B +.QI+B

0 n-1 "'

Hierbij zijn BO""’Bn-l n X n-matrices.
Dat (sI - &)™} 2o geschreven kan worden ziet men in als men (sI - A) inver-
teert met de regel van Cramer, Als we (A.2.5) met (sI - A) en met p(s) ver-

menigvuldigen krijgen we:
p(s)I = (s8I - A)B(s)
dus

n n=-1 _ n~1
(s" + a;s o0t an)I = (sl A)(Bos *oaak Bn-l) ]
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We stellen de coefficienten van elke macht van s links en rechts aan elkaar

gelijk:
I = B0
a]I = Bl - ABO
(A.2,6) . .
an--lI = Bn—l =~ AB ~1
anI = _ABn-l
Hieruit volgt
BO a1
Bl = alI + A
2
(4.2.7) 32 = azI + alA + A
B =a T+a .A+...¢a AV 2,00
n-1 n-l n-2 1

De laatste vergelijking van (A.2,6) levert

al+a A+.,+aA"=0,

n—1

Hiermee hebben we de stelling van Cayley-Hamilton bewezen)

We voeren in de Horner-polynomen van p(s):
.Po(s) = 1
p () =5 + a

pz(s) = 82 + a,5 + a

p (8) = p(s) = s" + a\lsn_1 tootoa

Men kan PravensPy successievelijk berekenen m.b.v. de betrekking

Prs1(8) = sp (s) + a (k = 0,.00,0-1) .

k

We kunnen nu (A.2.7) als volgt formuleren:

Bk = pk(A) (k = Osoo-ln-l) ’
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zodat we de volgende formule voor (sI - A)_1 hebben

n-1 n-2
-1 pO(A)s + pl(A)s et pn_l(A)
(A-2.8) (SI - A) - p(—)s .

Hieruit volgt onmiddellijk het bewijs wvan (1.3.20), nl,

K(s) = H(s)/p(s)

waar

n-1 n-2
H(s) = Hos + Hls +auat Hn—l '

en

Verder kunnen we ook de coefficiénten van het karakteristieke polynoom bere-
kenen tezamen met de matrices B+ Er geldt nl,

Ak*l

1 + Ak) = na_ +

tr(Bk) = tr(akI +...+ a k * S8y teest sk_=(n-k)a

k »
volgens de formules van Newton. Als we in de formules (A.2.6)

akI = Bk - AB

k-1
het spoor nemen, vinden we

na, = (n--k)ak - tr(ABk-l)
en dus

1
a =~z tr(ABk“]) .

Samengevoegd vinden we zo het algoritme van Faddeev-Souriau:

By=1,

a = -tr(ABo) , By = a;I+AB;,

a, = -3 tr(ABl) , B, = a,I + AB, ,

-1 T T n-d tr(ABn-Z) ! Bn-l = an-II * ABn-Z ’
i

ap = - tr(ABn_]) R [0 = al+ ABn_IJ .

(De laatste berekening kan men eventueel ter controle uitvoeren.)
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APPENDIX B,

De neam van een matnix

n . ..
De norm of lengte van een vector x ¢ R, notatie [x!, wordt gedefinieerd

als
n

(B.1.1) x| =07 (xi)zjé .
i=]

We kunnen dit ook schrijven als

2
|x]“ = x"x .
De norm van een r x m matrix A, notatie fAll, wordt gedefinieerd als

(B.1.2) DAl := max |Ax]| .
x]=1
In de volgende eigenschappen zijn de afmetingen van de matrices zo dat de

optredende operaties gedefinieerd zijn

i) NoAll = [a|lAl, (@ € R),
ii) |Ax] = lAll|x],

iii) #A + Bi < AN + IiBN,
iv) IlABIF < AN B,

1A

v) voor elk element a;; van A gelde |aij‘ < [ AlY,

vi) Al < (m.r)émax[aij]a

Voor een bewijs van deze eigenschappen verwijzen we maar [MT], [N4].

Enkele elgenschappen van symmetrische matiices

Een symmetrische matrix P heet positief semidefiniet als x'Px = 0 voor elke

x en positief definiet als x'Px > 0 voor x # 0. Notatie: P 2 0 resp. P > O,

De notaties P 2 Q, P > Q zijn equivalent met resp. P-Q 2 0, P~Q > O.
Als P symmetrisch is, dan bestaat er een orthogonale matrix U en een (reéle)

diagonaalmatrix

(B.2.1) i = [, .

/

e — m - - O

=

/

rS)
!
t
|
t
1
i
I

zodat P = U'AU = U AU (zie WISK. 30, Hoofdstuk 1).
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We geven een bewijs van stelling (3.1.6) die we voor het gemak even herha-

len.

STELLING. Zij P een symmetrische matrix met eigenmwaarden X, ,..,i

1 n

1) De volgende utitspraken zijn equivalent:

a) P20,

b) A E 6 {i=1,...,n),

c) er s een matrix D zo dat P = D'D,
2) De volgende uitspraken zijn equivalent:

a) P >0,

b) Ai >0 (i=1,.,.,n),

c) er is een wiet singuliere matrix D zo dat P = D'D.
BEWTJS,
1) a=b: Als Pc, = he; met [e;] =1, dan is A = Acfe, = ¢iPe, 2 0,

b = c: Zij U orthogonaal en P

U'AU, waar A gegeven wordt door (B.2.1).

Als li 20 voori=1l,...,n, kunnen we

A, 0 ... 0
Voo {
?\ ~ N f
e ~ - 1
M . ‘\\ \\ \\*
R
S SR
n
definiéren. Dan is M2 = A en als dus D := MU, dan is P = D'D.
c = a: x'Px = |Dx|2 2 0 voor elke x.
2) Gaan analoog. ]

(B.2.2) Als P symmetrisch is dan geldt

max [x'Px| = [Pl = max (|Ai|) .
|x|=l i
Dit kunnen we inzien door P te diagonaliseren. C

(B.2.3) Als P positief semidefiniet is dan geldt dus

max x'Px = [Pl = max (Ai) . O
bx|=1 i
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(B.2.4) Voor het bewijs van stelling (4.2.11) kunnen we de volgende eigen-
schap gebruiken.

en X'P(t)x £ u voor t = t. en

Zij P(t) positief semidefiniet voor t 2 t 0

0
]x[ = 1, waarbij u een vast getal is, dan geldt

HECe) I < w Voor t 2 tg .
We merken verder nog op dat voor L, gencemd in stelling (4.2.11), geldt

L = Tx, |

voor een zekere L die onafhankelijk van X is.

(B.2.5) Zij P(t) = P'"(t), IP(e)ll < (& 2 tO) en P(tl) > P(tz) voor

t, 2 t, 2 t;. Dan convergeert P(t) voor t + =,

BEWLJS, Als e, de i® basisvector voorstelt, dan is eiP(t)ei een begrensde
functie van t. Hieruit volgt dat alle diaponaalelementen convergeren vootr
t > o=,

Uit de relatie

) 1 = ] L] 1]
(ei + ej)P(t)(eii-ej) eiP(t)ei + ejP(t)ej + ZeiP(t)ej

volgt dat ook het element van P(t) met index (i,j) convergeert. We conclu-

"deren dan dat P(t) convergeert voor t = =, 0

(B.2.6) LEMMA, Als P, Q en Z symmetrische matrices zijn en P 2 Q, Z 2 0 dan
geldt tr(PZ) > tr(QZ).

BEWIJS. Er bestaat een matrix Y zo dat Z = YY', Als we deze gebruiken vin-

den we

ll

tr((P - Q)2) tr((P - QYY) = tr(Y'(P - Q)Y) 2 0

want

Y -QY =20 . 0

(B.2.7) BEWIJS van LEMMA (6.3.2), dat we eerst herhalen:

Az
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LEMMA,

. . . . . +
i) Als P een k x n-matrix 1§ en rang P = n dan 78 er een n x k-matrix P

z0 dat PP = I (P¥ heet een linkerimverse van PJ.

ii) Al Q een n x L—-matrix s en rang Q = n dan 48 er een L X n~matric Q+

zo dat QQ+ = 1 (Q heet een rechterinverse van Q.

BEWIJS.
i) De n x n-matrix P'P is niet-singulier. Als immers P'Px = 0, dan is
]lez = x"P'Px = 0 en dus Px = 0, Uit de voorwaarde rang P = n volgt dat

de kolommen van P onafhankelijk zijn zodat x = 0. Definieer nu

pt o= ey e

Dan volgt onmiddellijk dat PP = I.

ii) Het bewijs hiervan gaat analoog. O
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APPENDIX C. HET_VERNIEUWTINGSPRQCES

Beschouw het zgn. vernieuwingsproces
(C.1.1) vy —-¢C%

dat optrad in § 5.5. We zullen bewijzen dat het een witte ruis proces is met
intensiteit gelijk aan die van de meetruis nl. I. Daartoe laten we zien dat
het de afgeleide is van een proces met ongecorreleerde toenames. Daarvoor

voeren we in de variabele u z3 dat

4=y - C%, u(to) =0,
We zullen bewijzen dat u een proces met ongecorreleerde toenames is.,
Zij als gewoonlijk

e i=x - % .,

De variabelen u en e voldoen aan

o

G
(C.1.2) =
é

C d] 0 Illv

+
A-KC eJ I -Kj|w

[=]

i

Hierin is K(t) := P(t)C'(t) en P(t) is de oplossing van de Riccativergelij-

king in stelling (5.3.29). We definiéren Q(t) als volgt
u
Q(t) := E{| [[u",e']}

a

dan is Q(t) de oplossing van de volgende vergelijking

. o ¢ 0 0 0o I][v o]0 I
Q = Q + Q +
0 A-KC c’ A'-C'K! I -K||0O I|]1 =K'
0 0
alt,) =
0
0 QO

waar Q0 dezelfde betekenis heeft als in hoofdstuk V (zie (5.2.8)).

De matrix Q partitioneren we op de volgende wijze
o= G2
IR

- = of -
wn.b.v. (C.1.3) vinden we voor Ql]’ le, Q22 (le Q2]) de volgende verge

lijkingen
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Qpy = CQp + Q¢ + L | Q) (tg) = 0
(C.1.4) Qy, = CQ22 + Q12[A - KC}' - X', QlZ(TO) = (
sz = [A - KC]QZZ + Q22[A - KC]' + V + KK', sz(to) = QO .

M.b.v. stelling (5.3.31) zien we dat
€Qy, = K' =0

waarult volgt
Q=90 -

Voor Q]! geldt dan

(C.1.5) Qy = (t - tO)I .

Zij nu R(t},tz) de covariantiematrix wvan [:} dan geldt (zie stelling (5.2.2))

R(t,,ty) = o(t,,t)Q(t,), (£, 2 t,)
(C.1.6)
R(t]’tz) = Q(t])q)'(tz,tl), (tz 2 tl) .

Hierin voldoet ¢ aan de vergelijking
(€.1.7) & = 5, ®(ty,t,) = I .

We bepalen nu de covariantiematrix van u,
Als we R partitioneren als
R R
i1 12

Rop  Roo

(C.1.8) R =

zien we dat Rll de covariantiematrix wvan u is.

Als we ook ¢ partitioneren is het voldoende te weten wat @11 is omdat
Qa = % = 0.

Het is direct in te zien dat moet gelden

(C.1.9) @1] =1

zodat met (C.1.6) geldt

(C.1.10) Rll(tl,tz) = (min(t],tz) - tO)I .
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We merken bovendien op dat geldt E{e(t)} = 0 voor t = £, (zie bijv.
(5.3.32)). Hieruit volgt dat E{u(t)} = 0 voor t > ty. Het is nu verder een-
voudig in te zien dat u een proces met ongecorreleerde toenames is. Omdat

y = CX = 4 hebben we bewezen dat y — CX witte ruis is met intensiteit I. [
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dynamisch systeem

Eng.

algebraic Riccati equationm

asymptotically stable

sampling

reachable

reachable set

control

controllable

controlliability

BIBO-stable (Bounded Input
Bounded Output)

‘Bohl function

Bohl matrix

partial fraction decomposition
Brownian motion

cascade connection,

tandem connection

causal

Choleski decomposition
commute

companion matrix
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covariance matrix
defective

delta function
detectable
diagonalisation
discrete time
dual system
duality principle
dynamic regulator
dynamic feedback

dynamic system

biz.

94
62
38
40
41

40,56
25

67
125
125

13
101

10

42
66
49
21

I3
98
16

78
17
34
48
48
78
71
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Ned.
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evenwichtsbesturing
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lineair systeem
linearisatie

linker inverse
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matrixnorm

minimale realisatie
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Eng.

proper rational matrix
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exponentially bounded
externally stable
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fundamental solution
memoryless

adjoint vector
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Hankel matrix
Ho-algorithm

impulse function
impulse response
imput variable
input-output function
i/o function
input-output stable
intensity

sampled data system
internally stable
invariant

inverse Laplace transform

inversion formula
isomorphic
Kalman-Bucy filter
Laplace transform
empty matrix
Liapunov function
Liapunov equation -
linear regulator problem
linear gystem
linearization

left inverse
Markov parameters
matrix norm

minimal realization

blz,

19
30
30

9,35
67
1"

13

63
126
126
135

67
101
34
67
bt
12

N

49
115

53
62
64
33

29
130
124

12
130
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multivariabel
niet~anticiperend
nilpotent

normaal verdeeld
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observeerbaar
omkeerformule
onafhankelijk
ongecorreleerd
ongecorreleerde toenames
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single variable
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multivariable
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normally distributed
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independent
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controllable

control system

control law

regulator

regulator problem
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blz.

73
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10
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73
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n
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25
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33

87
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Ned.

separatiestelling

serieschakeling

simultane verdelingsfunctie
spectraalstraal

spectrum

stabiliseerbaar
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stationair

statisch
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stochastische vector
strict causaal
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Sylvester

systeem

terugkoppeling
terugtransformatie
toestandsfunctie
toestandsruimte
toestandsschatter
toestandsterugkoppeling
toestandsvariabele
toestandsvergelijkingen
transitiematrix

tijdas

tijdsdomein
tijdsinvariant
uitgangsvariabele
variabele
variatie-van-constanten-formule
vernieuwingsproces
vexrwachtingswaarde
waarneembaar

waarneembaarheid
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Eng. ' blz.

separation theorem 122
tandem connection
cascade connection 10

simultaneous distribution function98

spectral radius 36
spectrum 16
stabilizable - 72
stability 62
stability matrix 16,62
stationary 99
static 2
static feedback 70

stochastic process

random process 98
stachastic vector 98
strictly causal 5
piecewise continuous 3

66
system }
feedback 10,32,70
inverse transformation 12
state function 23
state space 23
state estimator 70
state feedback 70
state variable 13,23
state space equations ' 13
transition matrix 15
time axis 1,3
time domain 12
time invariant 2
output variable 1
variable 1
variation of constants formula 14
innovations process 122
expectation value 98
observable 41,56

observability 25
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Ned,

waarnemer
Wiener procas
Wiener-Hopf-vergelijking
witte ruis
z-getransformeerde
zuivere vertrager

zwak stationair

zwarte doos

Eng.

observer

Wiener process
Wiener-Hopf-equation
white noise
z~transform

pure delay

wide-sense stationary

black box

blz.

70,76
101

101
35

99
25



	Inhoudsopgave
	1. Algemene beschouwingen over lineaire systemen
	2. Bestuurbaarheid en waarneembaarheid
	3. Stabiliteit en stabilisatie
	4. Optimale besturingen en terugkoppelingen
	5. Stochastische systemen
	6. Realisatietheorie
	App. A. Enkele resultaten uit de matrixtheorie
	App. B. De norm van een matrix
	App. C. Het vernieuwingsproces
	Literatuurlijst
	Woordenlijst



