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1.1
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1. ALGEMENE BESCHOUWINGEN QVER OPTIMALISERING

. Keassigicerning van optimaliseringsproblemen

Optimaliseringsproblemen treden op zodra er bij het ontwerp van een
systeem (statisch of dynamisch) vrijheidsgraden voorkomen. Deze vrije para-—
meters zijn meestal aan beperkingen onderhevig, maar niettemin zal men vele
waarden van die parameters kunnen kiezen die aan die beperkingen voldoen.
Gewoonlijk zal men dan deze vrijheid gebruiken om het systeem optimaal* te
ontwerpen of te gebruiken. Daarbij moet men natuurlijk een optimaliteitscri-
terium definiéren.

Ini algemene vorm kan men een optimaliseringsprobleem als volgt formule-

Ten:

(1.1.1) PROBLEEM. 0P(S,f): Gegeven een verzameling S en een functie £: S-R,
bepaal een element x € S 3o dat £ maximaal T8 in x, d.w.z. zodanig dat
f(y) < £(x) geldt voor alle y ¢ S§.

. . . . n
In vele situaties is S een deelverzameling van R voor zekere n. We

noemen S dan een eindigdimensionale verzameling en OP(S,f) een eindigdimen-

sionaal optimaliseringsprobleem. Meestal wordt § hierbij bepaald door een

aantal vergelijkingen en ongelijkheden. In het volgende gebruiken we de no-
taties C(8 - T), CI(S -1, Ck(S -+ T) voor verzamelingen van functies f: S->T
die continu, continu differentieerbaar, resp. k keer continu differentieer-

baar zijn.

(1.1.2) DEFINITIE, Het optimaliseringsprobleem OP(S,f) heet een mathematisch

programmering probleem als er functiee

r. e @ am) (= 1,...,0)

g; ¢ FT Ve

gegeven zijn, zo dat

l,...,m)

(1.1.3) S = {x e R™ | 10 S0 (s e, g0 <0 (5= L,m) .

In z0'n geval noemen we (1.1.3) een El-representatie van S.

* In tegenstelling tot het in zich in Nederland steeds meer inburgerende
spraakgebruik, betekent optimaal hier "zo goed mogelijk" en niet "goed". De
uitdrukking "zo optimaal mogelijk" is dus een pleonasme.




In het bijzonder geval dat Ty gj en £ lineair zijn, spreekt men

van lineaire programmering.

Eindigdimensionale optimaliseringsproblemen komen voor in situaties
waar het de vrijheid in het ontwerp of instelling van een systeem kan worden
gekarakteriseerd door een eindig aantal parameters. Er zijn ook probleemge-
bieden waarin de optimaal te kiezen grootheid niet kan worden gezien (of ge-
codeerd) als een element van een eindigdimensionale verzameling. In de varia-

tierekening en de theorie van optimale besturingen zijn de gezochte groothe-

den functies. Er zijn dan oneindig veel wvrijheidsgraden,

(1.1.3) VOORBEELD, (Brachigtochrone). Gegeven twee punten A en B in een ver-
ticaal vlak, bepaal een kromme van A naar B zo dat een massapunt dat langs
de kromme beweegt onder invioed van de zwaartekracht zich in minimale tijd
van A naar B heweegt.

We zullen hier aannemen dat de kromme kan worden gerepresenteerd d.m.v.
een Cl—functie y(x) op een interval [a,b] en dat de punten A en B codrdina-

ten (a,ya) en (b,yb) hebben. We veronderstellen verder dat het massapunt P
Yal|A

Yb

3
<
1<

a N b
geen wrijving ondervindt. Dan geldt vanwege het behoud van energie de vol-
gende relatie
2
v = mg(a - y)
waar m de massa, v de snelheid en y de hoogte van het punt is. Het getal a

wordt bepaald door de beginsnelheid en beginpositie van het punt:

2
bmv, = mg(a - ya) .




We laten toe dat Vo ¥ 0. Als we met s de afgelegde weg (d.w.z. de lengte

van het stuk van de kromme tussen A en P) aangeven dan kunnen we schrijven

v2 = 2g(o - y) ,

waaruit de voligende formule voor de in het totaal benodigde tijd is af te

leiden:

b b
T = J_d_s= J'_is___
: .
a x=a 2gla - y)

Als we tenslotte ds = V1 + y'2 dx substitueren, vinden we

2
T
(1.1.4) T = I 1+ y _4x.

2g(o - y)
Derhalve kunnen we het optimaliseringsprobleem als volgt formuleren.

Gegeven getallen a,b,8,5_»¥» die voldoen aan de ongelijkheden a < b, g > 0,
@2y, 02y, bepaal een functie y « Cl([a,b] +R) zo dat y{(a) = Y
y(b) = Y en zodanig dat T, gegeven door (1.%1.4), minimaal is.

De ongelijkheden o 2 Yas @ 2 Yy zijn natuurlijk noodzakelijk om te ga-
randeren dat de integraal (1.1.4) is gedefinieerd. Ook fysisch zijn deze on-

gelijkheden gemakkelijk te interpreteren {(ga na). C

Bovenstaand voorbeeld is een bijzonder geval van wat men een eenvoudig

variatieprobleem met vaste eindwaarden noemt.

Bij optimale besturingsproblemen heeft men gewoonlijk te maken met een
dynamisch systeem waarin een grootheid, besturing genoemd, die een functie
is van de tijd, vrij kan worden gekozen. In de problemen waar we ons hier
mee zullen bezighouden zal meestal de toestand veranderen volgens een stelsel
differentiaalvergelijkingen waarin de besturing voorkomt., De besturing
moet dan zo gekozen worden dat een of andere grootheid wordt gemaximaliseerd

{of geminimaliseerd).




(1.1.5) VOORBEELD (Slinger). Op een slinger kan men een horizontale kracht
uitoefenen. Men wil daarmee bereiken dat de slinger
in de evenwichtsstand tot rust komt. Als optimali-
teitseriterium neemt men de tijd, d.w.z. men wil de
slinger in minimale tijd in de gewenste toestand
hebben. De besturing u waarvoor de benodigde tijd

minimaal is wordt optimaal genoemd (voor dit spe-

ciaal optimaliteitscriterium ook wel tijdoptimaal).

Als men de kracht u willekeurig groot kan maken, dan kan de benodigde tijd
willekeurig klein krijgen. In dat geval bestaat er geen tijdoptimale bestu-—
ring, Het is echter redelijk aan te nemen dat u begrensd is. Als we verder
de uitwijkingen van de slinger zo klein veronderstellen dat we de bewegings-—
vergelijking mogen lineariseren, vinden we na normalisatie het volgende ma-

thematische model van het gencemde probleem:

"Gegeven x5

zodanig dat voor de oplossing van de differentiaalvergelijking

en v, (redle getallen), bepaal een functie u: [0,») + [-1,1]

¥+ x=u, x(0) = Xg» %(0) = A

x(T) = %x(T) = 0 geldt met minimale T > 0",

Merk op dat de E(t) = (x(t),x(t)) de toestandsvector is. Het probleem
is dus, de toestand vanaf de beginwaarde (xo,vo) naar (0,0) te brengen.

De voorwaarde |u(t)| < 1 geeft de begrensdheid van de kracht aan. 0

(1.1.7) VOORBEELD (Opleidingsstrategie). Een persoon besluit zijn tijd te
verdelen in leer- en werktijd. Laat de verhouding van de hoeveelheid tijd
die hij aan zijn opleiding besteedt tot de totale beschikbare tijd gegeven
zijn door u(t), zodat 0 < u(t) s !. Ten gevolge van zijn opleiding verwerft
de persoon een ontwikkelingsgraad x(t). Deze grootheid ondervindt een toe-
name u{t) t.g.v. de momentane opleiding en een afname -ox tengevolge van het
vergeten wat er geleerd is en van vernieuwingen in de betreffende leerstof.

Derhalve voldoet x aan de differentiaalvergelijking
X = -ax +u .

We nemen aan dat x(0) = 0.

Laat 9(t) de productiecapaciteit van de persoon voorstellen. Deze pro-
ductiecapaciteit heeft hij verkregen op grond van ervaring e(t) en vanwege
zijn ontwikkelingsgraad. Laten we aannemen dat de toename van ervaring even-

redig is met de ervaring die de persoon reeds heeft: é = 8¢ zodat de ervaring



1.2.

Bt

evenredig wordt met e ~. Verder nemen we aan dat de productiecapaciteit even-
redig is met een functie van x: w(x). We veronderstellen dat u positief en
stijgend is en verder dat w'(x)/w(x) dalend is. (Bij toenemende ontwikkelings-
graad, wordt het effect op de productiecapaciteit kleiner.) Een voorbeeld

van zo'n functie is w{x) = a + bx met a,b > 0. We vinden zo, dat de produc-

tiecapaciteit gelijk is aan

0(t) = ePCux(t))

Het inkomen stellen we evenredig aan ¢(t) en aan (i-u(t)) dus aan
p(t) (1 -u(t)). Het op het tijdstip t verkregen inkomen brengt rente op zo-

dat de persoon op het eindtijdstip T een hoeveelheid kapitaal evenredig met

T

J B L)) e (x(e)) dt
0

krijgt. De factor e(T_t)Y (waarvan we eTY hebben weggelaten), geeft de waar-

devermeerdering tengevolge van de rente aan. Hoe moet de persoon u kie-

zen om het eindkapitaal te maximaliseren? 0

We zullen oneindigdimensionale problemen verder bespreken in
hoofdstuk 3.

Methoden voor het oplossen van optimaliseringsproblemen

We zullen achterecenvolgens een aantal begrippen bespreken die van be-

lang zijn bij het probleem OP(S,f).

(i) Optimaliteitsvoorwaarden. Men maakt onderscheid tussen noodzakelijke

voorwaarden en voldoende voorwaarden. Noodzakelijke voorwaarden zijn eigen-

schappen waaraan een oplossing x van (OP(S,f) voldoet. Zulke voorwaarden
zullen we gewoonlijk in de volgende vorm formuleren:

Als a een optimaal punt is, dan .....
Een bekend voorbeeld is OP(S,f) met S=R en f ¢ C] (R *R). Dan geldt:

Ale & een optimaal punt is, dan s f'(a) = 0. ‘
Alle indit dictaat gegevennoodzakelijke voorwaarden kunnen worden gezien als
generalisaties van deze elementaire stelling. Gewoonlijk krijgt men noodzakeliijke
voorwaarden door in de eerste plaats alleen te gebruiken dat het extremum locaal is en
vervolgens te lineariseren. Voor het eerste is nodig dat op S een afstands-
begrip (of algemener, een topologie) is gedefinieerd en voor het tweede moet
men aannemen dat S een deelverzameling van een lineaire ruimte is (of althans

locaal kan worden ingebed in een lineaire ruimte). Deze extra structuur van




-

S is zonder meer voorhanden bij eindigdimensionale problemen. Bij oneindig-
dimensionale problemen ligt weliswaar de lineaire structuur vast, het af-
stand begrip is daar echter niet eenduidig bepaald.

Noodzakelijke voorwaarden verkregen door linearisatie noemt men gewoon-
lijk voorwaarden van de eerste orde. Als men ook kwadratische benaderingen
gebruikt, verkrijgt men noodzakelijke voorwaarden van de tweede orde. In het
ééndimensionale geval hebben we bijv.:

Als f € C20R +R) en a 18 een optimaal punt dan geldt £'(a) = 0 en
f"(a) s 0.

Ook deze voorwaarde kan tot algemenere situaties worden gegeneraliseerd.

Voldoende voorwaarden zijp resultaten van de gedaante:

Alg het punt a voldoet aan ....., dan is a optimaal.

Zulke voorwaarden zijn gewoonlijk alleen te verkrijgen voor speciale geval-
len. Belangrijk hierbij zijn vooral de situaties waarin convexiteit een rol
speelt. Zo kan voor het geval OP(S,-f) met S =TRen f ¢ CIGR +R) het wvol-
gende resultaat eenvoudig bewijzen:

Als £ convex is en £'(a) = 0, dan is £(x) minimaal in x = a.

Als men tevreden is met voldoende voorwaarden voor lLocale optimaliteit dan
kan men dit vaak bereiken met voorwaarden van de tweede orde. In bovenstaan-
de situatie hebben we:

Als £'(a) = 0, £"(a) > 0, dan heeft f in a een locaal mintmum.

Zo'n locale veldoende voorwaarde voor optimaliteit vindt men vaak door het

2z teken in de tweede orde noodzakelijke voorwaarden te vervangen door >,

(ii) Existentiestellingen. Zo'n stelling spreekt uit dat het probleem OP(S,f)

een oplossing heeft. Een dergelijk resultaat berust meestal op het bekende
feit dat een continue functie op een compacte verzameling een maximum en een
minimum aanneemt (inimp is compact hetzelfde als gesloten en begrensd). Ge-
woonlijk zijn de bewijzen van deze stellingen niet constructief. Men kan er
geen optimale punten mee vinden. In oneindigdimensionale problemen is bij
het meest voor de hand liggende afstandsbegrip de compactheidsvocrwaarde te
stringent. Men maakt hierbij vaak gebruik van zgn. zwakke topologieén, waar-
in wel alle gesloten begrensde verzamelingen compact zijn.

We illustreren de moeilijkheden bij het bewijzen van existentie van

optimale besturingen aan de hand van een voorbeeld.



(1.2.1) VOORBEELD. Zij T ¢ IR een positief getal, J een interval in R en
f ¢ €([0,T] +R). Wij zoeken naar een functie u: [0,T] -+ J zo dat

T
I(u) := J f(t)u(t)dt
0

maximaal is. (We kunnen ook zeggen: we zoeken u zo dat voor de oplessing

x: [0,T] » R van

x{t)

f(e)ult), x(0) =0

geldt: x(T) is maximaal.) In de cerste plaats is duidelijk dat we alleen de
existentie van een optimale u kunnen verwachten als J gesloten en begrensd
is. Als bijv, J = [0,») en f(t) > O op [0,T], dan kunnen we door u(t) = o

constant en groot te kiezen de integraal I(u) willekeurig groot maken. Als

J = (0,1) en f(t) > 0, dan is het duidelijk dat voor elke u geldt

T
I{u) < f f(t)de .
0
Anderzijds kunnen we een rij functies u, [0,T] - (0,1) vinden (bijv.
wy =1 - 1/k) waarvoor geldt
T
I(uk) -+ J f(t)dt
0

Hieruit volgt dat er geen optimale u bestaat.

Als we nu aannemen dat J gesloten en begrensd is dan hangt de existen-—
tie van een optimale u af van welke eisen aan u stellen. Laten we, om de ge-
dachte te bepalen, veronderstellen dat J = [-1,1]. Als we bijv. eisen dat u
continu is en als f{(t) tekenwisselingen heeft, dan bestaat er géén optimale
u, Dit kunnen we als volgt inzien.

We definiéren het teken van x (signum x) door

1 als x < 0

(1.2.2) sgn x = 0 als x

v
<

=1 als x
Als men nu
ﬁ(t) := sgn £(t)

definiéert dan is u niet continu. Er geldt




T T

I(u) = [ £(t)ult)de
0 0

[}
Sy
rh
—
+
—
o
t

Anderzijds is duidelijk dat
i T
I(w) = J f(t)u(r)dt J £(e) [de = T(w)
0 0

IA

geldt voor elke toegelaten functie u. Daarom zou de functie u optimaal zijn
als zij toegelaten was. Voor continue functies u geldt steeds I(u} < I(ﬁ),
immers
T
T(u) - I(w) = J {|£Ce)| = u(e)i(t)}dt .
0

De integrand in het rechterlid is continu en niet-negatief en de integraal
kan alleen maar 0 zijn als u(t)f(c) = |f(t)| voor alle t, d.w.z., als

u(t) = sgn £(t) voor elke t met £(t) # O.

ci

-------

i
i




Anderzijds kan men u door continue u zo benaderen dat i{u) - I(u) willekeu-
rig klein wordt (zie figuur). Hieruit volgt dat er geen optimale continue
functie u bestaat,

Bovenstaande tekening suggereert dat de verzameling van stuksgewijs
continue functies, d.w.z. functies met een eindig aantal discontinuiteiten
in welke linker en rechterlimiet bestaan, een betere klasse van toegelaten
u's zou zijn. In de meeste practische situaties en in alle voorbeelden die
we nog zullen zien is deze klasse inderdaad voldoende ruim voor de existen-
tie van optimale besturingen. De verzameling van continue functies blijkt niet
alleen in dit voorbeeld, maar ook in veel andere situaties te beperkt te zijn.

Als men echter existentiestellingen van een algemeen type wil geven,
dan is de verzameling van stuksgewijs continue functies ook te beperkt. De func-
tie

t3sin 1/t (0 <t=T
f(r) ;=
0 (£ =0)

bijv., heeft op het interval [0,T] oneindig veel tekenwisselingen (hoewel
zij continu differentieerbaar is). De functie ult) = sgn f(t) heeft daarom
oneindig veel discontinuiteiten en men kan op soortgelijke manier als boven aan-
tonen dat er geen stuksgewijs continue optimale u bestaat. Dit voorbeeld
suggereert ons een nog grotere klasse van besturingen toe te laten, bijv.
de verzameling van Riemann-integreerbare functies. Men kan echter een func-
tie f ¢ Cw([O,T]-+Hﬂ construeren zodat t P sgn f(t) niet Riemann-integreer-
baar is en zo dat er ook geen Riemann-integreerbare functie u: [0,T] = [-1,1]
bestaat waarvoor I(u) maximaal is. Het blijkt dat wij, om existentiestellin-
gen te kunnen bewijzen, onze toevlucht moeten zoeken tot een nog grotere
klasse van functies, nl. de Lebesgue-integreerbare functies u: [0,T] » [-1,1]
(zie [ML],[NA1). We zullen echter in dit college niet gebruik maken van de
theorie der Lebesgue-integratie, In het bijzonder zullen we geen bewijzen
leveren van existentiestellingen.

In het kader van de Lebesgue—integratie kan men echter wel bewijzen dat er
voor dit probleem altijd een optimale u bestaat als J gesloten en begrensd

is. O

We zullen verder over existentie van optimale besturingen spreken in § 3.3.
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(iii) Numerieke Methoden. Voor een uitgebreide behandeling van numerieke me=~

thoden bij eindigdimensionale optimaliseringsproblemen verwijzen we naar
[NO]. In hoofdstuk 8 zullen we een overzicht geven van numerieke methoden
voor de berekening van optimale besturingen. Men kan onderscheid maken tus-

sen directe en indirecte methoden. Bij indirecte methoden wordt bij de bere-

kening gebruik gemaakt van noodzakelijke of voldoende voorwaarden voor opti-
maliteit. Bi} directe methoden gebruikt men de optimaliteitseigenschap direct
bij de berekening. Deze directe methoden zijn vaak analoog aan eindigdimensio—

nale ontimaliseringsmethoden.

Het gebruik van optimaliseringsmethoden

Noodzakelijke voorwaarden voor optimaliteit leverenm vergelijkingen op
voor het optimale element. Als men een voldoende aantal noodzakelijke voor-
waarden heeft, dan hebben deze vergelijkingen gewoonlijk een eindig aantal
(of in ieder peval discreet gelegen) oplossingen. In dat geval noemen we het
stel noodzakelijke voorwaarde volledig, bijv. £'(x}) = O voor £ ¢ CIGR > R).
Maar ook een volledig stel noodzakelijke voorwaarden hoeft niet voldoende te
zijn. Daarom heeft men nadat men een oplossing van de genoemde vergelijkin-—
gen heeft gevonden nog niet de zekerheid dat het gevonden element optimaal
is. Er zijn verschillende manieren om dit probleem volledig te behandelen.
In de eerste plaats is het mogelijk dat men een existentiestelling voor het
optimaliseringsprobleem heeft bewezen. Als men dan alle punten (hopelijk
eindig veel) heeft bepaald die voldoen aan de noodzakelijke voorwaarden,
dan kan men door de waarden van f te berekenen in die punten, vinden in
welke van de gewvonden punten f maximaal is. Het zal op grond van deze over-
weging duidelijk zijn dat bij deze methoden het nodig is dat men alle op-

lossingen van de noodzakelijke voorwaarden vindt!

(1.3.1) VOORBEELD. Ter illustratie beschouwen we § = [a,b],een gesloten be-
grensd interval in R',en f ¢ CI([a,b] +R). Op grond van een stelling van
Weilerstrass is het duidelijk dat er een optimaal punt bestaat. Als noodzake-

lijke voorwaarde gebruiken we "f'(x) = 0 of x = a of x = b".
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Voor de in de figuur getekende functie vinden we T als punten die
g aan de noodzakelijke voorwaardenm voldoen. Omdat we weten dat er een opti-—
| maal punt moet zijn, concluderen we dat in &&n van de punten Byseeeadg de
functie f maximaal is, Vergelijking van de functiewaarden f(ao),...,f(as)

levert dan het optimale punt (in dit geval a3).

Als men de existentie van een optimaal punt niet heeft bewezen of als
men niet alle punten wil bepalen die voldoen aan de noodzakelijke voorwaar-—
den, dan moet men van een gevonden punt achteraf bewijzen dat het inderdaad
optimaal is. Als dat mogelijk is, dan zijn de noodzakelijke voorwaarden
slechts een heuristisch hulpmiddel om een kandidaat voor optimaliteit te
vinden. Het is dan niet nodig dat men deze voorwaarde streng toepast en in
feite kan men dan elk heuristisch argument gebruiken om zo'n kandidaat te

vinden. Als illustratie beschouwen we het volgende probleem

VOORBEELD. Gegeven zij een punt (p,q) EZRZ met p > 0. Gevraagd wordt een
functie x ¢ C]([O,p] -+ R} zo te bepalen dat x(0) = 0, x(p) = q en zo dat de
lengte van de grafiek van de kromme minimaal is. Dit is een voorbeeld van

een oneindigdimensionaal optimaliseringsprobleem. Voor zulke problemen zijn

T = o= o = - -

noodzakelijke voorwaarden bekend, die we in hoofdstuk 6 zullen afleiden. Uit
die noodzakelijke voorwaarden volgt dat een optimale functie x van de gedaan-

te x(t) = qt/p is, zodat de grafiek de verbindingsrechte van de punten {0,0)




en (p,q) is. Uiteraard hebben we deze noodzakelijke voorwaarden niet nodig
om tot het vermoeden te komen dat x(t) = qt/p de optimale functie is, We
zullen nu laten zien hoe men eenvoudig kan laten zien dat deze functie in—
derdaad optimaal is.
De lengte van de grafiek van een willekeurige functie x ¢ CI(EO,p]-+BU

is

P

[ e

0

Door de substitutie x(t) = qt/p in deze integraal (of door onmiddellijke toe-
passing van de stelling van Pythagoras) vinden we dat de lengte van de ver-
moede optimale grafiek gelijk is aan vp? + q2. We hebben dus de optimaliteit

van de functie x = qt/p aangetoond als we bewezen hebben dat

P
J YT + xZ(o)de > Yp% + q2
0

voor alle functies x ¢ C]([O,p] +R) met x{(0) = 0, x(p) = q. Iets algemener

dan deze ongelijkheid is

t
a{e) = J VI + x2(7)dt = V/t2 + x2(t) =: p{t)
0

welke, naar we vermoeden, wel zal gelden voor O < t < p.
q _________________

x(ty|= ===~

T s em e m e me -

Het is duidelijk dat A(0) = p(0), zodat het gestelde bewezen is zodra

i(t) - 6(t) is aangetoond voor 0 £ t < p. Er geldt

i) = T+ 2200, p(r) = S x(OX(E)

VAN




De ongelijkheid ¢(t) < A(t) is daarom equivalent met

t + x{(t)x(t) = -/1:2 * xz(t)‘/l + iz(i;

en dit is niets anders dan de bekende ongelijkheid van Cauchy-Schwarz toege-

past op de vectoren a = (x(t),t), b = (k(t),1). a

Het aantomen van de optimaliteit van een gegeven punt gaat relatief ge-
makkelijk als men de beschikking heeft over voldoende voorwaarden voor opti-
maliteit., Dan hoeft men slechts na te gaan of het gevonden punt hier aan
voldoen.

De tot nu toe beschreven analytische bepaling van optimale punten is
alleen uitvoerbaar voor eenvoudige optimaliseringsproblemen. Zulke proble-
men komen voor bij sterk geldealiseerde modellen van werkelijke optimalise-
ringsproblemen en zijn wel nuttig om een eerste indruk te geven in de aard
en kwalitatieve eigenschappen van het gezochte optimum. Ook kunnen zulke op-
lossingen ons een indruk geven van het karakter van oplossingen van analoge
maar meer ingewikkelde problemen.

Als men meer realistische problemen wil oplossen dan zal men een be-

roep moeten doen op numerieke methoden.




2. EENVOUDIGE EINDIGDIMENSIONALE OPTIMALISERINGSPROBLEMEN

2.1. Raakkegels

Zoals we in § 1.2 hebben gezien, verkrijgt men noodzakelijke voorwaar-
den voor optimaliteit wvan een punt a € § door linearisatie van het optimali-
seringsprobleem in de omgeving van het punt a. Hier zullen we aannemen dat
S _C_IIRn en fe CI (]Rn -+ 1R). Het lineariseren van het probleem valt uiteen in
het lineariseren van f en het lineariseren van S. Het eerste is niet zo moei-
lijk omdat f differentieerbaar is. Daarom kan men voor x in de buurt

van a schrijven
(2.1.1) f(x) = f(a) + VE(a)(x - a) + o(x — a) {(x ~a) .

Hierbij wordt Vf, de gradiént van f, opgevat als een rijvector; Vf(a)(x~a)
is een matrixproduct en dus het inwendige product van de vectoren V£(a) en
x—a. Verder schrijven we o(x=a) (x - a) voor een willekeurige functie

g{x) met de eigenschap

T;EéE%T + 0 (x + a) .

Het is duidelijk dat

fL(x) := f(a) + VE(a){(x-a)

de linearisatie van f in a is, Deze linearisatie wordt voornamelijk gekarak-

teriseerd door de vector Vf(a). De waarde van f(a) treedt alleen op als een
irrelevante additieve term. (Als f{x) in een bepaald punt a maximaal is, dan
is ook f(x) +¢ in a maximaal.) Derhalve worden de noodzakelijke voorwaarden
(van de eerste orde) wat f betreft volledig uitgedrukt in Vf.

Het is niet altijd even eenvoudig in te zien hoe een verzameling 5 moet
worden gelineariseerd, We willen nl. betrekkelijk algemene restrictieverza-
melingen toelaten, ook in het eindigdimensionale geval. We beschouwen eerst
het geval dat S een differentieerbaar oppervlak inR™ is. Dan is het raak-

vlak T van § in a kennelijk de aangewezen linearisatie van § in a (figuur 1).




Als S een verzameling is begrensd door een glad oppervlak en als a op de
rand van S ligt (zie figuur 2) dan zal men niet het raakvlak T aan de rand
van 5 beschouwen als de juiste linearisatie van S maar eerder de halfruimte
begrensd door T (gelegen aan de geschikte kant van T). Als we meer algemene
gebieden gaan beschouwen, zoals doorsneden van gebieden die begrensd worden
door gladde oppervlakken, dan zal het voor de hand liggen om de kegel als

het goede type van verzamelingen beschouwen, waarmee men algemene verzame-

lingen lineariseert,

(2.1.2) DEFINITIE. Een verzameling C ¢ R heet een kegel als 0 ¢ C en als
voor elke x ¢ C, A 2 0 geldt ix ¢ C.

(2.1.3). DEFINITIE. 2ij a ¢ S c R". Fen vector p « R" heet een raakvector
. 1 . . ..
van S tn a als er een C -kromme in S ligt waaraan p raakt, of meer expliciet

als er een functie € « Cl([O,e) + 8) bestaat voor zekere ¢ > 0, zo dat

k]

E(1) = a + pt + o(1) (1 » 0)

De afsluiting van de verzameling van raakvectoren van S in a heet de raak-

kegel van S in a en wordt aangegeven met Ta(S).

De raakkegel kan dus worden beschouwd als de linearisatie van § in a.
Eigenlijk zouden we a + Ta(S) als benadering moeten opvatten maar Ta(S) is

hierbij de relevante informatie (vgl. de discussie over fL en V).

(2.1.4) EIGENSCHAP.
(1) Ta(s) 18 een gesloten kegel.
(11) Als S] < S2 en a ¢ S] dan Ta(S]) = Ta(SZ)' O

We geven een paar voorbeelden van verzamelingen en raakkegels,

(2.1.5) STELLING.
(i) Als

S ={x c®" | g(x) = 0}

waar.g € C]GRn +R) en als g(a) = 0, Vgla) # 0, dan is

T (8) = {peR" | vgla)p < 0} .
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(ii) Als a ¢ int § (het {nwendige van S) dan is Ta(S) =",
(iii) Als

S =1{x ¢eR"| r(x) = 0}
waar r e CIGRn +R) en als r(a) = 0, Vr(a) # 0, dan is

Ta(S) ={p ¢ Rr" | Vr(a)p = 0} .
vy la)

S
i

(i) {ii) (iii)

BEWIJS.
(i)  zij
C:=1{p ¢ R’ [ vg(a)p = 0} .

Eerst tonen we C © Ta(S) aan. Laat p ¢ int C (het inwendige van C),

dus Vg(a)p < 0. Dan is E£(1) i= a + pt € S voor kleine t > 0. Immers,

g(e(t))

gla+pt) = g(a) + Vg(a)pt + ofr) =

t{vgla)p + o(1)} < O

als T klein en positief is. De kromme waaraan p raakt is dus in dit
geval eenrecht lijnstukije. Hieruit volgt dat elke p ¢ int C een raak-

vector is. Daar C = TAt T wvolgt hieruit € ¢ Ta(S). Veronderstel nu

g=o0
dat g ¢ C, d.w.z. dat Vg(a)g > 0. Als & ¢ C](IO,S) +R"™) voldoet aan

E(1) = a + gt + ot} (1 + 0)

dan geldt

g(E(1)) = gl{a) + vgla)qr + o(1) > O



(1)

_]7_

voer kleine positieve T. Dus &£{(tr) ¢/ S. Blijkbaar is q geen raakvector.
Hieruit volgt Ta(S) c C.
Zij p e R". Daar a ¢ int S geldt £(t) := a + pT ¢ 8 voor kleine posi-

. n .
tieve 1. Dus elke p ¢ R 1s een raakvector.

(iii) Zonder verlies van algemeenheid nemen we aan dat a = 0. 2ij

P ¢’ =Vrio)

vip)lcl

C :={p eR" | vr(0)p = O}

Eerst tonen we C ¢ Ta(S) aan., We zoeken bij elke p in de omgeving van
de oorsprong het snijpunt van het oppervlak S en de rechte door p even-
wijdig aan ¢' = ¥r(0) (c is een kolomvector). Beschouw h ¢ C]GRHXBR+ID

gedefinieerd door
h(p,w) := r{p + wc)

Dan geldt h(0,0) = 0 en 3h/3w = Vr(p + wc)c, dus

We kunnen derhalve de impliciete-functiestelling toepassen ([A&A],

(6.6.1), WSK 30, (2.3.3)).0p grond van deze stelling bestaat er een
¢'-functie ¢ gedefinieerd in een omgeving van a = 0 met de eigenschap-

pen
e(0) = 0, hip,9(p)) =0

Het gezochte snijpunt is nu p + ¢(p)c. Immers r(p + g¢{p)c) = 0. Uit

a —
0 —a—p-(h(P,Q’(P)) = (hp

RO Gem T

Vr(p + o(plc) +Ve(p + 2(p))cVe{p)




vinden we door substitutie p = 0 dat

lc|%20(0) + vr(0) = 0 .

Als nu p € C, dan volgt hieruit dat vo{0)p = 0. Veor voldoend kleine

T > 0 is dan ¢(1p) gedefinieerd. We definiéren nu
E(1) = 1p + 9(1p)c .

Dan geldt blijkbaar r{£(1)) =0 voor kleine t en verder
E(t) = 1p + {9(0) + Vo(O)pt + o(x)}ec = 1p + o(T)

zodat p raakt aan de kromme met parameterwvoorstelling £. Hieruit wolgt
Cc Ta(S). Het bewijs van de omgekeerde inclusie is analoog aan het

overeenkomstige bewijs in (i). a

Met behulp van Vf(a) en de raakkegel van S in a zullen we een noodzake-
lijke voorwaarde voor de optimaliteit van a formuleren. Daartoe zullen we ge-
bruik maken van het begrip polaire kegel. In de wvolgende paragrafen zullen
we dit begrip definiéren en we zullen enige eigenschappen ervan formuleren

die van belang zijn voor de rest van het dictaat (inhet bijzonder voor hfst. 5).

2.2. Convexe kegels

Laat 8, TcR", a « ]Rn, A ¢ R en een lineaire afbeelding A: R > R"

gegeven zijn. Dan voeren we de volgende notaties in:
a+S8:=§+a:={x+al xe s}
S+ Ti={xty | xeS8, yeTlTl.
AS = {ix | x e S} .
AS := {Ax | x ¢ S} .

Aan de eerste drie begrippen kunnen we een meetkundige interpretatie geven:
a + S is het resultaat van een verschuiving over de vector a van de verzame-

ling 8.

o
o




Leesraal
Cent;'a.’z_ﬂibliulheei
LH. Fingrgyen

Verder is S + T = u (S + a), en AS is een vermenigvuldiging van § met A
acT

t.o.v. de corsprong

We zullen de volgende notatie gebruiken voor de eenheidsbol:

B :=B" := {erRnl x| < 1} .

Dan is bijvoorbeeld a + p B de bol met middelpunt a en straal p. Als S een

willekeurige verzameling in R" is dan is S + ¢ B de e~omgeving van S:

T-='S+ €8

Als T een deelruimte is, dan is a + T het "vlak" (= lineaire variéteit)

door a evenwijdig aan T.
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(2.2.1). EIGENSCHAP. Laat S,T,U deelverzamelingen van R zijn, en A, u reéle
getallen. Dan geldt

(1) (8 +T) +U =5+ (T+1U)

(i1) S+ T=T+ S

(iii) A(S + T) = A8 + AT

{(iv)  Aalus) = (Ow)s

(v) (A + u)S c AS + us

(vi) Als A,u 2 0, dan Z¢ A1 +uB = (X + u)B.
(vii) Als S open is, dan is S + T open.

(viii) Ale S gesloten 7s en T compact, dan 18 S + T gesloten. 0

Aan het volgende voorbeeld zien we dat in eigenschap (2.2.1.v) niet noodza-

kelijk het gelijkteken geldt:

{(2.2.2) VOORBEELD. Als § := {(x,y) eIR2 | x =0 vy=0}, diw.z. de vereni-

ging van de x- en de y-as, dan is 28 = Sen § + § = Rr2. 1
Als S en T gesloten zijn, dan is niet noodzakelijk S + T gesloten.

(2.2.3) VOORBEELD. Zij

S := {{x,y) ¢ R | x <0, xy £ -1}, T = {(x,y) e R | x>0, xy 2 1}.

Dan zijn S en T geslaten en
2
S+ T={(x,y) eR | y> 0}

is het open bovenhalfvlak, il

Een kegel (zie definitie (2.1.2)) die een convexe verzameling is noemen

we een convexe kegel. Een equivalente karakterisering wordt gegeven door

(2.2.4) EIGENSCHAP. Een verzameling C c R" is een convexe kegel als 0 ¢ C en
als Ax + uy ¢ C geldt voor elke x,y ¢ C en i,u 2z 0. !
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Voorbeelden van convexe kegels zijn R, {0}, lineaire deelruimten, en het

positieve orthant:

TRE = {x e R" ] x, 20 (i=1,...,n)}

(2.2.5) EIGENSCHAP. De doorsnede van twee of meerdere convexe kegels is een
convexe kegel. O

k
(2.2.6) DEFINTTIE. Als % ,...,%, eRY, A, 20 (i =1,...,k), dan heet 1oax

1
S, , . 1=]
een positieve combinatie van EIPRRTIS X

Een positieve combinatie is dus een lineaire combinatie met niet-negatieve

coefficiénten.

(2.2.7) DEFINITIE, Als § gjmn dan Zs po § de verzameling van alle positieve
» A P

combinaties van elementen van S. We noemen po $ het positieve opspansel (of

omhulsel) van S. Verder geeft 1i S het lineaire opspansel van S aan, d.v.z.

de verzameling van alle lineaire combinaties van elementen wit S.

Tenslotte daefiniéren we po § = 1i @ = {0}.

We kunnen po § (li §) beschouwen als de kleinste convexe kegel (lineaire

ruimte) waar S in ligt.

(2.2.8) VOORBEELD.
(1) polx,y} is de sector tussen x en y.

(i1} Als 31ye0es8y ¢ R®, dan is

y

I e~1=
-
1)

k k
po{a],...,ak} = {l M A2 0} = {Ax | x « Egj = AR,

waar A := [a],...,ak} de matrix is met de vectoren a s8, als kolom—

EEERFLM
men, po{al,...,ak} is een convexe kegel opgespannen door eindig veel

elementen. Zo'n convexe kegel wordt ook wel veelhoekskegel genocemd. Men

kan bewijzen dat een veelhoekskegel altijd gesloten is (zie (RO, Thm.
19.11). ]

(2.2.9) EIGENSCHAP. Als C een convexe kegel 7s, dan is ook C (de afslutting
van C) een convexe kegel. 0




2.3,
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(2.2,10) STELLING. 4ls C en D gesloten convexe kegels zijn en C n (~D) = {0}
dan is C + D gesloten.

BEWIJS. Zij X, < C+D(n=1,2,...) en X, > X We moeten bewljzen dat

+D. o x_ i e schrij = + . -
xe C+D , 18 te schrijven als X, =Y z mety C, z, ¢ D. We bewe

n
ren dat Yy begrensd is. Is dit namelijk niet het geval dan bestaat er een

deelrij Y, met |yn | + » (k + =), Omdat de vectoren Y, /ly | in de compac-
k
te verzameling S := {x | ]x| = 1} liggen, kunnen we door eventueel weer op
een deelrij over te gaan (die we voor het gemak weer met Yy aangeven), be-
k
reiken dat Ya /]yn | » y ¢ 5. Ook zien we dat dan y ¢ C omdat C een gesloten
3 k

convexe kegel is. Verder geldt:

AR R EA I A

zodat -y ¢ D. Dit levert echter een tepgenspraak op met het gegeven, omdat we
weten, dat |y| = 1 en dus y # 0 is.

Uit de begrensdheid van y, volgt dat er een deelrij y_ bestaat die

convergeert: y_ - § ¢ C. Dan geldt echter =z = + X - ; € D en

“m  Tm

dus x =y + (x - y) € C + D. 0

Polaine kegels en separatie

We zullen naast kolomvectoren ook rijvecﬁoren beschouwen. De verzame-
ling der n—dimensionale rijvectoren geven we aan metimh. Een vector n e R
is dus een 1 x n-matrix. Als x e]Rn, dan is x een n x l-matrix, zodat het
matrixproduct nx = %y *o.otonox, is gedefinieerd. Dit is het inwendige

product van n en x.
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Als A een matrix is, dan is A' de getransponeerde matrix (in WSK 20 wordt
de notatie AT gebruikt). In het bijzonder is a' een rijvector als a een ko-
lomvector is en a'b het inwendige product van a en b (a,b e:mF). Verder

zullen we vaak om typografische redenen kolomvectoren noteren als rijvecto-

ren met ronde haken in plaats van rechthoekige haken. Dus [x],...,xn] eiRn,
als X eR (1 =1,...,n) en
X .
(xl,...,xn) = [xl,...,xn]' = E e R
X
n

Als we twee rijvectoren £ = [El,...,ﬁn] en n = [n],.. ] samenvoegen tot

.

k
een vector in'Rh+k, nl. [EI,...,En,nl,...,nk], dan gebruiken we de notatie
[E,n]l. Als x ¢ R®, y ¢ R", dan schrijven we (x,y) i.p.v. [x',y']' voor de

vector (xl,...,xn,y],...,yk). Als S gth, T EiRn, dan is

Sx T i={(x,y) ceR " | xcS,ye T

het cartesisch product van S en T. Als C en D convexe kegels zijn, dan is

ook C ¥ D een convexe kegel.
Elke definitie en eigenschap gegeven voor R"™ kan door transpositie worden
vertaald in een eigenschap voor ﬂin- We zullen gewoonlijk deze getranspo-

neerde eigenschappen gebruiken zonder ze expliciet te noemen,

(2.3.1) DEFINITIE. Alg C een kegel is, dan is de polaire kegel van C gege-
ven door

0
C” = {n e:mn | nx < 0 voor aglle x < C}

(2.3.2) EIGENSCHAP. ¢ is een gesloten comvexe kegel

.

.
2\
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(2.3.3) VOORBEELD.
@ ®H0 =10, 0% =g .

{ii) Als M een deelruimte van R ig, dan is MO het orthogonale complement

van M:
MO :=I“l'L = {n ERn[nx=0v00rallexeM}
(iii) Als in het bijzonder L := {x ¢ r"® | nx = 0} waar n # 0, dan is L een
hypervlak loodrecht op n. Dan geldt 0 - {An | » e R}. Zij verder
H := {x ] nx £ 0}, Dan is H een halfruimte, begrensd door L. Er geldt
B = (An | A 2 0}.

[\

(iv) Als € = AR cen veelhoekskegel is (zie (2.2.8.ii)) dan is
c® = {n«e R, | nA < 0} (de vectorongelijkheid wordt componentsgewijze
opgevat), d.w.z. C0 is een doorsnede van eindig veel halfruimten. Zo'n

kegel wordt een veelvlakskegel genoemd. Men kan bewijzen dat elke veel-

hoekskegel een veelvlakskegel is en omgekeerd (zie [RO, Thm. 19.11). O

(2.3.4) EICENSCHAP. Laat C en D kegels zijn. Dan geldt
(i) Als C ¢ D; dan is CO o DO,

iy @ = @9,

Git) € x 0)Y = ¥ » °,

(v 0% =-c

3

v o 0 =c". y

De volgende stelling is fundamenteel:

0

(2.3.5) STELLING. Z7j C een gesloten convexe Kegel. Dan geldt C0 = C (waar

COO o= (CO)O).

BEWIJS. Als a ¢ {, dan geldt ya< 0 voor alle ¢ « C0 en dus a ¢ COO.
Veronderstel nu dat a ¢ €. We zullen een ¢ ¢ C0 aangeven met yja > o,

waaruit we kunnen concluderen dat a ¢ COO. Kies b zo dat

la~b} = min{ja - x} | x ¢ C}. Zo’n b bestaat omdat C gesloten is. We defi-

niéren p := a-b, Als x ¢ C, A 20, y < 1, dan is (1-u)}b + Xx ¢ C, dus
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|pI2 <la- (-wb - Axlz = [p+ub -Ax|2. Als we het rechterlid van deze
ongelijkheid met F(A,n) aangeven, dan zien we, dat F(0,0) < F(i,u). Der—

halve:
-'zl",\((),()) =-p'x -0, “‘u(‘)’()) =p'h= .

Als dus ¢ := p', dan geldt ¢Yx < 0 voor alle x ¢ C, dus ¢ ¢ C0 en
Ya = ¢b + Yp = p'p > O,omdat p # O. O

(2.3.6) GEVOLG. 4ls C een willekeurige kegel is, dan is

C00 =po C .

BEWIJS. Dit volgt uit 0 = (po O)° (zie (2.3.4)). 0

n

(2.3.7) VOORBEELD. Als C = AR, dan is ¢” = {n « R | nA = 0} (zie (2.3.3.

(iv)). Het resultaat C00 = C kunnen we dan als volgt formuleren:
"7ii b ¢ R . Dan heeft de vergelijking Ax = b een oplossing x 2 0, dan en
slechts een oplossing x = 0 als uit nA < 0 volgt nb < O".

Dit is het beroemde Lemma van Farkas. Stelling (2.3.5) kan dus worden gezien

als een generalisatie van dit lemma. g

(2.3.8) DEFINITIE. Twee convexe kegels C en D heten gesepareerd als er een

Y # 0 bestaat met yx < 0 voor alle x ¢ C en Yy = 0 voor vy € D. Cen D zijn

0

dus gesepareerd als er een Y « C, § # O bestaat met -y « DO, m.a.w. als

0 -m? # (0},

x< 0

e
D yx >0
=0

(2.3.9) STELLING. Laat C en D gesloten comvexe kegels zijn. Dan geldt:

iy +m?=c 00,

@iy €anl=d + 0 o

.. . 0
(iii) Als C en D ntet gesepareerd zijn, dan €s (C n D)” =C + D .
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BEWILJS.

(i) Uit ¢ < ¢ + D volgt ¥ 5 (C+ D). 20 ook 1° 5 (¢ + 1)? en dus

C0 ndD 2 (C+ D)O. Zij nu ¢ « CO n DO. Dan geldt voor alle x € C en
y e Ddat y(x +y) =¢x + ¢y < 0, dus ¢y € (C + D)O.

(i) cnp=c"qp

0

]

n 00 = (c® + %% en dus € 0 Y = (@ + D0YO0 - O, 0.
(iii) Als C en D niet gesepareerd zijn, dan is C0 n (—DO) = {0}. Uit stel-

ling (2.2.10) volgt dat CO + D0 gesloten is. 0

2.4, Een noodzakelijhe voomwaande voor optimaliteit en een existentiestefling

Laat a een oplossing zijn van OP(S,f), dus f(x) < f(a) voor alle x ¢ §.

Dan beschouwen we de verzamelingen $ en

(2.4.1)  V:={x R | £(x) < £(a)} .

Blijkbaar geldt dan S c V.

v fla)

f(x) > fla)

f(x)="f(a)

Uit (2.1.4)(ii) volgt dan Ta(S) = Ta(V). Deze voorwaarde kan men beschouwen
als de linearisatie van de optimaliteitsvoorwaarde S ¢ V. Het is echter ge-

makkelijker te werken met de polaire vorm:
0 0
(2.4.2) Ta(V) c Ta(S) .

(Vergelijk (2.3.4)(i).) Dit levert ons het volgende resultaat:

(2.4.3) STELLING. ZZj £eC! in een omgeving van a en 2ij a een optimaal punt,
d.w.z. een oplossing van OP(S,f). Dan geldt

(2.4.4)  VE(a) e Tg(S) .

BEWIJS. Als Vif(a) = 0, dan is aan (2.4.4) zeker voldaan. Als Vi(a) # 0, dan
is volgens (2.1,5)(i), toegepast op g(x) := f(x) - f(a), de verzameling

{p ¢ RY | Vi(a)p £ 0} de raakkegel Ta(V)' Uit (2.3.3)(iii) volgt dat

Tg(V) = {uvf(a) ] n =z 0} zodat (2.4.2) equivalent is met (2.4.4). i



- 27 -

Merk op dat Tg(S) een convexe kegel is, ook al is dit niet het geval
voor Ta(S). Als f niet differentieerbaar is, dan geldt wel (2,4.2) maar
niet (2.4.4). Bedenk ook dat we hebben afgesproken dat vf(a) een rijvector
is, hetgeen in (2.4.4) tot uiting komt.

(2.4.5) VOORBEELD,

(i) Als S cR" en a ¢ int S, dan is volgens (2.1.5)(ii) T_(8) =R" en dus
Tg(S) = {0}. Voor een optimaal punt a geldt dan Vi(a) = 0, een welbe-
kend resultaat.

(11) Als

§ = {x | r(x)

0}

waar r ¢ C]GRn +TR) en als a een optimaal punt is, dan geldt, onder

de voorwaarde Vr{a) # 0, dat
T, (8) = {p | ve(a)p = 0}
(zie (2.1.5)(1iii) en dus (zie (2.3.3)(iii)):
19(5) = (3vr(a) | A ¢ R}
Voor een optimaal punt a bestaat er dan een regle A zo dat

vE{a) = Avr(a)

Dit is een eenvoudig geval van een bekend resultaat, nl. de multipli-~

catorenstelling van Lagrange.

(iii) Zij
s = {x | g(x) <0}
waar g ClGRn +R). Als a optimaal is, g(a) = 0, Vg(a) # 0, dan vin-
den we op analoge wijze de existentie van een getal p 2 0 met
Vi(a) = uvg(a)

Als g(a) < 0, dan is (i) van toepassing. We kunnen beide resultaten

alg volgt in &&n keer formuleren
VE(a) = uvg(a) met ug(a) = 0 .,

De volgende stelling geeft voorwaarden waaronder de existentie

van een optimaal punt is verzekerd.
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(2.4.6) STELLING. 27 S < R® niet leeg en £ ¢ C (8 + R). Dan bestaat er
oplossing van OP(S,f) in elk van de volgende eituaties.

(1) 8 iscompact

(ii) S isgesloten en £(x) + -= (x » =) ,

BEWLJS.

(i) Dit is de bekende stelling van Weierstrass (zie [A & A, 5.7.9],
WSK20 (2.6.1)).
(ii) Er bestaat een getal r zo dat f(x) < £(0) (|x| >r, x € 8). Op de

compacte verzameling
Ki={xes | |x| sr}

neemt f een maximum aan, zij in x = a. Daar ook 0 ¢ K, vinden we
£f(a) =2 £(0) 2 f£(x) (x € S5\K)

zodat a ook een oplossing is van OP(S,f). a

(2.4.7) VOORBEELD. Zij A een symmetrische positief definiete matrix (d.w.z.
x'Ax > 0 voor x # 0}. Dan zijn alle eigenwaarden van A positief, zodat
X'AX > ax'x, waar a > 0 is (we kunnen voor a de kleinste eigenwaarde kiezen).

Hieruit volgt dat voor de functie

f(x) := x'Ax + 2b'x + ¢

waar b €IEF, c € R geldt f(x) » = (x + =), Uit (2.4.6)(iv) volgt dat £ een
minimum aanneemt op elke niet-lege gesloten verzameling S. Zij

5= (x E]f1| p'x = q}, waar p c'mp, p#0engq¢R, d.w.z. S5 is een hyper-
vlak. Dan neemt f een minimum aan in een punt a € S. Volgens (2.4.5)(ii)

bestaat er een A € R zo dat Vi(a) = Avr(a), waar r(x) := p'x - ¢. Dus

2a'A + 2b' = p'



- 29 -

Aa = up - b ,

waar y = 3A. Daar A niet-singulier is, volgt hieruit

-1
a=A (up - b)

De multiplicator y moet nog worden bepaald uit de vergelijking p'x = q,
d.w.z,

L -1 , -1

up'A p=p'A b +gqg
dus

_p'A'b v gq

W=

P'A p

Merk op dat p'Af]p > 0 omdat ook A | positief definiet is. Uiteindelijk vin-

den we

In het geval dat b = 0, zien we dat

een lineaire functie van q is. Voor de minimale waarde van f, dus voor f(a),
vinden we (nog steeds onder de veronderstelling b = 0),

2

f(a) = ———+c ,
p'Ap

een kwadratische functie in q. g
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3. OPTIMALE BESTURING

3.1. Formulering van het problLeem

We beschouwen een Systeem waarvan de toestand x (gekarakteriseerd door'A
n reéle getallen x],...,xn) afhankelijk is van een parameter t (gewoonlijk
geinterpreteerd als de tijd) en waarbij die afhankelijkheid van x t.a.v. de
tijd beschreven wordt door middel van een gewone differentiaalvergelijking.
Hierbij nemen we aan dat op het verloop van het proces x(t} invloed
kan worden uitgeoefend. We zegpen dat we zo'n proces kunnen regelen of be-

sturen {eng. control). Hier volgen enkele voorbeelden:

1) In een chemisch proces kunnen we de reacties beinvloeden door middel wvan
de temperatuur, druk (als we te maken hebben met gassen) en door toevoe-
ging van andere stoffen (katalysatoren).
2} Mechanische systemen kan men beinvloeden door op bepaalde punten krach-
ten uit te cefenen. Een auto kan men sturen, men kan gas geven en remmen.
In een raket kan men de uitlaatsnelheid regelen.
3) Een electrisch systeem kan men besturen door de spanning van een spannings-
bron te veranderen.
4) Het verloop in een economisch systeem is afhankelijk vanprijs- eninvesterings-
bealeid,
Ook in hoofdstuk ) hebben we enkele voorbeelden van besturingssystemen
gezien, De systemen die wij zullen bespreken worden bepaald door vergelijkin-

gen van de vorm
(3.1.1)  x(t) = £(t,x(t) ,u(t))

voor 0 £ t < T, waarbij T een gegeven positief getal is, x: [0,T] +]Rn,

u: [0,T] » R™ vectorwaardige functies en f: [0,T] x R™ x U > R". Hierin is
U < R™ een vooraf gegeven verzameling. De funmcties u: [0,T] > R" die in het
rechterlid voorkomen heten besturingen. We eisen van deze functies dat ze

voldoen aan de wvolgende eigenschappen:

(i) u(t) e Uwoor 0 <t < T,
(1i) u is stuksgewijs continu.
De verzameling van functies die aan deze eigenschappen voldoen geven we aan

met 0, Volledigheidshalve gevenwe een definitie van stuksgewijze continuiteit.

(3.1.2) DEFINITIE. Een functie v: [0,T] » R™ heet stuksgewijs continu als
er een partitie 0 = tg < B, < eee < tp = T van [0,T] bestaat en functies
v, € C([ti_’,ti]-+]fn) voor 1 = 1,...,p, 20 dat v(t) = vi(t)

(ti—l < t < ti) geldt voor i = 1,...,p.



Equivalent is de volgende omschrijving:

v 1s continu op een eindig aantal punten na, in welke de vechter en de lin-
kerlimiet van v bestaan.

We hebben de formulering van (3.1.2) gekozen, omdat deze zich gemakke-
1ijk laat generaliseren (zie definitie (3.1.4)).

De eis dat de besturingen waarden aannemen in een voorafgegeven verza-
meling U correspondeert met de beperkingen waaraan stuurvariabelen in con-
crete problemen onderhevig zijn, De tweede eis, de stuksgewijze continuiteit,
wordt gesteld omdat enerzijds de functies u glad genoeg moeten zijn, om de
existentie van oplossingenvan (3.1.1) te garanderen en anderzijds omdat zoals
we in voorbeeld (1.2.1) hebben gezien, we onder de voorwaarde dat u
continu is in het algemeen niet de existentie van een optimale bestu-
ring kunnen verwachten., Eigenlijk zouden we, om van deze existentie verze-
kerd te kunnen zijn, een algemenere klasse wvan besturingen, nl. Lebesgue-
integreerbare functie moeten toelaten, maar eenvoudigheidshalve beperken we
ons hier tot stuksgewijs continue functies. In § 3.3, zullen we bij de be-
handeling van existentiestellingen wel een algemenere klasse besturingen
toelaten. Bij de afleiding van optimaliteitsvoorwaarden, is het niet belang-
rijk welke klasse van besturingen men toelaat, mits maar is voldaan aan de
volgende voorwaarde: Als u en v besturingen zign en t ¢ (0,T), dan is de
functie wi [0,T) » R, gedefinieerd door

u(t) (0O <t =< 1)

vt} (r<t=<T)
ook een besturing. Aan deze voorwaarde voldoen de verzameling van stuksge-~
wijs continue, Riemannintegreerbare, Lebesgue-integreerbare, stuksgewijs

constante functies, maar niet de verzameling van continue functies.

Voor gegeven Xy e]Rn, u ¢ ) kunnen we nu het beginwaardeprobleem
(3.1.3) x(t) = £(t,zx(c),ulc)), x(0) = X0
beschouwen. De vraagis of (3.1.3) een eenduidig bepaalde oplossing heeft.

Daartoe maken we gebruik van de theorie der gewone differentiaalvergelijkin-

gen {(zie [GDV, hoofdstuk 11, [CL, Ch. TI,II]).
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(3.1.4) DEFINITIE. Een functie g: [0,T] x R™ » R" heet continu t.a.v. x en

stuksgewijs continu t.a.v. t als er een partitie 0 = tg <ty < ..o <t =T
P
van [0,T] bestaat en functies
n n .

g; ¢ C([ti_],ti] xR +R) =1,...,m)

20 dat
n

g(t,x) = g;(t,x) (e, | <t<t,, xcR)

geldt voor i = 1,...,p. De versameling van functies g die aan deze eigen-

schappen voldoen, geven we aan het SC([0,T] x R"™ +R™).

Voor g ¢ SC([0,T] » R" »R") met partitie 0 = £y < «-v < tp = T beschou-

wen we de differentiaalvergelijking
{3.1.5) k(t) = g(t,x(t)) .

We noemen x een oplossing van (3.1.5) als x continu is op [0,T], continu

differentieerbaar op elk der intervallen (ti ti) (we zeggen dat x stuks-—

-1’
gewijs continu differentieerbaar is) en als {(3.1.5) geldt op elk der inter-

vallen (ti_l,ti).

Dan geldt het volgende resultaat:

(3.1.6) STELLING. ZZj g ¢ SC([0,T] x B* »R™) continu differentieerbaar
t.a.v. x. Dan geldt:

(1) Voor elke Xy € R" ig er een getal T, € (0,T] 20 dat er een oplossing x

van (3.1.5) bestaat op [O’TI] met x(0) = x,
(i) Ale x en y oplosaingen op [0,T2] aign van (3.1.5) met x(0) = y(0) dan

geldt x(t) = y(t), 0 € t < T, {eenduidigheidsstelling) .

(locale existentiestelling).

Voor het bewijs verwijzen we naar ([CL, Ch. I,IT],[GVD, Hoofdstuk 1]).
Op grond van (3.1.6) is er bij elke X, ¢ R" een eenduidig bepaalde op-

lossing x(t) van (3.1.5) met x(0) = x,. Deze oplossing is gedefinieerd op

0

een interval van de gedaante [O,Tl] met T, > 0, Het is niet noodzakelijk zo,

1
dat de oplossing op het hele oorspronkelijk gegeveninterval [0,T] bestaat, m.a.w.
er is niet noodzakelijk globale existentie. We zullen de oplossing van (3.1.5)

met beginwaarde x

0
is over welke differentiaalvergelijking we spreken.

aangeven met E(t,xo), daarbij aannemend dat het duidelijk
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Ook het volgende resultaat wordt bewezen in de theorie der gewone dif-

ferentiaalvergelijkingen:

(3.1.7) STELLING (Continufteitsstelling). Laat g voldoen aan de voorwaarde

van stelling (3.1.6). Dan is het domein van de functie & open en E ig een
continue functie. Meer specifiek: Als voor sekere ;0 de oplossing E(t,)—co)

gedefinieerd is op [O,T]], dan 1s er een omgeving N = x, +eB van x,, 20

0 0*
dat g(t,xo) bestaat voor 0 < t < Ts %5 € N en E(t,xo) > E(t,xo) (x0 -+ xo)

untform t.a.v. t.

We keren nu terug naar het besturingssysteem (3.1.3). We zullen voor-
taan steeds aannemen dat f continu is en differentieerbaar naar x en dat
ook 3f/9x continu is. We noteren de verzameling van functies f met deze
eigenschappen als CDP([0,T] x R® x U »TR"). Dan voldoet voor elke u ¢ § de

functie 2y gedefinieerd door

g,(t,x) = £(t,x,u(t))

aan de voorwaarde van stelling (3.1.6). Derhalve heeft voor elke Xy € Ef:
u ¢ @ de vergelijking (3.1.3) een eenduidig bepaalde oplossing x met begin-

waarde x(0) = x_ . Deze oplossing is gedefinieerd op een interval [0,T1],

0°
waar T] af kan hangen van X, en u. We zullen de oplossing noteren als
au(t,xo) of soms Eu(t), E(t,xo) of zelfs kortweg £(t), d.w.z. we laten de

vermelding van u en/of x. achterwege als dit geen aanleiding tot verwarring

0
geeft.

Bij een besturingsprobleem gaat het erom een geschikte besturing u ¢ Q
te kiezen., Soms is daarbi] Xq ¢ R" van te voren vast gegeven, in andere ge-
vallen moeten zowel u als Xq gekozen worden. De eerste voorwaarden waaraan
u en x, moeten voldoen is, dat Eu(t,xo) bestaat op een voorafgegeven in-
terval.

(3.1.8) DEFINITIE. Bij gegeven £ < CD([0,T] x R" % U >R heet een paar
(xO,u) e R x @ toegelaten als t w» gu(t,xo) gedefinieerd 7s op [0,T). Bij
vooraf gegeven X, heet een besturing u e @ toegelaten als (xO,u) toegela~

ten is.
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Aan een paar (xo,u) legt men gewoonlijk nog andere voorwaarden op bij
een besturingsprobleem. Deze voorwaarden variéren van probleem tot probleem.

We noemen een paar voorbeelden:

0
één punt bevat, dan hebben we te maken met een probleem met vaste be-

ginwaarde.

(i1) £(T) ¢ X]. Ook hier is Xl gimP een vooraf gegeven verzameling.

(iii) E(t) e X(t) voor 0 € t £ T. Hierbij is X(t) voor elke t ¢ [0,T] een

(1) Xy € XO, waarbij X, & R" een vooraf gegeven verzameling is. Als X
é

: PO .
verzameling in IR, Een probleem waarin zulke voorwaarden voorkomen

heten problemen met toestandsbeperkingen., Zulke problemen zullen we

in dit dictaat niet behandelen, Een variant hierop is

(iv) (E(t),u(t)) « S(r) ,

waarin S(t) EimF x Uwoor 0 € t £ T.

T
() J g(t,E(t),u(t))dt ¢ S .
0

Hierbij is g ¢ CD([0,T] xR" x U~+RP) en S« RP. Zo'n besturingspro-

bleem heet een probleem met integraalrestricties. Een veel voorkomend

geval is, dat S een &é&npuntsverzameling is.

(Vi) (xosg(’r)) € X

waar X gjmzn. Dit is een probleem met gekoppelde beperkingen aan be-

gin— en eindwaarde. De voorwaarden gencemd in (i) en (ii) kunnen wor-

den beschouwd als bijzondere gevallen hiervan. Een ander voorbeeld
is de voorwaarde £{T) = X5

Als er een toegelaten paar (xO,u) bestaat, dat aan de voorgeschreven
voorwaarden voldoet, dan zijn er gewoonlijk‘oneindig veel. Men zal dan een

zo gunstig mogelijk paar willen kiezen. Om zo'n keuze te kunnen maken, moet

men een optimaliteitscriterium hebben met behulp waarvan men verschillende

paren met elkaar kan vergelijken. Ook hier zijn er tal van mogelijkheden.

We noemen een aantal voorbeelden:

a) Maximaliseer h(£(T)), waar he RY + R een vooraf gegeven functie is. Dit

is het probleem van Mayer.
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b) Maximaliseer (of minimaliseer)

T

J £y (t,&(t) ,u(r))dt
0

waar fO e CD([0,T] x R" - R) gegeven is. Dit is het zgn. Lagrange-pro-
bleem.

c) Maximaliseer

T

h(E(T)) + f £ (L, £(0) ,u(t))de
0

waar h en fO zijn als in a) en b). Dit is het zgn. Bolza—probleem, dat

kennelijk de problemen van Lagrange en Mayer als speciale gevallen bevat.
d) Maximaliseer h(xo,g(T)), waar h:IR2n +1R. Dit is een probleem met gekop-

peld begin- en eindwaardecriterium.

Het zal duidelijk zijn dat men een grote variéteit van optimaliserings-
problemen krijgt door combinatie van een aantal beperkingen op (xo;u) met
een optimaliteitscriterium. Daar een simultane behandeling van al deze pro-
blemen al gauw onoverzichtelijk en moeizaam wordt, zullen in dit college
een specifiek probleem als standaardprobleem kiezen. In de volgende para-
graaf zullen we zien dat de meeste optimaliseringsproblemen die we uit bo-
venstaande beperkingen en optimaliteitscriteria kunnen samenstellen, te her-

leiden zijn tot dit standaardprobleem.

GJ&)n%ww.%mm%mpmnm.@WWngmﬂxOgR,xgm,
T>0, £ e CO(LO,1] x RY x U %-EP)’ h « C!GRH +TR).
Gevraagd: Bepaal een toegelaten paar (xo,u) g0 dat

Xn € XO’ E(T) « X]

0

en zodanig dat h(£{1)) maxrimaal is.

Er is nog een belangrijke variant op het optimale besturingsprobleem
die we nog niet hebben besproken. Tot nu toe hebben we nl, aangenomen, dat
de eindtijd T van het proces van te voren is gegeven. In vele problemen is
dit echter niet het geval. Hierbij moet dan T, tezamen met (xo,u) optimaal

worden gekozen. Derhalve definiéren we:
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(3.1.10) DEFINITIE. Bij gegeven f ¢ CD([O,=) xR" x U »R") heet ket tripel
(xO,T,u) toegelaten als Eu(t,xo) bestaat voor 0 < t < T.

En verder

ew', X, ¢ ®™

(3.1.11) PROBLEEM. SEP*(U,XO,X],f,h). Gegeven: U ¢ R™, X
£ e CD([0,) xR x U>RY, h ¢ CHR" x [0,=) +~ R).
Gevraagd: Bepaal een toegelaten tripel (x,,T,u) 20 dat %y ¢ X, (§(T),T) € X

en zodanig dat h(E(T),T) maximaal is.

0

1’

We zullen SBP het standaardprobleem met vaste eindtijd en SBP* het

standaardprobleem met variabele eindtijd noemen. Het is duidelijk dat SBP

. . * . . s .
een speciaal geval is van SBP . We kunnen nl. de eindrestrictieverzameling

X, in SBP* zo kiezen, dat daardoor de eindtijd vastligt, dus X, = {T} = X
met X, < R,
In § 3.3 zullen we SBP herformuleren als een cindigdimensionaal opti-

2

maliseringsprobleem en we zullen met behulp hiervan existentiebewijzen kun-

nen vinden.

Henleiding van vernschillende optimaliseringsproblemen tot het standaardpro-
bleem

We geven een aantal voarbeelden van zulke herleidingen.

(3.2.1) VOORBEELD. Als we i.p.v. met het Mayer-probleem te maken hebben met

het probleem van Bolza, dus als gevraagd wordt de uitdrukking

T
IGxgow) = hE(D) + J £o(£,£(6) ,u())dt
0

te maximaliseren, voeren we een nieuwe variabele x is, die voldoet aan

n+1
de differentiaalvergelijking

kap = £(E,x(0),u())

en aan de beginvoorwaarde xn+l(0) = 0. Deze variabele voegen we bij de n
componenten van de toestandsvector x tot een (n+ i)~dimensionale vector
x = (x,xn+[) (zie de notatie-afspraken in het begin van % 2.3}. Dan kunnen
we het probleem herschrijven als een standaardprobleem. Als oorspronkelijk

de voorwaarden x, € X,, £(T) ¢ X, gegeven zijn, voeren we in
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]
It

X0 x {0} = {(x,0) E'RF+] | x € XO} ,

14
It

_ n+1
X X]R—{(x,xn+])e]R 1}(5).(

1 : 1 X ¢ R} ,

1* "o+l

f(t:_}i,u) = (f(t,X,U),fO(t,X,U)) ]

h(x) := h(x) + Xl

De oplossing £(t) = gu(t,go) van de differentiaalvergelijking

x = f(t,x,u(t))

met beginwaarde x(0) = Xy € )_(0, uitgeschreven

= f(t,x,u(t)), x(0) ¢ XO

= £4(t,x,u(e)), x_, (0) =0

e

e

n+1

heeft de eigenschap

1

RGE(T) = h(E(T) + €, () = J(xyw)

daar
T

(1) = J fo(t,x,u(t))dt .
0

£

n+l

Derhalve is het probleem equivalent met SBP(U,§0,§ T,f,h).

-I’

Op analoge manier gaan we te werk in het volgende

(3.2.3) VOORBEELD. Als we een probleem hebben met een integraalrestrictie

T

J gl{t,g(t),u(e))de ¢ 8
0

waar g ¢ CO([0,T] x R" x U +>1RP) en § g_lRp, voeren we een nieuwe variabele

y ¢ BP die voldoet aan de vergelijking
(3.2.4) v = glt,x,uw)

met beginwaarde y(0) = 0. De samengestelde vector (x,y) wordt dan de toe-
standsvariabele in het standaardprobleem. We introduceren:

Xy t= Xy * {0} = {(x,0) e RY'P

X, x ¢ Xy}
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(0 is hier de nulvector inimp),

}_(]=X]><S={(x,y) | % e X5 ¥ ¢ s} ,
f(t,x,u)i= (£(t,x,u),g(t,x,u)) ,
h(x)i= h(x) ,

en het probleem is equivalent met SBP(U,EO,E!,T,EJE). Bedenk, dat voor een

oplossing y van (3.2.4) met y(0) geldt

T

Y(T) = j g(tsxsu)dt . O
0

(3.2.5) VOORBEELD. Soms komt er een parameter u'é'mﬂ voor in het proces, die
optimaal moet worden gekozen, tezamen met (xo,u). Dan hebben we dus de ver-
gelijkingen

x = £(t,x,u,u)

met begin- en eindrestricties:
n+
(x5,u) € X3 R b
+
€M, ¢ xR D

en optimaliteitscriterium h(g(T),u).
Dan kunnen we invoeren een variabele y € mﬂ, die voldoet aan de {(tri-
viale) vergelijking
y(t) =0
en een samengestelde toestandsvector x = (x,v). Als dan

£(t,x,u) := (f(t,x%,y,u),0), E(_{{_) = h(x,y) ,

dan is het probleem equivalent met SBP(U,XO,X],T,EAE). Een (constante) para-
meter wordt hier dus beschouwd als een toestandsvariabele die voldoet aan

de vergelijking y = 0. (]

(3.2.6) VOORBEELD. Het probleem met variabele eindtijd kan worden gereduceerd
tot een probleem met vaste eindtijd en een parameter, en dus volgens (3.2.5)
tot SBP. We kunmen nl. een nieuwe onafhankelijke variabele t kiezen gedefi-

nieerd door

T = t/T
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waarin T de eindtijd is. Dan geldt 0 s T < 1. De differentiaalvergelijking

dx

E-E = f(t,x,u)
wordt dan

%% = Tf(Tt,x,u)

en T verschijnt zowel in deze vergelijking als in de andere gegevens van

het probleem als parameter. a

(3.2.7) VOORBEELD. Een probleem met gekoppelde begin- en eindwaarden kan
men tot SBP herleiden door middel van een nieuwe n-dimensionale variabele y
die voldoet aan de differentiaalvergelijking y = 0. Als bijv. de restrictie

luidt
(x,£(T)) « X

en het criterium gegeven wordt door h(xo,g(T)), dan vinden we in het uitge-

breide systeem, met toestandsvector x = (x,y):

£(t,x,u) 1= (£(t,x,u),0)

X 1= {(x,y) EZRZH | x =y}

0:
1= {y) € R2® | (v,%) € X}
h{x,y):= h(y,x) .

Dan is het gestelde probieem equivalent met SBP(U,§0,§I,T,£)§). O

Ook tot SBP te herleiden zijn de meeste problemen uit de variatiereke-
ning, waarvan we enkele voorbeelden in hoofdstuk 1 hebben gezien. De algeme-

ne formulering van het eenvoudig variatieprobleem met vaste eindwaarden is

(3.2.8) PROBLEEM. Gegeven een interval [0,T) en een functie
C]([O,T] xR xR +~R), (t,x,y) v £(t,x,y) en getallen Xy %) bepaal een

functie x: [0,1] » R, =0 dat =x(0) = Xys x(T) = X, en dat

T
J(x) 1= J f(e,x(t),x(t))dt
O

mintmaal ts.
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Dit probleem kan op allerlei manieren worden gevarieerd. Zo kan men:

(1) X of X niet van te voren vast leggen en eisen dat ze optimaal wor-

den gekozen,
(ii) de eindtijd niet vastleggen,

(iii) een integraal van de vorm

T
j flt,x(t),x(t),x(t))de
0

minimaliseren. Dit kan men natuurlijk uitbreiden tot afgeleides van
hogere orde.

(iv) niet &&n, maar meerdere functies XpseeesXy zoeken en wel zo dat
T
J f(t,xl(t),...,xn(t),il(t),...,in(t))dt
0
minimaal is.

(v) van de gezochte functie eisen dat ze aan een integraalrestrictie van

de vorm
T
{ glt,x(t),%x(t))dt = ¢
4]
of
T
J p(t,x(t),%(e))de < ¢
0

voldoet, Men spreekt in zo'm geval van een isoperimetrisch variatie-.

probleem.

Het laatste voorbeeld dankt zijn naam aan een bijzonder geval, nl. het
bepalen van een kromme met een gegeven omtrek (perimeter) waarvan het omslo-
ten oppervlak maximaal is. Een enigszins vereenvoudigde versie hiervan wordt

gegeven in het volgende voorbeeld:

(3.2.9) VOORBEELD. Bepaal een functie x: 0,11 - [0,+) zo dat x(0) =x(1) =0,
de lengte
1
e [T RO
0



_41_

een gegeven waarde heeft en het oppervlak

1
S = J' x(t)dt
0

gelegen tussen de grafiek en de t-as maximaal is. (

Bovenstaande variatieproblemen kan men herleiden tot SBP door eerst
een besturingsvariabele te kiezen en vervolgens toestandsvariabelen te in-
troduceren volgens eerder genoemde procedures. Als besturingsvariabele(n) kiest
men dan de hoogste afgeleide(n) die in het probleem voorkomen. In (3.2.8)
kiest men bijv. %X = u als besturingsvariabele, x als een toestandsvariabele
en

t
y = I flr,x(t),x(1))dr
]

als extra toestandsvariabele. Dan krijgt men het volgende systeem van dif-

ferentiaalvergelijkingen:

X =1u

]

ﬁ f(tsx,u)

met beginwaarden x(0) = X5 y(0) = 0, met eindwaardenrestrictie x(T) = X,

en optimaliteitscriterium h(x,y) = -y.
Als men het probleem in voorbeeld (3.2.9) wil herleiden, dan vindt men

na de substitutie % = u,

t t
y = J Y1+ %2(1)dt, z = J x(1)dT ,
0 0

de volgende vergelijkingen en begin- en eindrestricties:

X =u x(0) = x(1) =0
y=+1l+u y(0) = v(1) = L
2 = x z(0) = z(1): maximaal
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3.3. Het standaandproblfeem als eindigdimensionaal optimaliseringsprobleem. Exis-

tentiestellingen
We beschouwen weer de vergelijking
(3.3.1) % = £(t,x,u)

waar £ ¢ CD([0,T] xBR"™ x U +RY), zoals in het standaardprobleem (3.1.9).
Met behulp van de oplossingen Eu(t,xo) van die vergelijking definiéren we

bij gegeven XO gzmﬁ, de wvanuit XO bereikbare verzameling door

{(3.3.2) W(XO) i= {ﬁu(T,xo) l (xo,u) is toegelaten, X, € XO}

In het bijzonder beschouwen we de vanuit een gegeven X, ¢ B" bereikbare ver-

zameling

W(xo) 1= W({xo}) .

Dan kunnen we bijv. schrijven

W(XO) = v W

XOEXO

0’

Met behulp van de bereikbare verzameling kunnen we SBP(U,XO,X],T,f,h)
herformuleren als een eindigdimensionaal optimaliseringsprobleem. Er geldt
nl.: Alg het paar (x,,u) een oplossing is van SBP(U,XO,XI,T,f,h), dén 18
Eu(T,xo) een oplossing van OP(W(XO) n Xl’h)‘ Omgekeerd, als x, een oplossing
£3 van OP(W(XO) n X],h), dan bestaat er een oplossing (xO,u) van

SBP(U,X,,X,,T,£,h) zo dat x, = £,(T,x

0)'

Deze uitspraken volgen onmiddellijk uit de definities. De moeilijkheid
bij de toepassing van deze herformulering is natuurlijk het feit dat W(XO)
niet expliciet gegeven is. Daarentegen zijn de verzameling XO en X] wel ge-
geven. Eigenschappen van W(XO) moeten worden afgeleid via de vergelijking

(3.3.1).
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We onderzoeken eerst de bijzondere situatie waar X, uit &&n punt Xy be-
staat, dus waar de beginwaarde van de baan is vastgelegd. Dan volgt uit bo-
venstaande en uit (2.4.6), dat voldoende voorwaarden voor de existentie van

een oplossing van SBP(U,XO,X],T,f,h) zijn: X is gesloten &n X n W(xo) #0, en

(3.3.3) VOORWAARDE. W(xo) 18 compact.

We willen nagaan wanneer aan (3.3.3) ig voldaan. Het ligt voor de hand
te veronderstellen dat U een compacte verzameling is, omdat we anders niet
kunnen verwachten dat W(xo) compact is {zie ook voorbeeld (1.2,1)). Daar-
naast zal het ook nodig zijn dat de oplossingen van (3.3.1) met begin-
waarden x(0) = Xq uniform begrensd zijn voor u ¢ f, omdat we anders niet
kunnen verwachten dat W(xo) begrensd is. In het bijzonder moeten we eisen
dat (xo,u) voor elke u ¢ Q toegelaten is. De voorwaarden f ¢ (D, U compact,

zijn daartoe niet voldoende.
(3.3.4.) VOORBEELD. Beschouw het systeem in IR:

2(t) = u(t)x2(t)

met beginwaarde Xy = 1. 2Zi) T= 1, U= [-1,1], zodat u ¢ Q voldoet aan
de restrictie |u(t)| < 1. Dan is f,gedefinieerd door f(t,x,u) = ux%,in
CO([0,1] x R x [-1,1] > R) en U is compact. Als we u constant nemen

vinden we als oplossing

]
Eu(t) = 1 = ut

Voor u -+ | geldt echter gu(l) + =, zodat de oplossingen niet uniform
begrensd zijn. Verder is de besturing u(t) = 1 (0 < t < 1) niet toege-

laten. {1

We zullen daarom de existentie en dus de begrensdheid van de oplossin~

gen als expliciete eis formuleren.

(3.3.5) VOORWAARDE. Elk paar (x.,u) € R x Q s toegelaten.
0 g

Men kan bewijzen dat voldoende voor (3.3.5) is, dat elke oplossing £
van (3.3) met £(0) = X begrensd is op het interval waarop ze is gede-
finieerd (zie [GDV, Hfdst. I], CL, Ch. I) ., Om deze begrensdheid aan
te tonen kan men gebruik maken van het lemma van Gronwall (zie [GDV]

voor een algemenere formulering).
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{3,.3.6) LEMMA (Gromwall). 22 k e, L =20, T > 0, w ¢ C([0,T] - R).

t
w(t) £k + L I w(t)dr (0s £t=1T

dan geldt 0

keLt (0 2t <7).

A

w{t)

BEWIJS. Definieer
t
p{t) =k + L J w(t)dTt .
0

A

Dan geldt w(t} s ¢(e) (0 £ t £ T) en dus

P(t) = Lw(t) s Ly(t) (0 <t <7
Hieruit volgt

S ey s o,

d.w.z, e_Ltw(t) is niet-stijgend en dus e—Ltw(t) < e_Lo¢(0) = k. Derhalve,

u(t) < 9(t) < ket . 0

Nu kunnen we een voldoende voorwaarde vinden voor (3.3.5):

(3.3.7) LEMMA. Laat £ ¢ CD([0,T] x R™ x U »R") wvoldoen aan de ongelijkheid

(3.3.8) |f(t,x,u)l < L\x] + N 0D£t=sT, x eIRn, u ¢ U)

voor zekere constante L,N z 0. Dan geldt voorwaarde (3.3.5).

BEWLJS. Daar woor g(t) := Eu(t,xo) geldt

t
E(t) = x5 + J f(t,g(t),u(n))dr
0
volgt uit (3.3.8):
t t
leCey| < [x5 + [ (LIg(t)| + M)dt < K + L J lg¢y tdr
0 0

waar k := ]x0| + NT, Uit het lemma van Gronwall volgt daarom, dat
lg(t)| < relt, [
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Voorwaarde (3.3.8) is een voldoende maar niet noodzakelijke voorwaarde
voor (3.3.5) en zijn gemakkelijk voorbeelden te bedenken, waarvoor wel aan
(3.3.5) maar niet aan (3.3.8) is voldaan.

We hebben tot nu toe, om te bereiken dat W(xo) compact is, geeist dat

U compact is en dat alle besturingen toegelaten zijn. Het is verder nognodig dat we

de verzameling van toegelaten besturingen uitbreiden (zie voorbeeld (1.2.1)):

(3.3.9) VOORWAARDE. Alle (Lebesgue—)integreerbare functies u: [0,T] + U aul-

len worden toegelaten. De verzameling van aulke functies geven we aan met Q.

Hoewel het bij het bewijs van existentiestellingen wezenlijk is dat
Lebesgue-integreerbare functies toelaat, zullen we hier niet de theorie van
Lebesgue~integratie bekend veronderstellen. Daarom laten we de betreffende
bewijzen achterwege.

Zelfs met deze uitbreiding van { en met de eerder genoemde voorwaarden
(U compact, (3.3.5)), is de existentie van optimale besturingen niet gega-

randeerd:

{3.3.10) VOORBEELD. Laat x,y voldoen aan

"X = u ,» x{0) =0,
(3.3.11)
y=u' -« Ly =0,
met T =1en U =[-1,1], zodat u(t) meet voldoen aan |u(t)| = 1. Het is ge~-

makkelijk te verifilren, dat (3.3.11) aan (3.3.5) wvoldoet. We beweren, dat
het punt (0,1} wel een randpunt is van W(go) (Hier is Xy = 0,) maar niet tot
w(go) zelf behoort. In het bijzonder heeft het optimaliseringsprobleem:
"Bepaal u zodanig dat y(1) maxrimaal 78", geen oplossing.

Dit kunnen we als volgt inzien., Er geldt

|
y{(1) = J (uz-xz)dt .
it

In de eerste plaats volgt hieruit dat y(l) = fé udt < 1 voor elke oplossing,
Bovendien is y(1) = 1 alleen mogelijk als |x(t)| = 0 geldt voor 0 < t < 1,
Maar dan is ook u(t) = %(t) = 0 voor 0 < t £ 1| en dus y(1) = 0. We zien dus
dat voor elke oplossing van (3.3.11) geldt: y(1) < 1. Anderzijds kan men een
rij besturingen u € & zo kiezen dat voor de oplossinpen gk(t) 1= guk(t,g)
geldt: gk(l) -+ (Q,1) (k + «). Definieer nl. uk(t) als volgt:
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= +1 voor & < t < 3 ; :
w () - o
1= =1 voor ] m £t < ] K

voor j = 0,...,k=1. Dan geldt

R | i i+ 4
£ -4 Vvoor g St < S
x (t)
L i+ i+
" t voor A <t < ”
en in het bijzonder ka(t)l < 1/2k (0 <t=< 1). Dus
xk(l) =0
1
M= | @ - L1 -L o1 k=
T k *r = )
0 k
1 1 T 1 ) ] r~ |
. ! . ' ' 1 1
i : ' : ) : '
0— : 1 : ' : | :— — u
' ' ' ' 1 | '
1 ' ' 1 1 1 1
r o [} 4 r 4 |
1 ' 1 ! 1 ] 1
] ! ] ! ] ] 1
) ' s ! ' ' !
[} ! ] 1 + ] 1
' ! 1 ' ' ' I
1 ! 1 ' ' 1 1
. ' ' ' . 1 1
1 1 l ] \ 1 1
' : 1 : ' : 1
VK -ap, 0 A 0 A A
i ' . ' . ' 1
1 t ] ! i 1 ]
1 o N T L X
0 1

Er is kennelijk nog een voorwaarde nodig om de compactheid van W(xo)

te garanderen. Deze blijkt te zijn

(3.3.12) VOORWAARDE. Voor elke t ¢ [0,T], x ¢ R is de snelheidsverzameling

v(t,x) := f(t,x,U) := {f(t,x,u) t ue U} .

convex.
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In voorbeeld (3.3.10) is aan deze voorwaarde niet voldaan. Hier is de

snelheidsverzameling

V(t,x) = {(u,uz-xz) 1 -1 £ us 1}

een stuk van een parabool,

De comvexiteitsvoorwaarde is niet voldaan aan de "bovenkant'". Vandaar dat
het optimaliseringsprobleem: "maximaliseer y(1)" geen oplossing heeft. Als
we zouden proberen y(l) te minimaliseren zouden we wel een oplossing vin-

den, want V(t,x) is convex aan de 'onderkant'.

{3.3.13) OPMERKING. De meest voorkomende situatie waarin aan (3.3.12) is

voldaan, is die waarin u lineair in f voorkomt:
ft,x,u) = g(t,x) + h{t,x)u

en U convex is. Hierin zijn g en h continu differentieerbare functies met

. nx . .
waarden in RR" resp. R m (de verzameling van nxm—matrices). il
Met behulp wvan (3.3.12) kunnen we een existentiestelling formuleren:

(3.3.14) STELLING (Philippov-Roxin). Laat

(1) U compact zign.
(i1) f e CD([0,T] xR"” x U » RY).
(iii) De oplossingen van (3.3.1) voldoen aan (3.3.5).

(iv) Vv(t,x) convex zijn voor (t,x) ¢ [0,T] x R" (zie (3.3.12)).

Dan s w(xo) compact voor elke Xy < Xgs {als besturingen worden elementen
wit § toegelaten (zie (3.3.9)).

We laten het bewijs achterwege (zie [LM, § 4.1, stelling 2] [RF, Th, 3,2,1])
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Nu beschouwen we het algemenere geval dat X, een gesloten verzameling

¢}
is. Om hier een uitspraak te kunnen doen moeten we een versterking van voor-
waarde (3.3.5) hebben.

(3.3.15) VOORWAARDE. Voor elke x, ¢ R", ty € [0,T] en elke u ¢ 2 bestaat de

oplossing £(t) van (3.3.1) met E(tgy) = xg voor 0 < ¢t < T,

Het is gemakkelijk in te ziem, dat (3.3.8) ook voor (3.3.15) voldoende
is.
(3.3.16) STELLING. Als XO gesloten 1s, als w(xo) eompact is voor elke xOE‘XO
en ale aan (3.3.15) e voldaan, dan is W(XO) gesloten, Als Xy compact is,
dan is ook W(Xg) compact.

Ook het bewijs hiervan zullen we achterwege laten. Met behulp van
(3.3.16) en (2.4,6) kan men existentiestellingen leveren in verschillende

situaties (bijv. X, compact, X compact; of

0 1 1
XO,X1 gesloten en h(x) + - wvoor x > =). Voor verdere resultaten over

gesloten; of XO gesloten, X

existentie verwijzen we naar [LM], [RF], [Bel.
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EEN ELEMENTATR BESTURINGSPROBLEEM

. Het maximumpiincipe veor een speciank geval van het standaarndproblfeem

In dit hoofdstuk zullen we ons beperken tot het probleem
SBP(U,{XO}JRH,T,f,h), dus het standaardprobleem met X, = {xO}, X, = R",
d.w.z. met vaste beginwaarde en vrije eindwaarde. We zullen dit probleem
verder aangeven met EBP(U,xO,T,f,h). In deze paragraaf formuleren we een
noodzakelijke voorwaarde voor optimaliteit, het maximumprincipe, voor dit
probleem.

In de eerste plaats voeren we in de Hamiltoniaan wvan f (of van (3.3.1)):
4.1.1) H(V,t,x,u)} := Pf(x,u,t)

waarbij ¥ efmh een rijvector is. De Hamiltoniaan is dus het inwendig pro-
duct van de rijvector ¥ met het rechterlid van de differentiaalvergelijking.

Met behulp van de Hamiltoniaan kunnen we de zogenaamde geadjungeerde verge-

lijkingen invoeren voor een nieuwe (rijvector)variabele Y(t), gencemd de

geadjungeerde variabele van x(t). De geadjungeerde vergelijking luidt:

(4.1.2) Pty = -H_ (¥ (1), t,x(t) ,u(t))

HX (of g% of va) is de gradiént van H naar x. De geadjungeerde vergelijking
is gedefinieerd voor elk paar (u,x) waarbij u € 2 en x een corresponderende
oplossing van (3.3.1) is. Als men de gradiént van H uitschrijft, dan blijkt

dat (4.1.2) een lineaire differentiaalvergelijking is:

*

(4-1.3) 1!" = —wfx(t,X(t),u(t))

waar fx de functionaalmatrix van f naar x is uitgerekend in (x,y) = (x(t),u(t)).
I )

We kunnen nu het maximumprincipe formuleren:

(4.1.4) STELLING (Maximumprincipe voor EBP). Laat u een optimale besturing

zign voor EBP(U,x.,T,f,h) en x = 55 de bigbehorende baan (d.w.z. oplossing

0?
van (3.3.1)). Dan geldt

(4.1.5)  H(t),t,x(t),u(t)) = max H@(t),t,x(t),v)
vell

voor elke t waarin u continu 8. Hierbij is v (t) de oplossing van de gead-

Jungeerds vergelijking

(4.1.6)  (t) = -H_(T(t),£,%(0), (L))

met etndwaarde
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(4.1.7) (D) = hx()-c('l‘)) .

Het bewijs van deze stelling zullen we in 4.5 geven. In deze paragraaf
laten we zien hoe het maximumprincipe kan worden gebruikt bij het bepalen
van optimale besturingen. In de eerste plaats merken we op dat de oplossing
van (4.1.6) met eindwaarde (4.1.7) bestaat op [0,T] en eenduidig bepaald is.
Dit is een gevolg van het feit dat de vergelijking lineair is (zie verder
§ 4.5).

In principe kunnen we, om optimale besturingen te bepalen, als volgt
te werk gaan. Bij gegeven y,t,x kiezen we u ¢ U zo dat H(y,t,x,u) maximaal
wordt. Dit is een eindigdimensionaal optimaliseringsprobleem. Laten we voor
het gemak aannemen dat u door deze optimaliteitsvoorwaarde eenduidig als

functie van Y, t en x is bepaald:
(4.1.8) u=wp,t,x) .

Dan kunnen we (4.1.5) vervangen door:
(4.1.9)  u(t) = w(@(t),t,x(t))

Deze waarde van u kunnen we zowel in de ocorspronkelijke vergelijking

als in de geadjungeerde vergelijking substitueren. Dan vinden we dat de

functies x = x en § = J voldoen aan

x(t) = £(e,x(t),w(®(t),t,x(t))), x(0) = x;,

(4.1.10)

PLE) = -H_(0(0),£,x(0),w(p (D) ,E,x(D))), V(D) = h_(x(D) .

Dit is een tweepuntsrandwaardeprobleem van de orde 2n voor de fune-

ties x(t),p(t). In principe kan men hopen dat zulk probleem, met 2n randvoor-
waarden, een eenduidige of in ieder geval ten hoogste eindig veel oplossin-
gen heeft. Als men x(t) en ¢(t) dan heeft gevonden kan men u(t) bepalen door
substitutie van x(t) en @(t) in (4.1.9). Op grond van deze overwegingen kan
men concluderen dat het maximumprincipe cen volledig stel noodzakelijke voor—
waarden levert.

De grootste moeilijkheid bij de toepassing van deze methode ligt in het
tweepuntsrandwaardeprobleem. Expliciete oplossingen kunnen alleen in eenvou-
dige gevallen gevonden worden. Bij meer gecompliceerde problemen moet men
een beroep doen op numerieke methoden., Daarnaast kan bij gecompliceerde pro-
blemen ook de maximalisatie van H{y,t,x,u) moeilijkheden opleveren. Als u(t)
gen inwendig punt van U is, dan kan men u{t) proberen te bepalen uit de voor-

waarden
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H ((8),t,x(0) ,u(e)) =0

en

H, (P(6),5,x(0) ,u(e)) < 0

d.w.z. L is niet-negatief definiet. Hier is By de Hessiaan van H, dat is
de matrix met elementen Hu.u.
1]

Als men een oplossing van het maximumprincipe heeft pevonden, dan moet
men nog verifiéren dat dezeeen optimale besturing is. Dit is niet vanzelf-
sprekend, daar het maximumprincipe zoals we in voorbeeld (4.5.16) zullen

zien géén voldoende voorwaarde is (zie ook & 1.2).

(4.1.11) VOORBEELD. Bepaal het minimum van de integraal

T
! f (x2(t) + %2 (t))de
a

over alle stuksgewijs continu differentieerbare functies x die voldoen aan
x(0) = 1,
We herformuleren het probleem als een EBP, zodat we het maximumprincipe

kunnen toepassen: Als we u := X en

t
y(t) =} J (x? + uByde
0

invoeren, dan wordt het probleem equivalent met EBP(U,xosT’EAE) waar, met
X = (x,y).
u 1
f(x,u) := 9 9 |s Xy i , U :i=TR, h(x} = -y .
P (x™ +u%) 0
De Hamiltoniaan is met y = [y,q]

H(Y,x,u) = pu + ip (x> + u2) .

De geadjungeerde vergelijking wordt dus

y = - 82 _ _
VST ex
[p:—-aH=0

dy
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De eindwaarde Y(T) = hx(E(T)) levert Y(T) = 0, ¢(T) = -1. Blijkbaar geldt

p(t) = -1 voor 0 < t < T, terwijl ¢ voldoet aan

P(E) = x(t), w(T) =0 .

. . .. oH - =
Uit het maximumprincipe volgt §E(£(t)x§(t)’“(t)) = 0, dus u = ., We conclu-
deren, dat x en § voldoen aan. (Voor het gemak laten we de strepen boven de
optimale grootheden verder weg).

X =y x(0) =1 ,
b= x P(T) = 0 .

We combineren dit tot E&&n vergelijking:
X =x, x(0) =1, %(T) =0 ,
Dit is een tweepuntsrandwaardeprobleem. De oplossing is

cosh{t - T)

x(t) = cosh(T)

De minimale waarde van de integraal wordt: } tanh T.

In opgave (0.4.7) wordt aangetocnd dat de hier gevonden functie inderdaad

optimaal is. il

(4.1.12) VOORBEELD. We beschouwen het optimaliseringsprobleem genoemd in
voorbeeld (1.1.5). In de eerste plaats merken we op dat de existentie van
een (Lebesgue-integreerbare) besturing hier is verzekerd, omdat u lineair

in het probleem voorkomt. We schrijven het probleem in een EBP-vorm:

X = ~-ax + u, %x(0) 0,
4.1.13)

¥ = e(B“Y)t(l"U)m, v (0) 0.

Hier en verder schrijven we kortweg w voor w(x) of w(x(t)). Gemaximaliseerd
moet worden y(T), zodat h(x,y) = y. De Hamiltoniaan is:
(6.1.14) H = -pax + Yu + we(BqY)t(l-u)w ,

waar ¢ en ¢ de componenten zijn van de geadjungeerde vector. De geadjungeer-

de vergelijkingen luiden

R Rk A (N AR
(4.1.15) ar);
§=-2 =0 .
oy

Bij de volgende berekeningen zullen we de strepen die boven de optimale groot-
heden staan niet vermelden. Laat x,u een optimaal paar zijn (dus x(t) =§u(t)),

dan bestaat er een geadjungeerde vectorfunctie y(t) = [o(t),y(t)] die voldeet
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aan (4.1.5) en aan de eindvoorwaarde ¥(T) = 0, ¢(T) = 1. De optimale bestu-
ring ukunnenwe danin ¥,9,x,y uitdrukken door de Hamiltoniaan (4.1.14)

te maximaliseren. Voordat we dit gaan uitvoeren, vereenvoudigen we de situa-
tie, door op te merken dat ¢(t) = | voor alle t, zodat we voor de Hamiltoni-

aan

H={y - e(B_Y)tm}u - jYax + e(B~Y)tm

en voor de (eerste) geadjungeerde vergelijking

o (B=Y)L

P(E) = ap(t) - (1-wae', y(T) =0

vinden. Deze vergelijking vereenvoudigen we nog iets verder door een nieuwe

variabele
A(t) = e_atw(t)

in te voeren. Voor X geldt dan de vergelijking:

A(t) = e Ot -wu', AMT) =0
waarbij

§ t=a-B+vy .

Ook in de Hamiltoniaan vervangen we { door X:

H=e®tuince) - e 8%} + H,

waar H, een term is die niet van u afhangt. Uit het maximumprincipe volgt
nu:

] als p(t) > 0
u(t) =
0 als p(t) < 0
waarbij

p(t) = A(t) - e OF |

De waarde van u(t) wordt dus bepaald door het teken van p(t). Als voor
zekere t geldt p(t) = 0, dan is voor die t de Hamiltoniaan onafhankelijk
van u, zodat het maximumprincipe ons dan géén informatie over de optimale u
geeft. Nu is dit niet belangrijk als het een geisoleerd punt betreft, want,
zoals men gemakkelijk kan nagaan, de functie x is onafhankelijk van de waar-
de van u in geisoleerde punten. Bezwaarlijker wordt de situatie, wanneer
p(t) = 0 geldt op een interval, Dan is in dat hele interval de waarde van u
niet af te leiden uit het maximumprincipe. Men noemt een stuk van een opti-

male baan en ook de bijbehorende besturing dan singulier. Vooral bij situa-
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ties waarbij de besturing lineair in het systeem voorkomt, zijn singuliere
stukken mogeli jk.
Om de optimale besturing te kunnen bepalen, is het nodig dat we het te-

ken van p weten. Daartoe berekenen we de afgeleide van p:

(5.1.16) 5(t) = e *tu(x)glx) ,

waar

ooa o w'(x)
(4.1.17) g(x) = @& 'TKTET(I oax)

Merk op dat 1 - ax{(t) > 0 geldt voor 0 =< t < T. Uit (4.1.13) volgt im-

mers
0 E—(eatx) - atu < eat
T <
en dus
t
0 < eatx(t) < [ ?lar = a_}(eat-l) < a_leat .
0

Uit het gegeven dat w'(x)/w(x) niet-stijgend is, volgt nu dat g een stijgen-—
de functie is voor 0 £ x £ 1/o. Andere waarden van x hoeven we niet in be-
schouwing te nemen.

Tenslotte merken we op dat

(4.1.18) p{T) = —e_GTw(x(T)) <0

zodat p(t) < 0 in een zeker interval (TI’T]' In dat eindinterval geldt dus
u(t) = 0, hetgeen betekent dat de persoon in het laatste gedeelte van het
interval niet meer zal studeren.

Voor de verdere analyse moeten we onderscheid maken tussen verschillen~
de gevallen:
I. Als § = 0, dan is g(x) < 0 voor 0 < x < 1/a. De functie p is dan dalend.

Daar p{T) < 0, volgt hieruit dat het tekenverloop van p de volgende gedaante

heeft:

D(t)>0,0<t<'l‘],

p(t)<0,T]<t$T.
waarbij 0 < T, < T. Als T, = 0 dan is p(t) < 0 voor alle t ¢ (0,T]. We vin-
den dus

u(t) =1, 0 <t < T

I b

O,Ti<tsT.

u(t)
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In het geval dat T
(zie ook II).

;= 0 moet de persoon al zijn aandacht aan werk besteden

We hebben het optimaliseringsprobleem nu helemaal opgelost, afgezien
van de nog onbekende grootheid Tl' Deze kunnen we nu op twee manieren be-
palen:

i) We maken gebruik van de voorwaarde 4.1.18, d.w.z. we berekenen de oplos-

sing x met de gegeven besturing, waarin T, als een onbekende parameter voor—

!

komt. Dan kunnen we volgens {4.1.18) p(T) uitdrukken in T]. Daarna kunnen

we p(t) berekenen uit de eindveorwaarde p(T) en de differentiaalvergelijking

(4.1.16) . Hieruit vinden we een vergelijking voor T, nl. p(Tl) = 0. We kun-

1
nen deze procedure enigszins vereenvoudigen. Er geldt

T

p(T) = Ir‘a(t)dt

Tl
en dus

T
4.1.19) - STy(x(m) = Je_ac{éw(x(t)) - 0" (x()) (1 - ox(£)) }dt .

T

Daar op het interval (Ti’T] geldt u{t) = 0, vinden we daar

Lo u@x(D) = 6" (x(E)R(D) = =o' (x(£))ax -

Daarom is
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T T
T

[ e Ot (x(e))ax(e)dt = —e S tu(x(e))| -6 J ¢ S tu(x(t))de .
T

T] 1 Tl

We kunnen (4.1.19) vervangen door

T
-§T
e lm(x(T])) = J e SFu (x(t))de .

5

We werken dit niet verder uit,

ii) We houden T! als onbekende parameter en berekenen y(T). Daarna kiezen
we T, z0 dat y{T) maximaal wordt.

II. Veronderstel nu dat & > w’(0)/w(0). Dan is g{(0) = 0. Daar g stijgend is
volgt hieruit, dat g(x) > 0 voor 0 < x < é-. Dus p is niet—~dalend voor

0 <t £ T, Daar p(T) < 0, volgt hieruit dat p{t) < 0 voor 0 < t < T, zodat
u(t) =0 voor 0 = t £ T, In dit geval studeert de persoon helemaal niet,
maar besteedt al zijn tijd aan werk.

ITI. Tenslotte beschouwen we de situatie
0 <8 < w0/ uwd .

Dan geldt g(0) < 0 en g(1/a) = & > 0, Daar g stijgend is bestaat er precies
een getal £ met 0 < £ < 1/0 waarvoor geldt g(£) = 0. Als x(t) < &, dan is p

o

Ve L e e
p:0
£ =0
p<o
9 e e

dalend en als x(t) » £ dan is p stijgend. We weten verder dat x(0) = 0 en
dat p{(T) < 0.

Eerst merken we op dat het ommogelijk is, dat voor zeker t, geldt:

1
x(tl) 2k, p(tl) > 0. Want, dan is vanwege de continuiteit p positief op

een interval (t],tz). Hierbij kunnen we t, gelijk aan T kiezen of aan het

kleinste petal groter dan t, waarvoor p = 0 wordt., Op het interval (t],tz)

1
is u(t) = 1 en dus x(t) > 0., Omdat x(tl) > £ volgt hieruit x(t) > £ op
(t],tz). Dan is echter p stijgend op (t‘,tz) en p(tz) dus zeker positief,

D.w.z. t2

geval is p(T) » 0 in strijd met het gegeven.

= T, op grond van de keuze die we voor t, hebben gemaakt. In dat
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Neem anderzijds aan dat x(tl) < £, p(t]) £ 0 geldt voor zekere £~ Dan
volgt uit een analoge redemering, dat p(t) < 0 en dus u(t) = 0 geldt voor
b, <ts T. Dit levert uiteraard geen tegenspraak op, maar, in dit geval we-
ten we wel het verdere verloop van het proces.

We gaan nu onderscheid maken naar de waarde van p(0). Als p(0) 2 O,

0.

dan is p(t) < 0 voor 0 < t £ T, op grond van bovenstaande, en dus u(t)
Dit is dezelfde situatie als in TT.

Als p(0) » 0, dan is er een interval (O,T]) waarop p positief is, ter—
wijl p(T]) = 0. Dan is x stijgend op (O,T]) en dus x(Tl) > 0. Als x(Tl) < £,
dan is op grond van bovenstaande p(t)} < 0 voor Tl < t £ T. Dan vinden we
als besturing u(t) = 1 (0 < t < Tl), u(t) = 0 (T1 < t < T), net zoals in I.
Het is niet mogelijk dat X(Tl) > £ omdat er dan een t1 < Tl bestaat met
X(tl) z &, D(tl) > 0.

Rest ons nog het geval x(T]) = f{ te beschouwen. In dat geval, is het

mogelijk, dat p(t) < 0 en u(t) = 0 voor T, < t < T, Maar het is ook mogelijk

i
dat er een interval (T],Tz) bestaat waarop geldt p(t) = 0, x(t) = E. Op

grond van (4.1.13) moet daar ook gelden
u(t) = af

hetgeen niet in strijd is met het maximumprincipe omdat p(t) = 0., Hier heb-
ben we dus te maken met singulier stuk baan. Vanaf het ogenblik T2 geldt dan
p(t) < 0 en u(t) = 0, Het is nl, niet mogelijk dat p(t) > 0 na T2 omdat dan
ook x zou gaan stijgen en als p(t) eenmaal negatief wordt, dan daalt ook
x(t) en dan hebben we verder u = 0.

Resumerend, kunnen we zeggen dat we drie typen van optimale besturingen

hebben gevonden:

A. u(t) =1 (0O <t < T]) ,
= ag (T, <t <1y,
=0 (T2 <t < T ,

waar £ wordt gegeven door g(f) = 0,

B. u(t)

1 (0 =t < T]) s
0 (Tl <t < T)
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C. u(t) = 0 (0=t <T) .
u t ! )
¢ 1
——
1
1
1
I3 E '''' -‘_-—'_'I \
! .
' = —
- : u=2a | Uu=a
o :T1 P T
' .
] ]
1 '
' 1
' '
x : :
1 1
t I
' ]
! 1
3] p—
X =0

4.2,

~

A kan alleen optreden als 0 < § < w'{0)/w(0),.
C treedt zeker op als § < w'(0)/w(0).

De bepaling van de getallen T, en T, in A kan op analoge wijze gebeuren als

de bepaling van T  in het geval B. 0

1

De Hamilton-Jacobl theorie

Voordat we een bewijs geven van het maximumprincipe behandelen we een
theorie met behulp waarvan we onder andere een interpretatie kunnen geven
aan de geadjungeerde vector. Verder zal deze theorie ook voldoende voor-
waarden voor optimaliteit kunnen leveren.

Beschouw weer het probleem EBP(U,T,x.,f,h). We zullen dit probleem
enigszins algemener formuleren door voor de begintiid een willekeurig tijd-

stip ty € [0,T] te kiezen, De oplossing van de differentiaalvergelijking
(4.2.1y  k(t) = £(t,x(t),u(t))
met beginwaarde

(4.2.2) x(to) = X%

geven we aan met Eu(t,to,xo). We noemen bij gegeven (to,xo) een u ¢ 9

(to,xo)—toegelaten als Eu(t,t 0) bestaat op [tO,T] {de waarde van u op

0™
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(O’tO) is hierbij irrelevant). Dan kunnen we het volgende probleem formule-

rermn

(4.2.3) PROBLEEM, EBP(U,T,tO,x ,£,h). Gegeven U,T,xo,f,h als in EBP en
tO e [0,T], bepaal een (tO,xn)—toegeZaten u, 20 dat h(gu(T,tO,xo)) maximaal

8.

De maximale waarde van h die we vanuit een gegeven beginsituatie kun-

nen bereiken geven we aan met V(to,xo):

(4.2.4) DEFINITIE.
V(tysxg) = sup{h(£,(T,t,,%)) | u is (ty,x,)~toegelaten)

heet de waardefunctie van het probleem EBP.

Het is duidelijk dat V(T,xo) = h(xo). We spreken af dat sup § = —o,
zodat V(to,xo) = —= peldt, als er geen (to,xo)—toegelaten besturing bestaat.

We geven eerst twee eenvoudige eigenschappen van de functie V:

{(4.2.5) LEMMA. Z7j u (to,xo)-toegelaten en E(t) := gu(t,to,xo). Dan ts8 de
funetie t » V(t,E(t)) niet-stijgend op [tO,T].

We zullen deze eigenschap in woorden als veolgt formuleren:.De waarde—

functie is niet-stijgend op de banen.

BEWLJS. Als voor zekere t, en t, geldt t; < £, < t, < Ten V(tl,E(t])) >

> V(tz,g(tz)), dan bestaat er een (tz,E(tz))-toegelaten u, zodanig dat

1
V(t] :‘E(tl)) < h(gul(T)tZ{X(tz)))

Definieer de besturing u, door

2
uz(t) = u(t) (t0 < £ < t2) s
ul(t) (t2 <t T

ﬁi.._--_-

-
i

~
_.‘
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Dan is u, (to,xo)—toegelaten en

EUZ(T’tl’E(tl)) = Euz(T’tZ’Euz(CZ’tl’E(tl))) = EU1<T’t2’E(t2)) s

en dus h(Eu (T,t‘,ﬁ(tl))) > V(t],E(t])), in strijd met de definitie van V.[
2

(4.2.6) LEMMA. Zij u een oplossing van EBP(U,T,tO,xo,f,h), en

E(t) := EG(t’tO’XO)' Dan is de functie t v V(t,E(t)) constant op [tO,T].
In woorden: Op optimale banen is de waardefunciie constant.

BEWLJS. Het is duidelijk dat V(ty,x,) = h(E(T)). Als tg < t, < T, dan geldt

V(e ,E(E)) 2 h(E(T,t,E(E))) = h(ED) .

Uit lemma (4.2.5) volgt nu het gestelde. O

Om deze resultaten verder te kunnen verwerken moeten we de functie
t » V(t,E(t)) paan differentiéren. Uit de definitie van V is echter geens-
zins af te leiden dat V differentieerbaar is en er zijn ook voorbeelden be-
kend waarbij dit niet het geval is. In feite is het meestal zo, dat V niet
differentieerbaar zal zijn als de optimale besturingen discontinuiteiten
hebben, hetgeen, zoals we hebben gezien, vaak kan voorkomen. We zullen hier

echter expliciet veronderstellen dat V wel differentieerbaar is:
(4.2.7) VERONDERSTELLING. V ¢ CI(EO,T] x R" > R).

Als nu E(t) = Eu(t) een willekeurige baan van (4.2.1) is dan volgt uit
lemma (4.2.5):

d
I v(t,g(t)) <0
dus

(4.2.8) V. (£,8(6)) + V (£, B(0))£(t,E(t),u(t)) =0  (t; < ¢

A

)

Kies nu v ¢ U willekeurig en definieer voor kleine § > 0 de besturing u, door

ul(t) = v (tO <t < t, + &)

0

ul(t) = u(t) (t0 + 8 <t=sT
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Dan volgt uit stelling (3.1.6) en (3.1.7) dat u (to,xo)—toegelaten is,

1

als 6 maar klein genoceg is.

We passen (4.2.8) toe op deze besturing:

Vt(t,Eul(t)) + Vx(t,Eu](t))f(t,aul(t),ul(t)) S0 (tp=ts<D

Als we hierin t = £y invullen, dan volgt

(4.2.9) Vt(to,xo) + Vx(to,xo)f(t O,v) <=0 .

0**

Merk op dat deze ongelijkheid geldt voor elke v ¢ U en elke tg € [0,T]. Als

nu u optimaal is bij de beginwaarde (to,xo) dan volgt uit lemma (4.2.6):

d = _
it V(t,g(t)) = 0

en dus

Vo (EE(D)) + V (6E()E(EE(R),u(E) =0 (gpsesT) .
Anderzijds volgt uit (4.2.9) dat

V(EE(D) + V (e, E(EEE,E(®),v) <0 (g5st<T

geldt voor elke v ¢ U. Derhalve vinden we

(4.2.10)  H(V_(£,E()),t,E(6),u(t)) = max H(V_(t,E(e)),t,E(¢),v)
vel

waarbij we weer de Hamiltoniaan
H{Y,t,x,u) = Yf(t,x,u)

ingevoerd hebben (vgl. (4.1.1)). Als we dit met (4.1.5) vergelijken, dan
zien we dat Vx(t,E(t)) correspondeert met de geadjungeerde variabele. We

zullen dit verband in & 4.4 verder bekijken.
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Hier zullen we het gevonden resultaat formuleren m.b.v. de notatie

10y, t,x) = sup H(Y,t,x,v)
vell

Dan vinden we:

(4.2.11) STELLING. Als u een oplossing is van EBP(U,T,tO,xO,f,h) en (4.2.7)
geldt, dan is voor tg St T

v (5,E®) + 1O (5,E(),8,5(0) =0

en
- - - O - -
H(V_(£,8(6)),t,8(r),u()) = H(V_(t,E(t),t,8(r)) ,
waar E(t) := Eﬁ(t,to,xo).
Als men de optimale besturing niet bij &&n beginwaarde en tijd Xy en to

wil berekenen maar voor alle x, en t,, dan is het vyoordelig de optimale be-

0 0’
sturing te peven in de vorm van een terugkoppeling (of regelwet)

u(t) = k(t,6(t}))

De functie k is dan onafhankelijk van de begincondities. Op elk tijdstip
wordt u gegeven als functie van t en de momentane toestand £. Bij een gegeven
regelwet k en bij vaste begincondities wordt een oplossing van de differen-

tiaalvergelijking

x(t) = £(e,x(£),k(t,x(£))), x(ty) = xq .

Deze oplossing peven we aan met xk(t,to,xo). Dan correspondeert daarmee een

besturing
uk(t,to,xo) 1= k(t,xk(t,to,xo)) .

Hierbij nemen we aan dat k ¢ ¢'. Een meer gedetailleerde bespreking van

het begrip terugkoppeling wordt gegeven in [MLS].

(4.2.12) DEFINITIE. Een terugkoppeling heet toegelaten als voor alle (to,xo)

de besturing uk(t,t 0) toegelaten is. k heet optimaal als voor elke (to,xo)

X
0’
de besturing uk(t,to,xo) optimaal is.
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(4.2.13) DEFINITIE. De parti&éle differentiaalvergelijking in de fumctie $(t,x):
S (t,x) + HO(S_(t,%),t,%) = 0
t 3 X ] ¥ »

met randisaarde
S(T,x) = h(x)

heet de Hamilton—Jacobivergelijking.

(4.2.14) STELLING. Als k optimaal is en V ¢ C', dan voldoet V(t,x) aan de
Hamilton-Jacobivergelijking. Verder geldt

HOY, (8,20, 6,5,%(2,%0) = 1OV, (£, ,6,%) .

BEWIJS. Zij (to,xo) gegeven en u(t) := E(t,%(t)), waar x(t) := xE(t,tO,xO).

Daar u een optimale besturing is, volgt uit lemma (4.2.,6)

1A

V(6 x(0) + v (6,x(0))E(e,x(),u(e)) =0 (< £ T)

Vul t = t0 in:

Ve (Egs%g) + V (rg,x) £ty ,%5,k(tg,%,)) = 0

Verder is reeds aangetoond (zie (4.2.9)) dat voor alle v ¢ U
Vt(to,xo) + Vx(to,xo)f(to,xo,v) <0 .

We zien dus dat
BV (£05%0) %0, tg,k(xg,t ) = HO(VX(tO,xO),XO,tO) ,

en dat V(to,xo) aan de Hamilton-Jacobivergelijking voldoet. Daar (tO’XO)

willekeurig gekozen was, volgt het gestelde. a

We hebben gezien dat onder de extra veronderstelling (4.2.7) de Hamil-
ton-Jacobivergelijking ons een noodzakelijke voorwaarde voor optimaliteit
levert, Nu willen we laten zien dat we ook een voldoende voorwaarde kunnen

formuleren in termen van de Hamilton-Jacobivergelijking.
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(4.2.15) STELLING. Als u (tqsxg)-toegelaten is,  E(t) de bijbehorende
baart en § ¢ Cl(L'O,T] xR® + R) 1ig een functie die voldeet aan de
Hamilton-Jacobivergelijking, terwijl

(4:2.16) B(S_(£,E(£)),1,E(0),u(e)) = BO(s (£,E(0)), ¢, (E(t))

dan is u optimaal en S(to,xo) = V(ty,x,).

BEWIJS. Zij u een willekeurige (to,xo)—toegelaten besturing. Dan geldt
HO(Sx(t,X),t,x) > H(Sx(t,X),t,x,u(t))

en dus
0 =5, (t,%) + H(S_(£,1,6,%) 2 §_(£,%) + (S, (£,%),,x,u(t))

voor 0 £t £ T, x ¢ R". In het bijzonder is

d -
3 S(t,8()) = 8 (t,8()) + H(S (r,E(t),t,E(t),u(t)) < 0

waar E(t) := au(F’tD’XU)‘ De functie t v S(t,E(t)) is dus niet stijgend.

Daarom moet gelden

(4.2.17) $(tg,xy) = S(T,£(D) = h(E(T)

Anderzijds veolgt uit (4.2.16) dat

5 S(6,E(6) = 0

omdat S voldoet aan de Hamilton-Jacobivergelijking. We zien dat t H—S(t,g(t))

constant is en dus
(4.2.18)  5(tg,x;) = S(T,E(T)) = h(E(D)

Uit (4.2.17) en (4.2.18) volgt dat
h(E(T)) > h(E(T))
zodat u optimaal is en

S(ty>xg) = h(£(T)) = V(ty.xg) - 0

Ook kan men eenvoudig een voldoende voorwaarde geven voor de opti-

maliteit van een regelwet k{t,x).
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(4.2.19) STELLING. Neem aan dat er een functie w(y,t,x) bestaat zo dat

HO, €, 3,0 (p,t,%) = HO(,t,x) .

Stel verder dat S(t,x) een oplossing is van de Hamilton—Jacobivergelijking.
Als dan

k(t,x) := w(s, (t,%),t,x)

een toegelaten regelvet is dan is k optimaal em S$(t,x) = V(t,x).
BEWLJS. Dit volgt vrij gemakkelijk uit stelling (4.2.15). O
Vergelijk ook de formules (4.1.8) en (4.1.9),

Optimalisering van Lineaire systemen met een kwadratisch criterium
Gegeven is het volgende systeem in R"

(4.3.1) () = A(t)x(t) + B{t)u(L), x(ty) = Xg -

Zij u = R", Gevraagd wordt een regelwet k(t,x) te bepalen zodanig

dat

T
(4.3.2) x(T) '"Mx(T) + J {x"Q(e)x + u'"R(t)uldt

9

minimaal wordt. Hier is 0 < tO < T. Gegeven is dat A(t), B(t), 0Q(t) en R(t)
continue matrixfuncties zijn en verder dat O(t) 2 0, R(t) > O en M = 0. Als
we invoeren
t
y(t) := J {x'Q(1)x + u'R(t)uldr + Yo

o

dan geldt

y(t) = x"(£)Q(e)x(e) + u' (£)R(t)ult), y(to) =Y,

Als we vervolgens
x 1= (x,y)

definiéren, dan is dit besturingsprobleem van het type EBP(U,T,t f,h)

0*Zp>
waarbi j

h(x) := -y - x"Mx .
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We willen immers y(T) + x'(T)Mx{T) minimaliseren. De Hamiltoniaan van dit

probleem wordt
H(yp,t,x,u) = pA(E)x + ¢B(t)u + px'Q(t)x + pu'R(t)u .

Hier is y €cR en ¢ ¢R, Als 9 = 0 dan heeft H geen maximum, behal-
ve als ook YB{t) = 0 maar dan is H onafhankelijk van u. Dit geval is daarom

niet interessant en we veronderstellen verder ¢ # 0. Er geldt

H' (¥,t,x,u) = B"(£)y" + 2eu’R(t) .

De voorwaarde Hu = 0 levert

i

w(y,t,x) == 5 = R (0B ()Y

1
P
De Hamilton-Jacobivergelijking luidt

s.(e,x) + 8 _(t,x){A(t)x + B(t)w(sE<t,_:g),t,_>g)} +
+ Sy(t,_}i){x'Q(t)x + w(Sx(t,E),t,E)'R(t)w(sx(t,E),t,g)} =0,

met de randwaarde S(x,T) = h(x) = -y - x'Mx. Als we hierin de speciale ge-
daante van w invullen dan wordt de Hamilton-Jacobivergelijking

S¢ * S,A(Dx + 5 x'Q(e)x - %

-1 1 T
. SXB(t)R (c)B (t)sX =0

ml~

y

onder de aanname dat Sy # 0. Het blijkt dat deze vergelijking een oplossing

heeft van de vorm
s(t,x) = -y - x'K*(t)x )

waar K (t) de symmetrische oplossing is van de matrixdifferentiaalvergelij-

king (Riccativergelijking):

R(t) + Q(e) + AT(OK(E) + K(£)A(t) - K()B(ER | (£)B' (E)K(E) = O
K(T) =M™ .

Immers substitutie van S(t,x) in de Hamilton-Jacobivergelijking geeft
~x"{K_(£) + K _(0)A(r) + A"(OK (t) +
+ Q) = K (DB(OR (B (DK ()}x = 0 .
Stelling (4.2.18) zegt nu dat de terugkoppeling

fc(t,E) i = W(Sx(t’f) »£,X)

optimaal is, terwijl h{x-(T,t.,x.))} = S(t.,x(t.)).
B tor%o 0*X 4y
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Dit geeft als resul taat

K(t,0 = -k (0B (DK (Ox ,

terwijl de minimale waarde van de integraal gelijk is aan —S(tn,zﬁto)) =

= XéK*(tO)XO' Zo vinden we

(4.3.3) STELLING. Als K (t) een (symmetrische) oplossing is van de Riccati-
vergelijking op [tO,T] dan wordt de optimale terugkoppeling gegeven door

K(x,0) = R (£)B" (DK, (D)% ,
terwtjl de minimale waarde van de integraal gelijk is aan

t
xOK*(tO)xo .

Inderdaad kan bewezen worden dat onder de gestelde voorwaardem (Q(t) = O,
R(t) > 0, M = 0) de Riccativergelijking een oplossing heeft. (Vergelijk
[LMS], hoofdstuk 5).

Agleiding van het maximumphineipe uit de Hami{fton-Jacobitheorie

Zoals we reeds in § 4.2 hebben opgemerkt bestaat er een relatie tussen

de Hamilton-Jacobivergelijkingen en het maximumprincipe. Als we

(4.4.1)  w(r) = V_(£,E(t))

definiéren bij een optimale baan £(t), dan komt (4.2.10) overeen met (4.1.5)
en we zouden een bewijs van het maximumprincipe hebben (althans onder de ex-
tra veronderstelling (4.2.7)) als we wisten dat y(t) voldoet aan de geadjun-

geerde vergelijking

4.6.2) () = -H_(B(6),6,E(0) ,u(e))

Om dit te kunnen bewijzen moeten we echter een sterkere veronderstelling

maken dan (4.2.7) nl.:
(4.4.3) VERONDERSTELLING. V ¢ C2([0,T] x R™ >~ R").

Dan kunnen we vit (4.4.1) onmiddellijk afleiden dat

b)) = o V(EE®) =V (5E®) + £1(,ED, 5DV (6,E)
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Met behulp hiervan kunnen we bewijzen

(4.4.5) STELLING. ¢(t) gedefinieerd door (4.4.1) voldoet aan (4.4.2) en aan

(T) = hx(E(T))

ala £ een optimale baan ig en u de corresponderende optimale besturing.

M.a.w. onder de veronderstelling (4.4.3) geldt het maximumprincipe.

BEWLIJS. Als u(t) en E(t) optimaal zijn, en V(t,x) is de waardefunctie, dan
is V(T,x) = h(x), zodat
U(T) = VX(T,ﬂ(T)) = hx(E(T))
We moeten nu nog laten zien dat ¢ aan (4.4.2) voldoet. Definieer:
F(t,x) := V (£,x) + vx(t,x)f(t,x,a(t>)
voor 0 £ t =T, x¢ R". Dan volgt uit (4.2.11):

(4.4.6)  F(t,E(t)) =0 (tg s t=<T

Kies nu T ¢ [tO,T] willekeurig. De functie E(t) voldoet aan

x = £(t,x,u(t)), x(1) = E{1)

voor T < t < T. Uit stelling (3.1.7) volgt dat er voor voldoend kleine £ >0

een oplossing Ea(t,T,a) van

% = £(t,x,u(t)), x(v)

a

op [t,T] bestaat als maar ]a - E(T)' < ¢ is. Daarom is u ook (7,a)—toegela-

ten. Uit lemma (4.2.5) volgt dan dat

Vt(T’a) + Vx(r,a)f(r,a,E(T)) £0

F(t,a) = 0

voor |a - E(T)| < e. De functie a » F(t,a) heeft dus een locaal maximum in

a = £(1) (zie (4.4.6)). Derhalve geldt

FX(T,E(T)) =0 .
Daar T ¢ [tO,T] willekeurig is, volgt hieruit

FX(t,E(t)) =0 (tgstsT.
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Uitwerking geeft

Vi (6,E(0) + £7(8,E(0),u(e)V_(£,E(8) +
+ V (6, E(0) £ (6,E(0),u(0) =0 .

Uit (4.4.4) volgt nu het gestelde, 3

We hebben nu het maximumprincipe bewezen onder de extra veronderstel-
ling (4.4.3). Het onbevredigende hiervan is, dat men nooit kan verifiéren
of aan deze veronderstelling is voldaan. Immers, de waardefunctie is niet
gemakkelijk te berekenen. Alleen als de optimale besturingen bekend zijn
dan kan men V berekenen en nagaan of aan (4.4.3) is voldaan. Maar dan heeft
men het maximumprincipe ook niet meer nodig. Eenzelfde bezwaar geldt ook
voor de noodzakelijke voorwaarden in de vorm van de Hamilton-Jacobivergelij-
king zoals deze in § 4.2 zijn afgeleid. Het is daarom niet terecht de Ha-
milton-Jacobivergelijking als een echte noodzakelijke voorwaarde te beschou-
wen. Daarentegen kan men wel zeggen dat deze vergelijkingen een voldoende
voorwaarde leveren (stelling (4.2.15) en (4.2.18)).

Een verder resultaat van de Hamilton-Jacobitheorie is een interpreta-
tie van de geadjungeerde variabele nl.: de gradiént van de waardefunctie.

In de volgende paragraaf zullen we een directer bewijs van het maximum-

principe geven, dat niet uitgaat van een extra veronderstelling.

Het bewdifs van het maximumprincipe

We beginnen met enkele resultaten uit de theorie der gewone differen—
tiaalvergelijkingen. De algemene gedaante van een homogeen stelsel lineaire

differentiaalvergelijkingen is

{4.5.1) x(t) = A(e)x(t), x(0) = x O=<st=<T ,

0

waarbij A(t) een n x n-matrix is en x(t) een n-vector. We nemen aan dat

t » A(t) stuksgewijs continu is. Deze differentiaalvergelijking heeft een
€énduidige oplossing op het hele interval [0,T]. Merk op dat we voor een
lineaire differentiaalvergelijking de globale existentie kunnen uitspreken,
in tegenstelling tot het algemene geval (zie (3.1.6)). Voor het bewijs ver-

wijzen we naar [GDV], [CL].
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Naast de vergelijking (4.5.1) voor vectoren beschouwen we de matrix-

vergelijking
(4.5.2)  X(t) = A(e)X(t) , X(0) = X, .

Een matrix X(t) = [x](t)....,xk(t)] voldoet aan deze vergelijking dan
en slechts dan als elk van de kolommen xi van X aan (4.5.1). Hieruit
volgt dat ook (4.5.2) een eenduidige oplossing heeft. In het bijzonder

zijn we geinteresseerd in de n x n-oplossing van
(4.5.3) ¢(t) = A(e)a(e) , $(0) = 1

die we de fundamentaaloplossing van (4.5.1) of (4.5.2) noemen.

Op analoge manier kan men definiéren de geadjungeerde vergelijking

van (4.5.1), gegeven door
(4.5.4)  P(t) = -y (t)A(e) , (0= t=T)

waar ¥ : [0,T] > R een rijvectorwaardige functie is. Ook hier heeft

men een fundamentaaloplossing ¥(t) gedefinieerd door

¥(t) = =y()A(t) , 0 =1.

(4.5.5) LEMMA. ¢(t) is inverteerbaar op [0,T] en ¥(t) = ¢_l(t) .

BEWLJS. é% (¥3) = ¥0 + v = -yad + yA® = O dus ¥(£)d(t) = ¥(0)0(0) = I. [

De oplossing van (4,5.1) kan worden uitgedrukt in de fundamentaal-

oplossing:

(4.5.6) x(t) = ¢(t)x0 .
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Men kan gemakkelijk verifiéren dat (4.5.6) aan (4.5.1) voldoet. lets

algemener is het volgende: De oplossing van

(4.5.7)  x(t) = A(t)x(t) , x(to) = X,

waar 0 = tos T, wordt gegeven door
=1

Op analoge wijze is Y(t) = nQ(t0)¢-’(t) de oplossing van (4.5.4) met

lb(to) =7, O

Beschouw nu de (niet-lineaire) differentiaalvergelijking
(4.5.9)  x(t) = g(t,x(t))

(vgl. (3.1.5))en veronderstel dat x(t) een oplossing hiervan op [0,T] is.

Als we g ontwikkelen in de buurt van (t,;(t)) vinden we

g{t,x) = g(t,x(r)) + A(t)(x - x(t)) + h(t,x -~ x(t))

waarbij h(t,x - §(t)) = o(x - E(t)) als x » E(t), en
A(t) := g (t,x(t))

de functiomaalmatrix van g naar x in het punt (t,§(t)) is. De transformatie

y t= x - x(t) in (4.5.9) geeft dan de differentiaalvergelijking

NN —_
y(t) = x = x = g(t,x) = A(t)y + h(t,y) .
We neemen nu

(4.5.10) z = A(t)z

de gelineariseerde vergelijking van (4.5.9) om de baan x(t). De oplossingen

van deze vergelijking geven een eerste orde benadering vande oplossingen van

(4.5.9) in de buurt van de oplossing ;(t). Dit volgt uit:
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(4.5.11) STELLING. Laat g voldoen aan de eisen wvan stelling (3.1.6).
21§ x(t) = g(t,xo) de oploseing van (4.5.4) met beginwaarde x(0) = Xy
Dan 1e de functie Xy = E(t,xo) differentieerbaar en de funcetionaal-~

matrix 18 de fundamentaaloplossing van (4.5.10), Deze is een continue

functie van xq en t. Er geldt dus

(4.5.12) E(t,xo + h) = E(t,xo) + ¢(t)h + o(h) (h -~ 0)
waarbij ¥(t) gegeven wordt door (4.5.3) met
A(e) = g (t,E(t,x5)) -

Formule (4.5.12) geldt wniform voor 0 = t £ T,

Het bewijs van (4.5.11) kan men vinden in bijv. [CL, Ch., I] of
[GDV Hfdst. III,1]., Intuitief kan men als volgt inzien dat ¢(t) de
functionaal matrix van x_ ~ E(t,xo) is. Als men deze functionaalmatrix

0
met Y(t) = 3x/8x0 aangeeft, dan geldt

] ] | 2 3 . d 9x
Y(t) = At 9% x = 9x 3? x= X X = ax gx(t,x) 9x A(t)Y(c)
3x 0 0 0 0 0
en Y(0) = 3;% = 1, In hat exacte bewijs moet men natuurlijk bewijzen

dat verwisseling van differentiatie volgorde geoorloofd is.

We beginnen nu met het bewijs van het maximumprincipe. Laat u een opti-
male besturing zijn, d.w.z. een oplossing van EBP(U,T,x.,f,h),en E(t) F=Ea(t)
de bijbehorende baan. We brengen een storing aan op u, d.w.z. we vergelijken
u met een in zekere zin naburige besturing u en we proberen conclusies te
trekken uit de ongelijkheid h(E(T)) = h(gu(T)). We zullen voor u een functie
nemen die op een klein interval na gelijk is aan u. Op het kleine interval

zullen we u een willekeurige waarde v, ¢ U laten aannemen.

o
Zij w 1= (tO,VO), waar t0 ¢ (0,T) een continuiteitspunt van u is en
Vg ¢ U. We noemen 7 een elementaire storing. Voor kleine ¢ > 0 correspondeert

met 7w de gestoorde besturing u“(t,e) en de bijbehorende baan xﬁ(t,e). De

besturing u“(t,a) is gedefinieerd door

-~

{VO (tO - e <t = to)

uﬂ(t,s) =4
u(t) elders in [0,T] .
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We laten zien dat Xn(T,E) bestaat voor kleine € > 0 en dat
(4.5.13) xﬂ(T,e) = E(T) + P+ o(e) (e + Q)

De vector P wordt storingsvector genoemd. Het is duidelijk, dat xﬂ(t,e) =

= E(t) voor t < tO - €. Voor t0 - £ <t s ty geven we een schatting voor

xﬂ(t,s). In het bijzonder volgt uit stelling (3.1.6) en (3.1.7) dat xﬂ(t,e)

bestaat op [to-a,toj en dat Xﬁ(t,E) +'E(t0) (e + 0, tp-estst Uiter-

).
0
aard geldt ook E(t) »'E(to) (e - 0, tg-e s t < to). Derhalve vinden we

)

J £t,x (t,e),vg) - £(t,E(0),u(r))}de =

Xﬂ(tO,E) - E(to)

J LE(e R (Eg) ) = E(egE(tg),ultg))lde+o(e).
tO—E
Hierbij hebben we gebruik gemaakt van de continuiteit van u in ty en van de

continuiteit van f. Wanneer we de notatie
invoeren, vinden we

xﬂ(to,a) = E(to) + eq + o(g) (e + 0) ,
Op het interval [tO,T] voldoen x(t) en xﬂ(t,e) aan dezelfde differentiaal-
vergelijking. Alleen de beginwaarden zijn verschillend. We kunnen dus stel-
ling 3.1.7 en 4.5.12 toepassen. Er volgt dat xﬂ(t,e) op [tO,T] is gedefini- -

eerd, als £ > 0 klein genoeg is. Verder zien we dat xw(t,z) continu diffe-

rentieerbaar van ¢ afhangt voor ¢ > 0. Er geldt

x, (£,6) = E(t) + e0(e) (t)q +ole) (¢ > 0)

voor 0 < t < T, waar &(t) de fundamentaaloplossing is behorende bij de

coéfficientenmatrix
At) = £ (6, 8(B),u(t)) (0Oses<T .

Hiermee hebben we aangetoond dat (4.5.13) geldt men

(4.5.14) p,_ = c»(r)qa"'(tO)qTT )
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Uit de optimaliteit wvan u volgt dat h(xn(T,e)) < h(E(T)) voor kleine
e > 0 en dus, door ontwikkeling naar ¢ van het linkerlid van deze ongelijk-
heid

hE(D) + eh (E(MIp, + ole) = h(E(D)

Als we hierin € naar nul laten naderen vinden we

b (E(D)p, <0 .

{(4.5.15) OPMERKING. Als we de kegel opgespannen door de vectoren P, waar-
bij de 7's elementaire storingen zijn, aangeven met P, dan volgt uit (4.5.13)

dat

h(E(T)) < B0 .
X

Dit resultaat kunnen we zien als een speciaal geval van stelling (2.4.3).
Immers, zoals we in § 3.3 hebben opgemerkt, E(T) is een oplossing van
OP(W(xO),h) en de vectoren P, zijn raakvectoren aan W(xo) vanwege (4.5.7)

en het feit, dat XW(T’E) € w(xo). Derhalve is F < TE(T)(W(XO)) en dus

= 0 ~0
REM) € T3, Wix) € 0

Zij nu J(t), zoals in stelling (3.4.4) oplossing van (4.1.6) en (4.1.7).

Dan 1is
T(t) = -B(e)At)

d.w.z, § voldoet aan de geadjungeerde vergelijking van ¥ = A(t)y. Daarom
is $(t) = nd(T)® ' (t), waar n := hx(E(T)). We zien dat (zie 4.5.14):

P(ega, = ne(Me (tp)q = mp_S O .

Maar:

Pltgla = H@(ry),t,8(tg) ,v) = H(U(Eg) ,tg,E(Eg) ,ulty))

Omdat $(t0)qn £ 0 geldt voor alle m = (to,v) waarbi j ty een continuiteits—
punt van u is, hebben we (4.1.5) bewezen.

Verder merken we zonder bewijs op dat de geadjungeerde vector Y(t)
(naast de interpretatie van de vorige paragraaf) ook een meetkundige inter-

pretatie heeft:
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Als u,f optimaal is en Vh(E(T)) # O dan is E(T) een randpunt van W(xo)

(zie (2.4.5)(i)). Hieruit kan men afleiden dat ook E(t) randpunt is wvan

w(to,xo), de op het tijdstip t bereikbare verzameling,
W(t,x.) := {Eu(t,xo) | u toegelaten}

Als we verder aannemen dat de rand van W(t,xo) een glad oppervlak is in
de buurt van E(t), dan kan worden aangetoond dat (t) een normaalvector is
op die rand in het punt E(t). Als W(t,xo) een inwendige heeft, dan wijst

die normaal naar buiten.

ky(ﬂ

Tenslotte willen we aan de hand van een voorbeeld laten zien dat het

maximumprincipe geen voldoende voorwaarde voor optimaliteit is.

(4.5.16) VOORBEELD. Beschouw het systeem

1, |u(e)]| =1

% = ux - vy, x(0) =
¥y o= vx +uy, y(0) = 0, |v(t)| E S B
Van dit systeem kunmen we W(t) ;= w(t,go) bepalen. In poolcoordinaten wor~

den de vergelijkingen:

r =ur, r(0) =1

]
13

p=v, 9(0) =0 .

In het (r,g) vlak zijn de besturingen voor r en ¢ onafhankelijk. Daar—

om vinden we

-t L

Wr'm(t) = {(r,0) | e srse", -t <t} .

A
=

In het (x,y)-vlak hebben we dus

-t
<ef, -t <gsx ).

1A
~
A

wx,y(t) = {{r cos 9, r sin @) I e
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et e r

—

Beschouw nu het probleem EBP(U,T,EO,f,h) met U,x0,£ gegeven door (4.5.16),

terwijl T > 0 gegeven is, en h(x) := -x. (We gebruiken de notatie x = (x,y).)

Volgens het maximumprincipe moet een optimale besturing E_voldoen aan

H(p (£) ,E(t),u(t)) = max H(g(E) ,E(t),u)
vel

waar £ de optimale baan is, u(t) = (u(t),v(t)), en y(t)

sing van de geadjungeerde vergelijking

~1
g .

b o= —uyp - vg, ¥(T)
(.[J Vif) - ug, Q}(T)

L}
1]

Verder 1is

H

]

Y(ux — vy) + o{vx + uy)

Omgekeerd is het echter niet waar dat een besturing (ﬁ,;) die aan deze
voorwaarden voldoet, optimaal is. Bijv.: Als u(t) = =1, v(t) = 0 voor alle
t, dan is (met £ = (£,n))

T(e) =e &, (L) =0

de bijbehorende baan en E(T) = e—T. Deze besturing is kennelijk niet opti-

maal, Bij deze besturing vinden we voor de geadjungeerde variabelen:

- t"‘T —_
p(t) == 7, p(t) =0 .
Daarom is de Hamiltoniaan

1 () ,E(D) ,u) = ~¢ Tu

en deze wordt wel gemaximaliseerd door de besturing (E(t),G(t)) = (-1,0).
Merk op dat het eindpunt van de baan (e-T,O) zelfs geen locaal maximum is.

Als we T = % nemen, wordt het bereikbare gebied de ring

W(n,0) = {(x,y) [ e T« x2 + y2 < eT}

twic),e(t)] oplos-
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De besturing u = 0, v = 1 voldoel aan de voorwaarde van stelling (4.1.5)
als h(x) = -y. Het eindpunt van de baan (-1,0) is echter een inwendig punt
van W(r,0). g

Extremale besituningen
Beschouw weer het systeem
(4.6.1) x(t) = £(t,x,u)

op het interval [0,T], met u ¢ Q{U).

(4.6.2) DEFINITIE. Als u ¢ @, & =g de corresponderende baan en als V een
oplossing is van de geadjungeerde vergelijking

P(r) = -y ()£ (t,6(),u(E))

dan heet het paar (V,u) extremaal als

H(p(t),t,E(t),u(t) = max H{y(t),t,5(t),v)
vel

voor elk continufteitspunt t van u. Een besturing u € Q heet extremaal als

er gen ¢ # 0 bestaat waarvoor (J,u) extremaal is.

Uiteraard is het paar (y,u) altijd extremaal als ¢ = 0. Het maximum
principe zegt dat het paar (5,5), waarbij u een optimale besturing en y de
oplossing van de geadjungeerde vergelijking met $(T) = Vh(E(T)), extremaal
is. In het bijzonder is u extremaal als Vh{E(T)) # 0.

(4.6.3) STELLING. Laat f continu differentieerbaar ztjn t.a.v. (t,x). Zij

(y,u) een exiremaal paar en 2ij

M(t) = HGp(r),t,E (t),ule))

Dan is M continu, stuksgewijs continu differentieerbaar en

M(t) = H G(t),c,8 (£),ule))

BEWIJS, We schrijven £(t) voor Eu(t). Het is duidelijk dat M(t) continu is
in de punten waar u continu is (want £ en ¥ zijn continu). Laat nu ty een

discontinulteitspunt van u zijn. Dan geldt voor t > Lyt

M(e) = H@W(e),t,E(t),ult)) > H(y(t),t,&(t) ,ult,~0))
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De limietovergang t 4 t0 levert M(tO-FO) - M(to-O). oor £t <« t_ te bekij-

0
ken krijgen we op analoge manier M(t0-+0) < M(to-O). Dus M(t0-+0) =M(t0-0)
hetgeen de continuiteit van M bewijst.

Laat nu t; een punt zijn waar u continu is en laat t, en t, punten zijn

1
in de omgeving van ty- Als we de notatie

Al

fx(t,a(t) ,u(t))

b(t) ft(t,E(t),u(t))

invoeren, dan geldt

I

vleg) = we)) + pleppe -t ) + ol -t ) =

0

w(t]) - (tz—tl)w(tl)A(tl) + O(tz-—tl)
en

£(ty,E(e)) ,ulty)) = £(r,8(t ) ,ulty)) +

+

£ (6 ECE ), u(e)) (5t - E(E)) +

-+

£ (0 LE(E),u(t,)) (e, — 1)) + oty - 1)) =

£(t, .80t ,ulty)) + {ale DEC(e,6(x ) ,ult))) +

-+

b(t!)}(t2 - t]) + o(t:2 - t)

Hierbij hebben we gebruik gemaakt van de continuiteit van u in een omgeving
van tO’ zodat we een fout o(]1) maken als we u(tz) vervangen door u(tl)' Deze

fout wordt in de formule dan nog vermenigvuldigd met t, - t,, zodat ze onder

1
het ordeteken kan worden gebracht. Met behulp van bovenstaande vinden we:

"

M(t,) {w(tl) - (tz-t!)lb(t])A(tl)}{f(tl,g(tl),u(tz)) +

+

(e, - e DA D ECe,,E(e ) ,ule ) + (g, =t )b(r )} +

+
o]
—~
rT

2=t = pe i e ) ule,)) + (6~ e )Y db(t)) +

+
o]
—~
rt
[
—
IA

27ty M(t1) (e, -t W (eDb(E) + o(ty-t,)

Substitueren we t, = t

1 0° Ly = t, dan volgt

M{t) - M(to) s (t- to)w(to)b(to) * o(e-ty)

Als we daarentegen £, =, ty =ty invullen vinden we
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M{(t) - Mf(t

v

o) = (=t (6)b(t) = oft~ty) =

(t- t0)¢(t0)h(t0) + ot - to)
We concluderen dat

M({t) - M(to)
t - t

0

S w(to)b(to) + o(1) (t - tO)

Dit betekent dat M differentieerbaar is in tO en

Mtg) = v(eIb(ty) = H ((cg),tg.E(tg) ,ulty)) . a

Voor een extremaal paar (Y,u) is

H(w(t),t,8 (£),u(t)) = max H(y(t),t,E (£),v)
vel
in alle continuiteitspunten van u. In een punt ty waar u discontinu is,
hoeft deze relatie niet te gelden. De waarde van u in é&n punt is echter
niet van belang voor de oplossing gu, zodat deze uitzondering geen rol

speelt bij het maximumprincipe. Uit bovenstaande volgt wel, dat

HO(E), 6,6, (8) ,ult = 0)) =H(H(E) ,t,6 (£) ,u(t +0)) =

= max H(w(t),t,Eu(t),V)
vel

in elk continuiteitspunt,

Men noemt een systeem van de vorm
%(t) = f(x(t),u(t))

autonoom, daar het rechterlid niet rechtstreeks, maar alleen via x en u van
t afhankelijk is. Voor een autonoom systeem wordt M(t) een constante func-

tie, zoals direct uit (4.6.4) is af te leiden.
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5. EINDIGDIMENSTIONALE PROBLEMEN MET MEERVOUDIGE RESTRICTIES
5.1. Een onjudist vermoeden

Dit hoofdstuk zal weer gewijd zijn aan eindigdimensionale
optimalisering. We zullen ons bezighouden met het probleem OP(S,f) waarbij

S gegeven wordt als doorsnede van een eindig aantal verzamelingen:

(5.1.1) S = S1 N ...n 8 ,

n . . . . .
met 5. = R (L =1,...,k). We spreken in zo'n geval van een optimaliserings—
probleem met meervoudige restricties. Het is nuttig de representatie

1""’Sk

kunnen worden gekarakteriseerd, terwijl een directe karakterisatie van S

(5.1.1) te gebruiken als de verzamelingen S betrekkelijk eenvoudig

gecompliceerd is.

(5.1,2) VOORBEELD. Als de functie r, en gj gedefinieerd zijn als in (1.1.2)

en als we verzamelingen

It

R.
1

0} (i

x e R | r (%) Iyeunsd)

G.

n
3 {x e R | gj(x)

W

0} (J ]l""m)

invoeren, dan geldt voor de verzameling S gedefinieerd door (1.1.3):

s = R] N wse N RE n G1 N oews N Gm . il

(5.1.3) VOORBEELD. Het probleem SBP(U,XO,XI,T,f,h) gedefinieerd in (3.1.9)
kan worden geformuleerd als het probleem OP(W(XO) n Xl’h)' De representatie
S = W(XO) n X

is hier belangrijk omdat W(XO) en X. op volkomen verschillen-—

1 1
de manier worden gegewen. a

We hebben in stelling (2.4.3) gevonden dat voor een oplossing a van

OP(S,f) geldt

vi(a) ¢ TS(S) s

tenminste als f ¢ Cl. We willen, als § wordt gegeven door (5.1.1), een nood-
zakelijke voorwaarde voor de optimaliteit van een punt a, uitpedrukt in

Sl,...,S hebben. Dit betekent, dat we TS(S) willen uitdrukken met behulp

k

van Sl""’sk'
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(5.1.4) FIGUUR,

“rernsnsggssny

A\

h)

AT(8,)

In de verzameling gegeven door de figuur is het duidelijk dat

{5.1.5) Ta(S] n S,) = Ta(sl) n Ta(Sz) .

Als zo'n relatie algemeen zou gelden, dan zouden we een eenvoudige manier

hebben om Ta(S) in S]""’Sk uit te drukken, nl.

Ta(s1 N owe. N Sk) = Ta(S‘) N ve. N Ta(Sk)

Helaas is (5.1.5) niet algemeen geldig, zoals we met eenvoudige voor-

beelden kunnen zien:

(5.1.6) VOORBEELD, 7ij

S! = {(x,y) ':mz I y > 0} ,
2

S, := {(x,y) ¢« KR
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Dan volgt uit stelling (2.1.5), dat Ta(S]) =S5, en Ta(s2) = ~S,. Maar,
T (S)) n T (8,) = {(x,0) I xe R} # T,(5, 0 Sy)
want de vector (1,0) is geen raakvector wvan S1 n Sy ]

(5.1.7) VOORBEELD. Zij
2
8, = -8, = {(x.y) | y = x} .

Hier is de x—as de afgeleide kegel van S] én Sy maar niet van 85, n8,= {(0,0}.0
Bij deze en andere tegenvoorbeelden van (5.1.5) kan men opmerken dat

de raakkegels Ta(sl) en Ta(Sz) gesepareerd zijn (zie (2.3.8)), terwijl dat

in figuur (5.1.4) niet het geval is. Derhalve komt men tot de volgende vraag:

Als Ta(S]) en Ta(Sz) niet gesepareerd zijn geldt dan (5.1.5)7 Helaas is ook

dit niet het geval.

(5.1.8) VOORBEELD. Zij

[\
o
-
B
3%
]
Nyt
-

s, =1ty |y

s, += {(0,y) | y=>0},

Dan is

T, (8))

{(X,}’) l y =z 0} s

Ta(Sz) = Sz ]

en dus Ta(Sl) n Ta(Sz) = SZ' De raakkegels zijn kennelijk niet gesepareerd.

Desondanks is S] n S, = {al en dus Ta(sl n 52) # SZ' il
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Uit dit voorbeeld blijkt dat de raakkegel niet voldoende informatie
geeft over de verzameling:Ta(Sl) signaleert niet de "kloof" wvan SI in het
bovenhalfvlak. Zo'n kloof is niet van belang als we alleen zijn geinteres-

seerd in OP(S],f), maar wel als we 5. met andere verzamelingen gaan doorsnij-

1
den. Deze ontoereikendheid van het begrip raakkegel is de reden dat we een
ander soort benaderende kegel gaan invoeren. Dit zal gebeuren in § 5.3, In
de volgende paragraaf geven we nog enkele resultaten over convexe kegels,

die we in de rest van dit hoofdstuk nog nodig zullen hebben.

Het nefatief {mwendige van een convexe kegel

Beschouw de convexe kegel

C = {(x,y,00 eR> | x20,y20)

Daar deze kegel een deel is van het vlak z = 0, bevat hij geen inwendige
punten. Alle punten zijn dus randpunten. Niettemin, zal men geneigd zijn de
punten in ¢ met x = 0 of y = 0 méér als randpunten te zien dan de punten met
x > 0, y > 0. Men kan dit intuitieve onderscheid tussen "echte'" en "onechte"
randpunten formaliseren, door C niet te beschouwen in.]R3 maar in het vlak

z = 0. In dat vlak, waarin alleen x en y als variabele optreden, zijn inder-
daad de punten met x > 0, y » 0 inwendig, want een comgeving van zo'm punt

in het vlak z = 0 is bevat in C. We zullen daarom de punten (x,y,0) met x>0,
y > 0 relatief inwendige punten van C noemen. Algemeen kan men de volgende

definitie geven:

(5.2.1) DEFINITIE. 2ZiJ C een convexe kegel in R". Dan heet ecen punt x waar—
i) r

voor er een & > 0 bestact zo dat

(x + 6B) n 1i(C)

In

¢,

een relatief irnwendig punt van C. De verzameling van relatief inwendige pun-

ten van C wordt aangegeven met ri C. Verder spreken we af dat ri{0} = {0}.

(Zie voor de notatie § 2.3)., Als 11 C ='Ep, dan is ri C = int C. Als
11 C #:m?, dan is int C = @ terwijl ri C # @ (zie stelling 5.2.4).

De eigenschappen van het relatieve inwendige zijn analoog aan die van
het inwendige, als we te maken hebben met &&n convexe kegel. We kunnen ons
dan beperken tot het lineair opspansel van die kegel, in welke het relatief
inwendige overeenkomt met het gewone inwendige. Ditzelfde kunnen we nog
steeds doen als we te maken hebben met meer kepels, als die kegels maar het-

zelfde lineaire opspansel hebben. Als dit niet het geval is, dan moet men
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oppassen voor verkeerde conclusies. Zo volgt uit C ¢ D in het algemeen niet

dat ri C ¢ ri D.

(5.2.2) VOORBEELD. %ij
2

C = {{x,0) ¢ R" | x 20},
D := {(x,y) ¢ RZ | x 20, y2 0}
Dan geldt
ri € = {(x,0) | x>0} ¢ riD = {(x,9) | x>0, y >0} . i

Het is duidelijk dat wel het volgende geldt

(5.2.3) EIGENSCHAP. Laat C en D convexe kegels nijn, C < D en 11 C = 11 D,
Dan geldt ri C ¢ ri D.

De meeste fundamentele eigenschappen van het relatief inwendige worden
genoemd in de volgende stelling voor het bewijs waarvan we verwijzen naar

appendix A.

(5.2.4) STELLING. Laat C en D convexe kegels zijn inR" en A: K" > R" een
lineaire afbeelding. Dan geldt

(i) ri C # ¢

(ii) 1 C =C

(iii) ri C=ric

{(iv) ri AC = A ri C

(v) ri{C x D) =ri CxriD

(vi) ri(C+ D) =ri C#+ ri D .

(5.2,5) VOORBEELD. Als &psenesdy e R en A := [a],. .,ak], dan is

}

K K%
ri po{a],...,a riAR_ = A riR = { z A,a, | A, > 0}

k

Dow.z., ri po{al,...,ak} is de verzameling van strict positieve combinaties

van a ,...,8 . L
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. De afgeleide kegel

De reden dat de raakkegel onvoldoende informatie geeft over de verzame-
ling is de volgende: Bij elke vector P € Ta(S) is er een kromme K in §, met

parametervoorstelling £(1), 0 < 7 € & met £(0) = a, zo dat p in a aan K raakt.

Als we echter p laten varifren in Ta(S), dan zal het niet altijd mogelijk
zijn K op een continue manier van p te laten afhangen. In de verzameling Sy
van voorbeeld (5.1.8) zal K noodzakelijkerwijs een sprong moeten maken wan-—
neer bijv. p van het eerste naar het tweede kwadrant draait.

We zullen nu door eventueel een kleinere kegel dan Ta(S) te nemen pro—
beren te bereiken dat K wel continu van p afhangt. In de verzameling S2 van
(5.1.8) kunnen we bijv. als kegel het eerste kwadrant kiezen. Als p binnen
het eerste variant varieert dan zal men K wel continu afhankelijk van p kun-
nen maken.

In de algemene situatie, waarbij a ¢ § g'mp, proberen we C ¢ Ta(S) zo
te kiezen dat K continu afhangt van p, als p ¢ C. In dat geval beschrijft K
een continu oppervlak als p varieert. Van zo'n oppervlak kan ook een parame-
tervoorstelling geven, met meerdere parameters.

Als T gimk, dan gebruiken we de notatie
(5.3.1) T, :=TaR",

+ +

Dan komen we op grond van bovenstaande overwegingen tot de volgende definitie:

(5.3.2) DEFINITIE. Z2Zf a ¢ § E]Rn. Een gesloten convexe kegel C heet een

afgeleide kegel van S in a als voor elk stel vectoren Pyse-esp TN ri Coer

een omgeving T van de oorsprong in:mk bestaat, en een afbeelding t e Cl(T+—+S)
met de eigenschap

k
E(t) =b + ) p.1. +o(r) (r+0)
i=1 7

We zullen zeggen, dat £ een afbeelding is, die correspondecrt met de vector

Ten poyees Py
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De eis p; € ri C i.p.v. p; ¢ C hebben we gesteld om het bewijs van een
aantal stellingen te vereenvoudigen. Als we slechts zouden eisen dat P; € C
dan zouden we niet altijd kunnen werken met gesloten kegels. Het essentiele verschil
tussen de afgeleide kegel en de raakkegel is, dat bij Ta(S) geeist werd
dat er voor elke halfrechte % in a +Ta(S) eenkromme in § is waaraan { raakt, ter-
wijl voor een afgeleide kegel wordt geéist dat er bij elke veelhoekskegel
in ri C voortgebracht door k vectoren, een oppervlak in 5 is, waaraan de

veelhoekskégel raakt.

De afbeelding E(t) := a + Eripi is de linearisatie van £{(1) en E beeldt T,

af op po{p],...,pk} < C.

(5.3.3) OPMERKING, Let wel dat er bij gegeven $ en a precies €&n raakkegel
is, terwijl er meer afgeleide kegels kunnen zijn. Ook is het niet zo dat de
vereniging van afgeleide kegels weer een afgeleide kegel is. In (5.1.8) zijn

zowel het eerste als het tweede kwadrant afgeleide kegels van S, in (0,0),

1
maar de vereniging niet. We kunnen wel spreken over de raakkegel, maar we

moeten zeggen: een afgeleide kegel, [

In de meeste practische situaties blijkt de raakkegel ook een afgeleide

kegel te zijn:

(5.3.4) STELLING. Van de verzamelingen S genoemd in stelling (2.1.5) (1), (ii)

(iii) Zs de raakkegel een afgeleide kegel.
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Het bewijs van deze stelling wordt gegeven in appendix B.
Als we afgeleide kegels i.p.v. raakkegels gebruiken, blijkt het in

§ 5.1. genoemde vermoeden wel op te gaan:

(5.3.5) LEMMA, Zij a « S1 n SZ’ waar S],S2 Eimp, en 217 Ci een afgeleide
kegel van S; tn a voor i = 1,2, Als C, en C, niet gesepareerd zign, dan is

C, n C, een afgeleide kegel van S, n 8, tn a.

Het bewijs van dit resultaat wordt gegeven in appendix C. Verder kun~
nen we het volgende resultaat vermelden:
n.
{(5.3.6) LEMMA. Laat a; € §; <R ' en laat C; een afgeleide kegel zign van
8, in a, voor i = 1,...,k. Dan is C 1= C x ... x C, een afgeleide kegel van

S := Sy % ... % S, TN a = (a],..-,ak)-

BEWIJS. Laat Ej = (plj""’pkj) vectoren zijn in ri C = ri(C] X ... X Ck) =
= ri C1 X ,.. X Tl Ck voor ] = l,...,m. Dan is PiprersPy inwi Ci' Er be-

staat dus een functile gi € CI(T]._+ -+ Si) met de eigenschap

m

gi(0) = a; + jz‘ P;sTy *olr) (1 +0)

Als we dan definiéren

(D) = (&, (0,00 g (1))

dan geldt £ ¢ CI(T+ + §) en

m
g(t) =8+ ] p:t, +o(n) (14+0),

waar T =

na =

Met behulp van lemma (5.3.5) en (5.3.6) kunnen we een generalisatie ge-
ven van (2.4.3). Merk eerst op dat als C een afgeleide kegel is van S in a,
dan ¢ < Ta(s). Als dan a een oplossing is van OP(S,f) waarbij f « Cl, dan
geldt

(5.3.7)  vf(a) ¢ ¢°

omdat Tg(s) < CO. Het is de voorwaarde (5.3.7) die we gaan verfijnen.
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n
k clR, ac § := Sl n ... n Sk
C]""’Ck afgeletrde keqgels zijn van SI""’Sk in a. Als a een oplosaing is

(5.3.8) HOOFDSTELLING. Laat SI,...,S en laat

van OP(S,f) en als f « Cl, dan bestaat er cen getal p = 0 en vectoren

Y.

; € C? voor i = 1,...,k 20 dat

{5.3.9) HS1: pvE(a) = ¢y *+ooot P

(5.3.10) HS2: [p,wl,...,wkj # 0 (dow.a, Palyes ety zign niet allemaal nul).

BEWIJS. We beschouwen eerst het geval k = 2. Als ¢, en C, niet pesepareerd

zijn, dan is C = C, n C, een afgeleide kegel van S in a. Uit (5.3.7) wvolgt

dus

Vi(a) ¢ (C! n Cz)O = CO + C

(zie (2.3.9)(iii)), d.w.z. er bestaan vectoren wl € C?, wz € C, zo dat

0
2
= kiezen,

1
Als C1 en C2 gesepareerd zijn, bestaat er een y # 0 zo dat Y ¢ C?, -} € Cg.

Als we kiezen p = 0, vy = s ¥y = U, dan is weer aan HS! en HS2 voldaan,

vi{a) = bty We zien dat aan HS]1 en H52 voldaanis als we p

Nu herleiden we het algemene geval tot het geval k = 2. We definiéren

8 =8, x xskgm“k
nk
T :={x= (xl’ -,Xk) e R | Ky =een= xk} =
= {(x,x, , X) e R" | x ¢ R%} .

£ == £(xp)
waar X, bestaat uit de eerste n componenten van X,

a = (a,...,a)

Dan is a een oplossing van 0P(§_n T,f). Volgens lemma {(5.3.6) is

C:= C] ¥ ... % G een afgeleide kegel van 5. Omdat T een lineaire deelruim-
te is, is T een afgeleide kegel van zichzelf in a. Daarom bestaat er een ge-
tal p = 0, en vectoren

V=l e 0o = og,eennpd e 10

zo dat
(5.3.11) pvf(a) =y + ¢ ,

(5.3.12) [p,p,91 #0
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0

De voorwaarde ¢ ¢ T = T betekent ¢x = 0 voor alle x e T, dow.z.

(wl ..t mk)x = 0 voor alle x ¢ ng’ dus T 0. De voorwaarde

P € C” betekent wi € Cg, want Ep = (C] X ... X C )0 = C? X ... X Cg. Als we

daarom de vergelijkingen in (5.3.11)

QVf(a) =¢] +(P1 3
0 =v, +o,,
0= * o >

bij elkaar optellen vinden we HSI. Het is duidelijk dat HS2 volgt uit (5.3.12).
Als immers p = 0,¢1 T wk = 0, dan volgt uit (5.3.11) dat ook ¢ = 0, in
strijd met (5.3.12). O

De voorwaarde HS2 heet de niet-trivialiteitsvoorwaarde. Het is immers

duidelijk dat p,wl,...,wk die voldoen aan HS! alleen,altijd op een triviale
manier bestaan, nl., p = 0, wl =...= Y = 0. De voorwaarde HS2 sluit deze

triviale oplossing uit. De voorwaarde HS| heet de polaire regel (in analogie

met muttiplicatorenregel zie (5.3.15)) omdat Yy »--esP vectoren zijn in po=-

laire kegels., Het getal p heet de regulariteitsconstante. In essentie moeten

we twee gevallen onderscheiden, nl., p # 0 en p = 0. We hebben dit reeds ge-
zien in het bewijs van de hoofdstelling voor k = 2,

Als p # 0, dan kunnen op grond van de homogeniteit van HS| aannemen dat
p = 1. Immers als wi € Cg dan is ook mi = p_’wi € Cg. Eigenlijk geeft de
hoofdstelling alleen een bruikbare noodzakelijke voorwaarde als p # 0. Want
als p = 0, dan komt de te maximaliseren functie f in de noodzakelijke voor-
waarde niet voor,; Gewoonlijk probeert men dan ook aan te tonen, dat aan HSI
en HS2 niet voldaan kan zijn met p = 0, d.w.z. men probeert aan te tonen dat
er geen vectoren P; € C? bestaan met Py to.oot g o= 0 behalve P == @ = 0.
Als dit mogelijk is dan noemt men de gevonden noodzakelijke woorwaarde regu-

lier. We kunnen derhalve de conclusie van de hoofdstelling enigszins anders

formuleren.

(5.3.13) GEVOLG. Als men onder de voorwaarden van de hoofdstelling kan aan—
tonen, dat voor vectoren 0, € C? met ¢, *...% 9 = 0 noodzakelijk geldt

9 =eu.= g = 0, dan bestaan er vectoren by e Cg zo dat

VE(a) = ¢] +,. .+ wk .
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In deze formulering is het duidelijk dat dit resultaat voor het geval
k = 1 overeenkomt met (5.3.7), Het geval p = 0 zal dus als een ontaard ge-
val moeten worden beschouwd, dat we bhelaas in de algemene theorie niet kun-—
nen uitsluiten, maar dat we in concrete situaties willen vermijden, eventu-
eel door extra veronderstellingen te maken over het probleem. Dit ontaard
geval treedt vaak op in situaties waar afhankelijke vectoren (gradiénten),
matrices met niet maximale rang, gesepareerde convexe verzamelingen etc.
voorkomen, In de terminclogie van de mathematische programmering: p = 0

treedt op als niet aan de constraint qualification is voldaan.

Als we (5.3.8) voor de Si verzamelingen genoemd in stelling (5.3.4)
substitueren en voor de ¢, de corresponderende raakkegels, krijgen we de ge-

bruikelijke noodzakelijke voorwaarden uit de mathematische programmering:

(5.3.14) STELLING (Mangasarian-Fromovitzn). Laat a cen oplossing aijn van

0P(S,£), waarbij § gegeven wordi door (1.1.3). Dan bestaan er getallen
p =0, li eR (1 =1,...,1), M 20 (i =1,...,m) 2o dat

m
(5.3.15) pVE(a) A Ve (a) + ¥ ungj(a)

1 i=1

I
[} B ]

i

(5.3.16) [p,Al,...,AR,u ,...,um] #0

1

(5.3.17) ujgj(a) =0 (j =1,...,m

BEWLJS. We behandelen eerst een paar ontaarde gevallen: Als Vri (a) =0
0

geldt voor een of andere iO’ dan voldoen p = 0, u. =0, li =0 (i # iO),

]

A. =1 aan (5.3.15), (5.3.16), (5.3.17). Als g, (a) =0, Vg, (a) = 0 dan

*o Jo J0

kunnen we op analoge manier alle getallen in (5.3.16) behalve by gelijk aan
0

nul stellen. We nemen verder aan dat deze gevallen niet optreden. Dan defi-

nidren we

w
1§

x c® | r.(x =01

il

k),

T. S {x (]Rn | gJ(x) < O]‘ (J ]:"'5m) 3

zodat § = Sl N vee N SR nTyn...n Tm. We kunnen de hoofdstelling toepas—

sen als we afgeleide kegels van Si en Tj in a kennen. Daartoe doen we een
beroep op (5.3.4). Omdat Vri(a) + 0, is

C. := {p [ Vri(a)p = Q}
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een afgeleide kegel van 85 in a. Voor de verzameling en Tj maken we onder-—

scheid tussen twee gevallen: Als gj(a) < 0, dan is a ¢ int Tj’ zodat

een afgeleide kegel is. Als gj(a) = 0, dan is volgens onze veronderstelling
ng(a) # 0, zodat

Dy = {p | ng(a)p < 0}

een afpeleide kegel is, Nu is

2 = {Avr.(a) | A ¢ R}

en D? = {0} in het geval gj(a) < 0 en

C

n? = g (@) | w2 0)

in het geval gj(a) = 0. Deze twee gevallen kunnen we in een formule samen—

vatten:

0
Dj = {quj(a) | pzo0, ugj(a) =0}

Op grond van de hoofdstelling bestaan er nu eem getal p 2 0, vectoren
0 0
. = A.Vr.(a) ¢ C. en 9. = u.Vg.(a) ¢ D., met p. =2 0 en p.g.(a) = 0, zo dat
by VT : 05 = uy gJ( ) T LF ngJ( ) ;

pvVE(a) = AIVrl(a) +o..F AQVrR(a) + u]Vgl(a) +...+ ungm(a)

en

Lesd Ve (@), ..., Vrl(a),ulV’g](a),---,ungm(a)] #0

L

Hieruit volgt het gestelde. 1l

De getallen p,kl,...,lz,p],...,pm heten multiplicatoren, formules

(5.3.15), (5.3,16) en (5.3.17) heten respectievelijk de multiplicatorenregel,

de niet-trivialiteitsvoorwaarde en de complimentariteitsvoorwaarde. In het

bijzondere geval dat & = 0, is het resultaat afkomstig van F. John. Het ge-
val m = 0 is de klassieke multiplicatorenregel van Lagrange, die gewoonlijk

als volgt wordt geformuleerd (vgl. (5.3.13)):

s . 1 . .
(5.3.18) STELLING (Lagrange). Laat de functies £,0 ,000,r In C zign en
laat £(x) een maximim onder de bijvoorwaarden ri(x) =0 (1 =1,...,0) amn-
nemen n Aet punt a. Als de vectoren Vri(a) (i=1,...,4) onafhankelijk zijn,

bestaan er getallen Apseeeshy 2O dat

vf(a) =

| t~ir=

llVri(a)

1=]
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6. HET MAXIMUMPRINCIPE VOOR HET ALGEMENE BESTURINGSPROBLEEM
6.1. Het standaardprobleem

In dit hoofdstuk beschouwen we het algemene standaardprobleem (3.1.9):
(6.1.1) PROBLEEM. SBP(U,X,.X,,T,f,h). Gegeven: U < R", X, c R", X, < ®",
T>0, £ ¢ CPCLO,T] xRY x U acm“), h € C]GBF +1R). Gevraagd: Bepaal een
toegelaten paar (x,,u) 20 dat

X5 € XO’ EU(T’XO) € X]

en zodanig dat h(g(T)) maximaal is.

Zoals reeds in voorbeeld (5.1.3) is opgemerkt, is (6.1.1) equivalent
met OP(W(XO) n Xl’h)' We kunnen derhalve de hoofdstelling (5.3.8) toepassen,

als we afgeleide kegels kennen van de verzamelingen W(XO) en Xl in het eind-

punt E(T) van een optimale baan. Daar XO en Xl gepeven verzamelingen zijn,

bijv. van de vorm (1.1.3) is het redelijk te veronderstellen dat

afgeleide kegels van X, en Xl bekend zijn. Het 1s een fundamenteler probleem

0
een afgeleide kegel van W(XO) te bepalen. Daartoe maken we gebruik van ge-
stoorde besturingen, zoals in § 4.5. In (4.5.15) hebben we gezien dat we
d.m.v. zulke storingen een kegel P kunnen bepalen die een deel is van de

raakkegel wvan W(xo) in £(T). Hierbij hadden we dus een vaste beginwaarde X

gekozen, We zullen nu voor elke Xy € XO de storingskegel van Xy invoeren
door

Pi=poP.
De storingskegel is dus de afsluiting van het positieve opspansel van P en

dus een gesloten convexe kegel,

(6.1.2) LEMMA. 275 u « @, Xg
geleide kegel van W(x,) in E(T) .

C XO en £{t) := £G<C’XO)‘ Dan is P een af~

Zowel het bewijs van dit lemma als van het volgende zal worden gegeven
in appendix D. Als we een afgeleide kegel wvan W(XO) willen bepalen, dan moe-

ten we een afgeleide kegel van X, in ;O kennen.
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(6.1.3) LEMMA. Zij ;0 € Xy, u e 0 en £(t) := £-(t,%y) en laat ¢(t) de

Jundamentaaloplossing zign van de lineaire differentiaalvergelijking

1A

(6.1.4) gty = A(t)yy(t) (0 t = T)

waarbij

ACE) = £ (5,E(0),u(0)

Als C, een afgeleide kegel van X, in §0 i8, dan is

D 3= P + Q(T)CO

een afgeleide kegel van W(XO) in £(T).

We zullen hier proberen lemma (6.1.2) en (6.1.3) enigszins aannemelijk
te maken., We hebben gezien dat we door een elementaire storing een kromme

£ v xﬂ(T,s) in W(xo) kunnen construeren waaraan de storingsvector P raakt
(4.5.7):

x (T,e) = E(T) + pe+ole) (e+0).

Zo zien we dat elke vector P, € P een raakvector is. Het is echter in eerste
instantie geenszins duidelijk waarom vector uit po P raakvectoren zouden
zijn (of door raakvectoren kumnen benaderd). M.a.w. het is niet duidelijk

dat po P < TE(T)(W(XO))' Om in te zien dat dit het geval is hebben we gecom—

bineerde storingen nodig. Laat t sty onderling verschillende punten zijn

T

waarin u continu is en laat v ,v, willekeurige elementen van U zijn. Dan

ERRREALN

noemen we m = (Wl,...,ﬂk), waarin m; i= (ti,vi) een gecombineerde storing

van u, De corresponderende gestoorde besturing wordt gedefinieerd door

= v, . —E, St <L, i = “an
uw(t,e) = vy (t1 g, st tl) voor i 1, ,k ,

:= u(t) elders in [0,T] .

Hier is e := (el,...,ek) voldoende klein. Men kan nu bewijzen dat

(6.1.5) x (T,e) = E(T) +

. €;P, + o{e) (e ~0)

1 i

I ~15

waarbi j P de bij m; behorende storingsvector is, Laat nu
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een positieve combinatie zijn van de vectoren P oseensP d.w.z. Ay 2 0
1
(i=1,...,k). Als we nu € = A1, dus e; = AiT (i =1,...,k) stellen voor

een kleine T > 0, dan volgt uit (6.1.5) dat

x (T,31) = £(T) + qT + o(1)

zodat q een raakvector van W(xo) is. Zo zien we dat een positieve combina-
tie van storingsvectoren P behorende bi] storingen die plaatsvinden op
verschillende tijdstippen o;k een raakvector is. Hieruit volgt
Pc TE(W(xO)) (bedenk dat een raakkegel per definitie gesloten is). Dat
P inderdaad een afgeleide kegel is, volgt uit een nadere beschouwing van
(6.1.5). Dit wordt in appendix D bekeken. Hier zullen we ons beperken tot
het bewijs van formule (6.1.5}.

Voor eo = (eo,...,ag) definiéren we de K(EO) als de verzameling van die
getallen t ¢ [0,T], die niet in een van de intervallen [ti-eg,ti] (i=1,..,k)

liggen.

. 0
we laten zien dat als e > 0, waar

k
(6.1.6) x (t,e) = E(0) + } ;7 () + ole) (e + 0)

i=|
. 0
geldt uniform voor t ¢ K(e'),

g (e) =0 (©st<t), v i ¢(t)¢—l(ti)qwi

en
q1Ti = £t 80k, ),v,) = £(e;,E( ),ul(t)) .

Hierbij is ¢(t) de fundamentaaloplossing behorend bij

A(t) := fx(t,E(u>.G<n>> , (0<stsT).
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BEWIJS van {(6.1.6). We mogen veronderstellen dat 0 < e < eO. We gebruiken

volledige inductie. Voor k = | is het resultaat bewezen in § 4.5. Stel dat
het resultaat voor k = | is bewezen. Dan heeft de storing ™ geen effect
op de baan voor t s B~ Exe Op het tijdstip €, T &y geldt derhalve

_ k-1
(6.1.7) Xﬂ(tk - ek,e) = £(tk - Ek) + 121 .7y (tk - ek) + o(e)

Op dezelfde manier als in § 4.5 vinden we

{(6.1.8) xﬁ(tk,e) - xn(tk - Ek,E) = ekf(tk,x“(tk,e),vk) + o(ek)

uniform t.a.v. € . Verder:

1""’€k—1
(6.1.9)  E(t) = &(t, = &) = e, £(r, ,8(5),u(t)) + ole))

We tellen (6.1.7) en (6.1.8) op en trekken (6.1.9) af van de som. Dan krij-
gen we (6,1.6) voor t = t . Voor t > t, volgt (6.1.6) op grond van stelling
(4.5.11). a

We hebben nu lemma (6.1.2) in zoverre aannemelijk gemaakt dat we heb-
ben gezien dat P een deel van de raakkegel van W(xo) is. Laat ons nu
hetzelfde doen in lemma (6.1.3). Daar kunnen we naast storingen op de bestu-
ringen ook storingen aanbrengen op de beginwaarden. Als dus ;0 is gegeven en
C0 is een afgeleide kegel van X0 in Xys dan is er voor elke q ¢ riC0 een krom-
me n(60)= Xg + qeq + 0(50), 0 sieos gq te vinden in XO. Voor de oplossing
xﬂ(t,n(so),e)metbeginwaarde n(so)vanhet systeem met besturing u“(t,e) geldt

nu
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Hi e oy

(6.1.10) x (T,n(gq),e) = E(T) + peg +

. €.P, * o(e) + O(EO)

1 i

waar de P, zijn gedefinieerd als in (6.1.5) en waar
i .

6.1.11}) p = 2(T)q .

Het bewijs hiervan berust weer op stelling (4.5.11). Opanaloge manier als
bij (6.1.5) kan men weer laten zien dat elke positieve combinatie van vec-—
toren p (corresponderend volgens (6.1.8) met q ¢ CO) en vectoren p_ (beho-
i
rende bij verschillende storingstijden ti) een raakvector is in £(T) aan
W(XO).
Met behulp van lemma (6.1.3) kunnen we een noodzakelijke voorwaarde

e X, U e Q@ in het standaard-

geven voor het optimaal zijn van een paar ;O o

probleem:

(6.1.12) STELLING (Maximumprinecipe van Pomtryagin). Laat (xy,u) een oplos—

sing zijn van SBP(U,XO,X},T,f,h) en laat E(t) := Ea(t,go) de corresponde—

rende baan zijn. Als C, een afgeleide kegel van X, in EO = E(0)isenC, een

afgeleide kegel van X, in £(T), dan bestaat er een getal p 2 0 en een rij-

i
veetor ¢ ¢ C?, niet betde nul, zedat voor de oplossing y: [0,T] >R van de

geadjungeerde vergeligking
(6.1.13) P(t)

-H (1), £, E(t) ,u(E))
met eindwaarde

(6.1.14) Y(T) = ph _(E(T)) - ¢
geldt:
(6.1.15) p(0) ¢ C

(&N

(6.1.16) H(P(t),t,5(t),u(t)) = max H{y(t),t,E(E),v)
vel

in elk punt t waarin u continu is.

Hierbij is de Hamiltoniaan weer gedefinieerd door
H{Y,t,x,u) := $£(t,x,u)

Als we dit resultaat vergelijken met stelling (4.1.4) dan zien we dat (h.1.)3)
en (6.1.16) corresponderen met (4.1.6) en (4.1.5), be voorwaarde (6.1.15)

komt in (4.1.4) niet voor. 7ij is een gevolg van de keuzemogelijkheden die
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we hebben voor Xp- M.a.w, het feit dat we Xy niet kennen en daardoor winder
gegevens hebben over het optimale paar (;O’G) wordt gecompenseerd door meer
informatie over ¥(0). Als XO = {xo} een é&npuntsverzameling is, zijn we in
een situatie analoog aan (4.1.4) waar de beginwaarde Xy vastligt. Het is

duidelijk, dat dan Cy = {0} de enig mogelijke afgeleide kegel van X, is. De

relatie (6.1.15) luidt dan ¢(0) e'mh hetgeen geen enkele informatieoover
1(0) oplevert. Formule (6.1.14) is vergelijkbaar met (4.1.7). Hier hebben
echter minder informatie over P(T) dan in (4.1.7) omdat ¢ hier een willekeu-
rige onbekende vector in C? kan zijn, terwijl ¢ = 0 geldt in (4.1.7). Dit
correspondeert met het feit, dat we nu iets weten over E(T), nl. E(T)c X .

1
Weer is het gemakkelijk in te zien dat we in het geval X =R" terechtkomen

in de situatie van (4.1.4) en dat dan p =0 en dus p # Olgeldt. Dan mogen
we op grond van de homogeniteit t.a.v. [p,p,p]) zonder verlies van algemeen-—
heid aannemen dat p = | (vergelijk & 5.3). Het geval o = 0 is hier, even-
eens als in § 5.3, een gedegenereerd geval, dat we in de toepassingen

steeds proberen uit te sluiten,

BEWLIJS VAN STELLING (6.1.12). We hebben gezien dat E(T) een oplossing is
van OP(W(XO) n X],h). In lemma (6.1.3) wordt vermeld dat D = P + d?(T)C0
een afgeleide kegel is van W(XO) in E(T). Gegeven is dat C, een afgeleide ke-

gel van X1 in E(T) is. We kunnen daarom stelling (5.3.8) toepassen: Er be-

staat een getal p > 0 en vectoren ¢ ¢ C?, P o€ DO, z0 dat

pVR(E(T)) = ¢ + v

en

[D,Q),IIJ] # o .

Uit p € D0 = (P + ¢(T)CO)O =P o (e(m)c)°
volgt
(6.1.17) ¥p, < 0

voor alle storingen 4, en
(6.1.18) yo(T)q = 0

voor alle q ¢ CO' We definiéren ¥ : (o,T] > R als de oplossing van de

geadjungeerde vergelijking

P = -B(0)AD)
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van (6.1.4), met eindwaarde U(T) = p. Dan volgt uit (6.1.17), net zoals bij
het bewijs van (4.1.4) dat (6.1.16) geldt (zie § 4.5). Uit (6.1.18) volgt

w(0)q = $0(T)q 5 0

voor elke q € C0 en dus E(O) € Cg. 0

In het probleem SBP zijn Xq en X, meestal van de vorm (1.1.3).
Dan kan men op analoge manier als in stelling (5.3.14) de vectoren ¢ en {(0)
in stelling (6.1.22) vervangen door uitdrukkingen, zoals die voorkomen in
(5.3.15). We formuleren hier niet het algemene resultaat, maar beperken

ons tot een veel voorkomend speciaal geval: Zij

6.1.19) X := {x ¢ ®" | xg=ag (= 1,e.5k)5 xp € by (§ = k+l,0..,0) )

waar a ..,b£ gegeven getallen zijnen 0 < k £ ¢ < n. Dan kan

EERRPLE bk+l"
men uit de resultaten van hoofdstuk 5 afleiden dat

C:={p ¢ R" | Pi=0 (4 =1,...,k);5 p; 0 als x;=by (G=k+1,...,2)}

een afgeleide kegel van X is in elk punt van X. Verder is

Il

c = |y eimh . 20, ¢, =0 als xj < bj (j k+1,...,%}

v, =0 (3

L+ 1,...,n)

A}s dus X, en Xl van de vorm gegeven door (6.1.19) zijn, dan kan men de gege-
vens over P(0) en $(T) eenvoudig aangeven. Dit geldt in het bijzonder als de

te maximaliseren of te minimaliseren functie een coordinaat vanx is. Als}bijv.
h{x) = X s dan is hx(E(T)) =e = (0,...,0,1,0,...,0) (de rde eenheidsvector).

Zo komen we tot het volgende overzicht:
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(6.1.20) TABEL.

voorwaarde op x].L gegeven over ﬁi
Xi(T) maximaal Ei(T) =0
Xi(T) minimaal @i(T) = 0
xi(T) = a; geen informatie over @i(T)
x, (T) vrij Ei(T) =0
xi(O) = a; geen informatie over ai(O)
x, (0) vrij 51(0) =0

De niet-trivialiteitsvoorwaarde [p,9] # O uit stelling (6.1.12) kan hier
worden vervangen door ¢ # 0. (Equivalent hiermee is ¥(0) # O of v(T) # 0.
Op grond van de eenduidigheidsstelling van oplossingen van differentiaal-
vergelijkingen, wvolgt uit v(0) = 0 immers dat v(t) = 0 voor alle t.)

Aan de hand van bovenstaande tabel kunnen we nagaan dat het maximum
principe een volledig stel noodzakelijke voorwaarden voor optimaliteit le-

vert (zie § 1.3).

(6.1.21) VOORBEELD. Gegeven getallen a en b, een functie g « CIGR +1R) en
een getal T > 0; bepaal een functie u: [0,1]1 +R z0 dat de oplossing van de
vergelifking

x =g(x) +u, x{(0) = a
bestaat voor 0 < t < T, voldoet aan x(T) = b en z6 dat

T

J w?(t)de
0

mintmaal 1s.




- 100 -

We hebben het stelsel

3]
i

% = g(x) + u, x(0) = a, x(T) =b ,

y = u?, y(0)

]
1}

0, y(T) = min
De Hamiltoniaan is
2
H=1y(g(x) +u) + ¢u

De geadjungeerde vergelijkingen zijn (wet g'(x) = %%)

R
H

-g'(x) ,
=0, o(T)

A

0

=3
I

Als 9{T) = 0 dan 1s ¢(t}) = 0 voor 0 < t £ T. Dan heeft H echter geen
maximum tenzij ¢ = 0, hetgeen niet toegestaan is. Dus 9(T) < 0 en zonder
verlies van algemeenheid nemen we ¢(t) = -} voor 0 < t < T. Dan wordt de

Hamiltoniaan
2
H=yg(x) + yu - ju
H is maximaal voor u = §. We krijgen derhalve het volgende randwaardeprobleem

g(x) + ¢, x(0) = a, x(T) =b ,
-g'(x)y .

X

0

Hieruit kunnen we y elimineren:

x=g' Gk +1 =g (XX + ¥ - g Y=g el .
Het randwaardeprobleem wordt dus:

x=g'(0gx), x(0) =a, x(T) =b

In het algemeen kan men de oplossing niet analytisch bepalen. We kunnen
enig inzicht in de oplossing krijgen door de vergelijking in het fasevlak te

beschouwen. Zij z = X, dan geldt
X = Z,

z2=g'g .

Als we de vergelijkingen op elkaar delen krijgen we

dus 22 = g2 + C. Hieruit volgt



6.2,

- 101 -

(Een andere manier om deze relatie af te leiden is gebaseerd op het constant

zijn van H. Vullen we hierin u = ¥ in dan vinden we

H= g + 8 =c .

. . . .2 .
Substitutie van Y = x - g levert x = g2 + c¢.) Integreren we de relatie

)'(/\/g2 + ¢ =1van 0 tot T dan vinden we
b
(6.1.22) J———‘i’—‘-——= T .
a g M

We hebben hier aangenomen dat ¥ > 0 en b > a omdat anders overlapping op-
treedt. Hiermee hebben we een vergelijking voor ¢ gevonden. Als we hieruit
¢ hebben bepaald, dan kunnen we de functie X bepalen uit de vergelijking
X = /EZ_I_E; x(0) = a of uit ¥ = g'g, x(0) = a, %(0) = /g%(a) + c. Het lin-
kerlid van (6.1.22) is een dalende functie van ¢ die naar nul nadert als

¢ + «, zodat de oplossing bestaat en eenduidig is als T niet te groot is. [

Varniatierekening

We beschouwen weer het eenvoudigste probleem uit de variatierekening:

(6.2.1) PROBLEEM. Gegeven f « CZGR xR %x [0,T}] ) waarin T > 0 en twee
getallen a,b. Gevraagd: Bepaal een stuksgewijs continu differentieerbare
functie x : [0,T] » R met x(0) = a, x(T) = b, zo dat
T
I fle,x(t),x(t))dt
0

minimaal 1s.

Zoals we hebben gezien in & 3.2 kunnen we dit probleem herformuleren

als cen SBP:

%X = u, x{0) a, x(Ty = b,

(6.2.2)

il

0, y(Tmin .

v f(t,x,u), y{O)
De Hamiltoniaan 1is

H = yu + of(t,x,u) ,

en de geadjungeerde vergelijkingen
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oH

ax

"!Pfx(t,X, u}

(6.2.3)

p = — B
¢ Ay
met eindvoorwaarde ¢(T) < 0., Als u een optimale besturing is, en x en y de
bijbehorende oplossing van (6.2.2), dan is er volgens het maximumprincipe

een niet—triviale oplossing E,a van (6.2.3) zo dat
(6.2.4)  P()v+o(e)£(t,x(e),v) £ h(r)ulr) +9(t) £(t,x(t),ult))

voor alle continulteitspunten t van u en alle v. Daar er geen beperkingen

zijn opgelegd aan u, houdt dit in dat Hu = 0 langs de optimale baan, d.w.z.

(6.2.5)  w(t) + p()f (t,x(r),u(t)) =0

Eerst merken we op dat 5(t) = a constant is. Als ¢ = 0 zou gelden, dan

was volgens (6.2.53) ook $(t) = 0 hetgeen in strijd is met de niet-triviali-

teit van (5,5). We mogen daarom aannemen, dat ¢ = ~1. Dan wordt (6.2.3):
w(e) = £ (e,x,u) ,
en {(6.2.5):

(6.2.6)  w{t) fu(t,§,ﬁ)

Hieruit kunnen we § elimineren. Dan vinden we (na weer x i.p.v. u te hebben

geschreven) :
6.2.7)  S(s (6,50, %(0) = £ (6,70, %)

(Hierbij betekent fu de afgeleide naar het derde argument.) Vergelijking

(6.2.7) heet de vergelijking van Euler voor het variatieprobleem (6.2.1).

Uit (6.2.4) kunnen we ook afleiden dat Ho, = 0 langs de baan, dus (met

¢ = ~1):

(6.2.8) fuu(t,g(c),i(c)) >0 .

Dit is de voorwaarde van Legendre.

Wanneer we (6.2.6) in (6.2.4) substitueren, krijgen we de zgn. voorwaar-

de van Welerstrass

(6.2.9) E(t,x(t),x(t),v) =0
voor alle v ¢ IR, waarin
E{t,x,u,v) := £{t,x,v) - £{t,x,u) - (v-—u)fu(t,x,u)

de zgn. E~functie van Weierstrass is.
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Verder kunnen we opmerken, dat zowel de functie ¥(t) als de functie

M(E) = HGB(),6,%(0),X(6) = XE_(6,X(8),K(6) = £(t,5(t),%(6))

continu zijn, ook in de punten waar x discontinu is (zie (4.6.3)).

Dit zijn de zgn. hoekvoorwaarden van Weierstrass-Erdmann.

Als f niet van t afhangt, is het stelsel (6.2.2) autonoom. Dan is de

functie M constant, dus

(6.2.10) XE_(X(8),%(6)) - £(R(E),x(e)) = c .

Deze formule is vaak handig bij het berekenen van de oplossing van de ver-

gelijking van Euler.

(6.2.11) VOORBEELD (Brachistochrone, zie voorbeeld 1.1.3). In de notatie
van deze paragraaf en met weglating van de constante factor 1//2g, is in
het brachistochrone-probleem

.2

1 + %

f(t,x,x) = g

Daar deze functie niet expliciet van t afhangt, geldt (6.2.10) voor een op-

timale functie x (we laten de strepen verder weg) :

—]=c/@—xﬂl+kﬁ .
Hieruit wvolgt dat ¢ < 0. We voeren in
p i= 1/(2c2)
Dan vinden we
(¢ - x)(1 + %) = 2p

We zoeken de een parametervoorstelling voor de gezochte kromme. Daar-

toe definieren we
X = tan O

waarin 6 de parameter is. Dan is

X=q- . @ =~ p{l + cos 28) = (a - p) — p cos 26
waardoor x als functie van 6 is gegeven. Verder

_ | dx _ | 2P sin 28 _ .
t+d—J}.{ —J-——-E-gn—g—de—zpe+p sin 286

waarbij P en d worden bepaald uit de voorwaarden x{0) = a, x(T) = b. O
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6.3. Varniabele eindtifd, tijdoptimale probLemen

We beschouwen nu het probleem met variabele eindtijd (3.1.11}.
(6.3.1) PROBLEEM. SBP*(U,xo,xl,f,h): Gegeven: U < R, X, cRY, X, <’
£ CDUO0,») xRY » U >R™), h . C](]Rn x [0,») » R) . Gevraagd: Bepaal een
wquMmzmﬂMY(%ﬂhﬂ:mchk

xo € XO ] (Eu(Tlxo)lT) € ‘l{l

en zodanig dat hW(E(T),T) maximaal is.

We zullen verder aannemen dat f EC1 is t.a.v. de variabele (t,x).

We herleiden dit probleem zoals in (3.2.6) is aangegeven tot SBP, d.w.z. we
voeren een nieuwe tijdsvariabele T in, die loopt over het interval [0,1],
en die met de oorspronkelijke tijd t verwant is door t = Tr. In het volgen-—

de schrijven we soms X(t) voor x(T1). De vergelijkingen worden

dx _ PR
IT - TE(Tt,X,4)
%(0) € X;, (R(1),D « X,

De functie die moet worden gemaximaliseerd, is h{X(1),T). In dit probleem
komt T als parameter voor. We vervangen deze parameter door een nieuwe (con-

stante) toestandsvariabele in

+]* Dan vinden we de vergelijkingen

dg

= - xn+]f(xn+lr,x,u) s
(6.3.2)
dxn+l o
dar

Als geadjungeerde variabele nemen we [y,w] met ¢ « E&R w ¢ IR. De Hamiltoni-

aan wordt

*
(6.3.3) H (Y,w,T,%X,X u) = xn+]¢f(xn+1T,x,u) + w.0

n+l?

De geadjungeerde vergelijking wordt:

A o e e o~
F xn+]wfx(xn+11,x,u)
(6.3.4)
A5 o e m oAy e . -
it wf(xn+lt,x.u) xn+]t$ft(xn+lr,x,u) .
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De variabele X = (§,§n+]) moet voldoen aan de beginvoorwaarde

200) « Xy =Xy <R,

en aan de eindvoocrwaarden

R(T) « §] .
Laten we veronderstellen, dat (QO,G,T) een optimaal tripel voor (6.3.1)

is, dat T > 0, dat CO een afgeleide kegel van XO in ;0, en dat C, een afge-

leide kegel van X, in (E(T),T). Hierbij is Z(t) := Ea(t,io). Dan is

1

een afgeleide kegel van go in (;O,i) (zie lemma (5.3.6)). Volgens het maxi-
mumprincipe (6.1.9), toegepast op het getransformeerde systeem, bestaat er
een getal p 2 0 en een rijvector p = [m,mn+1] € Q? met [p,p] # 0, zo dat

=
voor de oplossing ¢: [0,1] +th+l, van (6.3.4) met eindwaarde

(6.3.5) (1)

phﬁ(i(l)) -9
geldt

(6.3.6)  $(0) < Co

£
(30,80, 1,20, E, (0,8() =

* = = = =

max H™ (W(1),0(1),T,8(1),E_  (1),V) ,

vel]
voor alle continuiteitspunten van U. Dit resultaat vertalen we terug naar
het ocorspronkelijke probleem. We voeren de Hamiltonmiaan van het oorspronke~
lijke probleem in:

H(¢,t,x,u) = YE(t,x,u) .
Dan geldt:
u) = x

*
H (¢,w,T,X,X H(¢,XH+IT,X,U)

n+l? n+l

In de vergelijkingen (6.3.4) voeren we weer de oorspronkelijke tijd in:
. A—] -~
b =% ,,dv/d0)

1§

P
Ta

“wfx(t,XaU) = 'Hx(w,t,X,U)

-pf(t,x,u) - twft(t,x,u) = —-H(P,t,x,u) - th(w,t,x,u) .
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0
09

We vertalen de voorwaarde (6.3.6) in @(0) e C
h (B8(D),T) = (b (ED,D,n (ED,D]
zodat we (6.3.5) kunnen herschrijven als

W(T) = oh (E(),T) - ¢ .

w(@) = ohy B, ~ o, -

Uit stelling (4.6.4) volgt:

To = ~(H + tH ) = -(H + ¢ %E H) = - gf(tH)
en dus

Tw(t) + tH = const .
Daar w{0) = 0 volgt hieruit:

Tw(t) = ~eH@(), £, E(L),u(t)) .

We kunnen het gevondene samenvatten in

w(0) = 0. Er geldt

(0<st=<T)

(6.3.7) STELLING. (Maximemprincipe met variabele eindtijd). Laat (EO,E,T)

een oplossing zaijn van SBP*(U,XO,Xl,f,h), waar f continu differentieerbaar

8 t.a.v. (t,x). ZiJ E(t) := ga(t,§0) de optimale baan. Als T>0, C

aen
0 |

afgeleide kegel van X, s in x, en C, een afgeleide kegel van X in (£(T),T) »

0 0
dan bestaat er een getal p z 0 en een rijvector ¢ =

n+l

1 e ), niet bei-

de nul, zo dat voor de oplossing y: [0,T] R van de geadjungeerde vergelij-

king
(6.3.8) $(t)

i

-H (1), 6, E(8) ,ult))

met eindwaarde

(6.3.9)  ¥(D) = ph (EMD,D ~ ¢

geldt

(6.3.10) (0)

m
O

en

(6.3.11) H@G(L),t,£(t),u(t)) = max H(P(t),t,E(t),v)

vel
in elk punt waarin u continu is. Bovendien geldt:

(6.3.12)  HE(D,T,e(T),u(M) + phy(T,E(D) =0
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Een belangrijk bijzonder geval van stelling (6.3.7) is het geval dat
E] = Xl *R, d.w.z. het geval dat er geen beperking aan de eindtijd, maar
wel eventueel beperking aan de eindtoestand worden opgelegd. Als dan C1 een
. in £{T) is, dan 1is 91

van §! in (E(E),T). De polaire kegel is g? = C

afgeleide kegel van X C, xR een afgeleide kegel

1

? x {0}, zodat we in stelling

(6.3.7) vinden: o ¢ C] eng_,, = 0.

We merken op als (;O,G,T) een oplossing is van SBP*, dat dan (;O,G)
een oplossing is van SBP(U,XO,X],T,f,h) zodat stelling (6.1.9) van toepas—
sing is. Hieruit volgt onmiddellijk stelling (6.3.7) met uitzondering van
(6.3.12). Deze extra vergelijking kan men beschouwen als een gevolg van de
optimale keuze van T. We kunnen ook opmerken dat in vergelijking met (6.1.9)
het aantal onbekenden hier is toegenomen met &&n, nl. T, maar dat we ook een
Vergelijking erbij hebben gekregen, nl. (6.3.12). Uiteraard kunnen we stel-
ling (6.3.7) specialiseren tot de situnatie waarin tabel (6.1.17) van toe-
passing is.

Een verdere specialisatie treedt op als we aannemen dat h onafhankeliijk

is van T, In dat geval {(onder de aanname EI = Kl xR), wordt (6.3.12):

(6.3.12)" HG(T);T,e(T),u(D) = 0 .
Als dan ook nog het systeem autonoom is (zie § 4.6), dan volgt dat
H(P(E),6,E(E) ,ult)) = 0

voor alle t.
Een ander speciaal geval treedt op als h(T,x) = -T. Het probleem is dan
vanuit X de verzameling X1 in minimale tijd te bereiken. Men spreekt van

een tijdoptimaliseringsprobleem en men noemt een corresponderende optimale

besturing een tijdoptimale besturing. In dat geval wordt (6.3.12)
(6.3.12)" HW(T),T,8(D),u(T)) = 0
en (6.3.9)

(6.3.9)" 9(T) « -c?

waarna we ¢ kunnen elimineren uit de formulering.

(6.3.13) VOORBEELD. (Zachte maanlanding). Door uitstoting van gassen met een

constante snelheid (maar eventueel variabele hoeveelheid) ondervindt een
ruimteschip met massa m een kracht —cm(t) naar boven (N.B. m = 0). Verder
werkt de zwaartekracht -mg op het voertuig, zodat de volgende vergelijking

geldt

mX + mg + ciu = 0 ,
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Het probleem is nu: Bepaal T > 0, m op [0,T] zo dat bij gegeven x(0), x(0),
n(0), (x(0) > 0, m(0) > 0) geldt: x(T) x(T) = 0, en zodanig dat m(T) maxi-
maal is. Hierbij is de restrictie -b < m < 0 opgelegd aan het brandstofver—

bruik.

Gevraagd wordt dus, de uitlaathoeveelheid zo te bepalen, dat het voer-
tuig een zachte landing maakt, en wel z&, dat het brandstofgebruik minimaal
ig.

We herschrijven de vergelijkingen in een stelsel:

X =y , x{0) = Xy x(T) =0
y = ~g +cuz , y(0) =y, y(T) =0
Z = =u , 2(0) = Zgs z(T) = max .
Hierbij hebben we dus y = %, z = m, u = —f gesteld. De besturing u moet vol-
doen aan
0fushb.
De Hamiltoniaan is
H=yy - pg + t;:cpuzml - wu

waar [{,0,w] de geadjungeerde vector is. De geadjungeerde vergelijkingen

luiden:
- _ °oH _
v = 3% 0
s - _ oH _ _
{(6.3.14) ¢ = 3y P
'=—1.1:I-= uz_
o 5z cQ .

Volgens het maximumprincipe bestaat er voor een optimale (u,T) een niet—tri-

viale oplossing [¢,9,w) van deze vergelijkingen waarvoor geldt w(T) = 0,

Blp i= HW(T),0(T),u(T),x(T),y(T),2(T),u(T)) =0

en

It

u(t)
u{t)

b als p(t) >0 ,
0 als p(t) <0 .

f
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Hierbij is p(t) = cwz_] - w. Er geldt

gle) = —c¢z_]

Het is duidelijk dat z =m >0 (0 < t £ T) moet zijn. Als we geen op-
lossing kunnen vinden die hieraan voldcet dan kan de raket niet zacht lan—
den. De constante ¢ is positief. Van ¥ (die ook constant is) is het teken

nog niet duidelijk. We onderscheiden drie gevallen:

i) ¢ = 0. Dan is p stijgend. Er is ten hoogste &&n nulpunt. Er zijn nu

drie mogelijkheden

(a) (b) {c)
a) p >0 voor 0 < £t £T, dus u=Db voor 0 £ t < T.

b)Y p € 0 voor 0 = £t < TO’ p >0 voor T, <t £ T, waar 0 < T, < T, dan is

0
dus u{t) =0 (0<t<T0),u(t)=b (T0<t<T).

c) p <0 voor 0 < t < T. Dan is u(t) = 0 voor 0 < t < T.

0

Het is eenvoudig in te zien, dat in geval ¢) niet voldaan kan zijn aan

de eindvoorwaarde y(T) = 0.

ii) ¢ = 0. Dan is p constant. Ook hier moeten we drie gevallen ondetschei~

den:

a) p » 0 komt overeen met (ia).

b) p = 0, Daar
H=yy - pg + pu = —-¢g = const = 0

moet dan ¢ = 0 gelden. Maar uit p = cq)z-l - w = 0 volgt dan, dan ook w = 0,
zodat [¥,p,w] een triviale oplossing van (6.3.14) is. Dit geval moeten we
daarom uitsluiten.

¢) p < 0 komt overeen met (ic).




- 110 -

iii} ¢ > 0. Dan is p dalend. We onderscheiden weer

f hﬁﬁh\‘\\“_

o T

(a) {b) {c)

B) p >0 (0 <t < TO), p <0 (T0 < t £ T). Hiler isu=b {0 £ t < TO), u=90

(T0 < t £ T). Er kan niet worden voldaan aan y(T) 0 (als we ons ten-—
minste beperken tot oplossingen die voldoen aan x(t) =2 0 {0 < t < T).

¢ p <0 (0 < t=< T komt overeen met {iec).

We zien dat de gevallen(ia) en (ib) alle mogelijkheden dekken. We kumen (ia)

opvatten als een speciaal geval van (ib) (nl. Ty = 0), zodat we de oplossing

expliciet hebben gevonden afgezien van de bepaling van Ty en T. Deze moeten

we vinden uit de vergelijkingen x(T) = y(T) = 0. Niet voor alle situaties

bestaat er een oplossing.

Merk op dat we op een essentiele manier gebruik gemaakt hebben aan de

voorwaarde H|. = 0 om het geval (iib) te kunnen uitsluiten. il
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6.4. Ti{doptimale besturing van Lineaire busiemen

Beschouw het systeem

(6.4.1) X = Ax + Bu, x(0) = %,

waarbij A een n X n-matrix en B een n X m-matrix is. Zij U ¢ R” een verzame-
ling, waarvan de oorsprong een inwendig punt is en Q de verzameling van stuks-
gewijs continue functies [0,=) + U. We vragen naar een besturing die de toe-
stand x in minimale tijd naar de oorsprong stuurt, d.w.z. we vragen naar

ueQenTz20 zodanig dat EG(T’XD)==O terwijl voor elke ueQ en elke T < T
geldt EU(T,xO) # 0. Als u ¢  een optimale besturing is, dan bestaat er vol-

gens § 6.3 een niet-triviale oplossing ¥ van de geadjungeerde vergelijking
(6,4.2) = —yA
20 dat

(6.4.3)  y(t)Bu(t) = max Y(t)Bv .
vel

We willen nu nagaan wanneer er een optimale besturing bestaat en of (6.4.3)
ook een voldoende voorwaarde is.

In de eerste plaats moeten we ons afvragen of er wel een besturing bestaat
die de toestand naar nul brengt. In het geval dat U = R" is dit gemakkelijk

te onderzoeken.

(6.4.4) DEFINITIE. Het systeem (1) heet nulbestuurbaar als er voor elke

Xg € R" een stuksgewijs continue functie u: [0,=) + R" en een getal T > Q be-

staan waarvoor EU(T,x0)==0.

Zonder bewijs (zie bijv. [L & M], Ch, 2,3, [K & S1, [1MS]) vermelden we het

volgende resultaat.

(6.4.5) STELLING. Systeem (6.4.1) is nulbestuurbaar dan en slechts dan als

. -1 sy
de ravg van de o » (nm)-matriz [B,AB,...,A" 'B] geliik is aan n.

Als U # R" dan wordt de situatie wat gecompliceerder. De voorwaarde

rang[B,AB,...,An"]B]=r1isckn1welnodignmarin het algemeen niet meer vol-
doende. Als we, zoals boven, aannemen dat de oorsprong in R* een inwendig
punt van U is, dan is deze voorwaarde wel voldoende voor de locale nulbe-

stuurbaarheid van (6.4.1).
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(6.4.6) DEFINITIE. Het aysteem (6.4.1) met restrictieverzameling U) heet locaal
nulbestuurbaar als er een omgeving S van de oorsprong bestaat zo dat voor al-

=0.

le x, ¢ S er een besturing u ¢ Q en T > 0 bestaat waarvoor geldt E,(Tyx)

Eveneens zonder bewijs vermelden we

(6.4.7) STELLING. Als ¢ ¢ int U, dan is (6.4.1) locaal nulbestuurbaar dan
en slechts dan als

Ap—]

rang[B,AB,..., Bl o .

Tenslotte vermelden we een voorwaarde voor globale nulbestuurbaarheid

([H & L1).

(6.4.8) STELLING. 2Zj 0 € int U. Als

n

(i) rang[B,AB,...,A "8l =n

(ii) Re A = 0 voor elke eigerwaarde van A

danie (6.4.1) nulbestuurbaar met de restrictie U. Als U compact ig dan zijn de

voorwaarden (i) en (ii) noodzakelijk voor de nulbestuurbaarheid.

We illustreren bovengenoemde eigenschappen aan de hand van een aantal voor-

beelden.

(6.4.9) VOORBEELD. ¥ = =x + u, ¥ = -y + 2u.

Hier is n =2, m= 1, A=-I, B= (1,2). Blijkbaar is rang[B,AB] =

-2l = 1, zodathet systeemniet nulbestuurbaar is. Inderdaad, zien we dat

= rang ;

%E(Zx -y)=-Qx-y)

zodat 2x -y = e-t(Zx(O) - y(0)), zodat x(T) = y(T) = 0 onmogelijk is als
2x(0) # y(0). De verzameling van punten die naar nul kunnen worden gestuurd
is het vlak gegeven door de vergelijking 2x = y. Daar dit vlak geen omgeving

van de ocorsprong bevat is het systeem ook niet locaal nulbestuurbaar. [l



- 113 -

(6.4.10) VOORBEELD. n = 1, m = I, X = x + u. Als er geen restrictie aan u
wordt opgelegd dan is het systeem natuurlijk nulbestuurbaar. Zij

U={ueR | |u[ < 1}, Op grond van (6.4.7) is dan het systeem nog steeds
locaal nulbestuurbaar maar niet globaal nulbestuurbaar. Inderdaad kunnen we
gemakkelijk verifieren dat alle toestanden x op het interval (-1,1) en geen

andere naar nul kunnen worden gestuurd. Als bijv. x > | dan geldt x> 0., [J

We zullen voortaan aannemen dat

n-1

{f.4.11) rang(B,AB,...,A Bl =n

zodat het systeem (6.4.1) met de stuurverzameling U locaal nulbestuur is. Als X
een punt is dat naar nul kan worden gestuurd, dan kan men zich afvragen of

er een tijdoptimale besturing bestaat. In het algemeen kunnen we dit niet
verwachten als U onbegrensd of niet gesloten is. We zullen derhalve voortaan
aannemen dat U compact is. Evenals in § 3.3 moeten we hier meetbare functies
toelaten om een algemene existentieuitspraak te krijgen. In het bijzondere
geval dat U een polyeder of een strict convexe verzameling is kan men vol-

staan met stuksgewijs continue functies

(6.4,12) STELLING. |

(i) Zij U een compacie versameling in R en z1d Q de verzameling van meet-
bare functies [0,») » U. Als er voor zekere Xg een u € Q bestaat en
T > 0 zo dat Eu(T,xO) = 0, dan 7s er ook een tijdoptimale u die dit
doet.

(ii) Als bovendien U een strict convexe verzameling, dan bestaat er een
continue tijdoptimale besturing. In het geval dat U een polyeder is,

kan een stuksgewijs congtante optimale besturing worden gekozen.

Tot zover de existentie van tijdoptimale besturingen. Nu zullen we ons bezig
houden met de vraag of de voorwaarde (6.4.2) en (6.4.3) ook voldoende zijn

voor de optimaliteit van u., Inderdaad kunnen we bewijzen
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(6.4.13) STELLING. Z7J Xy € B°, ueq, T>0 en EE(T,xO) = 0, Neem aan dat U
compact 1g en dat 0 e int U. Opdat u optimaal is, is nodig en voldoende dat
er een niet-triviale functie y: [0,T] > R bestaat waarvoor geldt

(6.4.14) ¢ = ~pA
en

(6.4.15) (t)Bu(t) = max ¥(t)Bv .
vel

|
BEWLIJS. We hebben al gezien dat de voorwaarde noodzakelijk is. Stel nu dat I
aan (6.4.14) en (6.4,15) is voldaan voor een ¢ # 0. We definiéren
a(t) := max y(t)Bv , (0 5t < T) , !
vel '
Dan is a(t) > O behalve eventueel in een eindig aantal punten. Om dit in te
zien beschouwen we

0 = B

(waar B™ de eemheidsbol in R™ is, zie § 2.2). Als ¢ > O maar klein genoeg is,

dan is U0 € U en dus

B(t) := max yY(t)Bv < a(t) .
vel

0

Het is gemakkelijk in te zien dat B(t) = £|y(t)B} (het maximum wordt aangeno-
men voor v = ¢B'¢'(t)/|B'y(t)| als B'y/(t) # 0). Om te bewijzen dat a(t) > 0
is het voldoende aan te tonen dat y(t)B # O behalve in een eindig aantal pun—
ten. Daar y(t)B een analytische functie is, is dit inderdaad het geval tenzij
Y(t)B identiek nul is., Veronderstel, dat p(t)B = 0 voor alle t. Dan is ock
w(k)(O)B =0, k =0,...,n~l. Als we n := ¢(0) definieren, dan houdt dit in

nB = nAB =...= na" lg =g ,
dus

Ap-l

n(B,AB,..., Bl =0 .

Uit (6.4.11) volgtnu dat n = 0 hetgeen in strijd is met de aanname dat Y niet

triviaal is. Derhalve geldt o(t) > 0.

Voor een willekeurige besturing u ¢  definieren we

w,(8) = p(OE (t,x) -
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Dan geldt

&u(t) = p(t)B(t)u(t) .

Derhalve geldt voor elke u ¢ Qs

&u(t) < mﬁ(t) = a(t) .
Daar mu(O) = w(O)xO = wa(O), volgt hieruit
w,(€) £ ws(t) (0 =<¢ts T) .

Verder geldt wﬁ(T) = w(T)Eﬁ(T,b) = (., Daar &a(t) = a{t) > 0 behalve in een
eindig aantal punten, is wﬁ(t) strict stijgend en dus mu(t) < wa(t) < 0 voor
alle u ¢ Q, t < T. Als voor zekere u ¢ @, T > 0 geldt EU(T,xO) = (, dan moet
ook gelden wu(T) = 0, hetgeen onmogelijk is, als T < T. Hieruit volgt de

tijdoptimaliteit van u. U

Als niet aan (6.4.11) is voldaan dan zijn (6.4.14) en (6.4.15) in het algemeen

niet voldoende voor de optimaliteit wvan u.

(6.4,16) VOORBEELD. % = u, y =0, H=yu, =0, ¢ = 0. Als [y,9] = [0,1],
dan voldoet elke u ¢ Q aan (6.4.15) (op een triviale manier), maar niet elke

besturing is tijdoptimaal. 0

We onderzoeken nu de eenduidigheid van de optimale besturing. Uit het bewijs
van (6.4.13) volgt onmiddellijk de volgende uitspraak: Lgatu ¢ Q een optima-
le besturing is en | een niet~triviale vector die voldoet aan (6.4.14) en

(6.4.15). Dan gelden (6.4.14) en (6.4.15) (met dezelfde ¢) ook voor elke an—

dere optimale besturing 1. Immers, als u, ook optimaal is, dan is Eq (T,x0)=0 en dus
0

w, (T) = 0, Maar dit is alleen mogelijk als &u (t) = éa(t) voor alle conti-

0 0

nulteitspunten van u, en a, dus als w(t)BuO(t) = al(t).

0
We kunnen uit deze uitspraak eenduidigheidsvoorwaarden afleiden:

(6.4.17). STELLING.

(1) Ale U strict convex is, dan ©e de optimale besturing eenduidig.
(ii) Als

(6.4.18) U :={ue®R" | o | <1 (i=1,....,m}
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en

n-l

(6.4.19) rang[bi,Abi,...,A bi] =n (i = 1,...,m)

waar b, de i-de kolom van de matrix B s, dan ie de optimale besturing een-
dutdig.

BEWLJS,

(i) Als U strict convex is dan is voor elke w ¢ R, w # 0 precies een v
waarvoor geldt
WV = max wv .
vel
Het gestelde volgt uit het feit dat $(t)B # 0 (behalve in een eindig
aantal punten,
(ii) Als w € R™ dan geldt
WY = max wv = le.|
i
vel
voor een eenduidige v (nl. ;i = sgn wi) als tenminste w; #0 (i=1,...,m).

In (6.4.15) geldt w, = Yy(t)b, enuit het gegevenvolgt dat llJ-.(t)b]-_ #0. 0

Als aan (6.4.19) wordt voldaan, dan heet het systeem met restrictieverzame-
ling (6.4.18) normaal. We zullen verder aannemen dat U wordt gegeven door
(6.4.18) en dat het systeem normaal is. Voor een normaal systeem is de op-
lossing dus eenduidig met uitzondering van een eindig aantal punten. Voor de
optimale besturing geldt steeds Gi(t) = ggn ¢bi(t) =+1({d=1,...,m). We
noemen zulke besturing bang-bang. Merk op dat de optimale besturing stuks-

gewijs constant is, in overeenstemming met (6.4.12) (ii).

(6.4.20) OPMERKING. Een normaal systeem is ook locaal nulbestuurbaar, Alsm=1 geldt
ook het omgekeerde. In het algemeen is echter de normaliteit een sterkere
eis dan bestuurbaarheid. Voor het systeem
X=u
y=sv
is A= 0, B= I, zodat aan (6.4.11)is voldaan maar niet aan (6.4.19). De op-

timale besturing van dit systeem is dan ook niet eenduidig en niet noodzake-—
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lijk bang-bang. Als bijv. % = (9,1) , dan is elke (u,v) met v(t) = -1,
|

Ju(t)] < 1 en J u(t)dt = 0 optimaal. 0
0

(6.4.21) OPGAVE, Voor welke Xq Eimz is de oplossing in bovenstaand voorbeeld

wel eenduidig?

(6.4.22) STELLING. Als het systeem normaal is en alle eigemwaarden van A zijn

reédel, dan heeft elke component van u ten hoogste n - 1 sprongpunten.

BEWIJS. De functie ;i kan alleen een sprongpunt hebben waar yb; = 0. Daar
T A-t
Y = =yA zijn de componenten van y van de gedaante z qj(t)e J , waar qj een
j=1
pelynoom is waarvan de graad kleiner is dan de multipliciteit van de eigen-
waarde Aj van-Aen r is het aantal eigenwaarden van A. Derhalve heeft tp(t)bi

de gedaante
r A.t
B(t) := § p.(t)ed .
=1

Zulke een functie noemen we een exponentieel polynoom. De graad van g wordt

gedefinieerd door

r
§(B) = J (gr(p,) + 1) - 1

waarin gr(p) de graad van het polyncom p voorstelt. Voor het exponentieel
polynoom a(t) := ¢(t)bi geldt 8(a) < n-1. We bewijzen nu dat een willekeurig
niet-triviaal exponentieel polynoom B ten hoogste §(B) nulpunten heeft,

Het bewijs gaat met inductie naar 6(B). Als 6(B) = 0, dan is r = | en
AL
pi = constant, zodat B(t) = ce + Laat nu het gestelde bewezen zijn voor

k=~1 en laat 6{(B) = k. We definiéren

(A.=2,)¢t

ALt =X t Aitd ;

n
v =e (e B =e d_t(j£2 p;(t)e +p, (0)) =

n A.t Alt
z q.(t)e I+ pl(t)e .
2 !

[}
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Dan geldt 6(y) = §(B) - 1. Daarom heeft y ten hoogste k — ! nulpunten. Maar
-A.t
dan heeft e ! B(t) en dus B(t) ten hoogste k nulpunten {stelling van Rolle).[

In het geval van &&n besturingsvariabele u (dus m = 1) is de optimale bestu-
ring op het teken na eenduidig bepaald door n variabelen, nl. de n~1 schakel-

tijden Eiserest _, en de eindtijd t :=T. De bijbehorende optimale baan

)

—+
LS
—+
£
I
-

{
i
'
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b
_—— e = o w -

-1L ------ L rar—— = s o - e = L————'

wordt ook bepaald door deze variabelen en het taken dat voor u wordt gekozen
in het eerste interval: xu(T) = Ei(tl,...,tn). De keuze van de schakeltijden

wordt bepaald door de vergelijking
t
E (tl,...,tn) =0

hetgeen een stelsel van n vergelijkingen met n onbekenden is.

(6.4,23) VOORREELD, Een wagen kan met een kracht u geduwd of getrokken wor-
den. Deze kracht is beperkt: |u| £ 1. De plaats van de wagen wordt gegeven
door een coordinaat x. Gevraagd een wagen die voor t = 0 een gegeven X en X
heeft in minimale tijd naar de oorsprong te brengen met eindsmnelheid %(T) =0.
Het probleem luidt dus: Bepaal een T > 0 en functie u: [0,T] = [-1,1], 2o dat
voor de oplossing van de vergelijking x = u met begimwaarde x(0) = a, x(0) =D
geldt x(T) = %(T) = 0 en wel zo dat T minimaal is.

Het systeem is:

a, x(T) o,
b, y{1)

x =y, x(0)

1]
I

v = u, y(0)
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Dit is een stelsel van de vorm (6.4.1) met n =2, m= 1,

De geadjungeerde vergelijking (6.4.14) luidt

¢y =0
b=y .

De functie ¢ is lineair en niet identiek nul omdat anders ook ¥ nul zou zijn.
Derhalve heeft ¢ tenhoogste €&n nulpunt. Dit is in overeenkomst met stelling
(6.4.22). Uit (6.4.15) volgt dat u = sgn ¢ behalve waar ¢ = 0, maar dat is

slechts &én punt en derhalve niet belangrijk. De optimale baan in het xy-

viak bestaat uit twee stukken. Op een ervan is u = | op het andere u = -1.
We beschouwen eerst krommen met u = 1. De differentiaalvergelijking daarvan
luidt:

x=y,y=1.

Eliminatie van t levert dx/dy = y met als oplossingen

X = £y2 +C .

We zullen deze oplossingen + parabolen noemen.

het bovenhalfvlak van het xy-vlak is de snelheid % positief. Daar worden
dus de banen van links naar rechts doorlopen. In het benedenhalfvlak geldt
X <0,
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De optimale baan bestaat uit tenhoogste twee stukken: &&n stuk op een
+ parabool, &én stuk op een — parabool (of omgekeerd). Het laatste stuk ein-
digt in de oorsprong. Het laatste stuk ligt dus op een van de parabolen

2 2
x = 4y", x = ~§y".

Hiervoor komen alleen de gedeelten van deze parabolen Voor in aanmerking die
in het tweede en vierde kwadrant liggen. Tezamen vormen deze stukken para-
bool een kromme I'. Boven deze kromme moet u = |, onder de kromme u = -1 ge-

kozen worden. We krijgen derhalve een optimale besturing van de vorm

u = -sgn(x + byly]) .

De kromme I heet de schakelkromme. O

(6.4.24) VOORBEELD. We komen nu terug op het in voorbeeld (1.1.5) besproken

probleem: "Gegeven X, en v, bepaal een besturing u met |u(t)| < 1, zodanig

dat voor de oplossing van de vergelijking

X +x=u, x(0) = X0 *(0) = Vg s
x(T) = %(T) = 0 geldt met minimale T".
Het systeem is X = y, ¥ = -x + u., De geadjungeerde vergelijking

P =0
b= -y .
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De functie ¢ voldoet aan § + ¢ = 0. Deze functie is niet identiek nul, dus van
de gedaante sin(t + a). (6.4.15) levert u = sgn o(t).
De optimale besturing is weer bang-bang: u(t) = + 1. Verder zien we dat

de gprongpunten (discontinuiteitspunten) op afstanden 7 van elkaar liggen.

We beschouwen weer banen behorende bij besturing u = + 1 en u = - 1. Voor
u= 1 is de vergelijking

k=y

ye-xe,
dus

d.w.z.
y2 + (x - l)2 =,

Als u = -1, krijgen we als banen

y2 + (x + 1)2 = C .

De optimale baan bestaat uit stukken cirkels, beurtelings cirkels met middel-
punt (1,0) en met middelpunt (-1,0). Als we z = x — | invoeren dan zien we
dat voor u = 1 geldt: z =x =% =-x+ | = -z,

De cirkels worden met hoeksnelheid 1 doorlopen. In een tijdsinterval ©
wordt dus een halve cirkel doorlopen. Een zelfde opmerking geldt voor de

cirkels met middelpunt {(-i,0).
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De stukken cirkel die de optimale baan doorloopt zijn dus allemaal hal-
ve cirkels met eventuele uitzondering van het eerste en het laatste stuk,

die echter niet meer dan een halve cirkel zijn. Het laatste stuk ligt steeds
op een van de cirkels (x - 1)2 + y2 =2 1, (x + 1)2 + y2 = 1, die door de oor-
gsprong gaan: Omdat de cirkels in het bovenhalfvlak van links naar rechts en

in het benedenhalfvlak van rechts naar links doorlopen worden, en omdat het

laatste stuk niet meer dan een halve cirkel is komen alleen de helften in

het tweede en vierde kwadrant van de gencemde cirkels in aanmerking.

. b
-
- "
. .

Het blijkt dat de halve cirkels

(x - (2n + 1))2 + y2

n
w
A

o

(x + @a+ 1)+ y2

n
o
v
o
-

tezamen de schakelkromme vormen. Boven deze kromme is u =-~], onder deze krom

1

me u = +1,
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APPENDIX A. EIGENSCHAPPEN VAN HET RELATIEF INWENDIGE

In deze appendix geven we het bewijs wvan stelling (5.2.4).

(A1) BEWIJS van ri C # . Zij dim C (:= dim 1i ¢) = k. Dan kunnen we k on-
afhankelijke vectoren Apyenesdy vinden in €. Omdat po{a],...,ak} en C het-
zelfde lineaire opspansel hebben is het volgens eigenschap 5.2.3 voldoende
te bewijzen dat pO{al""’ak} een niet-leeg relatief inwendige heeft. We
weten dat po{a],...,ak} = NRE (zie voorbeeld 2.2.8(ii)). We kunnmen A opvat-—
ten als een &€n-E&nduidige lineaire afbeelding van R op 1i C. Daarom beeldt
A het inwendige vaniRE af op het inwendige van NRE in 11 C, d.w.z. op het

relatieve inwendige van AR . We zien dat

ri po{al,...,ak

We geven een paar fundamentele eigenschappen:

(A2) LEMMA. Als C een convexe kegel tnR™ 45, a ¢ C, b ¢ ri C, dan geldt
a+ )X e riC voor alle » > 0,

BEWIJS. We mogen aannemen dat 1i C = R" (anders gaan we op een deelruimte
over), dus ri C = int C. Zij x > 0.

Er bestaat een § > 0 zodat b+8BcC.

Omdat a ¢ C geldt a ¢ C + }8XB. Dus:

a+ b+ IMBcC+ b+ B =

C+ X(b +8B) € C + \C = C, zodat

a+ \b ¢ int C, O

(A3) LEMMA. Als C een converxe kegel is dan is a ¢ ri C dan en slechts dan

als er voor elke x ¢ C een getal ) > 0 bestaat zo dat a - x ¢ C.

BEWIJS. Weer kunnen we zonder verlies van algemeenheid aannemen dat 1i C=Bfn
zodat int C = ri C # §.

"slechts dan':Als a ¢ int C, dan is er een omgeving van a bevat in C. Voor
kleine X > 0 ligt a - Ax in die omgeving.

"dan":iKies x ¢ int C < C. Op grond van het gegeven bestaat er een ) > 0 zo-

dat b := a - Ax ¢ C. Maar dan is a=b + dx ¢ ri C vanwege lemma A2, a
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We gebruiken bovenstaande lemma's om de andere eigenschappen van stelling
(5.2.4) af te leiden.

(A4) BEWIJS van (ii) 1 C =C, (iii) ri C = C.

(ii) Het is duidelijk, dat ri € ¢ C. Zij nu a ¢ C. We moeten bewijzen

a e ri C. Kies een willekeurige b ¢ ri C (dit kan,want riC¥@). Dan is

a+ b ¢ ri C voor alle A > 0 (lemma (A2}, Dus a ¢ i C {(want a + )b + a

(A +0)).

(iii) Daar 11 C = 1i C volgt uit eigenschap (5.2.3) dat ri C > ri C. Zij nu
aeriC.Kiesbe ri C. Dan is er een A > 0 zodat a - Ab ¢ C (lemma (A3)

toegepast op C); maar dan is a = (a—-Ab) + Ab € ri C volgens lemma (A2). (]

(A5) BEWLJS van {iv) ri AC = A ri C.

Eerst merken we op dat AC ¢ AC. 7ij immers x ¢ C. Er bestaat dan een rij

X, € C met X, * X. Maar dan is Axn ¢ AC en Axn + Ax, dus Ax ¢ AC. We hebben

nu de volgende inclusieketen:

Ari CcACcAC=ATICcATriC.

Wanneer we overal de afsluiting nemen, dan vinden we links en rechts het-

zelfde. We concluderen A ri C = AC. Hieruit leiden we af:
ri AC=ri AC=riAriC=ri (AriC)cAricC.

Om het omgekeerde te bewijzen nemen we aan dat a ¢ A ri C. We moeten dan la-
ten zien dat a « ri AC. Daartoe passen we lemma (A3) toe op AC.

Zij x ¢ AC, zeg x = Ay, met y » C en zij a = Ab met b ¢ ri C (we hadden im-
mers aangenomen dat a € A ri C). Vanwege lemma (A3) is er een A > 0 met

b - Ay ¢ C. Maar dan is ook a - Ax = Ab - XAy ¢ AC. 0

Het bewijs van 1.3.3(v) ri(C x D) = ri C x ri D volgt gemakkelijk uit
1i(C x D) = 11 € x 1i D en lemma (A3).
(vi) ri(C x D) = ri C + ri D volgt tenslotte uit (iv) en (v) als we

A: BT x R® » R™ definieren door

A(x,y) = x + v

We geven enkele eigenschappen, die we zullen gebruiken in-appendix C.



(A6) STELLING. Als C en D convexe kegels zijn em ri C n ri D # @ dan geldt

(i) CnD=CnD

{(11) ri{C nD) =ri CnriD.

BEWLJS. Het is duidelijk, dat Tn D c € n D (ga dit na). We kiézen een vast
element a ¢ (ri €) n (ri D). Als x ¢ C n D, dan is voor X > 0,

X+ 2xa ¢ (ri €) n (ri D) (lemma (A2) toegepast op C én D), Als x + 0 dan

geldt x + Aa + x, zodat x ¢ (ri C) n (ri D). Dus

(A7) CnDc{r O n(ridD cCnD

zodat (i) bewezen is. Uit (A7) volgt dan ook, dat

1]

ri(C n D) ri(fCn D) =ri(xI1 Cn ri D) = ri(ri C n vi D) ¢
cri CnriD,

Het omgekeerde bewijzen we weer met lemma (A3). Zij x ¢ 1 C n ri D. Dan

geldt
VyEC 31>0 (x - Ay € C) en (V§ED 3u>0 X - uy D)
Zij y e Cn Den v := min{i,p). Dan is
X~vy ={x-2y) + (A -v)yeC.
Evenzo x - vy ¢ D. O

Aan de hand van voorbeelden kan man zien, dat het gestelde in (A6) niet geldt

als ri CnriD =@.

(A8) LEMMA. Als C een convexe kegel is, dan geldt C = R™ dan en slechts dan
als ¢ = {0}.

BEWLIS. Als C =R" dan is ¢ = ®? = {0} (2.3.3()). Als ® = {0}, dan is
(zie (2.3.6): C = C00 = {0}0 = Rr" en dus

CaricC=riCe=ri@®" =r". 0

(A9) LEMMA. Twee convexe kegels C en D aijn g esepareerd dan en slechts dan
als ¢ - D #R",
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0
BEWIJS. C = D #R" @ (C - D)° £ {0} = c? g (-D)U ¥ {0} waarbij we A8 en (2.3.9)
hebben gebruikt. De laatste bewering is equivalent met: Er bestaat een y #0
zo dat ¢ C0 en -y ¢ D0 en dit is equivalent met het gesepareerd zijn van

C en D. 0

(A10) LEMMA. Een convexe kegel C ig een deelruimte dan en slechts dan als

0 eric.
BEWIJS. Als C een deelruimte is, dan geldt uiteraard 0 ¢ ri C. Neem nu aan
dat 0 ¢ ri C. Als x ¢ C, dan bestaat er volgens lemma (A3) een % > 0, zo

dat =Ax € C en dus —x ¢ C. Hieruit volgt dat C een deelruimte is. 0

(All) STELLING (Separatiestelling). Twee convexe kegels zijn niet-gesepa-

reerd dan en glechts dan als

(1) ri CnriD#60

(ii) li C+1iD=1i(CuD) =R".

BEWIJS., Als 11 C + 1i D =: L #:mp, dan is C - D #:mp, want C - D ¢ L, Als
ri CnriD=@, dan is 0 # ri(C - D) = ri C — ri D en dus C -~ D #R". Ver-
onderstel nu, dat aan (i) en (ii) is voldaan., Dan is 0 ¢ ri{C - D) en C—-D
dus een deelruimte. Maar dan moet 1i C < C—- Den 1li Dc C - D en dus

R'=1iCc+1liDcC=-D, dow.z. C - D =R". N

{A12) OPMERKING. De veorwaarde 11 C + 1i D = R" kunnen we ook formuleren als

. e . . . n
C en D zijn niet samen bevat in een echte deelruimte van R . b



APPENDIX B. BEWIJS VAN STELLING {5.3.4).

(B1) LEMMA. 77j a int S, waar S cR". Dan is C :=R" een a geleide kegel van
g

S i1 a.

BEWIJS. Als PioreesPp € ri C = C, dan geldt voor kleine T = 0 dat

E(T) = a + Ft.p; < S, zodat g correspondeert met PpscesPy- ]

(B2) LEMMA. 27 S = {x [ glx) = 0}, waar g ¢ CICIRn -+ 1R) en =z g(a) = 0,
Vg(a) # 0. Dan is

C :={p | vgla)p s 0}

een afgeleide kegel van S in a.

BEWIJS. Zij PiseeesPy € i C = int C, d.w.=, Vg(a)pi <0 ¢i=1,...,k). Voor
k
T ¢ R, geldt dan

k k
.g Vg(a)piri < -e 'Z T
1=] 1=

waar

~e := max{Vg(a)p; | i=1,...,k} <0 .

Voor de functie £ gedefinieerd door £(t) := a + ZTipi geldt dus

g(E(T)) = gla) + vg(a)(E(1) - a) + o(E(t) - a) =

EVg(a)piTi + o(1) < -ezri + 0o(1) =0

voor kleine T 2 Q. Dus E£{(1) ¢ 8 voor kleine 1 2 0, zodat £ correspondeert

Met PyyeessPy - a

(B3) LEMMA. Zij S := {x | r(x) = 0}, waar r ¢ C]GRn >TR) en 52 r(a) =0,
Vr{a) # 0. Dan is

Cc := {p | Vr(a)p = 0}

een afgeleide kegel van § in a,

BEWIJS. We veronderstellen a = 0, Tn het bewijs van (2.1.5)(iii) hebben we
gezien dat er een functie ¢ bestaat die ¢! is in een omgeving van a = 0 en

die eigenschappen

e(0) =0, rip + 9o(ple) =0
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heeft. Verder geldt voor deze functie
v(0)p =0 (p e C) .

Zij nu PlosessPy € ri C = C en definieer

K K
E(t) 3= ) Tp, +t () TP
=] i=1

voor voldoende kleine T € BE. Dan is r{£{(t)) = 0 en dus E£(1) ¢ 8. Daar ver-
k

der .Z] TP € C,geldt
1=

k
en dus g(1) = 2 T;p; t o(t), zodat E correspondeert met Pyse-+sPy- ]
i=1
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APPENDIX C. BEWIJS VAN LEMMA (5.3.5)

We hebben enkele hulpresultaten nodig

(Cl) LEMMA. Zij C een convexe kegel en x ¥y € ri C. Dan bestaan er vec—

1"
toren Yiseers¥y in ri C zo dat

(1) Cc li{yl,---,ym} R

(ii) X seeerX € ri po{y],...,ym}

De uitspraak (ii) kan men ook als volgt formuleren (zie voorbeeld 5.2.5:
Er bestaat een matrix M met (strict) positieve elementen zo dat X = YM, waar

X = [x],...,xk], Y ;= [yl,...,ym].

BEWIJS. Kies Xpgprr oo ¥y in ri C zo dat

li{xl,...,xm} =11 C(=11i ri C) . !
7ij
b := (x1 o+ xm)/m

yi.i= %, 4 E(xi -b), (1 =1,...,m

Als £ > 0 klein genceg is, dan geldt ¥; € ri C. Immers in 1i C is ri C een

open verzameling en y; ligt dicht bij x;. Verder geldt b = (y] +o. 0+ ym)/m.

Dus:
_] m
xp = (1 + ) (y, +¢eb) = y i o
i=1
waar
-1
Aii = (1 +e)y (1 +&/m) >0,
-1 =1 . .
Aij =(l+¢) m >0, (L #

Dus X; € ri po{yl,...,ym} voor i = 1,...,k. Bewering (i) volgt uit het

feit, dat li{y],...,ym} = li{xl,...,xm}. [

(C2) LEMMA. Als f ¢ CI(T1+ e*mm), waar T] gen omgeving ts van 0, dan bestaat
er cen voortzetting F ¢ CI(T » R™) van £ (T is ook een omgeving van 0).
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BEWIJS. Zij T := {x ¢ R~ | (|x1[,...,|xnl) € TI}' We zetten f stapsgewijs

voort:
S = {xeT]| x; 2 0 voor i = k+l,...,n}
Dan geldt T nIRk=Tan'—"S c §, c ¢ S =T. We definiéren f.: S, +RK"
1 + + 0 ] e n : 0" "0

door £ := f. Als f, « Cl(Sk +R™ gedefinieerd is, defini8ren we

0
11
ka. Sk+] + TR door

fk+](x) 1= fk(x) VOOT X € Sk s

a1 ) = 4Exsenoxy —hx 15X 0s X)) -
- 3f(xl,...,xk, *xk+],xk+2,...,xn) VOOT X € Sk+l\sk .

Het is niet moeilijk in te zien dat fk+ € CI(S acmm), zodat F := fn de

1 k+1

gewenste voortzetting is.

We laten de continue differentieerbaarheid zien in het geval dat n=2, m=1.

S S‘ pen S]/
R :-’,./',, L0,
LA, “f}j'“{?”l??ﬁf
P S . s /-_,/"';/
S el
L AT )
A R R 4
S e s, T
R U N N A A TP,
P . s S SIS
st e S Yy )
.,_.,5- /’/’//////////'//// ’ 0 /
/’ P A s ’ Vi / / /
s L A Ll S 7 77

Zij in het eerste kwadrant S,, f£(x,y) continu-differentieerbaar. In 5,

(het bovenhalfvlak) definiéren we

£f(x,y) x20,y20),

£ (x,y)

fl(x,y) = 4f(~ix,y) - 3f(-x,y) (x <0, y=0) .

Er geldt:
lim fl(x,y) = lim {4f(ix,y) - 3f(x,y)} =
(x,y)>(0,y4) (x,y)+(0,y4)
x<0 x=0

It

4f(0,y0) - BE(O,YO) = f(oayO) .
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Dus f] is continu.

Verder geldt voor x < 0, dat

af. (x,vy)
1Y) et O oy o 2E
— e = "2 5x(tiy) + 3 52(ex,y) > 5 (0,y)
voor (x,y) + (O,y5), = <0 .
af
Dus ook — is continu.
of Ix
Dat 5 continu is is ook gemakkelijk in te zien.

Derhalve is f1 continu differentieerbaar op Sl'
f, wordt gedefinieerd door:

£,069) = £,(x,y) (v 2 0)

£,(%,y) = 4f (x,-dy) - 3f (x,-y) (y <0) . 0

(C3) BEWIJS VAN LEMMA (5.3.5). We mogen aannemen dat a = 0, Stel dat C] en
C, niet gesepareerd zijn. Dan is op grond van de stellingen (A6)(ii) en
(A1D,ri C n1i C, =ri(C, n C,) # @ en 1i(C, v C,) =R" . Laat

’ 1 2 1 2 1 2 )

KiseensXy € ri(C] n Cz). Dan moeten we een functie £ ¢ C (T+ > S] n 82) con~

strueren waarvoor geldt

k

E(e) = I xp; +olp) (o ¥ 0)
i=]

Met behulp van de matrix X := [xl,...,xk] kunnen we in plaats hiervan schrij-

ven

E(p) = Xpo + o(p) (p+0).

Hier volgt de constructie van £, Omdat KiysevesX € ri C! bestaan er
volgens lemma (C1) vectoren Yyseeos¥ € ri C, met de eigenschappen (i) en
(ii) van lemma (Cl1). Als we ¥ := [y],...,ym] invoeren dan kunnen we de ei-

genschappen als volgt formuleren

rang Y = dim Cl

(c4) X =M

waarbij M een matrix is met positieve elementen. Op dezelfde manier vinden

we vectoren z »Z, met

2eeesZy
rang Z = dim Cy

{C5) X = ZN
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waar Z := {zl,...,zl} en N een matrix met positieve elementen is. Omdat
11'.(Cl U C2) = R" volgt dat

rang[Y,Z] = n .

Immers, anders zouden C] en 02 in de ruimte opgespannen door de kolom-
men van [Y,Z] liggen. We zien dat de matrix [Y,Z] n onafhankelijke kolommen
ez

bevat., Door de vectoren Yyseees¥y, 0 2 eventueel opnieuw te nummeren,

17070 %
“kunnen we bereiken dat Y = [Y],Yz], 2 = [21,22], waar Yl en Z, precies uit
de n onafhankelijke kolommen bestaan. Dit betekent, dat [YI’ZI] een vierkan-

te niet-singuliere matrix is. We splitsen de matricws M en N overeenkomstig:

Uit (C4) en (C5) volgt YM = ZN, dus

(C6) YlMl - Z1N1 = 22N2 - Y2M2 .

Omdat y ,...,y ¢ ri C , bestaat er een functie n ¢ CI(Tl+ -+ Sl) met

1’
(ch n(t) = Y1 + o(1) (1t +0) .

Evenzo bestaat er een functie 7 « CI(T2+ > SZ) met

(€C8) t(c) = Zo + o(ao) (c + 0) .

Volgens lemma (C2) kunnen we deze functies voortzetten, totdat ze gedefini-
‘eerd zijn in een omgeving van de oorsprong. Formules (C7) en {(C8) blijven
dan geldig. (In het algemeen hoeven echter n(t1) en {c) niet meer in Sl resp.

S2 te liggen!) We splitsen de vectoren t,0 overeenkomstig de partitie van Y

en Z:
T %y
T = y O = o
T2 2
zodat YT = Y]T] + Y2T2, o = Zlcl + 2202.
We willen een functie £ construeren die afbeeldt in Sl n SZ‘ We kunnen

dit voor elkaar krijgen, door bij elke p 2 0 een 7 2 0 en een ¢ 2 0 te vin-
den zodat n{T1) = 4{(o) en door dan £{p) := n(1) te definiéren. In eerste in-
stantie letten we niet op de ongelijkheden t 2 0, ¢ = 0. We proberen slechts

oplossingen van de vergelijking n(t) = £(g) te vinden.

"



RBeschouw de vergelijking

f(Tl’Ul’TZ’Gz) i= n(1) - z(ag) =0

Uit (C7) en (C8) volgt:

(C9) f(Tl,U],T 02) =Y. 1, - 2,0, + YT, — Z,0, + o(1,0) ((1t,0) - 0) .

2’ 11 171 2°2 272

Omdat [Y],-Z ] inverteerbaar is, bestaat er op grond van de impliciete func-

1
. . 1 . _ .
tiestelling een C ' -functie (12,02)l+ (Tl,c]) = (m(Tz,cz),w(Tz,cz)) in de
omgeving van (12,02) = (0,0) zodanig dat

(C10) f(m(rz,cz),w(fz,oz),12,02) =0

en 9(0,0) = 0, ¢(0,0) = 0. We berekenen de afgeleiden van ¢ en ¢. Zij

(C11) m(rz,oz) = ATZ + Bo, + ot

2 2:99)

(C12) w(Tz,Uz) = CT2 + D02 + 0(12,02)
Uit (C9), (Cl10), (C11) en (C12) volgt:

0= Y]¢(T2,02) - ?iw(fz,cz) + YZTZ - 2202 + o(t,0) =

(Y]A - ZIC + YZ)T2 + (Y‘B - Z]D - 22)02 + o(rz,oz)

Dus
(C13) YIA,— ZIC + Y2 =0
(C14) YB-ZD-2Z, =0

1 1 1

{(Hieruit kumnen A, B, C en D eenduidig worden bepaald, omdat rang[Yl,-Z]] =n,

We zullen dit echter niet doen.)

We vermenigvuldigen (C13) van rechts met M2 en (Cl4) met N2 en tellen

op:

YI(AM2 + BN2) - ZI(CM2 + DNZ) = 22N2 - Y2M2 .

Vergelijken we met (C6), dan kunnen we uit de niet-singulariteit van [Yl,—ZIJ

besluiten, dat

(€15) AM,, + BN

2 2 1

(C16) CM, + DN,

]
=

Il
=

We definiéren nu

E(1,,0,) = n(0(1,5,05)475) = £(h(1,,0,),7,)
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Verder definiéren we

g(p) := E(sz,sz) voor p e T c RS .

Dan is £ de gevraagde afbeelding. In de eerste plaats geldt vanwege (C15)

£(p) = n(e(M,yp,N,0) ,Mpp) = (YIAM2 + Y BN, + Y,M))p +

+olp) = (Y M, + Y M)o =o0(p) = X + olp)
Omdat M en N positieve elementen hebben, geldt

£(p) = n((AM, + BNz)p + olp), Myp) = n{Mp + o(p), Myp) © S, ,
voor kleine p z 0, want Mlp + o(p) =z 0 voor voldoend kleine o 2 0 en sz:zo
geldt voor alle p z 0. Op analoge manier bewijst men E(p) ¢ 82 voor kleine
p =2 0, 0
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APPENDIX D. BEWIJS VAN {6.1.2) EN (6.1.3).

Lemma (6.1.2) kan worden beschouwd als bijzonder geval van (6.1.3),
Daarom beperken we ons tot het bewijs van (6.1.3). Een van de moei-
lijkheden waar we mee te maken hebben is de eis dat formule (6.1.10),
die we willen gebruiken, alleen geldig is voor gecombineerde sto-
ringen met onderling verschillende storingstijdstippen. Het volgende
hulpresultaat toont aan hoe we onder deze moeilijkheid uit kunnen

komen.

(D3) LEMMA. lLaat P; © ri P (i = 1,...,k). Dan bestaan er getallen aij =20
en gtoringen "j = (tj,vj) met tj e (0,T), onderling verschillende

continuiteitepunten van u, en vy« U, met de eigenschap

(D4) p; = Z o P (= 1,.0.,k) .

BEWLJS. Volgens lemma (Cl1) bestaan er vectoren Qyseeesdq, « ri P met de

eigenschappen

1i(ql.“.’q2) = li P,
Pyreveapy € T po{q’.---.qz} .

We kunnen schrijven:

r
a = e (i=1,.00,2) ,

waar ﬂij = (tij'vij) en ”ij > 0, Wanneer nu niet alle tij's verachillend

zijn, dan kunnen we enkele van de tij's veranderen, zo dat ze wel ver-

schillend worden. Daardoor zullen de corresponderende P ook een beetje
veranderen. Als we de 20 ontstane storingen met ;ij =(Ei;J’vij) aangeven,
en

_ r

4; = jZ,“ij Py
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definieren, dan zal, als de getallen IEij - tij maar klein genoeg

zijn, nog steeds
11(51....,32) =1iPp,
pl,...,pk € ri po{al.---.ak] ’

galden. Dan bestaan er dus positieve getallen Voir 20 dat

L _ &
Pg = L Vg9 = L) Vei¥1iPr, .
i=1 i=l j=} ij

Dit is een som van de gedaante (D4), geschreven als een dubbelsom.

Laat nu 8 seeesBy elementen zijn van ri D =ri P + ¢(T)ri Cy

(zie stelling (5.2.4)), zeg
5; = p; + ¢(May
met p; € ri P, q; € ri ¢, (i =1,...,k). Dan bestaat er voor een

zekere nulomgeving T ¢ R een functie n ¢ CI(TE - XO) die voldoet
aan
- k k
nit) = X5 + izlqiri + o(t) (t +0, 1 ¢ Hi+) .
Verder bestaan er, volgens lemma D3, getallen uij z 0, en storingen

"j = (tj.vj) met tj € (0,T) onderling verschillende continulteits—

punten van u en vj e U, zo dat
p; ® .z aijp“'_ (L= 1,.0.,k)
Nu passen we de gecombineerde storing

m = (“l.ouc,ﬂr)

toe en we kiezen bij gegeven T als storingsparameter
€ = (el,....sr)

waar
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Een kleine generalisatie van (6.1.10) luidt als volgt:

_ k
x, (T,n(1),e) = E(T) + iZ]MT)qiTi +
r
+ Jep. +ole) + oft) =
=117
: _ Kk Kk
: = £(T) + izlq’(T)qiTi + iElTlpi + o(1) =

= £(T) + ) r.t. + o(1) .

Dit toont aan dat de functie

| g(t) := xﬂ(Tln(T)lE)

correspondeert met TysesesTy -
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