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Voorwoord

Dit dictaat bevat de definities en stellingen van het college Algebra en
Analyse. Bij de stellingen waarvan geen bewijs vermeld is staat aangegeven
wﬁar in de literatuur een bewijs is te vinden dat in het algemeen zal over-
eenkomen met de in het college gebruikte bewijsmethode. In dit college
wordt de stof van de colleges Wiskunde I en II, een enkele maal ook van
Wiskunde III bekend verondersteld. Het is de bedoeling de hiaten in de
exacte opbouw, die het college van het eerste jmar, in verband met de
noodzakelijke eenvoud, vertoont, nu op te vullen en verder een hoeveelheid
analytische kennis en vaardigheid over te dragen. Er is een grote hoeveel-
heid opgaven aan de tekst toegevoegd. Soms wordt naar de opgaven verwezen
in een bewijs. Ook om andere redenen is het kritisch maken van deze opgaven
uiterst noocdzakeli jk.

Zowel in de tekst van de syllabus als in de vraagstukken zijn voor ver-
schillende begrippen vaste notaties gebruikt; de meest voorkomende zijn
hieronder in een kleine tabel aangegeven. Kwantoren en andere symbolen uit
de logica worden naar behoefte gebruikt, niet systematisch.

De exameneisen voor Algebra en Analyse zijn als volgt: Het moet in zijn ge-
heel zowel schriftelijk als mondeling worden éfgelegd; voor hen die aan het
praktikum meewerken zijn er drie praktikumtentamens (omstreeks begin sep-
tember, halverwege maart en begin mei) waarvan de resultaten tot vrijstel-
ling van het schriftelijk tentamen kumnen leiden; het schriftelijk tentamen
wordt in iedere examen/tentamenperiode'afgenomen; het mondeling volgt kort
daarna, maar wordt niet afgencmen als de uitslag van het schriftelijk ten-
tamen van grove onbedrevenheid van de kandidaat blijk geeft.

In de literatuurlijst, voorafgaande aan de tgkst, zijn alle titels (met het
bijbehorende catalogusnummer) vermeld waarnaar in de tekst wordt Verwezen;
deze boeken zijn in te zien (maar niet te leen) in de bibliotheek der on-
derafdeling wiskunde.

Notaties

Nt i de verzameling der natuurlijke getallen
Gh : de verzameling der gehele getallen

Rt : de verzameling der rationale getallen
R4 : de verzameling der reéle getallen

C of Cm: de verzameling der complexe getallen

P(X) : de klasse van deelverzamelingen van de verzameling X.
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I. Algebra

Literatuur: [1] t/m{5] .

Groepen

(1.1) Definitie: Zij (G, ) een verzameling met een productoperatie. (G, )

heet een groep indien:

Gl: Vva€EG VbeEG Vcee [(ab)e = a(be)] ;

i

G2: 3e€G VYa€EG [ae = ea =a] ;

e] .

G3: Ya€® 3IDbEC [ab = ba

(1.2) Definitie: Een groep (G, ) heet een abelse of commutatieve groep als

vacG Vv¥beG [ab =Da] .

.

(1.3} Stelling : In een groep (G, ) zijn de vergelijkingen ax = b én xa = b
voor alle a en b eenduidig oplosbaar ([2], p.127).

(1.4) Stelling : Zij G een niet lege verzameling; zij (a,b) - ab een af-

beelding van G x G in G die voldoet aan G1 en aan:

Ya¥b (ax =Db en xa = b eenduidig oplosbaar).
Dan is (G, ) een groep ([1], p.7-8). -.
(1.5) Definitie: De groepen (G,+) en {G*,x) heten isomorf indien en een
1=1-duidige afbeelding ¢ van G op G* bestaat z4 dat
Ya€G VYbEG [¢(a-b) = ¢(a) » ¢(b)] .
Notatie: (G,:) ~ (G*,%). De afbeelding ¢ heet een isomorfisme van

(@,+) op (G*,%).

(1.6) Definitie: Is (G,*) een groep en H een deelverzameling van G dan heet
(H,+) een ondergroep van (G,+) indien (H,<) zelf een groep

ig.

(1.7) Stelling : Als H een niet lege deelverzameling is van G, (Gye) een
groep, dan is (H,+) dan en slechts dan ondergroep van
(G,+) indien '

-1
vh, €E Yh,€H [h -h €H].

([5]s p-27).




Zij V een verzameling; zij S(V) de verzameling van alle 1-1-duidige afbeel-
dingen van V op zichzelf, Zij o de samenstelling van afbeeldingen. Dan is
(8(vV),°) een groep. Deze heet de groep ven de permutaties van de elementen

van V (permutatiegroep).

(1.8) Definitie: De symmetrische groep 8, is de permutatiegroep (5(V),0)

waarin V = {1,2,...,n}.

(1.9) Stelling : Iedere groep is isomorf met een ondergroep van een permu-
tatiegroep ([2], p.132).

(1.10) Definitie: Een functie f van n varisbelen X 3 Xyo -eny X heet symme-
trische functie indien voor iedere permutatie

(1,2y+..,n) ~ (i1,i2,...,in) uit S geldt

f(x1’x2’.o-,xn) E f(xi1,xiz’c-¢,xin)-

Voorbeeld: (x1 X, + XX, + x2x3) is een symmetrische functie van 3

variabelen.

Ringen

Zij R een verzameling, ¢, een afbeelding van R X R in R en 9, een afbeelding
van R x R in R, In plaats van q>1(a,b) schrijven we a +bj in plaats van
P, (a,b) schrijven we ab. Voor deze verzame ling met twee bewerkingen gebrui-
ken we de notatie (R,+, ).
(1.11) Definitie: (R,+, ) heet een ring indien:

R1: (R,+) is een commtatieve groep,

R2: Va€R VbER Vc€R [a(be) = (able]

(asscciatieve wet),
R3: Va€R VYDPER VcER [a(b+c) =ab +ac)

YVaER VYbER Vc€R [(a+b)e = ac + ab]

(distributieve wetten).

(1.12) Definitie: De ring (R,+, ) heet commutatief indien:
Ya€R VbER [ab = ba] .
Men noemt (R,+) de additieve groep van de ring. Het eenheidselement van deze

groep wordt als O geschreven, de inverse van a wordt met -a aangegeven. We
maken de volgende afspraken over notatie:




a-b s a+ (~-b),

a+a+.., +a (mkeer) alsm€ Nt ,

B
H

ma =0 als m het getal O is ,

ma = -((-m)a) als m een negatief geheel getal is.
(1.13) Definitie: Als (R,+, ) een ring is, a € R, b€ R en
ab=0, a#0, b#0

dan heet a een linker nuldeler en b een rechter nuldeler.

In een ring (R,+, ) wordt het element O het nulelement genoemd. We zeggen

dat de ring een eenheidselement heeft indien

3e€ER VaER [ae =ea =a] .
(1414) Definitie: De ringen (R,+, ) en (R*,%,x) heten isomorf indien er een
1-1 duidige afbeelding ¢ van R op R* bestaat zo dat
YVaER VYbER [d(a+Dd) =4¢(a) +¢(b)] ,
vacR VYbER [¢(ab) =¢(a) % ¢(b)] .

(1.15) Definitie: Is (R,+, ) een ring, S c R, (S,+, ) een ring dan heet

(8,+, ) deelring van (B,+, ).

(1.16) Stelling : Zij (R,+, ) een ring en 2ij Sc R en S niet leeg. Dan is
(544, ) dan en slechts dan een deelring van (R,+, ) indien:
YaES VYDES [a-b€s],
YVa€S VYbDES [ab € 5] .

Bewijs : gevolg van (1.7).

(1.17) Definitie: Zij (R,+, ) een ring en zij S een niet lege deelverzameling
van R. (S,+, ) heet een ideassl ven (R,+, ) indien:
Va€S VbES [a~bES],
VaER VbES f(ab € 8) & (ba) €3] .
We spreken van een gcht ideaal als S een echte deelverzame-

ling van R is.

Uit (1.16) volgt dat een ideaal een deelring is. In de ring (Ry+, ) is
({0},+, ) een ideasl, genaamd nulideaal.




Lichamen

(1.18) Definitie: Een ring (R,+, ) heet een lichaam indien (R\ {0}, ) een
groep is.

We noemen (R\ {0}, ) de multiplicatieve groep van het lichsam. Is deze com-
mutatief dan heet het lichaam commutatief. Vaak wordt onder een lichaam een
commutatief lichaam verstaan en spreekt men van een scheef lichaam als niet

commitatief bedoeld wordt.

Het lichaam van de rationale getallen Rt is gedefinieerd door uitgaande van
de ring van de gehele getallen Gh quotiénten te vormen. We laten nu zien dat
deze constructie ook bij andere ringen mogelijk is. Laat (R,+, ) een commu-
tatieve ring zonder nuldelers zijn, die tenminste €&n van O verschillend
element bevat. Kies een vast element r € R, r % 0., Zij V de deelverzameling
van R x R gedefinieerd door

Vv := {(a,b)|a€ R, bER, bFO} .

In V definiéren we de relatie ~ door:
V(a,0)ev V(c,d)e v [((ayb) ~ (c,d)) :&(ad = be)] .

Dit is een equivalentierelatie. We gebruiken nu de notatie: {(a,b)} :=
:= klasse van {a,b). Zij Q de verzameling der equivalentieklassen., In Q

definiéren we de bewerkingen & en x dooxr:
{{a,0)} ® {(c,d)} := {(ad +De,vd)} ,
{(a.,b)}’x {(csd)} = {(acyhd)} .

Deze definitie is zinvol. Nu is {Q, ®} een commutatieve groep met {(0,r)}
als eenheidselement, Verder is ook (Q\ {{(0,r)}},x) een commtatieve groep;
(het eenheidselement is {(r,r)}). Dus is (Q, ®,x) een commutatief lichaam.
Zij R := {{(ar,r)}|a € R}. Dan is (R, ®,x) een deelring van (Q,®,x) die
isomorf is met (R,+, ). Als we nu (R,+, ) en (R, ®,x) identificeren hebben

we de gegeven ring uitgebreid tot een lichaam. Dit lichaam heet het guotién-
tenlichaam van (R,+, ).

(Zie [5], § 16.)

Uit het bovenstaande trekken we nog een conclusie. Laat (K,+, ) een lichaam

zijn met e als eenheidselement, Als VnGENt,n¥0 [ne # 0] dan vevat (K,+, )

een deellichaam dat isomorf is met Rt. Dit zien we in door op te merken dat
({nejn € Gh},+, ) isomorf is met (Gh,+, ). Daar (K,+, ) het quotiéntenlichaam
van deze deelring bevat, bevat het een lichaam isomorf met (Rt,+, )




(1.19) Definitie: Een lichaam (K,+, ) heet geordend als een deelverzameling

P van K is aangewezen met de volgende eigenschappen:
gi: V=x€EP VyeP [x+ye€?P],

d2: VYx€eP vyeP [xy€P],

g3: vxe€k [(xeP)=(-x¢gP)],

g4: vx€K [(x=0) Vv (x€P)V (-x€P)].

De elementen van P noemen we positief. We gebruiken verder de notaties x <Yy
resp. ¥y > X om aan te geven dat y-x € P.

Uit het aan (1.19) voorafgaande volgt dat een geordend lichaam het lichaam
Rt bevat.




II. ReEle getallen

Literatuur: [6] f/h [10].

zij (K,+, ) een lichaam voorzien van een ordening < .Is A een deelverzame-

ling van K en m een element van K met de eigenschap Va€A [a < m] dan heet

m een bovengrens van A. We noemen A naar boven begrensd.

(2.1) Definitie: Een geordend lichaam (K,+, ,<) heet Dedekinds geordend als

iedere niet lege deelverzameling van K die een bovengrens

heeft een kleinste hovengrens (supremum) heeft.

Aan het einde van dit college zullen we uitgaande van Rt een Dedekinds geor-
dend lichaam construeren en tevens aantonen dat twee Dedekinds geordende

lichamen isomorf zijn., Voorlopig nemen we dit aan:

3 (2.2) Axioma : Er is één Dedekinds geordend lichaam (op isomorfie na).

We noemen dit lichaam het lichaam der re&le getallen RE., Rt is een deellichaam
van Re. (Zie [8], p.24, p.25 opgave 95 [9], p.21-23; [5], § 68.)

(2.3) Stelling : Iedere niet lege deelverzameling van RZ die een endergrens
heeft, heeft een grootste ondergrens (infimum).

Bewijs : Als V de verzameling is, pas dan (2.1) toe op W := {x]-x € V}.
(2.4) Stelling (Dedekind): Is RE gesplitst in twee disjuncte niet lege deel-
verzamelingen A en B waarvoor geldt
Va€A VYDEB [a < b]
dan is er een ¢ € RE met de eigenschappén
vxeRZ [(x<e)=(x€4)], Vvyert [(y>c)=(y€B)
(191 -23). |

Een splitsing van Rt van bovenstaand type heeft niet de eigenschap van (2.4).

Dedekind noemde zo'n splitsing een snede. Men kan voor sneden optelling en

vermenigvuldiging definiéren en dan aantonen dat ze een Dedekinds geordend

lichaam vormen. Deze definitie van R4 vindt men in [10] Ch. 1 .

(2.5) Stelling : Voldoen de rijen reéle getallen 838,54+ €D b1,b2,... aan

=b
n

Vn e Nt I:B'n < a'ri+1

+1 = bn]




dan is er een ¢ € R met
y + [anscébn] .
([7], p.21).

In [6] wordt R¢ gedefinieerd door (2.5) als eigenschap te postuleren i.p.v.

(2.1).

(2.6) Definitie: Een geordend lichaam (XK,+, ,<) heet archimedisch geordend

als

Yack,a>0 "pex nem (0> Bl

(2.7) Stelling : Rf is archimedisch geordend ([9], p.25; [8], p.24).

Het is niet moeilijk aan te tonen dat er een getal ¢ € RE is met a2 = 2 en
dat « ¢ Rt ([10], p.2). Er zijn dus re&le getallen die niet rationaal zijn,

Zz&. irrationale getallen.

(2.8) Stelling : Als 8,38,5000 €€N rij regle getallen is dan is er ten hoog-

ste één getal a € R{ met de volgende eigenschappen:
<
Y ERL,x>8 INENt 'nENt,n>N la, < x],

Vyers,x<a 'Newt newt,ns>y Ba > ¥

Notatie: a = lim sup & of a=1in a_,
I -—+-o0 n

Als zo'n getal a niet bestaat dan is één van de volgende

uitspraken juist:

Veere e ¥ "neNe,nmw Lo <X

(we gchrijven dan an -+ - of lim sup an = - .,),

Yrere ne g Lo~ X
(dat wil zeggen de rij is niet naar boven begrensd; we

schrijven dit als: lim sup 8, = ),

Het begrip lim inf & = lim a, wordt op analoge wijze gedefinieerd.
n-——mc
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Bewijs van (2.8): a) dat er ten hoogste Sén getal a is met genoemde eigen-
schappen is triviaal. b) Als er geen getal a is met de eerste eigenschap dan
is de rij niet begrensd. Stel nu dat er wel getallen arzijn met de eerste .
eigenschap. Als de verzameling van deze getallen niet naar onder begrensd is
dan is a -, Is deze verzameling wel naar onder begrensd en a het in-
fimum dan heeft ook « de eerste eigensachap. Daar iedere x < o niet de eerste

eigenschap heeft, heefit a de itweede eigenachap ook,
(2.9) Definitie: De rij &, ,8,,+.. heeft de limiet a, geschreven als

lim a_ =&
n
Il ~+»CO

als

Ve €Rz,e>0 NeNt "neNo,n>w LBy -8l <€l

(Zie voor limieten [8] Ch. 3.)
We merken op dat uit (2.8) en (2.9) volgt dat als lim a = lim & = a dan

. n -—»eo n—oo
lim an = a.

Il ~ o0

(2.10) Stelling : Is de rij N LTRY monotoon niet-dalend en naar boven be-

grensd dan heeft de rij een limiet ([8], p.45).

(2.11) Definitie: Een rij .18 5.+ heet fundamentaalrij als

ve€R£,£>O 3NEN‘I; Vm€Nt,m>N VnENt,n>N [la'm-a'nI <el.

We merken op dat in Rt dezelfde definitie voor fundamentaalrijen kan worden
genomen (met vervenging van R£ door Rt). Dit zal later een rol spelen bij de

constructie van RJ uitgaande van Rt.

(2.12) Stelling (Cauchy): Als a_,a_,... een fundamentealri; is dan is er een
1772
& €R zo dat lim a =a ([8], p.46-47).

n—+oc

(2.13) Stelling (Cauchy): Zij £ een functie, gedefinieerd op [a,b) (eventu-
eel b = ), Alg

Ve ERE, € >0 de,a<c<b "pERE Vi €eRg [(e<p<v & c<q<b) =
= |£(p)~£(a)]| < €]

dan bestaat lim f(x) ([8], p.47, [6], p.52).
xth
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I1I. Topologie en metriek

Literatuurs [6], [9], [10] en [11].

Topologische ruimten

Als er een punt

(f9], p.125).

(3.4) Stelling

Bewijs

’ : (3.3) Definitie:

)
5;: .
)

-

(5.1) Definitie: Een topologische ruimte (R,fj is een niet lege verzameling

R met een systeem J van deelverzamelingen (die we open

verzamelingen noemen) met de volgende eigenschappen:
™M:gET , RET ,

T2: (O, ET&anT)=>(O’1 n o €T,
T3: (vaEA [csa €ET]) = (uaEA o, €7), dow.z. de vereni-

ging van willekeurig wveel open verzamelingen is open.

Het systeem T wordt de topologie van R genoemd. De elementen van R noemen

we punten van de ruimte. Als Q cen open verzameling is (dat betekent dus

Q € 7) die het punt P € R bevat noemen we Q een omgeving van P. Het comple-

ment van een open verzameling heet gesloten (zie vooral [11] ¢ch. 3, [9], p. 124).

_(3.2) Definitie: Een topologische ruimte (R, ]) heet Hausdorff-ruimte als

bij elk puntenpaar P,,P, uit R (P1 # P,) omgevingen Q. R,
ven P resp. P, bestaan zo dat Q N Q, = g (lg], p. 130).

Zij P €R, P €R, {(n=1,2,...), (we spreken weer van een
rij); dan betekent

lim P =P (ocok geschreven als: P ~P)

n-~co

dat er bij elke omgeving Q van P geldt

Yem mewt,n>k Fp € 4 -

€R ia met Pn - P dan heet de rij P1,P2,... convergent
Is V een gesloten deelverzameling van een topologische

ruimte (R,7) en P.,P,;... een rij punten van V met P <P,
(P € R), dan is P €V,

Voor iedere Q € R\ V is R\V een omgeving die geen punten
ven de rij bevat. Volgens (3.3) is dan "—1(Pn - Q).
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(3.5) Stelling : Is (R,T) een Hausdorff-ruimte, dan heeft een convergente
rij één limiet.
Bewijs : Als Pn‘* Pen Pn -~ Q dan heeft volgens (3.3) iedere om-
geving Q1 van P met iedere omgeving 92 van @ een niet lege

doorsnede. Dus is P = Q.

Metrische ruimten

(2.6) Definitie: Ken metrische ruimte (R,d) is een niet lege verzameling R

en een recle functie d gedefinieerd op R X R zo dat voor
alie P1,P2,P3 uit R geldt
M1: d(P1,P2) = d(Pz,P1) ,

M2: d(P1,P2) >0 als P, # P, ,

d(P1,P1) =0,
M3: d(P1,P3) < d(P1,P2) + d(Pz,Ps) (driehoeksongelijkheid).

(Zie vooral [6], p.27 e.v., [11], p.51 e.v.)

' We noemen d(P1,P2) de afstand van P1 en P2. Vaak worden topologische ruimten

en metrische ruimten aangegeven door alleen de verzameling R te noemen.

(3.7) Definitie: Als P een punt is van de metrische ruimte (R,d) en a cen
positief re€el getal dan heet de verzameling BP a gedefini-
?

eerd door

Bp o {ela €R & a(p,Q) <a}

de open bol met middelpunt P en straal a ([6], p.31).

-

(3.8) Definitie: Is V een deelverzameling van een metrische ruimte (R,d) en
P € V dan heet P inwendig punt van V als er een a > 0 is
zo dat By o <V ([10], p.28, [11], p.63).
¥

_,:%m - "
3 A

(3.9) Definitie: Een deelverzameling V van een metrische ruimte noemen we

open als elke P € V inwendig punt ven V is ([11], p.59 e.v:).:
: i

Door (3.9) is voor een metrische ruimte een topologie gedefinieerd. We noemen

dit de bij de metriek behorende topologie.
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(3.10) Definitie: Een deelverzameling V van een metrische ruimte (R,d) heet

begrensd als exr een PE R is en een a > 0 zo dat V c BP,&'
(3.11) Stelling : Elke open bol is een open verzameling ([6], p.33, [11], p.61).

(3.12) Stelling : Een metrische ruimte (R,d) met de bij d behorende topologie

is een Hausdorff-ruimte.

Bewijs : Als PER, QE R(P#Q)en 0 <3 < £d(P,Q) dan zijn B
en BQ 5 dis juncte omgevingen van P resp. Q.
1

P,

(3.13) Stelling : Is (R,d4) een metrische ruimte, P € R, P1,P2,... een rij
punten van R, dan is noodzakelijk en voldoende voor Pn - P
dat

VeER,e,g>o HkENt VHENt,n>k [d(Pn,P) < E] .

([H]’ P-?O)'

(3.14) Definitie: Fen rij punten P.,P,y... in een metrische ruimte (R,d)

heet fundamentaalrij als

Ve€RL,e>0 kENt mENt,m>k meNt,n>k GCPprB) <€l .

([10], p.45). |

(5.15) Stelling : In een metrische ruimte is elke convergente rij een funda-
mentaalrij ([10], p.46).

ﬂ. (3.16) Definitie: Een metrische ruimte heet volledig als elke fundamentaal-
rij convergeert ([10], p.47, [11], p.71).

In (2.12) is bewezen dat R£ volledig is.

Hilbert-ruimte
¥ [~
i zij ® de verzameling ven alle rijen X 3%, 0+, X; complex, waarvoor I |x ]2
@. n=1 n
- convergeert. Als f := {x1,x2,...} en g := ﬁyi,yz,...} elementen van o zijn

definig&ren we ‘
® 3
a(f,g) := (;2 lxn-yh|2> .
=1

Dan is (#,d) een volledige metrische ruimte ([6], p.117). We noemen deze
ruimte Hilbert-ruimte (voor andere voorbeelden zie [11]).
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Topologische begrippen

(3.17) Stelling

Bewi js

(3.18) Stelling

(3.19) Definitie:

(3.20) Definitie:

De ruimte Rn

(3.21) Definitie:

(3.22) Definitiek

(3,23) Stelling

.
.

Als (1, T) een topologische ruimte is en V ¢ R dan is de
doorsnede van alle gesloten verzamelingen die V omvatten
een gesloten verzameling die V omvat. Deze heet afsluiting

van V (notatie: V).

: Dit volgt direct uit T3.

»
-

Als V. ¢ V, dan '\'r1 c ‘_’2' Als V gesloten is dan is V = V.
Voor alleVis V = ¥ ([6], p.36).

Een punt P in de topologische ruimte (R,7) heet verdich-
tingspunt van de deelverzameling V c¢ R als elke omgeving
van P een van P verschillend punt van V bevat. 4ls een

punt P een omgeving heeft die met V het punt P als door-

snede heeft, heet P gelscleerd punt van V, We noemen een

punt P een randpunt van V als iedere omgeving van P met V
en met R\ V een niet lege doorsnede heeft ([11], p.65,68).

Zij (R,Tj een topologische ruimte, V ¢ R.
V heet overal dicht in R als V = R.
V heet nergens dicht in R als R\ V overal dicht is.

R, i= verzameling van alle rijtjes (p1,p2,...,pn) met

p; € Revoor i = 1,2,..0yn (d.w.z. de verzameling van alle
afbeeldingen van {1,2,...,n} in RE). In plaats van
(p1,p2,...,pn) schrijven we ook wel P ([11], p.85).

In Rn defini&ren we drie afstandsbegrippen:

d,(5,Q) := (g (pi-qi)2>% ’

i=1

4, (P,Q) := mai-xlpi—qil ,
n

d,(P,Q) := 151 ;- o4 -

(Rn,di) is een metrische ruimte (n = 1,2,...3 i = 1,2,3).

De drie afstandsbegrippen induceren dezelfde topologie.
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(3.24) Stelling : (Rn,d is een volledige metrische ruimte ([6], p.50).

i)

Compactheid

We komen nu aan enkele zeer belangrijke begrippen en stellingen uit dit

hoofdstuk., Een goed begrip hiervan is voor het vervolg zeer belangrijk.

(3.25) Definitie: We ncemen een stelsel cpen verzamelingen {0&|a € A} een

open overdekking van de verszameling V als V ¢ UaéEA O&.

Is de indexverzameling A eindig dan noemen we de overdek-

king een eindige overdekking,

Voorbeeld: In R, zij V := {(x,y)|x2-+y2 < 1}. Voor iedere p met 0 <p <1
zij Op 3= {(x,y)lxz-ryz < p}. Dan is het stelsel {Up]p € (0,1)} een open
overdekking van V. Het is niet mogelijk uit dit stelsel eindig veel elemen-
ten te kiezen die samen een open overdekking van V vormen. Hierdoor is dul-

delijk dat de volgende definitie bijzondere verzamelingen karakteriseert.

(3.26) Definitie: De topologische ruimte (R,T") heet compact als iedere open
overdekking van R een eindige open overdekking bevat. Voor
een deelverzameling V van R definiéren we compactheid op
dezelfde wijze ([6], p.55; [9], p.136). .

(3.27) Definitie: De topologische ruimte (R,T ) heet rijcompact als iedere
oneindige rij in R een convergente deelrij bevat (d.i. een
i deelrij met een limiet in R). Voor een deelverzameling V

van R defini&ren we rijcompact op dezelide wijze ([9], p. 139).

In hovenstaand voorbeeld is V ¢ R2 niet compact en niet rijcompact. Wel heeft
iedere rij punten van V een convergente deelrij in R2 maar het kan voorkomen

dat deze limiet niet in V ligt.

(3.28) Stelling (Heine-Borel): Tedere gesloten begrensde deelverzameling van
R, is compact (9], ».34).

We merken op dat Rn zelf niet compact is.

(3.29) Stelling (Bolzano-Weierstrass): Tedere gesloten begrensde deelverza-
' meling van R is rijcompact (1], p.121). -

De ruimte Rn is niet rijcompact.
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(3.30) Stelling : Als V en W gesloten, niet lege deelverzamelingen van R
zijn en V is begrensd, dan is er een getal d = 0 ( de

afstand van V en W) zodat geldt

y o [4P,Q) 2 a]

PEV YQe

Ipe v 3gey L2(R,Q) = 4] .

;
.
i
L

i
T
¥




i%
:
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IV. Limieten en continuiteit

Literatuur: [6] t/m [11].

Limieten

(4.1) Definitie: Als R en R' metrische ruimten zijn, V ¢ R, £ een afbeelding
van V in R!' en Q een open punt van ¥V dan zeggen we
lim £(P) = 4
PEV,P+Q
als A €R' en er bij iedere omgeving Q' van 4 in R! een om-
geving Q van Q in R is zodat £(QR N V) c Q'.

Opmerking: in afwijking van de gebruikelijke definitie speelt de waarde £(Q)
als Q € V hier een rol, Enkele latere bewijzen worden bij deze keuze van de
definitie van limiet jets eenvoudiger., Men vergelijke [6], p.47 en [10], p.T2.

De definitie (4.3) zal zorgen voor aansluiting bij onze oude definitie.

(4.2) Stelling : Als lim £(P) = A en lim = B dan iz A = B.
PEV,P=Q PEV,P=Q

([6], p.4T).

(443) Definitie: Als R en R' metrische ruimten zijm, Vc R, £ een afbeelding
van V in R', Q een inwendig punt van R en W := V\\{Q} den

defini€ren we

lim £(P) := lim £f(P) .

(444) Stelling : Zij R een metrische ruimte, V ¢ R, f een afbeelding van V

in R en Q € V. Dan is lim  £(P) = A dan en slechts
PEV,P—~Q

dan als voor iedere rij P1,PE,... met Pk € V en Pk-+ Q

geldt f(Pk) = A. (Bewijs analoog aan [10], p.73 maar dank-

zij (4.1) eenvoudiger.)

(445) Definitie: Laat R en R' metrische ruimten zijn, V c R, f een afbeel-

ding van V in R', Q € V. Als lim f(P) bestaat dan
| PEV,P~Q

volgt uit (4.1) dat de limiet £(Q) is. We zeggen dan dat

£ in Q continu ten opzichte van V is. Is Q een inwendig

punt van V dan is lim f(P) = £(Q) als £ in Q t.0.v. V
P—Q
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r

continu is. We zeggen dan: f is continu in Q. Als f in elk

punt van V continu t,0.v. V is dan heet f continu op V

(val. [9], p.113; [6], p.42).

We zullen in dit college bij een functie die een inverse heeft deze niet,

zoals vaak in Amerikaanse literatuur wel wordt gedaan, met £ aangeven maar

met . Is f een afbeelding van de verzameling A in de verzameling Ben V ¢ B
dan definisren we f (V) := {x|x € A & £(x) € V}. (Zie de discussie over note-
tiemoeili jkheden in {7], p.165,166.)

3 (4.6) Stelling : Laten R en R' metrische ruimten zijn, f een afbeelding van
R in R', Dan is { dan en slechts dan continu op R indien
voor iedere open deelverzameling O van R! het origineel
£7(0) open is in R ([6], p.43; [9], p.113; [10], p.75).

Als R en R!' topologische ruinmten zijn definieert men continuiteit van een

afbeelding door de eigenschap van (4.6) te eisen.

(4.7) Stelling : laten R, R' en R" metrische ruimten zijn, V ¢ R, W ¢ R',
f een afbeelding van V in W en g een afbeelding van W in
R", Z2ij @ € V, f continu t.o.v. V in Q en g continu t.o.v.

W in £(Q). Dan is de samengestelde functie g ° f continu

t.0.v.e V in Q.

Bewijs : Dit is een direct gevolg van (4.4).

(4.8) Definitie: Als R en R' metrische ruimten zijn, V ¢ R en f een afbeel-

p ding van V in R' dan heet f uniform continu op V als

Voo 3550 Ypev Yoev [(A(BQ) <8) = (a(£(P),2(Q)) <e)],

([93y ».117; [10], p.T78).

(4.9) Stelling : Als V compact is en f continu op V dan is f uniform continu
op V. ([9], p.143; [10], p.78).

(4.10) Stelling : Als R en R' metrische ruimten zijn, V c R, f een afbeelding
van V in R' en f continu op V dan is f(V) een compacte deel-
verzameling van R' ([9], p.37 en 137; [10], p.77). .

(4.11) Stelling : Zij R een metrische ruimte, V een compacte deelverzameling
van R, f een afbeelding van V in R4, f contimu op V., Dan is
er een Q € V met de eigenschap
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Vpey [£(B) < 2(@)]

d.w.z. £ neemt in Q een absoluut maximum aan ([10], p.77).

(4.12) Definitie: Laten R en R' metrische ruimten zijn, L P SPIRE af -
beeldingen van V ¢ R in R', Dan betekent

"fj'* f , wniform op V"

dat
2 Veso dkem Yjemt, ok Tpev [AE(E)1(R)) <€]
([11], p.83; [10], p.133; zie ook opgave 3.32).

{ (4.13) Stelling : Als R en R' metrische ruimten zijn, V ¢ R, Q € V, £, af-
beeldingen van V in R' die in Q continu t.o.v. V zijn

(j =1,2,...) en £, = f uniform op V dan is f continu in Q
teo.ve ¥V ([10], p.136).

(4.14) Stelling : 2ij f een continue re&le functie, gedefinieerd voor
O<x<1. Als £(0) < 0 <« f(1) dan is er een ¢ met
O<c<lenf(e)=0 ([7], p.155).

(4.15) Definitie: Een topologische ruimte (R,7) heet samenhangend als R niet

E de vereniging is van twee disjuncte niet lege open verzame-
1§ lingen. Een deelverzameling V van R heet onder dezelfde

: voorwaarden samenhangend., Een open samenhangende deelver-
zame ling van Rn noemen we een gebied. (Evenzo.voor C, op-
gevat als Rz') ([11], p.143).

(4.16) Stelling : Zij (R,7T) een topologische ruimte, V ¢ R, V open, V niet

leeg. Dan is V dan en alechts dan samenhangend als er voor
iedere P € V en iedere Q € V een continue functie f van
[0,1] in V is met £(0) = Pen £(1) = Q.

Bewijs : a) Stel V = o uo,

junct. Als f een continue functie op {0,1] is met £{0) = P

01 en 02 open en niet leeg en dis-

en f(1) = Q en g op V gedefinieerd door g(A) = O voor
A€l en g(h) = 1 voor A € U, dan is g o f een continue
reéle functie op [0,1] die alleen de waarden 0 en 1 aan-

neemt in strijd met (4.14).
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b) Zij P€ V. Alle punten Q met de eigenschap dat er een
continue functie op [0,1] besteat met £{0) = P, £{1) = Q
heten vanuit P bpereikbaar. Het is direct in te zien dat de
uit P bereikbare en de uit P niet bereikbare punten open

deelverzamelingen vormen. Is V samenhangend dan moet de

verzameling niet bereikbare punten dus leeg zijn (zie ook

[11], p.144).

{4.17) Stelling : Zij R een metrische ruimte. Als f en g continue functies
van R in R¢ (resp. C) zijn, dan zijn ook de som en het
rroduct van f en g continue functies evenals het quoti&nt

voor zover dit gedefinieerd is ([10], p.73-75).

(4.18) Definitie: Zij V ¢ Rg, f een afbeelding van V in Rg¢. De functie f

heet monoteocn ﬁiet-dalend op V als

Veev Yyev [(x<y)=(£(x) = £(3))] ,

en monotoon stijzend als

Veev Yyev [(x<y)= (£(x) < £(y))]

([10], ».82).

(4.19) Stelling : Als f monotoon niet-dalend is op (a,b) en ¢ € (a,b) dan

| : bestaan de linker- en rechterlimiet van f in ¢ en boven-
dien is

‘ lim f(x) < f(c) < lim f(x)
4 xTe xilc

([10], p.82; [7], p.161).

(4.20) Definitie: Als f een re8le functie is wearvoor lim f(x) en lim f(x)
xte xlc

g . bestaan maar niet beide f{c) zijn spreken we van een dis-

continuiteit van de eerste soort. Uit (4.19) blijkt dat

monotone functies alleen dit soert discontinulteiten be-

zitten. We noemen dan lim f£(x) - lim f£(x) de sprong van
: xlec xtTec

van de functie in ¢ ([7], p.143).

(4.21) Stelling (Dini): Zij R een metrische ruimte, V ¢ R, V compact. Zij
£ yf,5e.. een rij continue re&le functies gedefinieerd op

Ven zij Vo oy Vpey (B =8 (P}l en v, [ (P) = 0].

Den is de rij £ ,f,,... uniform convergent op V ([8], p.135).
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" V. Continue en convexe functies

Literatuur: [10] en fi2] t/m [16].

We =zallen nu bewijzen dat een functie die continu is op [a,b] daar deor po-
lynomen uniform benaderd kan worden. Het eerste bewijs dat we geven gebruikt

de volgende resultaten

n
g (D)= (1ea)
k=0

waaruit door te differentibren en de substitutie z = x(1-x)"' volgt

(5.1) 3 OE-0ME -,
k=0

(5.2) Iil: (k-nx)z(;)xk(‘l - x)n"k =nx(1-x) €%n .
k=0

(5.3) Definitie: Als f op [0,1] gedefinieerd en begrensd is dan heet

n
n n-k
B,(x) = B £(5 )< (1-x)

het n® Bernstein-polynoom van de functie f.

(5.4) Stelling : Als f contimu is op [0,1] dan is de rij {Bn(x)} uniform

convergent met limiet f(x)

Bewijs : Bij € > 0 is een & > 0 28 dat |f(x) - £(y)| <e¢ als
| |x-y| <® en xeny in [0,1] liggen. Uit (5.1) volgt

B, 20)| = 5 [2(s) - eCERDR (-0

We splitsen de som in twee gedeelten, nl, één over de k
k ”, r .
met |x - | < b en één over de overige k. Uit (5,2) volgt

dan

an(x) - f(x)| <e+ M/(?néa) < 2e
voor voldoend grote n en alle x € [0,1] ([15], pp. 107-111),

(5.5) Stelling (Weierstrass): Als f een op [a,b] gedefinieerde continue

functie is en € > 0 dan is er een polynoom P zo dat




1le Bewijs:

2e Bewijs:

Convexiteit

(5.6) Definitie:

(5.7) Definitie:
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,Vxe[&’b][lf(x) - P(x)| <€] .

Beschouw g(y) := f(a+y(b-a)) en pas (5.4) toe.

Ge als boven op g over en vervang g dan door ‘
h(x) := g(x) - g(0) - x[g(1)-g(0)] voor x € [0,1]. Defi-
nieer nog h(x) := 0 als x ¢ [0,1]. Het is voldoende de
stelling voor h te bewijzen., De functie h is uniform con-
tinu. Kies ¢ 26 dat Qh(x) 1= cn(1-x?)n de eigenschap
1

j‘Qh(x)dx = 1 heeft. Deze ¢ is kleiner dan‘{;.

=1

Definieer
1

P (x) t= fh(x+t)Qn(t)dt .

-1

De rij {Ph} is een rij polynomen die uniform tot h nadert
([10], pp.146-148).

Een verzameling V c Rn heet convex als

"pev Yaev YA, o<1 [(® + (1-2)Q) € V] .

Zij vV e Rn een convexe verzameling en f een afheelding

van V in RE. f heet convex in V als

v (P + (1-2)) < af(2) + (1-2)£(Q)] .

rev Yaev Ya,0ers1 LF

Een voorbeeld van een convexs functie op R is f(x) := &(x,C), de afstand van

' x tot de verzameling C, waarin C convex is. |

(5.8) Stelling :

Zij C ¢ Rn convexs; P1,P2,...,Ik punten in C, £ convex op C
en a; =0 (1 =1,2,0.0,k) met 5 a, = 1. Dan is
i=1
.k k k
.2 a.P, €C en f( by a.P.) £ & a.f(P,)
j=y T * j=g T 4ay P01

([12], p.197).
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(5.9) Stelling': 2Zij f gedefinieerd op R¢, f convex. Dan is f continu.

Bewi js : Voor a-h < x < a+h ligt de grafiek van f tussen de
rechten door (a,f(a)) en (a+h,f(a+h)), resp. (a,f(a))
en (a=-h,f(a=-h)). Dus is f continu in a. Dit geldt voor
iedere a ([16], p.79).

(5.10) Stelling : Zij C open en convex in R, £ convex op C. Dan is f contimu
op ¢ ([12], p.201).

{5¢11) Stelling : Als f gedefinieerd is op R& en differentieerbaar is dan is:
(f is convex) = (f' is niet-dalend).

([12], p.205).

(5.12) Stelling : Als X 3%, ss..,% Dositieve getallen zijn en

n
o, =0, a, = Oy aeay a, Z0en Z ai = 1 dan is |
i=1
% % %
X + 08X 4+ 4.. + X = ces .
174 2% T ¢ %% T X % *n

Bewijs  : Volgens (5.11) is - log x voor x > O convex. Nu volgt
(5.12) uit (5.8) ([13], p.7148).

(5.13) Stelling ( de ongelijkheid van Hélder): Laat 8, s8,)0.,8 niet nega-

tief zijn en b1,b2,...,bn eveneens niet negatief; verder

A en y positieve getallen met som 1. Dan is
n n gy n A

P akbks(z: af/“)(z bﬁ/") .
k=1 k=1 =1

(Het speciale geval A = p = & heet ongelijkheid van Cauchy. )
([13]! P-,149)-

(5.14) Stelling : Als f gedefinieerd is op R£ en continu dan volgt uit
+
£(35E) < He(x) + £(y)} (*)
dat f convex is ([14], p.70; [13], p.142).

Er zijn functies die aan (*) voldoen en niet continu zijn. De voorwaarde (*)
wordt in sommige boeken als definitie van "convex" genomen. Een functie die

aan (*) voldoet noemt men ook wel Jensen-convex (zie ook [14], p.96).




(5.15) Definitie: f heet logarithmisch convex als log f convex is.

(5.16) Stelling : Als f logarithmisch convex is dan is f convex.
Bewijs : Uit log f(Ax+py) < A log f{x) + p log £(y) volgt
f(ax+py) < (FMIMEG) P < A8(x) + pt(y) volgens (5.12).
(5.17) Stelling : Als £ enrg logarithmisch convex zijn dan is f +g ook loga-
rithmigch convex.

Bewijs : Uit het gegeven, (5.9) en (5.16) volgt dat f +g continu is.
Uit (5.14) volgt dat het voldoende is om te bewijzen dat

log {i‘(%‘z) + g(x;y)} < Log{f (x) +g(x)} ; log{f(y) +&(y)}

voor alle x en y. Uit het gegeven volgt dat

log f(x;y) < 208 £(x) ; Log £(y) en dat heeft tot gevolg

dat £(x)£® + Zf(%x-)ﬁ + £(y) bij vaste x en y een posi-
tief definiete functie is, Evenzo voor g en dan ock voor

f +g. Hieruit volgt omgekeerd de ongelijkheid die bewezen

moet worden.

Gemiddelden

(5.18) Definitie: Als B sBoyeeesBy positieve getallen zijn en a een afkorting

voor het rijtje B 98y nee sy dan definigren we

2
1
o 4ol 4., +al\ /T
mr(a.) 1= = (r #0) .

Het is eenvoudig in te zien dat lim mr(a) = (a1a2...an)1/n + We definiéren
nog /r-O '

1/n

’mo(a.) = (a1a2...an) .

Dan is ?T}(a) een continue functie van r. Als we met 1/a het rijtje

-1 =1 -1
13,11,53.2 seeey8 ~ BENGEVEN geldt

m_p(a) = 1/m,(1/a) .

8,1 + 8.2 + ... + 8
We merken nog op dat ’m1(a.) = = 2

van de getallen a ,a ,...,a is (zie [14] Cn. 2).

het rekenlundig gemiddelde
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(5.19) Stelling : ’m.:_ is een logarithmisch convexe functie van r ([14], p.72).

(5.20) Stelling : ’}’ﬂr is een monotoon niet-dalende functie van r.

Bewijs : Dit volgt direct uit (5.19).

Enkele gevolgen van (5.20) zijn

2 2, 2 2 . .
a) Tﬂ1 < Tﬂa, dus (451.1 +a2+...+an) e;n(esa,1 +a2+...+a.n), dat is de onge-

1lijkheid van Cauchy.

= i = = = =
) W, ’m1, dat is (5.12) met o« =& = ... =a 1/n .

c) mi.n a; < ﬂ‘&_ < ma;x a; (Zie opgave 5.21,)
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VI. Differentieerbaarheid

Literatuur: [13] en [16] t/m [18].
We voeren eerst een aantal notatieafspraken in (zie [18], p.164 en p.183).

(6.1) Definitie: Als f en g afbeeldingen van een verzameling V in C zijn

dan schrijven we

£(x) = 0(g(x)) opV

als
oo Veey LE®] =kle=)]] .
Als g nergens nul is betekent f(x) = (g(x))dat £(x)/z(x) begrensd is.

(6.2) Definitie: Als f en g afbeeldingen van de metrische ruimte R in C

zijn en a € R dan betekent

£(x) = Aelx)) (x~a)

dat er een omgeving Q van a is zo dat f(x) = (g(x)) op Q.
(6.3) Definitie: Als f en g reZle functies zijn, gedefinieerd op Ré, en g

is positief in een gepuncteerde omgeving van a dan schrij-

ven we

£(x) = o(g(x)) (x=a)

ale
Ves0 Homgeving Q van a 'x€ ANa} [l£(x)]| < eg(x}] .

Als men aan deze begrippen gewend is kan er iets slordiger mee omgesprongen
worden. Zo schrijft men O(x) voor "een niet nader e noemen functie f die de

eigenschap f(x) = O(x) heeft". Ock de volgende uitspraken zijn dan duidelijk:
o(x) + O"(xa)
o(x) + 0(x%)

0=") (x-e),

Ox)  (x~0).

i

n

We kunnen de uitsprask "lim f(x) = £" nu schrijven in de vorm "f(x) =2 +o(1)

n X=a
voor x—4a .

(6.4) Definitie: Laat f gedefinieerd zijn op [a,b], ¢ € [a,b). We noemen £

in ¢ rechis-differentieerbaar als lim ﬂg+h})1-f(c) be-
hlO
staat. Dit getal heet de rechter-afgeleide van f in ¢ en
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wordt met f_‘f(c) aangegeven. De linkerafgeleide f_‘.(c) wordt
op analoge wijze gedefinieerd ([17], p.90). Als de rechter-
en linker-afgeleide van' f in c bestaan en gelijk zijn heet

f in ¢ differentiecerbaar. We schrijven f'(c) = f_"_(c) = f.'_(c)-

We kunnen de definitie van "f is differentieerbaar in ¢" ook schrijven als
"flc+h) = £{c) + hf'(c) + &(h) (h -~ 0)". Merk op dat £(c) + hft(c) + o(h) =
= f(¢) + d(h) = £(c) + o(1) voor h = 0, d.w.z. als f in ¢ differentieerbaar
is, dan ig f in ¢ continu.

De definitie van "f is differentieerbaar in a" houdt in dat bij iedere € > O
een d > 0 is zo dat uit |h| < d volgt |[f(a+h) - f(a) - hf'(a)| < . Als

nu p en q voldoen aan a-d <p<a<g<a+denr :=3(p+q), £:= q-p dan

P t(e) = 1) ¥ (pea)it(e) 4, met b <es
f(q) = £f(a)} + (qg-a)f'(a) +4, met [Az[ <ech
f(r) = £f(a) + (r-a)f'{a) + 4, met |A3| < el ,

dus

(*) |£(p) + £(a) - 2f(r)| < 4et .

Zij nu g(x) := 2|x| voor -3% < x <% en g periodiek met periode 1. Definieer

oo
£(x) := 2 2 g(4"x). Dan is £ een continue functie. Bij iedere a en iedere
e k K + 1 |
® > 0 zijn er gehele getallen k en m (m > 0) z6 dat a-2d <—m~‘£a <=7 < a8+ 3.
4 4

Voor £ vinden we nu

" f(k4:*1> " f(f@ " zf(l'{‘ﬁf“> - gl 1) + g(6) - 2s(k+E)} = 2 > g

Uit (*) en (**) zien we dat deze functie f nergens differentieerbaar is, hoe-

wel £ overal continu is (zie [13], p.115).

(6.5) Stelling (Rolle): Als f continu is op [a,b] en differenticerbaar op
{a,b) en £(a) = £(b) den is er een ¢ € (a,b) met £'(c)} =
([18], p.232).

(6 6) Stelling (gemiddelde-theorema): Als f continu is op [a,b] en dlfferen—'
tieerbaar op (a,b) dan is er een ¢ € (a,b) met

f(b) - f(a) = (b-a)ftic) .

Bewijs ¢ Pas (6.5) toe op £(x) - {£(b)-£(a)}(x-a)/(b-a)
([18], p.242).
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B (6.7) Stelling

Bewi js :
(6.8) Stelling :

- (6.9) Stelling :

Bewijs :

(6.11) Stelling :

Bewi Js :

(6.12) Definitie:
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t Als f en g continu zijn op [a,b], f en g differentieerbaar

op (a,b) en g'(x) # O voor alle x € (a,b) dan is er een
¢ € (a,b) met

f(b) - f{a) _f'{c)
g(b) - gla) g'lc) °

Neem A z6 dat f{a) - Ag(a) = £(b) - Ag(b) en pas dan (6.5)
toe ([18], p.244).

Als £ differentieerbaar is op (a,b) en £'(x) > C voor alle

x € (a,b) dan is f monotoon stijgend op (a,b} ([18], p.233).

Is f differentieerbaar op (a,b) en monotoon niet-dalend
dan is £'(x) = O voor alle x € (a,b) ([10], p.93).

(6.10) Stelling (1'Hdpital): Als f en g differentieserbaar zijn op (a,b),

g'(x) #O0Ovoor a <x <ben

lim f{x) = lim g(x) =0
xla xla

terwijl

Een analoge stelling geldt voor limieten met x -+ e .

Definieer nog f(a) = g{a) = 0 en pas (6.7) toe ([10], p.94).

Als f continu is op [a,b], differentieerbaar op (a,b) en
lim f'(x) = £ dan is fi(a) = £,
xla

f(a-rhﬂ = £(a) _ f'(a+6h)~ £ als h -~ 0, (toepassing van

(6.6)).

4ls f een re€le of complexe functie is, gedefinieerd in
een omgeving van (a,b) € R, dan heet f in (a,b) totaal-

differentieerbaar als er getallen A en B zijn met de

eigenschap:
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v

L c>0 >0 x>0 Y% vy [(|]x-a] <h & {y-b| <k)=

|£(x,y) - £(a,b) - A(x-a) - B(y-b)| <e|x-a| +e|y-b|]
([16], p.228).

(6.13) Stelling : Als f in (a,b) totaal-differentieerbaar is dan is f in
(a,b) continu en verder geldt

b= <%>(a,b) BT <%)(a,b)

([16], p.228).

2 . af 9f . - .

: (6.14) Stelling : Als ax o py it een omgeving van (a,b) bestaan en continu
i zijn in (a,b) dan is £ in (a,b) totaal~differenticerbaar
3 ([16], p.229; [17], p.118).

(6.15) Stelling : Als & , g% en % 3L in cen omgeving van (a,b) bestaan en
o af

9y ox ax

(E’a; %>(a,b) ) (595; %B(a,b)

(7], p.121, zie ook [16], p.227).

3~ =— is continu in (a,b) dan bestaat ook -a—g—§ in (a,b) en
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VII, Integratie

Literatuwur: [73, [10], [16], [17], [18].

Men kan integreren definiéren als het omgekeerde proces van differentiéren,

d.w.z. afspreken dat F(x) =.f}(x)dx hetzelfde betekent als F!'(x) = £(x). Dit

é begrip‘ff(x)dx heet de onbepaalde intezraal., De eigenschappen van de onbe-

paalde integraal zijn directe vertalingen en stellingen uit de differenti-

aalrekening. Deze theorie wordt bekend verondersteld (zie [18], D245 €uv. ).

We geven nu de theorie van de bepaalde integraal en wel de zgn. Riemann-in-
tegraal. In (7.1) t/m (7.21) zal de functie f waarover wordt gesproken steeds
een begrensde functie zijn.

Een rij tallen X yX gese X met =g < < <. < =
J e L XorXqrXgrenen®, %o v X5 S %y %3 Xy Xy b

noemen we een verdeling van [a,b]. Een verdeling geven we soms aan met &én

letter bijv. V, V := [xo,x1,...,xn].

(7.1) Definitie: Als f een begrensde functie op [a,b] is en V := [xo,x1,...,xh]

gen verdeling van [a,b] dan heet

sup f(x)

1 x. s=X<X,
1=1 1

AT
93]
L]
I
[ v =
—
Ll
1
4

I3 een bovensom van f over [a,b] en

b

ff(x)dx s= inf, S
5

o S

de bovenintegraal van f over [a,b]. (Hierbij wordt het in-

fimum over alle verdelingen van [a,b] beschouwd.) Onder-
b
sommen en de onderintegraal (sv resp. j’f(x)dx) definié -

i Y
i a

ren we op analoge wijze. Verder definiéren we nog

a a

fi‘(x)d_x = If(x)dx =0,

a a
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b a

j‘f(x)dx = —H[ f(x)dx als b<a

a

(analoog voor‘f ).

(7.2) Stelling : Als V en W verdelingen van [a,b] zijn, f begrensd op [a,b],
8y en Sw resp. ondersom van £ voor de verdeling V en boven-

som voor W dan is s, < Sy ([10], p.104).

(7.3) Stelling : Als m = inf f(x) en M= sup f(x), dan is
asx<b asx<sb
b b
.
no-8) < | £(x)ax < If(x)dxsm(b—-a)
& a
([10]; p.107).
b c c
(7.4) Stelling : ff(x)dx + jf(x)dx = ff(x)dx .

— 2 b a
Bewijs t Het is voldoende het geval a < b < c¢ te beschouwen daar de

p rest dan uit (7.1) volgt. Als s, en s, ondersommen voor f

b zijn over [a,b] resp., [b,c] dan is s, + 8, een ondersom
b

voor f over [a,c]. D.w.z.

b c c

ff(x)dx + ff(x)dx < jf(x)dx .

21 I a

Is s een ondersom van f over [a,c], s* de ondersom die

hieruit ohtstaat door zonodig Y als deelpunt toe te #oe—
gen dan is s* = 5 en g% = s, *ts, waarin 8, en s, onder-
sommen voor f over [a,b] resp. [a,c] zijn. Hieruit volgt

b o] c

ff(x)dx + ff(x)dx > ff(x)dx B

o
Daarmee is (7.4) bewezen.

Als we in (7.4) alle onderintegralen door bovenintegralen vervangen vinden

we weer een juiste uitspraak.




(7.5) Stelling :

Bewijs

(7.6) Definitie:

(7.7) Stelling :

Bewi js

- 32 -

b b b

Jiz6o + eax < [ e+ [ atwex

a a a

f(x)dx als A= 0,

I
-
ey

A f{x)dx als A <O .

Een analoge uitspraak geldt voor onderintegralen.

: De stelling volgt onmiddellijk uit de analoge uitspraken

over sup {f(x) + g(x)} en sup {Af(x)}.

asxsD asx<h

Een op {a,b] gedefinieerde begrensde functie f heet inte-
greerbaar over [a,b] als
b b

ff(x)dx - ff(x)dx.

a a

De gemeenschappelijke waarde van onder- en bovenintegraal

schrijven we als

b

j‘f(x)dx

a

([10], p.105).

Als f integreerbaar is over [a,b] en [b,c] dan ook over

{a,c] en
fbf(x)dx + fcf(x)dx - fcf(x)dx .
a b a

(7.4) + (7.6) ([10], p.109).

(7.8) Stelling : Als f en g integreerbaar zijn over [a,b] dan is ook

Af + ug integreerbaar over [a,b] en

b b

tf?lf(X) + pg(x)}ax = l.[ fx)dx + p‘f g(x)dx .

a a
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Bewijs : (7.5) + (7.6} ([10], p.109).

(7.9) Stelling : f is dan en slechts dan integreerbaar over [a,b] als er
bij iedere € > O een verdeling V van [a,b] is waarvoor

Sy = 8y <€ ([10], p.107).

(7.10) Stelling : f is dan en slechts dan integreerbaar over [a,b] als er
bij iedere ¢ > O en iedere n > 0 een verdeling V van [a,b]
is met de eigenschap dat de som van de lengten van de
deelintervallen waarvoor sup f(x) - inf f£(x) > o is, klei-

ner is dan 7.

Bewijs : a) Zij f integreerbaar, ¢ > 0, 1 > O. Pas (7.9) toe met

€ = on.

b) Als m= inf f(x)en M= sup f(x) dan geldt voor V
1 asx<b asxsb
1
| Sy =s,=<0o(b-8) + (M-m)n .

v v

Bij geschikte keuze van ¢ en 1 ig S
volgt dan uit (7.9).

y = Sy < &. Het gestelde

(7.11) Stelling : ZiJj f integreerbaar over [a,b]. Dan is er hij iedere ¢ > O
een d > 0 zo dat voor iedere verdeling V := [xo,x1,...,xn:|

van [a,b] met de eigemschap max(xi-xi 1) < b en voor ie-
.i -
<
dere keuze van E,1 ,Ea,...,ﬁn met X, E’i =< X; geldt

b

|2 Oy =y e () - [eGaxl <c .

f

a

Bewijs : Zij € > O. Volgens (7.9) is er een verdeling W := [xo,xv...,xn]:

van [a,b] met de eigenschap

b b
¢ £ £
$ ff(x)dx-—ESSWS.SWS If(x)dx+§.
. a a
Zij A := ma.x(xi- X; o Zijm = inf f(x)enM= sup £(x).
i asx=sbhb asx=sb ‘

Kies d « min(m y4 ). Als V een verdeling van [2,b]

is met maaswijdte < & dan bevat een deelinterval van V ten

hoogste één deelpunt van W, Dus is
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%

£
Sy >SVUW =8 - nd(M-m) =S, =3

b

dow.z, 8, < J‘f(x)dx + e. Analoog voor s,. Hiermee is het

a

gestelde bewezen.

(7.12) Stelling : Als f en g integreerbaar zijn over {a,b] en £(x) = g(x)

voor a = x <b dan is

b b

ffh)us‘fﬁﬂh

([10], p.109).

(7.13) Stelling : Als f integreerbaar is over [a,b] dan |f| ook en
b b
| j‘f(x)ax| < .j1f(x)1dx
a a

([10], p.111).

(7.14) Stelling : Zij f begrensd op {a,b] en met uitzondering van N punten

continu op [&,b]. Dan is f integreerbasr over [a,bl.

Bewi js : Zij o » 0, n > 0. Neem om iedere discontinuiteit een in-
terval met lengte 7/N. Op de rest van [a,b] is f uniform
continu. Dit is dus in deelintervallen te verdelen zo dat
op elk van deze deelintervallen sup f(x) - inf f(x) <o
is, Het gestelde volgt mu uit (7.10). (Zie ock [10], p.108.)

(7.15) Stelling : Als f monotoon is op la,b] dan is f integreerbaar over
[a,0] ([10], p.109).

Als f op [a,b] gedefinieerd is, V := [XO’X y+++1%, ] een verdeling van [a,b]

1
is dan definiéren we

K

vy 3= ‘2‘ If(xi) - f(xi_1
1=1

(7.16) Definitie: f heet van begrensde variatie op [a,b] als er een getal S

is zo dat vy <S5 voor alle verdelingen V ([16], p.73).
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(7.17) Stelling : £ is dan en slechts dan van begrensde variatie als f het

verschil is van twee niet-dalende functies ([16], p.73).

(7.18) Stelling : Als f van begrensde variatie is op [a,b] dan is f inte-

greerbaar over [a,b].

Bewijs & (7.15) + (7.17).

(7.19) Stelling : Is f integreerbaar over [a,b] en a < x < b, dan is f inte-

greerbaar over [a,x] en de functie F gedefinieerd door

X

F(g) 1= ‘f £(t)dt

a
is continu ([16], p.94).

X
(7.20) Stelling : Als f continu is op [a,b] en F(x) := J‘f(t)dt, dan is F
a

differentieerbaar op (a,b) met f als afgeleide ([16], p.98).
(7.21) Stelling : Als f integreerbaar is over [a,b] en F'(x) = f£(x) op [a,b]
l dan is

b

fﬂﬂh=F@)-Nﬂ

a

([16], p.98).

(7.22) Definitie: Zij b een redel getal of het symbool & , Als op ieder deel-
' interval [a,c] van [a,b) de functie f begrensd en inte-
oo

greerbaar is en lim J1f(x)dx bestaat dan defini&ren we

ctb
2y

b c

- j‘f(x)dx = lim j‘f(x)dx .

¢cthb
a a

Op grond van (7.19) stemt deze definitie overeen met (7.6) als f begrensd is

op [8,b). Is f niet begrensd op [a,b) dan is hiermee de definitie van inte-
, b

graal uitgebreid. We spreken af dat in het vervolg J’f(x)dx bestaat, als

a
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(a,b) is te verdelen in eindig veel intervallen waarvoor de integrazal van f

op grond van (7.22) bestaat.

(7.23) Stelling : Is f integreerbaar op [a,c] voor alle c > a en f(x) = d(x" %)
[~ ]
(x - o) met @ > 1 dan bestaat j,f(x)dx.

a

Bewijs : Toepassing van {(2.13) ([16], p.112).

(7.24) Stelling : Is f integreerbaar op [a,c] voor alle ¢ <b en
b
£(x) = o (b-x)"%) (x 1b) met a < 1 dan bestaat ‘f £ (x)dx.

([16], P-115)' &

We geven nu nog een uitbreiding van het integraalbegrip, de zgn., Riemann-
Stieltjes integraal. Laat f weer een op [a,b] begrensde functie zijn. Zij g
monotoon niet-dalend op [a,b]. We definiren ondersommen en bovensommen van

f t.o.v. g over [a,b] als volgt:

{gx;) - 8(x;_,}}  sup  £(x) .

1 X. LXK,
i-~1 1

i

o
]
(190 e

Dit geeft aanleiding tot bovenintegralen en onderintegralen die we schrijven
b b
als .[ f(x)dg(x) resp. ij(x)dg(x). Als deze gelijk zijn spreken we van de
a i b
Riemann-Stieltjes integraal jﬁf(x)dg(x) en £ heet integreerbaar t.o.v. g
a
over [a,b]. In [10], Chapter 6 worden de door ons bewezen stellingen voor
Riemann integralen op precies dezelfde wijze voor Riemann-~Stieltjes integra-
b
. len afgeleid. We kunnen de zaak nog verder uitbreiden door J‘f(x)dg(x) = 4

a
te schrijven als geldt:

n
lim E f(ﬁl){g(xi) = g(xi-1)} = £
n-—oco i=i
voor iedere rij verdelingen {Vﬁ} van [a,b] waarvoor de lengte van het maxi-
male deelinterval (maaswijdte) tot nul nadert. Op grond van (7.11) stemt dit

met de oude definitie overeen in het geval g(x) = x.
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(7.25) Stelling : Als f continu is op [a,b] en g van begrensde variatie op
b

. ‘ [a,b] dan bestaat j‘f(x)dg(x) ([16], pp.117-119).
; a

(7.26) Stelling : Als f en g continu en van begrensde variatie zijn op [a,b]

dan is
b b
| | ff(x)dg(x) + fg(X)df(x) = £(b)g(v) - £{a)g(s)

({163, p.119).
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VIII. De somformule van Fuler~Maclaurin

Literatuur: [16] en [19] t/m [21].

Als voorbereiding voor de belangrijkste stelling van dit hoofdstuk voeren we
de polynomen en getallen van Bernoulli in. De notaties in de literatuur zijn

soms verschillend van de onze (o.a. in [16]).

oo n
(8.1) Definmitie: ze®*/(e?-1) = & Bn(t)fT' .
n=o :

De functies Bn heten polynomen van Bernoulli. Dat het polynomen zijn zal in

(8.7) aangetoond worden.

(8.2) Definitie: B := Bn(O) d.w. z.

(-] Zn 2
L B == z/(e” = 1)
n=o
We vinden zo B. =1, B. =% , B =+, B =0, B == o, B =0 ete
) ' * T2 6 T3 ' s 30 * 75 4 :

Uit (8.2) volgt door vermenigvuldiging met e” - 1:

‘ . n n n n
(8.3) Stelling : B = (O)BO + (,])B1 + (2)332 + o.e. + (n)Bn voor n = 2.

([21]: P'BS)-

X - . . .
Daar x(e¥=1)"" + Lx een even functie is vinden we

(8.4) Stelling : B,=B =B =...=0,

Door x = 2iz te stellen in de ontwikkeling van x(e™ - ‘I)"1 ++x vinden we

(8.5) Stelling : zcot z =1 = 22]32 -g—,- +2'B 2. .

([16], p.211),
en via de formule tan z = cot z - 2 cot 2%

o«

B
. k-1_2k, 2k 2k 2Kkw 1
(8.6) Stelling : tan z = & (-1 2727 =1 T Z

([16], p.211).
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Door in (8.2) met e?% e vermenigwvuldigen en vergelijken met (8.1) vinden we

(8.7) Stelling : Bn(t)

It
[ue]
—~

Uit (8.3) volgt nog

(8.8) Stelling : Bn(‘l)

il

Bn voor n = 2

Als we (8.7) differenti&ren vinden we

(8.9) Stelling : Br'lr(t) = an_1(t) (n=1).

it (8.9), (7.21) en (8.8) volgt

1
(8.10) Stelling : an(t)dt = 0 (n=1)
0

) Bnict ({21], ».34).

([21 ]; P-34)°

([21], p.34).

. 2 1. . . .
De Fourierreeks voor x - X + ¢ is bekend, Door integratie vinden we:

(8.11) Stelling : Voor 0 <= x <1 is

n

nt(2r) (=1 )EH 2 ;

B (x) =
n+1

n!(zn)-n(—1)T2

([21], ».34).

co8 27kx

- n=2, even
k

sin 2nkx
o ’ n = 3, oneven.
k

Voor n = 1 is (8.711) juist voor 0 <x < 1.

Door x = 0 te nemen vinden we

o0

2n B
(8.12) Stelling : £ k2% = (-1)*" (2n) 2n

k=1 2 (Z’l) !

([21], ».35).

Uit (8.1) volgt door t te vervangen door t +1:

(8.13) Stelling : B (t+1) - B_(t) = at !

(n=1)
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Hieruit vinden we door te differentiéren:

B .
(8.14) Stelling : u)(1) ('8)(0) = n! Zn_n-:%T voor £ <n-1,

B)(1) = 37" (0) 4 n1 = 3nr .

1

Door If(x)dx een asntal malen partieel te integreren en daarbij (8.8),

0
(8.9) en (8.10) te gebruiken vinden we

! n
(8.15) Stelling : ffuhx=%&w)+fﬁﬂ— rj—ﬁﬁw')ﬁ)
0
]

y By (%)
+ j1f(2m)(x) TEES——-dx
0
([161, p.215; [19], p.40).
Toepassing op f(x+1), £(x+2) enz. en optellen geeft:

(8.16) Stelling (Buler-Maclaurin):

n

fm)+f@)+“.+ﬂm==ff@nx+c+g@)+

k=1 V2K

e OE / slea), Pelx )
= 1

wasrin C = 3 - 3 (2k-1)
C 'gf(1) kz Wf (1)

([16], p.218; [19], p.41).

& (o))

Het belang van (8.16) voor toepassingen is dat we m vast kunnen houden, en

daarmee het aantal termen van het linkerlid, terwijl n — ¢,
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o0

Voorbeeld: 0m I n 2 in 10 dec. nauwkeurig te bepalen hebben we 2,10°°
n=100

termen van de reeks nodig. Door in (8.16) m=2 te nemen, n - wen de rest

met behulp van (8.11) te schatien (3at is dus 5 termen!!) vinden we de som

met dezelfde nauwkeurigheid.

1
_ r
Voorbeeld: Om J
0

> te Ttenaderen verdelen we [O,‘I] in 4 gelijke delen
T+x
en passen op elk stuk (3.15) toe met m=2, Dit geeft de integrasl als som
van 6 getallen. Het antwoord is in 6 decimalen nauwkeurig!! Tie verder [20],
p.152 e.v., [16], 5.216, [19], p.46.
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IX. Integralen met een parameter; dubbelintegralen

B Literatuur: [16].

Laat T een verzameling redle getallen zijn en voor iedere t € T fix,t) con-
b

tinu als functie van x op [a,b]. Dan bestaat de integraal j‘f(x,t)dx voor

iedere t € T. a

(9.1) Stelling : Als T verdichtingspunt van T is en
Ye>0 3550 Yxe [a,0] Yren L{t-7l <2} =[2G t) - 2(x)| <e],

d.w.z. lim f(x,t) = £(x) uniform in x op [a,b],

Tt
dan is

b b
lim ff(x,t)dx = f,ﬂ(x)dx .
t=1 o i

. Bewijs ¢ £ is continu op [a,b], dus integreerbaar. Het gestelde volgt
uit het gegeven via (7.13) en (7.12) ([16], p.143).

(9.2) Stelling : Als T een interval is, f£(x,t) differentiecerbaar naar t voor
iedere t € T en f% continu als functie van x op [a,b] voor

iedere t € T en bovendien

Ye50 3550 Vxe[a,n] Yoer Vrept{t-Tl<d)= 18 ()21 (x, 7)) <e]

dan is voor t E T

b b
d
I If(x,t)dx = ff_jc(x,t)ax .
a &a
, b b
g j‘f(x,t-+h)dx - j‘f(x,t)dx b
f Bewijs : & & - jnf%(x,t)dx =
b § a
= f{f%(x,t+eh) - fé(x,t)}dx .

&

Het gestelde volgt uit het gegeven en (6.4) ([16] , p.145).
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oD
(9.3) Definitie: Als voor iedere t € T de oneigenlijke integraal jqf(x,t)dx

bestaat en bovendien a

oo
Yeoo 34 Vien Ypsa L ff(x,t)dx[ <e]
b

o

dan zeggen we dat ‘f f(x,t)dx uniform convergeert.

a

(9.4) Stelling : Als op ieder interval [a,b] aan de voorwaarden van (9.1)

oo

is voldaan en .f f(x,t)dx convergeert uniform dan is
a
0 [~ =]
lim If(x,t)dx= flim f{x,t)dx .
a

t=7 t—==
a

([ 16] ’ P-M—B)'

(9.5) Stelling : Als op ieder interval [a,b] aan de voorwaarden van (9.2) is

voldaan, als voor iedere £t € T de functie f% oneigenlijk
o«
integreerbaar is over [a,®) en de integraal j‘fé(x,t)dx

. . a
uniform convergeert dan is

[ -] ' 4]

f; j‘f(x,t)dx = j‘f%(x,t)dx .

a a

( 16], p.149).

Belangrijke toepassing vinden deze stellingen bij de bestudering van de
gammafunctie gedefinieerd door:

(9.6) Definitie: I'(x) := fe-ttx_1dt (x >0) .
. o)

Uit (9.4) volgt dat I een continue functie is.
(9.7) Stelling : P(x) = (x-1)I(x-1) voor x > 1

([16], p.169).




-

Hieruit volgt dat r'(n) = (n-1)!. Door toepassing van (9.5) bewijst men

o0

(9.8) Stelling s P'(x) = df e 5% 1og tat (x> 0) .

De volgende formules worden vaak gebruikt:

_ N! N¥
(9.9) Stelling : I'(x) = 2 X (x+2).. (X 1)

([16], p.172).

Voor complexe x (x # 0,-1,-2,...) nemen we dit als definitie van I'(x).

(9.10) Stelling : x0(x) = e 7> 1 {(4 +-%J_1ex/k}
: k=1

([16]s P-172)-

Hieruit vinden we door differentiatie

00

D'\x -1 1

Mx) ~° % Y E E kxrk)

en in het bijzonder

[+ +]
pi(1) = j,e't log tdt = -y .
0]
Dubbelintegralen

laat f een begrensde functie zijn gedefinieerd op een verzameling B c Rz'
We beperken ons tot het geval dat B een rechthoek van het type a < x < b,
¢ sy <d is. Een verdeling van B (in rechthoeken) wordt gedsfinieerd door

a=x <x <X, <.i0 < X, = b, ¢ = Yo <%, <3y2 < e <1yﬁ = b, Aan iedere

rechthoek kennen we een oppervlskte toe. We defini&ren nu onderintegraal en

bovenintegraal ven £ over B op precies dezelfde manier als in hoofdstuk 7.
Dus .

n m ]
f{x,y)dV s=sup T = (xi-xi 1)(y.-—y. ©)  inf £(x,¥y)
. . - J Y31
i=1 J=1 X. 1-'ExSxi, '

.  |YSY.
Vi SYSY;
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waarbij het supremum genomen wordt over alle mogeli jke verdelingen van B.

Als bovenintegraal en onderintegraal gelijk zijn heet f integreerbaar over

B. We noteren de integraal als

ﬁf}(x,y)dv of iy}(x,y)dxdy .

(9.11) Definitie:

(9.12) Stelling :

BewiJs :

(9.13) Stelling

(9.14) Stelling :

Als voor iedere £ > O de verzameling A bevat is in een

eindige vereniging van open rechthoeken met totaal-opper-

vlakte < £ dan heet A een nulverzameling in RE.

Als f continu is op B met uitzondering van een milverza-

meling dan is f over B integreerbaar.

De punten waar f niet continu is sluiten we op in een ver-
eniging A van eindig veel rechthoeken met totaal-opper-
vlakte < &/4M waarin M het supremum van |f(x,y)| op B is.
Op de gesloten verzameling B\\A is £ uniform continu.

7ij b = oppervliakte van B, Kies 0 zo klein dat een verde-
ling met maaswijdte < d de eigenschap heeft dat functiie-
waarden voor punten binnen &én deelrechthoek minder dan
€/2o verschillen. Verfijn cen verdeling met maaswijdte

< B door de lijnen die A bepalen toe te voegen. Voor de
verdeling die zo ontstaat verschillen ondersom en boven-
som minder dan e, Het gestelde is hiermee bewezen. (Zie

opgave 9.33, iii.)

: Als f begrensd en integreerbaar is op B dan is er bij ie-

dere €¢ > 0 een d > 0 26 dat voor alle verdelingen met

naaswijdte < & het verschil van bovensom en ondersom < &

is ([16], p.270).

Voor het uitrekenen van dubbelintegralen is de volgende stelling essentieel:

Als f integreerbamr is over de rechthoek

B := {asxsb,cSysd}cRa dan is

b d :

ff(x,y)dv = f( If(x,y)dy)dx
B

a C

([16], pp.272-274).

d

Een analoge uitsprazk geldt voor j‘ .

o]
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Aanhangsel: Consiructie van RZ.

We gaan uit van het lichaam der rationale getallen R%.

Nt

Definities: 1) .(R := Rt" = de verzameling van alle rijen rationa_,le getallen.

2) B := de deelverzameling van R bestaande uit de begrensde

rijen.

3) Een rij LI heet nulyij als

Y eRt,p>0 Jkemt mem (B> K= (Jag} <p)] .

4) Ben rij LR heet fundamentaalrij als

Yo eRt,p>0 Jkelt ‘melt,m>k 'ne Ne,n>k L1~ <Pl -
5) F:= de deelverzameling van R bvestaat uit alle fundamen-
: taalrijen.

6) T:= e deelverzameling van R bestaande uit alle nulrijen.

-

(4,1) Stelling : N Fc § .

We definiéren in R een optelling en vermenigvuldiging door:

(a1,a2,...) + (b1,b2,...) = (a.1 +D ,8, +b2,...) ,

(a1,az,...)(b1,b2,...) = (a1b1,a2b2,...) .

Het is eenvoudig in te zien dat:

(ceB aveP)=(a+beB &a-veB &abe B),
(BeMa&beql)=(a+b e &a-be ),

(ac Fa&veF)=s(a+tbe F&a-be F),

(a€e B aveN)=(ave),

(a € F&bv€EF)=(ab€ F).

o (4.2) Stelling : F is een commutatieve ring met eenheidselement en 71 is
een maximasl ideaal in F .

Bewijs . : R1, R2, R3 zijn trivieal met (0,0,0,...) als nulelement en
(1,1,1,...) als éénheid. Dat 71 cen ideaal is volgt uit

bovenstaande beweringen. lLaat nu & = (a,,8,,...) € F,

a £ 7. Dan is
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3 ERt,p>0 NENt mENt,n>N (la,| > 2] -

Als b = (b,,b ... ) € F dan is de rij
bI\I+1 bN+2

¥ y

N oy sz

C = (b1,b2’o-l’b ) ooo) eeln fundamentaalrij
en verder is

ac-b = (a,1b1 =By eeeayby=by;0,0,0,.. .)

een nulrij. Dit betekent dat, als #! een ideaal is dat 77
omvat en a € L, a ¢ JI, dan voor iedere b € F ook b € ",
dat wil zeggen W1 = F . inders gezegd: M1 is een maximaal
ideaal.

(A.3) Stelling : F /¥l is een lichaam.

Bewijs : Zie opgave 1.56.

In F definisren we de relatie >¥ door:

(a>% D)3 cop o0 Feem 'nemt,n>k Lo~ P > P -

Uit de definitie van ?1 en F volgt dan dat voor ieder paar a,b uit F precies
één van de uitspraken |

a>*b , b>xa , a-b& N

geldt., Als a, b, c en d elementen van F zijn en a-c € 71, b-d € #1 en
a >%b dan is8 ook ¢ >% d. Dit heeft tot gevolg dat de volgende definitie

zinvol ig:

Definitie : Als 0 en 7 elementen van F/?7 zijn defini&ren we o > =
als er representanten & en b van o resp. T zijn met a >% b.

(Dit geldt dan voor alle rei)resentanten.)
Nu zijn 01 t/m 04 triviaal om te bewijzen, D.w.z.:
(4.4) Stelling : ¥ /71 is een geordend lichaam.

Laat nu A een naar boven begrensde verzameling in ?:/ﬂ zijn. Beschouw de rij

kv ’ kv , kv y+++) met k € Nt. Als k voldoende groot is is dit element
107 10 10

van F een representant ven een majorant van A in 7/3’1 . Dit geldt niet wvoor

alle k. Zij kv de grooiste k Waarvoor —-k—v ’ L\a s+.+) Tepresentant is van

10
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k k k

‘ .. 1
een niet-majorant van A, We beschouwen de rij s = '—.10 y —-*-22, ——-—;3
10 1

is een element van ?, representant van het element ¢ € F/#. Neem aan dat

,oon)o Dit

T > g. Dan heeft 1 een representant t = (t1,t2,t3,...) met t >% 8 d.W.2Z.

k

n -
EPER ,p>0 zodat tn > *D vanaf zeker rangnummer. Dus is vanaf zeker

10+
k +2

rangnummer t. >

n . Dit betekent dat t representant is van een majorant

10"
van A.

Neem nu aan dat T < o. Op analoge wijze volgt dat T geen majorant van A is.

Hieruit kunmen we concluderen dat o de kleinste bovengrens van A is.

Hiermee is bewezen:
(A.5) Stelling : ?:/?f is dedekinds geordend.

Als r € Rt defini&ren we ¢(x) € F/7] als de restklasse die (r,r,r,...) be-

vat, Dan is

o(r) + o(s) = o(r+s) ,
p(r)e(s) = o(rs) ,
9(0) = nulelement van F/71 ,

¢(1) = eenheidselement van F/71 ,
r>s =pr) >oe(s) .

De afbeelding ¢ beeldt Rt isonorf af in ¥ /1 met behoud van ordening. Het
beeld is een deellichaam van F/J1 dat we nu identificeren met Rt. Het 1li-
cheam ¥/f1 is daardoor ecen uitbreiding van Rt geworden en wel een dedekinds
geordend lichaam dat Rt bevat.

Zij K een dedekinds geordend lichaam. Dan bevat K een deellichasm isomoxrf
met Rt ook wat betreft de ordening. Voor dit deellichaam, dat we met Rt
identificeren, kunnen we het proces van dit hoofdstuk herhalen., We vinden
een dedekinds geordend lichaam waarvan eenvoudig is in te zien dat het iso-
morf met het corspronkelijke lichaam K moet zijn.

We hebben dus:

(A.6) Stelling : Er is, op isomorfie na, precies &én dedekinds geordend
lichaam. We noemen het RZ.




VRAAGSTUKKEN Vi.

§ 1. Groepen

141+ Welke van de volgeﬁde paren (S,0) vormen een groep:

fk -i)

{x| x € ¢h, x < 0}; o: optelling,

{5xl x € Gh}; o: optelling.

{x| x € Gh, x is oneven}; o: vermenigvuldiging.
{z € om | 2" = 1}; ot vermenigvuldiging; (n € Nt).
{- 2y =1, 1, 2}; o0: vermenigvuldiging.

i

ii)

1ii)

v)

vi)

= {1,-1, i, -i}; 0: vermenigvuldiging. ]
de verzameling der restklassen modulo m§ o: optelling; (m € Nt).

S

S

S
iv) S
S

3
vii) 8
S

viii) = de verzameling der restklassen medulo m die met m relatief priem

zijn; o: vermenigvuldiging; (m € Nt),

‘ ix) 5

{z € cn| |z| = 1}; 0: vermenigvuldiging.

f 1.2+ Bewijs dat de restklassen modulo‘p die ongelijk zijn aan O{mod p) dan en slechts
' ~dan een groep vormen met als compositie vermenigvuldiging als p een priemgetal

ig.

Te3e Welke van de volgende verzamelingen van restklassen modulo 13 vormen een groep
jf.; (vermenigvuldiging) ‘
{[1]’[12]}i{[1]’[2]s[4]9[6Jr[B]![1O]s[12]}

{[11,05],0el,[12]} 7

1ede In R, worden de volgende lineaire afbeeldingen beschouwd:

A : drasiing over n om de x-as
B $ 1y 11 non n Y-E.S
c : 1t ’ 1} non t Z=08

I : de identiteit.

Bewijs dat {I,A,B,C} een groep is ale men als compositie neemt
(A,B) = AB : AB(x) = A(Bx) .

Bepaal de groepentabel.

Deze groep heet de yiergroep van Klein,

145. Bewijs de volgende stelling: (G, ) is een groep;
voor iedere a € G geldt: (a.-1)'-1 = g ,




)

1.6.

1.7;

1e8e

1494

1100

V2.

Bewijs: voor ieder paar {a,b} c G geldt

(ab)”' ="' 27, f’/(
Bewijs: m geheel dan (a-i)m = (&)™, y
Bepaal alle ondergroepen van de additieve groep Gh/ (18).

Zij a € ¢, (G, ) een groep, en zij

Ha = {x € G|ax = xa} .

Bewijs dat (H, ) een ondergroep is.

Bewijs: ledere echte ondergroep van een abelse groep is abels,

Hoe luidt het omgekeerde van deze stelling?

- Toon door een tegenvoorbeeld san dat het omgekeerde onjuist is.

1011.

1.1 2.

LT

Te14e

T1e154

1,16,

Bewijs: als a € G, is de orde van a, indien eindig, gelijk aan de orde van de

dcor a vooritgebrachte cyclische ondergroep.

Bepaal de orde van ieder van de volgende elementen van de groep 84 :

a=(123) b= (1432) o= (12)(34) .
Zij I ={xeaem|>5 ]i} ; bewijs dat.(I y +) een ondergroep is van (GH, +).

Bewijs dat (Gh(mod 4), +) isomorf is met

(Ghmod 5)\{[0l},+) .

Bepaal alle isomorfismen van deze groepen.

Bewijs dat iedere oneindige cyclische groep isomorf is met (Gh, + );
bewijs dat iedere eindige cyclische groep (met n elementen) isomorf is
met (Gh(mod n), + ). '

213 (G,_ )} een groep; bewijs dat voor alle a € G de afbeelding Taz X -+ ax
een permutatie van G is.




V3.

1.17. (Stelling van Cayley). Iedere eindige groep (met orde n) is isomorf met een

ondergroep van Sn. ’

1.18. Bepaal de permutaties van {1,2,3,4} die

i) het element 2 invariant laten;
ii) de elementen 2 en 4 invariant laten;

o iii) de uitdrukking X%, +x,x, invariant laten;

iv) de uitdrukking x, X, +x3 -|-Jc4 invariant laten.

1419, Bewijs dat (Gh(mod 13)\[0], ¢ ) ~ (Gh(mod 12), + ).
Bepaal alle isomorfismen,

1.20. Bepaal alle groepen van vier elementen.

121, Zij (H, ) een ondergroep van (G, );
e definieer: xRy indien xy @ €H.

Bewijs dat R een equivalentie relatie is.

1422, Zij a € G; bewijs (zie 1.21) dat de afbeelding

VxEH ' x--_xa.

cen bijectie is ven H op de equivalentieklasse waartoe a behoort.

1.23, Bewijs dat voor de orde @ van een ondergroep van een groep met orde n geldt:
dl Ile '

1,244 Zij {Ha}a een collectie ondergroepen van een groep G.

Bewijs dat NH i) een ondergroep is van Gj
o

ii) voor iedere ¢ een ondergroep is van H .
1425, Bepaal in 5, van alle ondergroepen alle R-equivalentiecklassen (vele 1421).

1426, 2ij (H, ) een ondergroep ven (G, );
definieer: xLy indien x-1y € H,.

Bewijs dat L een equivalentie relatie. is.




Ve

1270 Bepaal in S 5 ven alle ondergroepen alle L-equivalentieklassen,

1428, Indien voor een ondergroep H geldt: R=1, heet H een invariante ondergroep,
ook wel normale ondergroep, ook wel normaal deler,

Bepaal de normaal delers van 5, en van (Gh(mod 18), + ).

14294 Z2iJ @een homomorfisme van een groep G in een groep Hj
zij e het eenheidselement van G.
Bewijs dat:

i) ¢{e) het eenheidselement is van H;
ii) o(G) een ondergroep is van H;

iii) ¢ ¢(e) een ondergroep is van Gj
iv) ¢ ¢{e) normaal deler is.

1e50s Zij M2 de verzameling van matrices van twee rijen en twee kolommen met reéle
elementen, waarvan de determinant ongelijk is aan O.
In M2 neent men de matrixvermenigvuldiging als compositie; bewijs dat (Mg, )

een groep isj ga na of ze abels is; bepaal de ondergroepen en normazl delers.

1,31, 24) A t= {r € 5_| jgk(xj-xk) = jgk(xf(j)'x'r(k))} .

Bewijs dat An de maximale echte normaal deler is wvan Sn'

1.32. Zij ¢ een monotone bijectie van RL op RE;
zij voor alle a € RE, b € RE ¢

2a®b =g (9(a) +o(b) .

Bewijs dat (R£, ® ) een gro'ep is die isomorf is met (RE, + ).

14336 Z2ij 8 = {a,b}; in S worden twee composities + en X gedefinieerd volgens de

tabellen:
+ i a b b4 a b
a 8 b a 8 a
b b a b a b

Is (S, +, X ) een ring? Zo ja, heeft S een eenheidselement? en nuldelers? Is S
een lichaam?
Als men in de tabellen + en X verwisselt, ontstaat het tripel (S, x, +)3 is

dit een ring?




14340 2ij S = fu ERE|u=x + yﬁ +2Y9; {x,y,2} < Rt},
Bewijs dat (S, +, ¢ ) een ring is.
: Heeft 5 een eenheidselement?
= Heeft S muldelers?

Is 5 een lichaam?

j 1.35, 2ij U= RE X RE.

Voor (a‘ y az) €V schrijven we a.

Als a €V enb €V definiéren we: g +p}

(a1 +b1 , 2, +b2)

aeb = (53.113‘I ~ab,,ab, +a2b‘) .
Bewijs dat U een ring is; heeft VU een eenheidselement? en nuldelers? Is v
een lichaam?

i Bewijs dat R£ isomorf is met een deelring van UV ; is deze deelring dan een

lichaam?

| 1.36e In Gh worden twee composities gedefinieerd:
a®b=a+b+1, a®b=a+tb+tab .

Bewijs dat (Gh, ® , ® ) een kommtatieve ring is.

Wat is het nulelement? Is er een eenheidselement?

1.37¢ Zij (Ry +, » ) een kommutatieve ring; definieer in R een nieuwe compositie ¢ 3
& ob = atb~ab,

Ga na of (R, +, o) een ring is.

Indien a € R en er een element a! € R bestaat 26 dat a o a' = 0 heet a' de
quagi=inverse van aj a heet dan quasi-regulier.

Zij Q de verzameling der quasi-reguliere elementen van Rj

bewijs dan: (Q, o) is een groep. ‘

. 1.38, Bepaal alle idealen van (Gh, +, ¢ ).
1.39, Bepaal alle idealen van (Gh{mod 18), +,+ ).

1,40, Zij I= {x ERL]{0O<x <1},

2ij B(I) de verzameling van alle afbeeldingen van I in R&; zij C(I) de ver-

zameling van alle continue functies op I. Bewijs:

i) B(I) is een ring (iam er een eenheidselement? nuldelers?);




V6,

ii) C(I) is en deelring van B(I); (nuldelers?);
iii) 0(I) is geen ideaal van B(I).
= 7ij O<a<p<1enzij t 1= {f € B(I)|u <x <p=Fflx) = 0}
: iv) Bewijs dat 4 een ideaal is in B(I) en dat 4 N C{I) een ideaal is in C(I).

1+47s Een ideaal heet maximaal indien het een echt ideaal is dat niet in een ander
echt ideaal is begrepen.
Bepaal de maximale idealen in (Gh, +, ¢ ), en ook die in (Gh(mod 18), +, ¢ )}«

1¢42¢ In een ring met eenheidselement e is een ideaal 1 dan en slechts dan echt als
e g i *
1043 Zij O < a <1 (zie 2.8) en 1= {fe€c(n)|£(ax) = 0}

bewijs dat -4 een maximaal ideaal is in c(1).

1eddo 21 (Ry +4 ) een ring (niet noodzakelijk kommutatief).
Zij a € Ry b € R en ab = ba.

Bewijs dat a ~b" = (a~b)(a" +2" 2 b4, v 2 41"1),

1e45+ 2ij (Ry +o ) een ring. Y oexn VyER [xy7] = xy-yx.

Bewijs (de identiteit van Jacobi):

[x, [yy21] + [y, [2,x]] + [z, [xo3]] = 0 .

1446+ 21j p een priemgetal; 7 = {x €Rt|x=tn" Aeged(t,n) =1&p}jn}.

Bewijs dat ZP een deelring is van Ri.

164Ts (Zie 1446)s ¥

-1
- xGRt[xEZpVx ezp].

1448, (Zie 1,46). Zij R een deelring van Rt; R > zp = [R = zp VR =Rt].

1649, (Zie 1.46), Bij ieder ideaal 7 # {0} van Z, bestaat een geheel getal n > 0
26 dat 7 = {pn ufu€ Zp} .




14506

¢ 1451

i 14526

Te53.

V7e

Zij «# een ideaal in de ring (R, +, ).
In R wordt een relatie = (mod . ) gedefinieerd door

x Ey(mod £) e x -~y E £ .

Bewijs dat = (mod £) een equivalentie relatie is.

(Zie 1.50)s Bewijs dat [x' = y'(mod £) & x" = y" (mod 2)] =

[x' +x" = y' + y*(mod #) & x'x" = y'y"(mod <)].

(Vervblg). De verzameling van restklassen wordit aangegeven met R,ﬂi $- we he=
schouwen de afbeelding ¢ van R op R /% , die wordt gedefinieerd door aan ie-
dere x € R toe te voegen de restklasse waartoe x behoort, opgevat als element
van R /© . Dat wil zeggen: ¢ is dié afbeelding van R in R /% waarvoor

v 9(x) = {y € R| y=x(moa+)} .

(Vervolg). In R/?7‘worden twee "composities" gedefinieerd:
p(x) + o(y) 3= olx+y)
o(x) © o(y) = olxy) .

Bewijs dat beide "composities" afbeeldingen zijn van

R/* x R/+ din RM .

 Het tripel (R/# ,+, ¢ ) heet de guotiéntring R modulo % ; bewijs dat het een

1454,

1e554

ring is.

Een afbeelding 9 van een ring R in een ring S die aan de voorwaarden
i) olx+y) = o(x) + oly);
ii) o(xy) = 9(x) » o(y)

voldoet heet een (ring) homomorfisme,

In dat geval ia
i) ¢(R) een deelring van S;

ii) ¢ 9(0) een ideaal in R.

Zijn # en -» idealen in R en ¢ het bij Z horende homomorfisme R - R/% , dan -

geldt:
1) ¢(mn) i een ideaal in R/ ;
i1) ¢ g(#) is een ideaal in Re

1ii) ¢ ¢lw) = #emm s £
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14560 Als #m een ideaal is in een kommutatieve ring R met eenheidselement dan

geldts 4 maximaa14=>R//m"is een lichaam,

1457+ Z2ij (Ry +, %) een ring, zij (Ch, +, )} de ring der gehele getallen; in Ch X R

. definidren we composities @ en * door
(mya) ® (n,b) := (m+n,a+th)
(mya) # (n,b) := (mn,mb+na+axb).
Bewijs dat
i) (Gh X Ry ®, %) is een ring met eenheidselement
ii) W := {(0,a) | a € R} is een deelring van Gh X R

iii) W is isomorf met R.

1584 Zij K een geordend lichaam dat meer dan é8n element bevat. Bewijs dat

1>0

1

x>0=x >0

[x<y&z>0]=¢xz<yz_

. [x<y &2<0]=xz>yz

x>y>0=2x <yt
-y

x<y<0=x" >yt

x<0<'y=0x"‘<0<y-‘

X<y S =y < =X

[x<0&y<0]&x+y<0
[x>0&y<0]=ﬁxy<0
[x<0&y<O]l=xy>0

. x<y==>Vz[x+z<y+z]

=¥ n n
O0<x<y new X <Y

1459« Bewijs dat het niet mogelijk is Cm te ordenen.
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1460, Zij K een geordend lichaam; P = {x € K l x < 0}; onder de absolute waarde l I
verstaan we een afbeelding van K in P U {0} zodat

la| == a é.ls a € PU {0}

o |la| =-=a als agPu{o} .
Bewijs:
1) la| = |-a
i) [eb]| = |&f - |1

iii) als a<b < c¢ dan |b| < max{|a},|c|}

iv) Ia+bl =< la[ + |b| en [|a+b| = la.l + |b|]¢=b[a.= OVb=0Vab>0].

1461¢ 2ij K een kommutatief lichaam. Onder een waardering w van K verstaat men een
afbeelding van K in RE die voldoet aan de voorwaarden:

i) w(a) 20 voor alle a€ K, w(a) = Oea=0
ii) w(ab) = w(a) * w(p)

iii) wla+b) <w(a) + w(v) .

Bewijs dat | | een waardering is in R4 (zie 1.60),

Bewijs dat | l een waardering 1is in Cme.

1462, Beschouw Rt, en 2ij p een priemgetal.

als x € Bt \{0} is x=p" ) -2, wearin ggi(p,|t|) = ag2lp[n|) =
= S'S'd(]tlylnl) =1,

;&:é,_s'e & s

Bewijis:

T “_‘fi‘? e

i) v(x) is door x eenduidig bepaald.

-y (x)

Neemt men wp(x) = P voor x 7‘ O en wp(O) = 0, dan iss

ii) W, een waardering van Rt.
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2.1,

2. 29

2e30

2440

Z2e50

2460

2eTe

V10,

ReBle getallen

Bewijs dat een geordend lichaam K dan en slechts dan archimedisch geordend is
als bij iedere a € K een n € Nt bestaat z6 dat n=n « 1 > [a] .

Bewijs dat een archimedisch geordend lichaasm kommutatief is.
Gevolg: R4 is kommutatief.

Onder Rt[t] verstaan we de verzameling van alle polynomen in de variabele t met
rationale co8fficiénten.

We noemen een polynocm p('t) "positief" ale voor de coéfficiént pq,"1 van de hoogste
pacht ven t in p(t) geldt pg > O (in Gh).

Bewijs dat Rt[t] een ring is (bij de voor de hand liggende composities) met
eenheidselement, en ga na of Rt ] geordend ig; zo Jja, ook archimedisch?

2ij K een Dedekinds geordend lichaam en zij U een naar boven hegrensd desl van
K; =zij V={x€K|Vy€U=y€x} .

Bewijs dat sup U = inf V .,

Een niet-archimedisch geordend lichaam bevat een deelverzameling die een boven=

grens heeft maar geen supremam,
Bepaal sup { sin xl € R \{O} }o

Zij I ¢=[-1,1] cRE,

Als f € RﬁI en g € REI wordt £ V g gedeflnieerd als (f Vv g)(x) 3= sup{f(x),g(x)}
I

voor alle x € I, Tus £ V g € RE ™,

Teken de graficken van de volgende elementen R£
i) f s £(x) = x+1

ii) g glx) m=x+1

iii) h : h{x) = aresin x

iv) Vg

v) gVh

vi) (~f)Vh

vii) (f=-g)Vh.




Vil.

2.8 2ij a € RL en b € R4, en a <« by bewijs

, i) depy P a<o<h

ii) 30€R£\Bt t a<c<b.,

2.9. Bepaal inf{-s-’-l-;lc-}-c- |0 <x <'§} .
2 2 2 2 2 2
+ +‘..+ - + +°’.
2,10, Zij & 1= =32 (n-1 , b= 1-%2 R nE M.
n n3 n n3

ijgs ¥ z < o
Bewijs n €W an an+1 <bn+1 <"‘on

Bepaal de verzemeling D := {d € RZ | Vn

€Nt
a,n+bn
2011e ZiJ 0<za,'l -<b1 en VnEN't Pa, T Van-bn ’ bn+1 == .
- Bewijs: vneNt ta <a . <bn+1 <bn .

Bewijs dat sup{a |n € Nt} = inf{b [n € Nt} ,

2412, Bepaal 1lim sup{an} en lim inf{an} als
. n

1), a = ()l

ii) a :==n+-31-+ (-1)n(n-1;)

a +b 8 s}

iii) 0<a <b1, 'bn =

I
. + — 5 By 5 voor alle n € Nt ;

iv) a, #=1b ult 2,12 iii),

2413, Bewijs dat voor iedere rij {a‘n}neﬂt geldt

lim inf 2 < lim sup a_ o
n n

2414e Bewijs dat lim inf 8, = 1im sup &, dan en slechts dan als 1lim &, bestaat;
n n n
in dat geval is

limini‘annlima.nnlimaupan a
n n n




2215,

2.1 60

2417,

2.18.

2419

24204

2.21,

24224

V12,

23) fo by eqy SR gy Ynem % <P ¢ 2 o = swie |k >nl.

Bewijs dat {ocn} een niet-gtijgende rij is en dat inf{an} = lim sup a .
n .

2ij in Rt:

la ~a] <¢.

= : v 3 v
a ian n = e€Rt,e>0 nENtE m>n'"m

n -

Bewijs dat limn™' =0 endat lim2 " = 0.
n-boo n-boo

Zij K een archimedisch geordend lichaam met de eigenschap: Iedere begrensde
monotone rij heeft een limiet.
Bewijs dat K = R£,

Zij X een archimedisch geordend lichaam met de eigenschap:
Neemt men in K de rijen {a'n}n(-ZNt en {bn}nENt z8 dat

P a -‘Sc%b.

¥ t g =g =h- =bh dan is er een ¢ € K met V
n n €Nt n n

n €Nt n n+1 n+1
Bewijs dat K = R,

Zij K het lichaam dat in 2,18 wordt beschreven.
Bewijs: als K de vereniging is van niet«lege disjuncte deelverzamelingen A en
B, 28 dat '

a<h ’

v
Voca 'ven
dan is er een ¢ € K z8 dat
VxEK [x<ec=x€4A] en VxEK[x>c==>x€B] .
n 0 on n=i . i
Bewijs dat VaER.ﬂ VbER,evnENt t (a+b) =i§0(i)a b .

Zijn a en b re¥el en positief en a < b den is

n n
Vnemtira <b »

Zij A = {x € R& I x > 0, % < 2}; bewijs dat A een bovehgrens heef't en dat,
als o := sup A, o«F =2,
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24230

24240

24254

2,26,

24274

2425

2430,

V13,

Zij s € REy 8> 0; en k € Nt .

Er is precies &én positief redel getal ¥ zé dat Ek = a,

X
Notaties: E =\/: .

k k
O<a<hb enk€Nt=»0<\/:< b .

Als 5> 0 ig {a,n}n een monotone rij, voor a < 1 dalend en voor g > 1 stijgend.

T1 .
Als a > 0 is {\/a:}n gen monotone rij, voor a < 1 stijgend en voor a > 1
dalend.

oo
Een reeks I a, is dan en slechts dan convergent als
n={
v 3 v v | N*‘?;q [
a | <e .
e>0 NENt pENt qE Nt n=Np

Alg de rijen {an} en {bn}n voldoen- aan

n
) n
1) Vaem ’IkE Byl <M
=1
1) Yiew Py ¥ Pau

iii) 1limb_=0
n -+~
oo

dan is Z a.nbn convergent. (Stelling van Dirichlet)

= =]

Een recks I fn(x) is dan en slechts dan uniform convergent op V als
n=1
N+p+g

v :
e>0 “NE N Vpe Nt qu Nt x€V In=§T+p fn(x)l <€

v

De rijen {fn(x)}n en {gn(x)}n zijn op V gedefinieerd en

n
1) 3y View Yxev ‘lki f,6) <




i

2431,

24324

2e33

20340

24354

V14,

v =
1) Yoeny Yeev g,(x) =g, (x)

iii)  lim gn(x) = 0 uniform op V.

n =

[+ =]
Bowijs dat I f_ (x)gn (x) op V uniform convergeert,
n=1

o0 o0
Zij -2 a convergentj bewijs dat I anxn uniform op [0,1] convergeert.
n=1 n=1
Bewijs dat
1
i) 1052“1-"12'4'3--14'_"'.-.
. T 1 1 1 .
ii) 'Z=1-“3"+'5-'-;'+... .

Als lima =ay, limb_=aenV a <=c¢ <b , dan is lime = a,
n n n n I n n
n n n
Als lima m=aen limb =1 dan is lim(an+bn)==a.+b, lim g b = ab

n n
n n . n

‘en (indien a ¥ 0) 1lim a: =a™,

n

Zij p € N4\ {1} enx € Re, Osx<1.
Bewijs dat er een rij {an}ne Ni bestaat zo dat Vn a € MU {0} en

i) v, 0<a <p

N Inm

oc
ii) x= Z
i

ke

" n - L] L3
iii) als Viem?P X g Nt is de rij {a'n}n door x eenduidig bepaaldj

n€ Nt pn x€ Nt zijn er precies twee verschillende rijen {a‘n}n

en {a.;l}n die asn i) en ii) voldoen.

iv) als 3

a,
Bewijs dat iedere reeks ET —% met 0 < a <P convergent is met een som x
P

waarvoor 0 €« x <1,

Opmerking: sls p=2 resp. 3 respe 10 heet {an}n de binaire resp. ternaire

resp. decimale ontwikkeling van x.

o=
L J

Bepaal de binaire, ternaire en decimale ontwikkelingen van Jé-, 33-, 35-,




-

§ 3.

310

3e2a

Ze3e

3.4.

545

3.6.

370

V15,

Topologie en metriek

Zij U := {x €ER4|x > a} voor alle a € R4 en zij

Yi= (U}, e, U WiRE} .

Bewijs dat (R4, "}) een topologische ruimte is.
Ga na of (R4,7}) hausdorffs is.

Zij X‘een verzameling met oneindig veel elementen.
zij “t:= {U € P(x) | X \U is eindig} U {#} .

Bewijs dat (X,"}) een topologische ruimte is.
Ga na of (X, t) hausdorffs is.

{aybycyd, e}

1, = Jb{ah{eah (ol fbyesdel}

7, = b (2} {esa}s {r0sd}s fb,0,d})

Y, = Kb ah {oah {moal fabhd,e}) .

Zij X :

1

Ga na of (X,'11), (X,'?a), (X,’?a) topologische ruimten zijn, en zo ja of ze
hausdorffs zijn. '

zZij T = {’1a}a een collectie van topologie#n van een verzameling X, bewijs
dat (X, N ’7a) een topologische ruimte is.
a . :

Bepaal alle topologie®dn van de verzameling X := {a,b,c} .
Hoe zijn deze topologiedn (door inclusie) partieel geordend?
Geef een voorbeeld van een vereniging van twee topologiegn die niet een

topologie is.

Zi3 voor alle r € Rt: U_ = {a € R4 a> z} en Te={v} ..U {gRe}.

Ga na of (R%,”}) een topologische ruimte is.

zij- f= {UEP(Nt) [n€ U= [¥ m|lan=mnecu)l}.

mE Nt
Bewijs dat (Nt,(Y) een topologische ruimte is, en dat /1 niet de discrete
topologie van Nt voorstelt.
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3,80 Zij A cR; & += U U (& heet het inwendige ven A).

. Ue

Uca

Bewijs dat
i) AcAeni et .

ii) x is inwendig punt van A¢&=x € i.

a
- —-— N
3.9, Bewijs dat, als A de afsluiting van de verzameling A is, 4 = X \ X \ 4.

34104 Bewijs
—

-] L]
i) AUB>AUB ,
’ o
i) £N3 =403 ,
ii1) AUB=4AUB ,

iv) ANBcaNB ,

-]
v ) [+] o — — .
Geef voorbeelden woarin AUB#AUB en ANB#ANB.,

3.11 Een deel & van "! heet basis voor de topologie ] als iedere U € ’7 kan ge=

schreven worden als vereniging van elementen van 08- .

Bewijs dat (R,d) als basis heef*lf.. {Bx,a}xER

a=0 .

3,12, Zij OJ== {ve px)|x\veT} .

Bewijs dat
i) ¢€ﬂ
ii) Xe

iii) Als {U } COJda.n nu EOJ
(2 s ] atx
| n

iv) Als {Ui}iq,...,ncoj dan 131 Uiecq_




3.130

Se14e

3e154

3,16,

34170

ViT7e

In de topologische ruimte (R,“{) zi]j voor iedere A c R:

i) Av := de’ verzameling van verdichtingspunten van A.

ii) A" = de verzameling van randpunten van A.

Bepaal in de topologische ruimte R := {a,b,c,d} met de fopologie

r

A{» t= {95, {a}, {a,b},{a,b,c},R} van alle deelverzamelingen .K., Ay A en A.

Bewijs dat voor alle A € P(R):
i) A=AUA' en Z=2aUx"

o Parun
ii) A =a\a" en AT =rR\(& UR\A)
1ii) A€Yeana" =4
iv) (a4 na%)’% ¢

v) A5 cat enm TA =4

vi) ¥ c st en 131' = A
vii) A =A'e=sR\4 € "} & A heeft geen gefsoleerde punten;

. 0
.en toon door een voorbeeld aan dat BAEP(R) AT £ P,

2 °
zij a{d) 3= A en p(4) =4,
Bewiju dat:

i) A€Yf =2aca(a); R\2EY =2p(a)car,
i1} a(a(a)) = «(a) en p(p(a)) =pa) .
iii) [A€Y &BE€EN &ANB=@]=cA)na@B) =0,

Als A geen gelsoleerde punten bezit, dan A evermin,

Zij R een verzameling en zij Y een afbeelding van P(R) in P(R) z6 dat

1) v(d) =4

11) VAEP(R) : Acy(a)

Y(r(a)) = v(a)

ii1) Yy e pr)

iv) vAE P(R) VBe P(R) : Y(A U B) = Y(A) U T(B) .
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Zij nu C?== ver@)|v =y} .
Bewljs:
‘ i) AcB= Y(A) c T(B)
ii) dat Cj de in 3,12 opgesomie eigenschappen bezit.

3418, Bepaal de met de vier in 3,17 genoemde eigenschappen van y corresponderende

eigenschappen van de afbeelding i van P{R) in P(R) die wordt gedefinieerd door
(a) =4
Aarwijzings 3 1(a) =R\Y(R\4) «
3619 Zi.j (R, ) een topologische ruinbte, z1j § ¢ R en 2i] Mls={Uns|ueV}}.

Bewijs dat (S, anS) een topologische ruimte is.
($|S heet relatieve topologie, ock wel geInduceerde topologie.

34204 Zijn (R, ¥) en (S, }|5) als in 3.19.
Bewijs dat:

i) s€“1<==#vAEP(S) [A e"{%ae s8]

ii) R\S €% =V, e p(s) [R\& € te=s\a € ¥|s] .

30210 Zij R 3= [0,1[; "{:= {8} U {[0,al |2 € R} .
Bewijs dat (R,"?) een topologische ruimte is; ga na of (R,“?) hausdorff is;
geef een voorbeeld van een rij in R die meer dan &&n limiet heeft.

3 laat zien dat deze functie

3,22, In RZ definieert men een metriek door dfx,y) = |x=-y
aan de voorwaarden van een metriek voldoets
Bewijs dat iedere open verzameling vereniging is van aftelbaar veel disjuncte

. open intervallen,

%e2%4 Z1j 4 een metriek op de verzameling R.

Bewijs dat de volgende functies van R X R in RE eveneens metrieken zijn:

i) ar: Vv di(a,b) = inf{d(a,b)y1}

b

: . dia
f v VY " s
.'.Ll) ah B d (a.,b) F] ,b .

1
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30270

3428,

3429

3430,

3e310

V15,

Zij (Ryd) een metrische ruimte, zij B de open bol met middelpunt x en straal

o (voor alle X € R en alle o« = 0). Bew:.,]s dat
i <f = B
1) “=P Bx!“ © X8
ii) 3 :B _cB
YEBx,d g>0 ¥ Xy
iii) de doorsnede van twee open bollen is vereniging van open bollen;

iv) (n € Nt) de doorsnede van n open bollen een vereniging is van open
bollene

Zzij (R,d) een metrische ruimte en gx . {y € R|d(y,x) < a} voor alle x € R
H
en alle o = Q.

i)  Bewijs dat B_ _ gesloten is.
Xyd

ii) Bewijs dat Bx,oc\Bx,a gesloten is.

Z2ij X = RE X RE, Definieer d op X X X door:

als x=(x,9%,)y x=(,,5,) 18 dly) =V(x -5)" + &, -7, .

Bewijs dat (X,d) een metrische ruimte is.

Hoe ziet B er uit?
Xy

Als 3.26; neem A*x, y) = lx1 fy1| + ]xa—yzl

Als 3.26; neem d(x,y) = m:;m;:{]x1 -yil’lxz-yzl} .

Bewijs dat de door 4, d¥* en TinXx bepaalde topologie&n dezelfde zijn.

Zij (X,n*) als in 3,263 Py is de afbeelding van X in R4 die wordt gedefinieerd
door: v_}_c_EX 2Dy X ™ X, e
Bewijs dat: T open in X = p, (U) open in R2 .

Toon door een voorbeeld aan: T1[U gesloten in X ==>p1 (U) gesloten in R4] .

72ij X = R,e[°"] en d(f,g) = sup|f(x) = g(x}|} 215 {f }nENt gedefinieerd door

v .f(x)ax .

n& Nt vxE [0,1]




30324

3033

3034

3035 21 H 3= {{xn}nENt € Cm

Va0,

Ig de rij {fn}n convergent?

Is de rij {fn (x) }n voor enige waarde van x convergent?

Beantwoordt deze vragen ook voor {gn}n met gn(x) =1 = (—;—)n en voor {hn}

: 1
met hn(x)=-£ alg x<-§-ren hn(x)=1 -

2x
n

=1
n+1 als x T e

Zij X = ¢([0,1]), d(f,g) = max{|f(x) = g(x)| |x € [0,1] .
Geef een voorbeeld van een rij {fn}n in X z6 dat Ve [0,1] 1’ll_,. i‘ﬁ(x) =0 en

lim f_ o

n -

oo

Bewijs dat (X,d) volledig is.

zij (R,d) een volledig metrische ruimte en n} de bijbehorende topologie; bewijs
dat R\F € " = (F, ¥ | F) volledig.

In een metrische ruimte is de afsluiting 4 van een verzameling A de verzameling

van alle limieten van convergente rijen in A,

o0
g | xn|2 < ®} .
n={

Ntl

In H worden drie composities gedefinieerd:

-+

(y)
Bewijs
i)
ii)

iii)

-

by by =, v9}, » ExE-H
cx{xn}n = {axn}n y Cmx H=-H

[=.0]
{x} s {v.}.) =2 x ¥ Hx H=Cn .
n'n n'n ney B0 !’ _

dat:

deze definities geocorloofd zijng

(B, +, ) een vectorruimte is;

( , ) voldoet aan de eigensché.pi:en van een inproduct:
I, t (a,0) = (bya) (a is de notatie wvoor {an}n)
I, : (Aa,b) = Ala,b)

1,

@+b,o) = (@,2) + @,2o)

en bovendien aan

%

*
.

a#0 =(a,a)>0.
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3436,

30374

3438,

5039’

5440,

341,

3e424

4945,

V21,

iv) laat zien dat deze ruinte H geen eindige basis heeft,
Vervolgens definieert men

1, 1) = G-g x-° .
v) Igat zien dat 4 een metriek is.

vi) Bewijs dat (H,d) volledig is.

”# is een klasse verzamelingen natuurlijke getallen gedefinieerd door
={kemle=n}; Fe={g} Ui .
i) Bewijs dat ™| een topologie is.

ii) = {1,24,47,85}, B = {n€W[3{n} .
Bepaal X en3,

iii) Bepaal de deelverzamelingsn van Nt die in Nt overal dicht zijn.

Bewijs dat:
i) Rt in RZ overal dicht is,

ii) RE\ Rt in RE dicht is.

[<]
Bewijs: A nergens dicht &3 A = ﬂ.

Bepaal in (Nt,"¥) van vraagstuk 3.36 de deelverzamelingen van Nt die nergens
dicht zijn.

Bepaal bij een discrete ruimte alle overal dichte en alle nergens dichte deel-

verzamelingen.

Bepaal bij een triviale (topologische) ruimte alle overal dichte en alle nergens
dichte verzamelingen.

7ij A overal dicht in (R, V), § # B € .
Bewijs dat AN B ¢ g,

Zij'(H,”}c) een oneindige verzameling met de cofinite topologie (gedefiﬂieerd
in vrasgstuk 3.2).
Zij A een oneindige deelverzameling van R.

Bewijs dat A in R overal dicht is.




V21.

3e44e Zij Cm voorzien van de metrische topologie.
745 A, = {z2€0n| |z-%-4i] <1} wvoor alle k € Ch en alle £ € Gh;
J
evenzo
K, 2 1= {z ECmI lz-k-£i| <'1é‘} ’
Cy, 2+~ {z € Cn| |z2-k-4i] <1} ;
ﬁ £:=

ol = {Ak,z}k €Gh,L€Gh * T {Bk,,e}k €Gh, £€Ch ’ {Ck,,e}k €Ch, £€Ch
Bewi]js:
i) O is een open overdekking van Cm

ii) Hen L zijn geen open overdekkingen van Cm,

%¢45e Zij R voorzien van de cofinite topologie “}(c .

Bewijs dat (R, “{c) compact is.

’ 3,46, Ben cindige verzameling (met welke topologie dan ook) is compact.

" 347+ De triviale topologie is compact.
%.48, Ben oneindige verzameling met de discreie topologie is niet compact.
3.49. Ten deelverzamelf.ng A van een t0pologische ruimte’ (R, ”“i) heet compact als

(A;,"% | &) compact is.
Bewijs dat in R4 ]0,1] niet compact is, en dat [0,1] compact is.

e
+

3.50. Een deelverzameling A van (R,"{) is dan en slechts dan compact als iedere open

overdekking {Ua}ot van A een eindige deeloverdekking bevat.

3451 .\‘f In een hausdorffruimte is iedere compacte verzameling gesloten.
3,52, In een compacte ruimte is iedere gesloten deelverzameling compact.

3453+ Een verzameling in R£ (en evenzo in Rn) is dan en slechts dan compact alg ze

gesloten en begrensd is,

3e54e Z1ij A een rij-compact deel van een metrische ruimte, dan is 4 gesloten en begrensd.




o

3455,

3.569

vaz,

Zij "1(1 de door de afstand in Rt voortgebrachte topologie; beschouw
' 2
V= {x € Rt | x <2} .

i) Bewijs dat V gesloten is en dat V open iss
2 oy

ii)  Zij £ : V - RL gedefinieerd door f(x) = _|_|-L en zij
2|x| +2

Ux 1= ]x-f(x), x-i-f(x)[ voor alle x € V,

Bewijs dat Ve U O .
: x€EV x

iii) Bewijs dat V niet compact is.

Zij C de deelverzameling van RZ waarven de elementen kunnen worden geschreven
als o g

I o= (vergelijk vraagstuk 2434)

n=y 3

mnet a_ =0 of 23
n

i) C is eeneenduidig af te beelden op het segment [0,1].

3i) C is niet-aftelbaar.

iii) C=C' en C=C,

iv) C is nergens dicht.

v) bij jedere € > O bestaat een overdekking van C met segmenten [ak,bk] z8
dat Ek | b:.c - a.kl <& « C heet de Cantorverzameling.

3e57. Bewijs dat Rt, R£ en Cm niet compact zijn.

54584

Beschouw in R2 de rechte L met vergelijking y = 0
de cirkel C met vergelijking % + (y=1) =1,

De rechten uit de lijnenbundel door (0,2) definidren een injectie
van L in C; noem deze afbeelding f. '
Bewijs:

i) £(n) =c¢\ {(0,2)} .

ii) U open in L= £{(U) open in C,

(L en C bezitten de relatieve topologie, geInduceerd door de metrische
topologie "f van Rz )e




L

3¢59¢

V23,

iii) K compact in L = f(L\K) U {(0,2)} open in C.
We definiéren ’een nieuwe ruimte, L_:= L U {w} en een topologie in L __,
M oo 2= | L UK, waarin /}p:= VU{e}vecl en L\V compac_’c} .
We definiéren g : L_~C door
als x €L is glx)=1{x)

g(=) = (0y2) «

Dewijs:

iv) g is een bijectie.
v) W open in L_e=g(W) open inC.

vi) L, is compacts

L 0 heet de eenpuntgcompactificatie of Alexandroff-compactificatie van L.

Bewijs (op geheel aan 3.58 analoge wijze) dat Cm een eenpuntscompactificatie

bezit,.

[




§ 4.

4.1.

4020

4e3e

dobe

4e5e

4o6e

deTe

4e8e

494

4-100

4et1e

401 2e

V24,

limieten, continulteit

L
Ben rij {x}_ € 22 (of € Cn'?) heet een mulrij als lim x =0,
n -~ o
Als {x } een mulrij is en voor de rij ({y,}, &eldt

BmENtHaEsznamlyﬁ'S“|xJ

dan is {yn}n een nulrij.
2ij {xn}n een nulrij en {an}n een begrensde rij, dan is {an xn}n een nulrije.
{xn}n is dan en slechts dan een mulrij, als {lxn]}n een nulrij is.

Is {xn}n een nulrij, dan ook iedere deelrij van {xn}n'

’ - = - £ Iq' -
Is {xn}n een nulrij en is n een permutatie van Nt, dan is ook {xn(n)}n een

IlUlI'ij .

Zij o een eeneenduidige afbeelding van It in Nt; als {xn} een mulrij is, dan

n
ook {xo(n)}n°
l ) . a
Als {xﬂ}n en {Xh}n nulrijen zan en als
' < '
amEN'l: Vn?m *n < Sx.n '

dan is {Xn}n een nulrij.

Als {x }

i o0 {yn}n nulrijen zijn, dan ook {ii-fyﬁ}n en {xn-yn}n-

Als a >0 is {{;-—1}n een nulrij.

Als |al <1 zijn {an}n en hl’ap}n nalrijen.
- | .
Als.a > 0 is {n }n een nulrij.

Maen=>2enp>=1 danis (1+p)">1 +mp.




4413,

4414,

4415,

4,18,

Ga na

4419

442G,

4.21,

1
{ \/;-1 }n is een nmulrij,.

ij is d

Als {xn }n een nulrij is dan

Als x —x dan
n

Bewl]s dat de rij {xn}n met

. 1 2 pi}
1.1m '—+'_'é-+o¢- +_2' =
n=—+on n n

Toon door een voorbeeld aan

of de volgende (4,19 = 4.24)

f: RIE\{O} +REL; £{x) =

i) v = Jo,1]

ii) ¥ = [-1,0[ .
£ : R x RE \{(0,0)} = RL;

i) V os= {(x,y)ER,GxR,C

ii) s= {(x,y) € R& x RL

V25,

ook {-1- 2 ox.} .
n . i’n

i=1

n
ook — X x, =X .

. i

i=1
x 1= ] + 1 + een +—1- convergent is.
n n+1 n+2 2n
i
T e

dat het omgekeerde van 4.13 niet geldt.

limieten bestaan er zo ja hoe groot ze zijn.
1

e 3 lim f(x) .
x=0
xEV
f(K’Y) = 2‘ 5 3 lim f(X;Y) .
x ty EX’Yg“’(O’O)
X,y)EV
| x = v}

| <* + (y-1)% =1}

iii). Vo= {(x,y) € RE x 24| |y| < 5}

iv) V= {(y) €ERex RE |y <2} .

7ij W = {(x,y) € R& X RE | x
- Xy,
‘P(X_:Y) = (X+Ys x_,_y) H

i) Vo= {yzO}
ii) V= {x=y}

iii) V = {x=0}

+y#0}, 9+t W—=REXRE ;

1im CP(JQY) .

Ex,yg-— (0,0
X, yJEV




V26,

iv) 7 = {2x+y=0}
v) Vo= {x4;2y=0}

vi} V= {x+y >0} .

. 2 2
44224 1) lim lim 32—3-“'—
x=0 7 -0 %2 +y°

x€R \ {0} y€R£\{O}
X2_ 2
ii)  lim lim R AR

y—0 x=-0 x2+y2
vE€RL\ {0} (xeRre\ {0}

2 _ .2
114) Tim £

(x,y

g (0,0) ' X
(x,5) €RE\ {0} xR\ {0}

2+2

2 2
4230 1) lin {lim EoIIE Y
x=0 |y=+0 Ty

2 2
ii)  lim {lim X=yHx FY }

y—=0(x-0 Xty
2
i1i) lim xoytxi 4y
(x!Y)"’(O’O) xty
x+y¥0
4424 1) lin [lim x sin -
x+0Yy=-0 Y
y£0
ii)  lim {lim x sin -
y=0 [x=0 y
y#0
1ii) lim x sin 33;
(X’Y) ".‘(0!0)
y#0

In het vervolg word% onder een functie gewoomlijk (dat wil zeggen: tenzij uit de

tekst duidelijk anders blijkt) een reBle functie verstaan: een afbeelding in RE; dan

ig de functie & op R gedefinieerd door: VXERG(X) =0. |

44256 Z21j £ ecen op [0,1] continue functie met de eigenschap: VxERt n [0’1]f(x) = Q,
Bewijs dat f = o.




27

4.26, De functie £ is gedefinieerd door:
Als x E Rty x = m:rl.-1 met ggd(m,n) =1 : f(x) = n.
Als x € (Re\Rt) U {0} : £(x) = 0.

Ga na of er punten zijn waar f continu is.

4427« De functie f is gedefinieerd op RE, continu in 1 en heeft de eigenschap:
v v +y) = + £
o Uy Tlery) = 26 + 2(y) .

Bewijs: EaERI, vxER,E f(x) = 28X e

44284 Zij £ een continue functie op een metrische (of topologische) ruimte R en
zij S 1= {x € R|f(x) = 0},
Bewijs dat 5 gesloten is.

4429, Zij T een functie op [0,1] met de eigenschap vy o ¢ [de vergelijking

£R
f(x) =y heeft 0 of 2 oplossingen] .

Bewijs dat f op [0,1] niet contimu is.

4430s Zij S een begrensd deel van RE en f uniform continu op 33
bewije dat f begrensd is.

de31e Zij S een gesloten deel van REZ en £ continu op 53

bewijs dat er een continue functie g op R£ bestaat 26 dat V. o fx) = glx).

€
14324 Z21ij B een metrische ruimte waarin A en B disjuncte niet~lege gesloten ver-~
zamelingen ziin;g

bewijs dat er een functie f op R bestaat die woldoet aan

i) f continu

15 ’ V =
ii) <€A f(x) =0
11i) ¥ op £lx) =1

iv) VxER\(AUB) 0<fx)<1.

44334 Z2ij V compact in RE en £: V - RE continug

bewija:
i) bij iedere x € Vis een interval I ¢ V26 dat y€ L = |£G)=£(y)| < 1

ii) £ is begrensd.




V28,

40340 £y g en h zijn functies van R in RE waarvoor £x) = x+y, glx) = xy en
h(x) := xy | (voor y#0); bewijs dat £ en g op Ry hop Ra\{y= 0} continu
zijn. '

4435« Zij £ : RE = RE monotoon op Ja,b[; bewijs dat f niet meer dan aftelbaar veel
sprongpunten kan hebben,

4¢36e De functie £ : V- Rn (V is een willekeurige topologische ruimte) is dan en

slechts dan continu als alle componentfuncties contimu zijn.

437 2ij £ continu op R, a, € RE, Vn
Bewijs dat f(a) = a.

ta 1=7f en a = i
N (an__1) : lim a_ .
n -+ oo

22

46%8, Zij £lx) = sin"; voor x > 03 ga na of f uniform continu is op ]O, [ .

4039. Zij f gedefinieerd en uniform continu op [0,1] ;
bewijs dat er een continue functie g op [0,1] bestaat z6 dat

VxE Jou1] fx) = glx)»

A.40. Bewijs dat de vergelijking

¥ sin le +x log(1+x%) +2 =0

een reele wortel heeft.

heAle Zij I 5= [0,1] en C(I) de verzameling van continue functies van I in R.£
(vergelijk 1.40).
Voor £ € C(I), g € C(I) zij d(f,g) t= swp{|f(x) -~ g(x)] |x € 1} .

Bewijs dat (C(I),d) een metrische ruimte is.

Tn 1,40 is al bewezen dat C(I) een ring is. Zij voor iedere p € I:

OLP := {f € (1) | a_ Jp~emp+e[nIc f‘-(O)} .

>0
Bewijs:

i) CXP is niet een open verzameling in C(I)
ii) O(p is niet een gesloten verzameling in C(I)

iii) % is een ideaal in G(I).




V29,

4442+ Als f en g continue re&le funeties zijn op een topoclogische ruimte R, dan zijn

ook £V gen f V g continu.

|
‘ . 4ed3e Zij £ continu op [a,b]; 2zij V := {x € [a,b]| 3y> £{y) > £(x)} ~

Bewijs dat V N Ja,b[ open is; als V = Y ] » b, [ (vergelijk 3.22.) met
kL= ]ak, b [ﬂ]aﬂ,b [ = ¢ dan is \1 f(ak) < i‘(b ) (stelling van Riesz).




§ s.

S5ele

5¢2e

5ee

Sede

V30.

Continue en convexe functies

Zij C(I) als in 4e41s C(I) is een vectorruimte over RL,
Voor iedere n € Nt wordt een afbeelding B van C(T) in c(I) gedeflnleerd
door

3,26 = 5 o(E) (2 3k -x)™E
k=0

i) Bewijs dat Bn voor iedere m € Nt een begrensde lineaire afbeelding is.

ii) Bewijs dat 1 eigenwaarde is van Bn en bepeaal de bii 1 behorende elgen~

raimte.
) ‘4 (n w1 )32
iii) Bewijs dat Y oem By 3 = J—L—b—n ; hierin is j(x) = x.
. . .2 .3
. y 3 _Jt3m-1)i"+(ne1)(n-2)j
iv) Bewijs dat Vo€ o &J 2 3
v) Bewijs dat voor n = m de graad van Bn ;jm m is,

Zij £ € C(I) en M := d(f,0)3 2ij € > 0 en 8(e) = sup{d > 0| |x=y| <8=|f(x) -
- £(y)| < e} dan is (zie het op college besproken bewijs van de stelling van

Weierstrass )
M
n > = a(f,B f) < 2¢ ,
2 n
2ed
Bepaal voor de functies f(x) = |x - &|
’ : .
1
en g(x) = |x -5 - |x -3
. M
i)
2862

ii) min{n € Nt l d(an,f) < e} voor een geschikt gekozen e.
1
. . o n
2ij £ € C([0,1]) en vnemu{o} t M= fx £x)dx .

M heet het n-de moment van f (ov [0,11).

Bewijs dat, ale g € C([0,1]) en g dezelfde momenten heeft als f, geldt: f=g.

Zij‘feR,e[""] ; Osx<d, f£lx) =1
%-sxé1, flx) 1= 0.

Bewijs dat er bij iedere &> 0 polynomen p en g bestaan zé dat




5-5.

S5ebe

507

5089

5¢9o

5410,

5011

V3le

1) Vee[oy] PO L&) Zalx)

en

1
) [ 6 el <e
0

7ij £ continu op [0,2r) en periodiek op R® met periode 2m; bewijs dat bij
iedere £.> 0 een trigonometrisch polynoom t(x) bestaat zodat

Veerg 180x) - T <.

v v
7Zij R een metrische ruimte; V < Rj {fn}n cRe enf €RL
7ij lim fn(x) = £{x) uniform op V en zij £ begrensd voor alle n € Wt,

n -+ oo

Bewijs dat 3y VxEV anNt K [fn(x)l <M (dewez. de Ti] {fn} is uniform begrensd

Bepaal in drie decimalen nauwkeurig
11 _e_xz
[
x

0

2
zij g (t) = e yoor alle n € Wt en alle t € RA.
n )

i) Bewijs dat . gn|] -00,--1— ] en gni [l!_,oo[ convex zijn .
n ¥n
(=]

2 3
1i) Bewije dat f e 34 < 26 V;l o
1 .

Zijn f en g convexe functies op R4, en bovendien f niet~dalend.
Zij f o g gedefinieerd door (feg)(x) := flg(x)) .

Bewijs dat f o g convex is op Ré.

Zij f convex op RE, dan is door ieder punt wvan de grafiek van f een rechte die
"onder" de grafiek van f ligt.

Zij £ € C(RE) en f begrensd.
oo
L -n'l:2
Bepaal  lim n“ff(x+t)e at

n- o
-0




5.12'

Sel3.

Selds ¥

De1De

5164

5¢17e

5e184

5419,

5¢20,

5¢216

5.220

v32.

Bewijs dat (voor alle a,b, c,d € R4L)
1) (8% -12)(c?~a?) < (ac-bd)?
i1) (a2 +b2) (e +3d?) = (ac +bd)?

en dat het gelijkteken alleen geldt als ad=hec.

Bewijs dat (voor alle a en b € R4)

(a® -%)?> 4ab(a-1b)?
en dat het gelijkteken alleen geldt als a=T.

—2 < \!E; wanneer geldt = 7

. v
a>0 b>o a-1 +b-1

2 2
Va Vb Vc a

+1° +c¢2 =ab + bec + ca i wanneer geldt = 7

vy, {sb>0= (a® =12 )% = (a=1b)*}

'Va Vb {a,b < 0= (a2 -b° )2 = (a-b)4} wanneer geldt = ?

¥ ¥ {a+b?0,=> 3,3 +b32a2b+ab2}
a b

s

2ab
VaVb[a+b740=}a+b£E{)]. .

a+hb a +b
oy T3 S > .

Als V. y.= 0 en V. m, € Nt dan is
1=1,...,n 1 1=l gasegl 1

1 My

Bewijs dat:

i) lim 'W[ (a) = Max g
T i

-+ i
ii) 1im /W(I_(a) =min a;

T B 1




V53

5e23. Zij f convex en begrensd op R4, Bewijs dat f constant is.

. e s = = = = = = . = = 0 »
5e24e 21j n € N4, 8, a, T2, eee Zay 0, b1 b2 b3 . bn

n n n
Bewijs dat (E )(z b)snz b .
i AV R

5.25. Z1j @ een monotoon stijgende continue functie op [0, [, ¢(0) = 0, a 0 en

b € CP( [Oi m[)-
Bewijs dat

a b

f o(t)at + f ¢ (3)dt = ab
0 o

(ongelijkheid van Young) .

5.264 Zi3 £ € C([0,1])y g € C{[0,1])%
Bewijs dat

i) ( fi‘(t)g(t)dt )2 sff(“c)2dt . fg(t)zdt
0 0 0

(ongelijkheid van Cauchy-Schwarz-Bunyakowski)

‘s 1 1 -
ii wls — 4+ — =1 >0 >0:

) " q s P y 4
1
a

L B

1 1 1
flf(t)s(t)ldt-S {flf(t)lp dt f!g(t)lth
0 0 0

(ongeliijkheid van HBlder) .

5427 Bewijs dat {voor £ en g als in 5.12 enp =1)
1

A

1 1 1
f l£() + g(¥)]® at} = f le(s)|® atl” + f le(x)|® at
0 0 0

(ongelijkheid van Minkowski)

5,28, Als {a.n}n en {bn}n rijen zijn in R (of Cm) en p =1 en als znlan[P < o




w.E]blP<w dan is
n'n ’

anan +bnlp < & en
1

{2 |a +v P}P < {5 |a [P}P + {5 o [P}

(ongelijkheid van Minkowski)

1

1

V34,



£, Differentieerbaarheid

6u1e X =0T (x =)
voor alle n € Ht .
e = o(x ) (x = o0)
6424 (log x)" ' = &(1) (x =oe)
6 1
(log x)¢ = 0x%) (x—=e) .
6030 x 10(1) = 0(1) + 0 2) (0<x <) .
Gede 2% + x 8in x = o(x) (x +e)
log(ez}C CO8 X 4+ &5) = o(x) (x =) .,
k K 1
6.5.( >=0’(—) (1 <x <) uniform ink (0 <k <) ,
2 .2 k :
x +k X
K2 1
6460 = 0(=) (x =) voor alle k > 0, mear niet uniform in k.
1 +xx’ x

1
—
+

6aT7e cOS X olx) (x =0)

ol(x)

e =1 +eolx) (x-=0).

6084 of{f(x)g(x))
o{f(x)eg(x))

o(£(x)) » o(glx)) (x = 0)
£(x) » eg(x)) (x—=0) .

1

]

6.9. n! = & n® Vom - (1+5(1)) (n = oo)
nlw= e-n+o'(1) n' \fé?t—l (n =),

6,10, Bewijs dat f & f(x) := x aresin x + 1 =x" wvoor x € [~1,1] in -1 resp.

1 rechts= resp. links differentieerbaar is.

be11s Bewijs dat £ : £(x) = (x-1)arcsin x in 1 links differentieerbaar is.




V36,

6.12, 24j P (x) = —— 1°[(x*~1)"], woor alle x € R¢ en alle n € Nt
2 et

Pn heet het n-de polynoom van Legendre.

Bewijs dat Pn van de graad n ig en n verschillende nulpunten heeft die tussen

-1 en 1 liggen.

6,13, Bewijs dat

¥ (x2-1)PI'1(x) + 2xP!(x) = n{n+1)P_(x) = 0

¥
nclNt =x

{differentiaalvergelijking van Legendre).

6¢14e Teken de grafiek van f:

f(x) = arcten x = & arctan 2x = .

1e=x

fe15s 0 < x = sin x < x3; 0<x<'g=>x<tanx.

Fel6a 0<x<12£=:sinx>%x o

2
fe17e x> 0 = cos x > 1 -252— .

6.189x>0==>sinx>x-1gx3 .
T 1 3
6.19.O<x<'2'=7‘tanx>x+gx .

620 x> D=2 Togx=sx =1 .

6210 [x> 0& 0<a<i]ax max<1 =a o

2 1
fe22e Teken de grafiek van f: f(x) = X0 - -(x2 -—1)3 .

6e23s 1i €. =2

25 xl_flo loglemx) + x = 1
— 3

6.240 1im 2% = X -\/;

x -1 1-\4/1c—3 ’
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6,25, lim x+gin x

X 00 x

1

sin x 1 =~cos x
64260 lim ('—-5;*- ) .
x=0

Ga na of de volgende functies {6427 = 6430) in het vermelde punt « continu of diffe-
rentieerbaar zijn en of de afgeleide daar contima is.
Schets de grafieken.

& =1

602Te x # 0 ¢ £x) 1= =

y £(0) :=1; a=0,

£e280 x> 0 = x° log x, £(0) := 03 a = O,

H
—

»
~—

6429 x > 0 3 f(x) HE xx, :E'(O) t=1; a =0,

X
e300 x > =1 en x # 0 : £(x) :=m, £(0) =13 o = 0.

651, O<x <1 = & <1tE

2

6432, O<:x<-12E=D cos® x < e ¥,

6e33 Als £ € pslsb]

leide, dan is f te schrijven als het verschil van twee monotone functies,

en als f differentieerbaar is op [a,b] met een continue afge~

6e34o Formuleer en bewijs de zogenaamde kettingregels voor samengestelde functies f og
in de volgende gevallen:

i) f :tRE—~RE g ¢ RE ~ RL

ii) f:R, RS g RER,
iii) £ + R =R, g : RE =R,

iv) f:Ra-fRa,g

e d

R2 - R2 °
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Te86
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Integratie

Als a>0, asx<bhen fx) t= "2 on V een willekeurige verdeling is van
[a,b] geldt voor de Riemannse sommen

8, < a ! - bmx

v SSV .

Bewijs dit en trek de voor de hand liggende conclusie.

Zij b >a >0, p>0 en £{x) := « voor x € [a,b];

i

-
zij t(n) = (ba™')" en V_:

{ay at(n), at{n)?, ..., b= aC(n)n}b.

Bepaal de bij £ en Vn hehorende Riemannse sommen en vervolgens If(x)dx .
a
b
Bepaal met behulp van Riemannsge sommen f o™ dx.

a

Bepaal 13 l (‘1""‘2"'1*‘0.. +£) °
n n n n n
1 - oo

. 1 .2 ..n
13_m1-(51n—'+51n—+... +81n-) .
n n n
1] =~ c0

lim n{ 1 4 ] + s + 1 }
nwo {((n+1)%® (n+2)? (2n)?

lim nZ{ 1 + 2 + oeee + Tl
n=o ((n?+1)2 (n?2+22)2 (2n?)?
ne=1
lim I —-% .

n= o k=0 n2 +k>

£ is op [0,1] Riemann-integreerbaar; 0 < & < 1,
f is op ]O,E[ monotoon niet-dalend, op ]2,1[ monotoon niet=stijgend;
g
- 1ol 2 n ‘
8, = [eex -1 {e(d) «2(2) + v v 2(BY) ;
0

. s 1 |
A = ofL 0o
Bewijs dat n U(n ) (n- ) e




Te10.

Tol1,

TelZe

Tet3e

Tel4a

Te15e

V39,

iy 1 1 1.
Bewijs dat l:l_m{n+1 tTEs ot e T }= 10g 2
T, - o0
. 2 2 2\
en dat 11m{2n+1+2n+3+...+4n_1}_- log 2
n —+00
iy . 1 1 a1
Bewijs dat n{ii n{log 2 - el 2n}" 1
) . 2 - 2 2 2 _ 1
en dat n]:.,ln;n {log - 2n +1 on+3% ~ *°° T 41’1-1} T3 *

Als £ op [0,1] integreerbaar is, is

ln T{e(1) = £(2) +£(2) + oou + (P p(BZ)} -0,

1 —> o

Als £ op [a,b] integreerbaar is en ¥ m< £(x) < ¥ dan is er een
x€ [a,b]
L€ [m,M} 26 dat
b
ff(t)dt = plb=a)
a

Als f en g op [a,b] integreerbaar zijn, als VxEZ[a,b] n< f{x) <N en als
g= wof g< o dan is er een p € [m,l] zodanig dat

b b
If(t)g(t)dt = pfg(t)d'b .

a a

Als £ op [a,b] monotoon niet~-stijgend en niet-negatief is en als g op [a,b]
integreerbaar is dan is er een £ € [a,b] zo dat
b g
[t - £t [attrae .
a

a

Als f onder overigens gelijké omgtandigheden monotoon niet-dalend is dan is
er een { € [a,b] met
b ' b
ff(t)g(t)dt SEON O
£

a




To164
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Als £ op [a,b] monotoon is en g op [a,b] integreerbaar is dan is er een
£ € [a,b] zo dat
b

£ b
ff(t)g(t)dt = f(a)fg(t)dt + f(b)fg(t)d'b .
2 g

=

De stelling 7.15 en 7«16 heten naar Bonnet.

Ga na of de volgende integralen bestaan:

oo
i) f—sﬂ}i dx
1 lx
1
ii) S2L X gy
g V=
oo
1ii) fi”—?-;rf-"i dx
0
e
iv) sin x dx

g

(e o]
v) f s:l.ix dx
0

vi) farctxan X 4y
0
o0
vii) f L sy 2>b>e¢>0
o Vx(x=b)(x-c)
> -'8.2 -2 _.b2 -2
viii) f{e X LT tax
; .

(=]

ix) j‘ xix
3 Vezx-‘l

¥
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[~o]
X) f 10g xdx

1 }:an =1
n/2

xi) log sin xdx .

Te18s Zij £ een voor x &1 positieve, niet=stijgende coentinue funciie.
' n n
i)  Bewijs dat lim { % f£(k) -jf(x)d_x} bestaat;

n=+oc k=1 1

=]

ii) Onderzoek de convergentie van & --—1—-5-
k=2 n(log n)

719, Zij £ differentieerbaar voor x =1, ' monotoon stijgend met lim £1ix) = 0.
x—bOO

EBewijs:
n

i) lim {3 (1) + £(2) + ¢0. + £(n=1) + T £(n) - ff(x)dx} bectaat;

n-bOO

1
noem de limiet 8 en de uitdrukking tussen { } s(n).

” 1n
ii) Vnem[ef(n)<s(n)—s<0] N
Pas deze stelling toe op f(x) 1= = 108 X
7020, Bewijs de volgende stelling met behulp van stelling 7.10 uit de syllabus:

2ij fn begrensd en integreerbasr op [a,b] voor alle n € I en

zij £(x) = 1lim fn(x) wniform op [a,b]; dan is f integreerbaar op [asb] en

n - o0
b b
ff(x)dx = lim fr(x)dx o
b R 4

a

7e2%te Bewijs met behulp van vraagstuk 6.33 dat, als £ en g' continue functies zijn
op _[a,b], geldt:

b b

ff(x)dg(X) = ff(X)g' (x)x

a &
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7e224 Als f van begrensde variatie en g continu is op [a,b], dan bestaat
b

[ 2x)a60)

a

0 gls =1 =x<0
1

To2%s 2ij flx) = { s 0<x < en
()._{O als =1 <x<0
8\X/) %= 194 18 0<x <1 *
0 1 1
Bepaal f £ (x)dglx), f f(x)aglx) en f flx)dg(x) .
-1 0 -1

Te24o Als een van de in de volgende formule optredende integralen bestaat, dan geldt:

b b
f £(x)iglx) + f g(x)dt (x) = £(0)g(d) = £(a)ala) .

a a

7.25. {Stelling van Lebesgue). Als f continu is en g monotoon stijgend is op [a,b], is

b g(v)
j‘f(X)dg(XJ =.I}(h(V))dv ;
a gla)

h wordt gedefinieerd als volgt:
voor alle v € [g(a), g(b)] is h(v) = sup{g‘-(w)]w € g([a,b]) N [g(a):v]} H

(in het bijzonder is, voor v € g([a,b]), h{v) := g (v)).

7+26+ Bewijs dat:
b
i) ‘f dg(x) = gb) - gla) ,

a

en dat, als de integralen in de volgende rechterleden bestaean
b b

ii) fb{f(x)-:,g(x)}dh(x) = ff(x)dh(x) :f glx)an(x) ,

a a




1a27

7428)

b b b
141) f £x)afa(x) + n(x)} = f £(x)ag(x) + j £(x)an(x)
a a. a
h b
iv) f}\f(x)dpg(x) = xuff(:c)dg(x) ;

als a< ¢c<b en alle voorkomende integralen bestaat, is

b c b
") [etonet) = [ etdaghe) + [ sGdast)
a a c
Bepaal:
2
i) f x* d log(1 +x)
0
n/2
11) f xd sin x
o
1
iii) f |x|]a arctan x
-
3 0 als x ==1
iv) fxdg(x) , g(x) 1= 11 als =1 <x<?2
‘ =1 -1 als 2<x<3
o -1 voor 0SS x<%
2 1< 2
v) fx ag(x), glx) = 1 0 VOOF TEX=3
0 2 vwvoor ;c= >
=2 voor 7 < xs2
Bewijs de volgende middelwaarde=-stelling:
Als Vxe [a,p] ™ < f(x) <M, g op [a,b] monotoon stijgt en
b.
ff(x)dg(x) bestaat, dan
a

b
4 € [my 1] ff(x)dg(x) = u{gl) - gla)}

V43,
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729, Alg a < ¢ < b, £ continu is op [a,b] en g op [a,b] gedefinieerd is door
‘ b
s({ael) = {0}, elle,b]) = {1}, dmn s [ £(6)ags) = (o).

a
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§ 8. De somformule van Euler -Maclaurin

In de opgaven 8.1, 8.2 en 8,4 =8.6 wordt met Bn het n-de Bernoulli-polynoom dan wel
de waarde ervan in O bedoeld.

8.1, Bewijs dat de verzameling der Bernoulli-polynomen {Bn }n lineair onafhankelijk is.

8.2+ Bewijs dat voor 0 s x <1

[+

. 1 cog 2nkx
i) B2(x) == I

n k=t k

n oo
ii) B (x) = =l («1)2* e2 = €08 AKX oor n even en =2 .
n n n
(2n) k=1 k
\ n+ o .

iii) Bn(x) = _‘3.:_.5 (=1) 2 +2 x ,gjs_:l;n__i_nl_c_x_ vVOOr n oneven en =3

(2n) k=1 k

Be3e Zij de functie § voor s > 1 gedefinieerd door

oo

C(S) t= L _lS- .
k=1 k

Bewijs dat lim &(n) =1 .

n-* o

Bede Bepaal de convergentiestraal van de reeksontwikkeling

B8c50 Als n oneven is heeft Bn voor n > 1 op [0,1] precies drie nulpunten; 131 heeft

er een. j

B8e.5s Als n even is heeft Bn op [0,1] precies twee nulpunten die symmetrisch liggen

TeOuVe '%'o
BeTo t= Ted met Euler-Maclaurine. : |

B8+8e t= Te5 met Euler-Maclaurin,




8090
810,
Ba114

8412,
8e134

8.14.

1= Tob
= Te7
t= 748
1= 749

met Buler«<Maclaurin.
met Euler=-Maclaurin.
met Buler=-Maclaurin.

net Euler-iaclauring

V46.

bovendien worde verondersteld dat f een begrensde

tweede afgeleide heeft op [0,1].

Bewijs de resultaten van 7.10.a en 7.11.a met Euler-lMaclaurin. Bepaal tevens

log 2 in 3 decimalen nauwkeurig.

Bewijs T«10.D en Te114b met Euler«Maclaurin.




§ 9.

. 941

!' | 9.21

Gedie

95

a

9abe

Integralen met een parameter; dubbelintegralen

o 2ij fx,t) gedefinieerd voor alle x € [a,b] en voor alle t € T; T is een

deelverzameling van R4 met een verdichtingspunt T en lim fx,t) = £(x) «
t—-T

Bewijs dat 1lim f{x,t) = £(x) uniform in x dan en slechts dan als
t -7

Yes0 50 wer Tver Yxe[a,p] LTl <BE [v-tl <bl=

[if(xyu) = £(x,v)| < €]

72ij f(x,t) gedefinieerd voor alle x € [a,b] en voor alle t € T; T is een deel~-
-1 n 3 3 L

verzameling van R waarvan "o gen verdichtingspunt is", d.w.z. VnEN‘c 3t€T

t>n.

Zij £(x) = lim f£(x,t) voor iedere x € [g,b]

-t-oo

Geef naar analogie van vorige gevallen de definitie wvan

£(x) = lim f(x,t) uniform in x.
>

Formuleer en bewiis het analogon van 9,1 voor het geval £t - ,

2ij f(x,t) als boven en T een verdichtingspunt van T (eventueel o of =~ o0);

lim £(x,t) = £(x).
t=*7

Bewijs dat. lim f{x,t) = £(x) uniform in x dan en slechts dan als voor iedere
t=T

rij {tn}n in T met limiet 7 geldt: lim f£(x,% ) = £(x) uniform in x.

n-—+ oo

Als £(x,t) voor iedere t € T integreerbaar is op [a,b] en £(x) = lim f(x,%)

Tt
unifore in x dan is £ op [a,b] integreerbaar en
b b
f.ﬂ(‘t)dt = lim f(x,t)dt. (Besc.houw ook het geval 7 = ),
t-T
SR -1

| 1
Bewijs dat lim dx # flim —-’-‘12—— .

vio g (x +y )2 vio (FP+7)

Aan welke voorwaarde(n) van 9,5 is niet voldaan?
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, 1 _x2
9eTe Als 9.6 met f% e Y dx .
o ¥ '

948, Indien f(x,t) continu is als functie van (x,t) op [ayb] x [c,a] dan is
: b
ff(x,‘t)dx een continue functie van t op [c,d].

a

9:9. Zij £(x,t) als functie van x continu op [a,b] voor iedere t € [c,d]; en
differentieerbaar naar t voor iedere x € [a,ble
Zij f_t(x,t) continu als functie van (x,t) op [a,b] x [c,dl;

b b
.4
dan is 3y fx,t)dx = fft(x,t)dx .
a a

9.?‘0. %2ij f(x,y) continu in (x,v) voor a s x <b, c <y s<d en zij
| b
F(y) := ff(X.:\r)dx, csy<d.
a
Bewijs dat voor ¢ <p =g < d geldt

q b

IF(Y)dy = f( qu(x,y)dy>dx .

P a P

1:/2

9.9 . Bepaal I(a) := f logg;(s.2 - gin® 8)d®8 , a>1.

]
9,12+ Evenzo I(r) = Ilogﬁ « 2r cos x+r2)dx ’ ]rl <1
0]

1
grctan x dx

Ge13e Evenzo o
xV‘l -x2

0

9014 Als f(x,y) op [e,b]) x [c,d] continu is met continue parti8le afgeleide
f (x,y); als a(y) en {S(y) op [c,d] differentieerbare functies zijn waarvoor
a<ay)<ben as<B(y)<hb; dan geldt -
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Bly)
de functie (van y) f £(x,y)ax
a(y)
is differentieerbaar naar y op [c,d] en de afgeleide is
B(¥)
fy(x,y)dx + (@) y) - a'(Wlaly)yy)
o (y)

:Fi{';9.15. De oneigenlijke integraal

oo

I(y) &= jr(:c,y)ax . yex

heet uniform convergent op ¥ indien

b

Voso 38 Vye v b>a 1 f

a

flxyy)ax - Ily)| < e o

oo

Bewijs dat f f{x,y)dx dan en slechts dan uniform convergent is op Y als

a
j v v
Veso 3 VyEY "b>B "o>B ] ff(x’Y)d"l <&
b
o0
9.16 Bewijs dat _x._:_,x_ dx
x +y F
1
uniform convergent is op R .
oo
-'tx2
9,17 Bewijs dat f e dx
0
uniform convergeert voor t = to >0,
o0
. -tx a
9418, Bewijs dat e X cog xdx (a=0)

0

uniform convergeert voor +t = -l:o >0.




¥

9'190

."::-1‘90 20,

4
%

9e21.

L D226

o230
9e24e

90250

V50,

o« n

]
Bewijs dat f‘% e 2X  dx
x

-1

niet uniform convergent is op Nt.
1
-1
Bewijs dat fxp dx
0

uniform voor p ®p_> 0, niet uniform voor p > 0

0
1

convergeert (dat betekent hier het convergeren van f voor n 1 0).

1

n

oy ——

iy i3 ini : i B, 2x°
Bewijs dat de rij {fn}n ey Gedefinieerd door x > O: fn(x) ¥ e ,

fn(O) =0 op [0, [ uniform convergeert.

oo o

Bewijs dat 1im fn(x)dx% f lim fn(x)dx .
0 0

n-+ o N =-. o0

Als f(x,y) voor alle y € Y en voor allen € ]0,b=a] op [ayb=7] naar x

integreerbaar is; als voor gl die waarden van 7 lim flx,y) = cp(x) uniform
vy, '
b=

op [ayb=n]; als bovendien f f(xyy)dx wuniform op Y convergeert voor n { 0;

. a
dan is

b b
lim ff(x,y)dx = f(p(x)&x_ N

Y=Y a

1

flo‘l-x ix .
X

0

1

flogxdx .
1 - x

0

oo

xa-‘l-qu
JEe - (a>0,>0)
0




of

L

9_' 26 [

79427,

*
3
9.2,
9429,

- 9630,

5

N

£t

S

[ 9432

9433

V51.

o0
f e-‘tjc %35 dx ; apecialiseer woor t=0.
0

o0

e-x - e-2x
e, .
x
0
Bepaal T(2 ).

Bewljs met behulp van stelling 9.4 dat T' continu is.

Bewijs met behulp van stelling 9.5 dat

[e=]
ri(x) = .f e+ 1og tdt
0

Bewijs (door cos «x, o > 0 en niet geheel, in een fourierreeks te ontwikkelen)

o0 k

_—T .
sin mo el K2 o
o0
-1 1
Bewijs dat I1+xdx=sinna; D<ca<1) .
o

FPormuleer en bewijs de stellingen over dubbelintegralen analoog asan
i) gtelling 7.7
ii) stelling 7.8

iii) stelling 7.9 .
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