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Hoofdstuk 0 Voorkennis

0.1 Vectorruimten

0.1.1 Definitie (Vectorruimte)
Een vectorruimte (E, K, +, ) is het ensemble van een verzameling E, een
lichaam K bestaande uit getallen of scalairen (in ons geval K = R of K = C),
een optelling 4+ in E en een vermenigvuldiging van vectoren met getallen;
en wel z6 dat voldaan is aan de acht axioma’s voor een vectorruimte, zoals
behandeld in het le jaar. Om de soort van de gebruikte scalairen te bena-
drukken, gebruiken we soms de notatie Ex in plaats van E.

0.1.2 Voorbeelden (K", KY)
Standaardvoorbeelden van vectorruimten zijn
o KY = {x = kolom[zy, -+ , zy] ‘a:j €K, 1<j <N}, voor NeN,
o KN = {z = kolom[zq, - ,zj,- ] |a:j eK, 1<j<oo}.
De optelling en scalaire vermenigvuldiging gaan componentsgewijs.

0.1.3 Voorbeelden (Functieruimten)
Standaardvoorbeelden van vectorruimten die tevens functieruimten zijn, zijn
e C([a,b]) ={f: [a,b] — K| fis continu}. Hier is [a, b] een interval.
e P([a,b]) = {p: [a,b] — K |p is polynoom met coéf in K}.
e Pn([a,b]) = {p: [a,b] — K |p is polynoom met coéf in K van hoogstens graad N}.
De optelling en de scalaire vermenigvuldiging gaan puntsgewijs.
Dus af + g wordt gedefinieerd door (af + fg)(x) = af(x) + Bg(x), voor
alle = € [a, b].

0.1.4 Definitie (Onafhankelijk stelsel)
Gegeven: Een stelsel van p stuks vectoren {x1, X2, ..., X,}.
Dit stelsel heet een onafhankelijk stelsel als

p
VOél,...,OépeKZ [ZO&ijZO} = [041:,__:041):0]
j=1
Gegeven: Een oneindig stelsel van vectoren {Xi, Xg, ..., X ...}
Dit stelsel heet een onafhankelijk stelsel als
VmGNVal,...,amEK: [ZO[]‘XJ':O} = [alz',,:am:()]
j=1

(Kort gezegd: Precies dan al_s IEDER EINDIG DEELSTELSEL een onaf-
hankelijk stelsel is.)
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0.1.5 Definitie (Opspansel)
Gegeven: Een stelsel van p stuks vectoren {x, X2, ..., X,}.
Het opspansel van dit stelsel is de verzameling

(X1,...,%p) = {iﬁjxj|ﬁ1, By -, Bp € K}.

Gegeven: Een oneindig stelsel van vectoren {xi, Xa, ..., Xpm ...}

Het opspansel van dit stelsel is de verzameling

<X1,X27..., >_{25]Xj|m€N 51762,---757716]1{}

Dit zijn dus alle mogelljke EINDIGE lineaire combinaties die gefabriceerd
kunnen worden met de set {x1, Xz, ..., X ...}

0.1.6 Definitie (Basis)
Gegeven: Een stelsel van n stuks vectoren {by, ba, ..., b,}.

Dit stelsel heet een basis voor E als het een onafhankelijk stelsel is én boven-
dien geldt dat <b1, by, ..., bn> =E.

0.1.7 Definitie (Dimensie)
Gegeven: Een vectorruimte E.
Als E = {0} dan dimE = 0. Als E een basis {by, bs, ..., b,} heeft, dan
dimE =n. Als E # {0} en E heeft geen eindige basis dan dim E = oc.

0.1.8 Voorbeelden
dimKY = N, dimK" = oo, dimC([a,b]) = 0o, dimPol(N) = N+1, dimPol =
00

0.1.9 Definitie (Lineaire deelruimte)
Gegeven: Een deelverzameling U C E. Dan heet U een lineaire deelruimte
van E als (U, K, +, ) een vectorruimte is.

0.1.10 Stelling
Gegeven: Een deelverzameling U C E.
Er geldt: U is dan en slechts dan een lineaire deelruimte van E als U # () én

Va,ﬁEKVX,yGU[cwaﬂyEU}. Dan is ook (U) = U.

0.1.11 Voorbeelden
Belangrijke standaard lineaire deelruimten van K" zijn:
o ((N) ={z|z € KN, IM Vj € N [|z;] < M] }.
o co={z|z K", hm.:z:]—O}
o (,(N) = {z|z e KY, Z|x3|2<oo}

o l(N) ={z|z e K", x] 7é 0 voor slechts eindig veel j € N }.
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Belangrijke standaard lineaire deelruimten van C([a, b]) zijn:

e P([a,b]) en Py([a,b]), voor alle N € N.

Tevens is, voor alle N € N, de vectorruimte Py ([a, b]) een (N+1-dimensionale)
lineaire deelruimte van P([a, b]).

Lineaire atbeeldingen

Definitie (Lineaire afbeelding)

Gegeven: Twee vectorruimten E en F. Een afbeelding A: E — F. Dan heet
A een lineaire afbeelding als

Vo, e KVx,y € E [.A(ozx-l—ﬁ}’) = ozAx-l—ﬁAy}.

Voorbeelden (Lineaire afbeeldingen in functieruimten)
e De toevoeging f +— Qf met (Qf)(z) = xf(x) is een lineaire afbeelding in
elk der functieruimten C([a, b]) ,P([a, b]) .
e Ook Q: Py([a,b]) = Pyi1([a,b]) is een lineaire afbeelding.
(

e De toevoeging f — Jf, met (Jf)(z) = [ f(t)dt, definieert de volgende

lineaire afbeeldingen: J: C([a,b]) — C([a, b])a, J: P([a,b]) — P([a,b]), en
7 Pu([a, ) — By (0.8

e De toevoeging f +— Df met (Df)(z) = %(x) definieert de lineaire afbeel-
dingen: D: P([a,b]) — P([a,b]), en D: Px([a,b]) — Pn_1([a,b]), voor alle
N e N.

Definitie (Nulruimte, beeldruimte)

Gegeven: Lineaire afbeelding A: E — F.

De nulruimte of kern van A is de verzameling

N(A) =A=(0)={ucE|[Au=0}CE

De beeldruimte of het bereik van A is de verzameling

R(A)=A(E)={AveF|veE}CF.

Stelling (Dimensiestelling)
Gegeven: Lineaire afbeelding A: E — F, dimE < co.
Dan geldt: dimN(A) + dim R(A) = dim E.

Definitie (Eigenwaarden/Eigenvectoren)
Gegeven: Lineaire afbeelding A: E — E. Een getal A € K.
Dan heet A € K een eigenwaarde van A, als voor de eigenruimte Ey(A) =

N([A — \Z]) geldt dat Ey(A) # {0}. Als x € Ey(A) dan heet x, x # 0, een
eigenvector van A en er geldt Ax = Ax.
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Inwendig product

Definitie (inwendig product)

Een inwendig product of inproduct op een vectorruimte E voegt aan elk twee-
tal vectoren x, y € E een getal (x,y) € K zodanig dat de volgende drie
regels gelden:

Vx,y,z €eEVa, f €K: (1) [(x,x)>0] & [x#0],

(2) (x,¥)=(v,x). (3) (z, ax+ By) = a(z, x) + B(z, y).

De lengte of norm ||x|| van x is het getal \/(x, X).

Als een vectorruimte E uitgerust is met een inproduct, dan heet E een in-
productruimte of IP-ruimte.

Voorbeelden

N
Het standaard inproduct op KV is (x,y) = > T;y;. In het geval K = R
j=1

doet de complexe conjugatiestreep niks!

Stelling (Cauchy-Schwarz)

Gegeven: Een IP-ruimte E. Twee vectoren x, y € E.

Dan geldt: |(x,y)| < [|x]| ||y|l. Het =teken geldt precies dan als {x, y} een
athankelijk stelsel is.

Definitie (Orthoplement)
Gegeven: Een IP-ruimte E. Een vector a € E, een deelverzameling W C E.
We definieren: Het orthoplement at van a, respectievelijk W+ van W door

at={xcE|(a,x)=0} en Wt={xeW|VaceW (a,x)=0}.

Stelling

Gegeven: Zie voorafgaande definitie.

Er geldt: @ W+ is een lineaire deelruimte.

e dmE < oo = (WhHt = (W) (=W als W een lineaire deelruimte
is).

o dim W + dim W+ = dim E.

Stelling

Gegeven: Een IP-ruimte E. Een lineaire deelruimte U C E, met dim U < oco.
Een vector x € E.

Er geldt: e 3'u € Udlv € Ut [x: u—i—v}.

e De toevoeging x — u is een lineaire afbeelding ( de projectie op U).

e Notatie u = Pyx.
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Complexificatie

Gezien als een C-vectorruimte is dimC = 1. De deelverzameling R C C is,
complex gesproken, geen lineaire deelruimte. Echter, C kan ook als een R-
vectorruimte worden opgevat. Dan is dim C = 2 en is, reéel gesproken, R wél
een lineaire deelruimte van C. Net zo kan CV als een 2/N-dimensionale R-
vectorruimte worden opgevat. Hierin is dan RY een N-dimensionale lineaire
deelruimte. Complex gesproken is RY wél een deelverzameling van, maar
géén lineaire deelruimte van C. De complexe vectorruimte C heet wel de
complezificatie van RY.

Uitgaande van een gegeven R-vectorruimrte F zullen we nu, door 'verdub-
beling’, een complexe vectorruimte bouwen: de complezificatie Fe. Be-
schouw de verzameling Fc = {z|z = [x;y], x,y € F} = F? van ge-
ordende paren van vectoren in F. In F¢ definieren we de optelling door
[x;¥] + [a;b] = [x +a;y +b]. Als v = a+if € C, dan definieren we
vz = [ax — By; fx + ay|. De aldus ingevoerde optelling en scalaire verme-
nigvuldiging maken F¢ tot een complexe vectorruimte omdat aan de acht
axiomas uit het le jaar voldaan is. De oorspronkelijke F identificeren we
met dubbelvectoren van de vorm [x;0]. Merk weer op dat F aldus als een
deelverzameling van F¢ opgevat kan worden, maar geen C-lineaire deelruim-
te ervan is. Vectoren van de vorm [0;y] noteren we met iy zodat z = x + iy
geschreven kan worden en alle vertrouwde ‘complexe rekenregels’ doorgang
vinden.

Stelling
Gegeven: Een stelsel van p stuks vectoren {x;, X3, ..., x,} C F.

Er geldt: Genoemd stelsel is R-onafhankelijk in F' dan en slechts dan als het
C-onathankelijk is in Fc.

Gevolg

Een basis voor F' is ook een basis voor F¢. Omgekeerd natuurlijk niet omdat
vectoren in F¢ meestal buiten F liggen. De (reéle) dimensie van F is gelijk
aan de (complexe) dimensie van F¢.

Definitie

Gegeven: Twee R-vectorruimten E en F. Een lineaire afbeelding A: E — F.
We definieren de complezificatie Ac: E¢c — F¢ van A door Ac(x + iy) =
Ax + i Ay.

Aldus is A¢ een C—lineaire afbeelding.
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0.4.6 Voorbeeld
De matrix B van een lineaire afbeelding B: RY — R definieert ook, weder-
om via matrixvermenigvuldiging, een lineaire afbeelding van CV naar CV.

0.5 Integratie
0.5.1 De bouwstenen van een integratietheorie voor functies van één reéle variabele
zijn
e Een open interval (a,b) C R met —oco < a <b < o0.

e Een (complexe) vectorruimte, notatie Lspec((a,b)), van (complexwaar-
dige) functies op (a, b). De toevoeging 'spec’ wil zeggen dat de functies
in Lspec((a,b)) aan zekere specificaties moeten voldoen. Voorbeelden
van zulke specificaties zijn ’(stuksgewijs) continu’, ’stuksgewijs con-
stant’,¢ontinu differentieerbaar’, ‘polynomiaal’,... .

e Een lineaire afbeelding Z: Lgpec((a,b)) — C

0.5.2 Definitie (Integratietheorie)
Gegeven: Bovenstaande bouwstenen. Voorts, willekeurige f, g, h € Lspec((a, b)),
willekeurige a, 3, v € C, willekeurige ¢, d € (a,b).

De toevoeging: I: Lspec((a,b)) — C, notatie Tf = ff )dx, heet een

integraal als ze de volgende eigenschappen heeft:

a) Als (c,d) C (a,b) en f € I: Lgpec((a,b)), dan geldt voor de beperking
X(e.a)f van f tot het interval (c,d), dat x(.a)f € Lspec((c,d)).

b

b) [{af(@)+ fe(@)}dr = o f f(2)de + 5 [ gla) de

(Dus 7 is een lineaire afbeelding)

o) [h(z)de = [ h(z)de + [ hz) ds

&) | J hia)de] < [ (@) do.

b
e) Als Vz € ( f h(t)dt =0, dan geldt f |h(x)| dt = 0. Een functie met

laatstgenoemde elgenschap noemen wij een niksfunctie.
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Ter illustratie geven we een voorbeeld van een (zeer beperkte) integratiethe-
orie waarbinnen alle integralen berekend kunnen worden. Ons voorbeeld is
de 'moeder van alle integratietheorieén’.

Voorbeeld (Integratietheorie voor trapfuncties)

Voor Lspec((a,b)) nemen we Etmp((a, b)), de verzameling van alle trapfunc-
ties. Dit zijn functies f: (a,b) — C met de volgende eigenschappen:

e Er zijn NV 4 1 getallen ¢;,0 < j < N met

a§00<01<02<“‘<CN_1<CN§b7

doch —oo < ¢y en cy < 00, zodanig dat de functie f beschreven kan worden
door

0 als ¢cp>aena<zx<cy,
flx)=< a; als ¢ <z <cjenl<j<N,
0 als ey <bency<z<b.

Dus f is nul is buiten (co,cn] en constant (= «;) op elk der begrensde(!)
deelintervallen (¢j_1,¢;], 1 < j < N.

e De toevoeging ('de integraal’) Z: Liyap((a,b)) — € wordt voor de hand
liggend gedefiniéerd door

b N
fe /f(fﬁ) dz = (¢j —¢j1)ay,
g =

de 'totale oppervlakte van de rechthoekjes’ dus.
Het laat zich gemakkelijk nagaan dat aan alle eisen a) t/m e) uit Definitie
(0.5.2) is voldaan. In dit geval is er maar één niksfunctie, de nulfunctie:

f=o.

Opmerkingen

i) Een integratietheorie gaat NIET over het ’exact’ berekenen van integra-
len, dat lukt sowieso tamelijk zelden, maar over het construeren van een
toevoeging Z voor vectorruimten £ die naast nette’ functies ook super dis-
continue viezeriken bevatten. Zo kan de Lebesque-integraal functies aan als
z +— xo(z). U weet wel, dat is die functie die gelijk 1 is als 2 € Q en gelijk
0 is als z € R\Q. Uit het le jaar is U min of meer bekend hoe Z geconstru-
eerd wordt voor (stuksgewijs) continue functies, de Riemann-integraal. Alle
eigenschappen in de definitie zijn U zeer vertrouwd!

ii) Als £ uitsluitend continue functies bevat dan is er maar één niksfunctie,
namelijk de functie die overal 0 is. Binnen de Riemann-integratietheorie is
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een functie die slechts in een eindig aantal punten van 0 verschilt een niks-
functie. Daar zijn er heel veel van. Binnen de Lebesgue-integratietheorie is
zelfs xg een niksfunctie. Voor xq werkt overigens de Riemann-constructie
niet: xq is niet 'Riemann-integreerbaar’.

iii) Niksfuncties hebben de volgende eigenschap: Als f: (a,b) — R een niks-
functie is en f is continu in ¢ € (a,b), dan geldt f(c) = 0. Niksfuncties
kunnen slechts van de nulfunctie verschillen op een deelverzameling van (a, b)
die een ’totale lengte’ gelijk nul heeft. Bovendien zijn ze in (die magere set
van) punten waar ze # 0 zijn, discontinu.

De volgende eigenschappen van ’de integraal’ zullen verderop een cruciale rol
spelen. We zullen deze eigenschappen niet bewijzen. Het zijn onze uitgangs-
punten voor wat volgt. De eerste eigenschap zegt dat een functie g alleen
dan integreerbaar kan zijn als ¢ 'goed te benaderen’ is met een trapfunctie.

Eigenschappen
b

e Als de integraal [ ¢(t)dt bestaat, dan is er bij ieder getalletje € > 0 een
a

b
trapfunctie T': (a,b) — C te vinden zodat [ |g(t) — T(t)|dt <e.
d
e Als de integraal [ g(t)dt¢ bestaat voor alle ¢, d € R, met a < ¢ < d < b, en

b
als bovendien de integraal [ |g(¢)|?d¢ bestaat, dan is er bij ieder getalletje

a

b
e > 0 een trapfunctie T: (a,b) — C te vinden zodat [ |g(t) — T(t)‘2 dt < &2

b
e Als de integraal [ f(t)dt bestaat, dan is de functie F': (a,b) — C, gedefi-

a
T

niéerd door F(z) = [ f(t)dt, een continue functie.

a

Ten behoeve van latere verwijzing vermelden we nog een ’approximatie-
eigenschap’ voor continue functies. Deze eigenschap staat los van de vooraf-
gaande beschouwingen over het integraalbegrip.

Eigenschap

Beschouw het interval (a,b) met —oo < a en b < co. Een begrensd interval
dus. Beschouw een continue functie f: [a,b] — C. Op het gesloten interval
dus! Onder deze voorwaarden bestaat er voor ieder getalletje ¢ > 0 een
trapfunctie T': (a,b) — C zodat voor alle = € (a,b) geldt dat | f(z) —T'(z)| <
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. Dit wordt wel verwoord door te zeggen dat f willekeurig goed uniform te
benaderen is met een trapfunctie.
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Hoofdstuk 1 Genormeerde
Functieruimten

Functieruimten

Op de lagere school leren de kinderen rekenen met 'concrete getallen die een
naam hebben’. De tafels van vermenigvuldiging spelen daarbij een belang-
rijke rol. Op de middelbare school wordt al 'gerekend met letters’. Daarbij
wordt in het midden gelaten wat de getallen precies zijn. Verreweg de meeste
reéle getallen hebben niet eens een naam! Na verloop van tijd verschijnen op
de middelbare school ook ’functies’ ten tonele. Dat zijn dan concrete functies
als ‘'machten’, "'wortels’, e-machten, goniometrische functies, etc. Functies die
een naam hebben dus. Thans zijn we in het stadium gekomen dat we spel-
letjes met functies willen doen, zonder die functies nader te specificeren. En
net zoals we 'ongrijpbare getallen” als 7, e, In2 benaderen met rationale ge-
tallen zullen we 'moeilijke’ functies en functies die niet eens een naam hebben
(verreweg de meeste!) gaan 'benaderen’ met betrekkelijk eenvoudige func-
ties die wél een naam hebben, (stuksgewijze) polynomen, bijvoorbeeld. Het
blijkt, voor dit doel, heel efficiént te zijn om (grote klassen van) functies op
te bergen in een Vectorruimte. FEen ’punt’ of 'vector’ in zo'n ruimte stelt
dan een 'functievoorschrift als geheel’ voor. Voor de goede orde zij nogmaals
vermeld dat een 'functie’ en een ’getal’ totaal van elkaar verschillende wis-
kundige objecten zijn. We beginnen met de definitie van Vectorruimte uit
het 1e jaar te herhalen.

Definitie (Vectorruimte)

Een wvectorruimte (E, K, +, ) is het ensemble van een verzameling E, een
lichaam K bestaande uit getallen of scalairen (in ons geval K = R of K = C),
een optelling + in E en een vermenigvuldiging van vectoren met getallen;
en wel z6 dat voldaan is aan de acht axioma’s voor een vectorruimte, zoals
behandeld in het le jaar. Om de soort van de gebruikte scalairen te bena-
drukken, gebruiken we soms de notatie Ex in plaats van E.

Definitie (Vectorruimte van alle functies op een interval)

Beschouw een vast interval I op de reéle getallenrechte R. In het vervolg
zal vaak I = [a,b], een begrensd gesloten interval, dan wel I = (a,b), een
begrensd of onbegrensd open interval, genomen worden. Met K’ noteren we
de verzameling van alle K-waardige functies {f: I — K}. In K/ definiéren
we een optelling en een scalaire vermenigvuldiging door op de gebruikelijke

15
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manier functies puntsgewijs bij elkaar op te tellen, respectievelijk met een
constante te vermenigvuldigen. Formeel: Voor alle f: [ — Ken g: I —
K in K’ en alle a en 3 in C wordt af + Bg: I — K gedefinieerd door
(af + Bg)(x) = af(x) + Bg(z), voor alle x € I.

Stelling
Met de ingevoerde optelling en scalaire vermenigvuldiging is K! een vector-
ruimte. Sjieker gezegd: Het ensemble (K! K, +) is een vectorruimte.

We gaan nu twee typen functieruimten ten tonele voeren die lineaire deel-
ruimten zullen blijken te zijn van Cl* respectievelijk van C*?. Bij het
eerste type speelt het integraalbegrip geen rol. Bij het tweede type essentieel
wél. We nemen concreet K = C.

Definitie (Functieruimten 1)
(1) Beschouw het begrensde interval [a,b]. Met C([a,b]) noteren we de
verzameling {f: [a,b] — C | fis continu}. Dit is de verzameling van
alle continue functies op het interval [a, b].

(2) Met P([a,b]) noteren we de verzameling van alle polynomiale functies
p: [a,b] — C. Dit zijn functies van de gedaante

r = p(x) = ag+ ax + apr? + ..+ apo1 2"+ a,a”,

met n € N willekeurig en ag, ay, ..., a,_1,a, € C eveneens willekeurig.
Dit zijn dus alle polynomen van willekeurige, doch eindige, graad.

(3) Met Py([a, b]) noteren we de verzameling van alle polynomiale functies
van ten hoogste graad N. Hier is N € N vast gekozen. De n in het
voorafgaande geval mag dus niet meer bedragen dan die vaste N.

(4) We beschouwen nu een, vast gekozen, open interval (a,b), met
—o0 < a <b< oo Met T(a,b) noteren we de verzameling van alle
trapfuncties T': (a,b) — C. Dit zijn functies die ’stuksgewijs constant
zijn’. Nauwkeuriger: T heet een trapfunctie op (a,b), als er N + 1
getallen ¢;, 0 < j < N zijn zodat

CLSCO<01<CQ<"'<CN_1<CN§b,

doch —oo < ¢y en cy < 00, zodanig dat de functie T beschreven kan
worden door

0 als cg>aena<zx<cy,
T(x)=< a; als ¢j.;<x<cjenl<j<N,
0 als ey<bency<z<hb.
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Dus T is nul is buiten (co, cy] en constant (= «;) op elk der begrens-
de(!) deelintervallen (¢;_1,¢j], 1 < j < N. Alleen als a > —oo staan
we toe dat ¢y = a. Alleen als b < oo staan we toe dat ¢y = b. De
laatste trede mist dan een rechtereindpunt. Let op: Het aantal van
N + 1 sprongpunten c; en ook de grootte van de sprongen ter plek-
ke ¢; mag, kan en zal variéren per trapfunctie. Let op: Als (a,b) een
onbegrensd interval is, kan een trapfunctie alleen # 0 zijn op een be-
grensd deelinterval. Tenslotte: Het is niet verboden dat een trapfunctie
ter linker en ter rechterzijde van een 'deelpunt’ ¢; toevallig’ dezelfde
waarde aanneemt.

(5) Een handige notatie ter beschrijving van trapfuncties wordt verkregen
op de volgende manier:
Eerst definiéren we de karakteristieke functie x, bij een interval I C R,

() 1 als zel,
xr) =
X1 0 als = ¢ 1.

Hierin kan het interval I een van de volgende vormen hebben:

(_OO> OO) = R, (—OO, CL), (_007 a]? (a7 b)v [a7 b)v (av b]’ [CL, b]: (bv 00)7
[b, 00).

Onze trapfunctie T uit (4) kan nu geschreven worden als

N

T(@) = Y ax, ., (@)

Jj=1

1.1.5 Stelling
Met de in Definitie (1.1.2) ingevoerde optelling en scalaire vermenigvuldiging
van functies, geldt het volgende:

(1) C([a,b]) is een vectorruimte.
(2) P([a,b]) is een vectorruimte en tevens een lineaire deelruimte van C([a, b]).

(3) Pn([a,b]) is een vectorruimte en een lineaire deelruimte van zowel IP([a, b)),
als van C([a, b)).

(4) T(a,b) is een vectorruimte.
Bewijs.

Omdat alle vier genoemde functieverzamelingen deelverzamelingen zijn van
C!, met I = [a,b], dan wel I = (a,b), hoeven we ’alleen maar’ te laten
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zien dat we door het nemen van lineaire combinaties van functies uit de
verzamelingen zoals genoemd in (1)-(4), niet "uit deze verzamelingen lopen’.
Welnu,

(1) Sommen en veelvouden van continue functies zijn weer continue functies.
(2) Sommen en veelvouden van polynomen zijn weer polynomen.

(3) Sommen en veelvouden van polynomen van ten hoogste graad N zijn
weer polynomen van ten hoogste graad N.

(4) Ligt wat subtieler dan de vorige drie gevallen. Beschouw de trapfuncties
Ti: (a,b) — Cen Ty: (a,b) — C. Bij T} behoren getallen

a<ag<a<ay<---<ag_1 <ag <Db,

zodat T} constant is op elk der intervallen (a;_1,a;] met 1 < i < K, voor
zekere K € N. Bij T behoren getallen

a<by<b <by<---<bp_1<br<b,

zodat T, constant is op elk der intervallen (b;_;,b;] met 1 < j < L, voor
zekere L € N. We nemen nu de discontinuiteitspunten a; van T en de
discontinuiteispunten b; van 75 bij elkaar. Na ze op volgorde te hebben gezet
krijgen we het rijtje

a<cy<cr<cg<- - <cy_1<cy<hb,

voor zekere M € N. Het zal duidelijk zijn dat op elk der intervallen (cx_1, ¢
met 1 < k < M de trapfuncties T en T5 beide constant zijn. Maar dan is ook
de lineaire combinatie o1} + (7T, constant op de succesieve deelintervallen
(ck—_1,ck]. Merk op dat de lineaire combinatie o7} + (T3 in het algemeen
meer ‘treden’ zal hebben dan T; of Ty afzonderlijk, maar nooit meer dan T}
en 15 samen. ]

Definitie (Functieruimten 2)

We beschouwen een, vast gekozen, open interval (a,b), met —oo < a < b <
oo. Aan een functie f: (a,b) — C voegen we op twee speciale manieren een
(getal)waarde toe, die we ook wel norm noemen,

b

(1) Ifll = J|f(z)|dz, als de integraal bestaat (convergeert),
1= a

00, als de integraal NIET bestaat.

b
(2) I1£ll2 = J1f(z)>dz, als de integraal bestaat (convergeert),

a

0, als de integraal NIET bestaat.
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Als de integraal bestaat (convergeert) zeggen we wel, || f]|1 < oo, respectie-
velijk || |2 < oc.

e Met LL;(a, b) noteren we de verzameling van alle functies f: (a,b) — C met
de eigenschap || f]j1 < oc.

e Met Ly (a, b) noteren we de verzameling van alle functies f: (a,b) — C met
de eigenschap || fll2 < oo.

Voorbeelden

e Op een begrensd interval (a,b) beschouwen we de constante functie

x+— f(z) =1. Dan geldt f € L;i(a,b), f € La(a,b) en ook f € T(a,b).

e Op een onbegrensd interval (a,b) beschouwen we de constante functie
x+— f(xr) =1. Dan geldt f ¢ Li(a,b), f ¢ Ls(a,b) en ook f ¢ T(a,b).

e Op het interval (0, 00) beschouwen de functie z — g(x) = 1%@ Dan geldt
g ¢ 1L1(0,00), g € Ly(0,00) en g & T(0, 00).

e Op het interval (0,1) beschouwen de functie x +— h(x) = \/ig Dan geldt
h €Li(0,1), h ¢ Ly(0,1) en h & T(0,1).

e Voor de bovengenoemde trapfunctie 7" geldt

b N
17 = / T(@)| dz = 3¢ — e-1)la] < 00
a ‘7:1

. Dus T' € Ly(a, b).
e Voor de bovengenoemde trapfunctie 7" geldt

b N

7l = | [ 1@ = | 3ol -~ vlagl < oc

a =1

. Dus T' € Ly(a, b).
Beide normen ||T||; en ||T||2 hebben een eindige waarde omdat de ’treden’
boven begrensde intervallen zitten en er slechts eindig veel treden zijn.

Stelling
Met de boven ingevoerde optelling en scalaire vermenigvuldiging, zie Defini-
tie (1.1.2), geldt het volgende:

(i) Li(a,b) is een vectorruimte.

(ii) Ly (a,b) is een vectorruimte.
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(iii) T(a,b) is een lineaire deelruimte van Ly (a,b).
(iv) T(a,b) is een lineaire deelruimte van LLy(a,b).

(v) Als (a,b) een begrensd interval is, dan is ILy(a, b) een lineaire deelruimte
van Lq(a,b).

(vi) Als (a,b) een begrensd interval is, dan is C([a, b]) een lineaire deelruimte
van Ly (a,b) en ook van Ly(a,b).

Bewijs.

Omdat de ingevoerde functieverzamelingen L (a, b) en Ly(a,b) deelverzame-
lingen zijn van C!, met I = (a,b), hoeven we ’alleen maar’ te laten zien dat
we door het nemen van lineaire combinaties van functies in LL;(a, b), respec-
tievelijk LLy(a, b) niet "uit deze verzamelingen lopen’.

(i) De vraag is:
Volgt uit || f]l1 < oo en ||g|j1 < oo, dat ||af + Bg||1 < co? Welnu, met
de integratietheorie (i.h.b. 0.5.2d) en de driehoeksongelijkheid voor
complexe getallen volgt

b
laef +Bgll = [laf(x)+ Bg(x)|de <

b b
< Jlef@)|de+ [18g(z)[dz = lalllfll + |Blllgll < oc.

(ii) De vraag is:
Volgt uit || f|]2 < oo en ||g||2 < oo, dat ||af+Bg|l2 < co? Welnu, met de
driehoeksongelijkheid voor complexe getallen en met de ongelijkheid:
(p+ q)* < 2p? + 2¢?, voor niet-negatieve getallen p en ¢, volgt

b

b
(lof +Bgll2)” = [laf(@)+Bg(@)?dz < [ (laf(x)] +|Bg(x)])" dz <

CL

b
< 2(le? [1f(@)]* dz + |5 f\g(flf)\de) =
L2 “\2
= 2lal (Ifll2)” + 218 (lgll2)” < o0.
(iii)-(iv) In Stelling (1.1.5) hebben we al gezien dat T(a,b) een vectorruimte is.

Voorts blijkt uit voorbeelden onder (1.1.7) dat voor elke T' € T(a,b)
geldt dat zowel || T||; < oo alsook ||T']|2 < oco.
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(v) Veronderstel dat f € La(a,b) dus dat ||f]l2 < co. Dan schatten we

1l = [ 1@ de < fL0+ 1F@E) = 20— a) + 2(17])* < oo

Conclusie f € L;(a,b). Opgemerkt zij dat we verderop, met gebruik-
making van een ‘inwendig product’, een betere afschatting voor || f]|1
zullen geven. Voor ons actuele doel echter volstaat het voorafgaande.

(vi) Veronderstel dat f € C([a,b]). De functie x — |f(z)| is dan niet-
negatief en continu op het gesloten interval [a,b]. Deze functie neemt
ergens op [a,b] een maximale waarde aan.(Stelling van Weierstrass).
Die maximale waarde noteren we, op een wat curieuze manier, met

[flloe = max |f(z)].

a<z<b
b b
We schatten dan: ||f]|; = [|f(z)|dz < [ || fllec dz = (b—a)]| f]loo < 0.

En, net zo:

(I712)” = FIf@de < [ fll)?de = (6 — @) (I]l)? < oc.

a a
Dit voert tot de gewenste conclusie.
O

We bespreken nu een ander type functieruimten, namelijk ruimten die be-
staan uit functies f: N — C of g: Z — C. Zulke functies noemt men ge-
woonlijk 'rijtjes’.

Definitie (Vectorruimten van rijtjes)

e Met KN noteren we de verzameling van alle K-waardige functies

{f: N =K, n+ f(n)}. Derij van beelden {f(n)} noteren we vaak met
{fn} en nog vaker met z = kolom[zy,...,z;,...] In KV definiéren we een
optelling en een scalaire vermenigvuldiging door op de gebruikelijke manier
rijtjes ‘componentsgewijs’ bij elkaar op te tellen, respectievelijk met een con-
stante te vermenigvuldigen. Formeel: Voor alle z € KV, alle y € K en alle «
en 3 in K wordt az+ 3y gedefinieerd door kolom|[cw1 +SBy1, . . ax;+Py;, .. ..
Net zo definiéren we de ruimte K van alle ’dubbelzijdig oneindige’ rijtjes

{gz kolom[...,a:_7,...,x_l,xo,xl,...,xj,...]}.

Volkomen analoog aan het voorafgaande definiéren we optelling en scalaire
vermenigvuldiging voor dubbelzijdig oneindige rijtjes door deze bewerking
componentsgewijs uit te voeren. Vervang in het voorafgaande slechts

N door Z.

e Met K noteren we de verzameling van alle K-waardige functies {f: N —
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K, n — f(n)} waarvoor geldt dat slechts een EINDIG (doch willekeurig)
aantal van de waarden f(n) ongelijk 0 mag zijn. Analoog voeren we de
verzameling KZ in

Stelling

Met de ingevoerde optelling en scalaire vermenigvuldiging zijn KN en K% bei-
de vectorruimten. Sjieker gezegd: De ensembles (KN K, +) en (K% K, +)
zijn vectorruimten. Voorts is K een lineaire deelruimte van K~ en KZ een
lineaire deelruimte van K2,

We gaan nu drie typen rijtjesruimten ten tonele voeren die lineaire deelruim-
ten zullen blijken te zijn van CN, respectievelijk van CZ. Het idee is dat we
niet meer alle rijtjes zullen toelaten, maar zekere begrensdheidseisen stellen.

Definitie (Rijtjesruimten van type ()
e Aan een kolom z € CN voegen we op drie speciale manieren een (ge-
tal)waarde toe, die we ook wel norm noemen,

o

(1) izl = 231 |z;|, als de reeks convergent is,
Lij1 = Jj=
00, als de reeks divergent is.
oo
@) lzl > |xj]?, als de reeks convergent is,
L2 = j=1
00, als de reeks divergent is.

(3)

sup |zj|, als het rijtje begrensd is,

g = { 15
00, als het rijtje onbegrensd is.

Als de respectievelijke reeksen convergeren zeggen we wel, [|z||; < oo, res-

pectievelijk ||z||2 < oo.

Als de rij begrensd is zeggen we ||z[/oo < 00.

e Aan een kolom z € CZ voegen we analoog de normen ||x||1, ||x\|2, ||| o toe

door in bovenstaande definities ” Z”te vervangen door ” Z én” sup "door
7=1 j=—00 1<j<
b Sup 7 .
—00<j<0o0
e Met ¢ (N), respectievelijk ¢1(Z), noteren we de verzameling van alle kolom-
men z € CN, respectievelijk z € CZ, met de eigenschap ||z||; < oo.
e Met /5(N), respectievelijk ¢5(Z), noteren we de verzameling van alle kolom-

men z € CV, respectievelijk z € CZ, met de eigenschap ||z]|s < oo.
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o Met /o (N), respectievelijk (o (Z), noteren we de verzameling van alle ko-
lommen z € CY, respectievelijk z € CZ, met de eigenschap [|z|oo < oc.

1.1.12 Stelling
Met de boven ingevoerde optelling en scalaire vermenigvuldiging, zie Defini-
tie (1.1.9), geldt het volgende:

(i) ¢1(N) en ¢,(Z) zijn vectorruimten.
(ii) ¢5(N) en ¢5(Z) zijn vectorruimten.
(iii) l(N) en € (Z) zijn vectorruimten.

(iv) ¢1(N) is een lineaire deelruimte van (5(N).
01(Z) is een lineaire deelruimte van (5(Z).
Er geldt ||z||2 < ||z||1, voor alle x.

(v) £3(N) is een lineaire deelruimte van (., (N).
05(Z) is een lineaire deelruimte van (o (7).
Er geldt ||zl < ||z||2, voor alle x.

(vi) KY is een lineaire deelruimte van ¢;(N).
KZ is een lineaire deelruimte van (1(Z).

Bewijs.

Omdat de ingevoerde rijtjesverzamelingen ¢;(N), enzovoort, deelverzamelin-
gen zijn van CV, dan wel van C%, hoeven we ’alleen maar’ te laten zien dat,
als we lineaire combinaties nemen van rijtjes in ¢;(N), ..., we respectievelijk
steeds binnen ¢;(N), ..., blijven. We geven de bewijzen alleen voor kolom-
men waarvan de index door N rent. Als de index door Z rent gaat het net
zo flauw.

(i) De vraag is:
Volgt uit [|lz]; < oo en [ly][y < oo, dat [|az + By|1 < co? Welnu, met
de driehoeksongelijkheid voor complexe getallen volgt

[e.o]

oz + Bylly = > |ax; + By;| <
j=1

< ) ol + Zl |1By;| = lalllzll + [Blllyll < oo.
j:

J=1

(ii) De vraag is:
Volgt uit ||zl2 < oo en [|yl|2 < oo, dat [jaz+pByll2 < co? Welnu, met de
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driehoeksongelijkheid voor complexe getallen en met de ongelijkheid:
(p+ q)* < 2p? + 2¢?, voor niet-negatieve getallen p en ¢, volgt

2 St St 2
([loz + Byll2)” = lea&?jJrﬁyjPS Zl(\oé%lﬂﬁyjl) <
J= J=
< 2(lo? 21 ;1> + | B 21 lyi)l?) =
J= J=

= 2lo2(llzll2)” + 21812 (lyll2)” < oo.

(iii) De vraag is:
Volgt uit ||z]lc < 00 en [|yllee < 00, dat [az + By[le < 00?7 Welnu,
met de driehoeksongelijkheid voor complexe getallen volgt

laz + Byl = sup |ax; + By;| <

1<j<0

< sup ozl + sup [By;| = [ofl[z]le + ][yl < 00
1<j<0 1<j<0

(iv) Als z € £1(N) dan geldt voor alle k met 1 < k < o0,

o0
dat |zx| < Zl 25| = ||z
J:

Gevolg: (|[zll2)* = 3 a5 = 32 lajlles| < 30 Nzllalw;] = llzll 3 fas] =

J=1 J=1 J=1 Jj=1

(v) Alsz € €5(N) dan geldt voor alle k met 1 < k < oo dat |z;]* < 21 |z |%.
i=

Trek de wortel aan beide kanten van de ongelijkheid, dan komt er |z;| <

lz]|2- Gevolg [|lzflec = sup o] < |zl2.
1<j<00

1.2 Functieruimten met een afstandsbegrip

In de functieruimten van de vorige paragraaf willen we de notie van ’afstand
tussen twee functies’ introduceren. In een eindig dimensionale Euclidische
ruimte is het afstandsbegrip gebaseerd op het inwendige product. We begin-
nen daarom met op complexe vectorruimten formeel een inwendig product
te definiéren.
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Definitie (Inproduct)
Gegeven: Een complexe vectorruimte E.
We noemen de afbeelding

() ExE —C,

een inwendig product op E, als Vx,y,z € E Va, § € C geldt:

a) (x,y)=(y,x),

b) (ax+ Py, z) =a(x,z) + 5y, 2),
¢c) (x,x)>0en |[(x,x)=0 = x:O].

Een (complexe) vectorruimte E die voorzien is van een inwendig product
(+,-) heet wel inproductruimte , IP-ruimte, pre-Hilbertruimte en ook wel eens
unitaire ruimte.

Voorbeelden (Inproductruimten)

(a) De verzameling C kan als een 1—dimensionale complexe vectorruimte
worden opgevat. Een inproduct op C wordt gegeven door (x,y) = Ty.

(b) Een inproduct op

CY = {z = kolom[zy, - ,2n] | 7; € C,1 < j < N},

N
wordt gegeven door (z,y) =2’y = > 7y, =" y.
=4

(c) Een inproduct op Ls(a,b) wordt gegeven door

(f.9) = / F)g(x) dr.

De integraal in het inproduct is convergent want de integrand wordt
absoluut gemajoreerd door 3{|f(z)|?+ |g(z)|?}. Het is eenvoudig na te
gaan dat aan 1.2.1(a) en (b) voldaan is. We gaan na of ons inwendig

b
product eigenschap 1.2.1(c) heeft: (f, f) = 0 betekent [ |f(z)|*dz = 0.

Dus f is een niksfunctie, maar hoeft geen nulfunctie te zijn! Gelukkig
kan een niksfunctie f alleen # 0 zijn in een punt x waar f niet continu
is. En zulke punten zijn er 'niet zo veel’ als, bijvoorbeeld, f stuksgewijs
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continu is. We stellen ons nu op het practische standpunt dat we twee
functies als 'dezelfde’ beschouwen als ze slechts in wat ’losse’ punten
van elkaar verschillen. Conclusie: Er is niet in stricte zin voldaan aan
1.2.1(c), maar daar hebben we verder weinig last van. En al helemaal
niet als je toevallig een continue f bij de kop hebt.

Een mogelijk inproduct op T(a,b) wordt eveneens gegeven door

(f,9) = /Tx)g(:c) dx.

Dit spreekt vanzelf omdat T(a, b) een lineaire delruimte is van Ly(a, b).

Hier is wel in stricte zin aan 1.2.1(c) voldaan. Immers, vergelijk Voor-
b N

beelden 1.1.7, als (T, T) = [|T'(x)|*dx = > (¢; — ¢j—1)|a;[* = 0, dan
a Jj=1

moeten de «; allemaal 0 zijn.

Laat (a, b) een begrensd interval zijn. Ook op C([a, b]) kan een inproduct
ingevoerd worden door

(f,9) = /mg(:c) dx.

Dit spreekt vanzelf omdat C([a, b]) een lineaire deelruimte is van Ly (a, b).
Ook hier is in stricte zin aan 1.2.1(c) voldaan. Immers als f(c) # 0
voor een punt ¢ € [a,b], dan is vanwege de continuiteit f ook # 0 op

b
een omgeving van c. Als gevolg is dan [ |f(z)[*dz # 0.

Een inproduct op de rijtjesruimten f2(N) en f5(Z) wordt gegeven door,
respectievelijk, (z,y) = > T;y; en (z,y) = > T;y;. Deze reeksen
L 2

j=—o0

zijn convergent omdat ze gemajoreerd worden door Y 1{|z;|* + |y;|*}.

Een inproduct op de rijtjesruimten CY en CZ wordt eveneens gegeven
oo

door, respectievelijk, (z,y) = > ZT;y; en (z,y) = > T;y;. Omdat
- j=1 - j=—00

ten hoogste een eindig aantal der z; en der y; ongelijk 0 is zijn deze

‘oneindige sommen’ effectief eindige sommen’. Er is altijd convergentie.

In de beschouwingen onder c¢) en e) kunnen we het interval (a, b) ver-
vangen door R?, R3, R" of ook door deelgebieden in R", n € N.
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We voeren nu, formeel, het begrip ’afstand’ in, in een (complexe) vectorruim-
te.

Definitie
Gegeven: Een (complexe)vectorruimte E. De afbeelding

-1 s B — 0, 00),
heet een norm op E, als Vx,y € E VA € C geldt:
2) I =0 = x=0,
b) [[Ax[ = AL,
c) |[x+yl| <|x||+|lyll ( De Driehoeksongelijkheid).

Het getal d(x,y) = ||x — y|| heet de afstand tussen x en y.
Een (complexe) vectorruimte E die voorzien is van een norm || - || heet Ge-
normeerde Vectorruimte. Merk op dat ||x|| > 0 als x # 0.

De volgende stellingen geven enkele verbanden tussen inproducten, normen
en afstanden in een inproductruimte.

Stelling Gegeven: Een inproductruimte E.
Notatie: x Ly betekent: (x,y) = 0.
Dan geldt Vx,y € E:

. xly
= (x+y,x+y)=(x,x)+(y,y) (Pythagoras)

ii. |(x,¥)]?<(x,x)(y,y). (Cauchy-Schwarz)
Bewijs. 1. Schrijf het linkerlid uit en maak gebruik van (x,y) = 0.

ii. Voor y = 0 is de bewering blijkbaar correct. Veronderstel y # 0.
VA eRgeldt 0 < (x+ Ay, x+ Ay) = Re(x + \y,x+ \y) = (x,x) +
2ARe(x,y)+A%(y,y). Als functie van A is deze kwadratische uitdrukking
> 0. Dit heeft als gevolg dat de discriminant < 0 moet zijn. In formu-
le: |Re(x,y)|? < (x,x)(y,y). Merk op dat het complexe getal (x,y)
geschreven kan worden als |(x,y)|e? met § € R. Doe bovenstaande be-
schouwing nu over met y vervangen door z = e~®y. Onder toepassing
daarvan komt er |(x,y)]* = | Re(x,2)* < (x,%)(z,2) = (x,%)(y,¥).

O]
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1.2.5 Stelling
Gegeven: Een inproductruimte E.
Dan geldt: De toevoeging x — ||x|| = 1/(X,%) is een norm. Voorts geldt
Vx,y,z € E :

)xly = |x+ylP=Ix|+lyll®> (Pythagoras)
i) |(x,y)] < [x|[lyll.  (Cauchy-Schwarz)

iii) De driehoeksongelijkheid:

[l = llyll] < llx+ w1l < 1l + ly )

iv) Geformuleerd met afstanden Iuidt de driehoeksongelijkheid:

)d(x, z) — d(z,y)‘ <d(x,y) <d(x,z)+d(z,y).

v) De Parallellogramwet geldt:

I + 12+ lx = ylI = 2 (Il + 1y ]1?)

Bewijs. i.) Zie i) in vorige stelling.
ii.) Zie ii) in vorige stelling.

x|yl geldt

iii.) Omdat |Re(x,y)| < |(x,y)| < |
x,x) +2Re(x,y) + (v, ¥) <

[ = 2(xliy] + 1v]? < (.
< [Ix[I* + 2[x[ll[yll + lIyl*.
Worteltrekken levert de te bewijzen bewering.

iv.) Vervang in iii) x door x — z en y door y — z.

v.) Schrijf uit. De ’gemengde’ inproducten blijken weg te vallen.
O

1.2.6 Opmerking In reéle inproductruimten wordt de hoek 6 tussen twee vectoren
x en y gedefinieerd door 6 = arccos{ Cey) }. Voor complexe inproducten

[EIEE
wordt dit niet gedaan. Het begrip orthogonaal (=loodrecht) blijft echter

gehandhaafd.
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Voorbeelden
b
e De morm’ f — |[fll2 = /J |f(z)?dz, als ingevoerd in 1.1.6 is precies

gelijk aan de wortel uit het inproduct (f, f) op La(a,b).

e De 'morm’ ||z|2 = /> |z;|?, als ingevoerd in 1.1.11 is precies gelijk aan
j=1

de wortel uit het inproduct (z,z) op ¢2(N).

In Definitie 1.2.3 hebben we gedefinieerd wat we verstaan onder een norm.
Vervolgens hebben we op een inproductruimte een norm ingevoerd, uitgaande
van het inproduct volgens [|x|| = 1/(x,x). We zullen spoedig zien dat er ook
normen bestaan die niet van een inproduct afkomstig zijn. Met de volgende
stelling kun je zien of een blote norm al dan niet van een 'verborgen’ inproduct
afkomstig is.

Stelling
Gegeven: Een genormeerde vectorruimte E met norm || - ||.

a) De norm || - || is afkomstig van een inproduct als aan de parallelogram wet
I+ y 12+ flx =y 12 = 212 + ly2)
voldaan is.

b) Het inproduct kan ’gereconstrueerd’ worden met behulp van de ’polarisa-
tieformule’

(x,y) = {lIx+yl* = lIx = ylI> +illx — iy[]* — i x + iy[|*}.

Bewijs. Als de norm || - || atkomstig is van een inproduct, dan gelden de
uitdrukkingen onder a) en b). Dit volgt door uitschrijven van ||x + y||* =

= (x+y,x+y), etc.. Het bewijs dat de aldus gevonden noodzakelijke
voorwaarden ook voldoende zijn leveren we hier niet. O

Voorbeelden (Genormeerde ruimten die geen IP-ruimten zijn)

(a) Een tweetal normen op

CY = {z = kolom[zy, - ,2n] | 7; € C,1 < j < N},

N
wordt gegeven door ||z|l; = Y |z;| en ||z]|cc = max |z;|. Deze normen
= 1<j<N

kunnen niet van een inproduct afkomstig zijn. Als je x = kolom[1, 0,0, . ..

y = kolom([0, 1,0, ..., 0] neemt, dan blijkt niet aan de parallelogramwet
1.2.8(a) te zijn voldaan.
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Een norm op de ruimte L (a, b) wordt gegeven door, vergelijk Definitie
1.1.6(1),

191 = [ 1f@) s

Uit || f|l1 = 0 volgt dat f een niksfunctie is. Dit houdt niet noodzakelijk
in dat f de nulfunctie is. Gelukkig scheelt 't niet zo veel zodat we er
geen last van hebben. De beschouwingen hierover onder Voorbeeld
1.2.2(c) zijn ook hier van toepassing.

Ook deze norm kan niet van een inproduct afkomstig zijn. Er is niet
aan de parallelogramidentiteit voldaan als f, g € L;(0,1), en f(x) =1
en ¢g(z) = x genomen wordt.

Laat [a, b] een begrensd interval zijn. Een norm op C(|[a, b]) wordt gege-
ven door || f|lec = max |f(x)]. Ook deze norm kan niet van een inpro-

duct afkomstig zijn. Er is niet aan de parallelogramidentiteit voldaan
als f, g € C(la, b)), en f(z) =1 en g(x) = x genomen wordt.

Een norm op de rijtjesruimte ¢;(N) wordt gegeven door

llz|l1 = > |z;]. Vergelijk Definitie 1.1.11(1).

Jj=1

Een norm op de rijtjesruimte £ (N) wordt gegeven door
|lz|]|oo = sup |x;|. Vergelijk Definitie 1.1.11(3).

1<j<o0
De rijtjesruimte CL kan zowel voorzien worden van de norm || - ||y,
als van de norm || - ||, en ook nog van de norm || - ||. Kies een
rij vectoren {z,} C CY, met z, = kolom|[l,...,1,0,...,0,...], dus k

enen en daarna allemaal nullen. Dan blijkt ||z, ||y = k, ||z]]. = V&,
|z, ||oc = 1. Blijkbaar gedragen de drie normen zich voor aangroeiende
k heel verschillend!

Uit Stelling 1.1.12(iv) en (v) volgt nog dat voor een rij {y, } C C{, met
ly, /i — 0, als k — oo, dan ook ||y, [l2 = 0 en ||y, [loc — 0, als k — oo.
De norm || - || is ’sterker dan’ de norm || - ||». Hiermee bedoelen we
dat er een ¢ > 0 is zodat Vx € E: [|X]|s < ¢||x||1. In het onderhavige
geval is dit geldig met ¢ = 1.

Alle ruimten CV kunnen als lineaire deelruimten van CL opgevat wor-
den door aan de kolomvectoren in CV een oneindige staart van nullen
te hangen.
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Convergentie in genormeerde ruimten

Analoog aan de gang van zaken in R en in eindig dimensionale ruimten
definieren we gesloten deelverzamelingen en limieten van rijen.

Definitie
Gegeven: Een genormeerde vectorruimte E, een punt a € E, een getal r > 0.
Dan heten de verzamelingen

Bla,r) = {x € B||x—al <1},

B(a,r) ={x € E’Hx —al <r},

S(ar) = {x € Bl |x — al = r},

respectievelijk open bal, gesloten bal, sfeer, met middelpunt a en straal r.

Definitie
Gegeven: Een genormeerde vectorruimte E. Een deelverzameling W C E.
We noemen W een begrensde deelverzameling als geldt

AR >0[W C B(0,R)].

Definitie Gegeven: Een genormeerde vectorruimte E.

Een rij punten {x,}>°, C E. Een punt a € E.

We zeggen: {x,} convergeert naar a, of ook x,, — a, als geldt
|x, —a|| — 0, als n — oo. Equivalent hiermee is de uitspraak

Ve>03IN eNVn> N [|x, —al <e].

We zeggen: {x,} is een convergente rij, als er een punt a € E is, zodat
X, — a. Het punt a heet de limiet van de rij {x,}.

Stelling
Een convergente rij is een begrensde rij, dat wil zeggen:
Als x, — a, danis er R > 0, zodat {x,,}5°, C B(0, R)

Bewijs. Omdat x,, — a, geldt IN; € NVn > N; : ||x,, — al| < 1]. Kies nu
voor R het grootste getal uit de (eindige!) set
{HXle ||X2||7 ||X3||v R ||XN1||7 ”aH + 1}' [
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Stelling

Gegeven: Een genormeerde vectorruimte E.

Twee convergente rijen in E: x, - xeny, —Yy.

Twee convergente rijen in C: \, — X en p, — .

Dan geldt: \,x, — X, X, +¥n, — X+Y, (MXn, tnyn) — (AX, py),
[AnXn || = [[Ax]].

Bewijs. We bewijzen hier alleen de tweede bewering. Doe de overige zelf.
We schatten: [|[\,x, — Ax|| = [[(An — N)Xp + A(Xn — X)|| < [An — All|%0]] +
+ |Al|x, — x||. Omdat x,, — x, geldt voor n voldoende groot dat

IIx.|| < |Ix||+1. Beide termen naderen dus naar 0 als A,, — Aenx, — x. [

Definitie

Gegeven: Een genormeerde vectorruimte E. Een deelverzameling W C E.
We noemen W een gesloten deelverzameling van E als uit

{x,} C W en x, — x altijd volgt dat ook x € .

Een deelverzameling van E die niet gesloten is, kunnen we afsluiten, dat wil
zeggen ’alle limietpunten toevoegen’. Preciezer:

Definitie (Afsluiting)
Gegeven: Een genormeerde vectorruimte E. Een deelverzameling U C E.
We definieren de afsluiting U van U door

U = {x € E| I{x,} C U met x,, — x}.

Een verzameling U is dus gesloten als U = U. De eerder ingevoerde ’gesloten
bal’ heet terecht zo!

Stelling
De afsluiting van een lineaire deelruimte is weer een lineaire deelruimte.

Bewijs. Laat U een lineaire deelruimte in E zijn. Neem x,y € U. Laat
{x,} € U en {y,} C U convergente rijen zijn met x, — X en y, — .
Omdat U een lineaire deelruimte is, is voor willekeurige o, 5 € C de rij
{ax, + By,} C U. Tenslotte geldt op grond van Stelling 1.3.5 ax,, + By, —
ax + fy. Dus ax + By € U. O

Definitie (Dichte deelverzamelingen)

Gegeven: Een genormeerde vectorruimte E. Een deelverzameling W C E.
We zeggen: W is dicht in E als voor de afsluiting W van W geldt W = E.
Een equivalente formulering is:

Vx € EVe > 0: B(x,e)NW # 0.
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Nog een andere equivalente bewering is:
Vxe EH{w,} CW: w, — x.

Stelling

a) T(a,b) is dicht in Ly (a,b).

b) T(a,b) is dicht in Ly(a,b).

¢) T(a,b) is NIET dicht in B(a,b), als (a,b) een onbegrensd interval is.
d) CI is dicht in ¢,(N).

e) CY is dicht in (5(N).

f) CY is NIET dicht in £ (N).

Bewijs.
a) en b) behoren tot onze uitgangspunten. Zie ook Eigenschappen 0.5.5.

¢) Onze afspraak is, dat trapfuncties slechts op een begrensd interval van 0
kunnen verschillen, zie Definitie 1.1.4 sub (4). Als nu (a,b) een onbegrensd
interval is, dan zal het minimale absolute verschil tussen de functie x +— 1 en
iedere trapfunctie tenminste 1 bedragen. Dus ||1 —T'|| > 1. Zelfs de functie
2 +— 1 kan dus in B niet met een trapfunctie benaderd worden.

d) Als = kolom[zy,...,z;,...] € (1(N), dan is )" |zg| < co. Laat ¢ > 0
k=1
gegeven zijn. Kies bij deze e een N € N zo groot dat >  |zx| < . Definiéer
k=N+1
nu zy € CY door zy = kolom[zy,...,zn,0,...,0,...]. Dan is blijkbaar

|z — 2yl <e.

d) Als 2 = kolom[zy,...,2j,...] € £5(N), dan is Y |ax]* < co. Laat € > 0

k=1
o
gegeven zijn. Kies bij deze € een N € N zo groot dat > |zx]* < &2
k=N-+1
Definiéer nu z,, € CY door zy = kolom[zy,...,zn,0,...,0,...]. Dan is

blijkbaar ||z — zy]|2 < €.

c¢) Onze afspraak is, dat rijtjes in C slechts een eindig aantal getallen # 0
bevatten, zie Definitie 1.1.9. Het minimale absolute verschil tussen e =
kolom1, 1, 1,...,1,... en iedere x € CY moet dan tenminste 1 bedragen.
Dus ||z — €|l > 1. Blijkbaar kan zelfs e € £, op afstand > 1 van CY. [
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Stelling (Approximatiestelling van Weierstrass)
P([a,b]) is dicht in C([a, b]).

Bewijs. Slechts de volgende toelichting: Bij gegeven f € C([0,1]) wordt een
rij polynomen {B,(f)} geconstrueerd volgens

UEWCIW IR

Er kan worden bewezen dat voor deze, zogenaamde, Bernsteinpolynomen van

f geldt ||f — Bu(f)]leo — 0, als n — oo. O

Definitie (Compacte deelverzamelingen)

Gegeven: Een genormeerde vectorruimte E. Een deelverzameling W C E.
We zeggen W is compact als iedere rij {x,} C W een convergente deelrij
bevat, met limiet in W.

Stelling
Compacte verzamelingen zijn gesloten en begrensd.

Bewijs. i) Laat W C E een compacte deelverzameling zijn. Laat {x,} C W
een rij zijn met limiet x € E. Elke deelrij van {x, } is dan eveneens convergent
met limiet x. Op grond van de compactheid is dan x € E. Blijkbaar is W
gesloten.

ii) Veronderstel eens dat W C E onbegrensd is. Dan bevat W een rij {y,}
met |ly,| > n. Elke deelrij van deze rij is dan eveneens onbegrensd en kan
dus niet convergent zijn. Bijgevolg kan een onbegrensde verzameling nooit
compact zijn. O

Voorbeelden

a) In RY en CV zijn verzamelingen die zowel gesloten als begrensd zijn ook
altijd compact. In dit geval geldt dus de omkering van voorafgaande
stelling.

b) De gesloten bal B(0,1) C ¢3(N) is zowel gesloten als begrensd. Echter de
rij {e, }, met ¢,, de kolom die op de n-de positie een 1 heeft en verder overal
nullen, bevat geen convergente deelrij. Conclusie: In oco-dimensionale
genormeerde ruimten geldt de omkering van laatstgenoemde stelling in
het algemeen NIET.
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Puntsgewijze en uniforme convergentie

Deze paragraaf beoogt aan te sluiten bij enkele klassieke, geliefde, gevreesde
en gehate begrippen.

Definitie (Functieruimten 3)

We beschouwen wederom een, vast gekozen, open interval (a,b), met

—o0 < a < b < oco. Aan een functie f: (a,b) — C voegen we een (ge-
tal)waarde toe, die we ook wel norm noemen, op weer een andere manier,

{ sup |f(x)|, als f begrensd is,

a<z<b
0, als f onbegrensd is.

1flloo =

f: (a,b) — C begrensd, wil zeggen
M > 0Vz € (a,b): |f(z)] < M.

In feite is || f|| het kleinste (zuinigste) getal M > 0 waarvoor deze ongelijk-
heid geldt. Samenvattend, f begrensd betekent niets meer en niets minder
dan || fllec < 00.

e Met B(a, b) noteren we de verzameling van alle functies f: (a,b) — C met
de eigenschap || f||oo < 00.

e Met Cg(a, b) noteren we de verzameling van alle continue functies f: (a,b) —
C met de eigenschap || f|le < o0.

Voorbeelden
e Op een willekeurig open interval (a,b) beschouwen we de constante functie
z+— f(x) =1. Dan geldt || f]loc =1 < 00, dus f € B(a,b). Ook f € Cg(a,b),

omdat f continu is.

e Op het interval (0, 00) beschouwen de functie z — g(z) = . Dan geldt
lg]loc = 1 < 00, dus g € B(0,00). Ook g € Cg(0, 00).

e Op het interval (0,1) beschouwen de functie z +— h(x) = \/ig Dan geldt
|h]|oc = 00. Dus h ¢ B(0,1) en h ¢ Cg(0,1).

e Voor een trapfunctie T, als ingevoerd in 1.1.4 geldt ||T'||o = sup |T(x)| =
a<z<b

arggfb|T(x)| = 1r<r§a%)§v|aj| < 00. Dus T' € B(a,b). Echter als o # a4, voor

zekere j # k en/:)f_als (a,b) een onbegrensd interval is, dan T ¢ Cg.

Stelling
Met de boven ingevoerde optelling en scalaire vermenigvuldiging, zie Defini-
tie (1.1.2), geldt het volgende:
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(i) B(a,b) is een vectorruimte.

(ii) Cg(a,b) is een vectorruimte.
(iii) Cg(a,b) is een lineaire deelruimte van B(a, b).
(iv) T(a,b) is een lineaire deelruimte van B(a, b).

(v) Als (a,b) een begrensd interval is, dan is C([a, b]) een lineaire deelruimte
van Cg(a,b) en dus ook van B(a,b).

Bewijs. Nog meer van hetzelfde. O

De aansluiting met de klassieke analyseliteratuur wordt gegeven door de vol-
gende definitie.

1.4.4 Definitie
Gegeven: Een functierij {f,} C B(a,b). Een functie f € Cg(a,b).
We zeggen: {f,} convergeert uniform naar f op (a,b), als

Ifn— fllo =0 als n— oc.
Vaak schrijft men kortweg

lim f, = f (uniform op (a,b))

en de functie f heet de uniforme limiet van de functierij {f,}.

In de volgende stelling formuleren we een klassiek resultaat op twee equiva-
lente manieren.

1.4.5 Stelling (C-stelling)
e De functieruimte Cg(a,b) is een gesloten lineaire deelruimte in B(a, b).
e De uniforme limiet van een rij continue functies is een continue functie.
Bewijs. Zij ¢ € (a,b). Zij ¢ > 0. Omdat lim [|f, — f|lo = 0, is er een
N € N zo dat voor alle n > N geldt ||f, — flloo < . Neem n = N + 1.
Omdat f,, continu is, is er een 6 > 0 zo dat voor alle z € (a,b) met |z —c| < 0
geldt |fn(z) — fu(c)| < 5. Dan is voor alle z € (a,b) met |z — c| < 4:
[f(2) = (O < [f(2) = ful@)] + [ful2) = fule)| + | fule) = f(c)]
< ||f_fn||oo + + ||fn - f”oo
< o + +

w

£
3
€ —
3 =¢&.

wlm

Dus lim f(x) = f(c) en f is continu in ¢. Dit geldt voor alle ¢ € (a,b), dus

r—cC

f is continu. U O]
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Opmerking
Voor een uniform convergente rij functies geldt volgens de C-stelling

lim lim f,(z) = lim lim f,(z)

T—CN—00 n—oo r—cC

voor alle ¢ € (a,b). Blijkbaar mogen in deze situatie de limieten verwisseld
worden.

In de volgende definitie herformuleren we het meest elementaire limietbegrip
voor functierijen (rijen van functies), uit het eerste jaar.

Definitie Een functierij {f,} op een interval (a,b) heet puntsgewijs con-
vergent op (a,b) als voor alle x € (a,b) de limiet lim f,(x) bestaat. Als de

functierij { f,,} puntsgewijs convergeert op (a, b) dan heet de functie f: I — C
gedefinieerd door

f(z) = lim f,(z) (z € (a,b))

n—oo

de puntsgewijze limiet van de functierij { f,,}. Men schrijft dan kortweg
lim f, = f (puntsgewijs op (a,b)).

Uit de definitie van een limiet van een rij volgt dat een functierij { f,,} op (a, b)
puntsgewijs convergent is precies dan als er een functie f: I — C bestaat zo
dat

Vo € (a,b)Ve > 03N >0Vn e N; n> N |f,.(z) — f(z)| <e.

De volgende stelling zegt dat een uniforme convergentie rij altijd puntsgewijs
convergent is.

Stelling
Gegeven: Een functierij {f,} C B(a,b). Een functie f € B(a,b).
Als f, — f in B(a,b), dan geldt
Vo € (a,b):  fo(z) — f(x).
Bewijs. Als ||f — fullo < ¢, dan geldt Vz € (a,b): |f(x) — fu(x)] <e. O

Zoals dadelijk uit voorbeelden duidelijk zal worden, geldt de omgekeerde
bewering niet.
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Voorbeelden (Uniforme vs Puntsgewijze Convergentie)
(a) Voor n € N definieer f,: [0,1] — R door

fuwy = D e qo,1)).

n

Dan is lim f, = 0 (puntsgewijs). Hier is 0 de nulfunctie. Immers, laat

n—oo

x € [0,1]. Laat € > 0. Neem N = % Dan is voor alle n € N met n > N:

1

(1—x)" 1
N

[ fula) = 0] = g%< .

Er is hier ook uniforme convergentie omdat | f, — 0floc = = — 0, als n — oo.

(b) Voor n € N definieer g, : [0,1] — R door

gn(x) = (1 —2)"  (x€[0,1]).

(Zie Figuur) Dan is lim g, = ¢ (puntsgewijs), waarbij ¢: [0,1] — R is
n—oo

gegeven door

1 alsx=0
9(x) :{ (z € [0,1]).

0 alsz>0

Immers, laat z € [0,1]. Laat ¢ > 0. Als z = 0 of 2 = 1 neem N = 37
en als z € (0,1) neem N = ln(lilfz). Dan voor alle n € N met n > N
geldt |gn(z) — g(z)| < € (ga na). De convergentie is niet uniform want
lgn — glle = 1 - 0, als n — oo. Dit kan ook direct worden ingezien.
Immers, als de convergentie uniform was, dan zou de limietfunctie ¢ continu

zijn en dat is ie niet! Stelling 1.4.5.
(c) Voor n € N definieer h,,: [0,1] — R door

ho(z) =2(l—2)" (z€]0,1]).

(Zie Figuur) Dan is lim h, = 0 (puntsgewijs). Voor het bewijs merken we

op dat |h,(z) — 0] < |gn(x) — g(z)| voor alle x € [0, 1], waarbij g, en g als
in Voorbeeld (b) zijn. Laat z € [0,1]. Laat ¢ > 0. Alsz = 0of z =1
neem N = 37 en als x € (0,1) neem N = ln(lf_aw). Voor alle n € N met
n > N geldt dan |h,(z) — h(z)| < € (ga na). In dit stadium is niet duidelijk
of de convergentie uniform is, omdat we N niet onathankelijk van = gekozen

hebben. Met wat meer moeite blijkt dit toch te lukken. De functie h,, is
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differentieerbaar en Al (z) = (1—z)"—nz(1—2)" ' = [(1—(n+1)z](1—2)" L.

Omdat h,(0) = h,(1) =0 en h, > 0 heeft h,, een maximum te x = n+r1 en

1 1 1 n 1
h(z) — 0| < hy, - <1— ) <
‘ ($) < (n+1) n+1 n+1 “n—+1

voor alle z € [0,1] en n € N. Oftewel [|h, — 0]|oc < 5 — 0 als n — oc.

(d) Van belang is de standaardlimiet

lim nPa™ =0

n—oo

voor alle p € R en |a| < 1.
Voor n € N definieer f,: [0,1] — R door

folx) =nx(l—2)" (x€][0,1]).
(Zie Figuur) Dan is lim f,(x) =0 =: f(z) voor alle z € [0,1]. (Dit is triviaal
als = 0 en volgt uit de standaardlimiet als = € (0,1].) Dus lim f, = f
puntsgewijs. Echter

1 n 1\
5= Flloo = Ul = max [(@)] = fulmg) = g (14 )

voor alle n € N. Blijkbaar is

<1+l>n:e_17é0

lim || f, — flloc = lim
n—0o0 n—oo n

n+1
en de rij {f,} convergeert niet uniform op [0, 1].
Zijnu § € (0, 1) vast en beschouw de restrictie van f,, op het interval[d, 1]. De

functie f, heeft een maximum te x = —— en is dalend op | 1]. Daardoor

n+1
1 1 :
geldt voor alle n zo dat -5 < 0, ofwel n > § — 1:

[fn = fllr = max fo(z) = fu(8) = nd(1 = 4)".

z€[6,1]

1
n+1’

Dus lim ||f, — fll; = lim nd(1 — 6)" = 0 en de functierij {f,} convergeert
uniform op het gesloten interval [4, 1].

(e) Voor n € N definieer f,,: [0,1] — R door
fulx) =nPzx(1 —2)" (z€]0,1)]).
(Zie Figuur) Ook nu geldt dat lim f, = f = 0 puntsgewijs op [0, 1]. Maar

2

1\—"
Jim 1o = flloe = Jim max fu(o) = Jim 2 (1 1) = e
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Dus de functierij { f,} convergeert NIET uniform op [0, 1].

(f) Soms is het lastig om || f,, — f]|c te berekenen, maar lukt het wel om een
goede schatting te vinden. Voor n € N definieer f,: (0,2) — R door
2" Inx

fula) = S (e 02)

(Zie Figuur) Voor z € (0,1]is lim f,(x) = 0envoorz € (1,2)is lim f,(x) =
Inz. Definieer daarom f: (0,2) — R door

0 alsze(0,1]
flx) = { (z € (0,2)).

Inz alsz e (1,2)

Dan is lim f, = f puntsgewijs op (0,2). Voor de uniforme convergentie

onderzoeken we f, — f. Als z € (0,1] dan is

" Inx 1
n(®) = = <a"|Inz| < "Iyl = [g, (e V)] = —
| fulz) = f(2)] | =7 | Inz| < max ly" Iny| = |gn(e™/")] —
waarbij g,(y) = y"Iny. Als x € (1,2) dan is
"] 1 1 1 1
Fal@)=f@)] = | S —Ine| = === < =2 < max L=y () = —,
"+ 1 "+ 1 " ye(l,00) Y" ne

waarbij h,(y) = l?j‘—ny
Daardoor is || f, — flles < == en lim || f, — f|lc = 0. Dus de functierij {f,}

convergeert uniform op (0, 2).

(g) Voor n € N definieer f,,: R — R door

folz) = cos(%) (x € R).

(Zie Figuur) Dan is lim f,(x) = 1 =: f(x) voor alle z € R. Maar ||f, —
fllo = 2 voor alle n € N zodat lim ||f, — f|loc = 2 # 0. Dus de functierij

{fn} convergeert niet uniform op R. Zij M > 0 vast en beschouw de restrictie
van f, op het interval [-M, M]. Voor alle n € N en x € [—M, M] geldt

2

|fu(z) — f(2)] =1— cos(%) = 2sin2(%) < % <

3

[\~
N

n

Hieruit volgt dat in B(—M, M) geldt || fo—f|lee < 24, zodat lim || f—f|lec =

2n2

0. Dus de functierij { f,} convergeert uniform op [—M, M].
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Traditioneel speelt uniforme convergentie een rol bij verwisselen van limiet-
processen.

Stelling (I-stelling)

Zij [a, b] een gesloten en begrensd interval in R en fi, fa, ... een rij integreer-
bare functies op [a,b] die uniform naar een functie f convergeert. Dan is f
integreerbaar op |a,b] en

lim fn dx_/f

n—oo

Definieer F, Fy, F5, ... : [a,b] — R door

:/fn(t)dt | F(m)z/f(t)dt (x € [a,b]).

Dan is lim F,, = F uniform op |a,b].

n—oo

Bewijs. We bewijzen deze stelling alleen voor continue functies. Volgens de
C-stelling is f continu, dus integreerbaar. Zij ¢ > 0. Omdat lim ||f, — f|| =

0, is er een N > 0 zo dat voor alle n € N met n > N geldt || f, — f|| < ;5%
Dan is voor alle n € N met n > N en alle z € [a, b]:

IEu(2) "Uﬁﬁ - 4gf
!ﬂm mm</——a—s

Dus lim F, = F uniform op [a, b].

n—oo

In het bijzonder is dan ook

b

fult) = £ ae < [

a

fult) = F(0)|

b b

lim [ f.(z)dx = lim F,(b) = F(b) = /f(x) dz

n—oo n—oo
a a

en de stelling is bewezen. | O
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Volgens de I-stelling geldt

b b

lim [ fu(x) d:c:/ lim fo(x)de

n—oo
a a

voor een rij integreerbare uniform convergerende functies. Blijkbaar mogen
dan limiet en integraal verwisseld worden.

Net als in de C-stelling is uniforme convergentie een voldoende voorwaarde,
maar geen noodzakelijke voorwaarde. In Voorbeeld 1.4.10(d) is f,(z) =
nx(1—x)" voor alle z € [0, 1] met lim fn = f = 0 puntsgewijs op [0, 1] maar

niet uniform op [0, 1]. Niettemin geldt hm f fo(z)de = f f(z)dz. Immers

1 1 1 1
J f =n [z(l-z)"d an(l—y)y"dyznf(y”—y”“)dyz
0 0 0 0

= ey Conclusie: nh_)rgo e = f f(x

In Voorbeeld 1.4.10(e) is f,(z) = n*z(1—x)" voor alle z € [0, 1] met lim f, =

f = 0 puntsgewijs op [0, 1] maar niet uniform op [0, 1]. Nu is

1

1
lim [ fu(z)d>r = lim " =1 %OZ/f(x)d:p
0

oo woso (n+ 1)(n + 2)
0

Voor de differentieerbaarheid van een limietfunctie is er de volgende stelling.
Merk op dat de voorwaarde van uniforme convergentie betrekking heeft op
de rij van afgeleiden.

1.4.11 Stelling (D-stelling)
Zij (a,b) een open interval in R en fi, fa, ... een rij functies op (a,b). Veron-
derstel

1. f, is continu differentieerbaar voor alle n € N,

2. derij{f!} van afgeleiden convergeert uniform op I, met limietfunctie
© en

3. eriseenc € (a,b) zo dat lim f,(c) bestaat.

n—oo

Dan geldt het volgende
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I De rij {f,} is puntsgewijs convergent op I, met limietfunctie f, zeg.
Bovendien is f continu differentieerbaar en f'(x) = ¢(x) voor allex € I.

!/
Dus ( lim fn> — lim [,
II Als bovendien het interval (a,b) begrensd is, dan is lim f, = f uni-
form op (a,b).

Bewijs. Omdat ¢ de uniforme limiet is van continue functies, is ¢ continu
(C-stelling). Zij I = lim f,(c). Volgens de hoofdstelling van de integraalre-

kening is
[ i = @) - fafo)

zodat

h@—h@+/ﬂ®&

voor alle x € (a,b) en n € N. Uit de I-stelling, toegepast op het interval [c, z]
of [z, ¢] volgt dan dat voor alle x € (a,b) de limiet van het rechterlid bestaat:

T (£, /f dt—l+/()d

Definieer daarom f: I — R door
flx)=1+ /go(t)dt (x eI).
Danis lim f,, = f puntsgewijs. Uit de hoofdstelling van de integraalrekening

en de continuiteit van ¢ volgt dat f differentieerbaar is, met f' = ¢. Dus f

is continu differentieerbaar. Dit bewijst onderdeel I.

In onderdeel II is (a, b) begrensd. We bewijzen dan dat lim f, = f uniform
n—od

op (a,b). Voor alle z € (a,b) is (ook als z < ¢)
\nm—<n<mz—uﬂff <wﬂsmmwu+

+(b=a)|lf;, = #lloo; zodat || fo = flloo < [fulc) =l +(b=a)[[ [}, = ¢lloo. Hieruit
volgt eenvoudig dat lim || f, — f|loc = 0 en lim f,, = f uniform op (a,b). O
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In de D-stelling wordt verondersteld dat de rij {f/} van afgeleiden uniform
convergeert. In het algemeen is het niet voldoende dat de rij { f,,} zelf uniform
convergeert.

Voorbeeld
(a)Voor n € N definieer f,,: R — R door

folz) = %arctan(nx) (x € R).

(Zie Figuur ) Dan is nh_)ngo | fulloo = 71113)10 5= = 0, dus de functierij {f,} con-

vergeert uniform op R met limiet f = 0. Voor alle x € R enn € N is
fr(#) = tmz- In het bijzonder is f;,(0) = 1. We zien dat

Tim f,(0) =1#0 = f/(0).

De afgeleiden convergeren niet naar de verwachte(?) waarde.
Verder is lim f)(x) = 0 voor alle x € R\{0}. Dus de puntsgewijze limiet

lim f/ is niet continu, terwijl elke f/ wel continu is. Met Stelling 1.4.11 volgt

dat de rij {f} niet uniform convergeert op R.

(b)In tegenstelling tot de C-stelling is de I-stelling in het algemeen niet gel-
dig op een onbegrensd interval in R. Het volgende voorbeeld demonstreert
dit.

Voor n € N definieer f,,: R — R door

B L alsz € [0,n] R
fnlz) = 0 alsaz ¢&]0,n] (e R).

Dan is lim f, =0 =: f uniform op R. Maar

o0

lim [ fu(z)de=1lm1=1#0= /f(a:)da:.

n—oo n—oo
—0o0

(c) De uniforme convergentie van de functierij { f,,} in Stelling 1.4.11 II, kan
in het algemeen niet geconcludeerd worden voor onbegrensde intervallen.

Soms blijkt het mee te vallen.
Voor n € N definieer f,,: R — R door

fa(z) = (z+2)* (zeR).
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Definieer f,¢: R — R door f(z) = 2% en ¢(x) = 2z voor alle z € R. Dan is
fi(z) =2(x + %) voor alle z € R en lim f; = ¢ uniform op ieder begrensd
deelinterval van R. Ook is lim f, = f puntsgewijs op R, en ook uniform op

ieder begrensd deelinterval van R. want f, — f is niet begrensd op R voor
alle n € N. Stelling 1.4.11 kan niet direct worden toegepast, maar wel op elk
begrensd deelinterval. Aldus komt het toch nog goed.

In de praktijk komen vaak functierijen voor, die vermomd zijn als functie-
reeksen.

Uit de le-jaars analyse is het volgende bekend Zij {ax} een rij in R. Voor

n € N definieer s, = Y a, de n?® partiéle som. De rij s1, 59, ..., of {s,},
k=1
heet de bij ay, as, ... behorende reeks. Een reeks is dus een rij van partiéle

sommen. Deze reeks wordt genoteerd door ) ay. Een andere notatie die ook

o0
wordt gebruikt is: “de reeks > a;.”.

k=1
De reeks > ap heet convergent, of anders gezegd, de rij ai,as,... heet
sommeerbaar, als lim s, bestaat. Als de reeks > aj convergent is, dan
n—oo
o
heet lim s, de som van de rij aq,as, ..., notatie Y a, := lim s,. Dus

(e e]

> ay is een reéel getal dat door sommigen ook als notatie voor de reeks
k=1

wordt gebruikt.

Definitie
Laat {uy} een functierij zijn op een interval (a,b). Voor alle n € N definieer
Sy (a,b) — R door

Snl@) =) ug(x).

Dan heet de functie S,, de n?® partiéle som van de functierij {u;}. De
rij Sp,S2,... wordt een functiereeks op (a,b) genoemd, notatie » uy, of

Z Ug .
k=1

De resultaten betreffende uniforme convergentie kunnen nu vertaald worden
voor functiereeksen. De volgende stelling is het meest gebruikte criterium
om vast te stellen dat een functiereeks uniform convergeert.



1.4.14

1.4.15

46 Hoofdstuk 1. Genormeerde Functieruimten

Stelling (Kenmerk van Weierstrafl) Zij > uy een functiereeks op het in-
terval (a,b). Als " ||ug|loo convergeert, dan is > uy, uniform convergent op
(a,b). Bovendien convergeert Y uy(x) absoluut voor alle x € (a,b).

Bewijs. We laten eerst zien dat > ug(x) absoluut convergeert voor alle
x € (a,b). Zij v € (a,b). Dan is |ug(z)| < ||ug| voor alle & € N. Met
het vergelijkingscriterium volgt nu dat > ug(x) absoluut convergent, en dus
convergent is.

Voor n € N definieer S,,,S: I — R door

Sulw) =Y Jug(x) , S(x) = up(x).

Zij nu n € N. Dan is voor alle = € (a,b)

[Sa@) = S(@)| = | D w(@)| < Y Jur(@)] < Y [kl

[e.@]
Dus [|S, = S|| < > |luklleo- Omdat > |Jug||s convergeert, is
k=n+1

oo [e.e] n
tim 3 fuplloe = lim (3 = D lluell) = 0.
n—oo n—oo
k=1 k=1

k=n+1

Met de insluitstelling volgt dan dat lim ||S,, — S|« = 0. Dus > u conver-

geert uniform. m

Gevolg (Kenmerk van Weierstraf})

e Zij > uy een functiereeks op het interval (a,b) en {ax} een rij niet-negatieve
getallen. Stel |ug(x)| < ay voor alle k € N en x € (a,b) en stel verder dat
> ay convergeert. Dan is _ wy uniform convergent op (a,b). Bovendien
convergeert » _ uy(x) absoluut voor alle x € (a,b).

o Als alle uy: (a,b) — C tevens continu zijn, dan is de somfunctie x —
u(z) = > ug(z), eveneens continu.

Bewijs.

e Omdat |ug(z)| < ay voor alle k € Nen z € (a,b), is ||uk|lo < ax. Uit het
vergelijkingscriterium volgt dan dat > ||ug||e convergeert. Gebruik nu het
voorafgaande kenmerk van Weierstraf.

e Pas de C-stelling 1.4.5 toe voor de rij van partiéle sommen. O]
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Voorbeeld
(a) Voor k € N definieer uy: R — R door

3

T
up(z) = ——— (z € R).
(@) 1+ k2t ( )
Dan is u}(x) = % en uy, heeft een maximum te x = 3/4k~/2 en een
minimum te z = —3Y4k7Y2. Dus ||upl|eo = ur(3/4k7?) = 4?}:3/;12. Omdat

> == convergent is, is met het kenmerk van Weierstra de reeks Y uy, uni-
form convergent op R

(b) Voor k € N definieer u;: R — R door

ug(z) = (—1)F1 (x € R).

k + x?
Voor alle z € R is {ux(z)} een alternerende rij, klim |uk(x)] = 0 en de rij
{Jur(x)|} is dalend. Met het kenmerk van Leibniz volgt dan dat > ug(z)

convergeert. Dus ) wy is puntsgewijs convergent. Zij S, (z) = > ug(z) en
k=1

S(x) =Y uk(z), zoals gewoonlijk. Het kenmerk van Leibniz geeft bovendien

=1
de volgende schatting:
1Sn(2) = S(2)| < |unia(2)]

voor alle n € N en z € R. Dus voor alle n € N is

1 1
— <
n+1+22 " n+1

19n(2) = S(2)| < |unia(2)]

voor alle z € R zodat ||.S,,— 5] < n+r1 Hieruit volgt dat lim [|.S,,— S|/ =0

en de reeks ) uy convergeert uniform op R.
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2.1.1

2.1.2

Hoofdstuk 2 Approximatie via
Convolutie

Het convolutieproduct als lineaire afbeelding

Uitgaande van een tweetal gegeven functies F': R — C en f: R — C kunnen
we, onder bepaalde voorwaarden, trachten een nieuwe functie te construeren

volgens het recept z — (F * f)(x f F(z —y)f(y)dy. Als de integraal

convergeert voor alle z € R, dan heet de nieuw gevonden functie F'xf: R — C
het convolutie product van F en f.

Definitie
Bij een gegeven F' € L;(R) definieren we de afbeelding

CFI LQ(R) HLQ(R), fl—)CFf:F*f,

door

o0

(Crf)(x) = (F f)(z) = / Flz — ) f(y)dy

Stelling

(i) De afbeelding Cr: Lo(R) — Lo(R) uit Definitie 2.1.1 is goed gedefi-
niéerd.

(ii) De afbeelding Cp: Lo(R) — Lo(R) is een lineaire afbeelding.
(ii) [ICof1l = I1F" fll2 < [1Fllx [1f]l2-

Bewijs.

(i) We laten zien dat voor f € Ly(R) geldt dat ||Crfll2 < oo. Inderdaad
2 T 7 2

(leefll)’ = [ | | Fle—nfwdy]de< [ (] [Fa—y)|1f)]dy)’ dr <

-0 —00 — 00 —00
o0

(1@ = 9R(FG = D) dr < [ { ] 1F@ - y)ldy)}

{f |Fa=y)| |f(y)]? dy} dz < f { f\F ) dy}-{ f |F(z—y)| | f(y)2 dy} dz =

L f { f [Fe=y)If ()P dy} do = |[F]l f FW)? ] IF—p)]dody =

49
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170 J 1P [ IF@)dedy = (1F1)*(17]2)* < .

(ii) Op grond van eigenschap 0.5.2b geldt voor willekeurige
a, f €C, dat Cr(af + Bg) = aCpf + BCryg.

(iii) Ligt besloten in bewijs van (i). O

We willen het voorgaande niet alleen doen op de hele R, maar ook op be-
grensde intervallen (—L, L). We moeten daartoe de functie F' ook buiten het
interval (—L, L) waarden geven, immers als de variabelen x en y beide, los
van elkaar, van —[L naar +L mogen rennen, dan beweegt x — y zich tussen
—2L en +2L. De voortzetting van I buiten (—L, L) gaat op ’'periodieke
wijze’, dat wil zeggen door "herhaling’.

Stelling .
Gegeven: F € Ly(—L, L). We definiéren F € L1(—2L,2L) door

F(+2L), als 2L <&< —L,
F(¢) = F(¢), als ~L<¢<L,
F(—2L), als L<¢<2L.

Er geldt
at+2L L L
Vae (-2L,00: [ Fe)de= [ F&)de= [ F(&)de
[ R [row- ]
Bewijs.

a+2L _ —L _
Voor a < —L, dan is a + 2L < L, schrijven we [ F(&)dé = [ F(&)dE+

a+2L _ —L a+2L _ L a+2L _

J Fdé= [ F(E+2L)dé+ [ F(§dE= [ Fn)dp+ [ F(§dE=
L a —L a+2L —L

L

[ F(¢)d¢. Voor —L < a < 0 gaat het analoog. O
“L
Definitie
Bij een gegeven F' € Li(—L, L) definieren we de afbeelding

CFZ LQ(—L,L) —>]L2(—L,L), fHCFf:F*f,

door

(Cr)(x) = (F % f)(z) = / Fle — ) f(y) dy.
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Stelling

(i) De atbeelding Cp: Lo(—L, L) — Lo(—L, L) uit Definitie 2.1.4 is goed
gedefiniéerd.

(ii) De afbeelding Cp: Lo(—L, L) — Lo(—L, L) is een lineaire afbeelding.
(iii) ICrlla = 1" % fll2 < [[F'llx [I.f]l2-

Bewijs. Lijkt sterk op het bewijs van Stelling 2.1.2. Vervang in het bewijs
aldaar het symbool oo in de integratiegrenzen door het getal L. Ook de
eigenschap van F' in Definitie 2.1.4 moet natuurlijk gebruikt worden. ]

Met een kleine beperking op F blijkt Crf = F x f een continue functie te
zijn.

Stelling
Voor F' € L1(R) N Ly(R), respectievelijk F' € Ly(—L,L) N Ly(—L,L) =
Lo(—L, L), geldt dat de functie

— (Crf)(@) = (F f)(x) = / Fle —)f(y) dy,

met K = oo, respectievelijk K = L, continu is.

Bewijs.

e In het speciale geval dat f een trapfunctie is volgt de bewering uit de
N

laatste der Eigenschappen 0.5.5. Immers, met T'(z) = > GX o, ](x),
= Cj—1,Cj

T—Ccj_1

volgt (CoT)( i f y)dy = zaj [ F(t)at

° Vé)oor feLyR)en T € T(]R) enceR geldgo((,’pf)(x) —(Crf)(c) =
=/ {F(I—y)—F(c—y)}(f(y)—T(y))dy+7f {F(r—y)=F(c—y)}T(y) dy

Met Cauchy-Schwarz en de driehoeksongelijkheid vinden we, ongeacht de
keuze van x en ¢, dat |(CFf)( )— (Crf)e)] <

21F 2l = Tll2 + | f {F(x —y) = Flc = y)}T(y) dy|. De vraag is of we

dit kleiner dan een Wlllekeurlge voorgegeven £ > (0 kunnen krijgen door x
voldoende dicht bij ¢ te kiezen. Op grond van Stelling 1.3.10 kunnen we T’

zodanig kiezen dat ||f — T2 < - Vervolgens kiezen we (eerste deel van
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dit bewijs) x zo dicht bij ¢, dat de tweede term < %5 is. We vinden dan, alles
bijeengenomen, |(Crf)(z) — (Crf)(c)| < e.

Voor een begrensd interval [—L, L] gaat het net zo. O

Voorbeelden
We maken voor de functie F' in Stellingen 2.1.5 en 2.1.6 diverse keuzen die
ons in het vervolg goed van pas zullen komen.

(a) De Pulsfunctie.
Kies een willekeurig doch vast getal ¢ > 0. Neem voor F' de functie
z— Pyz) = 1x (z). Dan || P|; = 1. Laat f € Ly(R), dan is

[7%t7%t}

x+%t

PP =5 [ Sy

Uit Eigenschappen 0.5.5 volgt ogenblikkelijk dat dit een continue functie van
x is. Het is een middeling van f over het interval [z — %t, T+ %t] Verderop
zullen we zien dat, voor kleiner wordende t de functie (P; x f)(z) een steeds
beter wordende benadering van f in Lo(R) met continue functies in Lo(R)

is.
Voor f € Ly(—L, L) vinden we

( atit N
T fwdy++ [ fly)dy, als —L<x<—L+ 3,
-L 2L+x—%t
T+t
(Pxf)(x) = % fl f(y) dy, als —L + %t <<L-— %L
T—5t
L ’ —2L4z+1t
[ fydy+1 [ fly)dy, als L—3t<az<L.
\ "E—%t —L

Merk op dat (P, % f)(L) = (P, * f)(—L), voor alle waarden ¢t > 0.

(b) De Tentfunctie.
Kies een vast getal t > 0. Neem voor F' de functie

0, als z < —t¢
1 1 _
£ Ty(a) = (14 32), als —t <2 <0,
%(1—%), als 0<zx<t,

=

als x> t.
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De grafiek van T; stelt een driehoekje met oppervlakte 1 voor.
Laat f € Lo(R), dan is

-+t

(T, f)(a /f Iy~ <:c— DIyt~ [ =y dy.

t2

T

Met het oog op de gangbare kunstjes verwacht je dat de afgeleide naar x
hiervan gegeven wordt door

m*f)'(x):(ﬂ*f)(x):—l/f Jdy + - /f

Eigenschappen 0.5.5 laten ons weten dat laatstgenoemde integraal een con-
tinue functie van = voorstelt. Vervolgens kun je rechtstreeks nagaan dat

(T PHa+h) = (x )
tim . — (T * (@)} = 0.

De conclusie is dat, hoe discontinu f ook moge zijn, T; x f met ¢ > 0 steeds
een continu differentiéerbare functie in Lo(R) met afgeleide T} * f in Ly(RR)
is. Verderop zullen we zien dat ook in dit geval, voor kleiner wordende ¢, de
functies (T; * f)(z) een steeds beter wordende benadering van f in Ly(R),
met continu differentiéerbare functies in Ly(RR), zijn.

Analoog aan (a) kan dit overgedaan worden in Lo(—L,L). Dat is alleen
boekhoudkundig wat complexer. In dat geval geldt (T;x f)(L) = (T;x f)(—L)

en ook (T;  f)/(L) = (T » f)/(~L).
(c) De Gaussfunctie.
Kies een vast getal ¢ > 0. Neem voor F' de functie

1’2

z— Gy(x) = r

Xp(——)-

1
—e
2yt
Dan ||G;||; = 1 ook hier. Laat f € Ly(R), dan is

2

(Gor D) = 5= [ ent= )0

4t

Met Stelling 2.1.6 vinden we dat de verkregen functie z — (G f)(z) continu
in z is. In feite is de verkregen functie superglad. Wat we hier niet zullen
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bewijzen, maar wel aannemelijk maken, is dat G * f oneindig vaak continu
differentiéerbaar is. De n-e afgeleide wordt gegeven door

(Gix )" () = (G % ) ().

Dit zie je door 'botweg’ achter het integraalteken naar x te differentiéren.
Dat dit ‘'mag’ zullen we hier niet bewijzen. Wel zie je dat het zinvol is om
G x f op te schrijven, omdat

v 1 x?

Vn € N: dexnz\/HeXp(—E)a

behoort tot zowel IL;(R) als Ly(R). Nadere analyse van de uitdrukking voor
Gy * f leert dat deze functie als een convergente Taylorreeks met convergen-
tiestraal R = oo kan worden geschreven. Slotopmerking: Als f een tempera-
tuursverdeling op een oneindig lange staaf, op tijdstip ¢ = 0, voorstelt, dan
wordt de temperatuursverdeling op tijdstip ¢ gegeven door G} % f.

(d) De Potentiaalfunctie.
Kies weer een vast getal t > 0. Neem voor F' de functie

1 t
v Hie) = S

Dan ||H¢||; = 1 voor elke keuze van t > 0. Laat f € Ly(R), dan is

Ho o) =+ [ )

Met Stelling 2.1.6 vinden we dat de verkregen functie z — (H* f)(x) continu
in x is. In feite is ook in dit geval de verkregen functie superglad. De opmer-
kingen dienaangaande onder (c) zijn ook hier van toepassing. Slotopmerking:
Als f een electrische potentaal voorstelt langs de z-as in het xy-vlak, dan
wordt de potentiaal langs de rechte y = ¢ gegeven door (H; x f)(z).

(e) De Fejérkern.
Kies een willekeurig, doch vast, natuurlijk getal N € N. Neem voor
F € Ly(—m, ) de functie

1 N J inx 1 sin’ W
T KN('T> = 2r(N+D) Z { Z € } = 2x(N+1) sin? Z

1 1—cos(N+1)x
2n(N+1)  l—cosz

Het derde =teken in deze uitdrukking volgt met een elementaire gonioformu-
le. Het tweede =teken vergt wat manipulaties met meetkundige reeksen.....
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De goniometrische uitdrukkingen zijn niet gedefiniéerd in x = 0, echter de
lim bestaat wel en is gelijk aan &L, Merk op dat Ky(x) > 0 voor alle

20 21

N en alle z € R. Er geldt |[Kyl|[1 = 1 voor elke keuze van N € N. Laat
f € Ly(—m, ), dan is

|} in? Qe
K = dy.
(s ) = 5 [ S0

Met Stelling 2.1.6 vinden we dat de verkregen functie z — (Kn*f)(x) continu
in x is. Veel belangrijker voor wat er allemaal nog volgt, is dat Ky ~ f een
goniometrisch polynoom is, dat wil zeggen, geschreven kan worden als
m=N
(Kn* f)(z) = Z Cme™" —co—i—z Cm + Com cosmx—i-z ) sinnx,
m=—N
met

N+1-
Con = ( + ’m‘ /f —my dy

Bij de theorie van de Fourierreeksen zullen we ’willekeurige functies’ uiterst
efficiént gaan benaderen met trigonometrische polynomen.

(f) De Verzachter.
Beschouw de functie V: R — [0, o), gedefiniéerd door

- { kexp(—13), als —1<z <1,
— 0,

Vi ] > 1.

1
Het getal x > 0 wordt gedefinieerd door k = ( [ exp(—1 xQ)dx) ' De
1
functie V' is oneindig vaak continu differenti€éerbaar. In de punten x 4+ 1 zijn
zelfs alle afgeleiden van V' gelijk aan 0.
Kies nu een willekeurig doch vast getal ¢ > 0. Neem voor F' de functie

z— V(z) = 1V (%). Dan ||Vi||; = 1. Laat f € Ly(R), dan is

Vir ) = [ Ve =ty =1 [ Vi@

Dit is, voor elke t > 0, een willekeurig vaak differentiéerbare functie van
x. Verderop zullen we zien dat, voor kleiner wordende ¢ de functie x +—
(Vi % f)(x) een steeds beter wordende benadering van f in Ly(R), met zeer
gladde functies in Ly(R), is. Merk op: Als f = 0 buiten een interval [a, b],
dan is V; x f = 0 buiten het interval [a — 2t, a + 2t].
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Benadering via convolutie

We willen functies in L, willekeurig dicht gaan benaderen met gladde functies
door het nemen van een convolutie met een geschikte F'. Ter voorbereiding
berekenen /schatten we een tweetal integralen, elk over een 2-dimensionaal
gebied.

Lemma
Kies getallen A € R, B € R, met —oo < A < B < 00. Definiéer het gebied
G ap door

Gap = {A<z<B y<AlU{d<z<B,y>B}U
U{A<y<B,z2<A}J{A<y<B, z> B}.
Laat K € Ly(R) een even functie zijn, dan geldt

B-—A o9
//K(a; _y)dedy =4 / EK(€)dE +4(B — A) / K()de.

Gap 0 B-A
Bewijs. Maak een figuur van het gebied G 45 door in het xy-vlak de rechten
xr=A, x =B, y=A, y= B tetekenen en de coordinaten van de snijpunten
erbij te vermelden. Langs de rechten y — x = &, met —oo < £ < 00, is de
functie K constant met waarde K (§). Merk op dat voor £ = +(B — A) de
rechte door de snijpunten (A, B), dan wel (B, A), gaat. We bepalen de totale
lengte [(£)van de lijnstukken op y — z = &, voorzover die binnen het gebied
G ap liggen. We vinden

l _ 25\/§7 als 0 S |€| S B — A7
(&)= 2(B— A2, als |¢|>B— A.

Merk voorts op dat de afstand tussen de rechten y —x = £ en y —x = £+ A,

gelijk is aan %. Met ons timmermansoog zien we dat de bijdrage tot de

integraal, geleverd door een ’smal’ strookje gelegen tussen y — z = & en

y—x =&+ A 'gelijk’ is aan K(f)l(é)%. De te berekenen integraal is dus

gelijk aan _{o K(¢)%d¢ =2 b[ K (€)% d¢. Dit laatste omdat K () = K (—¢)
verondersteld is. Invullen van [(£) leidt tot het gewenste resultaat. ]

Lemma
Kies getallen A € R, B€ R, L >0, met —L < A < B < L. Definiéer het
gebied Gp.ap door

Grap = {A<z<B, -L<y<A}U{Ad<z<B, B<y<L}
U{A<y<B, -L<z<A}U{Ad<y<B, B<z<L}.
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Laat K € IL1(—2L,2L) een even en niet-negatieve functie zijn, dan geldt

[ K- yasay<a B/A§K<§> dé +4(B — A) /C K (€) de.

Gr,AB 0
Hierin is C' = max{L — A, L + B}.

Bewijs. Een bovengrens voor de gezochte integraal wordt natuurlijk gegeven
door de integraal uit Lemma 2.2.1 omdat G145 een deelgebied is van G 4p.
Het is niettemin nodig om van deze ’overschatting’ nog wat af te knabbelen.
Constateer met een tekening dat Gr.ap zich bevindt ten Zuid-Oosten van
de punten (—L,B) en (A, L) en ten Noord-Westen van de punten (L, A)
en (B,—L). De {-waarde van de rechte y — z = £ door deze punten zijn
respectievelijk L + B, L — A, A— L en —L — B. Het gebied G.ap wordt
blijkbaar ingesloten door de rechten y — x = &, met £ = £C' = max{L —
A,L + B}. De bovengrens oo kan blijkbaar verlaagd worden tot C. Het
resultaat is dan nog steeds een bovengrens voor de gezochte integraal. [

In de volgende definities voeren we een rij functies ten tonele die zich, gaande-
weg, steeds meer concentreren op een willekeurig klein te nemen intervalletje
rondom 0. De definities lijken sprekend op elkaar. Voor later comfort geven
we ze apart voor het begrensde interval (—L, L) en voor het interval R.

Definitie

Beschouw een rij functies { K, }, met n € N, in L;(R) N Ly(R). Zo'n rij van
functies heet een Dirac rij als ze de volgende eigenschappen heeft:

(i)Vne NVz e R: K,(z) = K(—x),

(ii) Yn e NVz e R: K, (z) >0,

(iii) Vn e N: [ K,(z)dz =1,

1
15.

(iv)Ve>0V6 >03IN eNVn>N: [K,(z)dz <
5

Definitie
Laat L > 0. Beschouw een rij functies {K,}, met n € N, in Lo(—L, L). Zo'n
rij van functies heet een Dirac rij als ze de volgende eigenschappen heeft:
(i)VneNVz e R: K,(zx) = K(—x),
(i) Vn e NVz € R: K,(x) >0,

L

(iii) Vn e N: [ K, (z)dz =1,

—L

1
15.

L
(iv)Ve >0V >03IN e NVn > N: [K,(z)dz <
0
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2.2.5 Voorbeelden
De nummering van de voorbeelden is conform die in Voorbeelden 2.1.7. De
verificatie van de eigenschappen (i)-(iii) is zo flauw dat we er geen aandacht
aan besteden.

(a) De Pulsfunctie.
De rij pulsfuncties { P/, } is een Dirac rij in zowel Lo(R) als Lo(—L, L). Er

geldt zelfs [ Pyj,(z)dz =0, als n > 5.
5
(b) De Tentfunctie.
De rij tentfuncties {T1/n} is een Dirac rij in zowel Ly(R) als Lo(—L, L). Er
geldt zelfs f Pijp(z)dz =0, als n > %

(c) De Gaussfunctie.
De rij Gaussfuncties {G, } is een Dirac rij in Lo(R). Immers: [ Gyj,(z)dz =
5

0 [ exp(—25) do = o= [ exp(—€2) d&.

4 né

2

Dit kun je net zo klein krijgen als je wil, dus ook kleiner dan }15, door n groot
genoeg te kiezen.

(d) De Potentiaalfunctie.

De rij Potentiaalfuncties { Hy ,, } is een Dirac rij in Lo(R). Immers: [ Hy,(z)dz =
5

H

3=

2 = % f ﬁ d§ =
1{z arctan(nd)}

Dlt kun je net zo klein krijgen als je wil, dus ook kleiner dan }15, door n groot
genoeg te kiezen.

(e) De Fejérkern.
De rij Fejérkern {K,} is een Dirac rij in Lo(—m, 7).

+a2
T _

Immers

™ T . 9 (ntlx

— 1 ST
f Kn(l') de = 2m(n+1) f sin? Z dz
é 0

T (n+1)x 1
1 2
—  2n(n+1) sm2% !Sln 2 dz < 2(n+1) sng

Dit is kleiner dan }15 alsn > 14+ —2+.
€ sin

(f) De Verzachter.
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De rij verzachters {Vi/n} is een Dirac rij in zowel Ly(R) als Lo(—L, L). Er
geldt zelfs f Vijn(z)de =0, als n > 3

In de volgende stellingen tonen we aan dat we een willekeurige functie in Lo
kunnen benaderen door de convolutie te nemen met kK.

Stelling
Laat de functierij { K, } C Ly(R) een Dirac rij zijn. Dan geldt

Jim [[(Ky o f) = flla = 0.
Anders geformuleerd: Ky x f — f in Ly(R) als N — oc.

Bewijs.
e We laten eerst zien dat de bewering geldt als we f = X(ap Demen, de
karakteristieke functie op het interval (A, B] dus. Bereken en schat

2 o0 o0
(I * X 4 ) = Xagll)” = [ 1] Knlow = )Xy g () dy = X (2)] dz

-0 —00

= T| j?Kn(w—y)[x(w](y)—X(AB](:U)] dy[* da

—00 —OQ

< T T Kae =0} { T 5l = )y 0) — Xy 0 i}
= T { T Bale =0l 0) — X @ i} e

B—A o0

=4 [ LK) dE+4(B—A) [ Kq(§)dE
0 B-A

Het tweede en ook het voorlaatste =teken geldt omdat [ K,(z—y)dy =1,

ongeacht de waarde van z. De ongelijkheid volgt dooricauchy—Schwarz toe

te passen op de productfunctie

y'_){\/ (z -y } {\/ [ AB] (AB]( )]}

Het laatste =teken volgt met Lemma 2.2.1.
Voor elke § met 0 < § < B — A geldt, mede omdat K, (z) > 0,

B-A
4 [ EK,(€)dE+4(B - A) f K
0 —A

B—A)
_4<5an( dE+4(B—A) [ K,(&)de+4(B— A) fK £)d¢
0 19
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10 [ Ko (€) dE+4(B—A) | Ko(€) dé < 46 | Ko(€) de+4(B—A) | Kon(e
0 ) 0 )

25+ 4(B — A) [ Ko(€) de.
é

Laat nu een willekeurige ¢ > 0 gegeven zijn. We kiezen nu eerst § = }152.
oo

Vervolgens kiezen we n zo groot dat [ K,(§) d§ < g5 A)€2. (Met (iv) van
5

Definitie 2.2.3.) Dan volgt [|(X, *X (4 B}) ~ X(a.5 |2 < e.

e Vervolgens laten we zien dat de bewering geldt als we voor f een wille-

N
keurige trapfunctie T'(x) = Z UGX (o, e, (x) nemen. Met de driehoeksonge-

lijkheid schatten we ||(K, *T) —T||> < Z ||| (£ n* X, I|2-

o) T Xerre
Hier staan een eindig aantal (V) termen. Elk van deze termen kun je, volgens
het voorafgaande deel van het bewijs, net zo klein krijgen als je wil, door n
voldoende groot te kiezen.

e Tenslotte laten we zien dat de bewering voor algemene f € Ly(R) geldt
omdat we zo'n algemene f willekeurig dicht kunnen benaderen met een trap-
functie. Bij gegeven f en elke trapfunctie 7" hebben we vanwege de driehoek-
songelijkheid en (iii) van Stelling 2.1.2,

1(Fx £) = Flla < (Ko % (f = T)) = (F = T) o + | (K % T) = Ty <

< (ot (f = T)lla + I1f ~ Tl + (K % T) = Tz <
<2||f=T|l2+|[(K,*xT)—T||2. Laat een willekeurige € > 0 gegeven zijn. Vol-
gens Stelling 1.3.10b is er een trapfunctie voorhanden zodat || f — T[]z < ze.
Vervolgens kunnen we volgens het voorafgaande deel van het bewijs, door
n € N voldoend groot te kiezen, bewerkstelligen dat [|(K, x T) — T[> < z¢.

Alles bijeen genomen leidt dit tot |[(K, = f) — fl|l2 < e. O

We herformuleren nu de voorafgaande stelling voor Ly(—L, L).

Stelling
Laat de functierij { K, } C Lo(—L, L) een Dirac rij zijn. Dan geldt

Tim [[(x + )= ]l = 0.
Anders geformuleerd: Ky x f — f inLy(—L, L) als N — 0.
Bewijs.

e We laten eerst zien dat de bewering geldt als we f = X(a,p Demen, de
karakteristieke functie op het interval (A, B] C (—L,L) dus. Bereken en
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Het tweede en ook het voorlaatste =teken geldt omdat [ K,(z —y)dy =1,
—L

ongeacht de waarde van z. De ongelijkheid volgt door Cauchy-Schwarz toe

te passen op de productfunctie

y = {VEw(z =)} {VEKn [ (a,m Y X(A,B](x)]}'

Het laatste <teken volgt met Lemma 2.2.2.
Voor elke 6 > 0 die zo klein is, dat aan de drie voorwaarden 0 < § < L,

0<d<B—Aen0 < <2L—C voldaan is, geldt, mede omdat K, (z) > 0,
C

B—A _
4 [ €K, (6)de+4(B-A) [ K
" B_A 2L—6 _

Kn(§)dE+4(B - A) [ Ki(§)d¢

B-A

Ro€)de +4(B = 4) [ Ky(6)
K,(€)dé + 4(B — A) Zf 6&(5) d¢
=25+8(B - A) fLKn(g) d¢.

)

1.2
4E°

2. (Met (iv) van

Laat nu een willekeurige ¢ > 0 gegeven zijn. We kiezen nu eerst § =

Vervolgens kiezen we n zo groot dat [ K,,(§)d§ < o0 o wE D
5

Definitie 2.2.4.) Dan volgt ||(K, *X(A,B]) ~Xap |2 < e.

ee De rest van het bewijs is hetzelfde als bij Stelling 2.2.6. Je moet alleen
Lo(R) vervangen door Lo(—L, L). Ook moet in plaats van naar (2.1.2) nu
naar (2.1.5) verwezen worden. O

De slotapotheose van dit hoofdstuk komt er nu aan. In de volgende stelling
laten we zien dat het in Ly(a,b) 'wemelt’ van functies van diverse, heel be-
paalde typen. Dit wil zeggen dat iedere functie in Ly(a,b) willekeurig dicht
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benaderd kan worden in || - ||2-zin met een rij functies van speciaal, door ons
uitverkoren type en die we namen gegeven hebben. De stelling is een vervolg
op Stelling 1.3.10 en Stelling 1.3.11. Eerst nog een paar functieruimten als
vervolg op Definitie 1.1.4 en Definitie 1.1.6.

Definitie (Functieruimten 4)
We beschouwen steeds een (begrensd of onbegrensd) open interval (a,b). Het
is dus toegestaan dat a en/of b oneindig is.

(1)

Met C.(a, b) noteren we de verzameling van alle continu functies

f: (a,b) — C, met de speciale eigenschap dat ze buiten een zeker be-
grensd en gesloten interval [c,d] C (a,b) gelijk 0 zijn. Dit interval [c, d]
kan en mag per functie verschillen. Men spreekt wel van continue func-
ties met compacte drager. Losjes gezegd: In de buurt van de eindpunten
van het interval (a,b) zijn deze functies al een tijdje 0. Merk op dat
C.(a,b) een vectorruimte is.

Met Zaagtand,(a,b) noteren we de lineaire deelruimte in C.(a,b) die
bestaat uit alle continue functies f die stuksgewijs lineair zijn. Dat wil
zeggen, voor zo'n f bestaan er getallen

a=ayg<a <ay<...<any_1<ay <b,zodat

0, als a <z <ay,
flaiy) + (z — ) @) gl g, <o <a,
en 1<1<N,

0, als ay <z <b.

Let op! Het aantal N en de positie der punten a; mag, per functie f,
verschillen.

Met C!(a, b) noteren we de lineaire deelruimte in C,(a, b) die bestaat uit
alle functies f in C.(a,b) die de eigenschap hebben differentiéerbaar te
zijn met continue afgeleide f’. Overigens geldt dan: f" € C.(a,b).

Met Spline,(a,b) noteren we de lineaire deelruimte in C!(a,b) die be-
staat uit alle continu differentieerbare functies f die een afgeleide f’ €
Zaagtand,(a,b) hebben. Deze functies zijn stuksgewijs polynomiaal.
Beperkt tot geschikte intervallen [a;_1,a;], als boven, worden ze be-
schreven door een polynoom van ten hoogste graad 2. Deze stukjes
polynoom zijn dan in de knooppunten a; zodanig aan elkaar gekoppeld,
dat de afgeleide f’ van f continu is in elk punt a;.
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(5) Met C(a,b) noteren we de lineaire deelruimte in C.(a,b) die bestaat
uit alle functies f in C.(a,b) die de eigenschap hebben dat ze willekeurig
vaak differenticerbaar zijn. Voor de n-de afgeleide f™ van f geldt dan:

F® € C=(a,b).

(6) Met H>(a,b) noteren we de lineaire deelruimte in Ly(a, b) die bestaat
uit alle functies f in Ly(a, b) die de eigenschap hebben dat ze willekeurig
vaak differentiéerbaar zijn, met alle afgeleiden f™ eveneens behorende

tot Ly(a,b). Dus ¥n € N: f(® € Ly(a, b).

(7) Met G(—L, L), 0 < L < 0o, noteren we de verzameling van alle functies
f: (=L,L) — C, die geschreven kunnen worden in de vorm

M N
flz) = mz_:o o, Cos(m%x) + ; B, Sin(n%x},

met M € N, N € N, willkeurig, en o, € C, 3, € C, eveneens wil-
lekeurig. Dit zijn dus alle willekeurige (eindige) lineaire combinaties
van Goniometrische functies die 'passen’ bij het interval (—L, L). Een
andere schrijfwijze voor een functie g € G(—L, L) is nog

n=M
T
g(z) = nz;(% exp(mzm),

met K € Z, M € Z, K < M, willekeurig, en v, € C, eveneens
willekeurig.

De volgende stelling zegt dat we een willekeurige functie f € Lo(a,b) wille-
keurig dicht kunnen benaderen met een functie uit elk der functieklassen die
genoemd worden in Definitie 2.2.8.

2.2.9 Stelling
Laat (a,b) C R een (begrensd of onbegrensd) open interval zijn. Er geldt het
volgende

(1) C.(a,b) is een dichte lineaire deelruimte in Lo (a,b).

(2) Zaagtand,(a,b) is een dichte lineaire deelruimte in Ly(a,b).
(3) Cl(a,b) is een dichte lineaire deelruimte in Ly(a, b).

(4) Spline.(a,b) is een dichte lineaire deelruimte in Ly (a,b).

(5) C(a,b) is een dichte lineaire deelruimte in Ly(a, b).
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(6) H*>(a,b) is een dichte lineaire deelruimte in Ly (a, b).

(7) Laat L € R , 0 < L < oo. De functieruimte G(—L, L) is een dichte
lineaire deelruimte in Ly(a,b).

(8) Als (a,b) een begrensd interval is, dan is P([a,b]) een dichte lineaire
deelruimte in Ly (a, b).

Bewijs.
(1) Laat f € Lo(a,b) en e > 0 gegeven zijn. Onze opdracht is een ¢ € C.(a, b)
te construeren, zodat ||f — ¢|l2 < e. Kies eerst ¢, d met a < ¢ < d < b, zo

c b
dicht bij a repectievelijk b, dat [|f(z)]*dz + [|f(z)]*dz <
a d

g2, Dan is

N

HX(Cd]f — fll2 < 3e. Beschouw nu P, x (X(cd]f) met ¢ > 0 zo klein dat
t< %(c—a), t < %(b—d) en bovendien HPt*(X(cd]f)_Pt*(X(c d]f)||2 < %5. Dit
is te realiseren op grond van 2.2.4 en 2.2.6. Als we p = P, x (X(c d}f) nemen,

dan blijkt op grond van 2.1.7 dat ¢ continu is en 0 nabij a en b. Onder
toepassing van de driehoeksongelijkheid vinden we tenslotte ||f — ¢|2 =

H(f - X(qd]f) _|1_ (X(C’ld}f — P x (X(C’d]f))”Q < ”(f o X(c’d}f)HQ + H(X(C’d}f — P x
(X(c,d]f))||2 < 7€ + 7€ = ¢&.
(2) Is een verfijning van (1). Kies in plaats van y (ed] f eerst een trapfunctie

T, die 0 is buiten (c, d], en zodanig dat || f —T'||» < 3¢. Door T te convolueren
met P, t voldoende klein, krijg je dan een zaagtandfunctie die niet verder
van T afligt dan %6.

(3) Net als (1). Vervang slechts P, door de tentfunctie 7; met t > 0 zo klein
dat t < 3(c —a) en t < $(b—d). Volgens 2.1.7 sub (b) is T} (X(C,d]f) een
continu differentiéerbare functie.

(4) Verfijning van (3), analoog aan (2). Ty* toegepast op een trapfunctie
levert als approximant een stuksgewijs 2e-graads polynoom.

(5) Wederom analoog aan (1). Neem nu in plaats van P, de verzachter V,
cf.2.1.7 sub (f).

(6) Volgt uit convolutie met de Gauss functie Gy, cf. 2.1.7 sub (c). Daar vind
je ook, dat voor alle t > 0 en alle f € LLy(R) de functie G; * f de gewenste
eigenschappen heeft. Voorts kun je bij iedere € > 0 het getalletje ¢ > 0 zo

klein kiezen dat |Gy x f — fll2 < e.

(7) Nu gebruiken we 2.1.7 sub (e). Bij gegeven f € Ly(—m,7) en € > 0, kun
je, door N voldoende groot te kiezen, bereiken dat ||Ky * f — f|l2 < . En
Ky« f is een trigonometrisch polynoom! Het algemene geval, voor Ly(—L, L)
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bekom je door in de integraaluitdrukking voor de norm ||[Ky * f — f]|2, de
variabele x te vervangen door Ty.

(8) Op grond van (1) kun je g € C([a,b]) kiczen zodat |f — gl < 2e.
Als g toevallig 0 is dan ben je klaar. Zoniet, kies dan p € P([a,b]) zo dat
lg — plloo < 2\/%5' Dan heb je ||g — p|l2 < 3¢ en, a fortiori, ||f — pl|s < 5.D
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3.1.1

3.1.2

Hoofdstuk 3 Fourierreeksen

Orthogonale en orthonormale stelsels
in inproduct-ruimten

Het begrip orthonormale basis uit de theorie van eindig dimensionale vector-
ruimten wordt hier uitgebreid naar oo-dimensionale inproductruimten zoals
ingevoerd in sectie 1.2. Omdat hier oneindige sommen tevoorschijn gaan
komen, zal het convergentie-begrip, en dus ook het afstandsbegrip, in de
betreffende IP-ruimte een wezenlijke rol spelen.

Definitie (Orthonormale stelsels)
Gegeven: Een IP-ruimte E, een stelsel S C E zodat 0 ¢ S.

e Het stelsel S heet een orthogonaal stelselalsVx,y € S |x#y = x L y] .

e Het stelsel S heet een orthonormaal stelsel als bovendien
Vx €S: |x||=1.

e We spreken van een orthonormale rij als S = {x, }ner,
meestal is [ = N of [ = Z. Dan geldt dus

(Xn7xm):5nm:{(1) ’ m#n

, m=n.

Merk op dat van een orthogonaal stelsel S een orthonormaal stelsel S; ge-
maakt kan worden door te stellen S; = {ﬁ x € S}

Stelling
Orthogonale stelsels zijn lineair onafhankelijke stelsels.

Bewijs. Een (oneindig) stelsel vectoren heet (algebraisch) onafhankelijk als
N

ELK eindig deelstelsel dat is. Zie Definitie 0.1.4. Veronderstel dat ) a;x; =
j=1

0 en dat alle x; ongelijk 0 zijn en onderling loodrecht. Dan volgt uit het ne-
men van inproducten met respectievelijk x;, 1 < k < N, dat alle coéfficienten
a; gelijk 0 moeten zijn. 0]

3.1.3 Voorbeelden (Orthonormale Stelsels)

(a) In ¢5(N) is
{e,, = kolom[0,--- ,0,1,0,---]|n € N, 1 op n-e positie en verder 0-en}

67



68 Hoofdstuk 3. Fourierreeksen

een orthonormaal stelsel.

(b) In Ly(—m, ) vormen de functies

{¢n(z) = L e™\nel}

V21

een orthonormaal stelsel. Dit geldt eveneens in Ly(a — m,a + 7), met a € R
willekeurig, doch vast, gekozen.

(b1) In Ly(—L, L) vormen de functies
1

V2L

een orthonormaal stelsel. Dezelfde functievoorschriften leveren ook een or-
thonormale rij in Lo(a— L,a+ L), met a € R willekeurig, doch vast, gekozen.

{wn(x) =

exp(in%x)‘ nezy

(c) De rij functies

{ sinx cosx sin2x cos?x sinnx CosSNT }
\/% Y RS Y R VS VL

is een orthonormale rij in Ly(—7, 7). Ook hier geldt dat dezelfde functievoor-
schriften een orthonormale rij definiéren in Ly(a—7, a+7), voor willekeurige,
vast gekozen, a € R.

(c1) De rij functies

sin Zx cos 21: st’rx (:0827r sinn%x cosn%x

o Ve e T T T )

is een orthonormale rij in Ly(—L, L). Dezelfde functievoorschriften leveren
ook een orthonormale rij in Ly(a — L, a+ L), voor willekeurige, vast gekozen,
a € R

(d) De rijen functies

{\/7 \/jcosx \/jcos2x \/jcos?)x . \/jcosnx ,
{\/ismx \/jstx \/jsm?)x ,\/ismnx },
s

zijn beide orthonormale rijen in Ly (0, 7).
(e) De Legendre polynomen P,, n =0, 1, 2 --- | worden gedefinieerd door

1 dr
2nn ! dxm

—(2? = 1)

Py(z) =1, respectievelijk, P,(x) =
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In Ly(—1,1) vormen de functies
{ n+%Pn(x)‘ n=0,1, 2,-~}

een orthonormaal stelsel.

(f) De Hermite polynomen H,, n =0, 1, 2 --- | worden gedefinieerd door

2 d?’L 2
fﬂl — (—1)"e%* ——e~%
() = (-1’ e
Het stelsel functies
1 a2 (=)™ 2dv
UV, (1) = ————=¢e 2 H,(x) = €2 ”n:O,l,Z--}
{ (@) V2rl/T (@) V2l dx”

vormt een orthonormaal stelsel in Ly (R).

Stelling (Pythagoras)
Gegeven:Een orthogonaal stelsel S = {X,, }nen in een IP-ruimte E.
Dan geldt

N N
1> xll? =D Il
k=1 k=1

Bewijs. Schrijf het inproduct (x; + ...+ Xy, X3 + ...+ Xx) uit. Vanwege
de orthogonaliteit zijn alle ‘gemengde’ inproducten 0. ]

Stelling (Ongelijkheid van Bessel)
Gegeven:Een orthonormale rij {€, },en in een IP-ruimte E.
Dan geldt Vx € EVN € N:

N

a) [k — 30 (en, x)er]|? = [Ix|]* — é [(ex, x)[.

k=1

N
b) 2 llew x)|* < [l

) 2 llew x)|* < [Ix]1*,
Dus het rijtje complexe getallen {(e,, X)},en € lo(N).

In plaats van N kan ook 7Z, of zelfs een willekeurige aftelbare indexverzameling
I, genomen worden.
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Bewijs.
a) Voor willekeurige complexe getallen oy, geldt
N N N
Ix = > anel® = x> — 3= [(er, x)1* + 3 [(ex, x) — axl*.
k=1 k=1 k=1
Neem nu oy = (e, X).
b) Volgt uit a) door op te merken dat het linkerlid, dus ook het rechterlid,
>0 1is.

c) Neem in b) de limiet voor N — co. Deze limiet bestaat omdat de rij van

partiéle sommen monotoon niet-dalend is en van boven begrensd wordt door
|1 O

Uit de elementaire lineaire algebra is het volgende bekend: Als {by, bs,...,b,}

een orthonormale basis is van een (n-dimensionale) vectorruimte E, dan kan
n

iedere vector x € E geschreven worden als x = > (b, x)by. De gedachten-
k=1
gang hierachter proberen we na te volgen in (co-dimensionale) functieruim-

ten.

3.1.6 Definitie (Gegeneraliseerde Fourierreeks)
Gegeven: Een orthonormale rij {e, },en in een IP-ruimte E.
Een vector x € E.

oo

Dan heet de reeks x ~ " (e, x)ey de (gegeneraliseerde) Fourierreeks
k=1

VOOr X.

De interessante vraag is natuurlijk: Onder welke omstandigheden wordt x
door genoemde reeks voorgesteld?

3.1.7 Definitie (Orthonormale Basis)

Gegeven: Een orthonormale rij {e, },en in een IP-ruimte E.
We zeggen: {e, }nen is een orthonormale basis in E, als

vx € E: X = Z(en, X)e,,

n=1
met andere woorden
N
vxeB:  lim [x- > (e, X)e,| = 0.

n=1
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Opmerking (Notatie)
Als {V,,} een orthonormale basis is in Ly(a, b) en f is een functie in dezelfde

ruimte, dan betekent f = > (¥, f)V¥,, dat
n=1

N—oo

lim /)f(x)—i:an\lln(x)rdxzo,

hierin is
b

o = /W(t)f(t) dt.

a

Als we genoodzaakt zijn de z-afhankelijkheid van f en WU, expliciet aan te
geven, dan schrijven we

f(z) = Z a, ¥, ().

We geven dan aan dat de functies ter linker- en ter rechterzijde van het
=-teken ’gelijk’ of ’equivalent’ zijn, als vectoren in LLy(a,b). De gelijkheid
hoeft echter niet voor iedere waarde van = afzonderlijk te gelden! Misschien
verschillen linker- en rechterlid wel een niksfunctie. Zie vooral (het slot van)
Voorbeeld 3.1.14 en ook het begin van sectie 3.2.

Stelling (Parseval)
Gegeven: Een orthonormale rij {e,},en in een IP-ruimte E.
Dan geldt:

a) [ {€n }nen Is een orthonormale basis] —

[nentenx=0] = [x=0] |

b) {e,}nen is een orthonormale basis in E, dan en slechts dan als geldt:
vxeB: > |(er x)[ =[x
k=1

c) {en}nen is an orthonormal base in E, dan en slechts dan als geldt

(e1,...,€en,...) = opspansel{e, },en is dichte deelverzameling in E.
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Bewijs.
a) Als x kan worden voorgesteld door x = > (e,, x)e, en als
n=1

Vn € N (e, x) = 0, dan moet wel gelden x = 0.

b=-) Als in de uitdrukking a) van Stelling 3.1.5 het linkerlid — 0 als N — oo,
dan moet ook het rechterlid — 0 als N — oco. Deze laatste limiet is precies
de Parseval-identiteit.

b<) Als in de uitdrukking a) van Stelling 3.1.5 het rechterlid — 0 als
N — oo, dan moet ook het linkerlid — 0 als N — oo. Dit laatste zegt
precies dat {e,}nen een orthonormale basis in E is.

c=) Als {e,} een orthonormale basis, dan is blijkens Definitie 2.3.7 iedere
x € E willekeurig dicht te benaderen door een eindige lineaire combinatie
der e,’s.

c<) Als {e,} geen basis is, dan is blijkens de ongelijkheid van Bessel en
deel b) van deze stelling ||x]|* — >_ |(ex, x)|* = §? > 0, voor zekere x € E.
k=1

Met de eerste formule uit het bewijs van Stelling 3.1.5a vinden we dat voor
willekeurige complexe getallen oy, geldt
N 00 N
Ix = 37 awerl* =02+ > (e, x)I*+ X [(ex, X) — aw|* > 6%,
k=1 k=N+1 k=1
Dit zegt dat we met eindige lineaire combinaties van e,’s altijd tenminste

op afstand ¢ van x blijven. Dit is in strijd met de veronderstelling dat het
opspansel der e,,’s dicht zou liggen. O

Opmerkingen

a) Deel a) van de stelling zegt: Als een vector x loodrecht staat op alle
vectoren van een orthonormale basis (en dus op het opspansel van die
basisvectoren) dan kan x alleen de nulvector zijn.

b) We zullen later nog zien dat, onder de veronderstelling dat E volledig is,
ook de omkering van deel a) van de stelling geldt.

¢) De Parsevalidentiteit (deel b van de stelling) kan worden gezien als de
oo—dimensionale versie van de stelling van Pythagoras.

Nu het belangrijkste resultaat van dit prachtvak tot nu toe.

Stelling
Alle in Voorbeelden 3.1.3 genoemde orthonormale rijen/stelsels zijn ook or-
thonormale bases.
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Bewijs.

We volgen de nummering van 1.1.5. We maken vooral gebruik van de karak-
terisering 3.1.9 sub c).

(a) Het opspansel van de ¢,’s is gelijk aan CY'. Volgens 1.3.10 ligt CY' dicht
in l5(N).

(b), (b1l), (c), (cl) Het opspansel van de betreffende orthogonale rijen
is steeds gelijk aan G(—L, L) en ligt volgens stelling 2.2.9 sub(7) dicht in
Lo(—L, L).

(d) Eerst de rij van cosinus-functies. Laat f € Ly(0, L) gegeven zijn. We
construeren de even voortzetting fr € Lo(—L, L) van f volgens

B f(z), als 0<az<lL,
fE(x)_{ f(=z), als —L<x<0.

Als we fg volgens (c1) schrijven als een Fourierreeks, dan komen daar geen
termen met sin 2 in voor omdat derzelven inproduct met fg gelijk 0 is. De
gevonden Fourierreeks convergeert in Lo(—L, L) naar fr. We interesseren
ons nu alleen voor wat er gebeurt op (0, L). Als we ons beperken tot (0, L),
dan convergeert de verkregen reeks in Ly (0, L) naar f.

Hetzelfde kunstje doen we nu over met de oneven voortzetting fo € Lo(—L, L)

van f volgens

B f(z), als 0<z<L,
fo(z) = { —f(~x), als —L<z<0.

Nu zijn juist alle inproducten met de cosinusfuncties gelijk 0, zodat er een
reeks met uitsluitend sinustermen overblijft, die we dan weer uitsluitend wen-
sen te beschouwen op (0, L). De verkregen reeks convergeert in Ly (0, L) naar
f.

(e) Teder Legendrepolynoom P, is een ne-graadspolynoom met kopterm ¢, 2",
waarbij ¢, # 0. Met een veegprocede valt in te zien dat ieder monoom x"
geschreven kan worden als een lineaire combinatie van Fy, Py, ..., P,. Dien-
tengevolge is het opspansel van de Legendrepolynomen op [—1, 1] gelijk aan
P([—1,1]). En dat is een dichte lineaire deelruimte in Lo(—1,1). Zie 2.2.9
sub (8).

(f) We bewijzen hier niet dat het belangrijke stelsel {¥,,} een orthonormale
basis is in Ly(R). U zult de ¥,, nog tegenkomen als eigentoestanden van de
1-dimensionale quantumoscillator. O]
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Stelling (+Terminologie)

e Fourierreeks met periode 2L
Iedere functie f € Lo(—L, L) kan worden voorgesteld door

f(z )—ao+Zancosn x) Zb smn x

met
I L
a0 =3 | f@)dy. an=1 f f(y) cos(niy) dy, bu =1 [ sin(ny)f(y) dy.

Het zij nogmaals vermeld dat in dit geval en in de volgende gevallen, de
functiereeksen convergeren volgens het LLy-afstandsbegrip!!!

e Complexe Fourierreeks met periode 2L
Iedere functie f € Ly(—L, L) kan worden voorgesteld door

flx) = 2_: cnexp(m%x),
met
. L
T
o= [ F)expl=inTy) dy
-

e Fouriercosinusreeks
Iedere functie f € LLy(0, L) kan worden voorgesteld door

fey=ao+ ) a, Cos(n%m),

met

L
ag = %Off(y) dy, a, =2 [ f(y)cos(nFy)dy.

O —~

e Fouriersinusreeks
ledere functie f € 1Ly(0, L) kan worden voorgesteld door



3.1. Orthogonale en orthonormale stelsels in inproduct-ruimten 75

3.1.13 Voorbeeld
7ij f: R — R de periodieke functie met periode 27 zo dat

—1 alsz e (—m0),
flz)y=<¢ 1 alsxe (0,nm),
0 alsze{—m07}

We berekenen de Fouriercoéficiénten van f. Allereerst is

—iﬂ/ﬂf(x)dx—zi/o dx+—/1dx—0

Voor alle n € N is

™

T 0
1 1 1
:—/f(x) cosnxdx:—/—cosnxdx—l——/cosnxdx:()
T T i

0

g 0 s
1 1 1
Z—/f(a:) sinnxd:v:—/—sinnazdaz—{——/sinnxdm
T T T
—T 0

en

1 0 1 ™
= — [cosnx} — —[cosn:c]
nm - nm 0
9 9 0 als n even,
:—<1—cosn7r) :—<1—(—1)”> = 4
nm nm — als n oneven.
nm
De Fourierreeks behorende bij f is dan
4. L. L. 4 K osin(2m 4 1)z
flz) = ;(smx+ 38N 3z + £ sinbdr . ) == Z “omt1
Volgens de algemene theorie convergeert deze Fourierreeks in Ly(—, 7) naar
f. De partiéle sommen Z % lijken behoorlijk op f als N groot is en

kunnen dienen als benadermg voor f. Zie figuur. Als we x = 0 of x = £

invullen in de reeks blijkt er precies de functie waarde van f in deze punten

(namelijk O) uit te komen. Als we x = 7 in de reeks invullen, dan komt

m
4 Z m Dit is % maal de arctan-reeks voor 7. Dus ook hier wordt

f (2) = 1 gereproduceerd.
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3.1.14 Voorbeeld Zij f de periodieke functie met periode 27 zo dat

o) = { r alsz e (—m, ),

0 alsz=m.

Dan is f € Lo(—m, ) en oneven. Er volgt direct dat ag = a,, = 0 voor alle
n € N. voorts is

™ K

2 2 2 ™ 2
:—/f(x) sinn:cdx:—/a: sinnx dr = ——xcosn:c} + — [ cosnxdx
m 7r nm 0o nw
0 0

2 2 ™ 2 2
= ——mcosnm + [T smnx} = —=(=1)" = =(-1)"*"!
nm n*m 0 n n

voor alle n € N. De Fourierreeks behorende bij f is

n+1

o
2(—
g ———sinnx.

n=1

Stelling 3.1.12 zegt dat de Fourierreeks in Ly(—7, 7) naar f convergeert. De

waarde x = 7 in de Fourierreeks ingevuld reproduceert f(7). Immers
Z 2= o 2 em+1Dr & 2 T oow T
; Yy mZ:D2m+1sm 2 n;)( i 2 27

Ook als je x = £ invult in de Fourierreeks komt er 0 = f(+£m) uit.

Merk echter op dat de periodieke functie g met periode 27 zo dat g(x) =
x als x € (—m,n| dezelfde Fourierreeks heeft als f. Blijkbaar wordt nu in
de punten NIET de waarde g(+m) = 7 gereproduceerd. Gelukkig is f — ¢
slechts een niksfunctie.

3.2 Puntsgewijze en uniforme convergentie
van Fourierreeksen

Het is triest maar waar dat || f, — f|l2 — 0 in Ls(a, b), in het algemeen niets
zegt over de convergentie, al dan niet, f,(c) — f(c) voor enig punt ¢ € (a, b).
Niet zo vreemd omdat convergentie in Ly(a, b) ’alleen maar’ betekent dat het
gemiddelde absolute verschil |f,(z) — f(x)|* nadert naar 0, als n nadert
naar oo! Bovendien wordt ||f, — f||2 er niks van gewaar als je bij f een
niksfunctie optelt. Het volgende extreme voorbeeld laat zien wat er zoal mis
kan gaan.
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Voorbeeld

Beschouw de rij van karakteristieke functies, cf. 1.1.4(5),

X(071]7 X(Oév X(%,l]’ X(O%V X(%7%}7 X(g’%r X(%7%}7 X(%’%]v X(%7%}7 sy
A 7X(%’%]7 X(%7%]7 A 7X('m7;27m7;1]7 X('I’f?;17%]7 X(ﬁ,%ﬂ )t

Enerzijds naderen van deze rij functies de respectievelijke Ly(0, 1)-normen
naar 0 als m — oo. Immers de 'pulsjes’ hebben steeds hoogte 1, maar
worden gaandeweg smaller.

Anderzijds nadert Xm m (x) voor geen enkele x € (0,1) naar 0. Immers,
n’'n+1
naar verloop van tijd komt er telkens wel weer een pulsje voorbij.

De vraag die zich nu aandient is: Wat garandeert ons dat de diverse Fourier-
reeksen in 3.1.12, voor zekere waarde van x € (—L, L) iberhaupt convergeren
en, als dat al het geval is, per punt x de functiewaarde f(x) reproduceren?
Over dit moeilijke onderwerp zijn dikke boeken volgeschreven. Wij zullen
hier twee soorten voldoende garanties geven voor deze 'puntsgewijze conver-
gentie’: Een voorwaarde zal de coéfficiénten a,,, b,, ¢, betreffen. De andere
voorwaarde zal een aan f te stellen ’gladheidseis’ zijn.

Stelling
Veronderstelling: De coéfficiéntenrijtjes in 3.1.12 voldoen aan

o.9] o0 o0
D an| <00, > fbal <00, D en] < o0
n=1 n=1 n=1

(Dit wil zeggen dat de coéfficiéntenrijtjes (1-rijtjes zijn!)
Dan geldt het volgende:

e De somfunctie f € Lo(—L, L) is continu op [—L, L].
Dus tevens: f € C([—L, L]).

oVurel[-T,T): [ao + él an cos(nfx) + évj bysin(niz)] = f(z)

lim
N—o0 n=1
Dat wil zeggen: Er is puntsgewijze convergentie.

e De partiéle sommen convergeren ook in de functieruimte C([—T,T]) naar
f. Dit betekent

N N
_max lao + 712::1 an cos(nfx) + ngl bpsin(nfz) — f(x) ‘ =

N N
= [lag + Y_ ancos(nfz) 4+ > bysin(nfx) — f(z)||c — 0, als N — oo.

n=1 n=1

Traditioneel heet dit uniforme convergentie.
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e Voor de andere typen Fourierreeksen in 3.1.12 gelden analoge formulerin-
gen.

Bewijs.

Merk op dat de functies sinnx, cosnx en e™® allemaal absoluut begrensd
worden door 1. Pas het Weierstrass criterium 1.4.14 toe. Merk tenslotte op
dat, wegens || - [l < V2L|| - ||so, uit convergentie in C([—L, L]), convergentie
in Lo(—L, L) volgt. De somfunctie is dus in beide gevallen dezelfde. In
Lo(—L, L) eventueel op een niksfunctie nal O

nT

Stelling
Veronderstelling: De functie f € Lo(—L, L) in 3.1.12 is continu op [T, T]
en kan geschreven worden in de vorm

L

f(z) = f(—L)—i—/w(t) dt, met ¢ € Ly(—L, L) zodanig dat/w(t) dt =0.

-
Dan geldt:
e De coéfficiéntenrijtjes {a,}, {bn} en {c,} zijn ¢,-rijtjes.

e De Fourierreeks van f alsmede de Complexe Fourierreeks van f convergeert
voor iedere x € |—L, L] naar f(x). Deze convergentie is bovendien uniform
op [—L, L.

Bewijs.
Berekenen van de Fouriercoéfﬁciénten gaat als volgt

ff( Sm_$d$—f{f —I—fm@D( dt}sm MMydr =

=0+ fiﬂ fsm"—“a:dxdt ——cosmrsz/J )dt + = fw t) cos "Tt dt

De eerste term is 0 op grond van onze veronderstelling De tweede term
is een Fouriercoéfficiént met een factor ervoor waar i voor staat. Welnu,
als {¢,} € ly, dan is {Z¢,} € ¢, want, met Cauchy—SChwarz >olEe| <

/2 |25V len]? < 0o. Met andere typen Fouriercoéfficiénten gaat het ook
70

Het tweede deel van de stelling volgt met 3.2.2.
O

Opmerkingen
e Er is zeker aan de veronderstelling van Stelling 3.2.3 voldaan als
f € C([—L, L)), continu differentiéerbaar is en ook nog geldt: f(—L) = f(L)



3.2.5

3.2. Puntsgewijze en uniforme convergentie van Fourierreeksen 79

en f'(—L) = f'(L). Neem maar ¢ = f" in zo'n geval.

e In het geval van de Fouriercosinusreeks met f € ILy(0,7") moet de voor-
waarde gelezen worden als te gelden voor de even witbreiding van f tot het
interval [—L, L]. Dit blijkt precies dan goed te komen als f continu is op
[0, 7] en geschreven kan worden in de vorm

f(z) = f(0) —{—/w(t) dt, met ¢ € Ly(0,L).

e In het geval van de Fouriersinusreeks met f € Ly(0,7) moet de voorwaarde
gelezen worden als te gelden voor de oneven wuitbreiding van f tot het interval
[—L, L]. Dit blijkt precies dan goed te komen als f continu is op [0, 7], met
f(0) = f(L), en geschreven kan worden in de vorm

(@) :f(o>+/¢(t) dt, met ¢ € Ly(0, L) en/¢(t) dt = 0.

Voorbeeld Zij f de periodieke functie met periode 27 zo dat
f@) =zl (x € [-m 7).

Dan voldoet f aan de voorwaarde van Stelling 3.2.3. Neem maar ¢(z) =
msgnz. We berekenen de Fouriercoéfficiénten. Allereerst is

1 [ 1 [
aoz—/f(x)das:—/a:dx:—
s s 2
0 0

3

en
2 [ 2 [ 2 o2
ay = —/f(x) cosnrdr = —/1: cosnrdxr = [—x sinmc] — —/sinm:d:z:
T T nm 0 nm
0 0 0
5 i 5 ) 0 als n even,
= — [cosna:} = T<(_1) - 1) =
n*m 0 NAT ——— als n oneven.

n2m

Omdat f even is, is b, = 0 voor alle n € N. De voorstelling van f met een
Fourierreeks is

flx) = g — Z m cos(2m + 1)z.

m=0
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Stelling 3.2.3 zegt dat de Fourierreeks convergeert voor alle z € R en dat

f(x) = g — Z mcos@m%— 1)z

m=0
voor alle z € R. Voor z = 0 levert dit
T > 4
0= - _ E R S
2 )
2 = (2m+1)*n
waaruit volgt dat

1
— (2m+1)2 8’

m=0

3.2.6 Voorbeeld
Zij f de periodieke functie met periode 27 zo dat

f(x)=2* (z¢€[-m, 7).

Dan is f even, continu en stuksgewijs glad. Dan
1 [ 1 [ 72
== doe = = 2de = —
ap 7T/f(x) x W/x T=3
0 0

eI
7r

r 2
/f(x) cosnrdr = —/a:2 cosnz dz
0

Ap —

BRI

™
0

m
™ 4
. 2 . .
= |:—l’ sin nm] - x sinnx dz
0 nm
0

™

4 m 4
:[%x cosnx}o—% cosnz dx
4 n 4 ) w
= a1 s
4
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voor alle n € N. Omdat f even is, is b, = 0 voor alle n € N. De Fourierreeks
die f voorstelt is

7T o
T

Volgens Stelling 3.2.3 convergeert de Fourierreeks voor alle z € [—7, 7| naar
f(x). Er geldt dus

7T oo
zg z::

voor alle € [—m,w|. Let op: Het laatste geldt uiteraard niet als |z| > .
Voor x = 7 en & = 0 levert dit

KH
|||

COSNx.

cosnx

0o 1 2 0 -1 n+1 2
LR =y
— n? 6 — n? 12

Op [—m, 7] schrijven we

v? = f(z) = T \?{%\/%_ﬁ +4\/EZ (—7212)" CO\S/?_;J,"

De gelijkheid van Parseval, Stelling 3.1.9 sub b), geeft dan

—+167rz /x dx—

Hieruit vinden we

<1 mt
2w

Zoals we gezien hebben, zit het wel goed met de puntsgewijze convergentie
van Fourierreeksen van voldoend gladde periodieke functies. We willen nu
een stelling formuleren (doch niet bewijzen), die wat zegt over puntsgewijze
convergentie van Fourierreeksen voor periodieke functies die NIET continu
zijn, maar wel STUKSGEWIJS erg netjes. Onze Voorbeelden 3.1.13 en 3.1.14
blijken daar onder te vallen. Eerst een notatie voor rechter- en linker-limieten.
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Definitie
Laat f een functie zijn die, tenminste, gedefinieerd is op het interval (a, a+¢),
voor zekere ¢ > 0. We schrijven dan f(a+) = 1}%1 f(a + h), mits de limiet

bestaat. En net zo: f(a—) = 1]%1 f(a — h) voor functies die, tenminste,

gedefinieerd zijn op (a — ¢, a).
Definitie Een functie f heet stuksgewijs continu op een interval [a, b] als

1. f continu is op (a, b), met eventueel uitzondering van een eindig aantal
punten cq,...,Cp,

2. voor alle i € {1,...,p} bestaan f(c¢;£),
3. f(a+) en f(b—) bestaan.
Een functie f heet stuksgewijs glad op een interval [a, b] als

1. f differentieerbaar is op (a,b), met eventueel uitzondering van een ein-
dig aantal punten ¢y, ..., cp,

2. f"is continu op (a, b), met eventueel uitzondering van de punten ¢y, . . ., ¢,,

3. voor alle i € {1,...,p} bestaan f(c¢;£) en f'(¢; %) := 1}%1 f'(c; £ h),

4. f(a+), f(b—), f'(a+) en f'(b—) bestaan.

Merk op dat elke functie die stuksgewijs glad is op [a, b] tevens ook tot Ly (a, b)
behoort.

Stelling

Zij f een periodieke functie met periode p = 2L en stuksgewijs glad op

[—L, L]. Dan is de Fourierreeks behorende bij f puntsgewijs convergent op
i 27

R. Bovendien is, met w = T = =

ap + i (an cosnwx + b, sin nwx) = %(f(x—l—) + f(x—))

n=1

voor alle x € R. In het bijzonder, als f continu is te z, dan is

ap + Z (an cos nwx + b, sin nwa:) = f(x).

n=1
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Voorbeelden

De functies f in Voorbeelden 3.1.13 en 3.1.14 zijn stuksgewijs glad op [— L, L].
De Fourierreeksen aldaar convergeren dus in ieder punt x € [—L,L]. Het
amusante is dat in 'sprongpunten’ van f de Fourierreeks een waarde oplevert,
die precies halverwege de sprong ligt. We zijn daar zo slim geweest om te
zorgen dat voor iedere z geldtf(x) = %(f(x—l—) + f(x—)) De functie g op 't
eind van Voorbeeld 3.1.14 voldoet daar niet aan!

Voorbeeld Zij f de periodieke functie met periode p = 2L = 4 zo dat
0 alsze(-2,-1),

1 alsx e (—1,1),
fz) =
0 alsz e (1,2,
1alsze{-11}
. i s 2T 27 ™ :
Dan is f even, stuksgewijs glad en w = 7 = i Voor de Fourier-
coéfficiénten geldt
p/2 )
dr ==
/ T / T2
fp/2
en
4 1 / 2
1
= —/f(a;) cosnwz dr = /coswdx = [— sin @}
P 2 nmw 2 Jo
0
0 als n even
2 . nm
= —sin— = 2(_1)m
nm 2 als n oneven, n = 2m + 1 met m € NU {0}

(2m+1)m

voor alle n € N. Bovendien is b, = 0 voor alle n € N omdat f even is. De
Fourierreeks behorende bij f met periode 4 is

1 N 2 (—1) cos (2m + 1)mx
2 7

2m+1 2

fx) =

1M

Deze reeks convergeert in Lo(—2,2) naar f. Uit Stelling 3.2.9 volgt daaren-
boven

2 & 2m+1)7r
- J“%Z m+1 4

O
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voor alle x € R. In het bijzonder, voor x = 0 geldt

1:f(0):1+32ﬂ

:02m+1

zodat Z

toe te passen vVOOor

Ga zelf na dat deze relatie ook volgt door Stelling 3.2.9
2.

Y
2m+1 _4
r =

Toepassingen en nog meer Voorbeelden

Fourierreeksen worden toegepast in fysische verschijnselen die periodiek zijn,
hetzij in de tijd, hetzij in de ruimte. Een voorbeeld is een “signaal” f dat
periodiek is in de tijd met periode of trillingstijd 7. Danis f(t+7) = f(t)
voor alle t. De Fourierreeks behorende bij f met periode T gelijk aan

ft) =ap+ Z (an cos nwt + b, sin nwt)

waarbij w = 2% de grondfrequentie is. De n-de harmonische van het
signaal is per definitie de n-de term in de bovenstaande Fourierreeks , d.w.z.
de bijdragen met frequentie nw en is gelijk aan

a, cosnwt + b, sinnwt = /a2 + b? ( COS Y, cos nwt — sin ,, sin nwt)

= /a2 + b2 cos(nwt + ¢,,)

waarbij tan ¢, = —Z—" en bovendien ¢, in het juiste kwadrant genomen

wordt. Dit is een harmonische trilling met amplitude /a2 + b2, hoek-
frequentie nw en fasehoek ¢,,.

Voorbeeld Een wisselspanning E sin wt met periode 7" en (grond)frequentie
w = 2—“ wordt toegevoerd aan een gelijkrichter die alleen een positieve span-
ning doorlaat. Het uitgangssignaal is dan het periodieke signaal u met peri-

ode T zo dat

0 als —L <t <0
u(t) = S te =L Iy).
Q {Esin(wt) als0 <t < T (tel22)
Merk op dat u stuksgewijs glad en continu is op [ ] We berekenen de
Fouriercoéfficiénten. Allereerst is
T/2 T/2

1 1 E T/2 E

o = 77 / u(t)dt = T Esinwtdt = | — ﬁcoswt}o = —%(COS %wT — 1) =

~T/2

2| =
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T/2 T/2

T/2
2 2K E
=5 / u(t) coswt dt = T /Sinwt coswt dt = = / sin 2wt dt
~T/2 0 0
T/2
= [— 2T O thh 2wT(1 —cos2m) =0

en voor alle n € N met n > 2 is
T/2 T/2
2K . E . .
an = — | sin wt cosnwt dt = T (sm(wt + nwt) + sin(wt — nwt)) dt

0

E rcos(1+n)wt  cos(l —n)wt17/2
| * I
1+n 1—n

wT
B (1—cos(1+n)7r 1—cos(l1—n)m )
o7 14+n 1—n
E (1 _ (_1>n+1 N 1 — ( 1)n+1> B E 2(1 _ (_1)n+1)
T o 1+n 1—n Cor 1 —n2
0 als n oneven
= 2F |
————— alsneven
w(n?—1)
0 als n oneven
= 2K | 5
————— als n=2m even.
m(4m? — 1)
Analoog is by = % en b, = 0 voor alle n € N met n > 2. Dan is de

Fourierreeks behorende bij v met periode T gelijk aan

EF F 2F cos 2mwt
==+ Zsinwt — — Y ——
u(t) = W—l—zsmw szlélmQ—l

Uit Stelling 3.2.9, en trouwens ook al uit Stelling 3.2.3, volgt dat

E E 2F <= cos 2mwt
==+ =sinwt — — =
u(t) =+ 5 sinw wmzzlzlmtl

voor alle ¢.

Stelling 3.2.9 is ook van toepassing op Fouriercosinusreeksen, Fouriersinus-
reeksen en Complexe Fourierreeksen.
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3.3.2 Voorbeeld Zij L > 0 en definicer f: [0, L]: R door

2% als z € [0, £]
f(z) = 5 (x €0, L]).
(L — =) L
T als T € (5,[/]

DanistQ—”:%.

Voor de Fouriercosinusreeks moeten we de ’gewone’ Fouriercoéfficiénten be-
rekenen van de even voortzetting f. van f. Er komt

L/2 L
2 1
/f da:—— a:d$~l—ﬁ (L—SB)dZB:§
L/2
en
L L/2 L
2 / fl d = = / dr+— [(L—u) d
ay, = — cosnwrdr = — | x cosnwrdr + — — x) cosnwz dx
L L? L2
0 0 L/2
L2
4 ( 1 L/2 1 .
= — [—m smnwx] - — / sin nwx dx
L2 0 nw
0
L
1 ) L 1 .
+ [—(L — ) sin nw:c] + — [ sinnwzx dx>
nw L/2  nw
L/2
4 L . n7r+[1 ]L/2 L nm [ }L
= —sin — — COS NWIT — —sin— — |— cosnwx
nl?w \ 2 2 nw 0 2 2 nw L/2
4
= (2 cos o 1-— CosmT)
n2m? 2
(0 als n = 4m,
0 alsn=4m+ 1,
= 16
——————— alsn=4 2
(4m + 2)27? asn mt s
L 0 als n =4m + 3.
Uit Stelling 3.2.3 en Opmerkingen 3.2.4 volgt dat
1 4 1 4m + 2
fa) =L COS(m—i— )T

2 2
2w (2m+1) L
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voor alle z € [0, L] en dit is de Fouriercosinusreeks voor f
Voor x = 0, of voor = = %, volgt dat

@2m+1)2 8"
m=0
Tenslotte bepalen we ook de Fouriersinusreeks van f. Nu moeten we de

‘gewone’ Fouriercoéfficiénten berekenen van de oneven voortzetting van f.
Er komt

L A L/2 A L
2
Z/f sinnwxdx:ﬁ/xsmnwxdx—i-ﬁ (L — z) sinnwz dz
0 0 L/2
L/2
4 1 L/2 1
= — [— — COS nwx] + — | cosnwxdx
L? nw 0 nw
0
L
1 L 1
— [—(L — ) cos nwx} — — [ cosnwxdx
nw L/2  nw
L/2
4 L n7r+[1 , }L/2+L nm [1 : ]L
= — —c0s — + |—sinnwzx —cos — — |— sinnwzx
nl2w 2 2 nw 0 2 2 nw L2
8 . nm
= 5 psing
0 als n even,
= 8(—1)™
@m T 1) als n oneven, n = 2m + 1 met m € NU {0}.
m T

Dan is wederom met Stelling 3.2.3 en Opmerkingen 3.2.4

m

8 o
= — Z sm(2m + 1wz
72

voor alle z € [0, L] (ook voor = 0 en x = L) en dit is de Fouriersinusreeks

van f. De identiteit Z

2
— =T vyolgt andermaal, nu door x = £ te
m=0 (2m + 1) s VOB ’ 2

nemern.
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3.3.3 Voorbeeld Zij f de periodieke functie met periode 27 zo dat f(x) = e® voor
alle z € [—m, 7). Dan is voor alle n € Z

™

1 , 1 . 11 e
= — —nT Qo — z(1—in) dr = — |: x(lfzn):|
‘ zw/f(x)e T )€ Tl -

—Tr

(=1
921 1—in

1+ sinhm
T_e ™ = (=1)"
(=) = (1

De complexe Fourierreeks is daarom

1+ wmsinhm
= _]_TL max
fa)= 3 (gt

n=—oo

en uit Stelling 3.2.9 volgt dat

N . .
1 h -
i S (-1 +msm_um:{

o als z € (—m, )

N—o0 1+n* = (e"+e) alsze{-mmr}

n=—

o= M

voor alle x € [—m, 7]. In het bijzonder, als x = 0 dan

N L.
1 h
1= lim (_1)n +nsinhw
N—oo = 14+n2 «
N 1 sinhw > 1 sinh7w
= [i 1" = 1"

© 1 sinhm — 7
it volgt dat > (—1)""" = '
waaruit volgt da ;( ) 1 4+ n2 2sinh 7
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Heuristiek van Fourierintegralen

Fourierreeksen zijn goed voor de beschrijving van periodieke functies. Een
functie op heel R die niet-periodiek is op R, is niet te ontwikkelen in een Fou-
rierreeks. In deze paragraaf zal blijken dat zo'n niet-periodieke functie, onder
zekere 'technische’ voorwaarden, geschreven kan worden als een zogenaamde
Fourierintegraal. In de praktijk wordt dit op vele plaatsen gebruikt: bij-
voorbeeld in fysische verschijnselen die niet periodiek zijn, vanwege demping
bijvoorbeeld.

Lemma (Integraalvoorstelling van Fourier le versie)

Beschouw een functie f op R met de eigenschappen

e f € CY(R), dat wil zeggen: de afgeleide f' van f bestaat en is (tenminste)
continu.

e Buiten een zeker interval (—c,c), ¢ > 0, is f gelijk 0.

Dan geldt:

i) f kan geschreven worden als een Fourierintegraal. Anders gezegd, f
heeft de Fouriervoorstelling:

flx) = %/A(f)cosﬁxdf—{—%/B(g)sinfmdg.

0 0

Deze integralen zijn absoluut convergent. De functies § — A(&) en & — B(€)
zijn continu. De functie A is even. De functie B is oneven. Ze worden
gegeven door

sz/ﬂwm@@ eu Bmz/ﬂwmww

Voorts geldt nog

i) 7V@F®=%7M@P%+%7B@F%

Bewijs. Merk op dat in alle genoemde integralen over x de integratie ’effec-
o

tief” van —c tot ¢ loopt. We kunnen daar dus, in plaats van f -+ dx net zo

— 00

89
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goed [ ---dx schrijven.

i) Kies L > ¢ willekeurig, doch vast. Volgens Stellingen 3.2.2 en 3.2.3 kan
f op het interval [—L, L] geschreven worden als een uniform convergente
Fourierreeks:

f(x )—ao—i-Zancos —x Zb sin(

n=1

met

Ongeacht de keuze van L, mits groter dan c gekozen, geldt voor alle x €
[_Lv L]

o) = 2LA(O) % > T AT cos(") + % S 7B sin("a).

De eerste term in deze uitdrukking nadert naar 0 als L — oo. Merk eerst
op dat de functies A en B continu zijn. Constateer vervolgens dat de tweede
en de derde term elk zijn op te vatten als een soort Riemann som voor een
integraal over [0,00): de breedte van het interval is T en de evaluatiepunten

zijn genomen op de waarden nf met n € N. We verwachten (hopen) dat

in de limiet L. — oo de termen zullen convergeren naar - f A(§) cos€x dE,
respectievelijk < f B(§)sinéx d€. Het bewijs dat deze integralen absoluut

convergent zijn, dat wil zeggen f |A(€)]d€ < o0 en f |B(§)| d§ < oo wordt
0
onder ii) gegeven.

i) Volgens Pythagoras-Parseval geldt, voor elke L > ¢

J @) = fc|f(x)|2dx—ji £ ()2 da =

= HIAOP+1 T FIACHI +1 3 FIBCR)P
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Neem ook hier de limiet voor L — oo. De eerste term nadert naar 0. De
overige twee termen zijn weer 'Riemannsommen’ die naar, respectievelijk, de
oo

integralen X f |A(&)[*d€ en L [|B(£)[* A€ naderen.
0

Nu nog de onder i) beloofde absolute convergentie. Volgens Pythagoras-
Parseval geldt voor de afgeleide f’ van f en voor elke L > ¢

Jlr@ea = Jir@pa = [ irora-
:%2%%MM%W+;;a%Hm%w

Beschouw andermaal de limiet voor L — oo. Het linkerlid hangt niet van
L af. Elk der termen in het rechterlid bestaat uitsluitend uit niet-negatieve
bijdragen die weer Riemannsommen zijn en voor L — 0o convergeren naar,

respectievelijk, + f E|A(E)?dE en L f &2 B(¢)|* d¢ naderen. Beide integralen

zijn blijkbaar Convergent dus < oo Tenslotte, met de ongelijkheid van
Cauchy-Schwarz,

flA )| dg flA |1d€+f€|z4 |gd€ <

< \/f |A<£>|2d§\/f 12d¢ + \/ i §2|A(§)|2d€\/jfo(%)2d€ <

<¢H4P%+¢M%1P%<w

Voor B gaat 't net zo.
O

We willen nu graag het voorgaande Lemma uitbreiden tot functies f die
buiten ieder begrensd interval # 0 mogen zijn. In het algemeen is de prijs voor
het toelaten van 'minder nette’ functies f, dat de convergentie eigenschappen
van de integralen in 4.1.1 i) beroerder worden. In de volgende stelling valt
dat overigens nog wel mee:

Stelling (Integraalvoorstelling van Fourier 2e versie)

Beschouw een functie f op R met de eigenschappen

e f € CY(R), dat wil zeggen: de afgeleide f' van f bestaat op heel R en is
(tenminste) continu.

o f € Li(R)NLy(R), dat wil zeggen [ |f(z)|dx <océn [ |f(x)]*dz < co.
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o /' € Ly(R), dat wil zeggen f |f/(z)]? dz < .

Dan geldt:
i) f heeft de Fourierrepresentatie

flz) = %/A(f)cosﬁxdé—l—%/B(ﬁ) sin £x d€.
0 0

Deze integralen zijn absoluut convergent. De functies £ — A(&) en & — B(€)
zijn continu. De functie A is even. De functie B is oneven. Ze worden
gegeven door

~ [ tweoseydy en Bl = [ fo)singydy,

Voorts geldt nog
i) [UPd=2 [la©Pas [1Berae
—0o0 0 0

Bewijs. We beginnen met wat voorbereidende werkzaamheden.
e Laat ¢ > 1 en voer de functie z — 0.(z) in door

1 als |z| <ec—1,
O.(x)=4¢ 0 als |z| > ¢,
—lz|+c alsc—1<|z| <e

e We voeren nu de functie f, in door f ’geleidelijk’ af te kappen: z — f.(x) =
0.(x) f(z). De resultaten van Lemma 4.1.1 zijn van toepassing op f.. We no-
teren de bij f,. passende ’getransformeerden’ met £ — A.() en £ — B.(£).
Je kunt zo narekenen dat, voor ¢ — oo, geldt || f — feli — 0, ||f — fell2 — 0

en [[f = (fe)ll2 — 0.
e Voorts geldt dat A.(§) — A(£), voor alle & € R uniform op R. Anders
gezegd: HA A, Hoo — 0, als ¢ — oco. Immers,

|A(E)—Ac(é)] = | f (f(y)=fe(y)) cos(€y) dy| < f |(f (y)— fe(y)]] cos(Ey)| dy <
fu W)|dy = |If = fellr-

Het uiterste rechterlid hangt niet van £ af en nadert naar 0 als ¢ — oo.
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Analoog gaat B, — B, uniform als ¢ — co. Omdat A. en B, continu zijn,
zijn A en B dat dus ook. Samenvattend hebben we gevonden dat A en B
begrensde continue functies zijn met ||Alle < [[f]l1 en [|Blloo < || f]l1-

e Uit het bewijs van Lemma 4.1.1 plukken we de volgende Pythagoras-
Parseval relatie voor f,

[ @k == [eagopas+ < [ eBoP s
—00 0 0

Hiermee bouwen we de volgende ongelijkheid, geldig voor alle v > 0, en alle
c>1,

[eu@ras [eBiors<n [1Er@rar <o [ (PP do

Merk op dat de termen in deze ongelijkheid alle niet-negatief zijn en dat
het uiterste rechterlid NIET afhangt van onze keuze van ¢ en ~. Als we bij
willekeurige, doch vast gekozen ~ in deze ongelijkheid de limiet voor ¢ — oo
nemen, komt er vanwege de uniforme convergentie A. — A en B, — B,

[enors [epera<e [((r@f +17@P) i
0 0 —00

Laat nu 7 — oo. Dan blijkt
/ £/ A()[2de + / EBO) de < 2r / (@) + 1 ()2) da.

Net als aan het slot van het bewijs van Lemma 4.1.1 volgt nu

[H@lag<oc e [|BOIE <o
0 0

Na dit voorspel is het bewijs van de Stelling een fluitje van een cent:

i) Als we |z| < ¢— 1 nemen volgt uit Lemma 4.1.1-i dat

o0

17 1
flx) = fo(x) = = | Ac(§)coséxdE+ = [ B.(§)sin&x dg.
770/ 7T/

0
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Als ¢ groter wordt, blijft deze identiteit intact. Als je de limiet ¢ — oo neemt
convergeert het rechterlid uniform naar de gewenste uitdrukking.

ii) Voor elke ¢ > 1 volgt uit Lemma 4.1.1-ii dat

Fe(@)Pdo = — [ A(E)P s +— [ |Be(&)I* de.
Jrarsessfworcre]

Uit onze voorbereidende werkzaamheden volgt dat het, aan beide kanten,
nemen van lim een zinvolle bezigheid is. Dat leidt tot het gewenste resultaat.

C—00
[l

Bij Fourierreeksen hebben we gezien dat de Fourierreeks van een functie g
die een ’beschaafde’ sprong vertoont in het punt z = a, zeg, in zo'n punt
convergeert naar een waarde halverwege de sprong. Zie Definitie 3.2.8 en
Stelling 3.2.9. Dit verschijnsel doet zich ook voor bij Fourierintegralen. Niet
zo vreemd als je bedenkt dat de voorafgaande stellingen op Fourierreeksen

gebaseerd zijn: Vervang in de bewijzen f(z) maar door %(f(x+) + f(x—))
De volgende stelling vermelden we zonder bewijs.

Stelling (Integraalvoorstelling van Fourier 3e versie)
Beschouw een functie f op R met de eigenschappen
e f is stuksgewijs glad op elk interval [a,b] met —oco < a < b < oo.

e /€ Li(R) NLy(R), dat wil zeggen dat beide integralen [ |f(z)|dz én

[ |f(z)]*dz convergent zijn.

Dan geldt:
i) f is voor te stellen als een Fourierintegraal, volgens

[e.e]

3 (1) + 1)) = [ (A©cosso+ Be)singe) dg

0

voor alle x € R. Hierin is de functies A continu en even. De functie B is
continu en oneven. Ze worden wederom gegeven door

AQ =1 [ s eseydy . BO=7 [ 1w singydy

Voorts geldt nog
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» i 2 i 2 1] 2

i) [P =— [ la@Pa+— [ 1BeP =
—00 0 0

Evenals als bij de Fourierreeksen treedt vereenvoudiging op als f even of
oneven is. Als f even is, dan is

A€ == [ 1) coseyay
0

B(£) =0en

e}

3 (70 + 1)) = [A©eosa s
0

voor alle z € R. De functie £ — A(£) heet de Fouriercosinusgetransfor-
meerde van de functie f. Het toevoegen van de functie A aan een functie
f volgens bovenstaand recept, dus de afbeelding f — A, heet Fourierco-
sinustransformatie. Tenslotte wordt, in dit geval, f wel aangeduid als
de inverse Fouriercosinusgetransformeerde van de functie £ — A(€).
Analoog, als f oneven is, dan is

B©) = = [ fw) sinéody,
0

A(€) =0en

o0

L(fas) + Fa)) = / B(¢) sin €w d¢

voor alle x € R. De functie £ — B({) heet de Fouriersinusgetransfor-
meerde van de functie f. Het toevoegen van de functie B aan een functie
f volgens bovenstaand recept, dus de afbeelding f +— B, heet Fouriersi-
nustransformatie. Tenslotte wordt, in dit geval, f wel aangeduid als de
inverse Fouriersinusgetransformeerde van de functie £ — B(§).

4.1.4 Voorbeeld Definicer f: R — R door
1 als|z| <1,
flx)y=4¢ 0 als|z| > 1,

1/2 alsz e {-1,1}.
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Omdat f even is, is B({) =0 en

00 1
2 2 2
:—/f cosgydy:—/cosﬁydy— sin g
s s 13
0 0

voor alle £ > 0. De integraalvoorstelling van Fourier geeft

1 i 2 OOs.infcosfsv
3 (1) + =) = [A©eosgodg = 2 [ TR g
2 s 13
0 0
voor alle z € R. Blijkbaar is
o /2 als |z| <1,
/Mdfz 0 als|z|>1,
3
0 m/4 alsx e {-1,1}.
Voor z = 0 levert dit op
sin & s
d¢ = —
[ ae=]
0
en voor z € {—1,1}
]Osmﬁcos{ de —
£
0
Dus of Sir?g d§ = 7 en na substitutie van ¢ = 2§ krijgen we opnieuw dat
Jearar=s3

0

Complexe Fouriertransformatie

Voor voldoend nette f herschrijven we de Fouriervoorstelling uit de vorige
paragraaf op de volgende manier:

= 4 [ {A(©) cos o + Bl singr) de =

= & [ {A(Q) ~BIO Y de + o [ {A©) +iB()Jede.
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In de eerste integraal van het rechterlid vervangen we de integratievariabele

¢ door —¢. Omdat A(§) = A(—€) en B(—¢) = —B(€), is de eerste integraal
0

gelijk aan % i {A(f) + iB(f)}e*ié‘r d¢. Samenvoegen van beide integralen

levert
fo) = 5 7 {A(©) +iB() ) .
Merk op dat N
A(§) +iB(§) = 7f(y){0085y+isin§y}dy= ff(y)e’fydy-

Door Stelling 4.1.4 te parafraseren komen we tot

Stelling (Complexe Fourierintegraal)

Beschouw een functie f op R met de eigenschappen

o [ € CY(R), dat wil zeggen: de afgeleide f' van f bestaat op heel R en is
(tenminste) continu.

o f € Li(R)NLy(R), dat wil zeggen [ |f(z)|dz <ooén [ |f(x)]*dz < oco.

Dan geldt:
i) f kan geschreven worden als

o0

/ F(&)e ™ de.

—00

1
o

()

Deze integraal is absoluut convergent. De functie £ — F(§) is continu. Ze
wordt gegeven door

Fé) = / F(y)e dy.

Voorts geldt nog de Parseval-identiteit

i) [P =g [1R©PE 0
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De functie £ — F'(&) heet de Fouriergetransformeerde van de functie f.
Het toevoegen van de functie F' aan een functie f volgens bovenstaand recept,
dus de afbeelding f +— F', heet Fouriertransformatie. Tenslotte wordt, in

dit geval, f wel aangeduid als de inverse Fouriergetransformeerde van
de functie £ — F(&).

In de literatuur vind je een grote diversiteit inzake de conventies van de
Fouriertransformatie. Dit noopt tot grote omzichtigheid bij het gebruik van
tabellen van Fouriergetransformeerden!!

Stelling Laat ¢; > 0, « € R, a # 0. Als we bij een functie f, die aan
geschikte 'technische’ eisen voldoet, een functie G construeren volgens

s / Fly)eie dy,

Dan kan f uit G teruggeconstrueerd worden via

[e.¢]

f) = [ Glee e

Hierbij moeten de constanten cy, ¢, o met elkaar samenhangen volgens
C1Co . 1
laf 27

De Parseval identiteit luidt

/ @) do =2 / GO de.

Bewijs. We drukken G uit in F met F(§) = [ f(y)e™¥ dy volgens ¢; F(af) =
a [ fly)e™¥ dy = G(§). Nu rekenen we f terug. Stel & = am.

fl@) =& [ F(e e =

Blijkbaar moet C|1c|2 = 2i Wat Parseval betreft geldt blijkbaar

J e ds = @7 T IFegra =

01 227‘(‘ s

)

]

n)[* dn =

al . o0 .
o 0‘1 [ aiF(an)e @ de = ¢y [ G(n)e " dn.

)2 dy.
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We melden enkele veel voorkomende conventies en notaties

Voorbeelden
e Beschrijving van 'staande golven™ ¢; =1, ¢ = %7 o= —1

J @ de= £ [ (PP ak

Hier stelt x de plaatscoordinaat voor. De variabele k kan worden geinterpre-
teerd als ’golfgetal’= 'reciproke golflengte’.

ce e 3 . ). o _ 1 _
e Beschrijving van 'signalen’: ¢; =1, ca = 5, a =1

F) = [ foeat £ = & ] Flwpetau,
Tiropa =& T irw)ras

Hier stelt ¢ de tijd voor. De variabele w kan worden geinterpreteerd als "cirkel-
frequentie’= 2w x frequentie’. Dit geval in combinatie met het vorige treedt
vaak op bij theorie van golfvoortplanting. De functie (z,t) +— elF*=«t) =
eR(@=ct) stelt een naar rechts lopende golf met snelheid ¢ voor als ¢ = £ >0.

e Fouriertransformatie als 'unitaire afbeelding in Lo (R)’:

012022\/%—”, a=—1
f) = = | f@eda, f@) = A= ] fleray,
[ f@Pdr= [ |f)Pdy.
Een unitaire afbeelding is zoiets als een orthogonale afbeelding. Inderdaad

zegt Parseval in dit geval dat || f||s = || f]|2. Deze conventie is meest favoriet
in de functionaalanalyse.

e Fouriertransformatie en harmonische analyse: ¢y =co =1, a = —27

G = | g de, gla) = ] Gemvay,
J 1ol dr = [ 16G)P dy.

Favoriete conventie bij groepentheoretici. Lijkt mooi op 't eerste gezicht,
maar levert helaas lelijke factoren bij het omzetten van ’differentiaties’ naar
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'vermenigvuldigingen’. Dit blijkt als je Tabel 4.2.5 aan deze conventie aan-
past.

e In de quantummechanica zie je vaak: ¢; =1, ¢ =

St =

1 _
2mh? &=

= [ (e dt, U(t) = 55 [ W(E)enPdE,

J =gk ] w(E)FAE.

De energie E en de tijd t zijn ’canoniek geconjugeerde’ variabelen. De con-
stante van Planck A maakt de exponenten dimensieloos.

4.2.4 Voorbeelden
e De Fouriergetransformeerde van de functie z — e, ¢ > 0.

00 0o 0
[ elestd = [emblentda [ ementdr = e b e =
—00 —o0o

Toepassing van de inverse transformatie levert
(o)

% f a2+£2 20 =izt §¢ = e—alel
—00
e De Fouriergetransformeerde van de functie z — e=*°, b > 0.
o
Stel h(§) = [ e P*¢i"€ 4z, Omdat de integrand glad is en snel afneemt,
—0o

mag de afgeleide van h bepaald worden door onder het integraalteken te

differentieren. Er komt h'(£ f ize i€ dz. Omdat f ize b’ el dp —

52 [ et de " = 5 it b +5 fewfe_b“" i€e'™ dz, volgt dat h'(§) = —=h(&).
De algemene oplossing van deze gewone differentiaalvergelijking is h(§) =

Ce~%, met C een willekeurige constante. Echter C' = ho)= [ e da =

\/LB [ e dy = VE- Dus h(§) = ﬁe_%.

Toepassing van de inverse transformatie levert

o &2 ; 2
ﬁ f e~ me g = 70,
— 0
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4.2.5 Tabel (Fouriergetransformeerden)
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1 v fo) £~ F() = ] fx)eds
2| xga) = %Z G(E)e o de £ G(g)

3 z el g >0 £ e

4 T i, a >0 £ s Teoldl

5 T e b >0 £ /Teh

6 r— flz+c), ceR £ e R (¢)

7 v f(r) £ F(=¢)

8 v f(yz), YER, 7 #£0 & P ()
0|z (fxg)(x) :_Z f(x — u)g(u) du F(§) - G(&)
10 x— f(x) § — —ilF(¢)
11 v xf(x) € s —iF'(€)
12 z (v L) f(z) § —i(E£ 5)F(8)
13| am (z+-)"e 2 m=0,1,2,... om (€ + d%)me_%EQ,m =0,1,2,

Toelichting op de Tabel
De bewijzen van de in de tabel vermelde eigenschappen van de Fouriertrans-
formatie berusten op (een combinatie van) verwisseling van integratievolgor-
de, overgang op een nieuwe integratievariabele en partiele integratie. Enkele
van dit soort berekeningen volgen nu.

o [ (Fro)0)

—00 —00

—00 —0o0

et da = T T flz—u)g(u)e™ dudr = T{ 79 flz—u)e™ dr}g(u) du =
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_}o {_70 F(0)e € dpdg(u) du = jf Fo)eie dv-_f g(u)e™ du = F(£)-G(&).

o0

o [ J@)ede = (@ f@)[T . — it [ fa)et de = —igF(©)

o T xf(z)e™ dx = T f(z)— ia%(ei”g) dz = —ia%T f(z)e™ dx = —iF'(€).

e De functies = +— (x + %)me_%ﬁ zijn blijkbaar ’eigenfuncties’ van de
Fouriertransformatie. De eigenwaarden zijn blijkbaar (—4)™v/27. De m-e
eigenfunctie heeft de gedaante m-e graadspolynoomxe’%IQ. Als je de Fou-
rierconventie zodanig kiest dat Fouriertransformatie een ’'unitaire afbeelding
in ILy(R)’ is, zie Voorbeelden 4.2.3, dan verdwijnt de factor v/27 en worden
de eigenwaarden gelijk aan (—i)™. Deze eigenfuncties beschrijven de discrete
toestanden van de quantumoscillator. Genormeerd op lengte 1 zien ze er uit

n x2 n
als U, (z) = DR oyt e = (,1,2 .

o /onnl\/x dz™
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5.1.1

5.1.2

Hoofdstuk 5 Volledigheid,
Convexiteit en Projecties

Volledigheid en Separabiliteit

In Hoofdstuk 1 hebben we gezien wat het wil zeggen dat een rij punten {x, }
in een genormeerde vectoruimte E convergeert naar een punt a in E. In
Def 1.3.3 hebben we vooropgesteld dat zo'n limietpunt a voorhanden is. In
dit hoofdstuk zullen we vaak reeksen beschouwen. We zeggen dat een reeks

o0
> ¥n, met y, € E convergent met som s is als de rij van partiéle sommen
n=1

N
naar s convergeert. Zoals we gezien hebben betekent dit [[s — > y,| — 0,

n=1
als N — oco. De vraag is: Hoe kunnen we zien of zo'n vector s voorhanden

is. In het speciale geval van E = C([a, b]) zegt het kenmerk van Weierstrass

1.4.14 dat uit > |luglleo < 0o volgt dat er een continue functie f € C(a, b))

n=1
N
beschikbaar is zodat ||f — Y  ug|leec — 0, als N — oco. Anders gezegd: Uit
n=1
> luklleo < 00 volgt 3f € C([a,b]): > u, = f.
n=1 n=1

Definitie ((Absoluut) Convergente Reeksen)
Gegeven: Een genormeerde vectorruimte E. Een rij x,,0°; C E.

a) De reeks Y x, heet convergent in E als
n=1
N
JacE: [||ij—a|| — Oals N — oo
j=1

o0 (e.o]
b) De reeks > x, heet absoluut convergent in E als ) ||x,|| < oo, dus
n=1 n=1
convergent is als een 'getallenreeks’.

We vinden nu dat de ruimte E zo in elkaar dient te zitten dat uit absolute
convergentie van een reeks altijd convergentie van die reeks geconcludeerd
kan worden.

Definitie (Banach/Hilbert-ruimten)
Gegeven: Een genormeerde vectorruimte E.

103
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a) We noemen E een volledige of ook wel complete genormeerde vectorruimte
als iedere absoluut convergente reeks in E convergent is, dat wil zeggen,
de reeks heeft een som binnen E. Dus als geldt

[i||xn||<oo} = [aer[Nhi%O||§:xj—x||:oﬂ.
n=1 =1

b) Een genormeerde volledige vectorruimte heet Banachruimte . Als E een
reéle vectorruimte is dan spreken we van een reéle Banachruimte. Als E
een complexe vectorruimte is dan spreken we van een
complexe Banachruimte.

¢) Als de norm van een Banachruimte van een inproduct afkomstig is, dan
spreken we van een Hilbertruimte. Het betreft hier dan een wolledige
inproductruimte. We spreken van een reéle Hilbertruimte of complexe
Hilbertruimte als de achterliggende vectorruimte een reéle vectorruimte,
dan wel een complexe vectorruimte is.

Stelling
Een gesloten lineaire deelruimte van een Banachruimte is eveneens een
Banachruimte.

Bewijs. Laat U een gesloten lineaire deelruimrte zijn in een Banachruimte

E. Beschouw een rij {x,} C U met de eigenschap >’ ||x,| < co. Om-

n=1
dat E volledig verondersteld is, is er een vector s € E voorhanden zodat
N
SN = >, X, — s, als N — oco. Omdat U een lineaire deelruimte is, zitten
n=1

alle partiéle sommen sy in U. Omdat U gesloten verondersteld, moet het
limietpunt s van deze rij van partiéle sommen eveneens behoren tot U. Dit
bewijst dat U, op zichzelf beschouwd, eveneens een Banachruimte is. O

Voorbeelden
a) (»(N) is een Hilbertruimte.
Deze ruimte is ingevoerd in Definitie 1.1.11. We hoeven ’alleen maar’ te be-

o)
wijzen dat deze ruimte volledig is. Daartoe bestuderen we de reeks > z,,,

n=1
met x, = kolom|x,, 1, Ty 2, -, Tn -] € la(N), voor alle n € N. We veron-

o
derstellen dat deze reeks absoluut convergent is, dat wil zeggen > ||z,|l2 <
n=1

o0
oo. We moeten laten zien dat er een s € ¢5(N) voorhanden is zodat ) z, =
n=1
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s. Bij de le stap maken we een kolom s = kolom|[sy, o, - , s, - - -], die kan-
didaat is om ’som’ van onze reeks te zijn. Bij de 2e stap laten we zien dat de

N

vector s tot ¢5(N) behoort. Bij de 3e stap bewijzen we dat »_ z, — s, als
n=1

N — o0 in l5(N).

STAP 1: Voor alle n, j € N geldt |z, ;| = /|zn;? < (/D0 [2nkl? = ||z,
\/ k=1

Dit betekent dat voor elke j € N de reeks Y x,; absoluut convergent is in

n=1
oo o0 [e.e]
C. We hebben zelfs |s;| = | > xn;] < Y |2n;] < D2 ||z,]l2 < co. Dus in
n=1 n=1 n=1
ieder geval s = kolom|[sy, 59, , 8-+ -] € l

STAP 2: We laten zien dat s € ¢5(N). Voor elke vastgekozen m € Ny gelden
de ongelijkheden

M N ) oo N ) N )
2l X wf S X wlf =l Xzl <
j=1 n=m+1 j=1 n=m+1 n=m+1
N 00
<X alh) < (X )™
n=m-+1 n=m-+1

Merk op dat het uiterste rechterlid noch van M, noch van N afhangt. Neem
de limiet N — oo. Er komt Z\ Z o < (X lzall ) . Neem ver-

j=1 n=m+1 n=m+1
volgens de limiet M — oo. Omdat alle bijdragen in de som positief zijn,

komt er

F SIS P (S al)?

7j=1 n=m+1 n=m+1

[e.e]
Door m = 0 te kiezen komen we tot Z |s;* = Z ] Z zni* < ( Z 2,12 )

j=1
Gevolg: s € l5(N).
STAP 3: Kies een ¢ > 0, (zo klein als je maar wil). Kies m = m. in (x) zo

o0
groot dat > ||z,]l2 < e. Dan komt er

n= ms"v‘

S 2 2 = 2 = 2 2
[s—=>" z,|° = Z\SJ wa! Z\ o wnP<(X k)" <€

n=1 j=1 n=me+1 n=m-+1

o0
Omdat dit geldt voor iedere € > 0, staat er > z, = s.

n=1

b) C([a,b]) is een Banachruimte.
Deze ruimte is ingevoerd in Definitie 1.1.4. Zie ook Stelling 1.4.5. We laten

ook hier alleen de volledigheid zien. Daartoe bestuderen we de reeks »_ f,,
n=1
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met continue functies = — f,(z) die voor alle n € N in C([a, b]) zitten. We
veronderstellen dat deze reeks absoluut convergent is in C(]a, b)), dat wil zeg-

gen Z | frlloo < 00. We moeten laten zien dat er een ¢ € C([a, b]) voorhan-

den is zodat Z fn = . Bij de le stap maken we een functie ¢: [a,b] — C,

die kandldaat 1s om ’som’ van onze reeks te zijn. Bij de 2e stap laten we
zien dat de functie ¢ tot C([a,b]) behoort. Bij de 3e stap bewijzen we dat

% fn— 1, als N — oo, in C([a, b]).
n=1

STAP 1: Voor alle z € [a,b] geldt |f.(x)] < ||fullo- De convergente reeks
> I fulleo majoreert, voor elke x € [a,b], de getallenreeks > f,(x). Deze
=1

n=1

getallenreeks is dus convergent in iedere x € [a,b]. De som van de reeks
noteren we met 1(x).

STAP 2: We laten zien dat 1 een continue functie is. Wijs een willekeurige

c € [a,b] aan. Kies een € > 0. Eris een N; € N zo dat Y |[[fullee <

n=Ng

Voorts is er, omdat alle fn continu zijn een § > 0 zo dat voor alle = € [a, b],

met |z — | <4, geldtlan() an<>|<§.

Dan geldt voor alle x € (a b) met |a: —c <9

[9(x) = (e)] <

< @) - X L@+ X L@ - X 5O + 13 L0 - v
< IS R@) o+

wo|m
+
g
=
S

n=N:+1 n=N:+1
o9 [
< > falls 5 + 2 falls
n=N:+1 n=N:+1
€ 5 €
< 3 3 T3
= E.

Dit betekent dat ¢ continu is in ¢. Het voorafgaande geldt voor alle ¢ € [a, b,
dus f is continu op [a, b].

STAP 3: [} - an)Hoo—maX 0() = 35 ful)l = max | S5 fula)] <

(o]
max Y |fu@) < % Il < 5
as<z<b N, 41 n=N.+1

c) L(a,b) is een Hilbertruimte.
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Het bewijs hiervan laten we zitten omdat we niet genoeg weten van integra-
tietheorie.

d) 4 (N) en £ (N) zijn Banachruimten.
Deze ruimten zijn ingevoerd in Definitie 1.1.11. De volledigheidsbewijzen
voor deze ruimten vertonen sterke analogie met, respectievelijk, a) en b).

In de volgende stelling beschouwen we een reeks van vectoren in een Hil-
bertruimte H, met als extra aanname dat de termen van de reeks een ortho-
gonaal stelsel vormen. Om tot convergentie van zo’n reeks te besluiten, blijk
je met minder dan absolute convergentie toe te kunnen.

5.1.5 Stelling
Gegeven: Een Hilbertruimte Heny € H. Een orthonogonale rij
{x1, X2, "+ ,X,, -} C H. Een orthonormale rij {e;, ey, - ,e,, -} C
H. Een rij {ay, ag, -+ ,a,, -} C C. Er geldt

i)

[an is convergent in H| & [Z 1%, || < 0]
=1

n=1

[Z ape, Is convergent in H} & [{an} € EQ(N)}

n=1
iii)

[{en} is een orthonormale basis inH} & [Vn eN(e,,y) =0 = [y = 0] ]

iv)

[{en} is een orthonormale basis inH | < [opspansel{e,} is dichte deelverzameling in H]
Bewijs.
i) Voor M >N passen we de Stelling van Pythagoras 3.1.4 toe:

I Z X ||* = Z B4 b

) Neem M = 1 Als links lim bestaat in H, dan is blijkbaar de ’getallen-

N—oo

reeks’ ter rechterzijde eveneens convergent.
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<) We gaan de termen van de reeks in groepjes bij elkaar nemen om als-
nog tot een absoluut convergente reeks te komen. Kies een rij natuurlijke
getallen 1 = Ny < Ny < Ny < N3 < ... < Ny < Npy1 < ..., met k € N|

zodanig dat voor k = 2,3,... geldt > [x,]|> < &. We vormen nu de

k4
n=Ng_1
Ni—1
rij van vectoren y, = Y. X, k= 1,2,3,.... Met Pythagoras vinden we
n=Nk_1
—
lyell> = > [Ixall* < 71, als k£ > 1. Een en ander is nu zo geregeld dat de

n=Ng_1

getallenreeks > ||yx|| convergent is. Dus is de reeks Z yr convergent in H,
k=1 =
met som s, zeg. Dit op grond van de volledigheid van H Je kunt nu laten
N

zien dat ook lim ) x, =s in H.

N—oo 2y
ii) De rij {a,e,} is een orthogonale rij. Pas i) toe.
iii=-) Al bewezen in Stelling 3.1.9 (Parseval).
111<:) Kies x € H willekeurig. Ult de ongelijkheid van Bessel 3.1.5 volgt dat

2 (e,,,x)|* < co. De reeks Z (en,x)e, is dan convergent (deel ii) van deze
n=1
stelhng) met som y, zeg. Door uitschrijven vinden we dat Vn: (x—y,e,) =

0. Op grond van onze aanname moet dan X =y zijn.

iv) Staat in Stelling 3.1.9. O

Definitie (Separabele Hilbertruimte)
Een Hilbertruimte H heet separabel als ze een orthonormale rij bevat die
tevens een orthonormale basis is.

Voorbeelden
a) CV, (5(N), Ly(a,b), zijn separabele Hilbertruimten.

b) Een voorbeeld van een niet-separabele Hilbertruimte wordt geleverd door
de vectorruimte van alle functies f: R — C met de eigenschappen:
(1) f neemt een van 0 verschillende waarde aan in ten hoogste een aftel-
baar aantal punten van R.

(2) X 1f(=)]? <

z€R

Het inproduct wordt gegeven door (f, g) = > f(x)g(z). Merk op dat in
z€eR
deze som ’over alle reéle getallen’ hoogstens een aftelbaar aantal termen

effectief zijn.
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Stelling
Gegeven: Een separabele Hilbertruimte H.
Er geldt:

i) Er bestaat een dichte deelverzameling in H die aftelbaar is.
ii) Ieder orthogonaal stelsel in H is eindig of aftelbaar.

Bewijs.

i) Laat {ex} een orthonormale basis in H zijn. Definieer het 'rationale op-
spansel’ W van deze orthonormale basis door W = {(a;+if1)e;+- - -+ (o, +
i6,)en, ’ g, Qp, By By € Q, n € N} Omdat voor iedere x € H geldt

N
| > (ex,x)ex|| — 0 als N — oo, en de coéfficienten (eg,x) willekeurig goed
k=1

benaderd kunnen worden met rationale complexe getallen, is W dicht in H.
ii) Laat S een orthogonaal stelsel zijn. Als we iedere x € S vervangen door
X- dan wordt S een orthonormaal stelsel. De afstand tussen twee wille-

[l
keurige elementen x en y van S is gelijk aan v/2 omdat (x —y,x —y) = 2.
Beschouw nu {B(x, 2v/2)}, dat is de set van open ballen met straal 1v/2
rond alle x € S. Deze ballen hebben, vanwege de onderlinge afstand /2
der x’en, geen enkele gemeenschappelijk punt. Als er nu in H een aftelbare
dichte deelverzameling IV is, dan moet zich in elk van deze ballen minstens 1
punt van W bevinden. Dit impliceert dat het stelsel S ten hoogste aftelbaar
kan zijn.

]

Definitie (Hilbertruimte isomorphisme)

Gegeven: Een Hilbertruimte H; met inproduct (-,-);. Een Hilbertruimte H,
met inproduct (-, -)s.

We noemen H; isomorf met Hy als er een lineaire bijectie 7: H; — H, is,
zodat Vx,y € Hy [(Tx, Ty)s = (x, y)1]. (Merk op dat ||T]| =1.)

Stelling
Gegeven: Een separabele Hilberruimte H.

i) Als H oco-dimensionaal is, dan is H isomorf met ¢5(N).
ii) Als H N-dimensionaal is, dan is H isomorf met CV.

Bewijs.

i) Op grond van de voorafgaande stelling kan een orthonormale basis ten
hoogste een aftelbaar aantal elementen bevatten. Nummer deze bijvoorbeeld
met de natuurlijke getallen. Noteer de basis dan met {e,},en. Met Stelling
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5.1.6i-ii zien we dan dat er bij iedere x € H een kolom z € ¢»(N) hoort
en omgekeerd. Als op deze manier z = 7x en y = 7Ty, dan volgt door
uitschrijven (x,y) = (z,y).

ii) Als dimH = N gaat de beschouwing onder i) door met ¢5(N) vervangen
door CV. O

5.2 Convexiteit en projecties

Veel meetkundige ideeén uit de gewone drie dimensionale meetkunde, denk
aan zaken als projecties en afstandsbepalingen tussen verzamelingen , blijken
ook betekenis te hebben in (oco-dimensionale) Hilbertruimten. We kunnen
dus ook in zulke ’grote’ ruimten meetkundige intuities opbouwen.

5.2.1 Definitie ( Convexe Verzamelingen)
Beschouw: Een reéle of complexe vectorruimte E.
Een deelverzameling V C E.
De verzameling V heet conver als

Vx € VVy € VVa € [0,1]: ax+ (1 —a)y € U.

In woorden: De verbindingsrechte tussen twee punten in V zit,
in zijn geheel, in V.

5.2.2 Opmerking
Belangrijke voorbeelden van convexe verzamelingen zijn: Lineaire Deelruim-
ten, Hypervlakken, Bollen, Kubussen...
Twee disjuncte bollen vormen, bijeengenomen, géén convexe verzameling.

5.2.3 Stelling (Closest point property)
Gegeven: FEen Hilbertruimte H. FEen gesloten en convexe deelverzameling
V C H. Een punt x € H.

i) Dan is er precies één punt v € V zodat ||x — v|| = in\f/||x —y|. In
ye
woorden: Er is precies één punt in 'V waar de kortste afstand tot x
wordt aangenomen.

ii) In het geval dat H een reéle Hilbertruimte is, wordt het meest nabijge-
legen punt v gekarakeriseerd door Vz € V [(x — v,z — v) < 0].

Bewijs.
i) We bewijzen eerst het bestaan van een meest nabij gelegen punt. Schrijf
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d= ;g\ff |lx — z||. Kies een 'minimaliserende’ rij {v,,} C V zodat 7}1_{1;10 l|x —
v, || = d. Door eventueel de rij wat uit te dunnen kunnen we er ook van eisen
dat [|x — v,,||* < d* + &. Merk op dat, wegens de convexiteit van V geldt:
Vm,n € N (v, +v,) € V. Endus ||x—5(v, +V,)|| > d. Gebruik makend
van de paralellogramidentiteit schrijven we: ||[v,, — v 1> = 2||x — v, ||> +
2[|x = Vi[> = 4l|x = 3(Vin + Vi—1)||>. Tip: Teken het parallogram van
de vier relevante vectoren. Uit de laatste identiteit vinden we de schatting
Vi =Vin-1||? < 2d* 424 42d? +2 L7 —4d? < 4—. Dus ||y, — Vi1 ]| <

(m—1)4 (m—1)*
QW. We gaan nu aantonen dat lim vy bestaat in H en in 'V ligt.
— 00
N
Daartoe vertalen we onze rij naar een reeks: vy = vi + > (Vi — Vipo1).
m=2
o

Als we aantonen dat de reeks > (v, — v,,_1) convergeert in H, dan is
m=2
de klus geklaard. Omdat H volledig is volstaat absolute convergentie van

onze reeks. Welnu, de convergente reeks > ﬁ is een majorante voor

o
> [Vin — Vin—1||. Er is dus een v € H voorhanden zodat v,, — v. Omdat
m=2

V gesloten is geldt bovendien v € V. Tenslotte ||x — v|| = |[|x — lim v,|| =
n—oo

lim ||x — v,|| = d. Hiermee is de existentie van het meest nabije punt

n—oo

aangetoond. Nu nog de uniciteit ervan: Stel dat ook in w € V de kortste
afstand d tot x wordt aangenomen. Dan is, met gebruikmaking van de
parallelogramidentiteit, 3(v 4+ w) € V en |[v — w||? = 2||x — v|]* + 2[|x —
w|> —4||x — (v + w)||* < 2d* 4 2d* — 4d* = 0. Blijkbaar geldt v =w.

ii) Stel dat de ongelijkheid geldt. Dan Vz € V : |x—v|* — ||x — z|* =
20x—v,z—v)—|z—Vv|*<0. DusVze V: |x—v|<|x—1z|.

Nu bewijzen we de omkering, dus dat voor het meest nabij gelegen punt
v de ongelijkheid geldt. Laat z € V. Omdat V convex is, geldt VA €
(0,1) : Az + (1 —A)v € V. We hebben [[x —v| < |[x— Az + (1 —
Mv| = ||(x —v) — ANz — v)||. Dit kwadrateren we. Omdat H reéel is
wordt dit [|x — v|* < ||x — v[]? = 2\ (x — v,z — v) + A?||z — v||*>. Dus
VzeV: (x—v,z—v)<3|z—v|?% Neem nu ;in%, dan volgt de gewenste
ongelijkheid.

De meetkundige betekenis is dat je door v een hypervlak kunt aanbrengen
zodat x aan een kant van dit vlak zit en V aan de andere kant. De hoek
tussen de vectoren x — v en z — v is stomp. Tenslotte, als het ’scheidend
hypervlak’ uniek is dan staat x — v loodrecht op dit hypervlak. O
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Definitie

Gegeven: Als in voorgaande stelling.

De toevoeging x +— Py (x) = v heet projectieafbeelding of kortweg projectie
op V.

Merk op dat geldt: Py (Py(x)) = Pv(x). In woorden: Py is idempotent.

Definitie (Orthogonale complement)
Uitgangspunt: Inproductruimte H. Deelverzamelingen U C Hen V C H.

a) a € H heet orthogonaal, of ook wel loodrecht, op U, notatie: a 1 U, als
Vx € Ugeldt (a,x) = 0.

b) U L V betekent Vx € UVy € V geldt dat x L y.

¢) De verzameling U+ = {x|x € H, x L U} heet het orthogonaal comple-
ment, of ook orthoplement van U.

Opmerkingen

Stelling
Gegeven: Een Hilbertruimte H. Een deelverzameling U C H.
Dan geldt: U+ is een gesloten lineaire deelruimte in H.

Bewijs.

x,y € Ut wil zeggen Vu € U: (u,x) =0 en (u,y) = 0. Dan ook

Vo, € CVu e U: (u,ax+ By) = 0. Dus U* is een lineaire deelruimte.
Om de geslotenheid te bewijzen beschouwen we een rij {x,} C U met
x, — x € H. Dan ligt ook x € Ut. Immers Vu € U (u,x) = (u, nhr{.lo X,) =

lim (u,x,) = lim 0 = 0. O
Stelling

Gegeven: Een Hilbertruimte H. Een gesloten lineaire deelruimte U C H.
Dan geldt:

) weUt o YueUl||w—ul> ||w||].
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ii) VxGHEIuEUEIwEUL[X:ujLW]
i) Ut =U

iv) H = U @ Ut. Dit betekent dat iedere x € H op precies één manier
geschreven kan worden als x =y +z met x € Ueny € Ut. In
notatie met projectieatbeeldingen: y = Pyx en z = Pyix. Of: x =
Pux + Pyrx.

Bewijs.
i=) Met Pythagoras ||[w —u|* = ||w|]* + |[u]]® > ||w]*

ii<) Stel dat de ongelijkheid geldt Vu € U. Dan ook VA € C ||w — Au|* >
|w||?. Schrijf dit uit als inproducten. Er komt —2 Re[A(w, u)]+|A]?||ul|* > 0.
Kies A =tz met t > 0 en z € C zodanig dat z(w,u) = |(w, u)|. Dan staat er
—2t|(w,u)| + t?||u||>. Deel door ¢ en neem de limiet voor ¢t — 0. Dan volgt
(w,u) = 0.

ii) Laat x € H. Omdat U (ook) een gesloten convexe deelverzameling is, is
er een meest nabij x gelegen u € U. Schrijf w = x —u. Voor alle u; € U
is ook u+ u; € U. Omdat u het dichtst bij x ligt geldt ||w]| = |[|x — u| <
|Ix — (u+u)]]. Dus Vu; € U ||w]|| < ||w —uy||. Volgens i) van deze stelling
is dan w € UL,

iii) Enerzijds: Als u € U dan Yw € Ut (u,w) = 0. Dus u € U*t. Dus
U c U

Anderzijds: Stel x € U+t Schrijf x = u+w met u € Uenw € Ut. Omdat
u € UcC UM is ook w = x —u € Utt. Blijkbaar w € U+ N U = {0}.
Dus x = u € U. Dus U+ C U. Samengevat: U = UL+,

iv) Volgt uit ii) en iii). u

5.3 De representatiestelling van Riesz

Uit het le jaar is bekend dat een lineaire functie f(x) op een eindig-dimensionale
vectorruimte altijd kan worden voorgesteld door een inproduct met een vas-
te vector a, zeg. Dus f(z) = (a, z). Zoiets blijkt ook in oco-dimensionale
Hilbertruimten te kunnen. Althans voor BEGRENSDE lineaire functionalen!

5.3.1 Stelling (Riesz)
Gegeven: Een Hilbertruimte H.
Een functionaal f: H — C, met de eigenschap

IM > 0vx e H: |f(x)] < M|x||.
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(Zo’n lineaire functionaal heet begrensd.) Dan geldt:
dae Hvx e H: f(x)=(a, x).
Voor de norm geldt || f|| = ||a]|.

Bewijs.

Eerst bewijzen we dat er zo'n a bestaat. Beschouw daartoe de nulruimte
N(f) = {x € H| f(x) = 0}. Als N(f) = H, dan hebben we blijkbaar de
O-functionaal te pakken en voldoet a = 0. Veronderstel dus Jz: f(z) # 0.
Omdat N(f) een gesloten lineaire deelruimte is, kunnen we z opsplitsen:
z = 7y + 71, met zg € N(f) en z; € N(f)t. Neem nu een willekeurige

x € H. Splits die ook op: x = xp + X1, met Xg = X — f((le))zl en x| =

JC9 - Narekenen leert dat inderdaad f(xo) = 0 en x; € N(f)L. Uit

f(z1)
X — ;((Z))Z1 L 2y volgt (z1,%) = f(x) (JZ“EZI))‘ Neem nu a = %Zl' Dan geldt

vx e H: f(x) = (a,x).
Nu de uniciteit van a. Veronderstel 3b € Hvx € H: f(x) = (b,x). Dan

moet Vx € H: (a—b,x) = 0. Op grond van de derde eigenschap van het
inproduct moet dan a — b = 0.

Tenslotte: Met Cauchy-Schwarz zien we |f(x)| = |(a,x)| < [la]|||x||. Dus
moet ||f]] < ||lal|. Omdat f(a) = ||a||* zie je dat niet kan gelden || f|| < ||a]|.
Dan moet wel || f]| = ||a]|. O
Opmerkingen

i) In het bewijs zie je dat N(f)* wordt opgespannen door z; in z'n eentje.
Dus dim N(f)* = 1. Dus buiten N(f) is er nog maar één dimensie over. Dit
wordt wel verwoord door te zeggen:

N(f) heeft co-dimensie 1 .

ii) De ruimte H' van alle begrensde lineaire functionalen op H staat blijkbaar
in 1-1-correspondentie tot H via de toevoeging f +— a. De toevoeging f — a
is anti-lineair. Dat wil zeggen (arf + Bg) — (@a -+ $b). Blijkbaar staan H en
H" in 1-1-correspondentie via deze toevoeging. Sommigen zeggen zelfs dat
H gelijk is aan H', haar duale. Deze ’identificatie’ is niet altijd verstandig
omdat die van het gekozen inproduct athangt.

De Banach Contractiestelling

De Stelling van het 'meest nabij gelegen punt’ is een voorbeeld van een ezxis-
tentiestelling. Je bewijst dat er voor een zeker probleem een oplossing be-
staat. Bijvoorbeeld een toestand met minimale energie binnen een set van



5.4.1

5.4.2

5.4. De Banach Contractiestelling 115

toegestane configuraties. De nu volgende stelling is de moeder van veel exis-
tentiestellingen voor differentiaalvergelijkingen, integraalvergelijkingen, en-
zovoort. De stelling geeft niet alleen een argument voor het bestaan van een
oplossing, daar liggen veel toepassers niet wakker van, maar geeft bovendien
uniciteit en een constructieve benadering van de oplossing. We formuleren de
stelling veel minder algemeen dan in analyse tekstboeken gebruikelijk is.

Stelling (Banach Contractiestelling)
Gegeven: o Een Banachruimte E en, daarin, een gesloten deelverzameling R.
e FEen afbeelding ®: R — R, met de eigenschap

IkeR 0<k<1,¥xeRVycR: |O(x)—d(y)| <«lx—yl.

(Zo'n afbeelding heet een contractie.)
Dan geldt: e Er bestaat precies één punt a € R zodat ®(a) = a.
e ledere rij {x,}, gedefiniéerd door xy € R en x,,,1 = ®(x,),
n=20,1, 2,..., convergeert naar a. Dus x,, — a.
(Het punt a heet 'vast punt’ of 'dekpunt’ of 'fixed point’ van ®.)

Bewijs.

e Ferst laten we zien dat er ten hoogste één vast punt a kan bestaan, de
uniciteit. Veronderstel eens dat a en b beide vaste punten zouden zijn. Dus
®(a) = ¢(b). Dan zou ||a — b|| = ||®(a) — ®(b)|| < k|ja — b||. Herinner U
nu dat 0 <k < 1. Er volgt (1 —k)|la—Db|| =0, dus ||a—b|| =0, dus a=b.
e Nu laten we zien dat er ten minste een vast punt a bestaat, de existentie.
Beschouw te dien einde de zo even ingevoerde rij {x,}. Merk op dat

i1 =l < % =X ] <o S Al = 3] < R7Ix ol

Dit betekent dat de (getallen)reeks xo + . ||x, — X,,—1|| gemajoreerd wordt

n=1

o0
door de convergente meetkundige reeks > k"||x; — X¢||. Op grond van de
n=1

volledigheid van E is dan de reeks xg+ > | (x,,—X,,_1) convergent in E. Anders
n=1
gezegd, de rij {x,} is een convergente rij. Geef het limietpunt van deze rij

de naam a. Merk op dat a € R, omdat R gesloten is. Uit ||x, — al| — 0,
als n — oo halen we dat ||®(a) — x,11|| < klla — x,,|| — 0, als n — co. Dus

lim x,41 = ®(a). Aangezien lim x,,; = lim x, = a, volgt tenslotte dat
n—00 n—0o0 n—0oo
®(a) = a. Blijkbaar is a een vast punt. O

Voorbeeld (Newton)
e Het positieve nulpunt van de functie z +— 2% — 2 is het zelfde als de
positieve oplossing (= het vaste punt) van de vergelijking ¢(z) = z met
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1 2
o(x) = é(x + Z). Dat dit nulpunt gelijk v/2 is weten we wel. Echter, de
T

toepassing van de Banach contractiestelling levert in dit geval een efficiénte
methode om v/2 te berekenen. Hier hebben we E = R. Neem voor R het
gesloten interval [1, 2].
1 2 1 2
1. Er geldt: ¢: [1, 2] — [1, 2]. Tmmers 5(:5 +—) > 5(1 + 5) = 1 en ook
x
1 2 1 2
= )< =2+-)=2.
S+ o)< 524 7) o
2. Er geldt voor 1 < z <y < 2dat |p(y)—d(z)| = 3ly—z|[1-—] < §|y—x\,
Ty

1
omdat 1 < xy < 4. Het getal kK = 3 voldoet dus als contractieconstante.

Met startwaarde zo = 1 vinden we dan de rij .. die naar v/2 convergeert.

3. Los van de Banach Contractiestelling zie je dat, in dit speciale geval,
de convergentie naar v/2 supersnel gaat. Immers [v2 — 2,41 = |¢(v/2) —
o)l = LIV2 = 2al [1 = —22] = 1V/2 — 22| < 1V2 — 2,2, Dit ver
schijnsel heet quadratische convergentie, bij iedere iteratieslag wordt het aan-
tal correcte decimalen ruwweg verdubbeld.

e Nu 'worteltrekken” algemeen. Laat o > 0. Het positieve nulpunt van de
functie x — 2% — « is het zelfde als de positieve oplossing (= het vaste punt)
1

van de vergelijking ¢(z) = x met ¢(z) = 5(35 + g). Hier E = R en voor R

| o :
nemen we het gesloten interval [a, —], met a > a?.

a
a «

1. Er geldt ¢: [a, —] — [a, —].
a a

2. |o(y)—o(z)| = Ly —=| |1—g]. Dit is een contractie op [a, g] als a* > %.
x a
3. Ook in dit geval is er kwadratische convergentie.

e Nu, in het algemeen, de methode van Newton voor het berekenen van nul-
punten van functies.

Gegeven: f € C*([a,b]) en a € (a,b) met f(a) =0en f'(a) # 0.
Dan geldt: 40 > 0 zodat de functie z — = —

- een contractie is op
f(z)
R = [a— 0, a+§]. Dus, met een willekeurig startpunt z¢ € [ — 6, a+ J] en

Tpt1 = xn—%, geldt lim z,, = a. Ook hier is kwadratische convergentie.
[[,'n n—oo
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5.4.3 Stelling (Locale oplosbaarheid GDV)
Gegeven: e Een rechthoek W = [—L, L] x [A, B] C R%
e Fen continue functie F': W — R die voldoet aan
e IM>0Wte|-L,LVy,z€[A B]: |F(t,y) — F(t,z)| < M|y — 2|,
in woorden: F' voldoet aan een locale Lipchitzvoorwaarde.

d
Beschouw: e De gewone differentiaalvergelijking ??Z = F(t,y), met
e beginconditie y(0) = a € (A, B).
Dan geldt: e Eris een gesloten interval [=T,T]| C [—L, L] en precies één

continu differentieerbare functie y: [T, T| — [A, B], met y(0) = a,

zodanig dat dziTEft) = F(t,y(t)).

( y heet (unieke) oplossing van het beginwaardeprobleem.)

e De functierij {y,}:>,, gedefinieerd door ’iteratie’,
t

wlt) =@, sarlt) =at [ () dr
0
convergeert op [—T,T]| uniform naar de oplossing t — y(t).

Bewijs. We beginnen met enkele constanten te definieren.
Laat C = (m)aoév |F(t,z)|. Kies nu een T' > 0, maar klein genoeg zodat geldt
t,x)e

T < %maX{B—a,a—A} en ook nog MT =k < 1.

e Voor de Banachruimte E uit Stelling 5.4.1 kiezen we C(|—T,77]). Voor de
deelverzameling R uit Stelling 5.4.1 nemen we

R = {u € C([-T,7T))|u(0) = a en Vt € [-T,T]: A < u(t) < B}. Merk
op dat een uniform convergente functierij {u,} C R convergeert naar een
functie die ook de R-eigenschappen heeft. Dit betekent dat R een gesloten
verzameling in C([—T,T]) is.

e Voor de afbeelding ® proberen we u — ®(u) met ®(u)(t) = a+ [ F(r,u(r))dr.
Dit pakt goed uit, want voor alle t € [T, T] geldt

¢
|[P(u)(t) —al = | [ F(7,u(r))dr| < TC.

0

Dus, als u € R, dan zit ook ®(u) in R.
e &: R — R is een contractie. Immers, omdat |F(7,u(7)) —
Mlu(t) —v(7)] < M||u — v||00, kunnen we schatten ||®(u) — ®(v)||o

max ‘ Oft{F(T,U(T)) — F(r, ’U(T))}dT‘ <TMlu—v|oo = Kl — V|00 -

—T<t<T

F(r,o(1))] <

e Uit Stelling 5.4.1 volgt nu dat er precies een functie y in R zit die vol-
t

doet aan y(t) = ®(y)(t) = a+ [ F(r,y(r))dr. Hieruit volgt y(0) = a en
0
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y'(t) = F(t,y(t)).
e Tenslotte volgt nog met Stelling 5.4.1 dat de bovengenoemde rij w, naar
de oplossing y rent. O]

Voorbeelden

a) Beschouw de GDV iy = y met beginconditie y(0) = 1. De oplossing is
y(t) = e'. Deze oplossing bestaat blijkbaar op het ieder interval [—T,T],
dus op heel R. We gaan na wat er in dit bekende geval terecht komt van de
iteratierij. We vinden

t
Yt)=1yt)=1+ [1dr=1+¢,
0

t
y(t) =14 [(1+7)dr =1+t + 1%
0
t
yg(t):1+0f(1+7'+%7'2)d7':1+t+%t2+%t3, ...... :
t N—1 N
yn(t) =14 [{X L7"}dr = Y 5t". Merk op dat dit "toevallig’ precies de
0 n=0 n=0
partiele sommen zijn van de reeks ) %t” = el
n=0

b) Beschouw de GDV ¢’ = y* met beginconditie y(0) = 1. Door, op z'n 18e
eeuws, de veranderlijken te scheiden, [ % = [ dt, dus —% = t+C, vinden we
als oplossing: y(t) = ﬁ Deze oplossing 'explodeert” als t T 1. Voorbij t =1
is er geen oplossing van onze GDV die met onze beginconditie verbonden is.
Ook nu gaan we na wat er terecht komt van de iteratierij. We vinden

t
yot) =1, y(t) =1+ [1?dr =1+,
0
t
yQ(t):1+6f(1+r)2dr:1+t+t2+§t3,

t

ys(t) =14 [(1+ 7+ 72+ 37°)?dr = 1 + ¢ + t* + t*+hogere machten van t,
0

yv(t) =1+t +2+t3+ .- + 3+ ... + tV+hogere machten van t.

In dit geval zijn dit NIET de partiele sommen van de reeks ) " = ﬁ De

n=0
eerste N termen van y, zijn WEL dezelfde als de eerste N termen van de

reeks.

c¢) Beschouw de GDV 3/ = e¥ met beginconditie y(0) = 0. Via scheiding van
veranderlijken vinden we voor de oplossing: y(t) = ﬁ Ook deze oplossing
‘explodeert” als ¢ T 1. Voorbij t = 1 is er ook hier geen oplossing van onze
GDV die met de beginconditie verbonden is. In dit geval is de iteratierij niet
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uit te drukken in elementalre functies. We deen
yo(t) = an1<)_1+f€0d7'—t Yo(t fe dr = €' — 1,
0

t
= [e® 7' dr = niet elementair uit te drukken.
0

Opmerkingen (bij Stelling 5.4.3)

(i) Als de functie F': W — R een partiele afgeleide %—I; heeft die ook weer
continu is op W, dan voldoet F' zeker aan de locale Lipchitzvoorwaarde.
Immers, toepassen van de middelwaardestelling levert |F(t,y) — F(t,2)| =
|Fy(t,0)|ly — 2| < M|y — z|. Hier is 0 een getal tussen y en z. Voorts is

M = (m)a:}{/V |F,(t,y)| genomen. Dit houdt in dat in de meeste practische
t,y)e
gevallen de oplossing van het beginwaarde probleem locaal bestaat, uniek is

en zonodig met iteratie benaderd kan worden.

(ii) De voorbeelden 5.4.4 b) en c) laten zien dat, ook bij zeer mooie 'gladde’
F de oplossing y NIET op willekeurig grote intervallen voortgezet kan wor-
den. Alleen locale existentie is, in alle gevallen, gegarandeerd!

d
(iii) Beschouw de gewone differentiaalvergelijking TZZ = 3|y|§, met begin-

conditie y(0) = 0. De functies t +— y(t) = 0 en t — y(t) = ¢3 zijn allebei
oplossingen! Blijkbaar is dit beginwaardeprobleem niet eenduidig oplosbaar.
Niet verbazingwekkend aangezien de functie F(t,y) = 3|y|3 NIET aan de
Lipchitzvoorwaarde voldoet. Functies F' die niet aan de Lipchitzvoorwaarde
voldoen zijn dus ongeschikt om een rol te spelen in een GDV die een practisch
probleem 'modelleert’.

(iv) Precies hetzelfde bewijs werkt ook voor gekoppelde stelsels van n stuks
le orde gewone differentiaalvergelijkingen. Vervang slechts y door y, met
Yy = (Y1, Y2, -, ¥n). In plaats van het interval [A, B] kan, bijvoorbeeld, een
gesloten bal Ep,r met middelpunt p en straal » > 0 genomen worden.De sca-
laire functie F' moet worden vervangen door een vectorfunctie F(t, y). Men
neme de beginconditie y(0) = a € B,,. ledere ne-orde GDV kan als een
gekoppeld stelsel van n stuks le-orde GDV geschreven worden. Een mooi
voorbeeld is de 2e wet van Newton’, in de volksmond "K' = ma’ geheten:

m% = F(t,r,42) gaat dan over in het le-orde stelsel

' dt
SR
dt'p’ " F(tw,gp) "

Hier is m = p gesteld.

(v) In plaats van op t = 0 kan de beginconditie ook op een willekeurig



5.4.6

120 Hoofdstuk 5. Volledigheid, Convexiteit en Projecties

'tijdstip’ t = ty gekozen worden. Bij gegeven y en F' definieren we, via de
substitutie s =t — to, de functies n(s) = y(to + s) en G(s,n) = F(to + s,n).
Uit invullen blijkt dan dat de functie s — n(s), met n(0) = a, precies dan
voldoet aan % = G(s,n(s)) als de functie t — y(t), met y(ty) = a, voldoet

aan % = F(t,y(t)). Het zal duidelijk zijn dat F' aan de locale Lipchitzvoor-

waarde voldoet, precies dan als GG aan de locale Lipchitzvoorwaarde voldoet.

(vi) We zeggen dat F' aan een globale Lipchitzvoorwaarde voldoet als de
schatting |F(t,y) — F(t,z)] < M|y — z| niet slechts geldt op een rechthoek
W maar op een verticale strip S = [K, L] x R. Op elke verticale strip van
de vorm [ty — ﬁ, to + ﬁ], gelegen binnen S, kan dan voor elke begincon-
ditie y(to), het bewijs van Stelling 5.4.3 worden afgedraaid. In dit geval is
steeds k = % Door eindig veel stukjes oplossing aan elkaar te plakken zie
je dan dat de (unieke) oplossing y gegarandeerd bestaat op het hele interval
[K, L] en zich bevindt in C([K, L]). Ook dit gaat weer goed voor vectorwaar-
dige functies y. Een belangrijke toepassing betreft lineaire stelsels gewone
differentiaalvergelijkingen met continue coéficiénten:

(1) = AW + ().

De matrixfunctie A en de vectorfunctie f bevatten uitsluitend continue func-
ties als elementen. Allemaal gedefinicerd op het hele interval [K, L]. Bij
gegeven beginconditie y(ty) = a met ty € [K, L] is dan een unieke oplossing
op heel [K, L] gegarandeerd.

Er zijn nog andere toepassingen van de contractie stelling.

Voorbeeld
Er bestaat precies een x € (o (N) zo dat

vnEN: Tp = n_12 + Z e_nmxm'
m=1
Het bewijs is als volgt. De ruimte ¢, (N) is een Banachruimte. Als z € {(N)

enn € N, dan is |e""x,,| < ||z]|oce™™ voor alle m € N. Omdat Y ||z]|cce™™

m
convergeert, is > e "™x,, convergent. Definieer ®: (. (N) — CN door
m

[@(2)](n) =+ Y e "m (2 € ln(N), n €N).

Dan
e 7]l

@@ <1+ e fon S 14> e ol =14+ 525
m=1 m=1
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voor alle n € N, dus ®(z) € ((N) voor alle z € £ (N).
Voor alle z,y € {o(N) en n € N is

NE

[@@)(x) — [@()](n)] = |

oo
e_nm<xm - ym)’ < Z e_nm|xm - ym|
1 m=1

e =yl = —
TP |

M s

<D ez —yllo = 12 = Ylloo-

1

3
Il

Dus || ®(z) — D(y) || < ﬁ”ac—y”Oo voor alle z,y € (o (N). Omdat é <1,
is ® een contractie. Uit de Banach contractie stelling volgt het gevraagde.

5.4.7 Stelling
Zija,b € R met a <ben K: [a,b]> — R continu zo dat

z€la,b]

b
sup [ 1K(e.y)ldy < 1.

Zij verder g € C([a,b]) vast. Dan bestaat er precies een f € C(la,b]) zo dat

Vaclab] [f(x) =g(z) + /b K(z,y) f(y) dy}-

Bewijs. De ruimte C([a,b]) is een volledige metrische ruimte en voor alle
b

f € C(la,b)) is x — [ K(x,y) f(y)dy continu op [a,b]. Definieer daarom

®: C([a,b]) — C([a,b]) door

[@(N](x) = g() +/K(x,y)f(y) dy (f €C([a,b]), @ € [a, ).

Voor alle f, g € C([a,b]) en x € [a,b] is

b

(@) - @) = | [ K (16) - ) o] < [ 1K@ w)l170) - ol dy

a

b

b
S/IK(%Z/)IHJ”—gHoodyI If =9l /!K(x,y)!dy

a
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Omdat dit geldt voor alle = € [a, b], is

12() = B()lloe < IIf — gl / K (x,y)| dy

voor alle f, g € C([a,b]). Dus @ is een contractie vanwege de afschatting op
K. De stelling volgt nu uit de Banach contractie stelling. O



Opgaven

0 Voorkennis

0.1 Vectorruimten

1. Ga na of de volgende deelverzamelingen van C? lineaire deelruimten
van C? zijn.

(a) Wy = {(z1, 9, 23) € C3|zy +imy + (1 +4)z3 = 0}
(b) Wy = {(x1, 72, 23) € C?|zy +ixy + (1 +1)73 = 0}
(¢) W3 = {(x1,22,23) € C*|Re(z1) + Im(xy) = 0}
(d) Wy = {(x1,19,23) € C}|77 +1 T3 = 0}

2. In C? zijn de vlakken x; + izy — 225 = 20 + 1 en x5 + 23 = 2 gegeven.
Geef een parametervoorstelling van de snijlijn van deze vlakken.

3. Laat w een positieve reéle constante zijn.
Laat zien dat de functies f van de vorm f(t) = Ae®@%) ¢ € R met
A, p € R een complexe vectorruimte vormen en bepaal een basis van
deze vectorruimte.

4. Beschouw in C(R), de vectorruimte van continue functies op R, het vlak
V' met parametervoorstelling f = Af; + pfo waarbij fi(x) = sin(x) en

fo(z) = cos(x).

Onderzoek of de functies gy, g» en g3 met
gi(z) = e, g2() = e*® en g3(z) = ei(ﬂp)ap eC
tot het vlak V' behoren.

5. Laat p en ¢ reéle getallen zijn. In C(R) zijn de functies f1, fo, 91, g2
gedefinieerd door

fi(z) = ePHDT £ () = P70 g (2) = eP® cos(qx), go(x) = eP¥sin(qz) .

123
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Laat W1 = (f1, f2) enWy = (g1, g2).
Toon aan dat geldt W, = Ws.

6. In {(N) zijn gegeven de vectoren

v, = (1,0,0,0,0,...)
v, = (0,1,0,0,0,...)
v, = (07 0, 1,0, )
~—
plaats n
(a) Bewijs dat voor iedere N € N het stelsel {v,,v,,...,vx} onathan-
kelijk is.

(b) Laat zien dat {v,} een onafhankelijk stelsel is.

7. Laat zien dat de functies f,(z) = 2",n = 0,1,... een onafhankelijk
stelsel vormen in C'(R).

8. Gegeven zijn de functies f,(t) = €™, n=0,1,... in de ruimte C(R).
Laat zien dat {f,}52, een onathankelijk stelsel is.

9. Wat is de dimensie van het opspansel (cos(t),sin(t), cos(t 4+ %)) in de
ruimte C'(R)?

10. Beschouw de ruimte C([0, 1]).
Is het stelsel {e*, 1,2, 22, ...} onafhankelijk?

11. Beschouw de reéle vectorruimte R3.

(a) Wat is het opspansel van het vlak x; 4+ zo + 23 = 17
(b) Wat is het opspansel van het vlak z; + x9 + z3 = 07

12. Beschouw de reéle vectorruimte R3.

(a) Is de eenheidsbol 2} + 23 + 3 = 1 een lineaire deelruimte?

(b) Is de volle kegel =7 + 22 < 3 een lineaire deelruimte?
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0.2 Lineaire afbeeldingen

1. Beschouw de loodrechte projectie P op het vlak x; + x5+ 23 = 0 in R?.

(a) Bepaal de matrix van P ten op zichte van de standaardbasis
{e1, e, e3}.

(b) Bepaal de nulruimte N(P).

(c) Bepaal de beeldruimte R(P).

(d) Is de afbeelding orthogonaal, symmetrisch?

)

(e) Geef een basis van eigenvectoren in R3.

2. De vectoren v;,1 < i < 4, zijn eigenvectoren met eigenwaarde \; = ¢
van de lineaire afbeelding A : R* — R%.
Laat zien dat {v;,vy,v3,v,} een basis in R? is.

0.3 Inwendig product

De vectorruimten R™ en C" worden beschouwd als te zijn voorzien van het
standaardinproduct.

1. In C3 zijn gegeven u = (1,4,1 +4) en v = (—i, 1 — i, 1).
(u,v)

Bereken
[l - (el

2. Laat x1,...,zy € C.
Bewijs dat |z;| + - + |zn| < VN2 2+ + on]? .

3. Het stelsel vectoren {v,,...,vx} in CV heeft de eigenschap dat voor
alle z € CV geldt

(5.1) llzl* = Z’UIm

waarbij (-, ) het gewone inproduct in C¥ is
(a) Laat zien door invullen van z = v, in gelijkheid (5.1) volgt dat
o] < 1.

(b) Laat zien door invullen van een vector L vy, ..., vy, 2 # 0, in
gelijkheid (5.1) volgt dat |v,]| > 1.

(c) Laat zien dat het stelsel vectoren een orthonormale basis in CV
is.
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De deelruimte W bestaat uit alle vectoren in C* die voldoen aan z; +
i.%'g - il’4 = 0.
Bepaal het orthoplement W+.

Beschouw de inproductruimte R3.
Bepaal de loodrechte projectie van de vector v = (2,1, 3) op de lijn met
parametervoorstelling z = A\(1,1,1).

Beschouw de inproductruimte C2.
Bepaal de loodrechte projectie van de vector v = (1,4) op de lijn met
parametervoorstelling x = A\(1, 1).

0.4 Complexificatie

1. Laat 'V een reéle vectorruimte zijn. Op V x V definiéren we een op-

telling en een scalaire vermenigvuldiging door
(al, 32) + (bl, bg) = (a1 + bl, as + b2),

(a+1if) - (a1, as) = (ca; — fag, vas + fay),
waarbij a;,as, by, by € Ven o, € R.

(a) Laat zien dat V x V met deze bewerkingen een vectorruimte over
C is.
Deze vectorruimte geven we aan met V.
(b) Laat zien dat de volgende stappen terecht zijn:
(1) Identificatie van (a,0) € V¢ met a € V.
(2) De schrijfwijze a; + ias voor (aj,as).

Het stelsel {vy,va,..., vy} is een basis in de reéle vectorruimte V.
Laat zien dat het stelsel ook een basis in de complexe uitbreiding V¢
is.

. Toon aan dat (RY)c = CV.

Een polynoom heet reéel /complex als zijn coéfficiénten reéel /complex
zijn.
Laat V en W de vectorruimten van reéle polynomen respectievelijk

complexe polynomen zijn.
Laat zien dat V¢ = W.

We beschouwen de vectorruimte C? als een reéle vectorruimte, die we
met V aangeven. Op V x V definiéren we (z,, z,)r = Re((24, 25)) met
Z1, 2y in 'V waarbij (-, ) het complexe inproduct in C? is.
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(a) Laat zien dat (-,-)gr een inproduct is.
(b) Laat zien dat de vectoren (1,0,0), (0,1,0) en (0,0, 1) samen met
(4,0,0), (0,7,0) en (0,0,) een orthonormale basis in V vormen.

6. Het inproduct in de reéle inproductruimte E wordt aangegeven met
('7 )

Laat zien dat door
(a1 +iag, by +iby)c = (ai, b1) + (az, ba) —i(ag, b1) +i(ai, by)
een inproduct op E¢ wordt gedefinieerd.

7. De afbeelding A is een orthogonale afbeelding op RY.
Laat zien dat de complexificatie Ac een orthogonale afbeelding op CV
is.

1 Genormeerde Functieruimten

1.1 Functieruimten

1. In P([a,b]) beschouwen we de verzameling U van alle polynomen p
waarvoor geldt

le

(a) Toon aan dat U een lineaire deelruimte is van P(]a, b]).
(b) Bepaal de dimensie van U.
)
)

(c) Vind twee bases voor U.

(d) In P([a,b]) beschouwen we de verzameling V' van alle polynomen
p waarvoor geldt

le
d 210 p

(x) =T1.

Is V een lineaire deelruimte in P([a,b])? Beantwoord uw vraag
met een bewijs of met een tegenvoorbeeld!

2. In Definitie 1.1.4 sub (4) kiezen we voor de ’sprongpunten’ cy,...cy
een vaste set getallen. We beschouwen alleen trapfuncties die in deze
punten mogen ’springen’. Laat zien dat de verzameling van deze trap-
functies een lineaire deelruimte vormen in T(a, b). Bepaal de dimensie
van deze lineaire deelruimte.
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3. Bepaal de dimensie van de doorsnede C([a, b]) N T(a,b).

4. Op het interval (0,4) beschouwen we functies z — f(z) van de vorm

4

F(x) = Xy, (@)pi().

j=1

Elk der functies p; is van de vorm x — a;z? + b;x + ¢;, met aj, b, ¢;
constanten, een vrij te kiezen polynoom van hoogstens graad 2, dus.
Je hoort wel zeggen: f is, stuksgewijs, een polynoom van de 2e graad.

(a)

(b)

(f)

Laat zien dat de verzameling van alle f van genoemd type een
lineaire deelruimte vormen in Ly(0,4). Bepaal de dimensie van
deze deelruimte.

Leg zodanige voorwaarden op aan a;, b;, ¢;, zodat f € C([0,4]).
Laat zien dat alle f die aan genoemde voorwaarden voldoen een
lineaire deelruimte vormen in C([0,4]). Bepaal de dimensie van
deze deelruimte.

Leg zodanige voorwaarden op aan aj, b, ¢;, zodat f € C*([0,4]).
Laat zien dat alle f die aan genoemde voorwaarden voldoen een
lineaire deelruimte vormen in C'([0,4]). Bepaal de dimensie van
deze deelruimte.

Leg zodanige voorwaarden op aan a;, b;, ¢;, zodat f € C*([0,4]).
Laat zien dat alle f die aan genoemde voorwaarden voldoen een
lineaire deelruimte vormen in C?([0,4]). Bepaal de dimensie van
deze deelruimte.

Leg zodanige voorwaarden op aan a;, b;, ¢;, zodat f € P([0,4]).
Laat zien dat alle f die aan genoemde voorwaarden voldoen een
lineaire deelruimte vormen in C([0,4]). Bepaal de dimensie van
deze deelruimte.

Beantwoord alle bovenstaande vragen ook voor het geval dat p;
ten hoogste graad 1 mag hebben.

1.2 Functieruimten met een afstandsbegrip

1. In de inproductruimte Lo (0, 7) zijn de functies f; en fo gegeven door
fl (t) =t+ien fz(t) = Sin(t).
Bereken (f1, f2), [[fill2 en || fa[l2-
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2. Met Py wordt de vectorruimte van polynomen van de graad ten hoogste
2 in één variabele weergegeven.

Laat (p,q) = p(—=1)q(=1) + p(0)q(0) + p(1)q(1), p,q € Py).

(a) Is (+,-) een inproduct op Py?

(b) Bepaal q € P, zodanig dat voor alle p € Py geldt dat p(0) = (g, p).

3. Beschouw P, de vectorruimte van alle complexe polynomen in één va-
riabele.
Ga na of in ieder van de volgende onderdelen een inproduct op P is
gedefinieerd.

(@) (p.g)1=Y_p™(0)q™(0)

8

(b) ()2 = 3 pzr) a(5w)

n=

o

4. In R? wordt gedefinicerd (z, g) = T1Y1 — T1Yo — ToYyy + 2Ty, VOO
vectoren x en Y.
(a) Bewijs dat (-,-) een inproduct op R? is.

(b) Bereken ||e; ||, |les]| en de hoek tussen e; en e, waarbij e; en e, de
standaardbasisvectoren zijn.

(¢) Schets de verzameling {z € R?|(z,z) = 1}.

5. Voor alle f en g in C([—1,1]) definieert men

(f.q) = / PFDgt)dt en (f.g)e = / ETDg(t) dt

(a) Onderzoek of dit, conform Definitie 1.2.1, inproducten op C([—1, 1])
zijn.
(b) Onderzoek dit ook voor de lineaire deelruimte P(|—1, 1]).

6. Zij f een op het interval [0, 1] continu differenticerbare functie met

f(0)+ f(1) = 0.
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(a) Bewijs met partiéle integratie dat /(— —t)f(t)dt = /f

1
(b) Bewijs dat | [ f(t)dt] < /()] dt.
froaf <3

7. Laat zien dat op de vectorruimte C'([0, 1]), de ruimte van continu dif-
ferentieerbare functies op [0, 1], door

D1 = [ (T@hgte) + F@lg'(@)) do. £, € C(0.1)

een inproduct gedefinieerd is.

8. Bepaal een inproduct op de ruimte C'([0, 2]) zodanig dat de correspon-
derende norm wordt gegeven door

9 1/2

1= { [ U@P +17@P) a

0

9. Laat zien dat voor alle continu differentieerbare functies f geldt

™ - 1/2
/ (cos(z) f(z) — sin(z) f/(2))dz| < V2r / (f @) + 1 (@)P)da

10. Voor welke s € R zit {=} in £,(N)?
11. Beschouw de inproductruimte E.

(a) Voor welke x en y in E geldt |(x,y)| = ||x]| [|¥]|?
(b) Voor welke x en y in E geldt ||x +y| = ||x]| + |ly||?

12. Beschouw de reéle inproductruimte Lo (—3, 3) bestaande uit reéelwaardige
functies.

(a) Laat f en g een even respectievelijk oneven functie rond 0 zijn uit
deze inproductruimte. Laat zien dat f 1 g.

(b) Laat f(t) =t¢+ 1 en g(t) = t*.
Bereken de hoek tussen f en g.
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13. Bewijs dat dat || - ||oc een norm in £o(N) is.
14. Bewijs dat dat || - ||; een norm in ¢;(N) is.

15. Beschouw in C? de norm ||z||e = max(|zy], |z2]).
Laat zien dat deze norm niet van een inproduct afkomstig is.

16. Beschouw R? met de norm ||z||; = |z1| + |22].

(a) Laat zien dat de minimumafstand van de oorsprong 0 tot de lijn
1 + x9 = 1 gelijk aan 1 is.

(b) Bepaal alle punten op de lijn z; + 25 = 1 met afstand 1 tot de
oorsprong 0.

(c¢) Laat zien dat de norm niet afkomstig is van een inproduct.

17. Beschouw B(0,1).
Laat zien dat de norm || - ||« niet afkomstig is van een inproduct.

1.3 Convergentie in genormeerde ruimten

1. Beschouw in /5(N) de rijen

11
’ 57 ga - )
Laat zien dat de rij {b, } naar b convergeert.

b=(1

2. De functies f, € L5(0,1) zijn gedefinieerd door

falt) = Y55 0 0,1]

(a) Bepaal voor elke t € (0,1) de limiet f(¢) van de rij {f.(¢)}. (Dit
is de zogenaamde puntsgewijze limiet van de rij {f,}.)

(b) Laat zien dat de rij {f,}, in L2(0,1), naar de functie f uit (a)
convergeert.

3. Beschouw R?, voorzien van het standaardinproduct.

(a) Wat is de afsluiting van het vlak xy + zy + 23 = 27
(b) Wat is de afsluiting van de eenheidssfeer S(0,1)?
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4. Is een éénpuntsverzameling in een IP-ruimte een gesloten deelverzame-
ling?
5. Geef een verzameling in R? die niet open en niet gesloten is.

6. Laat xg een element in de [P-ruimte E zijn.
(a) Bepaal de afsluiting van {x € E ‘ |(x0,x)| < 1}.
(b) Toon aan dat het hypervlak {x € E ‘ (x0,x) = 1} gesloten is.

Hint: Neem als voorbeeld E = R? en x, = (1,0).

7. Beschouw in de IP-ruimte ¢3(N) de verzamelingen

U= {g S gg(N)}.ﬁﬂl = T2 = $3},
V ={z € LN)||z1] < 1,]z,| <1},

Ga na welke van deze deelverzamelingen lineaire deelruimten zijn en
welke gesloten zijn.

8. Beschouw de IP-ruimte E = Ly(—1,1) NC([—1, 1]).
Laat zien dat W = {f € E|f(0) = 0} niet gesloten is.

9. Beschouw de IP-ruimte E = Ly(—1,1).
Voor n =0, 1,... definiéren we de functies p,(z) = z™.

(a) Laat zien dat (pg,p1,...) = P([—1,1]).
(b) Laat zien dat P([—1, 1]) niet-gesloten deelverzameling in Lo(—1,1)
is.

10. Beschouw in E = /5(N) de vectoren

a, = (1,...,1,0,0,...),n=1,2,...,
k
n stuks

= (0,...,0, (1 _,0,...).

plaats n
(a) Laat zien dat (ay,a,,...) = (€, €9,...) = la(N).
Hint: Laat zien dat {(a,,...,ay) = {(ey,...,ey) voor iedere N € N.

(b) Laat zien dat (a,,as, ...) niet dicht ligt in E.
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11. Beschouw R¥, voorzien van het standaardinproduct.
Laat zien dat de enige lineaire deelruimte, die dicht ligt in RY, gelijk
is aan RY.

12. (a) Laat zien dat een begrensde rij getallen in R een convergente
deelrij heeft.

(b) Laat zien dat een begrensde rij in R een convergente deelrij heeft.
13. Beschouw de inproductruimte ¢5(N). Is de verzameling

{z € l,(N)|zy = 1} compact?

1.4 Puntsgewijze en uniforme convergentie

1. Bereken de norm || f||« van de volgende functies:

nz op [3,2).

2. Onderzoek de uniforme convergentie van de rij {f,} op R, waarbij

o
14 g2

fn(x) (x € R).

3. Beschouw de rij functies {f,} op R, waarbij
falz) =nze™  (z €R).
Onderzoek of de rij uniform convergeert op R.
4. Beschouw de rij functies {f,} op [0, 1], waarbij
fol@)=nze™* (zel0,1]).
(a) Bepaal nh_}rgo fn(x) voor alle z € [0, 1].

(b) Ga na of de rij {f,} uniform convergent is op [0, 1].
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5. Beschouw de rij functies {f,} op [0, 1], waarbij

fule) = "EET) o)),

enx
Onderzoek puntsgewijze convergentie en uniforme convergentie van de
rij {fn}-
6. Bewijs dat de reeks

Zx”(l — 1)

niet uniform convergent is op [0, 1) en dat de reeks

o0

> (1)1 - x)

n=0
wel uniform convergent is op [0, 1).

7. Beschouw de reeks

o0

1

n=0

op (1, 00).
(a) Toon aan dat de reeks uniform convergent is op [1 + 4, 00) voor
alle 6 > 0.

(b) Bewijs dat deze reeks niet uniform convergent is op (1, 00).

8. Beschouw de rij functies {f,}, waarbij

fa() (z €10,00)).

1 + n2x2

(a) Bewijs dat voor alle z € [0,00) de reeks Y f,(x) convergeert.

n=1
(b) Bewijs dat voor alle § > 0 de reeks > f, uniform convergeert op
n=1
[, 00).

(c) Bewijs dat de reeks »_ f, niet uniform convergeert op (0, 0).
n=1

Opmerking. De moeilijkheidsgraad van onderdeel (c) ligt boven
het op examens vereiste niveau voor dit vak.
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9. Beschouw de rij functies {f,} op R, waarbij

fn(2) (x e R.

T 2?41

(a) Bewijs dat de rij {f,} uniform convergent is op elk interval [a, ]
dat O niet bevat.

(b) Bewijs dat de rij {f,} niet uniform convergent is op [0, 1].

(¢) Onderzoek of

lim [ fu(v) dx:/ lim f,(z)dx.
0 0

10. Beschouw de rij {f,} op R, waarbij
fa(z) = arctan(nz) (x € R.

(a) Bewijs dat de rij {f,} niet uniform convergent is op [—1, 1].

(b) Bewijs dat voor alle 6 > 0 de rij {f,} uniform convergent is op
[0, 00).

(c) Bewijs dat

1 1
lim [ fu(v) dx:/ lim f,(x)dx.
1 1

11. Bepaal alle x € R waarvoor de reeks
2(p —
“—~ n*(n —x)

convergent is. Zij S(z) de limiet van de reeks voor die waarden van x
waarvoor de reeks convergeert. Bewijs dat S continu differentieerbaar
is op (—1,1).

12. Definieer f: [1,00) — R door
fl@)=3 e (zell o).
n=0

(a) Is f continu op [1,00)?
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(b) Is f differentieerbaar op (1, 00)?

(c) Beide vorige vragen voor de intervallen, respectievelijk, [d, o] en
(0,00), met § > 0.

13. Definieer T: [0,1] — R door
€ |0,1)).
; n(z +n) (z €0, 1))

Bewijs dat T' differentieerbaar is op (0,1) en dat voor alle x € (0, 1)
geldt

[e.9]

) 1
T(@:E}m.

14. Bereken

/zm

Noem de stellingen die u gebruikt.

15. Laat zien dat

1

/ In(1 _ 2 1)+t

0

oo
(Ter informatie: (7113:“ = 7{_;)
k=1

2 Approximatie via Convolutie

2.1 Het convolutieproduct
1. Laat zien dat f x g = g f, voor willekeurige f, g € Ly(R).
2. Laat zien dat uit f € L;(R) en g € Ly(R) volgt dat ook f g € Li(R).

3. Laat f, g € Ly(R) gegeven zijn. Veronderstel dat f = 0, buiten het
interval (aq,b;). Veronderstel dat g = 0, buiten het interval (as, by).



Approximatie via Convolutie 137

(a) Geef een zo klein mogelijk interval (a,b) waarbuiten de functie
xz+— (f *g)(z), gegarandeerd alleen de waarde 0 aanneemt.

(b) Wat merkt u op in het speciale geval dat a; = a; = 0 en
b1 = b2 = OQ.
4. Bereken de functie e 1*l x e~ 7,

1

5. Bereken de functie * )
14+22 1422

6. We gebruiken de notatie van Voorbeelden 2.1.7. Laat t > 0, 7 > 0.
Bereken:

(a) Pox1, Tyx1, Gy*1.

(b) PoxP., Ty xT,, GyxG,, H xH,.

(c) Po*T,, HyxP., H *T,.

(d) Ky x Ky, Ky Ky, voor N € Nen M €N,

7. Bereken door differentiaties uit te voeren achter het integraalteken

(a) 5(Gex f)(x) = g5 (Gex f)(x),
(b) & (Hix f)(@) + o2 (Hox f) (),

8. Veronderstel f voldoende glad, zodat in de buurt van iedere z € R
geschreven kan worden f(y) = f(z)+(y—z)f'(x)+O((y—x)?). Bereken:

() lim & (P« f)(2).

t10

(b) Tim 2 (T; » ) (z).

2.2 Approximatie
1. Voor elke N € N verdelen we het interval (0,1) in N gelijke deelin-

tervallen [”—]:,1, %], 1 < n < N. Beschouw de karakteristieke functies
X,._1 .. bij deze intervallen.
(Tvﬁ}

(a) Laat zien dat het opspansel

(s oy [ 102N 12N <o),
(TLN7%]

dicht ligt in Ly (0, 1).
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(b) Formuleer en bewijs zelf het analoge resultaat voor een willekeurig
interval (a,b) in plaats van (0,1).

2. Beschouw op het interval de verzameling van alle zaagtandfuncties (ver-
gelijk 2.2.8 sub (2)), waarvan de knikpunten a; zich alleen mogen be-
vinden ter plekke "T’l, met 1 <n< N, 1<N<oo.

(a) Laat zien dat laatstgenoemde verzameling een dichte lineaire deel-
verzameling is in Ly (0, 1).
(b) Formuleer en bewijs zelf het analoge resultaat voor een willekeurig

interval (a,b) in plaats van (0,1).

3. Op het interval [—1,1] definiéren we de functies Ky, N € N, door
1

Ky(z) =21 —2%)", met ey = [(1—2*)V da.

cN
-1

(a) Laat zien dat de functierij { Ky} een Dirac rij is in Lo(—1,1).
(b) Lat zien dat voor elke f € Ly(—32, %), de functie x — (Kyxf)(x) =

272
: N . .
% fl (1 - (z—y)*) " f(y)dy een polynoom is. Wat is de graad
-3
van dit polynoom?
(¢) Laat zien dat |Ky x f — f]l2 — 0, als N — co.

(d) Laat zien, door op een nieuwe variabele over te gaan, dat voor alle
—00 < a < b < oo geldt dat P([a, b]) dicht ligt in La(a,b).

Opm: De rij {Ky} wordt wel Landau-rij genoemd. Voor verdere di-
dactische beschouwingen in deze, zie S. LANG: Math talks for under-
graduates.

3 Fourierreeksen

3.10rthogonale/orthonormale stelsels in IP-ruimten
1. In de IP-ruimte C* zijn gegeven de vectoren a; = (1,0,0,1), a, =
(1,1,4,4) en as = (1,1,1,1).
(a) Bepaal met Gram-Schmidt een orthonormale basis in (a4, a,, as).

(b) Vul de gevonden basis in (a) aan tot een orthonormale basis in
C*.
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2. De functies f1, fa, f3 in Lo(—m, 7) zijn gedefinieerd door f(t) = cos(2t),
fo(t) = et en fy(t) = 2.
Bepaal een orthonormale basis in (fi, fo, f3).

3. Beschouw de IP-ruimte Lo(0,7) met de functies f,(z) = sin((n +
1/2)x),n=0,1,...
(a) Laat zien dat het stelsel {f,} een orthogonaal stelsel is.
(b) Maak van {f,} een orthonormaal stelsel.

4. Laat {e,} een orthonormale rij in de IP-ruimte E zijn en laat x € E.
Bepaal lim (e, x).

5. Beschouw Ly(—1,1), de polynomen g,(z) = 2" en de Legendrepolyno-
men P, voorn=20,1,....

(a) Pas het Gram-Schmidtprocédé toe op {go, g1, g2} en laat zien dit
het orthonormale stelsel {\/1/2 Py, \/3/2 Py,+/5/2 P>} oplevert.
(b) Laat zien dat {(go,...,gn) = (P, ..., Py) voor alle N > 0.

(c) Laat zien dat toepassen van het Gram-Schmidtprocédé op de rij
{90, 91, ..} het orthonormale stelsel {cyPy, 1Py, ...} met ¢, > 0
voor alle n oplevert.

6. Beschouw de IP-ruimte E = Lo(—m, 7).

(a) Toon aan dat voor alle f € E geldt

> / sin(nt) f(t)dt| < / |£(t)|2dt .

(b) Controleer de ongelijkheid uit (a) voor de functies f(t) = € en
f(t) = sin(3t).

(c) Toon aan dat er geen complexe getallen «aq, s, as,... bestaan
zodanig dat geldt

™

2
dt=0.

lim

N—oo

N
e — Z oy, sin(kt)
k=1

—T
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7.

10.

11.

12.

Opgaven
Beschouw E = C!([—m, 71]) begiftigd met het inproduct
(o= [ Tdgttat+ [ Fg it
De functies h,,n € Z en f worden op het interval [—m, 7] gedefinieerd

door h,(z) = €™ en f(z) = x.

(a) Laat zien dat het stelsel {h, },cz orthogonaal is en maak dit stelsel
tot een orthonormaal stelsel {h,, },ez.

(b) Bepaal |7 en 55 |, P

n=—oo

(¢) Is het stelsel {h, }nez een orthonormale basis?

De functie f(z) = sin(3z) sin(5z) heeft periode 2.
Bepaal de complexe Fourierreeks van f.

Bepaal de complexe Fourierreeks van de functie f(x) = x op het interval

7T2

— 1
[—7, ] en leid af dat Z Rl
n=1

Bepaal de complexe Fourierreeks van de functie f(x) = 2 op het in-

7T4

= 1
terval |— leid af dat — =
erval [—m, 7] en leid af da Z:;n‘* %

Beschouw in de IP-ruimte ¢3(N) de vector a = (1,1/2,1/3,...), de
standaardbasisvectoren e,, n > 2, en het opspansel W = (a,e,, €5, ...).

(a) Laat zien dat als voor een y € W geldt dat y L ¢e,, n > 2, dat

dan y = 0.
(b) Laat zien dat {e,, }n>2 GEEN orthonormale basis in W is.
(c) Laat zien dat W dicht ligt in /5(N).

De functie f € C'([—m,7]) heeft de eigenschap dat f(—7) = f(m).
De Fouriercoéfficiénten van f worden gegeven door

1
%:—/e_mtf(t)dt,nGZ.
2m

(a) Druk de Fouriercoéfficiénten van f’ uit in die van f.
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(b) Druk [|f||* en || f/||* uit in 7,,n € Z.

o0

1 )
13. De continue, 27-periodieke functie f heeft de Fourierreeks Z T 2
n

n=—oo

Laat zien dat de functie f continu differentieerbaar is.

o0

1 .
14. Een functie f € C(|—m,n]) heeft de Fourierreeks Z T e
i+n

n=—oo

Is de functie f reéelwaardig?

3.2 Berekening van Fourierreeksen

1. Zij f: R — R een periodieke functie met periode p en zij a € R\{0}.
Definieer g: R — R door g(x) = f(az). Toon aan dat g een periodieke
functie is met periode p/|al.

2. Schets de periodieke functie f: R — R met periode 27 waarvoor geldt

{ 0 als x € (—m,0),

sinz als x € [0, 7].

fx) =

3. Bereken voor alle n € N

(a) [sinz cosnzxduz,
0
(b) [ 2? cosnzdz,

(¢) [ x* sinnzdz.

—T

4. Bepaal de Fourierreeks van de volgende periodieke functies met periode
2m. Maak altijd eerst een schets van de grafiek van de functie.

0 alsz e

1
0 alsze (5,7,
1
2
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als € (—m,0),
als z € (0, ),
als z € {0, 7}.
Had de Fourierreeks ook meteen gevonden kunnen worden uit
onderdeel 4a?
—2? alsz € (—7,0),
) f(z)=< 2* alsxe (0,m),

0 als x = 7.

O = O o R

5. Bepaal de Fourierreeks van de volgende periodieke functies met

periode p.
(a) f(z) =z (z€ (=5 5]
0) f@)=a* (v (54

) f(z) )-
(¢) f(z) =sinmx (x € (0,1]), met p=1.
) f(z) = max(0,sin 1007x), met p = 1/50.

2

6. Toon met gebruik van opgave 4c aan dat Z # =%

n=1

- +1 1 2
en ) (=)' =1

7. Bepaal de Fouriersinusreeks van de volgende functies f: [0, L] — R.
Maak altijd eerst een schets van de grafiek van de periodieke
voortzetting.

(a) f(z) =2 (z€[0,L]).
x als z € [0, £],
(b) flz) = {

L—z alsze (% L)
8. De periodieke functie f: R — R met periode 27 wordt gegeven door

f(z)=x(1+cosz) (z€[-mm)).

De Fourierreeks behorende bij f is gelijk aan

sin nx
_81nx+22 n—l (n+1)'




Fourierintegralen 143

() Bereken ) 2k (2k + 1)(2k + 2)°

S (="
(b) Bereken ; CERCESE
G 1

9. De functies f, g en h zijn periodiek met periode 27 en op het interval
(—m, 7] gegeven door

0 alsze (—m,0]
f(z) = , glr)=z en h(x)=|x|
z alsz € (0,7]
De Fourierreeksen behorende bij g en h zijn
(2n + 1
9 nﬂsmnx T 4 cos(
Z en Z Gt

(a) Leidt uit het bovenstaande de Fourierreeks behorende bij f af.

(b) Welke van de drie Fourierreeksen convergeert uniform?

(C) Bereken Z m en Z m
m=0 m=0

10. De periodieke functie f: R — R met periode m wordt gegeven door

T T
f(z) =cosz (x€][- BL 2))
(a) Bepaal de Fourierreeks behorende bij f.
(1" N

b) Bepaal .
(b) epaaz (4k + 1)(4k + 2)(4k + 3) Z (2n — 1) 2n+1)2

4 Fourierintegralen

4.1 Fouriertransformatie
1. Bewijs met behulp van de integraalvoorstelling van Fourier dat

oo 0 als z < 0,
/coswx—i—wsinwm

1+ w?
0 e ® alsz > 0.

w=1 /2 alsx=0,
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O01_ m/2 alsx € (0,7),
(b) /—Cosmu Sinwmdw:{ / (0,)

w 0 alsxe(mo0).
0

2. Schrijf de volgende functies in de vorm van een Fouriercosinusinte-
graal, d.w.z. bepaal een functie F' zo dat

[e.9]

%(f(;m_) —|—f(:c—)> = /F(w) cos wx dw

0
voor alle z € (0, 00).

z alsxz e (0,1),
(2) f(z) = 0 alsz e (1,00).
(b) flz)=e"+e* (z€(0,00).
3. Bepaal de Fouriergetransformeerde van de volgende functies.
e ™ alszel0,00),
{ 0 alsx € (—o00,0).

als z € (—o0,0],

(b) f(x) = 0 alsz e (0,00).
| et alswe [—1,1],
(C) f(l’) - 0 alszxe (_oo’ —1) U (1,00)

ze ™ alsz € [0,00),

0 als € (—00,0).

e*® alsr e [—1,1],

0 alsz e (—oo0,—1)U(L,00).

{ xz alsz € [0,1],

0 alsz € (—00,0)U(1,00).

4.2 De Fourieroperator in Ly(R)

De conventie die we in deze opgavenparagraaf gebruiken is
(FNW) = f) = = | fwer=de, [@) = (F @)= 7= [ fo)e=ay
J 1@ ds = ] 17)P
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1. Bereken de Fouriergetransformeerde van de functie el x e~1l,
. 1
1+22 1422

3. We gebruiken de notatie van Voorbeelden 2.1.7. Laat t > 0, 7 > 0.
Bereken de Fouriergetransformeerde van

2. Bereken de Fouriergetransformeerde van de functie

(a) P, T, Gy, H,.
(b) ]Dt*PT, E*TTa Gt*GTa Ht*HT-
(C) PxT,. H,xP., H;xT,.

Bereken de limiet voor ¢ | 0 van de Fouriergetransformeerden onder (a)
en leg uit waarom het antwoord u niet verbaast.

4. Beschouw de Fouriergetransformeerde F op H = Ly(R).
Laat zien dat er vier orthogonale projecties P; bestaan met de eigen-
schappen

© 7 =P+ Py+Ps+ Pa,
o P;P; =0 voor i # j,
o F =P +iPy—Ps—iPy.

Beschrijf deze projectoren met behulp van de eigenvectoren van F.
Laat zien dat F~1 = F3.

5. Laat f loodrecht op alle polynomen in ILy(0, 1) staan.

1
V2T

(b) Leid met behulp van de Fouriergetransformeerde af dat f = 0.

(a) Laat zien dat voor alle k € R geldt dat

1
/6ikxf(x) dz =0.
0

6. Laat xj_11) de karakteristieke functie van het interval [—1, 1] zijn.
(a) Bepaal de Fouriergetransformeerde F(x(-1,1)(k).

°
(b) Bepaal de integraal / smkz(k)

—00

dk.

(c) Bepaal de integraal /

—00
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7. Vervaardig zelf Tabel 4.2.5 bij de, in deze paragraaf gebezigde, conven-
tie voor de Fouriertransformatie.

8. In Voorbeelden 2.2.5 zijn Dirac-rijen ten tonele gevoerd die bestaan
uit, respectievelijk, Pulsfuncties, Tentfuncties, Gaussfuncties, en Po-
tentiaalfuncties.

(a) Bereken de Fouriergetransformeerden P ns T, s G, n> H, /n Van
deze Dirac-rijen.

(b) Bereken van deze rijen van Fouriergetransformeerden de limiet
voor n — oo. Zitten de limietfuncties in Ly(R)? Geef aan waarom
(niet)!

(c¢) Voor vast gekozen a € R beschouwen we nu de functierijen {x —
Piyn(z —a)y, {z = Tin(z —a)}, {z = Gin(r —a)}, {z —
Hyjn(x — a)}. Bereken ook van deze functierijen de Fourierge-
transformeerden.

(d) Bereken ook van deze rijen de limiet voor n — oo. Zitten de
limietfuncties in Lo(R)? Geef aan waarom (niet)!

Opm: De voorafgaande opgave kan worden opgevat als een wiskundige
interpretatie van, veel voorkomende, rituele handelingen met

e—tay

o0
0-"functies”, zoals: ‘/%7—{0 d(z —a)e ™Wdx = =

en 5= [ e dy = §(x — a).

5 Volledigheid, Convexiteit en Projecties

5.1 Volledigheid en Separabiliteit

1. Laat E een genormeerde lineaire ruimte zijn en {a,} een convergente
rij in E met limiet a.
Toon aan dat {a,} een Cauchyrij is.

1
2. Beschouw in de IP-ruimte C/([0, 1]) met het inproduct (f, g) = [ f(t)g(t)dt
0

de rij functies {f,} gedefinieerd door

1 , 0<t<3,
fut)=4 1—n(t—-1%) |, +<t<is i
0 , t> 5+
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(a) Schets de grafiek van f,,.

(b) Toon aan dat de rij { f,,} puntsgewijs naar een functie convergeert,
die niet in C([0, 1)) zit.

(c) Toon aan dat de rij {f,} geen convergente rij is.

1
3. Beschouw in de IP-ruimte C([0, 1]) met het inproduct (f, g) = [ f(¢)g(t)dt
0
de rij functies {f,} gedefinieerd door

1 , 0<t< 4,
fn(t): _Qn( _%) ) %Stﬁ%,
0 , 2>t>1

(a) Schets de grafiek van f,,.

(b) Toon aan dat de rij { f,,} puntsgewijs naar een functie convergeert,
die niet in C([0, 1)) zit.

(c) Toon aan dat de rij {f,} geen convergente rij is.
4. Beschouw de vectorruimte C([0, 1]) voorzien van de normen

1/2

1 lloo = max({|F(£)[]t € [0.1]}) en | f]l2 = / R

Toon aan dat de lineaire deelruimte M van C([0, 1]) bestaande uit alle
polynomen NIET gesloten is in C([0,1], ]| - ||«) en NIET gesloten is in

5. Laat E een Banachruimte zijn met norm || - || en laat {a,} een rij in E

e}
zijn met Z l|lan|| < oco.

n=1

oo
Laat zien dat de reeks Z a, convergeert.

n=1

6. Beschouw de vectorruimte C([0, 1]) met de norm

1 flloo = max({ [£(t)| [ € [0,1] }).

(a) Toon aan dat C([0,1]) met deze norm een Banachruimte is.
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7.

10.

Opgaven

(b) Toon aan dat dit resultaat in overeenstemming is met de bekende
stelling uit Analyse 4 dat een uniform convergente rij van continue
functies een continue functie als limiet heeft.

(c¢) Bewijs dat deze norm niet correspondeert met een inwendig pro-
duct.

Beschouw de Hilbertruimte H en een rij {a, } in H met de eigenschap-
pen

(1) ||an]| = 1 voor alle n € N,

(2) ||x]]? = 21 |(a,,x)|* voor alle x € H.

(a) Laat zien dat {a,} een orthonormaal stelsel is.

(b) Laat zien dat {a,} een orthonormale basis van H is.

Laat zien dat in de Hilbertruimte Ly(0,7) de lineaire deelruimte van
polynomen dicht ligt.

Laat zien dat in de Hilbertruimte Ly(R) de lineaire deelruimte van
continue functies dicht ligt.

Beschouw in de Hilbertruimte H = H'(—n, ), uitgerust met het in-
wendig product

(f, gt = / F@g(e) de + / Fla)g (x) da,

de functies

sinh(x)
(z) = sinh(2m)’
I om(1+ n?)’ ’
en(r) = —=,n€Z.

V2r

In de deelvragen wordt steeds naar het inproduct (-,-)g gerefereerd.
Dus f L h betekent dat (f,h)m = 0 etc.
Naast dit inproduct beschouwen we ook het Ly-inproduct

(f,9) = /%g(z)dx
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(a) Laat zien dat voor alle f,g € H geldt (f,9)m = (f,9) + ([, ¢').
(b) Laat zien dat f L h d.e.s.d. als f(—m) = f(m).

(c) Laat zien dat f — (h, f)mh in de randpunten —7 en 7 dezelfde
functiewaarden heeft.

(d) Laat f € Hmet f(—7) = f(n).
Toon aan dat (e,, f)m = (1+ n?)(e,, f) voor alle n € Z.

(e) Bewijs dat de functies h en g,,n € Z, een orthonormale basis in
H vormen.

5.2 Convexiteit en projecties

1.

Beschouw in R? de punten (2,1), (0,1) en (1,1).
Beschrijf de kleinste convexe verzameling die deze drie punten omvat.

. In de Hilbertruimte H = L5(0, 1) zijn de functies fi, fa, f3 gegeven door

filt) =t folt) =t +ien fa(t) =12
(a) Bereken de afstand van f3 tot het hypervlak {f € H|(f1, f) = 1}.
(b) Bereken de afstand van f; tot het hypervlak {f € H|(fs, f) = i}.

Beschouw de Hilbertruimte R3.
Welk punt van het vlak z + y + 2z = 1 ligt het dichtst bij (2,0,0)?

. Laat B de gesloten eenheidsbal in een Hilbertruimte H zijn, d.w.z.

B={xcH||x| <1}.

(a) Laat zien dat B convex is.

(b) Laat u € H met [|uf > 1.
Bepaal het punt y € B dat het dichtst bij u ligt.

. Laat B de gesloten eenheidsbal in ¢ (N) zijn en u = (2,0,0,...).

a) Toon aan dat B convex is.

(a)

(b) Bepaal mf |l — b||so-

(c) Bepaal een punt a € B met minimale afstand tot w.
)

(d) Is £ (N) een Hilbertruimte?

Bepaal min |x3 —azx® — bx — c*du.
a,b,ceC
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7. Beschouw in de IP-ruimte Ly(—m, 7) de functies f,(z) = sin(nz),n €
N, en de functie f(z) = e~*. Laat W het lineaire opspansel {fi, f2,...)
zijn.

(a) Toon aan dat de projectie Py (f) van f op W bestaat en bereken
deze.

(b) Toon aan dat voor alle N € N en alle complexe getallen ay, g, . . ., ay
geldt

7 N
/ le™™ — Zan sin(nz)|?dz > .
n=1
—T

(¢) Voor welke N, aq,...,ay geldt in deze ongelijkheid het gelijkte-
ken?

8. Beschouw het vlak M = {z € C3|z; + 12y — iz3 = 0}.
Bepaal het orthoplement M*.

9. Beschouw in de Hilbertruimte ¢5(N) de gesloten lineaire deelruimte M
bestaande uit alle rijen x met x1 = x9, T3 = x4, ..., dus met xy, 1 =
Ta, voor alle n € N.

(a) Geef een orthonormale basis van M.

(b) Bepaal het orthoplement M~ en geef een orthonormale basis van

M+
(c¢) Bepaal de projectie van de vector ¢, = (1,0,0,...) op M.
10. Beschouw de Hilbertruimte H = Ly(—m, 7).

Laat E de verzameling van de even functies f € H rond 0 zijn, d.w.z.
f(=t) = f(t) voor alle t € (—m, 7).
Laat O de verzameling van de oneven functies f € H rond 0 zijn, d.w.z.
f(=t) = —f(t) voor alle t € (—m, ).

(a) Laat zien dat E 1 O.

(b) Laat zien dat er bij iedere functie f € H twee eenduidig bepaalde
functies f. € E en f, € O bestaan met f = f. + f,.

(c) Laat zien dat E* = O en Ot = E.
(d) Laat zien dat E en O gesloten lineaire deelruimten zijn.

(e) Geef twee orthonormale bases, een van E en een van O.
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11.

12.

Beschouw in een Hilbertruimte H een gesloten lineaire deelruimte M.
Laat {v,} een orthonormale basis in M zijn. De projectieafbeelding
op M wordt aangegeven met Py (x).

(a) Laat zien dat voor iedere x € H geldt Py (x) = Z(Vn, X) V-
n=1

(b) Bepaal de norm ||Py]|.

Laat Pj; de projectie op een gesloten lineaire deelruimte M in een
Hilbertruimte H zijn met 0 # M # H.

(a) Bepaal de norm ||Py]|.

(b) Bepaal de norm ||Z — Py

(c) Laat zien dat (Z — Py) de projectie op M= is.

5.3 De representatiestelling van Riesz

1.

De lineaire functionaal ¢ op de Hilbertruimte Ly(0,1) is gedefinieerd
1/2

door 4(f) = /z’f(:v)dx.

0

(a) Bepaal een g € 1Ly(0,1) zodanig dat ¢(f) = (g, f) voor alle f €
Lo (0, 1).

(b) Bepaal de norm /.

Laat ¢ een continue lineaire functionaal op de Hilbertruimte H zijn met
vxEH [K(X) = <Y7 X) ]

Laat zien dat H de directe som is van (y) en de nulruimte N(¢), in
formule H = (y ) & N(¢).

n

= (-1
Zij ¢ de lineaire functionaal op Ly(—m, 7) met ¢(f) = Z ( n) (en, f)
n=1
1 )
waarbij e, (r) = — "
2

Laat zien dat ¢ begrensd is en bepaal de norm ||¢|].

Beschouw de Hilbertruimte H = ¢3(N). Van de begrensde lineaire
functionaal m op H is het volgende gegeven:

(1) Het orthoplement van de nulruimte IN(¢) wordt opgespannen door
de vector (1,0,0,4,0,...).
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(2) m((1,1,1,1,0,...)) = 2.

(a) Bereken de projectie van (1,1,1,1,0,...) op ((1,0,0,4,0...)).
(b) Bepaal y € (5(N) zodanig dat m(z) = (y,z) voor alle x € {5(N).

5. Laat y een element van een Hilbertruimte H ongelijk aan 0 zijn. De
lineaire functionaal ¢ voldoet aan ¢(x) = (y, x) voor alle x € H.
Laat M = {x e H|/(x) = 1}.

(a) Toon aan dat M niet leeg, convex en gesloten is.

Laat xo het punt van M zijn dat het dichtst bij de oorsprong 0 (de
nulvector van H) ligt.

1
(b) BeWijS dat Xo = W Y.
y

5.4 De Banach Contractiestelling
1

3,00), [1,00) is de functie ¢,
, een contractie?

1. (a) Op welk van de intervallen [0, c0), |
gedefinieerd door ¢(z) =e™®

(b) Op welk van de bovengenoemde intervallen heeft de vergelijking
¢(x) = x een oplossing?

2. (a) Op het interval [0, 1] beschouwen we de functie ¢ gegeven door
o(x) = cosz. Bewijs dat de vergelijking ¢(x) = x precies een
oplossing heeft op [0, 1].

(b) Op het interval [0, 7] beschouwen we de functie ¢ gegeven door
Y(x) = cosxz. Ga na of ¢ een contractie is op [0,5]. Heeft de
vergelijking ¢ (z) = x een oplossing op [0, 77

3. Beschouw de gesloten eenheidsbol By ; in R". Laat a € By een gegeven
vector zijn. Bewijs dat er precies een z € By is die voldoet aan de
vergelijking

Hierin stel (a, z) het gewone inproduct in R™ voor.
Geef vervolgens een aantal termen van een iteratierij met een startfunc-
tie van eigen keuze. Vind x.
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4. Zijb e R", A € R™" en stel dat |[b] < 1en > > [A;* <

i=11=1

1 ..
1- Bewijs

dat de vergelijking
20 = (z"Az)z + b
precies een oplossing z in R™ heeft waarvoor geldt |z| < 1.

5. Beschouw de gesloten eenheidsbol By ; in R". Zij a € By;. Bewijs dat
er precies een x € By is die voldoet aan de vergelijking

[sin{2 + (¢, z)}z + a = 2z.
Hierin stelt (a,z) het gewone inproduct voor.

6. Beschouw de gesloten eenheidsbol By ; in R". Zij a,b € By;. Bewijs
dat er precies een x € By is die voldoet aan de vergelijking

larctan{(a, z)}](b + z) = 3.
Hierin stelt (a,z) het gewone inproduct voor.

7. Beschouw de gesloten eenheidsbol By ; in R". Zij a € By;. Bewijs dat
er precies een x € By is die voldoet aan de vergelijking

(arcsin(%(g, g)))@ +a=2z.

Hier stelt (a,z) het gewone inproduct voor.

8. Laat R? voorzien zijn van de Euclidische metriek. Zije, a € R?, |e¢| = 1.
Laat A: R? — R? gedefinieerd zijn door

—_

1
2 + |z

Az = —x + e (z€R?).

]

De 1ij (z,,)nen in R? is gedefinieerd door z; = a, z,., = Az, voor alle
n € N. Bewijs dat de rij (z,,)nen convergeert, en bepaal de limiet.

9. Bewijs dat er een f = kolom[f(1), f(2), ...] € lo(N) bestaat die vol-
doet aan

1 o
Vimen: | f(m)=— 52 +m2
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
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Bewijs dat er een a = kolom[ay, ag, ...] € ¢1(N) bestaat die voldoet
aan

JR— _
Voen: [an = + Zame "m] )
m=1

Bewijs dat een een continue reéle functie f op [0, 1] bestaat die voldoet
aan

1
Voeow: | fl@) =1+ / £(y) sin(zy) dy
0

Schrijf de eerste paar termen op van de iteratierij met startfunctie x —

Bewijs dat er precies een continue functie u: [0,1] — R is die voldoet
aan de integraalvergelijking

u(z) — /sin(%u(:ct)) dt = e”.

Bewijs dat er precies één f € C([0, 1]) bestaat die voldoet aan
Ve, [f(x) =T+ %f(%x) + %f(%x)} .

Vind f!

Toon aan dat er een f € Cg(0,00) is met

1

Vaclooo): | f(7) = 2™ + §f(\/5) :

Schrijf de eerste drie termen op van een iteratierij die naar de oplossing
convergeert.

Beschouw de functieruimte C([0,1]) met de supremumnorm || - ||o. De
afbeelding ®: C([0,1]) — C([0, 1]) wordt gedefiniéerd door

ur— Plu), met x+— Pu(z) = %/u(xt)tkdt + ¢(z).

0

Hierin is ¢ € C([0, 1]) en k € N, beide vast gekozen.
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(a) Laat zien dat ® een contractie is in C(]0, 1]).

(b) Formuleer de Banach contractiestelling en laat daarmee zien dat
de integraalvergelijking

u(z) =

N

/u(xt)tkdt + ¢(x), (%)

éénduidig oplosbaar is.

(c) Laat zien dat voor de oplossing van de integraalvergelijking (*),
met k = 0 genomen, geldt dat

1
= U
20+ 2

u9(0) ©0) +©9(0), £=1,2,3,---.

(d) Bepaal de oplossing van de integraalvergelijking

1

u(z) = %/u(xt)dt + 1.

0

(e) Bepaal de oplossing van de integraalvergelijking

1

u(z) = %/u(xt)dt + .

0

(f) Vind de coéfficiénten van de reeksontwikkeling voor de oplossing
u van (*), als ¢ op [0, 1] kan worden voor gesteld door

p(x) =) ba"
n=0



