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ENKELE (BIBLIOGRAFISCHE) NOTITIES 

bij 
Mechanica I 

Het college Mechanica I, later Theoretische Mechanica geheten, was bestemd voor 
studenten Werktuigbouwkunde, Electrotechniek en Wiskunde. Het onderhavige dictaat is 
in gebruik geweest tot ca 1960. 
Het nadien vervaardigde dictaat, Theoretische Mechanica , verschilt alleen van Mechanica 
I in Hoofdstuk D. Bij Theoretische Mechanica gaat Hoofdstuk D over ’Integraalprincipes’. 
Bij Mechanica I gaat Hoofdstuk D over ’Electro Mechanica’. Dit laatste vermoedelijk ten 
behoeve van studenten Electrotechniek. 

JdG, 7 Juni 2005. 
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MECHANICA I 

Inde l ing  van de mechanica 

. 
Kinematica 

Mechanica < 
Dynamica 
k r a c h t e n l e e r  < 

b e s t u d e e r t  beweging, l o s  van de oorzaak 

puntsystemen 
s ta r re  lichamen 

e l a s t o - s t a t i c a  
S t a t i c a  
evenwichts leer  

hydros t a t i ca  1 
. 

puntsystemen 

s t a r r e  lichamen 
Kine t i c a  
bewegingsleer  I e l a s t o - k i n e t i c a  

hydro dynamica 

L i  t e r a t u u r  

5 algemeen 

SzabÓ 
Szab6 HÖhere Technische Mechanik. 
ParkUS Mechanik der  f e s t e n  KÖrper. 

s t a r r e  lichamen 
Becker In t roduc t ion  t o  t h e o r e t i c a l  Mechanics. 
Timoshenko-Young Wnamics. 

EinfÜhrmg i n  d i e  Technische Mechanïi. 

qdvan LL *- 
- c e l a s t i c i t e i t  

Sou thwel l  In t roduc t ion  t o  the  theory  o f  e l a s t i c i t y .  
Sechler  E l a s t i c i t y  i n  engineer ing.  



A . I . 1  

A. Meetkundige en Kinematische Grondbegrippen 

I. Meetkundige I n l e i d i n g  

7 .  Coördinaten 

I n  de mechanica wordt de beweging en/of vervorming van lichamen be- 
s tudeerd.  H i e r b i j  wordt gebru ik  gemaakt van de p o s i t i e  b e s c h r i j v i n g  
door middel van coördinaatsystemen. I n  d i t  co l l ege  z u l l e n  we ons 
beperken t o t  Ca r t e s i sche  cockdinaten,  dus t o t  x-y-z s t e l s e l s  van lood- 
r e c h t e  assen.  
I n  h e t  algemeen z a l  a l l e e n  gebruik gemaakt worden van r ech t sd raa i ende  
a s s e n s t e l s e l s :  de d r a a i i n g  van x naar  y over  90" behoort  b i j  de 
p o s i t i e v e  z - r i c h t i n g  a l a  de draaiende en voortgaande beweging van een 
r e c h t s e  sch roe f .  

z 

Verschi l lende standaardproblemen u i t  de  mechagiza v e r e i s e n  een r o t a t i e  
van h e t  a s s e n s t e l s e l ,  b i j v .  van x-y-z naar x-y-z. 

Deze r o t a t i e  i s  bepaald ind ien  
we de hoeken'geven, welke de 
g e s t r e e p t e  a s sen  met de oiige- 
s t r e e p t e  maken. 

We. hebben 



met 

R- = COS ( O z .  Ob). ( 2 )  ab 

De hoeken z i j n  n a t u u r l i j k  n i e t  ona fhanke l i jk  t e  kiezen.  Er bes t aan  
ve r sch i l l ende  betrekkingen tu s sen  de lab's. ZO i s  b i j v .  

I 2 2 ,e-' + R- + R- = 1,  

R 2  + ,e-' + RFX = 1, 

A?- 1- + R- R- + RZX R- = o, 

R R- + R- ,e- + RX, R = o, 

xx XY X Z  

xx YX 

xx xy n YY ZY 

xx yx XY YY Y 2  

2 

t e r w i j l  nog 8 overeenkomstige v e r g e l i j k i n g e n  

Om de omslacht igheid van de s c h r i j f w i j z e  van 
voeren we een ve rkor t e  n o t a t i e  i n .  We z u l l e n  

X f  x , ,  y =  x 2 ,  z =  X I  

en s c h r i j v e n  voor ( 1 )  dan 
-4 

(3) 

bes taan .  

(1) en ( 3 )  t e  vermijden 
naas t  e l k a a r  gebruiken 

( 4 )  

Deze n o t a t i e  kan nog meer worden ve rkor t  door de a f sp raak  d a t  

a )  i n d i e n  i n  een formule twee g e l i j k e  i n d i c e s  voorkomen, automatisch 
over deze i n d i c e s  wordt gesommeerd (zg. Eins te in-convent ie ) ,  

b) de index  waarover n i e t  wordt gesommeerd achtereenvolgens de ver -  
s c h i l l e n d e  waarden kan aannemen. 

Met deze a fspraken  wordt (5) - 
x - A?.'. x i - IJ j' ( 6 ) .  

De index j hee t  de dummy-index. H i j  kan door i ede re  andere index 
worden vervangen (behalve i ) .  De index i heet  de lopende index. Ook 
deze mag men w i l l e k e u r i g  vervangen. Ixis ( 6 )  is  i d e n t i e k  met 



I n  u i t zonde r ingsgeva l l en  wordt van a )  en b )  afgeweken. Het wordt dan 
s p e c i a a l  vermeld. 

We voeren ook i n  h e t  Kronecker 6-symbool, met de eigensct22pez 

6 = O a l s  i # j ,  
i j  I aïs i = j .  

Dan kunnen de v e r g e l i j k i n g e n  ( 3 )  worden geschreven als 

Lkj = bij ,  I 
R.  i k  kjk = ' i j .  J 

We z u l l e n  ve rde r  de t r ans fo rma t i e  als v o l g t  aangeven 

(9) 

We kunnen ook de xi's ui tdrukken  i n  de  xkls. n i a r t o e  moeten we d e ,  

v e r g e i i j k i n g e n  ( 6 )  oplossen. Er o n t s t a a t  

t ? E R , R  x = b  i k  i i-c i j  j k j  x j  = 5' 
dus - (IO) 

Xk = Rik xi. 

2.  Vectoren 

Een s k a l a r  is  een groothe id ,  welke ge typeerd  wordt door één g e t a l ,  
z i j n  waarde. 
Een vec to r  h e e f t  i n  de dr iedimensionale  ruimte d r i e  ken ta l l en .  Het 
i s  een  g roo the id ,  welke zowel g r o o t t e  als r i c h t i n g  h e e f t .  W i j  geven 
vec toren  aan door een  symbool, voorzien van een p i j l :  r'. 

I ede r  s t e l s e l  van d r i e  g e t a l l e n  vormt nog peen vec to r .  Opdat d r i e  
g e t a l l e n  een vec to r  vormen, moeten z i j  z ich  b i j  coö rd ina ten t r ans fo r -  
mat ies  op voorgeschreven wijze t ransformeren.  



Een typische  vec tor  i s  de p o s i t i e v e c t o r  i! van een punt ,  gemeten 
vanu i t  de oorsprong. We kunnen s c h r i j v e n  ... ... -. -. 

r = x i  + y j  + zk, 
- . -  ... 

waarbi j  i, j en k de eenheidsvectoren l a n g s  de x-y-z-as z i j n .  Dus 

- - -  
B i j  overgaan op h e t  x ,  y,  z - s t e l s e l  wordt 

+ - - -  - -  ... ... .-. - * 
r = x i  + y j  + zk = 3 + y j + z k. 

De componenten van transformeren z i c h  volgens (6) en  (10). We z u l l e n  
een  vec to r  d e f i n i e r e n  a l s  een groothe id ,  waarvan de componenten z i ch  
op deze wi jze  transformeren. 

ik som van twee vec toren  a en b ,  met de componenten a. en b is a 

met de componenten ai. E r  g e l d t  

-. -. + 

1 i' 

a = ai + bi, (14) 
i 

waarui t  v o l g t :  

- . - * - .  
a + b = b + a, (commutatieve w e t ) ,  
2 + (b + c'> = (a + b )  + c ,  ( a s s o c i a t i e v e  w e t ) ,  

-. a )  

b) 
C )  de paral le logramcons t r u c  t i e  : 

- . -  

S c a l a i r  product  

Het s k a l a i r  product van de+ve_ctoren a en  b i 6  de s k a l a i r  la I. Ib 1.  cos a 
en  wordt aangegeven door (a.b).  De hoek a i s  de hoek tu s sen  de 
vectoren.  - 

-0 -. . + - .  

.- 

Het s k a l a i r  product i s  n u l  a l s  
ä = 8 of b' = O of a = n/z. 

/I - 



A.I.5 

We hebben .... 
a.b = b.a. ... -. -+ .-.-. -.-. 
a.(b + c )  = a.b + a.c .  

Verder ge ld t  ...... 
i.i = j.j = k.k = 1 ,  

i . j  = j.k = k.5 = O. 
...... 

U i t  (1.5) en ( 1 6 )  volgt 

+ +  
(a .b)  = a b i i' 

Vectorproduct 

+ f . . .  ...... 
P = a x b = - b x a  

3 
(16) 

(17) 

( 1 8 )  

is een vector,  loodrecht op het vlak van 
121. Isl. s i n  a, t e r w i j l  de zin wordt bepaald overeenkomstig de rechtse 
schroef: 

en 6, van de grootte 

E r  ge ld t  .. .... - 
c x  ( a + b ) = c X a + c x b .  

Verder ......... 
i x j = k; j x k = i; k x i = j. 

i x i = j x j = k x  k = O .  
+ - . - . - - . - .  

Uit (20) en (21) volgt 

(19) 



A.I.6 

i j k  
Het symbool e 

We voeren i n  de groothe id  eijk met de volgende eigenschappen 

a )  eijk = O a l s  twee of d r i e  i n d i c e s  onde r l ing  g e l i j k  z i j n .  

b ,  e i j k  

= -1; e = O. Dus 

Indien c = a x b kunnen we voor de exponenten van -6 sch r i jven  

= +I of -1 a ls  i, j en k een even resp .  een oneven permutat ie  

vormen. 

e,2J = 1 i 223 

- 4 - 9  

a b  'i = e i j k  j k' (23)  

Ti jda fge le ide  van een vec to r  

Indien  een vec to r  3 van de t i j d  a fhang t :  p = z ( t ) ,  wordt de t i j d a f -  
g e l e i d e  als v o l g t  gedef in ieerd :  

d '  
d t  

s(t + At)  - g ( t )  
A t  - p ( t )  = l i m  

A t -  o 

Indien de t i j d a f g e l e i d e  b e s t a a t ,  g e l d t  

d '  
d t  

Voor h e t  s k a l a i r e  product g e l d t  ' 

d t  

en voor h e t  vectorproduct  

- 4 4 4  d "  
d t  - ( p x  9) = p x  q + p x q .  

P l a a t s a f g e l e i d e  van e e n s k a l a r  

Indien een  skalar <p over een ruimt 
kunnen de a f g e l e i d e n  naar  de coorc 

l i j k  
naten 

(24) 

( 2 6 )  

(27) 

d is gede f in i ee r  
aan, b i j v .  

( 2 8 )  

I .  



A . I . 7  

-+ 
aangeven. De vector  g met 

,i 
waarbij we d i f f e r e n t i a t i e  naar  xi door 

de componenten (28) heet  de g r a d i e n t  van Q :  

(29) -. 
g = grad Q .  

P l a a t s a f g e l e i d e n  van een vec tor  

Ook vec to ren  kunnen d i f f e r e n t i e e r b a a r  z i j n .  De d i v e r g e n t i e  van d e  
vec to r  8 is 

De r o t a t i e  van de vec to r  rf is g e d e f i n i e e r d  door 

waarvoor kan  worden geschreven 

i j k  g k , j '  e (32) 

S t e l l i n g  van Gauss 

Voor een voldoend r e g u l i e r  veld g e l d t  

waarbij de i n t e g r a a l  links over een volume V wordt genomen, d a t  
begrensd is door h e t  oppervlak S. ni i s  de i -de component van de een- 

heidsnormaal op h e t  oppervlakte-element d S ,  g e r i c h t  naar  bu i ten .  De 
formule (33) wordt ook geschreven als 

S 
v o l  

(34) 



S t e l l i n g  van Stokes 

Deze l u i d t  
r + P -  + 

J ( r o t  a ln  dS = a.ds 

S 

of i n  indexno ta t i e  

dS =s ai dxi. s e i j k  %, j  "i 

A.I.8 

(35) 

(36) 

S 

D e  r i c h t i n g  waarin de contour  
moet worden doorlopen en  de 
p o s i t i e v e  r i c h t i n g  van de eenheids-  
normaal op h e t  oppervlakte-  
element z i j n  i n  de f iguur  aange- 
geven. 

- 
Indien r o t  a = O w o r d t  volgens = O, waaruit  vo lg t  d a t  

ona fhanke l i jk  is van de weg om van he t  punt a 

naar b t e  komen. Dan g e l d t  

+ 
a = grad <p - a = 'p,i 9 i 

de vec to r  is af  t e  l e i d e n  van een p o t e n t i a a l .  

oppaven 

1. Bewijs (15) ,  ( 1 9 ) ,  (221, (34)  en ( 3 6 ) .  

2. Bewijs i j  bi j  =3; e i j k  e k j i  = - 6 .  

3. Bewijs eijk eist = bjs  'kt - bjt  bkS' 

8, (3 X C )  = G x 3 )  . C  

4. B e w i j s  met behulp van de i n d e x n o t a t i e  
+ 

5. Bewijs met behulp van 3 d a t  -. + +  -.+ * 
a x (c  x 2) = b ( a  . c )  - c ( a  . b). 

(37) 



b.I.9 

Inde l ing  van de vec toren  i n  de mechanica 

De vec toren ,  welke i n  de mechanica op t r eden ,  kunnen n i e t  a l l e  op 
deze l fde  wi jze  worden behandeld. Hoewel ze b i j  r o t a t i e  väïa h e t  .%&i:- 
s t e l s e l  deze l fde  t r ans fo rma t i e  ondergaan, kunnen ze i n  andere eigen- 
schappen onde r l ing  v e r s c h i l l e n .  E r  z i j n  

( a )  gebonden vectoren.  Deze z i j n  g e l o c a l i s e e r d .  Ze behoren b i j  een 
bepaald punt i n  h e t  l ichaam en kunnen n i e t  worden v e r p l a a t s t .  
Voorbeeld: de sne lhe id  van een punt i n  een v a s t  l ichaam 
(6 kengrootheden).  

vec toren  langs hun as worden v e r p l a a t s t .  
Voorbeeld: de kracht  op een v a s t  l i chaam (5 kengrootheden).  

v e r p l a a t s t  door h e t  ( s t a r r e )  l ichaam. 
Voorbeeld: koppel ,  hoeksnelheid ( 3  kengrootheden). 

(b) gl iddende  vectoren.  De werking van deze v e r a l d e r t  n i e t ,  i nd ien  de 

[ , .  

( c )  v r i j e  vectoren.  Deze kunnen w i l l e k e u r i g  evenwijdig worden 3 

De vec to ren  kunnen nog op een andere wi j ze  worden ingedeeld.  
Men h e e f t  

(a) polaire  vec toren ,  B i j  een i n v e r s i e  van h e t  coördinatensysteem, d a t  
- 
&+ r' 

i s  een omkering van h e t  teken van de d r i e  coörd ina ten ,  keren ook 
de tekens  van de componenten om. 

-i Voorbeeld: sne lhe id .  
<I 

(b) a x i a l e  vectoren.  B i j  een i n v e r s i e  b l i j v e n  h i e r  de componenten 
onveranderd. 
Voorbeeld: moment, i e d e r  vec torproduct  van twee p o l a i r e  vectoren.  

$ $:. 

3. Tensoren 

Een t e n s o r  van de nulde orde is  een  g roo the id ,  welke n i e t  afhangt  
van de keuze van h e t  coördinatensysteem. Het i s  dus een s k a l a r .  

Een t e n s o r  van de e e r s t e  orde i s  een g roo the id ,  waarvan de ( d r i e )  
componenten b i j  r o t a t i e  van h e t  a s s e n s t e l s e l  z i c h  t ransformeren 
volgens 

en ai = Rji äj. _I 
(38) 

Een t e n s o r  ,van de tweede orde i s  een  g roo the id ,  waarvan de (negen) 
componenten b i j  r o t a t i e  van h e t  a s s e n s t e l s e l  z i ch  t ransformeren 

!i$ .. , . 

~ 3 volgens 
i; 
7: 
:.r 

(39) I - i 

a i j  = 'ik 'je %e' 

a i j  7 %i e j  ake' 
- 

en 



Op overeenkomstige wijze worden t enso ren  van hogere orde gede f in i ee rd .  
We beperken ons i n  d i t  co l l ege  t o t  t enso ren  van de tweede orde.  

Ik o p t e l l i n g  van tensoren is commutatief. DUS 

waarbi j  onder de som van twee t enso ren  i s  ve r s t aan  de t enso r ,  d i e  men 
v e r k r i j g t  door de componenten op t e  t e l l e n .  

Tensoren z i j n  t r a m i t . i e f .  
S t e l  we hebben de coörd ina ten t r ans fo rma t i e s  

dan g e l d t  

= ,e i k  ' k j '  

Ook g e l d t  

fl = kik't RjR1l akR 

(42) 

(43) 

De ve rge l i j k ingen  (43) en (44) z i j n  i d e n t i e k .  

De Kronecker b is een tensor  van de tweede orde. We hebben 

onafhankel i jk  van h e t  c o ö r d i n a t e n s t e l s e l .  

Een symmetrische t enso r  h e e f t  de eigenschap 

aij = aji' 

een keersymmetrische 

= - aji .  

(46) 

Iedere  t enso r  i s  de som van een symmetrische en een keersymmetrische 
tensor .  
Belangr i jke  tensoren  u i t  de mechanica z i j n  de t r aaghe ids t enso r ,  de 
spannings tensor  en de deformat ie tensor .  Ze z i j n  a l l e  symmetrisch. 
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Voor de op loss ing  a, van (50) g e l d t  eveneens 

A . I . l l  

Hoofdassen van een symmetrische t enso r  van de tweede orde 

B i j  coörd ina ten t ransformat ies ,  t ransformeren ook de componenten van 

de vorm h e e f t  van een  diagonaalmatr ix? 
We geven een eenheidsvector  door ñ aan,  met de componenten n 

a i j  n j  
gelden:  aij n j  h e e f t  de r i c h t i n g  van ni. Dus 

de t e n s o r .  Is e r  een a s s e n s t e l s e l ,  waarin de symmetrische tensor  a i j  

Dan i s  
j '  

een  vec to r .  Indien l angs  een gezochte as v a l t ,  moet dan 

B i j  gegeven a 

v e r g e l i j k i n g e n  voor n .,Er i s  a l l e e n  e e n  oploss ing ,  i nd ien  

vormt (48) een s t e l s e l  van d r i e  homogene, l i n e a i r e  
i j  

j 

- a 6ij1 = O ,  1 %  j ( 4 9 )  

waarbi j  onder l... de determinant wordt ver,staan. 
B i j  uitwerken vormt (49) een  de rdegraadsve rge l i j k ing  i n  a,  de 
z.g. eigenwaarde. De v o m  van (49) is 

waarin 

= aii 

De grootheden A(k) heten de i n v a r i a n t e n ,  z i j  z i j n  s k a l a i r e n  en 
veranderen n i e t  b i j  d r a a i i n g  van h e t  a s s e n s t e l s e l .  De eigenwaarden 
of  hoofdwaarden van de t enso r  z i j n  de oplossingen van (50). Z i j  z i j n  &, b i j  r e ë l e ,  symmetrische a 

op loss ing  a ,  van (50)  met de bi jbehorende n 

.Uant volgens ( 4 8 )  g e l d t  voor een 
Li (1) 

3 
(52) 

(1 )  Vermenigvuldig (52)  met n y )  en (53) met ni en t r e k  a f .  Dan 



Door de symmetrie i s  de l inkervorm = O. Dus 

Indien a, complex zou z i j n ,  kunnen we voor a 
nemen: a = a l .  Dan is ook n!‘) complex en 2) = ;!I). I Dan wordt 

e c h t e r  ni . ni = ni n 

D i t  i s  i n  tegenspraak met de o n d e r s t e l l i n g  van toegevoegd complex 
ka rak te r .  his z i j n  de d r i e  ak’s d. 
Indien a, # a,, vo lg t  u i t  ( 5 5 )  dat  

de toegevoegd Complexe - 
1 1 )  (2 )  (I) -(I3 > 0, dus al = a,. 

i 

d.w.z. de bi jbehorende hoofdr ich t ingen  s t a a n  loodrecht  op e l k a a r .  
Z i j n  e r  dus d r i e  onge l i jke  hoofd r i ch t ingen ,  dan s t a a n  de d r i e  r i c h -  
t i ngen  loodrecht  op e l k a a r .  Ind ien  twee hoofdwaarden g e l i j k  worden 
b i j v .  a, = a, ,  behoeft  n i e t  aan ( 5 6 )  t e  worden voldaan. Iedere  combi- 

n a t i e  an!’) + by) voldoet  dan aan 

waarin a en p nog w i l l e k e u r i g  kunnen worden gekozen. We kunnen dan 

s t e e d s  n 

en  p bepaald u i t  ( b i j  eenmaal gekozen n i l )  en n 

en ni (2)  zo kiezen  d a t  ze loodrech t  worden. Dan worden a (1) 
i (2) )  

i 

Meetkundig be tekent  h e t  zoeken van de hoofdr ich t ing  h 
a s sen  brengen van h e t  op de tweedegraads oppervlak(ken) 

en/of 
= -1. a i j  xi x j  

(58) 

t op ho 

( 5 9 )  

(60) 

fd- 
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11. Mechanische S t e l s e l s  

N a a r  hun natuurkundig k a r a k t e r  kunnen de mechanische s t e i s e ï s  woraen 
ingedeeld i n  s t e l s e l s  van gasvormige, v l o e i b a r e  en v a s t e  lichamen. 
De v a s t e  lichamen kunnen weer worden onderverdeeld i n  ondeformeerbare 
lichamen ( h i e r  aangeduid met s t a r )  en deformeerbare lichamen. 
Het is d u i d e l i j k ,  d a t  h e t  concept van h e t  s t a r r e  lichaam een i d e a l i -  
s a t i e  inhoudt ,  daar  i e d e r  l ichaam s t e e d s  deformaties  z a l  ondergaan. 
I n  Mechanica I worden u i t s l u i t e n d  de eigenschappen van s t a r r e  lichamen 
besproken, i n  Mechanica I1 d i e  van deformeerbare,  i n  h e t  b i j zonde r  
e l a s t i s c h e  lichamen. 

Onderscheid wordt gemaakt t u s s e n  een l ichaam en een systeem of  een 
s t e l s e l  van lichamen. Een b i j z o n d e r  s t a r  lichaam is een m a t e r i e e l  
punt, d a t  o n t s t a a t  i n d i e n  h e t  volume van h e t  lichaam zeer  ge r ing  is ,  
maar de d i ch the id  zo g roo t  d a t  h e t  product 

m = pV (1) 

e i n d i g  b l i j f t .  Liever  beperken we h e t  b e g r i p  t o t  een v a s t  lichaam, 
waarvan we a l l e e n  de t r a n s l a t i e  beschouwen. 
Het enkelvoudige l ichaam z a l  naast  een t r a n s l a t i e  nog een r o t a t i e  
kunnen u i tvoeren .  I n  h e t  s t e l s e l  kunnen meerdere lichamen z i ch  t e n  
opz ich te  van e l k a a r  bewegen. 

Het a a n t a l  graden van v r i j h e i d  van een w i l l e k e u r i g  systeem is  h e t  
minimum a a n t a l  coördinaten.  d a t  nodig is om de p o s i t i e  van h e t  systeem - . 
t e  bepalen. 

Een m a t e r i e e l  punt h e e f t  dus maximaal d r i e  graden van v r i j h e i d ,  h e t  
s t a r r e  enkelvoudige l ichaam maximaal zee.  Een ma te r i ee l  s t e l s e l  kan 
een w i l l e k e u r i g  e i n d i g  a a n t a l  graden van v r i j h e i d  hebben. 

Een systeem van n lichamen moet worden onderscheiden van een verzame- 
l i n g  van n v r i j e  lichamen, omdat i n  h e t  systeem de lichamen gekoppeld 
z i j n .  Zodra de bewegingsvri jheid van een lichaam wordt bepe rk t ,  b i j v .  
doordat h e t  gekoppeld i s  aan andere l ichamen spreken we van een 
o n v r i j e  beweging, soms ook van een  gedwongen beweging. 
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111. Kinematica 

1. Het punt 

z 

A.III.1 

De p o s i t i e  van een w i l l e k e u r i g  
punt van h e t  l i chaam wordt 
bepaald door de r a d i u s v e c t o r  u i t  
de  oorsprong. De baan van h e t  
punt  wordt door de parametervoor- 
s t e l l i n g  gegeven 

- 

3 = At l .  (1) 

De sne lhe id  ?j is  g e d e f i n i e e r d  
door 

de v e r s n e l l i n g  door 

0 5  A t - .  o 
(3 )  

P doorloopt  z i j n  baan. In h e t  
i n t e r v a l  t - t + A t  doorloopt  
P h e t  baanelement A s ,  w a a r b i j  d e  
p o s i t i e s  bepaald z i j n  r e sp .  door 

r ( t )  en ; ( t  + At) .  De koorde van 

AS i s  A r .  , 

+ - 

4 - 
In de l imiet i s  A r  = A s  . T, 
waarin 7 de eenheidsvec tor  is l a n g s  de r a a k l i j n .  Dus 

-. 

+ + 
V = V T ,  

+ d s  waarin v' = ( V I  = - d t  

(4) 
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d; - v . -  d s  ' 7 z - z -  . - -  d? d s  
d t  d s  d t  

NU i s  f 

t e r w i j l  

-. 
is, waarin n de eynheidsvector  langs de  normaal is, g e r i c h t  op h e t  
kromtemiddelpunt en p de k romtes t r aa l  is. 
Dus 

v2 - 
+ a = -  d 2 s 7  + - n .  

d t 2  P 
(10) 

Bewijs van ( 9 )  

2. Het s t a r r e  l ichaam 

A* 
- 

Het s n i j p u n t  van twee %aburige" 
normalen i s  h e t  kromtemiddelpunt M. 

Een v a s t  lichaam d r a a i t  om een v a s t e  
as. I e d e r  punt b e s c h r i j f t  een  c i r k e l ,  
waarvan h e t  middelpunt op de as l i g t .  
Indien  de hoek, waarover gedraa id  i s ,  
wordt aangegeven door 'p, i s  de 

d hoeksnelheid w = g. We voeren voor de 

hoeksnelheid een vec torgroothe id  i n .  

De vec to r  wordt a l s  v o l g t  g e d e f i n i e e r d  

(a) h e e f t  de r i c h t i n g  van de 
d r a a i i n g s a s ,  

(b) 1;I = g, de g r o o t t e  van de hoek- 

sne lhe id ,  

( c )  d r a a i z i n  en r i c h t i n g  van w c o r r e s -  
ponderen als bij de sch roe f .  

-. 
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Voor een w i l l e k e u r i g  punt A van he t  l ichaam, bepaald dOQr 7; vanu i t  
een v a s t e  oorsprong O op de as, g e l d t  voor  de sne lhe id  v 

Indien  h e t  lichaam n i e t  d r a a i t  om een + a s ,  doch om een  vae t  punt ,  
i s  er een  d r a a i i n g s a s  door daz  punt ,  welke v e r a n d e r l i j k  is van 
r i c h t i n g .  De d r a a i i n g s v e c t o r  o h e e f t  nu de v e r a n d e r l i j k e  r i c h t i n g  van 
deze as. 

Indien  h e t  l ichaam geen v a s t  punt h e e f t ,  kan de beweging van i e d e r  
punt worden beschouwd a ls  d e ' t r a n s l a t i e  met een wi l lekeurxg  punt mee 
en  de r o t a t i e  om een as door d a t  punt. Ook nu b e s t a a t  dus een vec tor  
o. 

Het i s  i n  h e t  gehee l  n i e t  vanze l fsprekend,  d a t  0 een vec to r  is. S t e l  
d a t  h e t  l ichaam een e ind ige  r o t a t i e  R, u i t v o e r t  en  daarna een e ind ige  
r o t a t i e  R, om een andere as. We s c h r i j v e n  dan voor de r e s u l t e r e n d e  
r o t a t i e  R, + R,. Ind ien  h e t  l ichaam e e r s t  R, u i t v o e r t  en  daarna R, i s  
de r o t a t i e  R, + R,. Het b l i j k t  d a t  

-D 

R, + R, f R, + R,. (12) 

Eindige r o t a t i e s  z i j n  dus n i e t  door vec toren  voor t e  s t e l l e n .  D a t ;  
wel een  vec to r  is ,  v o l g t  u i t  de v o o r s t e l l i n g  (11). waarin de vec toren  
v en optreden. Daaru i t  v o l g t  weer, d a t  voor i n f i n i t e r s i m a l e  r o t a t i e s  
AR, en AR, moet gelden 

-D 

l i m  (AR, + AR,) = l i m  (AR, + AR, 1. (13) 
AR,- o AR, + o 
AR, -. o AR, - o 

De formule (13) kan d i r e c t  worden bewezen. 

Het lichaam d r a a i t  om OQ. 
n, 
P is op de t i j d  t i n  T, , op de 

t i j d  t + d t  in;, = r, + d? . 
De hoek waarover P d r a a i t  i s  de,. 

Ian is 

-. is de eenheidsvec tor  l a n g s  OQ. 

* -+ 

-. 
c Idr, I = r, s i n  <p . de, o f  

-8 

d; = n, de, x r, . (14) 

O 

Daaruit  volgt., 

- d t  
-+ dr, -+ 68, -. - - 
v, - - = n ,  ~ x r ,  = o, x r,. (15) 
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f 

Hierna d r a a i t  h e t  l ichaam om een andere as, gegeven door n2.  De 
t o t a l e  v e r p l a a t s i n g  is 

waaru i t  v o l g t  

d t  
- &- f + f f 

v = - =  o, x r, + w2 x r2 = 
+ f -9 o, x .f + 0, x (< + d < )  = (0, + z . )  X .f + w2 X dr, 

(17) 

I n  de l i m i e t  g e l d t  dus 

2 -. 
v = (i& .t o> x < of 

9. . ,  '2 f - 9 -  - - m  

,@ 
!E' 
IE, 
I= % 

o .= o, + o2 = o2 + o,. 

De hoekver sne l l i ng  is gede f in i ee rd  door 

d z  o = E. (19) 

'i' p. 
14 3. De Rela t i eve  Beweging 
IFT g>, 

Het is vaak n u t t i g  twee a s s e n s t e l s e l s  i n  t e  voeren, een  absoluut  
( s t i l s t a a n d )  en  een meebewegend. We zoeken h e t  verband tus sen  de k ine-  
matische grootheden, . u i tged ruk t  i n  be ide  c o ö r d i n a t e n s t e l s e l s .  

Het X-Y-Z-stelsel is v a s t ,  h e t  

van h&t x-y-z-s te lsel  wordt bepaald 
door R,, d i e  de oorsprong O' v a s t l e g t  
i n  X-Y-Z e n  de hoeken, welke de a s sen  
o n d e r l i n g  met e l k a a r  maken. 
De p o s i t i e  van een punt P, i n  h e t  
x-y-z-s te l se l  gegeven door ?, is  
i n  h e t  X-Y-%stelsel bepaald door 

' .  z -  x-y-z-s te lsel  i s  bewegend. De p o s i t i e  

. 
(20) ' 

f f .R + r' = 3 + X i  + yj + zk. 

~ ~~ ~~~ 
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De sne lhe id  van P i s  de t i j d a f g e l e i d e  h i e rvan ,  dus 

v = 2 + * = ii + 4; + 

i = w x i ,  j = w x j , k = w x k ,  (22)  

+ ;2 + 2 + y'j + z i .  (21 1 

We z u l l e n  a f l e i d e n  - - + - .  -b + +  -P 

waarmee (21) overgaa t  i n  - -  - +  - 
v = R + (w x r )  + vrel, 

.- .- .- met - 
= x i  + y j  + zk. r e l  V 

We voeren i n  de s l eepsne lhe id  7 
-9 J - - .  
v = R + ( w  x r) .  

door s l  

Sl 

waarmee (23) kan worden geschreven als 
- - .  - 

r e l '  v = v  + v  s l  

Af le id ing  van ( 2 2 ) .  

(23) 

(24)  

(25)  

( 2 6 )  

De eenheidsvec tor  3 draai t  gedurende 
de t i j d  A t  over de hoek AT. Dan i s  

dcp 
2 s i n  

d; 2 - -  
A t  - d t  * I-) = ì i m  

dt A t -o  di 
t 
i(t) 

AV is een d r a a i i n g  om de y-as en een om de z-as. Daar de draa i ingen  
i n f i n i t e s i m a a l  z i j n ,  kunnen ze worden @gete ld .  De d r a a i i n g  om de 
y-as h e e f t  de g roo t t e  en r i c h t i n g  -w k, t e r w i j l  de  d r a a i i n g  om de 

Y - 
z-as a a n l e i d i n g  g e e f t  t o t  NZ j.  

Daar - -. + - z 
o = o i + o j + w k  

X Y z 
wordt 

dx -. 
d t  - = w x T .  

f De formule voor de s l eepsne lhe id  (25)  
hee f t  een b e l a n g r i j k e  toepassing.  
Indien h e t  s t e l s e l  x-y-z met he t  lichaam 
meebeweegt, w o r d t  de sne lhe id  van een 
punt van he t  lichaam P u i t g e d r u k t  i n  /? de sne lhe id  van een ander punt van h e t  

7-o r 
Y 
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lichaam+O', d a t  
0' is vo, dus 

ekeurig kan worden gekozen. S t e l  de sne lhe id  van 

Deze formuLe h e e f t  zee r  v e e l  toepassingen i n  de kinematica en dynsmica. 
De vec to r  w is  een vrije vector .  M t  bewijzen we aLs vo lg t .  S t e l  O is 
gebonden aan  O'. Dan g e l d t  voor P met de s n e l h e i d  v, 

( 2 8 )  
- + + - - v, - v o + ~ x r m l  

-D 
waarin rm de vec to r  OTP is. Voor Q met de s n e l h e i d  < en de p o s i t i e  

O ' Q w  ra g e l d t  
- + 

-D -D + 
v 2 = v  c G x r  . 

O o2 

Door a f t r e k k e n  wordt gevonden u i t  ( 2 8 )  en  ( 2 9 )  
-o + + -D -9 + O X  (ri - r  ) = v  + O x  r 

3 2 02 2 2 3 .  
v = v  

( 2 9 )  

Deze iormule h e e f t  de s t r u c t u u r  van ( 2 7 )  met 0 behorende b i j  Q en rn 
gemeten vanu i t  Q. DUS O is een v r i j e  v e c t o r .  

Ind ien  de oorsprong O'  b l i j f t  samenvallen met O, dus h e t  x -y -z - s t e l se l  
om h e t  v a s t e  punt O r o t e e r t ,  vereenvoudigt  de formule ( 2 3 )  t o t  

+ +  
v = v + G X  3. r e l  

M t  kan worden geschreven als 

ab a r e l  

(31 

( 3 2 )  

waarbi j  ($ibs de verandei ing  van ; i s  gemeten i n  h e t  X-Y-8-stelsel 

d i e ,  gemeten in h e t  x-y-z-s te lsel .  De formule ( 3 2 )  kan en Elve, - -- 
worden gegene ra l i s eesd  t o t  een formule voor de verandering van een 
wi l l ekeur ige  vec to r  a: 

D i t  z ien  w e  a l a  vo 
(eenheidavectoren 

t. We ontbinden ä zowel i n  h e t  X-Y-2-stelsel 
3' E?) als i n  he t  x-y-z-s te lsel :  
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-. -4 + -4 - + 
a = a  I + a  J + a Z K = a  i + a  : + . a  Z k. (34) X Y X Y 

D i f f e r e n t i a t i e  g e e f t  

D i t  is e c h t e r  

[ G )  = (g)rel 4. (O x 8 ) .  
dt ab6 

op grond van ( 2 2 ) .  

De r e l a t i e v e  v e r s n e l l i n g  

We gaan u i t  van ( 2 3 )  en d i f f e r e n t i e r e n  deze naar  de t i j d .  Dan o n t s t a a t  

-e + .-t -% f 
a abs = v  abs  = R + (G x F) + (O x r )  + vrel. ( 3 6 )  

~ 

NU i 6  . .., - -  - 
r = ( w x  r) + v r e l  (37 1 

t e r w i j l  
+ .. - - . A  .: .: 
V k + x i + y j + 2- k. = x i + 1 + r e l  (38) 

(39) 

ci -, 

2, 

De r e l a t i e v e  v e r s n e l l i n g  i s  de v e r s n e l l i n g  i n  h e t  niet-bewegende 

De s l e e p v e r s n e l l i n q  i6 de v e r s n e l l i n g . v a n  een vas t  punt i n  h e t  bewe'gen-. 

De . C o r i o l i s v e r s n e l l i n g  is  h e t  overige d e e l .  

~. 
~ ~ x-y-z-~etelsel  (6 = K = O). 
., 4 

-. ., .* .. a = x = y  = z =O). 
r e l  de s t e l s e l  (V 

I '  
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.. - . %  
B i j  de ge l i j kma t ige  beweging om een v a s t e  as i s  R = o  = O. Dan is 
de s l e e p v e r s n e l l i n g  de cenkr ipe t a l e  v e r s n e l l i x  0 x ( G  x 9. 

4. Gli jden ,  r o l l e n  en p ivo te ren  

Indien  twee lichamen met elkaal: 
c o n t a c t  maken i n  een punt P, kan 
d i t  punt worden beschouwd a l s  
punt van lichaam 1 (P,) en a l s  

punt van lichaam 2 (P, ). De sne l -  

h e i d  van Pl is vq , d i e  van p? : 
v . We spreken van glvijden, i n d i e n  

-P 

-. 

p. 

- 
De s n e l h e i d ,  waarmee lichaam 2 over l ichaam 1 g l i j d t  is  Ü, bepaald door 

- - .  + 
u = v  - ' V  . P P1 

(41) 

Indien de s n e l h e i d  Ü = O, t e r w i j l  toch beweging p l a a t s v i n d t  spreken we 
van r o l l e n  of van p ivoteren .  

B i j  een r o l l e n d e  beweging r o t e e r t  h e t  e e r s t e  lichaam t e n  opz ich te  van 
h e t  tweede om een  as, welke l i g t  i n  h e t  gemeenschappelijke r aakv lak .  
B i j  een p ivoterende  beweging r o t e r e n  de lichamen om een as, welke 
loodrecht  staat  op he t  raakvlak.  

B i j  een  r o l l e n d e  beweging i s  h e t  contac tpunt  de r e l a t i e v e  pool p2. 
Voorbeeld: c y l i n d e r  op vlakke p l a a t  

, (%+VI- 

P 
"2 

2 

Een c y l i n d e r  met straal a r o t e e r t  om h e t  middelpunt M met de hoeksnel- 
heid o. Het punt M t r a n s l e e r t  met de s n e l h e i d  v,. De cy l inde r  maakt i n  
P c o n t a c t  met een vlakke p l a a t ,  welke een sne lhe id  v2 h e e f t .  
We hebben 

(42) 



beide  .naar  r e c h t s .  . Z o l l e n .  t r e e d t  op a ls  

. \  - a u  = v  
2 *  

. .  
g l i j d e n  als 

< v, - a o  > vz . 
. .  

Voorbeeld 
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(43) 

(44) 

Een r e c h t e  c i r k e l k e g e l  met halve top- 
hoek a r o l t  over een p l a t  vlak.  I 

De hoeksnelheid,  wazrmee de kegel  om 
z i j n  a s  r o t e e r t  is o,, d i e  waarmee de 

' kegzl .  rondloopt  over  , he t  p l a t t e  v lak  

, -A<. 1-. is o2 . 
01 De kegpl  r o t e e r t  .om 'de beschrijve'nde.  

welke i n ' h e t  v i a k  va_lt. De hoeksnelheid * u . 
. .  

van deze r o t a t i e  i s  ai.  
Dan g e l d t  dus 

een v e r g e l i j k i n g ,  welke we moeten i n t e r p r e t e r e n  als 

+ + -b 

a l  o = o  + o  abs r e l  

Omdat 

1; 1 
lol 

tan a = +- 
is 

o . =  (ut c o t  a. 

Indien  de omloopt i jd  van de kegel  T 

211 
U¶ = T *  

2% 
T 

dus 
o = - o o t  a. 

Verder i a  
2ll 1 o, = T . -  sin a 

. .  . .  

is,.  i s ,  . 
. .  

. .  

(46)  

(47) 

(48) 

(499 

(50) 
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Voorbeeld 

Een w i e l  met s t r a a l  a r o l t  over 
een  p l a t  v l ak  i n  eeh c i ï k e ï . ,  w a a r -  
van h e t  middelpunt A op a f s t a n d  b 
van h e t  aanrakingspunt  i s  gelegen. 
De l i j n  MC, loodrecht  op het  v l a k  
van de c i r k e l  b l i j f t  d a a r b i j  
s t e e d s  evenwijdig aan he t  p l a t t e  
vlak. MC = b. Het wie l  d r a a i t  over  
een hoek cp en doorloopt  een hoek +. De c o n d i t i e  voor r o l l e n  i s  

a 4  + b& = O. 

We hebben 

A 

(52) 

t a n  a = a h ,  (53) . 
w a a r u i t  

Cp = - & . c o t a .  (54) -. + 
Vec to r i ee l  worden (p' en  4 samengesteld t o t  w. De vec to r  w v a l t  l angs  
de l i j n  PC. Het is d i r e c t  t e  z i en  d a t  PC de momentane r o t a t i e - a s  is. 

 voorbeeld^ Een t a p  A l o o p t  op een kogel  B. 
De t a p  d r a a i t  met een hoeksnelheid 
o ( = o  1 om z i j n  as. Waar moet 

deze  as l i g g e n ,  opdat de kogel 
a l l e e n  r o l t ?  

De t a p  d r a a i t  met de hoeksnelheid 
w t.o.v. h e t  g e s t e l  C. Als B 
z u i v e r  r o l t  t.o.v. h e t  g e s t e l ,  
moet d i t  geschieden om A , A , .  Het 

r o l l e n  van B t.o.v. A geschied t  
o m  B, BI . De as moet dus door h e t  

s n i j p u n t  gaan van A, A, en B, B2, 
d a t  i s  O. Verder i s  

%C E OAC AB' 

AC 

AC 

(55) 
+ + + + o  

I \ \ 
\ 

b. 
. \  

' \  
\ \  

\ 

Opmerking 

B i j  deze r o t a t i e  om d r i e  vaste assen mogen de w's n i e t  als v r i j e  
vec toren  worden behandeld. Z i j  z i j n  g e l o c a l i s e e r t i  op hun assen. 
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5. Verbindingen van systemen 

De meeste mechanicaproblemen hebben b e t r e k k i n g  op de beweging van 
on1ri:e systemen. Een systeem i s  o n v r i j ,  i n d i e n  tu s sen  de Car tes i scna  
coord ina ten  meetkundige betrekkingen bes t aan .  

Voorbeelden: massapunt, d a t  z ich  beweegt over een vas t  oppervlak of 
l a n g s  een v a s t e  kromme; 
lichamen, d i e  onder l ing  gekoppeld z i j n ,  bv. door 
scha rn ie ren .  

Bes t aa t  een systeem u i t  n onvervormbare lichamen, d i e  k i e r  getypeerd 
worden doo? zes  coörd ina ten ,  dan h e e f t  h e t  systeem hoogstens 6n graden 
van v r i j h e i d .  De coörd ina ten ,  welke g e b r u i k t  kunnen worden om de 
p o s i t i e  van he t  systeem t e  besch r i jven  z i j n  de 3n Car tes i sche  coördina- 
t e n  van wi l l ekeur ige  punten, i n  i e d e r  de r  lichamen één, n l .  
xl, y,, zl; xI, y,, z 2 :  ... 
lichamen maken met de r u i m t e l i j k e  assen:  <pi , J', , x1 : < p 2 ,  J'?, X I ,  ... . 
Deze 6n coörd ina ten  geven we aan door pk ( k  = 1 ... 6n) .  Door de 

verbindingen tu s sen  de lichamen t r eden  betrekkingen op 

en de 3n hoeken, welke vas t e  a s sen  i n  de 

Z i jn  e r  m verbindingen,  dan h e e f t  h e t  s t e l s e l  6n-m graden van v r i j h e i d .  

Het h e e f t  z i n  zgn. gegene ra l i s ee rde  coörd ina ten  qk ( k  = l , Z , . . .  Ón-m) 

i n  t e  voeren, zodanig d a t  aan de betrekkingen ( 5 6 )  automatisch wordt 
voldaan. E r  z i j n  dan evenveel gegene ra l i s ee rde  coördinaten als graden 
van v r i j h e i d .  Het is d u i d e l i j k ,  d a t  i n  h e t  algemeen 

P, = P, (n, * q * >  * . . 1  q6n-m* t )  , 
(s = 1,2,... Ón). (57) 

Voorbeeld 

De beweging van een massapunt op een b o l  met straal a. Voer i n  

(58) 1 x = a s i n  co6 Q, 
y = a s i n  e s i n  'p, 
z = a  cos e ,  

dan z i j n  8 ,  <p de gegenera l i seerde  coörd ina ten .  Ze bepalen de p o s i t i e  
van h e t  punt eenduidig.  

We maken onderscheid tu s sen  v e r s c h i l l e n d e  voorkomende verbindingen..  
Een systeem hee t  holonoom, ind ien  de meetkundige voorwaarden kunnen 
worden u i t g e d r u k t  door betrekkingen t u s s e n  de coörd ina ten ,  z o a l s  i n  
(57) is aangegeven. B i j  zgn. niet-holonome systemen z i j n  de meetkundige 
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voorwaarden be t rekkingen  tu s sen  de d i f f e r e n t i a l e n  van de coördinaten,  
welke n i e t  kunnen worden gexntegreerd.  

A1(p, ,p2- . . ,  t )  dp, + A , ( P ~ ~ P , - - - ~  t )  dP, + * e *  

a . -  + A 6 n  (P1,P ,.... L) dPgn = 0 .  (53) 

Voor de d i f f e r e n t i a l e n  kunnen ook de snelheden worden ingevoerd: 

E r  kunnen n a t u u r l i j k  meerdere betrekkingen ( 6 0 )  bes taan .  
Bestaan e r  niet-holonome systemen? 
We geven een yoorbeeld.  
Een s c h i j f  r o l t  over he t  x-y-vlak, zodanig,  d a t  de s c h i j f  s t e e d s  

2 v e r t i c a a l  b i i j f t .  Coördinaten z i j n :  
( x , y )  van het  middelpunt M, <p de hoek, 
waarover de s c h i j f  gedraaid i s ,  S de 
hoek t u s s e n  de y-as en de normaal 
op de s c h i j f .  Omdat de s c h i j f  r o l t ,  
g e l 3 t  voor de sne lhe id  v van h e t  
middelpunt met a a l s  s t r a a l  

v = a < p .  (61)  

I n  coörd ina ten  wordt d i t  

. . x = - v cos s = - a4 cos S, 
y = - v s i n  e = - ac s i n  EI, 

of  i n  d i f f e r e n t i a l e n  

dx + a. cos 0 d<p = O. 

dy + a s i n  S d<p = O. 

(62) 

(63) 

Deze be t rekkingen  kunnen n i e t  worden ge in t eg ree rd .  Kon he t  wel, dan 
waren de i n t e g r a l e n  

f ,(x,y.s,<p) = o; f , ( X , Y , e , V )  = o. * ( 6 4 )  

Los e op u i t  f, = O ,  v u l  i n  i n  f, = O.  Los <p op. Dan o n t s t a a t  

cp = g ( x , y ) .  (65) 
Dus r o l l e n d e  van A naar  B i s  de 
hoekverandering g e l i j k  voor  i ede re  
weg. D i t  is onmogelijk., 

Y 

X 
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Is de draad  n i e t - u i t r e k b a a r ,  doch wel 

Voorbeeld 

Massa m op v l ak  z = O. 
~e r e l a t i e  is 

z >/o.  (67) 

Het probleem h e e f t  voor z = O, één 
g raad  van v r i j h e i d ,  de coördinaat  x,  
doch voor z > O twee graden van v r i j -  
he id ,  de coördinaten x en Z .  

B i j  de behandel ing van problemen met é é n z i j d i g e  verbindingen moet men 
s t e e d s  een O n d e r s t e l l i n g  maken over h e t  a a n t a l  graden van v r i j h e i d .  
Deze o n d e r s t e l l i n g  moet l a t e r  worden g e v e r i f i e e r d .  

m 

77777 
X 
- 
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6 .  Virtuële verplaatsingen - 
Tijdens de beweging ondergaat het systeem verplaatsingen: 
we definiëren werkelijk of denkbeeldig optredende, zgn. virtuële 
verplaatsingen door de volgende eigenschappen: 

a) de verplaatsingen zijn infinitesimaal, 
b) de verplaatsingen zijn verenigbaar met de meetkundige 

configuratie, 
c )  de verplaatsingen zijn omkeerbaar. 

In een holonoom systeem geven verplaatsingen, welke aan b) en c )  
voldoen, veranderingen in de waarden van de gegeneraliseerde co&- 
dinaten qk. Op grond van a) zijn dus de virtuële verplaatsingen te 
schrijven als 6qk. - - 
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I V .  Massa Meetkunde 

1. Dichtheden 

We z u l l e n  werken met puntvormige, l i j nvormige ,  vlakvormige en 
r u i m t e l i j k e  lichamen. De massa van h e t  punt  is m, t e r w i j l  d i e  van de 
andere lichamen wordt gegeven, resp .  door 

n 

m = J p k  d.4 
L 

m = s PA dS, 
A 

(2) 

(3 )  

waarin p k ,  p A  en p de l i j n d i c h t b e i d ,  v l akd ich the id  en d i c h t h e i d  z i j n .  
De i n t e g r a t i e s  vinden p l a a t s  resp .  l a n g s  de kromme L, over  h e t  opper- 
v l a k  A en over h e t  volume V. 

2. Zwaartepunten 

Het Zwaartepunt van een systeem van n maseapunten m,, m, ... mn is 
gede f in i ee rd  door 

H e t  zwaartepunt van een l i j nvormig ,  vlakvormig of r u i m t e l i j k  l ichaam 
i s  bepaald door ,  resp . ,  

M ro =s F p R  dk, 

L 

J 
V 

waarin M de t o t a l e  massa van h e t  l ichaam is. 
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Ormerking 
Het op deze wijze gedefinieerde punt is feitelijk het massa middelpunt. 
Het valt samen met het zwaartepunt i n  een homogeen zwaartekrazhtsveld. 

Het zwaartepunt is karakteristiek voor het stelsel-. Het is onafhanke- 
lijk van de keuze van het coördinatenstelsel. 

Ten opzichte van O is - 
p dV r, terwijl 

v - O' & te- op 7 hte 'van - O' geldt 

M r; = p d V  rl. a 

O V O 

Dit laatste is 

v 
waaruit 

Het zwaartepunt bezit de asnociatieve eigenschap: het Zwaartepunt van 
een stelsel is tevens het zwaartepunt van de zwaartepunten van de delen, 
waarin men het stelsel kan verdelen. 

o2 * M r O = m , r  + m , r  
O1 

(7) 

als V, en V, delen van V zijn, zo dat 

v -  v, + vz* (8) 

terwijl de maseats der delen m, en m2 zijn. Dus 

M = m ,  +uz. (9) 

Het Zwaartepunt ligt in een punt, lijn of vlak van symmetrie van de 
massaverdeling. Indien de oorsprong van het coördinatenstelsel in het 
zwaartepunt wordt gelegd geldt - n 

j =I s p dV r = 0. 

v 

E m j  rj = 

4 

of 
( I O )  



Belangr i jke  zwaartepunten 

Q M 

Voor de homogene c i rke lboog (stang) 
g e l d t  

s i n  a M Z = r -  (11) a '  

i n d i e n  r de s t r a a l  van de c i r k e l  is ,  
t e r w i j l  de boog 2ar  l a n g s  is. 

Voor de homogene c i r k e l s e c t o r  (plaat) 
g e l d t  

s i n  a UZ = 2 /3  r y .  (12) 

Opgaven 

1. Bepaal h e t  zwaartepunt van een staaf, waarvan de d i ch the id  l i n e a i r  

2. Bepaal h e t  zwaartepunt van een dr iehoekige  p l a a t .  
3. Bepaal h e t  zwaartepunt van h e t  gebogen oppervlak van een b o l s c h i j f .  
4. Bepaal h e t  zwaartepunt van een c i r k e l k e g e l .  
5. Bepaal h e t  zwaartepunt van een b o l s e c t o r .  

met de l e n g t e  toeneemt. 

3. Traagheidsgrootheden 

- a Massatraagheidsgrootheden 
Het massatraagheidsmoment van een l ichaam kan worden gedefineerd t.o.v. 
een punt ,  een l i j n  en een vlak. Het is s t e e d s  

E m s ,  (13) 

waarbi j  E de sommatie over a l l e  con t inu  of  d i s c r e e t  verdeelde massa 
elementen m v o o r s t e l t ,  en r de a f s t a n d  i s  van i e d e r  element t o t  r e sp .  
h e t  punt ,  de l i j n  of he t  vlak.  

Het p o l a i r e  traagheidsmoment Jo, t.o.v. de oorsprong i s  

J O = m (9 + y2 + z*). (14) 
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E; 

3 
~ . .. ,. 

F!, 
q, 

t.o.v. de drie yy' pzz* De planaire traagheidsmomenten Pxxr P 

coördinaten vlakken zijn 
4' 

= C d ;  P = Cmy2; Pzz = Cmz2. (15) 
pxx YY 

De traagheidsmomenten t.o.v. de coördinaatassen Jxx, J 

gedefinieerd door 
en J z z  zijn 

YY 

Het planaire traagheidsmoment P t.o.v. een vlak door de oorsprong, 
getypeerd door de richtingscosinussen van de normaal a ,  B en Y , is 

en P gedefinieerd zijn door waarin de traagheidsproducten Pyz, Pzx 
XY 

P = C m  xy, etc. (18) 
XY 

Het traagheidsmoment J t.o.v. een rechte door de oorsprong met de 
richtingscosinussen a, p en y vinden we uit de betrekking 

J'+ P = Jo, (19) 

waaruit 

XY' 
J = J a* + J' xx . Y 9  

e* + J z z J  + 2 pyJyz + 2yaJZx + 2 a B J '  

~ ,, (20) 
, y . ,  

waarin de traaRheidsproducten J etc. zijn gedefinieerd door S!, !i XY 

(21 1 =Y = - pxY etc.' 
,7 i 

7 

!L.; 
,%i -?A, 

De traagheidegrootheden Jxx etc. vormer een tensor van de tweede orde. 
Bij coördinatentransformaties transformeren ze zich volgens (I '39). 

, ,  - , 
i. 
7 

~ ~ - 
? 
i. 
. 
-, . 
~ ~, 



2: x3 
n.1v.5 

Om dit te zien leggen we de ;,-as 
langs de as met de richtingscosinussen 
a, I3 , y. In de vroegere notatie is dan 
dus 

a = i,, , B = RI, , Y = 4 3  . ( 2 2 )  

De formule (20) gaat over in 

J,, = R 'i k 'j Jij, 

welke van de vorm is (I, 39) .  

Y= x 
2 -  

(23) 

Natuurlijk geldt ook - - 
% = R  R J (24) Jn = R 2 i  f2j Jij' 3 1  3j ij' 

Zoals direct is te zien transformeren de 
(1.39). Het J 
Aangezien J voor iedere as positief is, is het quadiatisch oppervlak 

(i # j) zich ook volgens ij 
schema vormt dus een tensor. 

ij 

Jij xi X~ = 1 (25) 

reëel. 
Het is de traagheidsellipsolde. Brengen we deze op hoofdassen, dan 
gaat (25) over in 

J I X 2  + JII + JIII 2 = I,, ( 2 6 )  

waarin JI, JII en JIII de massa hoofd traagheidsmomenten zijn. 
Natuurlijk staan de assen loodrecht op elkaar. 
De hoofdtraagheidsmomenten zijn de eigenaaarden van de tensor verge- 
lijking 

IJij - J bijl = 0, (27) 

.zoals uit de vroegere beschouwingen blijkt. 

Stelling van Steiner 
We nemen nu een bijzondere transformatie: een parallelverschuiving 
van de assen 

(28) I x = x t  + a, 
y = y '  + b, 
z = 2' + c. 
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Dan vinden we 

u = E m  ((y' + b)' + (2' + C)*} = xx 
- - JXlX' + M(b2+c2) + Zb E myi + 2c C mz'. (29) 

Indien O' in het zwaartepunt ligt, wordt (29) 

- + M(b2+c2), Jxx - Jx'x' ( 3 0 )  

en overeenkomstige formules gelden voor J 
stelling van Steiner: het traagheidsmoment om een as is gelijk aan 
het traagheidsmoment om een as door het zwaartepunt, evenwijdig aan 
de eerste, vermeerderd met het traagheidsmoment van de totale massa in 
het zwaartepunt t.o.v. de gegeven as. 

We hebben tevens 

en Jzz. Daaruit volgt de 
YY 

. .  
J = JXlY' + M ab, etc. 
XY 

(31) 

De formules (30) en (31) zijn belangrijk in de mechanica. Terwijl de 
zescomponentige traagheidstensor in ieder punt van het lichaam ver- 
schillend kan zijn, behoeft men hem slechts te berekenen voor één punt, 
bv. het zwaartepunt. 

De centrale traagheidsellipsozde is de traagheidsellipsozde, behorende 
bij de assen door het zwaartepunt. Is deze eenmaal bekend, dan kan men 
in ieder punt de traagheidstensor bepalen zonder integratie. 

Belangrijke traagheidsmomenten 
1. Voor een homogene staaf van de lengte 2a en massa M geldt J = - Ma2 

3 
bij een draaiing om Z. 

2. Het traagheidsmoment van een homogene cirkelvormige schijf t.o.v. 
een as door 2 ,  loodrecht op het vlak van de schijf is J = - , aïs 
H de massa is en a de straal. 

2 

3. Het traagheidsmoment van een homogene cirkelvormige schijf t.o.v. 
een as door het zwaartepunt, in het vlak van de schijf is 

4. Hqmogene Bol. As door het middelpunt heeft een traagheidsmoment 

J = 2/5 M a2 . 
5 .  Homogene plaat. Dimensie als getekend. 

Mb' 
t i J om x-as = 7, 

, I I - Ma' J om y-as - - 
J om z-as = ì6 

3 '  
a2 + b2 

3 .  
---I---- 

' I  
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Opgaven 

1. Bepaal het traagheidsmoment van een kegel t.o.v. een beschrijvende. 

Bepaal het traagheidsmoment van een 
rechthoekige plaat om es11 wiliakeurige 
as in het vlak van de plaat. 

2* + 
b a  - ervlaktetraagheidsgrootheden 

Indien Emrz volgens (13) wordt vervangen door Zd0.9, ontstaan de. 
oppervlaktetraagheidsgrootheden. Belangrijk in de mechanica zijn 

I = J 22 as, Y 
A 

I 2 =s y2 dS, 
A 

I =s yz dS. 
92 

A 

( 3 2 )  
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V. Massa Kinematica 

1. De hoeveelheid van beweging 
-D 

De hoeveelheid van beweging van een d e e l t j e  met massa m is  mv. Voor 
een systeem is d i t  

-D d -D -. n n 
-D 

= = & m j r j  - = M V  O ’  ! 

+ 
waarin v 

is d i t  

de sne lhe id  van h e t  zwaartepunt  is. Voor een cont inu  systeem 
O 

+ - 
$ = 1 P dV . p dV. r = M *. . 

O 

V 
- d t  

V 

De g roothe id  p heet ook de impuls. 

2.  H e t  impulsmoment 

(2) 

-D 

H e t  moment van de hoeveelheid van beweging of  h e t  impulsmoment D is 
g e d e f i n i e e r d  door 

o f  voor een cont inu  systeem 

- D - .  5 =s pdV . r x V. 

V 
(4) 

-D 

H i e r b i j  wordt r gemeten vanaf een  bepaalde oorsprong. Leggen we de 

oorsprong i n  h e t  zwaartepunt dan wordt 53 D; 
-D + -a n O =l pdV (r - ro) x v = 

V 

+ 
Het impulsmoment D t.o.v. een w i l l e k e u r i g  punt kan worden u i t g e d r u k t  

i n  Do: 
- 



+ - .  -. n =s p dV . p dV ( r  - rol x v + 
V V 

+ + - .  + +s p dV r o x  v = Do + r x M 
O v0. 

V 

+ -a 

Verband tussen  D en w b i j  een star l ichaam 

We leggen de oorsprong i n  h e t  zwaartepunt.  Dan i s  

5 = S p d V r x v ,  - - .  
O 

V 

waarbi j  f wordt gemeten vanui t  Z. 
Volgens (111.27) g e l d t  

v vo + w x  r ,  
+ - +  + +  

( 6 )  

( 7 )  

( 8 )  
+ 

waarb i j  vo nu de sne lhe id  van he t  zwaartepunt is. Met ( 8 )  gaa t  ( 7 )  
over  i n  

De e e r s t e  i n t e g r a a l  i n  ( 9 )  is nu l ,  volgens (IV.10). Voor de tweede 
i n t e g r a a l  wordt geschreven 

waarmee ( 9 )  wordt 

Deze formule h e e f t  u i tgeschreven  de volgende gedaante 

O i  = J i j  O 5 '  (12) 

Deze formules g e l d e i  ook voor de d r a a i i n g  om een vast dbch wi l l ekeur ig  
punt. 
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Opmerking 

In h e t  vas t e  a s s e n s t e l s e l  x ,  - x2 - x,, z i j n  de J f u n c t i e s  van tie 

t i j d .  Aangezien (12) een v e c t o r v e r g e l i j k i n g  i s ,  g e l d t  h i j  i n  i e d e r e  
a ~ i s e n s t e l s e l ,  dus ook i n  een meebewegend a s senkru i s .  In  d i t  s t e l s e l  
z i j n  de J cons tan t .  K ies t  men de a s sen  l a n g s  ‘de hoofdtraagheidsassen 

dan gaat (12) over i n  

i j  

i j  

DoI = JI UI’ Do I1 = JII %I- D o l I I  = j  I11 wIII’ , (73) 

B i j  de tweedimensionale beweging i n  he t  x-y-vlak i s  o = w = O. 

Dan wordt 
Y Z 

= J  o .  
0 2  zz 2 

3. De k i n e t i s c h e  energ ie  

De k i n e t i s c h e  energ ie  T van een lichaam is  gede f in i ee rd  door 

( 7 5 )  

We v u l l e n  i n  (15)  weer de formule (111.27) i n  

- P +  - -  
v = v  + w x r ,  

O 
( 1 6 )  

met < de sne lhe id  van he t  zwaartepunt. De vec to r  
vanui? he t  zwaartepunt. Dan wordt 

wordt gemeten 

* - -  f . .  

T =‘s 2 p dV( v l  + 2v0. ( o x  r )  + (o x r ) ’ )  
V 

- 2  + 1 2 

2 o 2  = - M v + 1s pdV (u x r) . 
V 

- - 2  B i j  uitwerken van (o X r )  wordt  d i t  

(18) 1 
2 kl Wk ‘ R .  T = - M vo + J 

De formule (18) Órengt t o t  u i tdrukking ,  d a t  de k ine t i s che  energ ie  van 
een star l ichaam a d d i t i e f  wordt. gevonden u i t  de t r a n s l a t i e  energie  van 
h e t  zwaartepunt e n  de r o t a t i e  ene rg ie  om h e t  zwaartepunt. 

We hebben volgens (18) en (12) 
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De r o t a t i e  energ ie  op hoofdassen i s  

2 0 2  f .  1 
+ JIII I11 T = F( J I W I  + JII wfI 

Voor de r o t a t i e  energ ie  kunnen we ook s c h r i j v e n  

1 ' '  T = z D . w .  

(20) 

Voorbeeld 

Een r e c h t e  c i r k e l k e g e l  met tophoek 2 a  
r o l t  over  een p l a t  v l a k  met de omloops- 
t i j d  Q. De massa van de kege l  i s  m, 
de hoogte h en de straal van h e t  grond- 

Gevraagd wordt de k i n e t i s c h e  ene rg ie  
en h e t  impulsmoment t.o.v. d e  t op  O. 

h, v l a k  i s  r. 
+- - 

v''\\,/l&q 

O A 

Op grond van symmetrie is h e t  d i r e c t  d u i d e l i j k  dat  de hoofdtraagheids-  
aseen in h e t  punt O samenvallen met de h o o g t e l i j n  en twee onder l ing  
loodrechte  l i j n e n  i n  een v l a k  door de top  evenwijdig h e t  bas i sv l ak .  
h s :  x-y-z z i j n  hoofdricht ingen.  Bet traagheidsmoment om de x-as J, 
wordt gegeven door 

J, ' 5  ' m r l ,  (22) 

d a t  om de y en z-as door 

rz J2 = J, = m (hz  + 4). 5 

Ir 
i O 

I 
I 

I 
I 

(23)  

S n i j d t  de kege l  i n  s ch i jven  van d i k t e  
dx door vlakken evenwijdig aan h e t  
grondvlak. 

De massa van de kege l  is m. Bet volume 

is  - R  r*h. De d ich the id  i s  dus 1 
3 

De massa van he 
x is 

s c h i j f j e  t e r  p l a a t s e  



. n s 2  dx = - 3m 8 2  dx. 2 
n r 2 h  r2 h 

waaru i t  v o l g t  d a t  de massa van de s c h i j f  is 

- dx. 3 m  x2' 
h' 

Het traagheidsmoment van deze s c h i j f  om de x-as is 

3 rm'2x' dx. d x .  6 2  = - -  1 3 m  x2 ' h' h5 
.- - 

Het t o t a l e  traagheidsmoment is dus 

( 2 8 )  

Het traagheidsmoment om de y-as wordt gevonden met behulp van de 
s t e l l i n g  van S te ine r .  We hebben 

(30) 
h' h3 

voor h e t  s c h i j f j e .  N a  i n t e g r a t i e  wordt d i t  

Het traagheidsmoment om de momentane d r a a i a a  OA i e  volgens de algemene 
formules 

n x J = J, cos2 a + J2 cos2 (2 + a) + J3 cos2 E 

Z + 6 9  
r2 + h2 

r m 5 .  =3 (32) 

Nu is 

T = 2 2 pdV (2 X r)' = 2 
V V 

pdV o2 r2 sin'cp 

= r  ' o2 S p d V  r 2  sin2<p = 5 J o*, (33) 
v -  
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als J genomen wordt t .o .v .  de momentane d raa i a s .  De hoek <p i s  de 

hoek tu s sen  o en r. Dus 
+ - 

m 2n h N u i s  w = - c o t a  = - . -  
% % * '  

waarmee 

3n 1 r' + 6h2 

T: r2 + h' 
T = - m h 2  . - .  . 10 

(35) 

( 3 6 )  

M t  r e s u l t a a t  is n a t u u r l i j k  ook d i r e c t  t e  vinden met behulp van de 
formule (18). We hebben 

1 1 2 

2 1  2 2  y 2 
T = - J * o : + l J * w z  + - m v  O' (37) 

waarin J; en J: de traagheidsmomenten z i j n  t.o.v. a s sen  door h e t  
zwaartepunt.  Er g e l d t  

3 J: = J, = & m r 2 ,  

J* I = J~ - m (.$,h)'. 

Nu is - 
4 x2 h' m v z  = m .  7 .  

r2 + h2 
' 

TO 
O 

t e r w i j l  

h e t z e l f d e  dus. Dus wordt (37) 

een formule d i e  d i r e c t  kan worden opgeschreven daar O een  v s  punt 
is. We hebben 
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2n. h h . - .  w = w  c o s a -  - 
X To \(rZ+h2 

Y To r - v K F  
= - W s i n a = - - . -  h r 

Daarmee wordt T g e l i j k  aan (34). 

Het impulsmoment t.o.v. 0 h e e f t  de volgende componenten 

(42)  

ZE h2 1 . m r 2  . - -  D =J, w X = =  3 

Y = J2 O Y  * T J ; ; 2 + h i - '  

X X r Y r Z + h 2 '  
= - 5 m (h'+ r' 4) 2n. h 

D = o. 
2 

-0 

De absolu te  waarde van [Dl is \'Di + D 2 .  
Y 

-D 

De component van D langs  de momentane d r a a i a s  is 

. m r 2  c o t  a (I + 5 cos2  a ). Jw = 2. - 1 (43) D 
10 To 

Et t e  vinden u i t  (42) ,  doch ook d i r e c t ,  daa r  om een vas t  punt 
- 0 - . - 0  

D = p dV . r X (4 X r )  en  de component van o' i n  de r i c h t i n g  
v - - S  

-b 

van w i s  J w  (neem w i n  r r i c h t i n g ) :  
n 

û = w J p dV . !y2 + 2"). 
X X 

V 
(44) 

We berekenen nu ook nog de hoeveelheid van beweging van de kegel.  
Volgens (2 )  is - -D 

O'  
p = m v  

p = m v  O = m .  3 . T  ' h . c O s a =  
waaru i t  

3ir 1 mh2 - -  
- T a % - '  

(45) 

(46)  

Merk op, d a t  de impuls a l l e e n  van de t r a n s l a t i e  van de beweging komt. 
De r o t a t i e  om het  zwaartepunt g e e f t  geen b i j d r a g e  t o t  de impuls. 
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B. Dynamische Grondbegrippen en  Gronds te l l ingen  

I. Krachten leer  

1. Kracht 

I n  de mechanica is de k r a c h t  een g l i j d e n d e  v e c t o r ,  d i e  kan worden 
ontbonden of samengesteld 03 de voor  vec toren  g e b r u i k e l i j k e  wi j ze ,  
We hebben - ' - - 

K, + K, = ft, + K,. (1) 

Krachten, d i e  i n  een punt werken, kunnen d i r e c t  worden samengesteld:  
kzachten ,  d i e  n i e t  i n  een punt werken, kunnen door verschuiven en 
evenwijdig ve rp laa t sen  met behulp van koppels  naar een punt worden 
overgebracht  en daar samengesteld. 
I n  a l l e  geva l l en  g e l d t  voor de r e s u l t a n t e  

n 

j =I 
R = E K j .  (2) 

2. Inde l ing  van de krachten  

We kunnen de krachten  inde len  i n  ui twendige en inwendige krachten.  
Uitwendige krachten  z i j n  krachten ,  waarvan de oorsprong b u i t e n  h e t  t e  
bes tuderen  systeem v a l t :  inwendige krachten  z i j n  krachten ,  d i e  de 
elementen van h e t  systeem onder l ing  op e l k a a r  u i toefenen .  Dus 

Fundamenteel is de wet van a c t i e  en  r e a c t i e .  Deze l e e r t ,  da t  de 
a c t i e  (inwendige k r a c h t )  door een  d e e l  van he t  systeem ui tgeoefend 
op een ander d e e l  g e l i j k  i s  en t egenges t e ld  aan  de r e a c t i e ,  welke 
d a t  tweede d e e l  op h e t  e e r s t e  u i t o e f e n t .  Of anders  gezegd: 
de som van de inwendige k rach ten  is s t e e d s  O 

' Een gehee l  andere i n d e l i n g  i s  d i e  i n  be la s t ingsk rach ten  of  f y s i s c h e  
k rach ten  en r e a c t i e k r a c h t e n  of  meetkundige krachten.  

Een b e l a s t i n g s k r a c h t  w o r d t  s t e e d s  bepaa ld  door natuurkundige groot -  
heden. Voorbeelden: g r a v i t a t i e k r a c h t ,  e l e c t r i s c h e  k r a c h t ,  spanningen 
i n  een  e l a s t i s c h  lichaam. Een r e a c t i e k r a c h t  o n t s t a a t  door de 
bewegingsbeperkingen van een systeem: normale druk van een l ichaam op 
een ondergrond, s cha rn ie rk rach t  e t c .  



De twee inde l ingen  overlappen e l k a a r .  E r  z i j n  

a )  ui twendige be l a s t ingsk rach ten :  gewicht ,  e l e c t r i s c h e  k r a c h t :  
b )  ui twendige r e a c t i e k r a c h t e n  : normaalkracht ;  
c )  inwendige b e l a s t i n g s k r a c h t e n  : spanningen i n  een gedeformeerd 

l ichaam: 
d )  inwendige r e a c t i e k r a c h t e n  : scha rn ie rk rach ten  i n  een syiitaiiïi. 

Ook de k rach ten  d i e  de elementen van een  star lichaam binden z i j n  
inwendige r eac t i ek rach ten .  Z i j  be s t aan  n i e t  fy s i sch ,  daar h e t  s t a r r e  
l ichaam n i e t  b e s t a a t ,  doch z i j n  een  l o g i s c h e  consequentie van onze 
i d e a l i s e r i n g .  

3. Wetten van Newton 

Voor een  m a t e r i e e l  punt l u i d e n  de we t t en  van Newton 

I I n d i e n  op h e t  punt geen k r a c h t  werkt, b l i j f t  h e t  i n  de toes t and  
van r u s t  o f  ge l i j kma t ige  beweging, waarin h e t  z i c h  bevindt .  

I1 Tussen k r a c h t ,  massa en v e r s n e l l i n g  b e s t a a t  b i j  doelmatige keuze 
van de eenheden de be t r ekk ing  

.+ -D 

K = m a .  ( 6 )  

oefen t  h e t  op d i t  l ichaam z e l f  een  k r a c h t  u i t ,  g e l i j k  en tegen- 
g e s t e l d  g e r i c h t  ( a c t i e  = r e a c t i e ) .  

I11 I n d i e n  h e t  punt een k r a c h t  ondervindt  van een ander  l ichaam, 

Opmerkingen 

1) De tweede wet h e e f t  a ls  b i j zonde r  g e v a l  de e e r s t e .  
2 )  Om de tweede wet van Newton t e  kunnen v e r i f i ë r e n ,  moeten we 

krach ten ,  massa's en v e r s n e l l i n g e n  m e t e n .  Versnel l ingen meten we 
i n  een  c o ö r d i n a t e n s t e l s e l ,  b i j  voorkeur in een rus t end  s t e l s e l .  
Zo o n t s t a a t  de vraag: W e l k  s t e l s e l  is i n  r u s t ?  
O m d a t  deze vraag n i e t  gemakkelijk t e  beantwoorden is ,  voeren we 
de tweede w e t  van Newton l i e v e r  a l s  v o l g t  in: Er b e s t a a t  een 

s t e l s e l ,  waarin K = ma g e l d t .  D i t  s t e l s e l  hee t  een i n e r t i a a l  systeem. 
-D -m 

3) Indien  we een s t e l s e l  gevonden hebben waarin de tweede wet van 
Newton g e l d t ,  g e l d t  deze ook i n  i e d e r  s t e l s e l  d a t  z i c h  t e n  opz ich te  
van h e t  e e r s t e  met ge l i j kma t ige  s n e l h e i d  beweegt. Al le  i n e r t i a a l  
systemen bewegen z i c h  onde r l ing  g e l i j k m a t i g  ( r e l a t i v i t e i t s p r i n c i p e  
van G a l i l e i ) .  I n  een s t e l s e l  d a t  z i c h  versne ld  beweegt t.o.v. e n i g  
inertiaal systeem g e l d t  de tweede wet - n i e t .  

4) We kunnen ook, of b e t e r  voor ( 6 )  s c h r i j v e n  

Deze formule is algemener-dan ( 6 )  omdat de invloed van de v a r i a t i e  
van de massa op de k r a c h t  tevens  i n  rekening i e  gebracht .  



4. 

5 .  
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5) De be t r ekk ing  (7) i s  een vec torbe t rekking .  Ze is  i n v a r i a n t  
tegenover  draa i ingen  van h e t  i n e r t i a a l  systeem. Ondervindt bv. 
een l ichaam een k r a c h t ,  evenredig  m e t  h e t  quadraat van de sne lhe id  
en t egenges t e ld  g e r i c h t ,  dan mag men n i e t  s c h r i j v e n  

ook n i e t  a l s  de beweging langs  de x-as ve r loop t ,  doch 

Eenhedens te l se l s  

De tweede w e t  van Newton k r i j g t  e e r s t  zin na invoe r ing  van een 
eenhedens te l se l .  We hebben he t  f y s i s c h e  s t e l s e l ,  d a t  u i t g a a t  van 
l e n g t e ,  t i j d  en massa: 

c -g - s - s t e l se l  : cm-gr-sec - dyne, 
G i o r g i - s t e l s e l :  m-kg-sec - Newton = 10 5 dynes 

en h e t  technische  s t e l s e l ,  d a t  u i t g a a t  van l eng te .  t i j d  en k r a c h t .  

m-sec-kg(kr)- massa eenh. = kg sec‘ 
m *  

Verband: 1 kg(kr) = 1000 g dynes = 9,8065.10 5 dynes. 

kg = 9,8065 kg (massa). 1 m 

Het moment 

Het moment M van een k r a c h t  K t.o.v. een  wi l l ekeur ig  punt O i s  
g e d e f i n i e e r d  door 

-b + 

waarin ;de r ad iusvec to r  is van O naar  een punt op de k r a c h t l i j n .  

M verander t  g i e t  van waarde, i n d i e n  K-langs de k r a c h t l i j n  g l i j d t ,  
evenmin als B volgens (2). Daarom.is K een g l i j dende  vec tor .  

Het moment M is, een gebonden vec to r .  H e t  behoort  b i j  h e t  punt O en 
b i j  de k r a c h t  K. Wordt O al+s een v a s t  punt  beschouwd, d.w.z. bek i jken  
Xe a l l e e n  de v a r i a t i e  van M als f u n c t i e  van ?, dan is de werking van 
M ge l i j kwaard ig  met d i e  van een koppel.  Het koppel is nu een vrije 
v e c t o r ,  h e t  kan p a r a l l e l  worden v e r p l a a t s t .  

- -. 

-0 
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5 .  De Wrijving 

. _. 

I n  h e t  g e v a l  van r e l a t i e v e  r u s t ,  

V = v  ' t g  2 tg '  

l e e r t  h e t  experiment d a t  

Zodra t r e e  lichamen contact 
met e l k a a r  maken, t r e e d t  een 
normaalkracht N op, welke h e t  
i n d r i n n e n  van de l ichamen i n  i 

e l kaa r -ve rh inde r t  . 
E r  i s  i n  het  algemeen ook een 
wr i jv ing  W. 

zodra r e l a t i e v e  beweging o p t r e e d t  is 

(73) + W = - f N ,  

waarin f een g e t a l  v o o r s t e l t :  de w r i j v i n g s c o ë f f i c i e n t ,  welke a fhangt  
van de ruwheid der  aanrakingsvlakken. 

Opgemerkt woì-dt, d a t  (12) en (13) een verregaande i d e a l i s e r i n g  van de 
w e r k e l i j k  optredende krachten  geven. Het v e r s c h i j n s e l  van de w r i j v i n g  
is meer gecompliceerd. 

B i j  wri jvingsvraagstukken moet men, a ls  gevolg van de optredende 
ongel i jkheden.evenals  b i j  vraagstukken m e t  eenz i jd ige  bindingen,  e e r s t  
een o n d e r s t e l l i n g  maken over h e t  a l  dan n i e t  optreden van bewegingr 
I n  h e t  e e r s t e  geva l  g e l d t  (13) en kan W u i t  N worden bepaald ( i n d i e n  
de r i c h t i n g  bekend i s ) ,  i n  he t  tweede g e v a l  g e l d t  (12) en  is W een 
onafhankel i jke  onbekende. De o n d e r s t e l l i n g  moet worden g e v e r i f i e e r d .  

7. De k rach td ich the id  

Indien  op een  cont inu  lichaam een van punt  t o t  punt vaz iabe le  
k r a c h t  werkt,  kan worden ingevoerd de k r a c h t d i c h t h e i d  k door 

d z  = k dV, (14) 

waaru i t  v o l g t  



De tweede ne t  van Newton kan worden geformuleerd a l a  

(16) - d -  k = - (pv).  d t  

8. De momentdichtheid 

Op g e l i j k e  wijze wordt de momentdichtheid gedefinieerd door 
-. - . +  
m = rx k, (17) 

n = ~ ~ d V = ~ ~ x k d V .  (18) 
zodat 

V V 



~. 3: 
1. I n l e i d i n g  

Indien  i n  i e d e r  punt  van een bepaald r u i m t e l i j k  gebied de krachten  
gegeven z i j n  als f u n c t i e  van d e  p l a a t s ,  spreken  we van een k rach t -  
veld.  Can is dus 

.-..-%.. 

+ +  . -  
IC = K (x,y,z). ( I )  

Op een m a t e r i e e l  punt m wordt i n  d i t  k r a c h t v e l d  a r b e i d  v e r r i c h t  b i j  
beweging van punt 1 naa r  punt 2. 

2: g; Deze wordt gede f in i ee rd  door 

zj -+ 
A = s 2  K -c . d r .  

A =  s2 
( 2 )  

1 

We hebben 

K cos cp d s ,  (3)  
1 

+ -. 
a l s  cp de hoek i s  tus sen  K en dr .  

1 

A = f z  K .  - v d t .  (4) 

. .Fi 7 

.$ 

3,: 
j , 

3' 

We kunnen voor ( 2 )  ook s c h r i j v e n  

E' ., , 

t, - -  
(Lo) is h e t  vermogen,' ge leverd  t i j d e n s  de beweging i n  h e t  krachtve ld .  

Soms is  een k rach tve ld  a f  t e  lei.den van een  p o t e n t i a a l  U(x,y,z) 
door middel van 

, '  

I( = - U  ( 5 )  

(6) 

i 9 1  

-. 
of K = - g r a d  U. 

Noodzakelijk voor de e x i s t e n t i e  van U i s  d a t  
-. 

r o t  K = O, (7) 

J . Z .  d r  = O ,  ( 8 )  

een v e r g e l i j k i n g  d i e  ook kan worden.geschreven als 
-' 

op grond van de s t e l l i n g  van Stokea. 



Ind ien  U n i e t  e x p l i c i e t  van de t i j d  a fhang t  i s  i n  d i t  geva l  

( 9 )  

dus : I v e r r  h t e  a r b e i d  is z e l i j k  aan  de  afname van - I poter  i ë ï e  
energ ie .  We hebben i n  h e t  geva l  (8) t e  doen met een z.g. c o n s e r v a t i e f  
h a c  h t  ve Id, 
De i n t e g r a a l  s2 K .  d r  i s  ona fhanke l i jk  van de gevolgde weg van 

-b 

1 1 naar  2. 

Voorbeelden 

a. g r a v i t a t i e v e l d  : R = - m g k .  

b. c e n t r a a l  k rachtve ld :  

+ -D 

-0 
-b 

K = f (r)  . E , 
aantrekkend of  a f s t o t e n d  vanu i t  de oo r sp r  n 

c. b i j zonde r  geva l  van b: l i n e a i r e  vee r  met v a s t  u i t e i n d e  i n  O,  
veercons tan te  c 

( I O )  
1 
2 

-b -b 

K = - c r ;  U = - c r * .  

Een homogene s t a a f ,  massa m en l e n g t e  
2R o e f e n t  op een massapunt M i n  P een 
k r a c h t  u i t  volgens de algemene 
aant rekkingswet  van Newton. [Deze 
l u i d t :  twee massapunten m, en m , 
gelegen op a f s t a n d  r, t rekken  e l k a a r  
aan  volgens de wet 
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Het i s  d u i d e l i j k ,  d a t  he t  Newtonse aant rekkingsve ld  een p o t e n t i a a l  
b e z i t .  Uit (11) v o l g t  

We passen (12) t oe  op h e t  probleem van de s t a a f .  Yle ve rde len  de staaf 
i n  elementen van de l e n g t e  dx, met de massa 

m 
m, = 2 4& . 

t e r w i j l  mp = M. 
De p o t e n t i a a l  i s  dus 

i n  welke i n t e g r a a l  'roor r moet worden geschreven 

r? = (X - x)' ' +  ï'. (14) 

We voeren de hulphoek cp in door 

X - x = Y tancp,  

waarmee (13) overgaat  in 

Deze i n t e g r a a l  is elementair .  Gevonden wordt 

U i t  (17) z i j n  de krachten  d i r e c t  t e  berekenen. 

2. P o t e n t i a a l  b i j  een w i l l e k e u r i g  s t e l s e l  
De beschouwingen i n  1 gelden voor een m a t e r i e e l  punt. Ind ien  een  
systeem met r u i m t e l i j k e  u i t g e s t r e k t h e i d  door een krachtve ld  beweegt 
wordt de a r b e i d  gedurende t, t o t  t, v e r r i c h t  
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aangez ien  do k r a c h t  van punt t o t  punt i n  h e t  systeem kan vezanderen. 
I e d e r  punt  van h e t  s t e l s e l  ondergaat een  v e r p l a a t s i n g  dF = v d t  
gedurende d t ,  zodat  voor (18) ook kan worden geschreven 

A f  k . dr '  dV. 

I r  

De tweede i n t e g r a a l  is over het  volume, de e e r s t e  over de achtereen-  

Indien  h e t  k rach tve ld  conse rva t i e f  i s ,  is k af t e  l e i d e n  u i t  een 
p o t e n t i a a l ,  u, door 

volgende s t anden  van h e t  s t e l s e l .  - 
+ 
k = - grad u. ( 2 0 )  

De groo the id  u h e e f t  voor h e t  l ichaam h e t  karakter van een 
p o t e n t i a a l d i c h t h e i d .  De t o t a l e  p o t e n t i a a l  h e e f t  de gedaante 

U =s u dV, 

z o a l s  u i t  de d e f i n i t i e  van k vo lg t .  
Het i s  d u i d e l i j k ,  d a t  

V 
-m 

-m - 
k . d r s  ki dxi = - du, 

(21 1 

( 2 2 )  

waarmee (19) overgaat  in 

dU = U, - U,. (23) 
A = -J2 du dV = - s2 1 

1 v  

B i j  een massapunt i s  
u = uv. (24) 

B i j  een  l ichaam i n  h e t  zwaar tekrachtsve ld  i s  

waarin z de coörd inaa t  van he t  zwaartepunt is. 
O 

Bes taa t  h e t  systeem u i t  een a a n t a l  gekoppelde onvervormbare lichamen, 
met t o t a a l  n vr i jhe idsg raden ,  dan worden de coörd ina ten  van h e t  
systeem i n  de n algemene coörd ina ten  qk u i t g e d r u k t  door 

De f u n c t i e  u is een f u n c t i e  van de r u i m t e l i j k e  coörd ina ten .  Deze 
kunnen worden u i tged ruk t  door (26) in de qk'm, waarmee 

, 
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u = u ( q l  ... 9,). (27) 

N a  i n t e g r a t i e  over  de ruimte wordt 

u = u k 1  ... q,), (28) 

waarb i j  w o r d t  opgemerkt, d a t  door de i n t e g r a t i e  over de massa- 
elementen enkele  qk 's  i n  (28) kunnen u i t v a l l e n .  

Voor de a r b e i d  A kunnen ne dan s c h r i j v e n  

waarin i s  ingevoerd de z.g. gegene ra l i s ee rde  k r a c h t  door 

au Q k = - a g , *  (30) 

Zoals u i t  de d e f i n i t i e  b l i j k t  is  ook t e  s c h r i j v e n  a l s  

5 * 
aqk 

i n  h e t  geva l  van massapunten en als 

V 

(31)  

( 3 2 )  

voor h e t  cont inue  systeem. 
De formules (31) en (32)  d e f i n i e r e n  ook i n  he t  geva l ,  d a t  h e t  
k rach tve ld  n i e t  van een p o t e n t i a a l  i s  af t e  l e iden .  

Voor de bepa l ing  van €& maken we gebru ik  van 

bA = bqk> ( 3 3 )  

waarin bq 

met R # k c o n s t a n t  b l i j v e n ,  en bA de b i j  de v e r p l a a t s i n g  v e r r i c h t e  
a r b e i d .  De formule (33)  vo lg t  d i r e c t  u i t  (19)  door toepass ing  op een 
k l e i n e  v e r p l a a t s i n g .  

een v i r t u e l e  v e r p l a a t s i n g  van qk is ,  t e r w i j l  a l l e  qL1s 
k 
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Voorbeeld 

Twee massapunten m, en mi z i j n  verbonden 

door een gen ich t s loze  vee r ,  l e n g t e  a, 
veercons tan te  k. 
De gegene ra l i s ee rde  coörd ina ten  voor de 
ééndimensionale beweging z i j n  x, en x, . 

X.. 
L I 

De p o t e n t i ë l e  ene rg ie  i s  
1 U = 2 k (x, - xl - a) ' .  

Vo orb e e 1 d 

(34) 

De massa's m, en m, z i j n  door gewicht loze veren verbonden. De 
veercons tan ten  z i j n  a l l e  g e l i j k  k. Ind ien  i n  de ééndimensionale 
beweging q1 wordt gemeten v a n u i t  de evenwichtstand voor m, en evenzo 
q voor rn, is  
i 

Opgave 

Formuleer de Newtonse aant rekkingskracht  t u s sen  twee e ind ige  r e c h t e  
s t aven ,  welke i n  één v l a k  l i ggen .  



111. S t a t i c a  van h e t  systeem van s tarre  lichamen 

1. Het p r i n c i p e  van de v i r t u ë l e  a r b e i d  

Een systeem h e e f t  n graden van v r i j h e i d .  B i j  een v i r t u ë l e  ve rp laa t -  

s i n g  6r van i e d e r  punt  van he t  systeem wordt door de krachten  een 
a rbe id  6A v e r r i c h t .  bepaald door 

4 * 
6A = [dV k . 6r . - 

V 

Ind ien  e r  evenwicht i s  en de bindingen i n  h e t  systeem z i j n  tweez i jd ig ,  
l e e r t  h e t  p r i n c i p e  van de virhiële a r b e i d ,  d a t  6A = O is. 

Dit p r i n c i p e  i s  een grondprincipe van de mechanica. Het is meer 
gesch ik t  dan de Newtonse formuler ing om e r  de beschouwingen op t e  
baseren.  
We kunnen (1) s c h r i j v e n  aïs 

6A = O = dV k ( b ) .  6f + dV k(r). 6;. (2) s V s V 

waarb i j  de krachtd ich theden  g e s p l i t s t  z i j n  in b e l a s t i n g s -  en r e a c t i e -  
k r a c h t  dichtheden. 

Nu is s t e e d s  

J 
V 

op grond van de d e f i n i t i e ( s )  van v i r t u ë l e  v e r p l a a t s i n g  en/of r e a c t i e -  
groothe id .  Bij een v i r t u ë l e  v e r p l a a t s i n g  v e r r i c h t e n  de r e a c t i e k r a c h t e n  
geen a r b e i d .  Dan is dus 

J 
V 

een andere formuler ing  van h e t  p r inc ipe  van de  v i r t u ë l e  a rbe id .  

Om a a n s l u i t i n g  t e  v e r k r i j g e n  met een meer convent ione le  opbouw van 
de mechanica passen  we de formules (1)  t o t  (4)  t o e  op enkele  b i jzondere  
geva l len .  

a) Het m a t e r i e e l  punt - 
Voor een punt gaat (1) over i n  

K . 6r = O. 
-. - 

(5) 

voor h e t  evenwicht b i j  i e d e r e  t o e l a a t b a r e  v i r t u ë l e  v e r p l a a t s i n g .  
Dit  is ge l i j kwaard ig  met 
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welke formule u i t  ( 4 )  vo lg t .  

Voor een vrij punt z i j n  ?(b) en ? i d e n t i e k .  De v i r t u ë l e  v e r p l a a t -  
s ingen  z i j n  dan onafhankel i jk .  Dus g e l d t  voor h e t  evenwicht wan een 
v r i j  punt 

' 
K = O, (7) 

zoals  ook u i t  de e e r s t e  wet van Newton v o l g t .  

b) Het starre l ichaam 

We beperken ons t o t  h e t  s t a r r e  l ichaam, d a t  dus zes  graden 
van v r i  j h e i a  h e e f t .  
Houden we 6r voor h e t  gehele  lichaam c o n s t a n t  dan wordt ( 1 )  

V 

waaru i t  - 
K = O. ( 9 )  

Laten we h e t  l ichaam een d r a a i i n g  maken om een as door een vast  &, welke as getypeerd wordt door de eenheidsvec tor  2, t e r w i j l  
de hoek waarover gedraa id  wordt bcq is. Dan i s  

- 

(10) 
' ' bg = bv . e x  r, 

waarb i j  gemeten wordt vanui t  h e t  v a s t e  punt. Het p r i n c i p e  van 
d e  v i r t u ë l e  a r b e i d  wordt nu 

bA = O = dV k(b).  é x  F b q  , (11) f V 

waaru i t  v o l g t  op grond van de wi l l ekeur ighe id  van 6q 

- - 4  

dV k ( b ) .  e x  r = O. (12) 

Voor d r i e  w i l l ekeur ige  vectoren 2, 6 en 2 g e l d t  
+ e - - .  - - +  
a . ( b x G )  = b . ( cx  a )  = c . ( a x  b ) .  (13) 

Toepassing op (12) l e v e r t  op 

= o, (14) e . J d V r x k  ' '(b) 

V 

waa ru i t ,  op grond van de wi l l ekeur ige  keuze van $ - 
M = O. (15) 



B . I I I . 3  

De formules (9 )  en (15) z i j n  de bekende evenwichtsformules u i t  de 
e lementa i re  t heo r i e .  

Opgemerkt wordt d a t  de formuleringen volgens (1)  en  (4) n i e t  beperk t  
z i j n  t o t  de gegeven geval len .  Z i j  gelden voor een w i l l e k e u r i g  gekoppeld 
systeem met een e i n d i g  a a n t a l  graden van v r i j h e i d .  E 

5 

- - - 2.  Het p r i n c i p e  van de s t a t i o n n a i r e  p o t e n t i ë l e  ene rg ie  =< 
~ ~, -. g, 
g: 

Ind ien  k(b) a f  t e  l e iden ,  i s  u i t  een p o t e n t i a a l d i c h t h e i d  u wordt (4) €'i 
=' 

6 A  = O = dVkCb) .  d V  u,i bxi  - - S V V 
~ ~. 

V 
-1 

= -s dV bu  = - 6 u dV = - 6 U ,  (16) S 
waarbi j  h e t  r a r i a t i e t e k e n  en  de i n t e g r a a l  verwisse ld  z i j n .  U i t  (16) 
v o l g t  dat de p o t e n t i a a l  i n  evenwicht een  s t a t i o n n a i r e  waarde aanneemt. 

4 
% en 6qk ona fhanke l i jk  z i j n ,  g e l d t  voor h e t  evenwicht 

8U - = a. 
"k 

(18)  

i:  3. , S t a b i l i t e i t  van h e t  evenwicht 

'8 [ k :.A'V 
!$ 
4 
5 I 3 
s 31 

* 
3' 
4 *! r -  'lc a 'kaq&, 

Het evenwicht,  behorende b i j  (18) i s  a l l e e n  s t a b i e l ,  i n d i e n  de 
p o t e n t i ë l e  e n e r g i e  een r e l a t i e f  minimum hee f t .  W a n t  -, 

6qk 6 q ~  + (19) 
.a u 1 a2u 6U = C o  6qk + 2 I: 



m i t s  de tweede a f g e l e i d e n  n i e t  = O worden. Ind ien  (20) p o s i t i e f  
d e f i n i e t  ia, i$ U een minimum en h s t  evenwicht i s  s t a b i e l .  Is de 
vorm voor somnige combinat ies  van 6q 6q n e g a t i e f ,  dan is h e t  even- 

wicht l a b i e l .  I n  h e t  e e r s t e  geva l  moet n l .  energ ie  worden aangewend 
om de evenwichtstand t e  v e r l a t e n ,  i n  h e t  tweede geva l  komt ene rg ie  

E 
k' R k € 

E= 
5 v r i j .  

Voorbeeld 

w 
A en B z i j n  v a s t e  punten. B i j  F is  een k a t r o l .  Er hangt een koord 
van de l e n g t e  b van A over  de k a t r o l  i n  B. I n  C bevindt  z i c h  een 
andere katrol. waaraan de massa m hangt.  Aan he t  u i t e i n d e  ven h e t  
koord hangt de massa PI; 
Gevraagd wordt  de evenwichts toestand.  
laaar h e t  koord een v a s t e  l e n g t e  h e e f t ,  g e l d t  

b-x i 
y2 + a2 = (-) . (21 1 2 

Laat de m a s 8 a . M  een v i r t u ë l e  v e r p l a a t s i n g  6x ondergaan. Dan i s  de 
v e r p l a a t s i n g  6 9  bepaald door 

6x. 69  = - (b-x) 
\T4(b-x)z - 16a2 

(22)  

s 
Volgens h e t  p r i n c i p e .  van de v i r t u ë l e  a r b e i d  is 3 .  3.. 

3 M g 6x = mg 1 6 ~ 1 ,  (23) 3 

waarui t  volgt  

(24)  x = b - 
1 4pP -mi 
-3 

De p o t e n t i ë l e  ene rg ie  U is  gegeven door 

U = - m g y  - M g x  = - Mgx - mg 2 v-. (25)  
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dU 
dx De evenwichtsstand wordt bepaald uit-- = O en levert natuurl i jk 

De evenwichtsstand is stabiel als 

is, wat de voorwaarde levert 

2M > m. (27) 

Dit is tevens de conditie voor de existentie van (24). 
Indien er een evenwichtsstand is, is deze stabiel. 
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3 1. Principe van d'Alembert 
2 Het principe van d'klembert brengt de dynamische vergelijkingen terug 
L 
N 
iP -1 

=I n 

tot de evenwichtsvergelijkingen door aan de belastingskrzchten 2: 
traagheidskrachten met negatief teken toe te voegen. De traagheids- 
krachten zijn de tijdafgeleiden v2n se impulsen. Het principe van 
d'fiembert postuleert 5 

e, c ' ' 
68 = dV( k(b)-  & (pv) ) . br = O, 

V -. S i& L,, 

g 
voor willekeurige virtuële verplaatsingen b r .  

' 
Voor een vrij massapunt, waarbij de br's onafhankelijk zijn volgt 
uit (1) direct 

de tweede wet van Newton. 

:* =, 

j 2. De zwaartepuntestelling 
~ - We passen (1) t%e op de beweging van één continu doch vrij lichaam. 

We nemen weer br constant over het gehele lichaam: dus een translatie. i' 
ii 
h. Dan wordt (1) 

' 
voor willekeurige keuze van br. Iharuit Volgt dat de integraal = O 
moet zijn, waaruit 

' ! 
4 

=$ 

\i 
2 
C,' 

3 

(4) d 
dt . dV = - (m vol, 

V 
- i  -. - 
F - 

waarin v de snelheid van het zwaartepunt is. 8 0 

! 
4 

=$ 

\i 
2 
C,' 

3 

- i  -. - 
F - 

waarin v de snelheid van het zwaartepunt is. 8 0 

Dus het zwaartepunt van een vast lichaam gedraagt zich als een massa- 

duidelijk uit de afleiding, dat deze stelling nog meer algemeen geldt: 

g 
~ punt, waarin alle massa van het lichaam is geconcentreerd. Het is 

- Het zwaartepunt van een willekeurig systeem van onderling gekoppelde 3 
- vaste lichamen, gedraagt zich als een maasapunt onder invloed van de 

. Opmerking 

i 

resultaten van alle krachten. 
I 

* 
i De tweede wet van Newton voor het zwaartepunt zou luiden 



si? i 
s. 

* 
5, . '  
3 

-. 
= -& (m vo) ( 5 )  

en d i t  i s  n i e t  i d e n t i e k  met (4). I n d i e n  het  l ichaam of he t  t o t a l e  
systeem Vrij is ,  d.w.z. u i t s l u i t e n d  onder  invloed van ui twendige 
krachtve lden ,  zonder r e a c t i e k r a c h t e n  i s  

( 6 )  ;'"I = K '(b) 

e n  z i j n  ( 5 )  en (4) i d e n t i e k .  g 
E,, 
3 
i# a, 

3. De momentenstel l ing ' 

We passen  (1) t o e  09 de r o t a t i e  van e e n  v r i j  lichaam om een as, 
gegeven door óq en e. Dan is 

+ ' - .  
ór = 6q . e x r  (7) 

- 4 
2 en h e t  p r l n c i p e  van d'Alembert wordt 3 

a + - .  
04s dV(  k(b)- a d t  bv)} . e x  r 5 O. (8) 

V 

Met behulp van de vectoromvorming (III,13) wordt d i t  

( 9 )  - d  - e . dV ( F x  k(b)- r x  - (pv ) )  = O .  
'I, d t  
M 

V 

Daar de formule ( 9 )  voor w i l l e k e u r i g e  keuze van 
i n t e g r a a l  = O z i jn .  We hebben voor h e t  moment 

g e l d t  moet de 

M =s  dV . r'x k ( b ) ,  

s? 5 = S d V  (gx p;). (11) 

= f p à v .  r x V  , (12) i 

(IO) 
V 

terwij l  h e t  impulsmoment gegeven is door 

V 
~3 
s, 
5, 
r Dus is E. 
c. s - -  i =s dV {r X ' ~  d t  6;)) + ä V ( i x p v )  = = 

V V 

+ - .  

. V 
g 

* -  -1 .;, 
g,, daar  r = V. ? 

Dus g e l d t  t.o.v. een vast  punt  O 
- r J  
14 = D. (13) 

B.IV.2 



m 
ab * p = -  

- - D -  

en V = W X ~ .  

B.IV.3 

De momentenstel l ing g e l d t  t.o.v. een w i l l e k e u r i g  pun t ,  doch 
n i e t  t.o.v. een w i l l e k e u r i g  bewegend pun t ,  b i j v .  een met h e t  l ichaam 
meebewegend punt (waarom n i e t ? ) .  

De momentenstel l ing g e l d t  e c h t e r  wel t e n  opz ich te  van h e t  beweRend 
zwaartepunt.  

We hebben n l .  

+ -  

O 

V 

- - +  =b 

i O p d V ( r - r  ) x i =  

V 

p d V ; ~ ; + ~ p d V ~ x - $ ~  + [ p d V ( r - r o ) X v  = = s  V V V 

(14) 
-. 

= O + O + Mo. 

Voorbeeld 
Een r ech thoek ige  p l a a t  met d e  z i j d e n  
a en b r o t e e r t  met de hoeksne lhe id  w 
om een d iagonaa l  AB. 

Gevraagd worden d e  r e a c t i e k r a c h t e n  
i n  A en B. 

De r e a c t i e k r a c h t  i n  A is X. 
Omdat h e t  zwaartepunt i n  r u s t  ' b l i j f t  
is de r e a c t i e k r a c h t  i n  B ge l i jk  -X. 
Het impulsmomen_t l i g t  i n  h e t  v l a k  van 
d e  p l a a t .  ha r  w c o n s t a n t  is, h e e f t  

b h e t  c o n s t a n t e  g r o o t t e ,  doch v o e r t  een 
precessiebeweging u i t .  De verander ing  
van het  impulsmoment staat dus lood- 
r e c h t  op het vlak van de  p l a a t .  

.&u 

D 

CQ 

X .  iA 
his staat h e t  moment M l oodrech t  op h e t  v l ak  van de p l a a t .  De k r a c h t e n  
X en -X l i g g e n  dus i n  h e t  vlak ACBD. 

Het impulsmoment 5 i s  bepaald door 

(15) 
s = J p d S r x v ,  - -  

waarin p de oppe rv lak ted ich the id  

(16) 
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DUS - . +  
dS r x  f o x  ;). 

-. 

TxC XT) bfi 
De v e c t o r  r x  ( O  x r', l i g t  i n  h e t  

v l a k  van  

or2 s i n  a en de r i c h t i n g  I r. 
DUS 

en g, h e e f t  de g r o o t t e  

+ 
r 2  e f r )  s i n  a, 

A 

+ 
i n d i e n  e' de eenheidsvec tor  I r is. 

(18) 

Omdat we a l  deze vec to ren  moeten o p t e l l e n ,  ostbinden we ze i n  twee 
componenten, de componenten evenwijdig met o en d i e  loodrech t  op <3. 
DUS 

a = a  + n '  (19) I //' 
symbolisch geschreven. 

Voor de toepass ing  van de momentenstel l ing moeten we 8 vinden. 
Nu i s  volgens (A,111,33) . . 

- 4  - + +  
D =  D + ( w x D ) .  r e l  (20) . - -. 

Maar D i s  i n  h e t  v l a k  van de beweging c o n s t a n t ,  dus D = O. 

Daaruit  v o l g t  
r e l  

s - . +  - . - .  
D = ( o  x D) = ( o  x D ). (21 1 I 

Het i s  dus voldoende de loodrech te  componenten samen t e  nemen. 
Daarmee wordt 

D = po2 s dS r2 s i n  a cos a = 

p . f s  XY dx 0, (22) 

met de r i c h t i n g  loodrech t  op h e t  vlak.  
Om de i n t e g r a a l  i n  (22) t e  berekenen leggen we de oorsprong i n  h e t  
v a s t e  punt A. We bek i jken  e e r s t  de dr iehoek  ADB. 

Yf 
0 We hebben 

2p = m, 1 (23)  ai, h =  m. 



B . I V . ~  

We mi en E en van ?I  b r e e d t e  dx,  
l e v e r t  de i n t e g r a t i e  naar  y op 

venwijdig aan  de y-as. Dan 

a a 

De i n t e g r a t i e  naar  x wordt 

We moeten ook de dr iehoek  ACB beschouwen. Het is d u i d e l i j k ,  d a t  de 
uitkomst verkregen wordt u i t  (25)  door  a en b t e  verwisse len  en tevens  
he t  teken om t e  keren. T o t a a l  o n t s t a a t  zo 

- - -  . (az-bz) . po* = 
I' a2+b2  

1 ab ( a 2  -b2 ) 
12 M = - - m u 2  . 

a' +b2 

De k r a c h t  X is  dus 

1 w2 ab(a' -bZ = - -  M 
12 r3 x =  

V X F  

(26) 

(27) 

Voorbeeld 

Een c i r k e l s e c t o r  met de tophoek 2a kan i n  een v l ak  scha rz i e ren  om 
een as door de top. Deze as wen te l t  met de hoeksne lhe idw.  
Gevraagd wordt de  evenwichtss tand van de sec to r .  

De massa van de s c h i j f  is m, de 
opperv lak ted ich the id  is p .  Dan is  

m =  r a d 8 f p r  d r  = 
8 - a  O 

= apR', (28) 
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I 

A 

(29) m 
a@ 

waarui t  p = -. 

'Ne s n i j d e n  een s e c t o r  onder de hoek 
dB u i t .  

' Voor een elementje  dm = p r  d r  dû i s  

dD =; x ( 0  x T )  . p r  d r  de. 

.. 
De waarde van d i t  v e c t o r t j e  is ldD1 = p r  d r  dû . or2 s i n  e l  t e r w i j l  
h e t  loodrecht  op de u i tgesneden  s e c t o r  s t a a t .  
Al le  elementen u i t  een s e c t o r  t e l l e n  we OD: 

Ook h i e r  l i g t  weer de t o t a l e  impulsmomentvector i n  h e t  v l a k  van de 
s e c t o r .  Omdat . 

-9 - . +  
D =  w x D l  -.-. 

s p e e l t  a l l e e n  de loodrechte  component van D: DL een r o l .  
We hebben 

(31 ) - Ft dDL = po s i n  dû . 4 . COS B r  

We i n t e g r e r e n  deze vorm en k r i j g e n  

DL = po R4 j?* s i n  e cos e de = 
e+ 

Daar h e t  moment ( loodrecht  h e t  v l ak )  g e l i j k  i s  aan 

s i n  a 2 R . -  . sin e, ' 7  a M = m g  

l e v e r t  g e l i j k s t e l l i n g  van (33) en (34 )  op 
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3, 4. De v e r g e l i j k i n g e n  van L a F m  

We gaan u i t  van h e t  p r i n c i p e  van d’Alembert 8; 
7, 
F 

+ 
dv & ( p v ) )  6r = O, (36) s v ’’ 

3 s; 
toegepast  op een systeem d a t  b e s t a a t  u i t  een a a n t a l  gekopyelde 
lichamen. Indien h e t  systeem n v r i jhe idsg raden  b e z i t ,  kunnen we 3 

d, q, , s c h r i j v e n  - -  
r = r (9, ,Q, ,....qn.t), (37) 

waa ru i t  b l i j k t  d a t  de v a r i a t i e s  6; n i e t  meer ona fhanke l i jk  kunnen 
worden gekozen. W e  hebben 

(38)  
aF 

b r  = bqk9 
k=l 

I 
waarin de v a r i a t i e s  bq wel v r i j  en  ona fhanke l i jk  mogen worden gekozen. k 

U i t  (38) v o l g t  d i r e c t  d a t  

i a (39) 

waarin gebru ik  is gemaabt van de gegene ra l i s ee rde  k rach ten  % volgens 
(11.32) - 
Door f l u c t i o n e r e n  van (37) vinden we 

waarui t  

aV ar’ - = -  3r 
r? 

agk 

$: Verder is 

(41) 

We vinden nu 

.. ..v + + n -  -s  p d V .  . b r  = -s p d V .  r . bqk - - 
k=l Oqk 

V V 



B , I V , B  

waarui t  d i r e o t  de v e r g e l i j k i n g e n  vhn Lamangr volgen1 

(k  - 1,2,..,,n). (45) d dT 

Indien  een g e d e e l t e  (of r i l e )  k rach ten  van r e n  p o t e n t i a a l  zijn af t e  
l e i d e n ,  volgene (11,301, kunnrn we e c h r i j v e n  

(46) 
3 

Daar U n i e t  van 4, afhan$t, wordt nu (45) 

- d a L  - r - - - = g ,  a L  (1) 
d t  a %  a qk 

met 
L m T - U ,  

de  f u n c t i e  van Lamange. 

Dt 4 ' )  zijn n i e t  a f g e l e i d  van een p o t e n t i a a l .  

(47) 

(48) 



~~~ 
~~ 
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Voorbeeld 

Het massapunt M kan g l i j d e n  over een 
r a i l .  Het is door middel van een ko0r.d I 

(o f  s t a n g )  veraonden aan een massapunt 1 

m,  d a t  kan s l inge ren  i n  een vlak.  
Het koord h e e f t  de l e n g t e  ?.. 

Mt is een voorbeeld van een 
holonoom-skleronoom systeem. 

I 

I 

A l l e r e e r s t  voeren we de gegene ra l i s ee rde  coörd ina ten  x en e i n .  
Dan i s  

(49) 1 al  = x + a  s i n e .  

= a cos e , y1 

waarui t  we vinden 
1 '  1 

1 '  1 
2 2 

. . 
T = ? M X I  + 2 m  (a: +y,?> = . 

= - M x2 + - m + a 6 cos  û 1' + a2 8' sin' e l .  (50) 

k o r  de p o t e n t i ë l e  energ ie  U g e l d t  

= mg a ( l  - cos  e ) ,  (51) 
8; t. 
4': 
A 
3 waarmee l', L = T ' - U =  

$ -2 2 

. .  1 ' M 4, + - m (G2+ a';'+ 2aû x cos e )  + m g  a cos e .  ' (52) 
_ i :  

Daarui t  l e i d e n  we af 

. . 

pi 
a5 - = O, = ( M  + m )  + m a b c o s  e ,  
ax ax i4 3: a L  - = - maex s i n  e - m g  a s i n  e, 3. a e  
a L  
a b  $:' 

_ I  .. 
=;.: 
5', 
-L 

1. - = m a 2 û  + m a x cos e .  

(53) 

De ve rge l i j k ingen  van Lagrange worden 

* I  .. - M + m X  + a  e cos  e - a e sin e = O, m .. .. 
a 8  + a cos  e ' +  g s i n . 8  = O. 

(54) 



<, 
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Deze v e r g e l i j k i n g e n  z i j n  mo? i l i j k  op t e  los sen .  IRdien de  hoek 0 
k l e i n  i s ,  l i n e a r i s e r e n  we, d.w.z. ve beperken de ve rge l i j k ingen  t o t  
v e r g e l i j k i n g e n  van de e e r s t e  graad  i n  x, en de a fge le iden .  Dan 
worden (54) 

- 7 (55) 

" 
M+m X + a e  

a e + x + g e = ~ ,  J 
= O, .. m .. 

een s t e l s e l  d a t  eenvoudig kan worden opge los t .  

Voorbeeld 

Een cirkelvormige draad met middel- 
l i j n  OA d r a û i t  met een eenparige 
hoeksnelheid w om een a s  i n  O,  lood-  
r e c h t  op  h e t  v lak  van de draad. 
Langs de draad bevindt  z i c h  een kraal, 
he t  massapunt m ,  d a t  zonder w r i j v i n g  
kan bewegen. 

Dit is' een Toorbeeld vam een 
holonoom-rheonoom systeem. 

Y t  

@, - 
De en ige  g rgene ra l i s ee rde  coord inaa t  i s  de hoek 8. 

We hebben 

(56) 1 x = a cos w t  + a cos ( e  + u t ) ,  
y . =  a s i n  w t  + a s i n  t e  + wt) ,  

voor de coörd ina ten  van h e t  pun.t m. h a r u i t  vo lg t  

] (57) 
i = - aw s i n  u t  - a (i + o) s i n  ( e  + ' w t ) ,  
i = a w  cos u t  + a (i + w) cos  (e + u t ) .  

De k i n e t i s c h e  ene rg ie  T is  

' T  = -  ma' CS + ( é  + o)' + 20 (i + 0 )  C O 8  e i ,  (58) 2 

waarui t  d e  Lagrange v e r g e l i j k i n g  v o l g t  

e + oi! s i n  e = o. (59 )  

3 De beweging van h e t  punt i e  een s l ingerbeweging om de midde l l i j n .  
7 
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Op h e t  massapunt m werkt een r e a c t i e -  
k r a c h t  R. Ceze is met de normale 
Lagrange v e r g e l i j k i n g  n i e t  t e  bepalen,  
d a a r  h e t  Lagrange formalisme b e r u s t  
op h e t  f e i t ,  d a t  de r e a c t i e k r a c h t e n  
b i j  een  v i r t u ë l e  v e r p l a a t s i n g  b q  geen 
a r b e i d  v e r r i c h t e n  (6s = 60 h i e r ) .  

Toch is h e t  mogel i jk  de r e a c t i e k r a c h t  R $e bepalen door h e t  Lagrange 
s t e l s e l  u i t  t e  bre iden .  We moeten dan R a r b e i d  l a t e n  v e r r i c h t e n  b i j  
een v i r t u ë l e  ve rp laa t s ing .  Daartoe wordt h e t  systeem zo veranderd,  
d a t  de straal van de c i r k e l  r kan v a r i ë r e n .  e r  s i d n  twee graden van 

~ 

v r i j h e i d :  en r. 
W e  hebben de r e a c t i e k r a c h t  vr i jgemaakt .  
Nu g e l d t  - 

x = a cos u t  + r cos  (e + u t ) ,  
y = a s i n  o t  + r sin (e + u t ) ,  

waarmee voor de k i n e t i s c h e  energ ie  T wordt gevonden: 

T = c a 2 3  + a22 + g(û + 012 + 2aw I s i n  e m 

+ 2 a o r  (û + o) cos  e i .  

Er z i j n  nu twee Lagrange v e r g e l i j k i n g e n :  

d OT aT 
d t  ai. a r  - (-) - - = R. 

Ind ien  we (62)  ui twerken en daarna r = a,  r = O s t e l 1  I, vinden we 
weer de v e r g e l i j k i n g  (59). Ik v e r g e l i j k i n g  ( 6 3 )  is formeel  t e  begri j -  
pen a ls  een  v e r g e l i j k i n g  van Lagrange. Z i j n  i n t e r p r e t a t i e  is ,  d a t  b i j  
v a r i a t i e  r-. r + b r .  de k i n e t i s c h e  e n e r g i e  toeneemt met 

t e r w i j l  R de a r b e i d  B b r  v e r r i c h t .  
Door i n v u l l e n  en ui twerken wordt u i t  ( 6 3 )  voor R gevonden .. 

R = (za2 r + 2ao 6 cos e - zr (6 + o)* 2 - 2ao ( e  + O) COB e).  (64) 

De r e a c t i e k r a c h t  voor  h e t  oo r sp ronke l i jke  probleem vinden ne  nu door 
t e  s t e l l e n  . .. 

r = a ,  r = r  = O ,  ( 6 5 )  
r 
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waardoor (64) overgaa t  i n  

R = - m a  (o2 COS e + (e + ( 6 6 )  

Hoewel deze R dus b i j  de v i r t u ë l e  v e r p l a a t s i n g  van h e t  oo r sp ronke l i jke  
probleem: 68 geen a r b e i d  v e r r i c h t ,  v e r r i c h t  R wel a r b e i d  b i j  de 
werke l i j ke  beweging. We bewijzen d a t  de a r b e i d  door R v e r r i c h t ,  j u i s t  
g e l i j k  is aan  de toeneming van de k i n e t i s c h e  energ ie .  
A l l e r e e r s t  v inden  we u i t  (58) 

.. . .. dT at = m a 2  t e  ( e  + u) + eo cos  e - e 2  w s i n  e - éuz s i n  e i ,  
. 

(67) 

een vorm, welke door gebru ik  t e  maken van de bewegingsvergel i jking 
( 5 9 )  vereenvoudigt  wordt t o t  . 

(68) dT - = - maz w s i n  e [ ( o  + e)2 + w2 cos  e i .  d t  

Om de door R v e r r i c h t e  a r b e i d  
t e  berekenen, gaan we over op 
de coörd ina ten  (r.9). 

// 

. . e r = - a e s i n - .  1 c 
e .  r 6  = 2a cos - ( u  + 2 

We hebben 

r = 2a cos , } (69) 
e 
7 '  <p = w t  + 

waaru i t  wordt gevonden 

De a r b e i d ,  v e r r i c h t  door R pe r  secunde i s  dus . 
(R COB e *  ï1.r + (R s i n  -).r<p e *  = - - s i n  e 

+ Raw s i n  û + - sin = R a w  s i n  8. 

2 2 . 
2 

Door i n v u l l e n  van R u i t  (66) wordt d i t  . 
= - m a 2 0  s i n  e t ( w + e ) ' +  w2 c o s e l ,  

dT g e l i j k  aan - d t  * 

(71) 

(72) 
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P. Algemene p r i n c i p e s  

1. De t i j d i n t e g r a a l  van een k rach t  
+ 

Voor de r e s u l t e r e n d e  k r a c h t  R werkend op een s t e l s e l  g e l d t  

Dus de t i j d i n t e g r a a l  van de k r a c h t  is g e l i j k  aan  dqve rmeerde r ing  
van de hoeveelheid van beweging van h e t  systeem. (vo is  de sne lhe id  
van h e t  zwaartepunt)  

2. De k i n e t i s c h e  ene rg ie  

Omdat voor een  w i l l e k e u r i g  element g e l d t  
-b 4 

' k = P ,  (2) 

kunnen we voor de a r b e i d ,  d i e  door de k rach ten  gedurende h e t  t i j d -  
i n t e r v a l  van t, t o t  t, op he t  gehele  systeem wordt v e r r i c h t ,  
s c h r i j v e n  

Indien  de k rach ten  van een p o t e n t i a a l  U zijn af t e  l e i d e n ,  g e l d t  
VolgOM (11.23) 

A = U, - U r e  (4) 

U, + T, = U2 + Tt = c ,  (5) 

U i t  (3)  en  (4) v o l g t  

de wet van h e t  behoud van mechanische enerll ie.  

We kunnen (3)  ook nog op andere wi j ze  a f l e i d e n .  We hebben 











Let op da t  h i e r  mechanische ene rg ie  v e r l o r e n  gaat .  Het v e r l i e s  i s  

(Waar b l i j f t  deze ene rg ie  ?) 

Voorbeeld 
Een s t a a f  AB s c h a r n i e r t  om h e t  
v a s t e  punt A, een staaf BC is 
scharn ierend  aan  AB i n  B ver- 

w r i j v i n g  langs  de r a i l  AC. 

i e d e r  2a,  de massa's onde r l ing  
g e l i j k  en g e l i j k  aan m. 

A - bonden en h e t  punt C g l i j d t  zonder 

7 ~e l engten  van AB en BC z i j n  

B 
Gevraagd wordt de r e a c t i e k r a c h t  i n  een  wi l l ekeur ige  s tand .  

We zoeken e e r s t  de bewegingsvergel i jking,  welke i n  d i t  probleem met 
één graad van v r i j h e i d  d i r e c t  v o l g t  u i t  de c o n d i t i e  van he t  behoud 
van energ ie .  De k i n e t i s c h e  energ ie  T, van AB is  

De k i n e t i s c h e  energ ie  T, van BC ia 
1 1 1  

Z 3 
. 

T, = ~ m v '  + r . - m a z  e,. 
2 

We hebben 

v* = ;t + 3 = (ga, s in2  e + a2 coai e ) i z  , 
z 2  

waarmee T2 overgaa t  i n  

1 Tt = 2 ma, i 2 ( 9  sin2 e + coa2 e + 7). 

De t o t a l e  k i n e t i s c h e  e n e r g i e  is 
4 . 

T E T, + T, = 3 ma2 e 2 ( 4  - 3 c o s 2  e ) .  

~e p o t e n t i ë l e  ena rg ie  u i s  

U = - 2 m g  a s i n  8, 

en de w e t  van h e t  behoud van energ ie  l u i d t  

T + U = O ,  
door de keuze van U. 
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Vie berekenen nu de reactiekracht X. Het to ta le  impulsmoment D om A 
is 

D = D, + D,, (40) 

waarbij D, en D, de bijdragen z i j n  van AE4 en BC resp.  We hebben . 
(41 1 4 D, = - 7 ma' e, 

t erwi j l ,  op grond van ( A , V , 6  wordt gevonden . . 
(42) 1 

E - ma' e + ma*(-3 COLI* e - 3 sin'  e )  e. D' 3 
Daarcit vinden we . 

D -i - 4 m a 2  8. (43) 

Daar M = D = - 4 m a 2  0 ,  (44) 

ha COS e . x - 2mg . 2a COS e = - 4 ma' e . (45) 

. .. 
hebben w e  voor X de betrekking .. 
Daaruit 

U i t  (47) en (46)  vo lg t  

. (48) 70 - io5  COS' e + 36 COS' e 
X = w  

4(4-3 COS' e)' 
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VI. Beweging van een massapunt i n  een k r a c h t v e l d  

1. De harmonische o s c i l l a t o r  

We beschouwen de ééndimensionale beweging van een punt met massa m, 
dat  verend i s  opges te ld  i n  een evenwichtsstand. 
We nemen h e t  nulpunt O van de x-as in h e t  evenwichtspunt en onder- 
s t e l l e n  dat b i j  k l e i n e  a fwi jk ingen  h e t  massapunt een k r a c h t  onder- 
v i n d t ,  d i e  evenredig is met de u i t w i j k i n g e n  s t e e d s  naar  O g e r i c h t .  
Dus " 

m x + k x = O  (1) 

is de bewegingsvergel i jking,  i n d i e n  k de veercons tan te  is. We nemen 
nu ook aan d a t  e r  een demping is, welke evenredig i s  met de sne lhe id  
van h e t  punt. Ind ien  de dempingsconstante f i s ,  gaat (1) over i n  

" '. 
m x + f x + k x = O .  

K r i j g t  h e t  punt een  u i t w i j k i n g  u i t  de evenwichtsstand, dan voe r t  
h e t  daarna gedempte t r i l l i n g e n  u i t .  We kunnen ( 2 )  opl"os8en. De 
op loss ing  is, i n d i e n  wordt ingevoerd 

o =G, (3)  
O 

voor h e t  g e v a l  

* 2 f' 
0, > -  

O 4m' 

D i t  i s  een  gedempte t r i l l i n g .  

f' 
4m2 ' Indien  .', = - 

wordt de OplOSsing 

f -t 2m x = (A + B t )  e . 
i' I n d i e n  o: < - 

4m' 

(4) 

- ( 5 )  

( 6 )  

(7) 

(8) 



is de op loss ing  

f --t 2m . (9) + B e  x = e  

We hebben de oplossingen gegeven voor de homogene v e r g e l i j k i n g  (2). 
Ind ien  op h e t  d e e l t j e  nog een harmoaische k rach t  F cos Oit werkt, 
wordt de bewegingsverge l i jk ing  - . 

m x + f x + k x = F co8 w t ,  (10) 

een v e r g e l i j k i n g ,  waarvan de o p l o s s i n g  b e s t a a t  u i t  de s u p e r p o s i t i e  
van een p a r t i c u l i e r e  oplossen en de o p l o s s i n g  ran de homogene verge- 
l i j k ing  ( 2 ) .  De p a r t i c u l i e r e  o p l o s s i n g  van (10) is 

af met tan cp = ~ 

m í w o  - w') 
(12) 

I n t e r e s s a n t  is het  geva l  van r e s o n a n t i e .  D i t  komt voor i n d i e n  de 
f r e q u e n t i e  a zodanig i e ,  dat  de ampl i tude  van (11) maximaal wordt. 
D i t  gebeur t  b i j  

2. De c e n t r a l e  beweging 

Indien  de k r a c h t  op h e t  massapunt s t e e d s  g e r i c h t  op of  vati een 
c o n s t a n t  pun t ,  spreken we van een c e n t r a l e  beweging. 

We t ransformeren  de benegingsverge- 
l i j k i n g e n  op poolcoördinaten. 
We hebben 

r = r e,, 

i n d i e n  ë, de (in r i c h t i n g  verander- 
l i j k e )  eenheidavector  is naar h e t  
punt P. 

(14) 
-a -a 

O 

Dan is 
-a S = i t ; ,  + r  \ ,  
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. 2D - waarb i j  e, door de r o t a t i e  o n t s t a a t .  Daar e, = e e , ,  z o a l s  u i t  

(A,III,22) V o l g t ,  i6 . . . 
-o -m + r = r  e, + re e,. 

We d i f f e r e n t i ë r e n  weer. Daar . + - 
e = - e e ,  

2 

o n t s t a a t  .. .. .. . .  
-m - 2  r = (r - r e  ) ë, + ( r e  + 2 r  e) ë2. 

his wordt  

r e + 2 r e  = O .  J (18) 

w a a r i n . f ( r )  de k r a c h t  i s  welke door O op m wordt ui tgeoefend.  
U i t  de tweede v e r g e l i j k i n g  (18) v o l g t  

E! 3 -. 
2 
5 
I 

waarui t  mr2 8 = D = cons tan t .  

(19) 

(20) 

Verge l i j k ing  (20) drukt  n i e t s  anders u i t  dan de wet  van h e t  behoud 
van impulsmoment. U i t  (20)  vo lg t  . D e = -  

M'2 
d a t  ingevuld  i n  de e e r s t e  v e r g e l i j k i n g  (18) g e e f t  

(21 1 

de d i f  f e r e n t i a a l v e s g e l i j k i n g  voor de r a d i ë l e  beweging. We vermenig- 
vuldigen (22) met r en in t eg re ren .  Er o n t s t a a t  

1 G2 + - mr' - J r  f ( r )  d r  = cons tan t .  
.D T 2 (23) 

De V e r g e l i j k i n g  (23)  d r u k t  n i e t s  ande r s  u i t  dan de wet van he t  
behoud van arbeidsvermogen. We kunnen (23)  ook s c h r i j v e n  als 
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Deze vergelijking is door separatie op te lossen. We willen cchter 
niet r als functie van de tijd, maar r als functie van de hoek 8. 
We hebben 

9 
. dr dr dr D r = -  dt=z.e=- dû 3 

waarmee (24) overgaat in 

( 2 5 )  

Indien de krachtwet gegeven is, is in principe r(e).te bepalen. 

We nemen het bijzondere geval van de Neatonse krachtwet 

(27) k f(r) = - - 
r z  ' 

wordt. Na invullen en omkeren ontstaat uit (26) 

D dr d e -  
r \ l C  m2r2 + 2 mkr - D' . 

De vergelijking (29)  geeft na integratie 

-+ c, .  mkr - D2 e = arcsin 
r \ l ( C  m2D' + m2k2) 

( 2 9 )  

( 3 0 )  

3. Beweging met veranderlijke massa 
Een grote klasse van problemen ontstaat indien de massa variabel is. 
De mechanica alleen geeft niet altijd voldoende basis om deze pro- 
blemen te behandelen. Vaak moet door een'fysische beschouwing de wijze 
waarop de massa verandert worden bepaald. We geven een voorbeeld, 
waarbij enige vereenvoudigende onderstellingen zijn gemaakt. 

Voorbeeld 
Een regendruppel valt in een gelijkmatige mist. De aruppel verzamelt 
alle massa die hij ontmoet (fysische verondersteïìing). De beginstraal 
is nul. De druppel blijft bolvormig en ondervindt geen wrijvings- 
weerstand (mechanische vereenvoudiging I ) .  Wat is de versnelling ? 
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Algemeen is 

- , '  . _. 

I 

d - (m x )  = mg d t  

. 
dus u 

. . 
x + E x  - g = o  m 

i s  de v e r g e l i j k i n g ,  d i e  moet worden g e h t e g r e e r d .  

A l l e r e e r s t  moet h i e r t o e  

water is en r de straal  van h e t  b o l l e t j e  i s  

. 
worden berekend. A l s  po de d i c h t h e i d  van 

4 m = 7 x r' p o r  

waarui t  . . 
m = 4 n p  r 2  r .  

O 

(33) 

(34) 

Indien  p de d i c h t h e i d  van de m i s t  is, is  ook . . 
m = x r ' p x ,  (35) 

daar a l l e  water  i n  de c y l i n d e r  met straal  r gedurende d t  wordt 
opgenomen. Inhoud c y l i n d o r  i s n  9 àx. Dus is  . . 

n r ' p x  = 4 n p  r*  r ,  ( 3 6 )  
O 

waarui t  . . 
4 p o  r = px. (37) 

De v e r g e l i j k i n g  (37) kan worden g e h t e g r e e r d .  Ind ien  op x = O, 
r = O is, is 

Bin wordt . . 

waarmee (32) overgaa t  i n  .. 
x x + 3x2 - gx = o. 

Om deze v e r g e l i j k i n g  op t e  l o s s e n ,  s t e l l e n  we 



waarmee (40) overgaat i n  

Een par t i cu l i ere  OpiOsSing van (42) i 8 :  . 
x* = ax. 

Na invul len ,  vinden we 

2 
a = 7 8 .  

De algemene oplossing van 

b l i j f t  n i e t  e indig voor x = O en moet daarom worden weggelaten. 
Het probleem i s  dus opgelost door 

dat weer verder wordt gexntegreerd tot 

1 
waaruit vo lg t ,  dat de versnel l ing  g is. 7 
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I. 

c. I. 1 

Onvri,ie bewening van Systemen 

K i n e t i c a  van e ind ige  krachtwerkinaen 

De methode van h e t  vrijmaken 

Een massapunt d a t  v r i j  kan  bewegen h e e f t  drie graden van v r i j h e i d .  
Voor de berekening van de beweging i n  een k rach tve ld  staan d r i e  
Verge l i jk ingen  t e r  beschikking. Deze z i j n  i e d e r  van de tweede o r d e ,  
waardoor ze z e s  i n t e g r a t i e c o n s t a n t e n  t o e l a t e n .  Deze worden bepaald 
door de wi l l ekeur ige  begins tand  e n  beginsne lhe id .  
Een v r i j  star lichaam h e e f t  zes graden  van v r i j h e i d  en de beweging 
daarvan wordt beschreven door z e s  v e r g e l i j k i n g e n ,  de d r i e  v e r g e l i j -  
k ingen  voor h e t  zwaartepunt en  de d r i e  momentenstellingen. Een sys- 
teem van n lichamen h e e f t  6 3  graden  v a n  v r i j h e i d  met 6n bewegings- 
ve rge l i j k ingen .  I n  h e t  algemeen z i j n  de n lichamen onde r l ing  gekop- 
p e l d  en/of i n  hun beweging bepe rk t .  Als er m z.g. verbindingen z i j n ,  
i s  h e t  a a n t a l  graden van v r i j h e i d  

6n  - m. (1 1 

In d i t  g e v a l  z i j n  e r  ook m onbekende verb indingskrachten  of r e a c t i e -  
krachten .  Het t o t a a l  aantal  onbekenden i s  dus 

6 n  - m + m = 6 n  ( 2 )  

e n  h ie rvoor  z i j n  e r  j u i s t  6n v e r g e l i j k i n g e n ,  waarin de onbekende 
r e a c t i e k r a c h t e n  z i j n  ingevoerd.  Door h e t  invoeren van de r e a c t i e -  
k rach ten ,  d i e  werken op een  bepaa ld  lichaam,. wordt d i t  a ls  h e t  ware 
" v r i j  gemaakt" u i t  h e t  systeem. H e t  l i chaam kan dan a l s  een v r i j  
l ichaam worden behandeld onder i n v l o e d  van  de uitwendige k rach ten  
en de r eac t i ek rach ten .  

Deze methode voor de behandel ing v a n - o n v r i j e  systemen i s  zeer  a lge -  
meen en h e e t  de  methode van h e t  vrijrnaken..De methode heef. t  h e t .  
voordee l ,  d a t  ze tevens  de reactïe!wachten. g e e f t .  In de p r a k t i j k  i s  
de methode vaui< omslachtig.  

In v e l e  g e v a l l e n  kunnen de v e r g e l i j k i n g e n  van  Lagrange worden toe-  
.gepast. H i e r b i j  i s  h e t  aantal  onbekenden even 6 r o o t . a i s  h e t '  aantal, 
v e r g e l i j k i n g e n ,  h e t  z i j n  a l l e e n  de.  algemene cockdinaten,  want .de 
r e a c t i e k r a c h t e n  z i j n  au tomat i sch  geë l imineerd .  De  oorzaak  h i e rvan  ' . 
is, d a t  de methode van  Lagrange op e e n  a r b e i d s p r i n c i p e  b e r u s t ,  t e r -  
w i j l  de . a rbe id  der  r e a c t i e k r a c h t e n  b i j  een  v i r t u ë l e  v e r p l a a t s i n g  
.nu l  is. 

. 

. .  

. .  . .  

2. Onvr i je  puntbeweaingen 

';Je geven een aan ta l  voorbeelden van puntbewegingen, welke n i e t  
v r i j  z i j n .  



Voorbeeld 

De slinger: een massapunt rn 
hangt aan een gewichtsloze 
staaf van de lengte R en slin- 
gert onder invloed van de 
zwaartekracht om de evenwichts- 
stand. 

Dit is klaarblijkeli.jk. een on- 
vrije beweging, .daar het punt 
gedwongen wordt zich te bewegen 
langs een boloppervlak, of in 

het vlakke geval, langs een cirkel. De rsactiekracht is hier de 
spanning S in 'de stang. De be;xegingsvergelijking in de. tangentiële' 

, i '\,i. '3 
. mg 

richting luidt , .  

( 3 )  
.. 

m& = - mg sin e ,  

waaruit door  integratie de energievergelijking volgt 

i2 - 9 Cos e = . ' C .  ( 4 )  

2 Indien de maximale amplitude a is; is c bepaald door c =--%; cos u.  
Daarmee 

dat wordt gexntegreerd tot 

= t - to, de 
COS 8 -COS a 

indien het massapunt zich op t = to in e = 8 bevindt. De periode is 
O 

(8 ) 
a met k = sin /2. 

De integraal ( 7 )  is een elliptiscbe integraal, welke door ontwikke- 
ling kan worden berekend. 
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(9) 

Opmerkina 

I n d i e n  de ampli tude zeer  k l e i n  i s ,  kan de v e r g e l i j k i n g  ( 3 )  wor- 
den vereenvoudigd t o t  

. 

ë + g/.t e = o,  

de v e r g e l i j k i n g  van de harmonische t r i l l i n g .  

Opmerking 

De r e a c t i e k r a c h t  S i s  n i e t  berekend. H i j  kan gevonden, worden u i t  
de v e r g e l i j k i n g  voor de ra r l ië le  beweging. 

Voorbeeld 

bi i l lekeurige s l i n g e r i n g e n  van een massapunt aan een koord. D i t  i s  
een voorbeeld v a n  een e e n z i j d i g e  verb inding .  

O$ *\" 

' 0  \ 3  I 
I , 

mg 

- a. O n d e r s t e l l i n g  OA = k. D e  bewegingsvcrge l i jk ing  i s  

ë + g / ~  s i n  e = O ,  (IO) 

Massapunt m hangt aan  een buig- 
zaam koord van de l e n g t e  t. Het 
systeem h e e f t  één of twee gra- 
den van v r i j h e i d .  

5 

t e r w i j l  voor S wordt gevonden 

(11) 
' 2  s = m(g COS e + R e  1. 

N a  i n t e g r a t i e  van  ( 1 0 ) . v i n d e n  w e  

. ,  

t 82 - j cos e = c ,  c12 1 

waarin c wordt bepaald u i t  de c o n d i t i e  d a t  voor 0 = O ,  & 3%' 
5 

' 6 = bi . Daarui t  vinden we 
o 

~ ~~~ 



.2 2 Re = RU - 2 g ( i  - cos  e . ) ,  
.O 

C.I.4 

(13) 

welke v e r g e l i j k i n g ,  ingevuld  i n  ( 1 1 )  g e e f t  

(14) 2 s = m(Rw + 3g C O S  e - 2 g ) .  
O 

De o n d e r s t e l l i n g  a i s  j u i s t ,  i n d i e n  S > O gedurende de gehe le  
beweging. Het i s  d u i d e l i j k  d a t  i n d i e n  

(15) 2 
R u o  > 5g 

aan  deze c o n d i t i e  s t e e d s  i s  voldaan. Het punt maakt complete 
omwentelingen. U i t  (13) v o l g t  d a t  

,tu02 - 2g + 2g COS e 3 O. ( 16 )  

71 
I n d i e n  8 < /2 b l i j f t ,  b l i j f t  g c o s  I3 > O en dus  S > O. D e  con- 
d i t i e  h ie rvoor  i s  

(17)  2 
R W  2 g ,  

O 

i n  welk geva l  hoogstens de h o r i z o n t a l e  s tand  wordt b e r e i k t .  
Ind ien  

wordt 5 volgens (14) e rgens  nul  en wordt dus n i e t  aan  onder- 
s t e l l i n g  a voldaan. 

- b. O n d e r s t e l l i n g  OA < 1. 
Aan deze o n d e r s t e l l i n g  wordt voldaan,  i n d i e n  voor een  bepaalde 
waarde van e > n/2  de waarde van S = O wordt. D i t  gebeur t  i n d i e n  

2 g - h  oz 
COS e = 

3e; (19) 

De beweging b e s t a a t  nu u i t  V A - ?  f a sen :  e e r s t  een  cirkelbeweging 

van û = O t o t  0 = a r c c o s  . Daarna een v r i j e  beweging i n  

twee dimensies  onde inv loed  van de  zwaartekracht .  Deze b l i j f t  
zolang bes t aan  a ls  f O A l  < R i s  . D a a r n a  beg in t  de s l ingerbeweging 
opnieuw. 

2 p - %  

Sg 
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Vooi beeld  

i 

Een k e t t i n g  van de l e n g t e  L ,  
met de lengted ic i i ths id  p 
v a l t  op t a f e l .  Gevraagd wordt 
de k rach t ,  d i e  op de t a f e l  
wordt u i tgeoefend  i n d i e n  de 
k e t t i n g  over een  l e n g t e  x i s  
geval len .  

Tx - - 
L 

Y 
4 

I .  I m 

N a  t sec .  i s  d e  k e t t i n g  over  x geva l l en .  De s n e l h e i d  i s  dan V. 

E r  g e l d t  

v v 2 ' =  2gx, (20)  

omdat +mv2 = mgx. 
In d t  v a l t  een  massa (pv )d t  en deze h e e f t  een hoeveelheid van 

beweging dp = (pv d t ) v  = p s  d t .  
Dus 

3 = K = pvz = 2pgx. d t  d 
(21 1 

D i t  is  de "dynamische" k r a c h t ,  o n t s t a a n  door h e t  i m p u l s v e r l i e s  
van de va l l ende  massa. De s t a t i s c h e  k r a c h t  

Ks = Pgx, (22 1 

zodat de t o t a l e  k r a c h t  

u = Bgx.  (23) 

We kunnen ook h e t  probleem beschouwen a l s  een met een Veranderï lJKe 
massa. Dan is 

( P Y S )  - pyg  = PY? - pyg + p i 2  = P V 2 ,  
d K = - -  

d d t  

.. 
want y = e; .  

t' Voorbeeld 

Een k e t t i n g  van de l e n g t e  i?, 
met de l eng ted ich the id 'p  
g l i j d t  over de r and  van een  
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I n d i e n  de sparining i n  de k e t t i n g  T i s ,  g e l d t  

(24)  du px Z = pgx - T, 

( 2 5 )  

w a a r i n  u de s n e l h e i d  van de k e t t i n g  i s .  Door ( 2 4 )  e n  ( 2 5 )  
op t e  t e l l e n ,  wordt gevonden 

du p ( R  - XI. Z = T, 

met de op loss ing  

r 
x = Ae + Be (27) 

Voorbeeld 

We z e t t e n  d i t  v raags tuk  v o o r t ,  doch nu i s  de k e t t i n g  op de 
t a f e l  aan de rand  op een hoop gewonden. In de t i j d  d t  wordt 
een  massa ( p u d t )  i n  beweging g e b r a c h t ,  welke de hoeveelheid van 
beweging pu2d t  h e e f t .  Dus g e l d t  

2 ( 2 8 )  T d t  = pu'dt of  T = P U  , 

De bewegingsverge l i jk ing  voor h e t  v e r t i c a l e  s t u k  wordt 

of 

x -  d' + u2 = gx. d t  

Deze Verge l i j k ing  wordt ge t ransformeerd  door 

u = - = + -  . dk dkz 
d t  d x .  ' 

waardoor (30) overgaa t  i n  

.2 
dj, + x = gx. +x z- 

Een p a r t i c u l i e r e  op loss ing  van ( 3 2 )  i s  

( 2 9 )  

(30) 

( 3 2 )  



.2 2 x = h gx, 

C.I.7 

(33)  

waar u i t  

x = 3 ($) A'. I:'! ! 

De v e r s n e l l i n g  i s  dus  '/3. 

Opmerking 

De v e r g e l i j k i n g  ( 2 9 )  i s  ook t e  v e r k r i j g e n  met behulp van de 
t h e o r i e  d e r  v a r i a b e l e  massa. Ne hebben 

(35)  d 
d t  - (pxu). = p g x ,  

welke v e r g e l i j k i n g  i d e n t i e k  i s  met ( 2 9 ) .  

Voorbeeld .d al mg 

I 

Een d e e l t j e  met massa m 
wordt op een v e r t i c a l e  c i r k e l  
ge l egd ,  waar h e t  af kan g l i j -  
den zonder wr i jv ing .  De start- 
p l a a t s  wordt bepaald door de 
hoek a met de v e r t i c a a l .  De  
s t r aa l  van de c i r k e l  i s  a. 
Gevraagd wordt waar h e t  d e e l t j e ,  
onder inv loed  van de zwaarte- 
k r a c h t ,  de c i r k e l  v e r l a a t .  

De normale druk is  N. Dan g e l d t  ï o o r  h e t  evenwicht in de ra- 
d i ë l e  r i c h t i n g  

N = mg cos  0 - m a  e '2 . ( 3 6 )  

De k i n e t i s c h e  ene rg ie  i s  g e l i j k  a a n  de w i n s t  i n  p o t e n t i ë l e  
e n e r g i e  

4 m a 2 2  = mga(cos a - cos  e ) .  (37) 

Door u i t  (36) en (37)  6 t e  e l i m i n e r e n ,  vinden we de normale 
druk 

N = mg(3 cos  0 - 2 cos  a). (38) . 
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t e n  gebeur t ,  zodra N = O, 

0 = urccos  ('/J cos  a). 

a r b i  j 

( 3 9 )  

3.  R o t a t i e  om een as 

I n d i e n  een  massapunt gedwongen wordt t e  bewegen i n  een v l ak ,  d a t  
om een  v a s t e  as  met een gegeven hoeksnelhe id  r o n d d r a a i i ,  z i j n  e r  
i n  p r i n c i p e  d r i e  methoùen om h e t  mechanica.probleem aaii t e  pakken 
t . w .  

- a. de methode van h e t  vr i jmaken,  door  invoeren  van de r e a c t i e -  
k rach ten  en uitwerken van de bewegingsverge l i jk ingen  i n  een 
v a s t  a s s e n s t e l s e l ,  

- b .  de methode van Lagrange. 

- c.  de methode van h e t  s t i l z e t t e n .  H i e r b i j  wordt een meedraaiend 
a s s e n k r u i s  ingevoerd,  waarin de bewegingsvergel i jkingen wor- 
den opgeschreven. Aangezien h e t  meedraaiend systeem geen i n e r -  
t i a a l s y s t e e m  i s ,  ge lden  de formules  van Newton n i e t .  We hebben 
i n  h e t  algemeen 

- - i  -3 

r e i  a = a  + a  + a  sl c o r  (40) - -+ 
In een  v a s t  s t e l s e l  i s  K = m a .  In-het meebewegend s t e l s e l  is  

waarvoor g e l d t  de ons  i n t e r e s s e r e n d e  g r o o t h e i d  m a  r e l '  
4 = K - m a  -+ -t - m a  -.i 

sl * m a  r e l  c o r  

-i -9 

en - m a  h e t e n  sch i jnk rach ten .  Z i j  moeten sl De k r a c h t e n  - m a  

worden ingevoerd en aan de w e r k e l i j k  optredende k rach ten  worden 
toegevoegd om een  Newton r e l a t i e  t e  v e r k r i j g e n  i n  h e t  n i e t -  
i n e r t i a a l s y s t e e m .  In p r a k t i s c h e  g e v a l l e n  i s  de s l e e p k r a c h t  n i e t  
meer dan de c e n t r i f u g a a l k r a c h t .  

c o r  

Voorbeeld 

Een c i rke lvormige  draad ,  
s t raa l  a, r o t e e r t  m e t  een 
cons tan te  hoeksnelheid w 
om een v e r t i c a l e  as door h e t  
middelpunt. Langs de draad  
kan zonder w r i j v i n g  een  mas- 
sapunt  m g l i j d e n .  

Gevraagd wordt de bewegings- 
v e r g e l i j k i n g e n  op t e  s t e l -  
l en .  
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We l o s s e n  d i t  probleem op  met .behulp van de methode van he t  
s t i l z e t t e n .  

Op h e t  punt werken de k rach ten :  

- a. h e t  gewicht mg. - 
- b. 
- C .  

de r e a c t i e  R g e r i c h t  l a n g s  n naar  N. 
de r e a c t i e  S ,  d i e  l oodrech t  op h e t  v l a k  van de draad  s taat .  
$ie noemen de eenheidsvec tor  i n  deze r i c h t i n g  8. 

+ + - + - i  

De s l e e p k r a c h t  - ma 

h e e f t  de g r o o t t e  m a w 2  s i n  8 ,  g e r i c h t  van de as.  
wordt h i e r  - m . ? ( u  X v ) ,  h e e f t  de De C o r i o l i s k r a c h t  - mzCor 

g r o o t t e  2moa 6 
liie passen nu  de formule (41) toe :  

wordt h i e r  g e l i j k  a a n  - m(o x(w X r ) )  en s l  

+ +  
r e l  + 

cos  8 i n  de . r i c h t i n g  - U. 

-i 
-2 - + 0.- 

m a  = maet  + ma8 n =  - mg C I S  e . n r e l  

+ + + 4 - m g  s i n  e . t + ~ n +  S U  + m a m 2  s i n  6 . cos  e 7 

+ 
( 4 2 )  

4 - ma o2 s i n 2  e n - 2 m o a  i, cos  e a .  

ïìe s t e l l e n  nu de f a c t o r e n  voor de eenne idsvec to ren  g e l i j k .  Lo 
on t s taat  

I .. e - w 2  s i n  e cos  e + g s i n  e = O ,  a 

S - 2 u e  C O 5  e + ma = o .  1 
De e e r s t e  v e r g e l i j k i n g  ( 4 3 )  l e v e r t  de bewegingsverge l i jk ing  voor 
e i n  h e t  s t i l g e z e t t e  v lak .  De tweede g e e f t  de r e i c t i e k r a c h t  R, 
de derde de k r a c h t  S. 

Ne i n t e g r e r e n  de e e r s t e  v e r g e l i j k i n g  (43) .  E r  o n t s t a a t  

De vorm (44), vermenigvuldigd met +ma 
e n e r g i e v e r g e l i j k i n g .  Een e n e r g i e - i n t e g r a a l  zou z i j n  

h e e f t  de gedaante  van een 
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3 m a  (6' + w 2  sin '  e )  - mga c o s  e = c o n s t ,  (.45 1 

een formule d i e  fout is. De wet van he t  behoud van arbe idsver -  
mogen gaat h i e r  dus n i e t  op. D i t  i s  t e  v e r k l a r e n  u i t  h e t  f e i t ,  
d a t  de r e a c t i e k r a c h t  S a r b e i d  v e r r i c h t .  
We berekenen deze a rbe id .  Van t, t o t  ts wordt 

A =  s" S a s i n  e d ( w t )  = 2m'a'o' J t2  6 cos  e s i n  8 d t  

4 tl 

(4G)  2 2  = m a  w (sin' e - s i n 2  e ). 
2 i 

De verander ing  i n  ene rg ie  A(T + U) moet g e l i j k  z i j n  aan deze 
a r b e i d :  

A(T + U) = A (47) 

l e v e r t  na omvorming 

ma'(6' - w 2  sin 2 e ) - mga cos  D = c o n s t ,  ( 4 8 )  

overeenkomstig ( 4 4 ) .  

We w i l l e n  toch  graag een  energ iewet  voor deze gedwongen be- 
weging. iVe i n t e r p r e t e r e n  d a a r t o e  ( 4 8 )  a l s  vo lg t .  D e  k i n e t i s c h e  
e n e r g i e  

de ene rg ie  b i j  s t i l g e z e t t e  r o t a t i e .  

( 5 0 )  U = - mga cos  , 1 

de p o t e n t i ë l e  e n e r g i e  der  ui twendige k rach t  e n  

U, = - 4 m w 2 a 2  s i n 2  D , (51) 

de p o t e n t i ë l e  ene rg ie  van de c e n t r i f u g a a l k r a c h t .  Dan i s  dus 

T + U l + U  2 = C .  ( 5 2 )  

Om (51) t e  b e g r i j p e n  dienen w e  t e  bedenken d a t  
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a s i n  8' 
2 2 . 2  n o 2  pdp = - 3 m a  w s i n  8 .  (53 )  

O 
2 

.. 
Z i j n  er op loss ingen ,  waarvoor 8 = 0 = O? Dan moet 

s i n  B(aw2 cos  e - g) = O 

z i j n ,  een  v e r g e l i j k i n g  met de op loss ingen  

L. e = O ,  e = / 2 ,  8 = 2 a r c c o s  
a w2 

IT 

(54 )  

(55) 

We noemen deze toes t anden  k i n e t i s c h e  evenwichts toestanden.  
Merk op d a t  de derde  waarde van û i n  (55)  a l l e e n  b e s t a a t  i n -  
d i e n  

w z  ma. (56)  

R o t a t i e  om een as van een  v a s t  l ichaam 

We bes tuderen  de beweging van een v a s t  l ichaam, d a t  r o t e e r t  om 
een  v a s t e  as, met behulp van de methode van h e t  s t i 2 z e t t e n .  de 
beperken o n s  d a a r b i j  t o t  w = O ,  t e r w i j l  n a t u u r l i j k  R = O is .  
B i j  meer gecompliceerde g e v a l l e n  van r e l a t i e v e  beweging h e e f t  deze 
methode nauwel i jks  voordelen.  Tevens beperken we ons t o t  de 
problemen, waa rb i j  een  vlakke f i g u u r  of een s t a a f  om een as i n  h e t  
v l a k  kan draa ien .  De as wordt z e l f  met de hoeksnelheid w gewenteld.  
We nemen a ls  oorsprong van h e t  c o ö r d i n a t e n s t e l s e l  h e t  d raa ipun t  O. 

-r -4 

Voor i e d e r  element van h e t  
l ichaam g e l d t  (411,  zodat  

I ' \  
C 
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In (57) worden a l l e e n  volume-integralen geschreven. Ze kunnen i n  
b i j zonde re  geva l l en  dooc l i j n  of oppe rv lak te - in t eg ra l en  worden ver- 
vangen. We voeren de coord ina ten  van h e t  zwaartepunt O i n ,  i n  h e t  
s t i l g e z e t t e  s t e l s e l .  Dan wordt (57) 

We kunnen de k rach ten  s p l i t s e n  i n  d i e ,  welke i n  h e t  v l a k  van h e t  
l ichaam l i g g e n ,  K e n  d i e  welke e r  l oodrech t  op s t a a n  K . We 
hebben h' I 

4 - t . +  

K = ,2 pdV(w x vrel) , 
I V 

(59) 

2 -  
4 -3 - 1 pdV . u  p e  = 

o ( r e ï )  Y = m a  // 

w a a r i n  p de a f s t a n d  van een  element is  t o t  de d r a a i a s ,  po,  d i e  van 
h e t  zwaartepunt en e een  e e c h + i d s v e c t o r ,  loodrecht  op de d r a a i a s ,  
naar  b u i t e n  g e r i c h t .  

Opmerking: 

Let  op, d a t  de w e r k l i j n  d e r  c e n t r i f u g a a l k r a c h t e n  i n  h e t  algemeen 
n i e t  door h e t  zwaartepunt behoef t  t e  gaan. 

Voor p r a k t i s c h e  berekeningen hebben we n i e t  v e e l  aan  de formules  
(591 ,  (60) en (61), omdat de r e a c t i e k r a c h t e n  n i e t  bekend z i j n .  
We passen nu de momentenstel l ing t o e  t.o.v. h e t  v a s t e  d raa ipun t .  
Dan wordt 

-9 
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waarvoor we kunnen s c h r i j v e n  

We werken deze formule n i e t  u i t  v o o r  h e t  algemene geva l ,  doch 
passen hem toe  op b i j zonde re  problemen. 

De EnerKie 

Zoals we r e e d s  b i j  h e t  voorbeeld gez ien  hebben, g e l d t  de wet van 
h e t  behoud van energ ie  n i e t  voor daze s o o r t  van gedwongen bewe- 
gingen, De k rach t  Y. v e r r i c h t  n l .  a r b e i d  t i j d e n s  de beweging. Deze 
a r b e i d  is I 

1 
V 

X 
V 

N a  en ige  omwerking wordt d i t  

A = W 2 ( J s  - J ) , (65) U1 o2 

waarin JW h e t  traagheidsmoment i s  om de d raa i a s .  



We 2 k = o. 
v i n d t ,  daa r  dan 

J, = Jz . 
I n d i e n  w e  s c h r i j v e n  

ACT t U) = A ,  

wordt d i t  

.a e r  geen Y 

{U t T + &Jwwz - J U'} = 
1 0 2  

{U t T + 3J0w2 - J o ~ 2 } l ,  
I 
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i n  h e t  v l a k  meer p l a a t s  

( 6 6 )  

( 6 7 )  

waar geschreven i s  

T = T t 45 O', 
1 w 

met T de k i n e t i s c h e  e n e r g i e  van h e t  s t i l g e z e t t e  probleem. Dus 
I 

U t TI t U Z  = c o n s t ,  ( 6 9 )  

waarb i j  

de c e n t r i f u g a a l p o t e n t i a a l ,  met p de a f s t a n d  van i e d e r  element 
t o t  de d r a a i a s .  

K ine t i s che  S t a b i l i t e i t  

We hebben r e e d s  b i j  de behandel ing van de gedwongen b,eweging van 
he't massapunt gez ien ,  d a t  e r  evenwichts toestanden bes t aan ,  waa rb i j  
h e t  l ichaam z ich  i n  h e t  v l a k  n i e t  meer beweegt. I n . h e t  s t i l g e -  
z e t t e  probleem houden dan ui twendige k rach ten  e n  centrifugaa.1- ' .  

krach ten  elkaar i n  evenwicht. Het .probleem wordt de hoek.0 t e ,  
bepalei,, waaronder h e t  1.ichaam .staat, e n  t,e onderzoeken of deze 
s t a n d  s t a b i e l  of  l a b i e l  is.' Daart3e gaan.we t e r u g  t o t  de verge- 
l i j k i n g  ( 6 3 ) .  waar in  wo,rdt g e z e t  vrel = O.. Dan gaat (63)  o v ' e r ' i n  

. .  

. .  

V 
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? 

O !r,i -9 + . - I  

'.De v e c t o r  w x (  w x r )  h e e f t  

de waarde d r  s i n  0 en-is G- 
r i c h t  i n  h e t  . v l a k  van w en r op 
de as. De v e c t o r  
r x { w X ( z  x r) 
op h e t  v l a k  e n  h e e f t  de g r o o t t e  

w 2 r  s i n  8 c o s  8 .  Ind ien  ae p i j l e n  
wegla ten ,  i s  

+ .-I 

s taa t  loodrech t  

O 

yl 
waarui t  

M = w2 pdV r2 s i n  O cos  0 .  
V 

( 7 2 )  

N a  i n v o e r i n g ' v a n  h e t  a s s e n k r u i s  
x,y, wordt (72) 

M = J U', 
XY 

M J = - .  
XY 

(73  

(74 

M en w z i j n  gegeven grootheden. J hangt  af van de hoek u ,  d i e  
een  v a s t e  l i j n  maakt m e t  de v e r t i c a a l .  De evenwichtss tand i s  dus 
u i t  (74) t e  bepalen. 

De s t a b i l i t e i t  van de k i n e t i s c h e  evenwichts toes tand  kan worden 
onderzocht ,  door i n  h e t  s t i l g e z e t t e  probleem de p o t e n t i ë l e  ener-  
g i e  van de ui twendige k rach ten  en de  c e n t r i f u g a a l k r a c h t e n  t e  va-  
r i ë r e n  door een k l e i n e  hoekverdraa i ing  &u. Ind ien  

XY 

(75) 

met U, de p o t e n t i a a l  van de ui twendige k rach ten  e n  U 
c e n t r i f u g a a l k r a c h t e n ,  wordt h e t  evenwicht bepaa ld  door 

d i e  van de 
2 



2 
au au 

au  au i * - = o ,  - au = ET 

t e r w i j l  de s t a b i l i t e i t  v o l g t  u i t  de voorwaarde 

- a2u; , o .  
a as 

Voorbeeld 

I 

‘i, 
P I 

I 
I 
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(76  1 

( 7 7 )  

Een skaaf  met massa m en l e n g t e  
2 R  wordt gedwongen t e  wentelen 
om een  as met de hoeksnelheid w. 
De staaf k a n . i n  O s cha rn ie ren  
om een  as,  welke loodrech t  s taa t  
op h e t  v l a k  van de s t a a f  en de 
v e c t o r  w . 
Gevraagd wordt de evenwichtss tand 
en de s t a b i l i t e i t  van deze s t a n d  
t e  onderzoeken. 

Voor h e t  s t i l g e z e t t e  probleem, 
moet h e t  moment van mg t.o.v. 
O evenwicht maken m e t  h e t  moment 
van de c e n t r i f u g a a l k r a c h t e n .  
We hebben 

-t 

M = mg R s i n  a ,  (78)  

t e r w i j l  h e t  moment der  c e n t r i f u g a a l k r a c h t e n  is 

(.p dx )  . xw2 s i n  a . cos  a . x = 
O 

m m w 2  s i n  a cos  u , waarin p = - 2R i s  geze t .  4P 
3 
- 

G e l i j k s t e l l i n g  l e v e r t  

s i n  a = O of cos  a = (79)  
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We los sen  h e t  probleem nu ook o p  met behulp van de p o t e n t i ë l e  
energie-ui tdrukkingen.  de hebben i n  een  wi l l ekeur ige  s t a n d  

u = - m g t c o s  e ,  ( 8 0 )  
1 

= - -  2 , ~  w ' m  s in2  e , 
3 

au U i t  5 = O volgt 

4.8' 
3 

mg R s i n  e - - mu2 s i n  e c o s  e = O ,  

. waarui. t  8 = U met 

1 s i n  a = O ; C O S  a = 

(81 1 

( 8 2 )  

( 8 3 )  

Ne onderzoeken nu de s t a b i l i t e i t .  We vinden 

4mP z 2 = m g R  cps U. --U (cos' a - s i n  u ).(84) 3 

De t i e s t a n d  s i n  a = O ,  of a = n en a = O l e i d t  t o t  

e = n i s  dus i n s t a b i e l ;  en  

( 8 6 )  

waarui t  b l i j k t  d a t  deze t o e s t a n d  s t a b i e l  i s  voor o' C 8 , l a b i e l  
voor$ z 23 4R . 
De t oes t and ,  bepaald door co6 u = - l e i d t  t o t  @ :2 
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welke vorm > O is  voor 0' 

Opgave 

Onderzoek de s t a b i l i t e i t  b i j  w2 = 3 . 
Opgave 

41 (88) 

Behandel h e t  probleem van pag (B,IV,5)  met de methode van h e t  
s t i l z e t t e n .  Onderzoek de k i n e t i s c h e  evenwichts toestanden op 
s t a b i l i t e i t .  

OpRave 

Onderzoek de s t a b i l i t e i t  van de evenwichts toestanden van h e t  pro- 
bleem van pag (C,I,8), maar nu met behulp  van de d i f f e r e n t i a a l -  
v e r g e i i  j k i n g )  . 
Voorbeeld 

L i 5  

Een dunne p l a a t  met de massa 
m d r a a i t  met de hoeksnelheid 
o om een a s  i n  h e t  v l a k  van de 
p l a a t ,  d i e  n i e t  door h e t  zwaar- 
t e p u n t  gaat. 
Gevraagd wordt de w e r k l i j n  van 
de  c e n t r i f u g a a l k r a c h t .  

De massadichtheid p i s  bepaa ld  door 

rn 
P E E ,  (89) 

i n d i e n  S h e t  oppervlak van de p l a a t  is. Een element dS o p  af-  
s t a n d  p van de d r a a i a s  onderv indt  een  c e n t r i f u g a a l k r a c h t  van de 
g r o o t t e  

( p  dS) . p w 2 ,  
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~~ 

l o o d r e c h t  op de as s t aande ,  van de as af g e r i c h t .  
De t o t a l e  c e n t r i f u g a a l k r a c h t  i s  

2 1 pdS pw2 = m W  p o .  
S 

I 

I n  Z voeren we de t r a a g h e i d s e l l i p s o r d e  i n  

( 9 2 )  
2 2 J x + J I I y  =I. I 

Met de invoe r ing  van de t r a a g h e i d s s t r a l e n  i en i door 
1 2 

( 9 3 )  
2 2 J = m i  : JII = m i z  , I 1 

kan de e l l i p s o i d e  b i j  andere n o r m a l i s a t i e  worden geschreven als 

2 2 
(94) Ai X 

4 - + L =  1 .  
2 

- 

1 
i ' i  
2 

We nemen de hoofdassen ZB en ZA a l s  coörd ina tenassen .  ZB maakt 
een hoek û met de' d r a a i a s .  Een element  op a f s t a n d  p wordt gety- 
peerd  door 

p = po - x s i n  û - y  c o s  8 .  (95) 

Het middelpunt van de c e n t r i f u g a a l k r a c h t e n  i s  (t,q). Dan g e l d t  

L', 

'1 .  
I 

5 .  mw2p;= 1 x .  p d S .  pw2 
S 

3': q . mw2po = y .  p dS . p w 2  . 
ZJ., S 

I n  ( 9 6 )  wordt p volgens ( 9 5 )  ingevoerd.  De i n t e g r a t i e s  worden u i t -  
gevoerd met behulp van 

~ 

j x à S =  y d S =  5 x y d S = O ,  
S S S 

J -< 

n 
i ~ .1 , - *  

1 

' s x2dS = i Z 2 S  : 2 
y2dS ,= il S .  

S S 

( 9 6 )  

( 9 7 )  



;'Ye vinden 
2 2 

c o s  e .  s i n e ;  q = - -  t = - -  il i 2  

PO PO 
(98) 

De w e r k l i j n  van de c e n t r i f u g a a l k r a c h t e n  gaat door d i t  punt.  

4. Rota t i e  om een  punt 

Verschi l lende  problemen, d i e  i n  de vo r ige  paragraaf  z i j n  behan- 
de ld  hadden ook be t r ekk ing  o p  de r o t a t i e  om een punt. Daar was 
e c h t e r  s t e e d s  een  v a s t e  as aanwezig, waarom h e t  l i chaam r o t e e r d e ,  
a l  dan n i e t  gecombineerd met een ande re  r o t a t i e .  We z u l l e n  nu de  
r o t a t i e  om een  punt  bes tuderen ,  w a a r b i j  geen v a s t e  as is. De 
momentenstelling t.o.v. d i t  v a s t e  punt  l u i d t  

- b %  

M = D .  

-i 

We kunnen D u i tdrukken  i n  de hoeksnelheden. Dan i s  

k D = J i k W  i 

(99) 

(100) 

voor een  w i l l e k e u r i g  c o ö r d i n a t e n s t e l s e l .  I n  zo'n s t e l s e l  z i j n  
noch W noch Jik c o n s t a n t ,  zoda t  k '  

D. = J W + J i k W k .  
1 i k  k (101) 

Daarom passen we l i e v e r  (99) t o e  op een ,  m e t  h e t  l ichaam, mee- 
bewegend a s senkru i s .  In d i t  a s s e n k r u i s  z i j n  de Jik cons tan ten  en 
we hebben 

i k u k  * 
D = J  i (102) 

-t 

I n  e e n  bewegend a s s e n k r u i s  is D e c h t e r  n i e t  t e  s c h r i j v e n  a ls  de 
a f g e l e i d e  naa r  de t i j d  a l l e e n  doch t e  spl!.tsen volgens  (A,111,33). 
Dus 

Ind ien  we h e t  a s s e n k r u i s  leggen  l a n g s  de hoofdassen van de traag- 
h e i d s e l l i p s o z d e  i s  
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D = J U  D = J  0 
X I x'  y I1 y '  DZ = JIII * z *  

en de v e r g e l i j k i n g e n  ( 9 9 )  worden 
1 

M = J o  + w w (JIII - JII ) ,  
X I x  Y Z  

4 Voorbeeld 

(134) 

Een c y l i n d e r  draait om een as OIO2 met cons tan te  hoeksne lhe idw.  
Het gewicht van de c y l i n d e r  i s  mg, de s t r a a l  van h e t  grondvlak r ,  
de l e n g t e  R .  De e x c e n t r i c i t e i t  van h e t  zwaartepunt is  e.  De d r a a i -  
i n g s a s  en de a s  van de c y l i n d e r  s n i j d e n  e l k a a r  onder een hoek a. 
Gezocht worden de l age rk rach ten  i n  O, en  O,. 

We voeren i n  h e t  meedraaiende a s s e n k r u i s  x ,y ,z ,  waarvan de z-as 
samenvalt met de hoofdtraagheid i n  h e t  zwaartepunt,  loodrecht  h e t  
manteloppervlak, de oorsprong O h e t  sn i jpun t  is  van Z z  met de 
d r a a i i n g s a s  OIO2, de y-as evenwijdig is  met de m i d d e l l i j n  en de 
x-as loodrecht  staat op y en z-as. Dan i s  

w = O ,  w y  = w c o s  a ,  w = - u  s i n  u ,  (106) 
X 2 

en de v e r g e l i j k i n g e n  (105) l eve ren  op 

M = M  = O .  Y Z 1 
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Aangezien 

wordt 

(109) 
2 s i n  2a 22 

3 8 ( r2  - - ) +me2u2 t a n  a . M = mu 
X 

Daar ve rde r ,  i n d i e n  de k r a c h t e n  b i j  OL en  O2 ook worden aange- 
duid met Ox en  O2 

(110) 
2 

O2 + O 2  = m e w  , 

M = O (,.a + e t a n  a) - Oi(a - e t a n  a) , (111) 
X 2 

vinden we t e n s l o t t e  

5. Vlakke beweffinff van een v a s t  l ichaam 

We behandelen a l l e e n  een voorbeeld.  

Voorb ee I d  

Een c y l i n d e r  met massa m en  
straal  r l i g t  op een andere 
c y l i n d e r  met straal R. De laat- 
s t e  c y l i n d e r  i s  v a s t .  We bestu-  
de ren  de gehe le  beweging onder 
i n v l o e d  van de zwaartekracht.  

I n d i e n  de bewegende c y l i n d e r  
ove r  een hoek 'p h e e f t  bewogen 
g e l d t  i n  deze s t a n d  

y g$:... '\ ' 
mg 

I 
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V 2  m g c o s c p = N + m -  R+r :' 

Daar 

wordt (113) 

v = (R + r) 4 ,  

N = mg cos  rp - m(.R + r )  $ 2  . 

(113) 

(114) 

(115,) 

A l s  de wr i jv ing  W is ,  g e l d t  i n  de t a n g e n t i ë l e  r i c h t i n g  

m g  s i n  cp = W + (R + r ) , m t ,  (.116) 

waaru i t  

W = m g s i n c p  - ( R + r ) m G .  (117) 

We o n d e r s t e l l e n ,  d a t  de c y l i n d e r  b e g i n t  t e  r o l l e n .  Dan i s  

(118) 
R + r  - *. 

wr = I B  = I -  c p t  r 

waarin e de hoek is, waarover de c y l i n d e r  b i j  de beweging over cp 
is g e r o l d ,  omdat 

Rcp = r B  - rcp . (119) 

Daar L = 3mr2, gaa t  (118) over  i n  

We l o s s e n  u i t  (..117) en(120) $ op. We v inden  

. .  
. .  

a.en . v e r g e l i j k i n g  welke ' w e  kunnen i n t e g r e r e n '  t o t  
. .  

. .  
. .  i n d i e n  op t = O ,  $ = O  is.^ 

De formule  (122) is n a t u u r l i j k  ook t e  vinden met behulp. van he; 
ene rg iep r inc iq  e.  
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.. 

io h e t  :mogelijk,  d a t  de, cy l inde r  a l  r o l l e n d e  l o s l a a t ?  Dan mcet . 
N = O warden, dus 

, 

mg cos  c p ' -  9 i 1  -: 'cos cp) = o, (.123). 

inaaruit  . cos  cp = 4/7.  (124) 

Daar W.2 fh ,  moet a ls  N -+ O ook W. -. O ,  d i t  k a n  n i e t ,  t e n z i j  f =' O. 
W i s . n l .  p p a a l d  door C.120) en (.121),. en zou > fN worden. Dus de. 
c y l i n d e r  ,zal  gaan g l i j d e n .  
We bepalen  h e t  gehied,  waarover r o l l e n  p l a a t s v i n d t .  U i t  (120) e n '  

. .  C.121). . v o l g t  

. .  
(125) 

. .  
W = sin 'cp,  3' 

. .  

,. 
, . .  . u i t  6.115). en (..122)) v o l g t  

. .  
. . .  . .  

2% cos  cp - !!sil. (~126) ' '  . N E  3 
. .  

. .  De c y l i n d e r  r o l t ,  zolang W S f N ,  dus 

1 
.. 

sin.'rp S f ( 7  cos cp - 4>. (,I 27 )., 
. .  

Om (127). op t e  kunnen l o s s e n '  nemen we h e t  concre te  geval '  f = '/8.' 
Dan wordt s i n  cp = 3/8 k7 COB cp - 4 )  voor 

. .  

C.,128) 4 3 
. ' co s  cp =. /5; s i n  cp .=., h .  

, .  

. .  
4 .. 

. .  
H e t .  r o l l e n  e i n d i g t '  b i j . a r c c 0 . s  /5. 

Het' g l i j d e n  opent '  de tweede f a s e ,  van de beweging. Dan, g e l d t  

t e r w i j l  e r  nu twee .graden .van v r i j h e i d  z i j n  cp en .e. De bewegings- 

. .  
v e r g e i i j k i n g e n  z i j n  . .  

(.130) 

. .  

N ' .  = mg cos'.rp - m(R +. r )  42 , 
îN , =, mg s i n  rp -. ,m(.R +' r),. 4 .. , 
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De beginsne lhe id  van de tweede f a s e  v o l g t  u i t  (122)  en (124; .  dr 
i s  

$ a = & - - .  +r) 

U i t  de e e r s t e  twee v e r g e l i j k i n g e n  (130)  e l imineren  we N. Er ont-  
s t a a t  

De v e r g e l i j k i n g  (132)  wordt gern tegreerd .  S t e l  

(62 = X )  

dan i s  

* - 2 f x =  & ( s i n  'p - f cos  ' p ) .  
d'p 

Daar de homogene op loss ing  van (134)  i s  

x = e2f'p, s t e l l e n  we x = ~ ( ' p )  e2f 'p .  Na i n v u l l e n  o n t s t a a t  

Dus wordt 

+ B e  2f'p. 

Volgens (131)  i s  voor 

. , .  . 

, 

Nemen we a = a r c c o s  4/5, dan wordt 

-2f a B = e  

P 

(136) 

(137) 

p 
1 De complete op loss ing  wordt dus 
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Wanneer laat de cyl inder nu los. We s t e l l e n  b i j  cp = p , d a n  moet 
dus N = O worden. Dus u i t  de eers te  vergel i jk ing  van (130) volgt  

c o s  p = 2e 2 f p  J p  e-2f'(sin rp - f cos  c p )  dcp 
a 

. 3  .We kunnen de integraal'uitwerke'n. M e t  f = B o n t s t a a t  zo voor de 
hoek van l o s l a t e n p  
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11. S t o t e n  en f i x e r e n  

.l. S t o t e n  

;Ne hebben i n  h e t  voorafgaande g e z i e n ,  d a t  voor de t i j d i n t e g r a a l  van 
e e n  k r a c h t  g e l d t  

e n  voor de t i j d i n t e g r a a l  van een  moment 

Deze formules ,  welke algemeen g e l d i g  z i j n ,  z i j n  van weinig be te -  
ken i s .  Al leen  voor h e t  g e v a l ,  d a t  gedurende een zee r  k o r t  t i j d -  
i n t e r v a l  t, - t i ,  een  zee r  hevige k r a c h t  werkt ,  gebruiken w e  ze. 

H e t  is  d J i d e l i j k  d a t  b i j  een  begreasde k r a c h t  g e l d t  

. .  - 
J t 2  + * ' 

l i m  K d t  = K ( t ,  - t , )  -i O .  ( 3 )  

2 + 4 ti . .  

.. Daarom moet, i nd ien .  w e  formeel  t,, -, ,t ,  - O nemen, 1; I + m gaan,  

ZÒ d a t  h e t  product  e i n d i g  b l i j f t .  D i t  is a l l e e n  formeel.  In de 
p r a k t i j k . i s  ( t ,  - t ) n a t u u r l i j k  e i n d i g ,  maar eo k l e i n , d a t  we de- 

beweginsveranderingen gepurende d i t  i n t e r v a l  kunnen. verwaarlozed.  . .  :, 
t 

Ne d e f i n i ë r e n  de stoot S door . .  . 

Volgens (1) is dan dus . . 
. .  

. .  . .  
+ -+ . S  = . A m v o ,  . .  ' . ( 5 ) " .  . :  

i n d i e n  'door A ' de  p l o t s e l i n g e  ve rande r jng  i n  de bewegingsaroot te  'wordt  
gegeven. De ui.twerking van de  s t o o t . : i s  .'dus .een d i scon t inue  v.erande'- 

h e t  .stootmoment. Er g e l d t  
. .  ' r i ng : i , n  . de hoeveelheid van beweging., Het moment van de k r a c h t  5s 

. .  
.. . 
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Verder i s  

r x K d t =  
- 
M =  ïim M. d t  = lim 

-.I + +  
r x l i m  K d t  = r  n S .  

-. J t 2  -+ d M = ïim M d t  = A D .  
t - r t  t 

2 1 1  

Gedurende h e t  s t o o t i n t e r v a l  ve rande r t  de p o s i t i e  van h e t  punt n i e t  
t.o. waarvan we h e t  moment bepalen. I e d e r  punt van h e t  l ichaam i s  dus 
(gedurende de s t o o t )  een v a s t  bunt! Ook de traagheidsmomenten ver- 
anderen n i e t  gedurende de s t o o t .  We hebben dus 

+ + 

o ’  

Ni= J .  A u i k  k ‘  

s = mAv 

Door de s t o o t  wordt a r b e i d  v e r r i c h t .  We hebben 

We kunnen h i e rvoor  s c h r i j v e n  

-b -t + 
~ = + m í v ~ ~  - v  ) .  ( v  +: 

o1 O 2  o1 

A U  (O + O  ) + A 0  ( W  k &2 &I R kl+O.4?1) 
9 + * Jk.4? 2 

waarvoor kan worden geschreven 

- r +  + +  - v +v w + w  
2 A = S .  

( I O )  

( 1 1 )  

N a t u u r l i j k  moet i n  ( 9 ) ,  ( I O )  en (11) de r o t a t i e - e n e r g i e  E h e t  
zwaartepunt worden genomen. 
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2. De b o t s i n g  

B i j  een b o t s i n g  s t o t e n  twee lichamen op e l k a a r .  We beschouwen a l l e a n  
mï te r ië le  punten. Z i j n  de massa's m e n  m 

b o t s i n g  v en v na de b o t s i n g  U en V dan g e l d t  de wet van h e t  

behoud van impu l s :  

de sne lheden  voor de 
1 2 '  

1 2' 1 2 '  

m v  + m v  = m V  + m U  . C.12) 
1 1  2 2  1 1  2 2 '  

De b o t s i n g  kan z i j n  

- a. volkomen e l a s t i s c h .  Dan b l i j f t  de k i n e t i s c h e  e n e r g i e  van h e t  sys- 
teem cons tan t :  

b. volkomen o n e l a s t i s c h .  Dan z i j n  de sne lheden  van de punten na de 
b o t s i n g  g e l i j k  

miv1 +m2v2 v i = U z =  ml +m i 
2 

614) 

(15)  

- C .  g e d e e l t e l i j k  e l a s t i s c h .  Dan g e l d t  

Vi - V = - A(vl - Vz) , 
2 

waarin A de b o t s i n K s z o ë f f i c i ë n t  is. We hebben s t e e d s  

0 - s  A s 1 ,  (16)  

t e r w i j l  voor A = O de b o t s i n g  volkomen o n e l a s t i s c h  i s  en voor 
A = 1 de b o t s i n g  volkomen e l a s t i s c h .  

We vinden u i t  (12)  en (15) voor de sne lheden  

( m  -Am ),v +(.l+A)m v 
m +m 
1 2  

2 2  v =  i 2 1  
1 1 

-Am )v + ( l + A ) m  v 
""2 i 2 i 1  

m +m v =  
I 2  

2 

De k i n e t i s c h e  ene rg ie  neemt i n  h e t  algemeen af  door de bots ing .  
Gevonden wordt 
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m m  

m +m (.Vi - v z )  . (18, 1 2  - A T  = T  - T = $  (1 -A2)- 
1 2  

2 

3. Botsing van m a t z r i ë l e  lichamen 
+ +  + +  

Ind ien  twee v a s t e  lichamen met sne lheden  v ,o ; en v , met 

e l k a a r  bo t sen ,  kan men h e t  b e s t e  h e t  sys t sem vrijmaken. ;ie onder- 
s t e l l e n  d a t  i e d e r  der  lichamen een  s t o o t  S onderv indt ,  o n d e r l i n g  
g e l i j k  en t egenges t e ld  Ee r i ch t .  De s t o o t k r a c h t  nemen we aan  lood- 
r e c h t  op h e t  aanrakingsvlak .  Het probleem i s  nu g e s p l i t s t  i n  twee 
s tootvraags tukken ,  met onbekende s t o o t .  Om de noodzakel i jke  extra  
v e r g e l i j k i n g  t e  v e r k r i j g e n ,  o n d e r s t e l l e n  we d a t  voor de snelheden 
l a n g s  de normaal de be t r ekk ing  (15) b l i j f t  bestaan.  Het probleem 
i s  nu oplosbaar .  

1 1 2 2  

4. F ixeren  

Ind ien  van een bewegend l ichaam p l o t r e l i n g  een punt wordt vastCe- 
houden, spreken we van een  f i x e r i n g .  Ook d i t  probleeiu 
kan worden opgelos t  door in ;oer ing  v d .  een  onbekende c tootk ïacf i t .  
De s t o o t  z e l f  kan worden bepaa ld  u i t  de kinematische c o n d i t i e ,  d a t  
na de s t o o t  h e t  ge f ixee rde  punt een  s n e l h e i d  n u l  h e e f t .  

Voorbeeld 

Een l adde r  met de l e n g t e  2R en massa m s taa t  onder een hoek a met 
de h o r i z o n t a a l  tegen e e n  muur. Er wordt tegen  g e s t o t e n  met de s t o o t  

S I  h o r i z o n t a a l  g e r i c h t ,  
i n  h e t  s teunpunt  A op 
de grond. 

Gevraagd wordt de bewe- 
g ing ,  d i r e c t  na de s t o o t ,  
onder de o n d e r s t e l l i n g ,  
d a t  e r  geen w r i j v i n g  is .  

- T I P  - _ - - -  

A 

We maken a l l e r e e r s t  de o n d e r s t e l l i n g ,  d a t  de l adde r  n i e t  l o s l a a t  
van de muur. Dan t r e d e n  twee r e a c t i e s t o t e n  op: S v e r t i c a a l  g e r i c h t ,  

i n  A en S h o r i z o n t a a l  g e r i c h t ,  i n  B, h e t  raakpunt  met de' muur. 

We passen de momentenstel l ing t o e  t.o.v. P. Dan i s  

1 

2 

S . 2 1  s i n  a = J ( t .0 .v .  P) . Ù . (19)  
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Daar J = /3 m R 2 ,  wordt 

S s i n  a 
2 m t  & = J  

Met de zwaar t epun t s t e l l i ng  

(.Go = - tá s i n  a ,  yo = R 2  c o s  a ) ,  

vinden we nu S ,  en S2 

s = 312 s s i n  a cos  a ,  

= S(I - 3 /2 s i n 2  a ) .  

1 

s 
2 

C.11.5 

( 2 1 )  

D e  o n d e r s t e l l i n g  d a t  de l a d d e r  n i e t  l o s l a a t ,  is j u i s t  zolang S 
b l i j f t .  Dus dan moet 

> O 
2 

s i n  a < . (22)  

I n d i e n  s i n  a > \/2/5, zou S < O worden e n  is  de  o n d e r s t e l l i n g  on- 

j u i s t .  We maken nu de o n d e r s t e l l i n g  d a t  de l adde r  l o s l a a t .  
2 

Nu i s  e r  s l e c h t s  ?e:-. r e a c t i e -  
stoot s,. Er z i j n  e c h t e r  twee 
graden  van v r i j h e i d :  de hoek 
a en de x coöru inaa t  van Z. 

- \SIs' 

A 
Nu is yo = R s i n  a ,  waaru i t  yo = RÛcos a ,  t e r w i j l  xo n i e t  meer b e -  

p a a l d  wordt door a ,  doch o n a f h a n k e l i j k  is. 
'Je hebben 

I S = m R i x  c o s  a ,  

S R s i n  a - ~ ~ , R c o s a  = / 3 r n P a ,  

1 

1 

waarui t  door  e l imine ren  van S v o l g t  
1 

(23) 

Voorts  is  



S 2 = - - .  
O m 
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Bewijs d a t  5 < - 
aan  deze o n d e r s t e l l i n g  wordt voldaan. 

Voorbeeld 

s i n  a, met deze ?i voor s i n  a >%, zodat  
O 

Hoe moet een b i l l a r  
worden gecons t ruee r  
o ~ d a t  b i j  een r ec l  
t e  s t o o t  van d.e b a l  
tegen  de r and ,  een  
minimum van ene rg ie  
v e r l o r e n  g a a t ?  

De b a l  rolt voor de s t o o t .  I n d i e n  h e t  e n e r g i e v e r l i e s  minimaal moet 
z i j n ,  moet de b a l  ook de s t o o t  r o l l e n .  
De massa v a n  de b a l  i s  m ,  de s t r aa l  i s  a ,  de e x c e n t r i c i t e i t  van de 
r and  b. 
I n d i e n  de hoeksnelheid voor de s t o o t  i s ,  i s  de s n e l h e i d  voor de 
s t o o t  

v =  a u .  ( 2 6 )  

Na de s t o o t  moet de b a l  weer r o l l e n .  Dus moet 

v + A V  = a (  w + A u ) ,  ( 2 7 )  

waarb i j  A V  de verander ing  van de  sne lhe id  en Au de verander ing  van 
de hoeksnelheid i s  door de s t o o t .  U i t  (26)  en ( 2 7 )  v o l g t  

A V  = ' a  Au. ( 2 8 )  

We hebben de dynamische v e r g e l i j k i n g e n  
. .  

( 2 9 )  
S = m A v ,  

M = Sb = I A 0  , 

waarui t  vo lg t  

- a. AV I 
Au mb 
- - - -  - 

2 Daar voor een b o l  I = / 5  m a 2 ,  v o l g t  u i t  ( 3 0 )  

( 3 0 )  



2 b =  h a .  

Voorbeeld 
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Een b a l  met de massa m en de 
straal  a r o l t  met de s n e l h e i d  
v t egen  een t r o t t o i r r a n d  met de 

hoogte b. Er v o l g t  een  s t o o t .  
Gevraagd wordt de minimum s n e l -  
h e i d  t e  bepalen,  waarmee de bal 
j u i s t  op h e t  t r o t t o i r  kan s p r i n -  
gen. 

O 

O p  h e t  e e r s t e  g e z i c h t  l i j k t  d i t  probleem eenvoudig: i n d i e n  de k ine-  
t i s c h e  e n e r g i e  van de b a l  ( t r a n s l a t i e  + r o l a t i e  e n e r g i e )  g r o t e r  of 
Kelijk de p o t e n t i ë l e  ene rg ie  mgh is ,  z a l  de b a l  op h e t  t r o t t o i r  
spr ingen .  Deze beschouwing is  o n j u i s t .  Door de s t o o t  gaat ene rg ie  
v e r l o r e n  e n  de conc lus i e  kan n i e t  op zu lk  een  eenvoudige wi jze  wor- 
den getrokken.  

De ? t o o t  is  onbekend. Het i s  dus  n i e t  v e r s t a n d i g  de impulsverande- 
r ingen  op t e  s ch r i jven .  De s t o o t  gaat door o, dus h e e f t  geen s t o o t -  
moment. Ten opz ich te  van O b l i j f t  gedurende de s t o o t  h e t  impuls- 
moment cons t an t .  

Voor de s t o o t  i s  h e t  impulsmoment t.o.v. O 

V 

D = m v ( a  - b )  + mk2$ , ( 3 2 )  ' 
O 

2 1  V waarin k = - , de t r a a g h e i d s s t r a a l  i n  h e t  quadraat  i s ,  e n  o/a de 

hoeksnelheid.  Na de s t o o t  h e e f t  de bal  de hoeksnelheid w om O. Het 
impulsmoment is 

. m  

, .  

. .  

. . .  . . . C33) 2 2 D = m(a + k , ' .  

. .  li2 Vo/a +vo(a-b), o =  
2 ik2 

C.34) 

De r o t a t i e  . k i n e t i s c h e  ene rg ie  t i j d e n s  deze beweging i s  

energTe'.. Dus 

' 2  2 2. 
m ( a  + k ) u  en deze moet g r o t e r  z i j n  dan mgb, de p o t e n t i ë l e  



2 2 2  2 2 2 2 
ca - a b  + k ) vo > 2ya b ( a  + k ),  

C.11.8 

(35) 

i s  de gezochte  c o n d i t i e .  

Voorbeeld ,,, ,, 

I 
I 
I 
I 1ene;te X e n  de massa 
I m i s  scha rn ie rend  op 
I 
I 
I U i t  een h o r i z o n t a l e  
I s t a n d  wordt h i j  l o sge  
l l a t e n .  H i j  b o t s t  t ege  

A@&+- S I 2 

Zen s t a a f  van  de 

P a A  

genangen i n  A .  

een massa m op h e t  

m2 h o r i z o n t a l e  v lak .  
Gevraagd wordt de sne lhe id  van m2 na de bots ing .  

We geven de s t a a f  aan  met h e t  nummer 1 ,  h e t  massapunt door 2. 
Grootheden voor de b o t s i n g  door k l e i n e  l e t t e r s  en na de b o t s i n g  inet 
@ o o f d l e t t e r s .  

Met behulp  van  de s t e l l i n g  van h e t  behoud van arbeidsvermogen 
l e n  we w en v de sne lhe id  v a n  P. Xe hebben 

i 1 

w a a r u i t  v 1 = G x .  ( 37 

Ne voeren de s t o o t  S in .  Dan g e l d t  

i 

= X Q  1 

1 

(38 1 

U i t  (38) wordt door e l i m i n a t i e  van V , S e n  Q1 gevonden 
1 

( l + h ) m l  
v =  m +3m 

I 2  
2 

( 3 9 )  

bepa- 
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. .  A G  ' 

. .  Voorbeeld 

Een v i e r k a n t e  @a.at met massa 
' m  en.diago.naa1 2a d r a a i t  mo- 
mentaan o.m. een  as do'or h e t  
zwaartepunt l a n g s  een  d iagonaa l ,  

punt, p wordt ge.f ixeerd.  
Gevraagd wordt de hoeksnelheid 

. .  

hoeksne1heid.w..  Het hoek- 

. ' n a ' d e  f i x a t i e .  

. .  

I 

. .  
We leggen een  x -y -z - s t e l se l  als getekend. We o n d e r s t e l l e n '  de s t o o t  S ,  
// de x-as. . .  . 

Voor dè f i x e r i n g  'is . . .  

g e r i c h t  l a n g s  de x-as. 
N a  d e . . f i x e r i n g  ' is . .  

. .  - - - . .  - 
v" =. v l .  l a n g s  de ,pos x-as;. w O = u; v .P = v -.  ao , (41 )  
O . .  

. .  

waarin en'.; onbekenden z i j n .  U i t  de 'k inematische co .ndi t ie  V , ~  = O 
v o l g t  . . 

. .  

~ ' (42.) 
. .  . .  - . .  - . .  

v = .au . ..  , 
. .  . . .  

De dynamische v e r g e l i j k i n g e n  z i j n  

c43 ) 

. .  . .  
- 

S .= A(mv.) = ' m v . =  
o .  

' M  = - S a  2 ACIW).: = 

. .  

waarui t  v o l g t  na e l imine ren  van S 
. .  . .  . .  

i .' , 



C.II.10 

Opmerking 

De formule (44) drukt  u i t  h e t  behoud van impulsmoment t .o .v .  P en 
kan d i r e c t  worden opgeschreven. 

Voorbeeld 

Een b o l  met m a s s a  m en 
straal a, waarop op h é t  
oppervlak een  massa m i s  
beves t igd , .  d r a a i t  met een 
hoeksnelheid $ om een mo- 

- . .  mentane as door h e t  middel- 
punt M. P l o t s e l i n g  wordt 

. . .  y .' h e t  punt P ge f ixee rd .  Ge- 
vraagd wordt t.e bere,kenen 

hoeksnelheid z; waarmee de 
b o l ' n a  de. f i x e r i n g  r o t e e r t .  

' . de s t o o t k r a c h t  S en de 

-. 
We leggen de y-as  langstMP en de vec to r  o i n  h e t  y-e-vlak. Het 
zwaartepunt l i g t  op een a f s t a n d  a/2 van M op MP. De hoek welke 2 
maakt met de y-as is a .  Voor de s t o o t  i s  de hoeksnelheid 

(46) -I 
o = (0, o cos a, o s i n  a) . 

De sne lhe id  van Z is 
. .  

-. a u  v = (- T s i n  a,o,oj  ., 

. .  
. .  

0 

en de sne lhe id  v a n ' P  

(47) 

. .  
. '( ' i81 

-B 

v - (.- a b  s i n  a,o,o), i 
. .  . . .  

-P - 
N a  de s t o o t '  is. de'. hoeksnelheid . . .,, . . .  

C49) 

. .  
w'aaruit de ' sne lhe id  van '  2 v o l g t  

. .  . . 

. .  

De. sne,lheid van P i s : ( n a  d e . s t o o t ) .  . .  . .  . .  . .  
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* .  2 9 -  
vp = (O, 0 )  = v o - l ) u x a .  

De dynamisohe vergelijkingen leveren op 

s = s z = o ,  
Y 

S, = A(2mv ) = ma; + m'ao sin a ,  (53) 

M = O =A(Iw ),, (54 1. 

M.. = O = A(IU ) = I(; .-  w COS a ) ,  (55) 

X ox z 

X X 

Y Y Y 

Uit ( 5 5 )  volgt 

- 
o = o C O S  a, 
Y 

(57) 

een vergelijking, welke uitdrukt dat het impulsmoment om de as 
MP behouden blijft. 
Door S te elimineren uit (53) en ( 5 6 )  wordt gevonden met 

2 1 I = L5 ma2 + /4 ma2 + '/4 ma2 = 9/10 ma2 , (58) 

(59) - 
w = 2/7 o sin a . z 

Met (59) wordt S volgens (53) 

S. = 9 /? m a w  sin a . ( 6 0 )  



D. 

I. 

1. 

D.1.1 

E l e c t r o  Mechanica 

De methode van h e t  vr i jmaken 

De ene rg ieba lans  

I n  een e l ec t ronechan i sch  systeem wordt e lec t romagnet i sche  ene rg ie  
omgezet i n  mechanische e n  omgekeerd. Het i s  d u i d e l i j k ,  d a t  b i j  de 
b e s c h r i j v i n g  van de t o e s t a n d  van zo 'n  systeem twee typen v e r g e l i j -  
kingen opt reden ,  d i e ,  waardoor de e lec t romagnet i sche  grootheden 
worden bepaald en d i e ,  waardoor de beweging wordt beschreven. I n  de 
ze v e r g e l i j k i n g e n  worden de mechanische en de e lec t romagnet i sche  
grootheden gekoppeld. 
We z u l l e n  onze beschouwingen b a s e r e n  op de wet van h e t  behoud van 
ene rg ie .  Algemeen geformuleerd l u i d t  deze wet h i e r  

To ta l e  energ ie toevoer  = ene rg ie toevoe r  aan de e l ec t romagne t i sche  
ingangen + mechanische ene rg ie toevoe r  = ged i s8 ipec rde . ene rg ie  + 
energietoename van h e t  e l e c t r i s c h e  e n  h e t  magnetische v e l d  + toe-  

. 

name van de mechanische energ ie .  (1) 

Onder e lec t romagnet i sche  ene rg ie toevoe r  v e r s t a a n  we i n  p r i n c i p e  
ook nega t i eve  e l ec t romagne t i sche  s t r a l i n g s v e r l i e z e n ,  zodat  (1) 
volkomen algemeen is. IVe z u l l e n  deze v e r l i e z e n  en de v e r l i e z e n  
door d i s s i p a t i e  b i j  de volgende beschouwingen verwaarlozen. 

Ne beschouwen een  e lec t romechanisch  systeem met s e l e c t r i s c h e  i n -  
gangen en m mechanische elementen. 

Ind ien  de spanning aan de j-de klem v i s  en de stroom i ., is de 

t o t a l e  e lec t romagnet i sche  ene rg ie toevoe r  gedurende een  t i j d  d t  , 

3 J 

s 
i j v j  d t  . 

j=1  
( 2 )  

De ui twendige k rach ten  K (u), welke aan  he t  j-de element op t r eden ,  

e n  welke werken i n  de r i c h t i n g  van de snelheden X l e v e r e n  gedu- 
rende de t i j d  d t  de mechanische e n e r g i e  

j 
j '  

Ind ien  drV de toename van de magnetische ve ldenerg ie  gedurende d t  

i s ,  dW de toename van de e l e c t r i s c h e  ve ldenerg ie ,  dU(i) de toena- 

me van de inwendige p o t e n t i ë l e  e n e r g i e  en dT de toename van de ki-  
n e t i s c h e  e n e r g i e ,  wordt ( 1 )  

m 
e 

( u )  2 .  d t  = dfl + d;", + dU (i)  + dT. % i . v .  3 5  d t  + 5 j = 1  K j J e 
j=1 
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De inwendige p o t e n t i ë l e  ene rg ie  U(i) i s  de p o t e n t i ë l e  energ; 

inwendige,  in h e t  systeem werkende k r a c h t e n  IC.(i). ' .Indien' 'we al; ' a n  

veranderingen i n  één dimensie beschouwen van he t  j-de mechanische 
element i s  . .  

ùe 

J 

Voor de k i n e t i s c h e  ene rg ie  van de m elementen g e l d t  

= 2 p .  # .  , 
J J  j =I 

'waarin a. de massa i s  van "net j-de mechanische.element en p 

d e f i n i e e r d  is door 
ge- J j 

p .  = m 8 .  , 
J j J  

. d e  impuls  dus  van d i t  element.  Met behulp van (5) e.n.(6) wordt ( 4 )  

. .  
I n  formule (8)  worden .de e . lectromagnet lsche e n  d e '  mechanis.c,he ener -  
g i e ë n  gekoppeïd. He.t' is ,  - evena l s  b i j  een  samengesteld mechanisch 

.' systeem, mogel ï jk  door inv 'oer ing van r e a c t i é k r a c h t e n  de twee . s y , t e -  
'men.,te .scheiden of v r i j  t , e  maken. I n d i e n  op het  k-.de' mechanische 
e lement .de  k r a c h t  Pk, i n  d'e r i c h t i n g  van de ,ve rp laa ' t s ing ,  door h e t  

Qiec t romagnet i sche  veld ' .wordt  u i tgeoe fend ,  g e l d t  volgens'  de .tweede 
. .  

. .  . .  . ~ .  . w e t  van Newton . .  v o o r  d i t ,  e,lement . .  
. .  

. .  . .  
. .  . .  . .  

waarmee ( 8 )  kan worden vereenvoudigd t o t  
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k We hebben de systemen vr i jgemaakt .  Door de invoe r ing  van P 

wordt de mechanica door ( 9 )  beschreven,  t e rwi j l  de i n v l o e d  van 
de aanwezigheid van mechanische elementen op he t  e lec t romagnet i sche  
ve ld  door ( I O )  wordt bepaald.  
Het probleem wordt nu P t e  berekenen. k 

2. Mechanische k r a c h t  b i j  magnetische koppe l ing  

We o n d e r s t e l l e n  d a t  e r  a l l e e n  v a r i a b e l e  magnetische ve lden  z i j n .  
Dan wordt ( I O )  

S m 

j = l  J J  k- 1 
diVm = i . v .  d t . -  Pk dxk , 

waar voor Xkdt, dx k 
menten n,  dan z a l  z i ch  de toegevoerde e lec t romagnet i sche  ene rg ie  
over n elementen verdelen.  We hebben 

i s  geschreven. Is h e t  aan ta l  magnetische e l e -  

S n 
i . v .  d t  = i j v j  d t  . 

j= l  J J  j = 1  

T e r w i j l  l i n k s  van h e t  = t eken  i en v r e sp .  de s t room e n  spanning 

over  de j -de klem v o o r s t e l t ,  betekenen i .  en v r e c h t s  van h e t  = 
t eken  de stroom en spanning i n  e n  over  h e t  j-de magnetische e l e -  
ment. Met (12) wordt ( 1 1 )  

j j 

J j 

n m 

j = 1  j J  k= 1 
dWm = i v .  d t  - ;> Pk dxk . (13)  

Deze formule d ruk t  u i t ,  d a t  de aan de  magnetische elementen toege- 
voegde e lec t romagnet i sche  ene rg ie  g e l i j k  i s  aan de toename van de 
magnetische ve ldene rg ie ,  vermeerderd met de v e r r i c h t e  mechanische 
a rbe id .  

Volgens de wet van Faraday g e l d t  voor i e d e r  magnetisch element 

(14)  d t  ' v = - g e h d u c e e r d e  E.M.K. = 
j 

j 
waarin 0 de f l u x  i s  i n  h e t  >-de element.  Met ( 1 4 )  wordt ( I j )  
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n .  
duV, = i .  d @  - 2 Pk dxk . 

j=1 3 k- 1 

Opmerking: 

De waarden van de i . ' s  i n  (13) e n  (15) z i j n  i n  h e t  algeineen n i e t  

ona fhanke l i jk .  Ze z i j n  gede f in i ee rd  a ls  de stroom i n  h e t  j-de ele- 
ment. 
Xe beperken ons  t o t  h e t  geva l  van l i n e a i r e  be t rekkingen  t u s s e n  '3. 3 

e n  i , .  Dan g e l d t  

J 

3 

v o l g t  met (15) 

(18) 
waarui t  v o l g t  

n 

j ,  r=l  
w = 4 L~~ ijir m 

en 

(19) 

( 2 0 )  

3 .  Mechanische k r a c h t  bi.j e l e c t r i s c h e  koppel ing 

'Ne nemen nu a a n ,  d a t  e r  u i t s l u i t e n d  e l e , c t i i s che  elementen z i j n  en 
a e l  n i n  a a n t a l .  Dan -wordt (IO) 

n m 
dW = i .v. d t  - Pk dxk , 

e j=1 5 3  k= 1 
(21) 

waarin i .  en Y .  de stroom, r e s p .  de spanning z i j n  o p  h e t  j -de e l e -  

ment. iVe kunnen v o o r  i .  s c h r i j v e n  
J J 

J 
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. .  

. .  

. .  . .  

( 2 2 )  .. .% . .  
i t  

. I j d t .  ' .  .' 

. .  . . .  . .  . .  
. .  . ,. 

waarin e de. l a d i n g  i s  d i e  , i n  h e t  j-de element wordt :getrans-  -.i . .  
por teerd .  :Dan'wordt .dus' (21 1' 

. . .  

': 

. .  . 

, 1n:het l i n e a i r e  geva l  ge ' ldt  . ' ' 

. . .  . .  . .  
. .  

. .  , 

n' 
c : vr ' I  

. . .  . 
(24)  

. .  . .  , . . . .  . .  ! 

.. . waarih.C . 'de capaci te ' i t .en.  , z i j n .  We. hebbe.n nu. z o a l s  u i t  d,e i n -  . . .  . . .  . 
. .  

, j  l- 
. .  ' t e g r a t i e  van:C23) b l . i j k t  ' '  

. . .  

- 4 %  j , r= l  (5) axk v v.v . (26) 

. .. 

. .  

. .  . .  
' .  . .  

. . .  
. .  

. .  
4.. Mechanische k rach t  i n  ' h e t  aigemeen . .  . .  . .  

We o 'nders te l len  d a t  h e t  . systeem bestaat u i t ,  nl .magnetische. en n 
2 

. .  . .  . .  
. .  

. .  . . .  
i " e l e c t r i s c h e  elementen. . . .  Nu g e l d t  . . . ' . .  

. . .  

. ,' De sommeihg over '  6 heef:t' be t rekking  op. stromen: en ,spanningen. . 
aan  .de klemmen, die .  over n .  op de magnetische en d i e  over. n op 
de e l e c t k i s c h e  elementen: Met  .(27) 'wordt .  (10) 

1 e 

. .  . . .  . . . .  
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Met ( 1 6 ) ,  (24).  ( 1 9 )  en  ( 2 5 )  vinden w e  

Mechanische k r a c h t  bi.1 n i e t - l i n e a i r e  koppel ing 

We kunnen de u i td rukk ing  voor Pk gemakkel i jk  g e n e r a l i s e r e n ,  i n d i e n  

h e t  verband t u s s e n  <p. en  ir meer gecompiiceerd i s  dan door  (16) 
wordt aangegeven, evena l s  h e t  verband t u s s e n  e j en v r volgens ( 2 4 ) .  
We beki jken  a l l e r e e r s t  h e t  magnetische geva l .  We voeren i n  de mag- 
n e t i s c h e  coene ra i e  W m t  door 

J 

Met ( 3 0 )  g a a t  (15) over ï n  

waa ru i t  

p = -  
k 

. .  

Evenzo' l e i d e n  we ' u i t  de e l e c t r i s c h e  coënerg ie ,  W e , ' ,  g e d e f i n i e e r d  
,door . .  . .  

, . . . . n .  
. .  . W e l  = i j V j  - We 1 

' JZ1. 

door i n v u l l e n  i n  (23) a f  

Pk = (Z) V 

( 3 3 )  

( 3.4 ) 
. .  
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I n  h e t  l i n e a i r e  geva l  i s  

iv ' = ivm ; W e '  _T He . m 

Voor één s p o e l  g e l d t  

;Ym' = f @(i ' , x ) ,d i . '  , 
O 

voor één condensator  

W e '  = sv e ( v ' , x )  dv' . 
O 

Voorbeeld 

I 
I i i I I ,  Een hoefvormige magneet wordt l i l i l i  

I 

g e d e e l t e l i j k  g e s l o t e n  door een 
vee r  van magnetisch ma te r i aa l .  
E r  i s  een l u c h t s p l e e t  van de 
b reed te  X. Aan h e t  e inde  van 
de veer  i s  een  massa m beves- 
t i g d ,  waarop een k r a c h t  K ( t )  
werkt. De magneet wordt be- 
k rach t igd  door een  stroom i n  
een  s p o e l ,  welke wordt gevoed 
met de spanning V( t ) .  Gevraagd 
wordt de bewegingsvergel i jkin-  
gen op t e  s c h r i j v e n ,  i n d i e n  de 

vee rcons t an te  C is ,  e n . d i s s i p a t i e  ook i n  rekening  wordt gebracht .  

Voor ' he t  massapunt g e l d t  

& + a2  + Cx - P = K ( t )  , ( 3 8 )  

w a a r i n  (r de dempingsconstante i s  en  P de  elactromechanische k rach t .  
' I n d i e n  .de.weerstand van de s p o e l  r is ,  g e l d t .  voor de k r f n g  

(39)  d - & i , x )  + ir = V ( t ) .  d t  

We,werken deze formules  nader u i t .  I n  h e t  l i n e a i r e  g e v a l  i s  

(35) 

( 3 6 )  

( 3 7 )  



d@ @ d i + a @ &  
@ = L i ,  waaru i t  met - = - - d t  a i  d t  ax d t  ' 

v o l g t  

d i  a@ 
d t  ax 

aiv, aL i~ 
ax 

L - + - j ,  + i r  = V ( t )  , 

Daar P = - - - 3 s ,  , 

wordt ( 3 8 )  

m# + a &  + cx - 3 a@ . i = K ( t ) .  

(41 1 

(42) 

(43) 

De v e r g e l i j k i n g e n  (41) e n  ( 4 3 ) , 1 o s s e n  in pr inc ipe  h e t  probleem 

op. De bepalende g roo the id  i s  2 , welke van de geometr ie  a fhang t .  

Voor een magnetische k r i n g  met s p l e e t  x g e l d t  
< 

0 
/x . ao C 

waa ru i t  ax = - - = - 
2 

X 

Met (44) worden (41) en (43) 

. .  

Liz m# + a? + Cx + 3 - X = K ( t ) .  
- 

(64 ) 

(45) 
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1. 

D . I I . l  

De verRel i jkinRen van LagranRe 

De EeReneral iseerde coördinaten 

De i n  he t  voorafgaande behandelde methode is algemeen en toepas- 
baar  op i e d e r  probleem. Een minder a a n t r e k k e l i j k  k a r a k t e r  ervan 
is  e c h t e r ,  d a t  gebruik wordt gemaakt van coörd ina ten ,  welke n i e t  
ona fhanke l i jk  z i j n .  We zu l l en  i n  d i t  hoofdstuk een s t e l s e l  van 
v e r g e l i j k i n g e n  van Lagrange a f l e i d e n ,  welke gelden voor de alge- 
mene, gegenera l i seerde  coördinaten.  

A l l e r e e r s t  o n d e r s t e l l e n  we, d a t  de m mechanische elementen, wel- 
ke getypeerd worden door de coörd ina ten  x 
peld  z i j n  door de verbindingen 

nbg mechanisch gekop- R’ 

waarin de q 
voor h e t  systeem, d a t  p graden van v r i j h e i d  hee f t .  

Daarnaast moeten we ook e l e c t r i s c h e  gegene ra l i s ee rde  coörd ina ten  r 
invoeren.  D i t  kan op meerdere manieren gebeuren. S t e l  d a t  e r  n 
takken z i j n ,  dan i s  de l a d i n g ,  welke ge t r anspor t ee rd  wordt i n  de i -de  
t a k  t e  s c h r i j v e n  a l s  

de onafhankel i jke  gegene ra l i s ee rde  coörd ina ten  z i j n  k 

k 

We noemen rk de gegenera l i seerde  lad ingen .  Het systeem h e e f t  s 

e l e c t r i s c h e  graden van v r i j h e i d .  B i j  een knooppunt is de son van 
de lad ingen  g e l i j k  aan nul, waardoor deze betrekkingen onts taan .  

Door d i f f e r e n t i a t i e  naar de t i j d  vinden we u i t  ( 2 )  voor de stroom 
i n  de R-de t a k  

: oeR 

. .   ark^ . 
waarir. - constanten z i j n .  We hebben u i t  ( 3 )  

Door .de invoer ing  van r volgens ( 2 )  wordt 

g e h e e l g e t y p e e r d .  We kunnen ook een andere  
k . .  

~~, 

( 3 )  

het  s t e l s e l  e l e c t r i s c h  

type r ing  kiezen. Ind ien  
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de f l u x  i n  de &de t a l  @,is, kunnen we s c h r i j v e n  

waarin nu de r I s  g e e e n e r a l i s e e r d e  f l u x e n  z i j n .  U i t  15) v o l g t  

voor de spanning op de spoe len  i n  de /-?e tak 
k 

waaru i t  

avk* d amf - + - - .  - + -  * - -  
avL* 

aFk ark ' a r k  - -  
d t  a r k  ( 7 )  

2. De l ad ingen  als onafhankel i jke  coörd ina ten  

J e  o n d e r s t e l l e n  d a t  we h e t  gehe le  systeem kunnen b e s c h r i j v e n  
met q , r waarin r de gegene ra l i s ee rde  l ad ingen  z i j n  volgens 

( 2 ) .  Ind ien  we de mechanische v e r g e l i j k i n g e n  o p s t e l l e n ,  wordt 
k k' k 

'k waar in  T de k i n e t i s c h e  ene rg ie  i s ,  U de p o t e n t i ë l e  e n e r g i e ,  

de gegene ra l i s ee rde  k rach t .  Deze b e s t a a t  u i t  twee de len :  de u i t -  
wendige k r a c h t  en de electromechanische.  I n d i e n  de e e r s t e  van een 
p o t e n t i a a l  i s  a f  t e  l e i d e n ,  wordt b i j  i n  U opgenomen. Voor de ge- 
g e n e r a l i s e e r d e  mechanische k r a c h t  g e l d t  algemeen 

We hebben nu 

volgens  (1,321 en (1,341. 



Het is duidelijk dat [ 
uitgedrukt in xR en iR , doch dat [ $) ~ moet worden omgeschre- 

i kan worden gebruikt, daar Wm' is 

ven,  daar de onafhankelijke variabel niek vR is. Nu geldt 

zoals uit de aefinitie vim W volgt. Dus is e 

Met (12) wordt ( 9 )  

De Lagrange vergelijkingen voor q k worden, daar 

waarin 

Indien niet alle uitwendige krachten uit U zijn af te leiden komt 
rechts van (15) nog een s, welke bepaald wordt door deze krachten. 
na :*o?,nelijkingeni (15) geven alleen het mechanische gedeelte. We 

We hebben 
 leid den nu ook het electrische deal van deze vergelijkingen af. 
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waa rb i j  de som wordt genomen over  a l l e  takken.  
We hebben 

m - -  - m R ,  a i  (18) 

op grond van de d e f i n i t i e  van Vim*;  Q R i s  de f l u x  i n  de R-de tak. 

Met (4) e n  (18) wordt (17) 

Ind ien  vR* de spanning i s  op de spoelen  in de R-de tak, g e l d t  op 

grond van de wet van Faraday 

I n d i e n  GR* de spanning i s  op de condensatoren i n  de R-de tak, is 

i VR* + V R '  = V R ,  ( 2 3 )  

met Vk de t o t a l e  spanning op de i -de  tak. Daarmee wordt (22) 

n a n n 

R = l  R=l 

D i t  kan geschreven worden als 
. ,  



. 

de gegeneraliseerde electrische kracht, daar 

a we - -  - o ,  
ai., Met 

wordt ( 2 5 )  

waarin L gedefinieerd is d o o r  (16). 

" ,  .- 

n.11.5 

(27)  

( 2 8 )  

3 .  De fluxen als onafhankeli,jke variabelen 

We kiezen nu als onafhankelijke variabelen de qk en ,de r 

Voor de mechanische kracht geldt 

volgens k (5) .  

Daarmee wordt 

d 

waarin nu 

L = (T + W e ' )  - (U + Wm). 

We hebben 

(31 ) 

( 3 2 )  
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waarin v ' de spanning op de condensatoren is  i n  de R-de tak, vR* 

d i e  op de spoelen e n  V d i e  op de gehe le  t a k .  R 
Op grond v a n  ( 7 )  wordt (33) vereenvoudigd t o t  

x 

D i t  i s  g e l i j k  aan 

waarin 

omdat 

- 0 .  
n 

R= 1 
( 3 7 )  

n 

/ = I  
De som 

gegene ra l i s ee rde  flux i s ,  i s  - a i e ,  vR een  gegenera i i -  

s ee rde  stroom. 

eRVx i s  de uitwendig toegevoerde energ ie .  Daar rk een 

ark  /?=I 

a vim 

a i-k Daar - = o ,  ( 3 8 )  



wordt de vergelijking 

( 3 9 ) .  

Voorbeeld 

We behandelen het voorbeeld van bladz. D.I.7. We hebben 

' = *Liz, w e =  o, (40) ' r n  T = 3 m X 2 ,  U = * c x 2  

waaruit volgt met de variabelen x  ene^, 

2 L = + m X 2  + * L i 2  - + c x  

waaruit volgt 

mj; + cx - &a;; aL i2 = IC(t)., 

d@ 
dt 
- I = V ( t ) . .  

Met de variabelen x en @ wordt 

waaruit volgt 

o2 aL G + Cx - 4 - - = K ( t )  
L2. ax 

Y 

= I(t). 
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