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ENKELE (BIBLIOGRAFISCHE) NOTITIES
bij
Mechanica 1

Het college Mechanica I, later Theoretische Mechanica geheten, was bestemd voor
studenten Werktuigbouwkunde, Electrotechniek en Wiskunde. Het onderhavige dictaat is
in gebruik geweest tot ca 1960.

Het nadien vervaardigde dictaat, Theoretische Mechanica , verschilt alleen van Mechanica
I in Hoofdstuk D. Bij Theoretische Mechanica gaat Hoofdstuk D over 'Integraalprincipes’.
Bij Mechanica I gaat Hoofdstuk D over 'Electro Mechanica’. Dit laatste vermoedelijk ten
behoeve van studenten Electrotechniek.

JdG, 7 Juni 2005.
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Indeling van de mechanica
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A.‘Meetkﬁndige en Kinematische Grondbegrippen

I. Meetkundige Inleiding

1. Coordinaten

In de mechanica wordt de beweging en/of vervorming van lichamen be~
studeerd. Hierbij wordt gebruik gemaakt van de positie beschrijving
door middel wvan coordinaats stemen. In dit college zullen we ons
beperken tot Cartesische coordinaten, dus tot x-y-z stelsels van lood-
rechte assen.

In het algemeen zal alleen gebruik gemaakt worden van rechtsdraaiende
asgsenstelsels: de draaiing van x naar y over 90° behoort bij de
positieve z-richting als de draaiende en voortgaande beweging van een
rechtse schroef.
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Verschillende standaardproblemen uit de mechanica vereisen een rotatie
~ van het assenstelsel, bijv. van X-y-z naar X-y-z. :

. z '
Z Deze rotatie is bepaald indien
we de hoeken geven, welke de
- gestreepte assen met de oage-
Y streepte maken.
=
= | iy
Eﬁﬁ We - hebben
gg} X = éfx X+ By + b oz,
;? ¥ = b x4+ A + £ z 1
E T E T gy ‘ (1
z =.£Ex x + AEY y + Z Z,
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#= = cos (0a, Ob). ) (2}
ab

- De hoeken zijn natuurlijk niet onafhankelijk te kiezen. Er bestaan
verschillende betrekkingen tussen de ltb's. Zo is bijv.

2

2 2 '
bex * é?& vy =
R N L 1,
XX yx - Tzx : (3)
3
f;x .e;y + £§x z;y + f;x Izy = 0, .

b= 4 = M=+ N f-
xx “yx xy Yy xz "yz

terwijl nog 8 overeenkomstige vergelijkingen bestaan.

Om de omslachtigheid van de schrijfwijze van (1) en (3) te vermijden
voeren we een verkorte notatie in. We zullen naast elkaar gebruiken

x=x, y=x, 2z=X (4)

en schrijven voor (1) dan
X, = EL £ij Xy (1 =1,2,3). o (5}
Deze notatie kan nog meer worden verkort door de afépraak dat
a) indien in een formule twee geliJke indices voorkomen, automatlsch
over deze indices wordt gesommeerd (zg. Einstein-conventie),

b) de index waarover niet wordt gesommeerd achitereenvolgens de ver-
schillende waarden kan aannemen.

Met deze afspraken wordt (5)
(6)

De index J heet de dummy~index. Hij kan door iedere andere index
worden vervangen (behalve i). De index 1 heet de lopende index. Ook
deze mag men willekeurig vervangen. Dus (6) iz identiek met

F)

N

L i

;k = gkp xp. : (7)

nl
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i,
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In uitzonderingsgevallen wordt van a) en b) afgeweken. Het wordt dan
speciaal vermeld,

We voeren ook in het Kronecker 6-symbool, met de eigenschappe:n

5,, = O als i A I '} '
13 1 als i1 = . (8)

Dan kunnen de vergelijkingen (3) worden geschreven als

= b
£ki gkj ij?

= 6 -

(9)
£ix 'ejk ij

We zullen verder de transformatie als volgt aangeven

2 3
;:-1 '811 'e12 : '81 3
x, £, &£, &,
X, Ay £, £y

We kunnen ook de xi's uitdrukken in de ;k's. Daartoe moeten we de,

vergelijkingen (6) oplossen. Er ontstaat

Ly ¥y = Lyy £yg Xy = 0yy x5 = %y,
dus _ _ (10)
xk = ;eik xic
it
E, 2. Vectoren

Een skalar is een grootheld, welke getypeerd w0rdt door één getal,
213n waarde.

Een vector heeft in de drledimen51cnale ruimte drie kentallen. Het -
is een grootheid, welke zowel grootte als richting heeft. Wij geven
vectoren aan door een symbool, voorzien van een pijl: r.

sl SEYTINELY

B

Teder stelsel van drie getallen vormt ﬁog geen vector., Opdat drie
‘getallen een vector vormen, moeten 21} zich bi] coordinatentransfnr-
maties op voorgeschreven wijze transformeren.
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%p’ Fen typische vector is de positievector ¥ van een punt, gemeten
E}; ‘vanuit de oorsprong. We kunnen schrijven
*?f r = xi + yi + zk, (11)

waarbij i, j en k de eenheidsvectoren langs de x~y-z-as zijn. Dus

&,

5 i =131 = [kl =1, (12)
- - = =

%‘: Bij overgaan op het x, y, z-stelsel wordt

ﬁif r=xit +yj+2k =3 +y57 + 3z k. (13)

De componenten van r transformeren zich volgens (6) en (10). We zullen
een vector definieren als een grootheid, waarvan de componenten zich

op deze wijze transformeren,

—-

— — .
De som van twee vectoren a en b, met de componenten a; en bi, is «a

met de componenten as . Er geldt

(14)

waaruit volgt:

a) a+b=b+a, (commtatieve wet),
b) a+ (b +c)=(a+b) +c, (associatieve wet),
c) de parallelogramconstructie:
a
Pt
b
FPY ]

Skalair product ,
Het skalair product van de_vectoren 2 en b is de skalair lal.|bl. cosa

W, -.

.
3
:.] Y

)
gl
EL

en wordt aangegeven door (a.b). De hoek o is de hoek tussen de
vectoren. - , .
b Egt skalaiy product is nul als
3 | a=00of B =0o0f a=mn/2.
i

|

|
wt

J

l
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We hebhen

O a.b = b.a'

3 o A e aa (15)
%3-‘{, asdb + ¢) = a.b + a.c.
g Verder geldt
Aﬁ; -b‘--. —_ - — =
; ioi = J-j = k.k = 1,
i.j = jck = k-i = 0.
Uit (15) en (16) volgt
(a-b) = ai bio , \ (1?)
Vectorproduct
P=axb==bxa (18)

is een vector, loodrecht op het vlak van 2 en B, van de grootte
|2l.1%}. sin a, terwijl de zin wordt bepaald overeenkomstig de rechtse

. schreoef:
3 3
= X~y "z s
b g”g*ﬁa
(4
Y
Er geldt _
e x (2 +1) = exa+cxb, (19)
Verder :
‘ -1xj=k;jxk= ;kXi'=j. (20)
ixi=3x3=kxks=o0. (21)
Uit (20) en (21) volgt
N
PxQ= P, Py Pl - o . - (22)
v 4 &
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Het symbool e

43k

We voeren in de grootheid ua-:.ij met de volgende eigenschappen

a) e, k 0 als twee of drie indices onderling gelijk zijn.

i3

b) eijk = +41 of =1 als i, j en k een even resp., een oneven permutatie
vormen.

Dus €. = 13 e, =-1;e225=0.

-

- -
Indien ¢ = a x b kunnen we voor de exponenten van r schrijven

C = e

i ijk %5 Px (23)

Tiidafgeleide van een vector

Indien een vector 3 van de tijd afhangt: P = p(t), wordt de tijdaf-
geleide als volgt gedefinieerd:

P(t + AtA)t- p(t) . (24)

Indien de tijdafgeleide bestaat, geldt

d —™ =—.b _ = - . > . )

3¢ p(t) = p(t) =p 1+ p, § + P, k. (25)
Voor het skalaire product geldt ¢

dt ‘P p.q + p.q o
en voor het vectorproduct

st (px @) =px q+pxq ‘ (27)

Plaatsafgeleide van een skalar

Indien een skalar ¢ over een ru%mtelijk gebied is gedefinieerd,
kunnen de afgeleiden naar de coordinaten bestaan, bijv.

39 = (28)



A‘I'?

waarbij we differentiatie naar Xy door i aangeven, De vector g met

de componenten (28) heet de gradient van [

g = grad ¢, . _ (29)

Plaatsafgeleiden van een vector

Ook vectoren kunnen differentieerbaar zijn. De divergentie van de
vector g is

I 1
ENE

051 agz 65}

div g = 7, + 7% + 7%, =8 4- (30)

AT

' De rotatie van de vector g is gedefinieerd door

/3g, dg \ - og, %g, g, g\~ |
g 3 (4 1 1
rot g = ("a"g'zr;;) 1+ (a—;;-s;';)i (a—;z';'erg) k, O

waarvoor kan worden geschreven

g ®i Bk,3° (32)
Stelling van Gauss
Voor een voldoend regulier veld geldt
J\ a4 4 av. = Lr a, n, ds, | (33)

vel . : 5
waarbi] de integraal links over een volume 'V wordt genomen, dat
begrensd is door het oppervlak S. n, i1s de i-de component van de een~

heidsnormaal op het oppervlakte-element 45, gericht naar buiten. De
formule (33) wordt ook geschreven als

fdiv;dV=fandS. S (38

vol ]
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Stelling van Stokes

Deze luidt
I (rot a)n 4s =§ a.ds ' (35)
5 ,
of in indexnotatie )
Jﬂ eijk ak,j n, ds :hflai dxi. . (326)
S

De richting waarin de contour

moet worden doorlopen en de
positieve richting van de eenheids-
normaal op het oppervlakte-

element zijn in de figuur aange-
geven. :

‘Indien rot a = O wordt volgens Stokes é: a.ds = 0, waaruit volgt'dat

J‘ ';.d; onafhankelijk is van de.weg om van het punt a

a
naar b te komen. Dan geldt

a=grade ~ a; = 94 4 | (37)

de vector a is af te leiden van een potentiaal.

Qgsaven
1, Bewijs (15), (19), (22), (34%) en (36).

2. ngijs 61:] 6ij‘=3; eijk ekji = =6,

4, Bewijs met behulp van de indexnotatie

IR
0.0

-

a. (b x¢) = (@x B).c

=}
g
3

5, Bewijs met behulp van 3 dat

ax (B xo) =b(a . ¢) -cla . b).
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Indeling van de vectoren in de mechanica

De vectoren, welke in de mechanica optreden, kunnen niet alle op
dezelfde wijze worden behandeld. Hoewel ze bij rotatie van hev aowsi~
stelsel dezelfde transformatie ondergaan, kunnen ze in andere eigen-
schappen onderling verschillen. Er zijn ‘

(a) gebvonden vectoren. Deze zijn gelocaliseerd. Ze behoren bij een
bepaald punt in het lichaam en kunnen niet worden verplaatst.
Voorbeeld: de snelheid van een punt in een vast lichaam
(6 kengrootheden).

UL

I
,_1-

(TS

"
F

=L (b) glijdende vectoren. De werking van deze verandert niet, indien de
- vectoren langs hun as worden verplaatst.

%}' Voorbeeld: de kracht op een vast lichaam (5 kengrootheden).

%ﬁ (¢) vrije vectoren. Deze kunnen willekeurig evenwijdig worden

B verplaatst door het (starre) lichaam.

%ﬁ Voorbeeld: koppel, hoeksnelheid (3 kengrootheden).

i

De vectoren kunnen nog op een andere w1Jze worden ingedeelcd,

Men heeft

(a) polaire vectoren. Bij een inversie van het coordlnatensysteem, dat
is een omkering van het teken van de drie codrdinaten, keren ook
de tekens van de componenten om.
Voorbeeld: snelheid.

(b) axiale vectoren. Bij een inversie blijven hier de componenten

onveranderd.
Voorbeeld: moment, ieder vectorproduct van twee polaire vectoren.

M”W-}:!&%w'lf%_lev@@%?ﬂi: 1 &%,iﬂh{

3. Tensoren

Een tensor van de nulde orde is een grootheid, welke niet afhangt
van de keuze van het coordinatensysteem. Het is dus een skalar.

Een tehsor van de cerste orde is een grootheid, waarvan de {drie)
componenten bij rotatie van het assenstelsel zich transformeren

volgens

-y £, . a,, . o
BN . (38)

en a; = zji aj.

A

T Y TTT O Fm ( MALITL A

AN)

Een tensor van de tweede orde is een grootheid, waarvan de (negen)
componenten bij rotatie van het assenstelsel zich transformeren

volgens

i3 = %k %je ke
en . 8445 7 By o3 Aker

=5

1

a

(39)
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4.1.10

Op overeenkomstlge wijze worden tensoren van hogere orde gedefinieerd.
We beperken ons in dit college tot tensoren van de tweede orde.

De optelling van tensoren is commutatief. Dus

= ] = . ' O
Cij . Aij + Bij Bij + Aij' (40)

waarbij onder de som van twee tensoren is verstaan de tensor, die men
verkrijgt door de componenten op te tellen.

Tensoren zijn transitief.
Stel we hebben de coordinatentransformaties

Xy = tijxj; xi"‘= fij' xj': x," = zij“ Xy (31)
- dan geldt -
£ij" = {ik' ﬁkj. (42)
Oock geldt
aij" = ,eik" £dle" a-kz - (}"'3)
en -
= ' ' (Lk)

1 ] = (£
agy" = fp' 430" 2pq’ = Yap' A" Yx ) ke
De vergelijkingen (43) en (44) zijn identiek.

De Kronecker 6 is een tensor van de ﬁweede orde. We hebben

T . 5 _ 5
bij zik ‘Eﬁ ki zik 43k i3’ (45)
onafhankelijk van het coordinatenstelsel.
Een'symmetrische tensor heeft de eigenschap
een keersymmetrische . S

it

Iedere tensor is de.som van een symmetrische en een keersymmetrische

tensor.
Belangriake tensoren uit de mechanica zijn de traagheidstensor, de

spanningstensor en de deformatietensor.‘Ze zijn alle symmetrisch.
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§§; Hoofdassen van een symmetrische tensor van de tweede orde

i—" . e L ' . . S ‘
Eﬁﬁ Bij coordinatentransformaties, transformeren ook de componenten van

de tensor. Is er een assenstelsel, waarin de symmeirische tensor aij
de vorm heeft van een diagonaalmatrix? ,
We geven een eenheidsvector door 7 aan, met de componenten nj. Dan is

YT

n. een vector. Indien n langs een gezochte as valt, moet dan

a
i3 73
gelden: aij nj heeft de richting van n, . Dus

(aij -~ a 6ij) nj = 0. (48)

Bij gegeven a,, vormt (48) een stelsel van drie homogene, lineaire

ij
vergelijkingen voor nj.,Er is alleen een oplossing, indien

Iaij - a 6iji = 0, | (497

waarbij onder ...l de determinant wordt vensfaan.
Bij uitwerken vormt (49) een derdegraadsvergelijking in a, de
z.g. eigenwaarde. De vorm van (49) is - =

& - A(‘l)az _ A(a)a - A(B) -0, . _ (50)
. waarin o :

- 243 ’

42 - % (agy 243 = 234 2550 o (51)

A3 . o

Iaijl

De grootheden A(k) heten de invarianten, zij zijn skalairen en
veranderen niet bij draaiing van het assenstelsel. De eigenwaarden
of hoofdwaarden van de tensor zijn de oplossingen van (50}. Z2ij zijn
"reéel, bij reele, symmetrische aij;Want volgens (48) geldt voor een
oplossing a, van (50) met de bijbehorende n§1)

1 1 o |
Ef Voor de oplossing a, van (50) geldt eveneens
i a4 ng_) = a, n§2>, | | | (53)

ﬁ; ' Vermenigvuldig (52) met-niz) en (53) met niq)Aen trek af. Dan

ontataat.

2y 4 (ngﬂnia - nga)niﬂ) = (.a1-a2)(nj(.1)ni2))f - (54)
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Door de symmetrie is de linkérvorm = 0, Dus

(1) _(2)

‘(a1 -a,)n ‘0" =0 (55)
Indien a, complex zou zijn, kunnen we voor at de toegevoegd complexe
nemen: % = a,. Dan is ook n; D complex en ng 2) | E§1). Dan wordt
echter n ) nia) = n§1) n§1 >0, dus a4 = a,.

Dit is in tegenspraak met de onderstelling van toegevoegd complex

karakter. Dus zijn de drie ak's reeel.

Indien a, # a,, volgt uit (55) dat

ni1) . nia) =0, | (56)

d.w.z. de bijbehorende hoofdrichtingen staan loodrecht op elkaar.
7Zijn er dus drie ongelijke hoofdrichtingen, dan staan de drie rich-
tingen loodrecht op elkaar, Indien twee hoofdwaarden gelijk worden

bijv. a, = a,, behoeft niet aan (56) te worden voldaan. Jedere combl-
natie an(1) + Bn(a) voldoet dan aan
(1) (2}, _ (1) (2)

waarin a en B nog willekeurig kunnen worden gekozen. We kunnen dan

(1) (2)

steeds ni en ni zo kiezen dat ze loodrecht worden. Dan worden o
(1) (2)
en ng )

en P bepaald uit (bij eenmaal gekozen n,

(an§_1) (2))( (1) (2))

(58)
(a (1) (2) . n§1) |

=1,

B = Oc
Meetkundig betekent het zoeken van de hoofdrichtingen het op hoofd—
assen.brengen van het op de tweedegraads oppervlak(ken)
ayy Xy xj = 1, ' (59)

en/of

aij xi xj = -10 (60)
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II. Mechanische Stelsels

L

i

Naar hun natuurkundig karakter kunnen de mechanische stelsels woraen
ingedeeld in stelsels van gasvormige, vloeibare en vaste lichamen.

De vaste lichamen kunnen weer worden onderverdeeld in ondeformeerbare
lichamen (hier aangeduid met star) en deformeerbare lichamen.

Het ie duidelijk, dat het concept van het starre lichaam een jideali-
satie inhoudt, daar ieder lichaam steeds deformaties zal ondergaan.

In Mechanica I worden uitsluitend de eigenschappen van starre lichamen
besproken, in Mechanica II die van deformeerbare, in het bijzonder
elastische lichamen.

Onderscheid wordt gemaakt tussen een lichaam en een systeem of een
stelsel van lichamen. Een bijzonder star lichaam is een materieel
punt, dat ontstaat indien het volume van het lichaam zeer gering ls,
i maar de dlchtheld zo groot dat het product
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eindig blijft. Liever beperken we het begrip tot een vast lichaam,
waarvan we alleen de translatie beschouwen.

Het enkelvoudige lichaam zal naast een translatie nog een rotatie
kunnen uitvoeren., In het stelsel kunnen meerdere lichamen zich ten
opzichte van elkaar bewegen.
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Het aantal graden van vrijheid van een willekeurig systeem is het
minimum aantal coordinaten, dat nodig is om de positie van het systeem
te bepalen,

Een materieel punt heeft dus maximaal drie graden van vfijheid, het
starre enkelvoudige lichaam maximaal zes. Een materieel stelsel kan
een willekeurig eindig aantal graden van vrijheid hebben.:
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Een systeem van n lichamen moet worden onderscheiden van een verzame=-
ling van n vrije lichamen, omdat in het systeem de lichamen gekoppeld
, zijn. Zodra de bewegingsvrijheid van een lichaam wordt beperkt, bijv.
£ doordat het gekoppeld is aan andere lichamen spreken we van een
onvrije beweging, soms ook van een gedwongen beweging.

)

n
Bithal

i

e

s

AT

fm

BT - rigala 1|




"
Lla, o

ST NI e

el IR PP L PN AR o

AL )

A.IIT.1

III. Kinematica

1. Het punt

z De positie van een willekeurig

runt van het lichaam wordt

bepaald door de radiusvector uit

de oorsprong. De baan wan het

punt wordt door de parametervoor-
P stelling gegeven

~rt

# = r(t). (1)

De snelheid ¥ is gedefinieerd
door

—> —.b - A _‘". 1
v =y =1inm I‘(t b tgt I‘(t) ’ (2)

At - o

de versnelling & door

;(t + At) - ;(t)
AT . (3)

LN ]
2=V =7 = lim
At—+ o

P doorloopt zijn baan. In het
interval t = t + At doorloopt
P het baanelement As, waarbij de
posities bepaald zijn resp. door

;(t) en r(t + At). De koorde van

As is Ar. !

—

In de limiet is 4r = 483 . T, (&)

waarin ? de eenheidsvector is langs de raaklijn. Dus

-~ -l
v =VT, (5)
waarin v = |¥| = 52

= E? f . (6)
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a=v=v1t+v
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Nu is éz _ QE ds _ .
dt ~ ds ° 4t :

]
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terwijl
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ds

(7)
at (8)
(9)

is, waarin n de eenheidsvector langs de normaal is, gericht op het
kromtemlddelpunt én p de kromtestraal is.

Dus
)
2983 ¥V -
at? P

Bewijs van (9)

E(C)

2. Het starre lichaam

(10)
171 =1
|at] = 2 sin %% . 1 = ba
lim 871 _dx 1

Het snijpunt van twee "naburige"
normalen is het kromtemiddelpunt M.

Een vast lichaanm draait om een vaste
as., Ieder punt beschrijft een c¢irkel,

_waarvan’ het middelpunt op de as 1igt.
" Indien de hoek, waarover gedraaid is,

wordt aangegeven door ¢, is de

"hoeksnelheid w = Eﬂ. We voeren voor de

dt
hoeksnelheid een vectorgrootheid in.

De vector w wordt als volgt gedefinieerd

(a) @ heeft de richting van de
draaiingsas,

(b)l;l =32 a0 grootte van de hoeke-

at’
snelheid,

—
{(¢) draaizin en richting van @ corres-

.ponderen als bij de schroef.
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Voor een willekeurig puﬁt A van het lichaam, bepaald doqr T vanuit
een vaste oorsprong O op de as, geldt voor de snelheid v

v = @x 7%, , ‘ (17)

Indien het lichaam niet draait om een vaste as, doch om een vaet punt,
i=s er sen draaiingsas door dat runt, welke veranderlijk is van
richting. De draaiingsvector ® heeft nu de veranderlijke rlchtlng van
deze as.

Indien het lichasm geen vast punt heeft, kan de beweging van ieder
punt worden beschouwd als de translatie met een willekeurig punt mee
en de rotatie om een as door dat punt. Ook nu bestaat dus een vector
@.

Het ig in het geheel niet vanzelfsprekend, dat © een vector is. Stel
dat het lichaam een eindige rotatie R, uitvoert en daarna een eindige
rotatie R, om een andere as. We schrijven dan voor de resulterende
rotatie Ry + R,. Indien het lichaam eerst R, uitvoert en daarna R, is
de rotatie R, + R,. Het blijkt dat

R, + R, #R, + R,. (12)

Eindige rotaties zijn dus niet door vectoren voor te stellen. Dat ®
wel een vector is, volgt uit de voorstelling (11), waarin de vectoren
YenrT optreden. Daaruit volgt weer, dat voor infinitersimale rotaties
AR, en AR, moet gelden

1im (AR, + AR,) = lim (AR, + 4R,). (13)
ARy~ o ARy - 0 '

De formule (13) kan direct worden bewezen.

Het lichaam draait om 0Q.

-n is de eenheidsvector langs 0Q.
P is op de tijd ¢ in~r s O de
tija t+dt in r =7, + dr,.

De hoek waarover P draait is de

Den is
Jo .
lar | = r, sin ¢ . 48 of
- -
dr, =mn, do, x 5, . (14)
Daaruit volgt,
- d'r1 - de1 - - -
Vi SFEC S By ogEo X Ty T @y X Ty _ (15)
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Hierna draait het lichaam om een andere as, gegeven door ﬁ;. De
totale verplaataing is

-pp . - - — - — -~ ,-_’)
dr = dr, + dr, = n, d6, x Ty + 1, de, xr,, (ie

waaruit volgt

-

-.. - - — —
I? v = -d—.i-:- = Wy X 1‘1. + W, x I'z =
% - - -+ - . — - - - - -
£ Wy X Ty 4+ @y X (¥ wdr ) = (0, +0) X1y + @, Xdr,
5 “7)
3 |
3 In de limiet geldt dus
E V - (D-' + wz x 1‘1 o] .
E @ =G4 dy = W, + 0. ‘ _ (18)
E
B De hoekversnelling is gedefinieerd door

A - ) ) :

=32 - (19)

%. De Relatieve Beweging

Het is vaak nuttig twee assenstelsels in te voeren, een absoluut ‘
(stilstaand) en een meebewegend. We zoeken het verband tussen de kine-
matische grootheden,.uitgedrukt in beide coordinatenstelsels.

_ , - Het X~-Y-Z-stelsel is vast, het

y A ‘ x-y-z-stelsel is bewegend. De positie

: z\ van hgt x-y-z~-stelsel wordt bepaald
k

P ' door R, die de oorsprong O' vastlegt
, in X-Y-2 en de hoeken, welke de assen .

onderling met elkasar maken.

De positie van een punt P, in het

x-y-z~-stelsel gegeven door T, is

in het X-Y¥-Z=-stelsel bepaald door

\

-

-

R+r=R+xT+ 3]+ zk. (20)
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De snelheid van P is de tijdafgeleide hiervan, dus

[ ] »

¥ =3B +‘? =R + x31 + 53 + 2K + %1 +.y] + zk. “(21)

We zullep afleiden

rel

— - - - - 5 ~ ~-
i=z=wxi, j=wx j, k =0xk, (22)
waarmee (21) overgaat in
v=R+ (wxr)+ Vel? (23}
met -' -—b [ o d e °
. v =xi + yJ] + zk. . (24)

-
e voeren in de sleepsnelheid Vel door

.i‘ Vo, =R+ (o x ), (25)

i waarmee (23) kan worden geschreven als

_- - - - - R 6
VSVt Vpe1t (26)

i . Afleiding van (22).

é ‘ De eenheidsvector 1 draait gedurende
A _ de tijd At over de hoek Ap. Dan is

o i(t+ﬂb-r- - 2 sin A9
' Al lgi = lim ——2
3 | RETAE At Tat
? ‘ At- o ‘
1)

Ap is een draaiing om de y-as en een om de z~as. Daar de draaiingen
infinitesimaal zijn, kunnen.ze worden gpgeteld., De draaiing om de
y~as heeft de grootte en richting -wy-k, terwijl de draaiing om de

zZ-as aanleiding geeft tot +mz Je

4 N
Daar _ . - -
w =wi+w + 0w k
x yj z
: wordt
- .
. . It - @ x 1.

De formule voor de sleepsnelheid (25)

heeft een belangrijke toepassing.

Y Indien het stelsel x-y-z met het lichaam
meebeweegt, wordt de snelheid van een
punt van het lichaam P uitgedrukt in
de snelheid van een ander punt van het

and

[ o R TR
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liéhaam_.O' dat_willekeurig kan worden gekozen, Stel de snelheid van
0t is vo, dus vo = R, dan geldt

-

V=v +ox7T]| . (27)

[»)

Deze formule heeft zeer veel toepassingen in de kinematica en. dynamlca.
De vector w is een yrije vector. Dit bewijzen we als volgt. Stel @ is
gebonden aan O!'. Den geldt voor P met de snelheid E2

- - -
V, SV tuxX T, (28)

waarin r; de vector O'P is. Voor Q met de snelheid v-'; en de positie
—

-

T
0'qQ == T geldt

—

Door aftrekken wordt gevonden uit (28) en (29)

i d = End - - — - - )
= + W X - = v by 0
v, v, _ (J:'oPl rm) A rox T . (30)

Deze formule heeft de structuur van (27) met @ behorende bij Q en r;

-
gemeten vanuit Q. Dus w is een vrije vector.

Indien de oorsprong O' blijft samenvallen met O, dus het x-y-z~stelsel
om het vaste punt O roteert, vereenvoudigt de formule (23) tot

- - - - ' )
ve=v ,*exr). , ; (31)_

Dit kan worden geschreven als

(£7) =(&7) +@x, (32)
‘abs : _ . _

rel
waér‘bij (%) de verandering van T is gemeten in het X-Y-Z-stelsel

en (gi) o1 die, gemet'e'n in' het x-y-z-stelsel. De formule (32) kan

worden gegeneraliseerd tot een formule voor de’ veranderlng van een
willekeurige vector a: ‘

' .‘.1.‘3.) - (d“t) +‘(:x-;.) . o 7 (33
.( T e N Ty T T "

" Dit zien we als volgt, We ontbinden Z zowel in het X-Y-—Z—stelsel
‘(eenhei_dsvec‘toren 3 K) als in het x-y«z-stelsel
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a=8, I+a, J+a, K=a i+ a, J+a_ k. (34)
Differentiatie geeft .
- . ‘ i
- da da da - ¥ e
aa) _Pxy By By o4 o4, & -
(dt)ab'ti+dtj+dtk+axdt+aydt+azdt'
| (33)
Pbit is echter
(%), - (&)  -@xo.
abs rel

op grond van (22).

De relatieve versnelling

We gaan uit van (23) en differentieren deze naar de tijd. Dan ontstaat

Z.ps = Vaps = R * (0 x r) + (0 X 1) + Viel® (36)
Nu is

r =(wx )+ Vrel (37)
terwijl

Viel = X1 +¥F i +Z2k+xi+ Yy i+ zk. (38)
Invullen levert

fabe = %a1 * Zcor * Frel’ . - B9
met - e L o - - -

Ay = 3 + (Wx r) + wx(w Xr),
Bcor ~ 2(w x vrel)' (40)

a =
rel.

De relatieve versnelling is de versnelling in het niet-bewegende
x-y-z-stelsel (0 = R = 0).

De sleepversnelling is de xersgelling,van een vast punt in het beiegenf
de stelsel (v X =¥ =2%=0).

rél =

De -Coriolisversnelling is het overige deel.’
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Bij- de gelijkmatige beweging om een vasfe as.is R =w = 0, Dan is

de sleepversnelling de cenciripetale versnelling wx (@ X r).

b, Glijden, rollen en pivoteren

Indien twee lichamen met elkaar
contact maken in een punt P, kan
dit punt worden beschouwd als
punt van lichaam 1 (P, ) en als

punt van lichaam 2 (P;). De snel-

heid van B, is ; y die van E :

Vp . We spreken van glijden, indien
2 ’ ‘
o # vp
14 2 .
De snelheid, waarmee lichaam 2 over lichaam 1 glijdt is u, bepaald door
sV, -V, (1)

2 1

Indien de snelheid U = O, terwijl toch beweging plaatsvindf spreken we
van rollen of van pivoteren.

Bij een rollende beweging‘roteert het eerste lichaam ten opzichte van
het tweede om een as, welke ligt in het gemeenschappelijke raakvlak.

Bij een pivoterende beweging roteren de lichamen om een as, welke
loodrecht staat op het raakvlak,

Bij een rollende beweging is het contactpunt de relatieve pool Ez'

Voorbéeld: cylinder op vlakke plaat

NEN

12 . P ' }————-vz

XY

Een c¢cylinder met straal a roteert om het middelpunt M met de hoeksnel-
heid w. Het punt M transleert met de snelheid v, . De cylinder maakt in
P contact met een vlakke plaat, welke een snelheid'g heeft,

We hebben :

=
3
[
=
=

i

v

]

P v, = aw,
A
v

’
PZ H .

(42)

I}

v
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beide~naar'rechta.*Rollen-tfeedt"op als

'71 fam=_v

(43)
glijden als N !
Vv, - aw 5 v,. :‘;(44)
Voorbeeld ‘_

Een rechte cirkelkegel met halve top~-
. hoek a rolt over een plat vliak,

-De hoeksnelheid, waarmee de kegel onm

zijn as roteert is w,, die waarmee de

"kegel rondloopt over het platte vlak
im w, .

L

De kegel roteert om de beschrijvende,

- welke in het viak valt., De hoeksnelheid

. van deze rotatie is w .
Dan geldt dus '

. -

- -
W= Wy + W

(45)
eenfvéfgelijkihg. welke we moeten interpreteren als
mahs_ﬁ mrg; + @ (#6)
Omdat L
| el - B
tan a = -y : E (47) -
is . . ' o o
w.= W, cota, (48) .
Indien deroﬁlooptijd van de kegel T is, is
Wy = %; , (49)
dus .' 21:‘ o -
. w =5F cot . (50)
Verder'ié

| 01"'35. L

(s1)
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Voorbeeld

“? Een wiel met straal a rolt over
een plat vlak in een clirihel, waal-
van het middelpunt A op afstand b
van het danrakingspunt is gelegen.
De 1ijn MC, loodrecht op het vlak
van de cirkel blijft daarbij
steeds evenwijdig aan het platte
vlak. MC = b. Het wiel draait over
een hoek ¢ en doorloopt een hoek
¢ . De conditie voor rollen is

FTT AT
e sl * SELINE LR

ag + bd = 0. (52)

We hebben

“tan « = a/b, (53)
% — ' :' waaruit

:" ¢ == . cota. {(54)
£ Vectorieel worden ¢ en ¢ samengesteld tot w. De vector w valt langs
de 1ijn PC. Het is direct te zien dat PC de momentane rotatie-as is.

. Voorbeeld. b ' Een tap A loopt op een kogel B.
. \\_,ﬂn De tap draait met een hoeksnelheid
w (=tnAC) om zijn as. Waar moet

‘deze as liggen, opdat de kogel
alleen rolt? ‘

De tap draait met de hoeksnelheid

@, - t.0.v. het gestel C. Als B

zuiver rolt t.o.v. het gestel,
moet dit geschieden om A4, . Het

rollen van B t,o.v. A geschiedt
om B1Bz. De as moet dus door het

E@@@@E@EEEQA;3;~%f .

/
/

o : , :

% snijpunt gaan van A1A2 en B, Bz ’
gj dat is 0. Verder is

24 Wy = Gyg * Wyge  (55)

=—i.'

=

-

e -

? Opmerking . uha

Bij deze rotatie om drie vaste assen mogen de w's niet als vrije
vectoren worden behandeld. Zij zijn gelocaliseerd op hun assen,
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5. Verbindingen van systemen

De meeste mechanicaproblemen hebben betrekking op de beweging van
onvrije systemen. Een systeem is onvrij, indien tussen de Cartesiscne
coordinaten meetkundige betrekkingen bestaan.

Voorbeelden: maggapunt, dat zich beweegt over een vast oppervlak of
langs een vaste kromme;
lichamen, die onderling gekoppeld zijn, bv. door
scharnieren.

Bestaat een systeem uit n onvervormbare lichamen, die jder getypeerd
worden door zes coordlnaten, dan heeft het systeem hoogstens 6n graden
van vrijheid. De coordinaten, welke gebruikt kunnen worden om de
positie van het systeem te beschrijven zijn de 3n Cartesische coordina-
ten van willekeurige punten, in ieder der lichamen één, nl.

Xoo Yy0 243 X8 Y, 0 2,5 200 1 de 3n hoeken, welke vaste assen in de

lichamen maken met de ruimtelijke assen: @, 4 $1 4 X1 3 P2 ¢2, gy oo o
Deze. 6n codrdinaten geven we aan door Py (k =1 ... 6n). Door de

verbindingen tussen de lichamen treden betrekkingen op

fz (P19 P, 3; eeey P6n’ t) =0,

3A (z = 1,2,... M)- (56)
?j Zijn er m verbindingen, dan heeft het stelsel 6n-m graden van vrijheid.

Het heeft zin zgn. gegeneraliseerde coordinaten Gy (k =1,2,... 6n=m)

in te voeren, zodanig dat aan de betrekkingen (56) automatisch wordt
voldaan. Er zijn dan evenveel gegeneraliseerde coordinaten als graden
van vrigheld. Het is duldelijk dat in het algemeen

Py = Pg (q1s Qe eeen Qg t),

'(B = 1.2,..--611). (57)

ki PN LT ‘_'ﬁﬁij'; },:ﬁ o

Voorbeeld
De beweging van een massapunt op een bol met straal a. Voer in
x = a sin 8 cos ¢,
Yy =a gin 6 sin g, | (58)
Z = a co8 8,
dan zijn 6, ¢ de gegeneraliseerde coordinaten. Ze bepalen de positie
; van het punt eenduidig.
-

We maken onderscheid tussem verschillende voorkomende verbindingen..
Een systeem heet holonoom, indien de meetkundige voorwaarden kunnen
worden uitgedrukt door betrekkingen tussen de coordlnaten, zoals in
(57) is aangegeven, Bij zgn. niet-holonome systemen zijn de meetkundige

LY 11D

F.-‘HI I,
&
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voorwaarden betrékkingen tussen de differentialen van de coordinaten,
welke niet kunnen worden geintegreerd.

A1(p1,p2..., t) dp, + Az(p1,pz.... t) dp, + ...
see + A6n(p1 'pz‘.., 'U) dp6n = 0- \39)
Voor de differentialen kunnen ook de snelheden worden ingevoerd:
A1p1 + AZPZ + a0 A6n psn = O- (60)

Er kunnen natuurlijk meerdere betrekkingen (60) bestaan.
Bestaan er niet-holonome systemen?
We geven een voorbeeld.
Een schijf rolt over het x-y-vlak, zodanig, dat de schijf steeds
F4 verticaal bilijft. Coordinaten zijn:

) (x,y) van het middelpunt M, ¢ de hoek,
waarover de schijf gedraaid is, 8 de
hoek tussen de y-as en de normzal
op de schijf. Omdat de schijf rolt,
geldt voor de snelheid v van het
middelpunt met a als straal

) Y v = ap . (61)
In cobrdinaten wordt dit
X
X =~vcos B8 =~ apcos 8,
-»
y=-vein 8 = - a§ sin 9, (62)
0f in differentialen
dx + a cos 6 dy = 0, }
dy + a sin 6 de = O. (63)

Deze betrekkingen kunnen niet worden geintegreerd. Kon het wel, dan
waren de integralen

f, (x.y,e.q:) = 04 fz (X.y,e,(p) = 0. * (64)

Los 6 op uit f, =0, vul in in f, = 0. Los ¢ op. Dan ontstaat

¢ = glx,y). (65)

Dus rollende van A naar B is de
Y hoekverandering gelijk voor iedere
weg. Dit is onmogeliijk.
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Een systeem is skleronoom, indien de verbindingsrelaties de tijd niet
expliciet bevatten. Doen ze dit wel, dan heet het systeem rheonoon.

Er zijn dus holonoom~skleronome, holonocom-rheonome, niet~holonoom-
skleronome en niet-holonoom-rheonome systemen.

De verbindingen, die we tot dusver hebben behandeld zijn tweézijdis:‘ :
ze worden getypeerd door = - tekens. Er zijn ook eenzijdige verbindingen,
waarbij de meetkundige relaties in de vorm van ongelijkheden worden
gegeven, '

P LIRS TArA AL

Voorbeeld

-, Een massapunt m hangt aan een draad Z£.
Is de draad niet-uitrekbaar, doch wel

| vervormbaar, dan geldt

’Z ?| Voor £ = AB is er één graad van vrij-

I ' heid: de hoek p; voor £ < AB zijn er
twee graden van vrijheid, de coordinaten
x,¥ van het punt B in het vlak.

1 T L

(We beschouwen alleen de vlakke
me beweging!)
B .
Voorbeeld

VL INT)

Massa m op vliak z = 0,
De relatie is

Z ' z > 0. (67)

Het probleem heeft voor z = 0, één
graad van vrijheid, de coordinaat x,
doch voor z > 0 twee graden van vrij-
heid, de coordinaten x enz.

A X ‘
Bij de behandeling van problemen met éénzijdige verbindingen moet men

steeds een onderstelling maken over het aantal graden van vrijheid.
Deze onderstelling moet later worden geverifieerd.
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6. Virtuele verplaatsingen

Tlgdens de beweging ondergaat het systeem verplaatslngen
we definieren werkelijk of denkbeeldig optredende, zgn. v1rtuele
verplaatsingen door de volgende eigenschappen: '

a) de verplaatsingen zijn infinitesimaal,

b) de verplaatsingen zijn verenigbaar met de meetkundige
configuratie,

¢) de verplaatsingen zijn omkeerbaar.

In een holonoom systeem geven verplaatsingen, welke aan b).en c)
voldoen, veranderingen in de waarden van de gegeneraliseerde coor-
dinaten Q. - Op grond van a) zijn dus de virtuele verplaatsingen te

schrijven als bqk.
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IV. Masesa Meetkunde

1.

Dichtheden

We zullen werken met puntvormige, lijnvormige, vlakvormige en
ruimtelijke lichamen., De massa van het punt is m, terwi]l die van de
andere lichamen wordt gegeven, resp. door

m=‘j‘p£d£, | | (1)
L

m=prdS, (2)
A .

m=fp av, o (3)

' v

waarin Ppr Py O P de lijndichtheid, vlakdichtheid en dichtheid zijn.

De integraties vinden plaats resp. langs de kromme L, over het opper-
vlak A en over het volume V. '

Zwaartepunten

Het gwaartepunt van een systeem van n massapunten m,, m, ... m, is

gedefinieerd door

| m, }'3 |
ro. 22, (%)
0 n m

Het zwaartepunt van een lijnvormig, vliakvormig of ruimtelijk lichaam
is bepaald door, resp., ,

Mr6=J" rpzdz, \
L

M;o =f -;"'A as, T (s)
A

Mrozj’\rp av, J
v

waarin M de totale massa van het lichaam ie.
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A.IV.2

Ogmerkigg

Het op deze wijze gedefinieerde punt is feitelijk het massa middelpunt.
Het valt samen met het zwaartepunt in een homogeen zwaartekrachtsveld.

Het zwaartepunt is karakteristiek voor het stelsel, Het is onafhanke-
lijk van de keuze van het coordinatenstelsel.

Ten opzichte van O is

- -
M T =\f'p a¥ r, terwijl
v
ten opzichte van O' geldt

M r! =‘f pav rt.

v
‘Dit laatste is
| Ipdv'(r-- a) = M 1"-'0 - Ma,
.‘lv |
waaruit
Sier - d 6)

Het zwaartepunt bezit de associatieve eigenschap: het zwaartepunt van
een stelsel is tevens het zwaartepunt van de zwaartepunten van de delen,
waarin men het stelegel kan verdelen.

Want
- —p -
Xp-dVr:EpdVr-pJApdVr of
v | v, v, ‘
L - -
M To =My To, M T . (7

als V, en V, delen van V zijn, 20 dat
V=V, +7,, - (8)
terwijl de massa's der delen m, en m, zijn. Dus

M=m +na. (9)

Het zwaartepuﬁt ligt in een punt, lijn of vlak van symmetrie van de
massaverdeling. Indien de ocorsprong van het coordinatenstelsel in het
zwaartepunt wordt gelegd geldt

1 -
n, r, =0
for 47 .
- (10)
of pdV r = 0. ,
v ' .
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Belangrijke zwaartepunten

Voor de homogene cirkelboog (stang)
geldt '

MZ = r 553—5. (11)

indien r de straal van de cirkel is,
r terwijl de boog 2ar langs is.

fu ]

E Voor de homogene cirkelsector (plaat)
E’ geldt

=11

=4 Mz = 2/3 r S22, (12)

2

E-

r

1. Bepaal het zwaartepunt van een staaf, waarvan de dichtheid lineair
¥ met de lengte toeneemt.

Q' 2. Bepaal het zwaartepunt van een driehoekige plaat.

3. Bepaal het zwaartepunt van het gebogen oppervlak wvan een bolschijjf.
4, Bepaal het zwaartepunt van een cirkelkegel,

5. Bepaal het zwaartepunt van een bolsector.

3. Traagheidsgrootheden

a Massatraagheidsgrootheden .

Het massatraagheidsmoment van een lichaam kan worden gedefineerd t.o.v.
een punt, een 1lijn en een vlak. Het is steeds ’

Imr?, . (13)
waarbij I de sommatie over alle continu of diécreet verdeelde massa
elementen m voorstelt, en r de afstand is van jieder element tot resp.

het punt, de lijn of het vlak.

Het polaire traagheidsmoment J_, t.o.v. de oorsprong is
Ros3-Te o

J, = Em (x® + 3% + 2%). : (14)
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De planaire traaghejidsmomenten Pxx’ Pyy’ Pzz’ t.o,v. de drie

coordinaten vlakken zijn

= H = 2. = 2‘ .
Py Smx? g PW Lmy E P Imz (15)

s §._en Jzz zijn

Iy

De traagheidsmomenten t.o.v. de codrdinaatassen e

gedefinieerd door

+P , etec. (16}
22

2 2 -
Jxx = IZm (y2 + z?) = Py

Y

Het planaire traagheidsmoment P t.o.v. een vlak door de oorsprong,
getypeerd door de richtingscosinussen van de normaal &, P en vy , is

P = Zm (ax + By +yz) = L (17)

]

2 N
o Pxx + B'Pyy + f"Pzz + 2 B'nyz + zyasz +. 2ai3ny

waarin de trasgheidsproducten Pyz’ sz en ny gedefinieerd zijn door

ny = Im xy, etc. | (18)

Het traagheidsmoment J t.o.v. een rechte door de ocorsprong met de
richtingscosinussen a, B en y vinden we uit de betrekking

J+P = Jo'

(19)
waaruit

_ C 2 © a2 ‘ ‘
J = Jna + J"yyB + Jzzf + 2 anyz +2yad  + aapry
(20)

waarin‘de tfaagheidsproducten ny etec. zijn gedefinieerd door

De traagheidsgrootheden Jxx etc. vormer een tensor van de tweede orde.

Bij codrdinatentransformaties transformeren ze zich volgens (1,39).
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Z=X

Om dit te zien leggen we de E;-as
langs de as met de richtingscosinussen
ady, By, Y« In de vroegere notatie is dan
dus -

a =Ly 4 B =y, v = 4y . (22)

De formule (20) gaat over in

Ty= by Ay T (23)

=X welke van de vorm is (I, 39).

1
Natuurlijk geldt ook

T = Zay £ag 944 Iy = 45y L Igg0 (24)

Zoals direct is te zien transformeren de 3&3 {1 # 3) zich ook volgens
(1.39). Het Jij schema vormt dus een tensor.
Aangezien J voor iedere as positief is, is het quadratisch oppervlak

J X, x, = 1 ‘ ' (25)

SR P RRINY TR et sl ol g o VTN IO WY N

reeel,

Het is de traagheidsellipsoide. Brengen we deze op hoofdaséen, dan
gaat (25) over in :

z —
Jp X2+ Jo, Y o« ;- 72 =1, (26)

waarin JI’ JiI en JIII de massa hoofd traagheidsmomenten zijn.

Natuurlijk staan de assen loodreclt op elkaar,
De hoofdtraagheidsmomenten zijn de eigenwaarden van de tensor verge-
1ijking .

P s

"

lJij -J 6ij| =0, ' ' - N ¢-1))

< e, Lo LU AP

. zoals uit de vroegeré Héschouwingen blijkt.

Stelling van Steiner

We nemen nu een bijzondere transformatie: een parallelverschuiving
van de assen o

X =x' +a,
z' + ¢.

bl
[
1]

_t
}
£
2

>
A

¢
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A.IV.6
Dan vinden we
T — ] ‘2 2 -
o = Em {(¥' + 1) + (2" + ¢)?) =
= J_ 4y + M(b?4c?) + 20 T my' + 2¢ T mz'. (29)
Indien O' in het zwaartepunt ligt, wordt (29)
J . =4 + M(b24c?), _ (30)

xx x'x?

en overeenkomstige formules gelden voor J en Jzz. Daaruit volgt de

Yy
stelling van Steiner: het traagheidsmoment om een as is gelijk aan

het traagheidsmoment om eén as door het zwaartepunt, evenwijdig aan
de eerste, vermeerderd met het traagheidsmoment van de totale massa in
het zwaartepunt t.o.v. de gegeven as. : ‘

We hebben tevens

Ty = Jxryr + M ab, ete. (31)

De formules (30) en (31) zijn belangrijk in de mechanica. Terwijl de
zescomponentige traagheidstensor in ieder punt van het lichaam ver-
schillend kan zijn, behoeft men hem slechts te berekenen voor é&n punt,
bv. het zwaartepunt.

De centrale traagheidsellipsoide is de traagheidsellipsoide, behorende
bij de assen door het zwaartepunt. Is deze eenmaal bekend, dan kan men
in ieder punt de traagheidstensor bepalen zonder integratie.

'Bélangrijke traagheidsmomenten

C Ma?
1. Voor een homogene staaf van de lengte 2a en massa M geldt J = !%—

bij een draaiing om Z.
2. Het traagheidsmoment van een homogene cirkelvormige schijf E;o.v.

een as door %, loodrecht op het vlak van de schijf is J = E%_, ale

M Qe magsa is en a de straal.

3. Het traagheidsmoment van een homogene cirkelvormige schijf t.o.v.
een as door het zwaartepunt, in het vlak van de schijf is
J=T.

4, Homogene Bol. As door het middelpunt heeft een tfaagheidsmoment

J=2/5Ma?.

5. Homogene plaat., Dimensie als getekend.

= 2[2 } ) J om x-as :.-riti'
C 1 1 3
2
Ma
2b[ oz 1 J om y-as = M-,
n * ’ J om z-as = M &2+ b
s | 3
7
/ y
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Opgaven
1., Bepaal het traagheidsmoment van een kegel t.o.v, een beschrijvende.
2 // Bepaal het traagheidsmoment van een -
rechthoekige plaat om een willekevwrige
/// as in het vlak van de plaat. ‘

/

b Oppervlaktetraagheidsgrootheden

Indien Imr? volgens (13) wordt vervangen door 2d0.r?, ontstaan de.

oppervlaktetraagheidsgrootheden. Belangrijk in de mechaniea zijn

Z\'.y = j‘zz 43, W
A
1, =9t e g (32)
A
. Iyz=vr yz dS.
A W,
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V. Massa Kinematica

1. De hoeveelheid van beweging

’

De hoeveelheid van beweging van een deeltje met massa m is mv. Voor
een systeem is dit

- n - _d r - -
p_;;;mivj“d“??_fmdrj‘m"o‘ | 0

M i MY AL MLl Tl e SR

il
g

=

= - ‘

= waarin v, de snelheid van het zwaartepunt is. Voor een continu systeem
=’

= is dit

P = fpdV.v: ‘[ Vor =M, (2)

De grootheid p heet ook dé impuls.

1

L

i 2. Het impulsmoment

=i,

81

) Het moment van de hoeveelheid van beweglng of het impulsmoment D is
i gedefinieerd door

4

Sl A L

Zm ryx vj | (3)

of voor een continu systeem
f pdV P T X Ve (%)
v .

Hierbij wordf'; gemeten vanaf een bepaalde oorsprong..Leggeh we de
oorsprong in het zwaartepunt dan wordt D= D-;

- - - s
D,=fpdV(r-ro)x v =

o
v

=i‘ pdV (F - F)x (7 - 7). (5)

Het impulsmoment D t.oc.v. een willekeurig punt kan worden uitgedrukt
in D H
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~J
v
& - - - — -—
+ pdVr x v=D +r x Mv_. (6)
J o™ o o o
v

Verband tussen D enw bij een star lichaam

We leggen de oorsprong in het zwaartepunt. Dan is

50=fpdv§~'x v, ' (7)
v

waarbij * wordt gemeten vanuit Z.
Volgens (IIT.27) geldt

?:;o+$x I—‘., (8)

waarbij ;; nu de snelheid van het zwaartepunt is. Met (8) gaat (7)

over in
D°=J\pder{vo+(wx r)} =
v .
-{r'oxjpdvi'a-jpdvi-'x (o x 7). (9)

v v

De eerste integraal in (9) is nul, volgens (IV.10). Voor de tweede
integraal wordt geschreven

Tx(x D =or -7 G, D, (10)
waarmee (9) wordt
3°=‘Jﬁpdv'.r2;n. -f pdV . 1 (0. o). (11)
v v
‘Deze formule heeft uitgeschreven de volgende gedaante
> (12)

Deze formules gelden ook voor de draaiing om een vast déch willekeurig
punt. ' '
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‘21jn de Ji

Opmerking -

In het vaste assenstelsel x, - X, =~ ¥, zijn de Jij functies van de
tijd. Aangezien (12) een vectorvergelijking is, geldt hij in iedere
asgenstelsel, dus ook in een meebewegend assenkruis., In dit stelsel

3 constant. Kiest men de assen langs de hoofdtraagheidsassen

dan gaat (12) over in

Doz = 91 @1+ Dorr = 9rr ®110 Porrr = Jrr Yrrzc O3
BiJ de tweedimensionale beweging in het x<y-vlak is wy = wz =0,
Dan wordt ’

D =4J W . ) (14)

0z ZZ Z

De kinetische energie

De kinetische energie T van een lichaam is gedefinieerd door

T =

V] B

J\ pdV . v2 = E(% mv2j, {(15)

T

We vullen in (15) weer de formule (IIT1.27) in

- - - -
V=V +wxT, (16)

met v. de snelheid van het zwaartepunt. De vector p wordt gemeten
vanuif het zwaartepunt. Dan wordt.

_l ) — — - — - 2
T = 2kr pdv{ vE o+ 2v, sloxr) + (ox r)}
v
lue? | o x »)
=3 M v ZJ\ pdV (w x ») . (17)

v
Bij uitwerken van (w X r)’ wordt dit
Mv2sdd o w,. (18)
2 k€ 'k £
De formule (18) brengt tot uitdrukking, dat de kinetische energie van

een star lichaam additief wordt gevonden uit de translatie energie van
het zwaartepunt en de rotatie energie om het zwaartepunt.

We hebben volgens (18) en (12)

a7 )
%*ﬁ;' (19)
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De rotatie energie op hoofdassen is

{J_ w243 _ w2 +J ¥. (20)

1 o2
2 I I I1 II I1I 1III
Voor de rotatie energie kunnen we ook schrijven

T= Eomo . . (21)

Voorbeeld

Een rechte cirkelkegel met tophoek 2«

rolt over een plat vlak met de omlcops-
" tijd B De massa van de kegel is m,

de hoogte h en de straal van het grond-

vlak is r.

Gevraagd wordt de kinetische energie

en het impulsmoment t.o.v. de top 0.

Op grond van symmetrie is het direct duidelijk dat de hoofdtraagheida-~
assen in het punt O samenvallen met de hoogtelijn en twee onderling
loodrechte lijnen in een vlak door de top evenwijdig het basisvlak.
Dus: x-y~-z zijn hoofdrichtingen. Het traagheidsmoment om de x-as J,
wordt gegeven door

J = % m r2 ’ (22)

dat om de y en z-as door

J, =4, =%m (h? + 1:—).‘ ' (23)

Snijdt de kegel in schijven van dikte
dx door vlakken evenwijdig aan het
grondvlak,

De massa van de kegel is m. Het volume
is 3" r’h, De dichtheid is dus

n _ 3m
: = . (24)

?nr’h nrh

De massa van het schijfje ter plaatse
x is
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2
M ns? dx = 22;2* dax. _ (25)
nr’h r'h

Nu is :
X _8 - -Ix
hr 8 h ° (26)

waaruit volgt dat de massa van de schijf is

m x?

dx. (27)
h3

Het traagheidsmoment van deze schijf om de x-as is

2 N R Y
1 3B g2 22 EEX 4 (28)
2 1 S 2 B’ .

Het totale traagheidsmoment is dus

h i
J, = % EE; j\ x* dx = {% mr?, | (29)
h .

[+]

Het traagheidsmoment om de j—as wordt gevonden met behulp van de

stelling van Steiner., We hebben

2.4 2
% DE X gy + 22X | 52 gy (30)
n® n’

voor het schijfje. Na integratie wordt dit

5 2
J, = g%-mr’ +§? . %; = % m (h? + %r). (31)

Het traagheidsmoment om de momentane draaias OA is volgens de
formules -

J =J, cos? a + J, cosf (% + a) + J, cos? % =

2 + 6K -
=§%mr2.——- (32)
. r? + h?
Nu is
1 Py 1 2 2 2
T=3 pdV (0 x r) =3 pdV w? r? sin?e
' v . v
1wt [pave? sin?e =17 w2
=z p r® sin®¢ = 5 J of, (33)

v -

algemene



als J genomen wordt t.,0.v. de momentane draaias, De hoek ¢ is de

hoek tussen : en ;. Dus
2 2
T = % mrz E'_,______‘!’_,_§h_ - ﬂ)z . (34)
: r? + n? ‘

E.'l!‘
e . 2n 2n  h
= Midis w == cota == .=, (35)
=4 T L T
= waarmee
L 2 2
% 7o Ean, L, St OE (36)
. T2 r* + 1’

Dit resultaat is natuurlijk ook direct te vinden met behulp van de
formule (18). We hebben

J* m;-‘u-lmv (37)

waarin J* en J; de traagheidsmomenten zijn t.0.v. assen door het
zwaartepunt. Er geldt

B
2 af = d, =45 ‘
> (38)
. . - -
i y=J -n (% h)
-ﬁ' Nu is \ . -
] 4 h
E " m v' = M . . P
TS i3 r’ +n’
B terwijl L (39)
gﬁ 3 a2 2 4n? Bt
H_" n ( h) e« W = m -—— . e
gﬁ B 4 T é% r? + h?
? hetzelfde dus. Dus wordt (37)
T=gzd ulegd, 0, (40)

een formule die direct kan worden opgeschreven daar O een vast punt
is. We hebben
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LK

gesdy

Pt

- A LT

LR B R UL s man

Ll

B “-';;*-w:*«iﬂxﬁ*\.ﬁ“q#—%”i@mmm: st

x o ¥ Vr24h?
(41)
w,_==wsinag = - %g . 5 . —,
J o T V12 +h?
Daarmee wordt T gelijk aan (34).
- Het impulsmoment t.o.v. O heeft de volgende componenten
2
D =d w, =2 . m? A _1
T E o 0 ° T ovE
r? 21 h
D, =d, w_ ===2m (h?+ =) , & , ——0 (42)
A UL v
D =0,
Z
De absolute waarde van DIl is VQ; + D;.
De component van D langs de momentane draaias is
D=do =2, mr? cota (145cos2a). (43)
10 ° 5

Dit te vinden uit (42), doch ook direct, daar om een vast punt

D =Jqp dV . rx(w X r) en de component van D in de richting
. ‘
van w is Jw (neem w in r richting):
- L (y? 2y,
D, waqp av '¥% + 2%) (44)
v

We berekenen nu ook nog de-hoeveelheid-van,beweging van de kegel.
Volgens (2) is

P=mv°! (45)
waaruit
. - = 2® 3 -
p-mvo-—m.To.l{_h.cosa.,
Im 1 mh?

T T gt (46)

Merk op, dat de impuls alleen van de tranmnslatie van de beweging komt.
De rotatie om het zwaartepunt geeft geen bijdrage tot de impuls.
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Dynamische Grondbegrippen en Grondstellingen

Krachtenleer

Kracht

In de mechanica is de kracht een glijdende vector, die kan worden
ontbonden of samengesteld on de voor vectoren gebruikelijke wijze.
We hebben
K, +X, = K, + K,. - (1)
Krachten, die in een punt werken, kunnen direct wdrden samengesteld;
krachten, die niet in een punt werken, kunnen door verschuivea en
evenwijdig verplaatsen met behulp van koppels naar een punt worden
overgebracht en daar samengesteld.
In alle gevallen geldt voor de resultante .

T o ‘

R=> XK. (@)

g=1 J

Indeling ﬁan de krachten

We kunnen de krachten indelen in uitwendige en inwendige krachten.
Uitwendige krachten zijn krachten, waarvan de oorsprong buiten het te
bestuderen systeem valt; inwendige krachten zijn krachten, die de
elementen van het systeem onderling op elkaar uitoefenen. Dus

> =) | =(8) | |
Kj =Ko+ Kj . - (3)

Fundamenteel is de wet van actie en reactie. Deze leert, dat de
actie (inwendige kracht) door een deel van het systeem uitgeoefend
op een ander deel gelijk is en tegengesteld aan de reactie, welke
dat tweede deel op het eerste uitoefent. Of anders gezegd:

de som van de inwendige krachten is steeds O

ZK(:L): 0' ‘ (4)

" Een geheel andere indeling is die in belastingskrachten of fysische

kxrachten en reactiekrachten of meetkundige krachten.

-12 = E(b)_'i- E(r) . (5)

Een belastingskracht wordt steeds bhepaald door natuurkundige groot-
heden. Voorbeelden: gravitatiekracht, electrische kracht, spanningen
in een elastisch lichaam. Een reactiekracht ontstaat door de
bewegingsbeperkingen van een systeem: normale druk van een lichaam op
een ondergrond, scharnierkracht etc.
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» De twee indelingen overlappen elkaar. Er zijn
i a) uitwendige belastingskrachten: gewicht, electrische kracht;
e b) uitwendige reactiekrachten .: normaalkracht;
= c) inwendige belastingakrachten : spanningen in een gedeformeerd
= A lichaam;
E: d) inwendige reactiekrachten : scharnierkrachten in een systesii.
5? Ook de krachten die de elementen van een star lichaam binden zijn
= inwendige reactiekrachten. Zij bestaan niet fysisch, daar het starre
'%  lichaam niet beataat, doch ZiJn een logische consequentie van onze
% idealisering.

3

3. Wetten van Newton

Vbor een materieel punt luiden de wetten van Newton

I Indien op het punt geen kracht werkt, blijft het in de toestand
van rust of gelijlmatige beweging, waarin het zich bevindt.

II Tussen kracht, massa en versnelling bestaat bij doelmatige keuze
van de eenheden de betrekking

- -

K = ma. : (6)

IITI Indien het punt een kracht ondervindt van een ander lichaam,
‘oefent het op dit lichaam zelf een kracht uit, gelijk en tegen-
.gesteld gericht (actie = reactie),

Ogmerkingen

1) De tweede wet heeft ale bijzonder geval de eerste.
2) Om de tweede wet van Newton te kunnen verifieéren, moeten we
' krachten, massa's en versnellingen meten. Versmellingen meten we
in een codordinatenstelsel, bij voorkeur in een rustend atelsel.
Zo ontstaat de vraag: welk stelsel is in rust?
Omdat deze vraag niet gemakkelijk te beantwoorden is, voeren we
de tweede wet van Newton liever als wvolgt in: Er bestaat een

ateisel, waarin K = ma geldt. Dit stelsel heet een inertiaal systeem.

Ay el LA

3) Indien we een stelsel gevonden hebben waarin de tweede wet van
Newton geldt, geldt deze ook in ieder stelsel dat zich tem opzichte
van het eerste met gelijkmatige snelheid bheweegt., Alle inertiaal
systemen bewegen zich onderling gelijkmatig (relativiteitsprincipe
van Galilei), In een stelsel dat zich versneld beweegt t.o.v. enig
inertiaal systeem geldt de tweede wet niet.

% .
=

%? L) We kunnen ook, of beter voor (6) échrijven

3 S \

¥ 4a | ,

?i‘ K=g (mv). (7)

i

Deze formule is algemener dan (6) omdat de invloed van de variatie
van de massa op de kracht tevens in rekening ie gebracht.




5) De betrekking (7) is een yectorbetrekking. Ze is 1nvar1ant
tegenover draaiingen van het inertiaal systeem. Ondervindt bv.
een lichaam een kracht, evenredig met het quadraat van de snelheid
en tegengesteld gericht, dan mag men niet schrijven

K = - olx) . (8)
ook niet als de beweging langs de x-as verloopt, doch

- v -

K =~ -v- . Vz = e CuaVuV . (9)

L4, Eenhedenstelsels

De tweede wet van Newton krijgt eerst zin na invoering van een
eenhedenstelsel. We hebben het fysische stelsel, dat uitgaat van
lengte, tijd en massa:

c~-g~g8~sgtelsel : cm~gr-sec - dyne,

Giorgiestelsel: m-kg-sec — Newton = 10° dyneg

en het technische stelsel, dat uitgaat van lengte, tijd en kracht.

2
m-sec~kg(kr)- massa eenh. = Eﬁwggg—.

Verband: 1 kg(kr)} = 1000 g dynes = 9,8065.105 dynes.

1 55_5221 =‘9,8965 kg (massa).

5. Het moment

Het moment M van een kracht ibt.o.v. een willekeurig punt O is
"gedefinieerd door

— A

M= rxK, (10)

waarin ;'de radiusvector is van 0O naar een punt op de krachtlijn.

M verandert niet van waarde, indien K Jdangs de krachtlijn glijdt,
evenmin als R volgens (2). Daarom, iz K een glijdende vector.

Het moment ﬁ'ig een gebonden vector. Het behoort bij het punt O en
bij de kracht K., Wordt O als een vast punt beschouwd, d.w.z, bekijken
we alleen de variatie van M als functie van ﬁ: dan is de werking van
M gelijkwaardig met die van een koppel. Het koppel is nu een vrije
-yegtor, het kan parallel worden verplaatst.

bR ottt Ll WA L
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6. De Wrijving

Zodra itwee lichamen contact
met elkaar maken, treedt een
normaalkracht N op, welke het
indringen van de lichamen in
elkaar verhindert.

Er is in het algemeen ook een

wrijving W.
In het geval van relatieve rust, _
% tg.z % tg’ (1)
leert het experiment dat
Wi TN, ' : (12)
zodra relatieve Seweging optreedt is
w=12r¢n, (13)

waarin f een getal voorstelt: de wrijvingscoefficient, welke afhangt
van de ruwheid der aanrakingsvlakken.

Opgemerkt wordt, dat (12) en (13) een verregaande idealisering van de
werkelijk optredende krachten geven. Het verschijnsel van de wrijving
is meer gecompliceerd,

"I_L 1

Bij wrijvingsvraagstukken moet men, als gevolg van de optredende
ongelijkheden, evenals bij vraagstukken met eenzijdige bindingen, eerat
een onderstelling maken over het al dan niet optreden van beweging.

In het eerste geval geldt (13) en kan W uit N worden bepaald (indien
de richting bekend is), in het tweede geval geldt (12) en is W een
onafhankelijke onbekende. De onderstelling moet worden geverifieerd.

JITEEEN

Il
ek

L ETITR .

il

7. De_krachtdichtheid

Indien op een cbntinu lichaam een van punt tot punt vaaiabele
- kracht werkt, kan worden ingevoerd de krachtdichtheid k door

dk = k av, - (14)

waaruit volgt

X =£i:' av. : FV (15)
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De tweede wet van Newton kan worden geformuleerd als

k= :—t (pv). | (16)

8. De momentdichtheid
Op gelijke wijze wordt de momentdichtheid m gedefinieerd door

- -

m =rxz, ' (17)

codat : .
M =f§dv=f?xi av. (18)
' v

v
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II. Krachtvelden

1. Inleiding
Indien in ieder punt van een bepaald ruimtelijk gebied de krachten
gegeven zijn als functie van de plaats, spreken we van een kracht«
veld. Dan is dus

£ = K (x,¥,2). | ' (1)

Op een materieel punt m wordt in dit krachtveld arbeid verricht bij
beweging van punt 1 naar punt 2.

L

Deze wordt gedefinjieerd door

2 - -
A =f K . dr. (2)
| 1
We hebben

2 .
A:j K cos ¢ ds, (3)
y .

Wb L bttt AU

als ¢ de hoek is tussen E en d;.
We kunnen voor (2) ook schrijven
t, :
t, ' |
(f.;) is het vermogen, geleverd tijdens de beweging in het krachtveld.

Soms is een krachtveld af te leiden van een potentiaal U(x,y,z)
door middel van

K, ==U o (5)
of K=-grad U. - | 6)
Noodzakelijk voor de existentie van U is dat

rot K = O,‘ | : o (7
een vergelijking die ock kan worden geschreven als

§' E.a& =0, - (8)

op grond van de stelling van Stokes.




LAL LR, L L L

Tl el

VP NPUCH IR A Y PP ..

ML L AL IR, S,

B.,11.2

Indien U niet expliciet van de tijd afhangt is in dit geval

| i 71
= -f U,i dxi = -f 44U = U1 - U:' (9) |

dus: de verrichte arbeid is gelijk aan de afname van de potentiele
energie. We hebben in het geval (8) te doen met een z.g. conservatief
krachtveld. '

a—b -—
De integraal J\ X . dr is onafhankelijk van de gevolgde weg van

1 naar 2.

Voorbeelden

-mg Eo

-

a. gravitatieveld : K

b. centraal krachtveld: K = f(r) . % ’

aantrekkend of afstotend vanuit de oorsprong.

¢. bijzonder geval van b: lineaire veer met vast uiteinde in O,
veerconstante ¢ :

- - . 1 .
K==-c¢rj; U= 5 cr?, (10)
Voorbeeld
¢f ' 0! ¥ 4? . ‘Een homogene staaf, massa m en lengte
| A ——— ‘ 2£ oefent op een massapunt M in P een
] X kracht uit volgens de algemene
l r ‘ aantrekkingswet van Newton. [Deze
| _ luidt: twee massapunten m, en m,,
| gelegen op afstand r, trekken elkaar
P(x,y) aan volgens de wet
y I
|
m,m, -
g o .
K=-+f i r° (1)

waarin f een evenredigheidsconstante is.]

-Gevraagd wordt de potentiaal van P.
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" Het isAduidelijk, dat het Newtonse aantrekkingsveld een potentiaal

bezit. Uit (11) volgt

mm, |
U= «1 - . (12)

We passen (12) toe op het probleem van de staaf. We verdelen de staaf
in elementen van de lengte dx, met de massa

- o i
my, = 5p 9%
terwijl m, = M.
De potentiaal is dus

¢

dx
"'I'," ’ (13)

’ n
U==-f53.HM
=£

in welke integraal voor r moet worden geschreven

r? = (X - x)? s T2, (14)

We voeren de hulphoek ¢ in door
" X-x =Y tan ¢, (15)

waarmee {13) overgaat in

2
U:f-g%r——d—‘f—. _ (16)

cOos ¢
K2]

Deze integraal is elementair. Gevonden wordt

Xl + V(X-ZF + .
X+4£ + V(X+2F-+ i

Uit (17) 2zijn de krachten direct te berekenen.

U=rfF %%‘log

(17)

Potentiaal bij een willekeurig stelsel

De beschouwingen in 1 gelden voor een materieel punt. Indien een .
systeem met ruimtelijke uwitgestrektheid door een krachtveld beweegt
wordt de arbeld gedurende t, tot t, verricht

&, ,
A=J dtji.?dv, (18)

¥

t,
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3; aang321en de kracht van punt tot punt in het systeem kan veranderen.
:%‘ Ieder punt van het stelsel ondergaat een verplaatsing d4F = Vv dt

fﬁ gedurende dt, zodat voor (18) ook kan worden geschreven

= A k . dr 4V. (19)

=

De tweede integraal is over het volume, de eerste over de achtereen-
volgende standen van het stelsel.

Indien het krachtveld conservatief is, is k af te leiden uit een
potentiaal, u, door

-

kK = - grad u. . l (20)

De grootheid u heeft voor het lichaam het karakter van een
potentiaaldichtheid. De totale_potentiaa1 heeft de gedaante

=2
=1,
]

UzJ‘u av, . - {21)
. v ‘

zoals uit de definitie van k volgt.

Het is duidelijk, dat

k .dr= k dx, = - du, : (22)

waarmee {19) overgaat in

2 n2
= -\J" J du dV = -'Jy dU = U.| - U! - (23)
1 v 1 o

Bij een massapunt is :
U = uV. (24)

I o

Ml i et S bl

Bij een lichaam in het zwaartekrachtsveld is

U=jzgpdV=gjzpdV=mgzo, - (25)
v v
waarin z  de coordinaat van het. zwaartepunt is.

Bestaat het systeem uit een aantal gekoppelde onvervormbare lichamen,
met totaal n vrijheidagraden, dan worden de coordinaten van het
syeteem in de n algemene coordinaten 9 ultgedrukt door

Fj = j (q)1 con qn). (26)

De functie u ism een functie van de ruimtelijke codrdinaten. Deze
kunnen worden uitgedrukt door (26) in de qk's, waarmee

=
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u = u(q1 eee qn). : | (27)
Na integfafie qvef de ruimte wordt
U = U(q,1 P qn)y (28)

waarbij wordt opgemerkt, dat door de integratie over de massa-
elementen enkele qk's in (28) kunnen uitvallen.

Voor de arbeid A kunnen we dan schrijven
: ’ du av = §n av 3% gq =
- u = , aq qk =
k=1 k
1 v 1 v

. ) ‘
- fzn % dq, = if Q 449y, (29)
ﬁ k=1 k k=1 1 .

e
n

waarin is ingevoerd de z.g. gegeneraliseerde kracht Qk door

3
Y = - o - (30)
9.
Zoals uit de definitie blijkt is Q, ook te schrijven als
n G;i
Qﬁ{ = E K«. . a [ (31)
R |
in het geval van massapunten en als
Q :f K %5— av (32)
Uy
v

voor het continue systeem. : .
De formules (31) en (32) definieren Q_ ook in het geval, dat het
krachtveld niet van een potentiaal is af te leiden.

Voor de bepaiing van Qk maken we gebruik van
bA = Qk 6qks . (33)

waarin bqk een virtuele verplaatsing van U ie, terwijl alle qz's

‘met £ £ k constant blijven, en b4 de bij de verplaatsing verrichie

arbeid. De formule (33) volgt direct uit (19) door toepassing op een
kleine verplaatsing. -
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Voorbeeld
Twee massapunten m, en m, zijn verbonden
/ door een gewichtsloze veer, lengte a,
7 my . mo veerconstante k. .
é”"“" "ZJVVVMNWMWMWV“’ De gegeneraliseerde coordinaten voor de
7 Xy ol a ééndimensionale beweging zijn x, en x,.
7 X

De potentiele energie is

a

U=5k (x, -x, ~a). (34)

Yoorbeeld

ket UL

De massa's m, en m, zijn door gewichtloze veren verbonden. De
veerconstanten zijn alle gelijk k. Indien in de ééndimensionale
beweging q, wordt gemeten yanuit de evenwichtstand voor m, en evenzo
q, voor m, is

1

U= 3 g (q: + q: + (q1—q2)2). (35)

Opgave

Formuleer de Newtonse aantrekkingskracht tussen twee eindige rechte
staven, welke in één vlak liggen.
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III. Statica van het systeem van starre. lichamen

1, Het principe van de virtuele arbeid
Een systeem heeft n graden van vrijheid. Bij een virtuele verplaat-

sing 6; van ieder punt van het systeem wordt door de krachten een
arbeid dA verricht, bepaald door

6A=fdvi.6?. S
J .

Indien er evenwicht is en de bindingen in het systeem zijn tweezijdig,
leert het principe van de vinuele arbeid, dat 64 = O is,

Dit principe is een grondprincipe van de mechanica. Het is meer
geschikt dan de Newtonse formulering om er de beschouwingen op te
baseren.

We kunnen (1) schrijven als

Y

gerc CTLIRIE, EEUSITRIT AN g e L eotated B s R

b4 = O = j av 20, 67 4'-f av 27, o7, (2)

v v _
waarbij de krachtdichtheden gesplitst zijn in belastings~ en reactie~
krachtdichtheden.

Nu is steeds
' J‘ av k™). 67 = 0 (3)

v

op grond van de deflnitie(s) van virtuéle verplaatsing en/of reactie-
grootheid. Bij een virtuele verplaat51ng verrichten de reactlekrachten
~geen arbeid. Dan is dus

-J‘ av 2. ¢r = o0, (%)
een andere formulering van het principe van de virtuele arbeid.
Om aansluiting te verkrijgen met een meer conventionele oﬁbouw van

de mechanica passen we de formules (1) tot (4) toe op enkele bijzondere
gevallen.

a) Het materieel punt

Voor een punt gaat (1) over in

X. 6?“"»: 0, . ‘ (5)

voor het evenwicht bij iedere toelaatbare virtuele verplaatsing..
It is gellakwaardig met

e Bt LA I L LY e T
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#®) 537 2o, | (6)

welke formule uit (4) volgt.

Voor een vrij punt zijn g(®) en K identiek. De virtuSle verplaat-
singen zijn dan onafhankelijk. Dus geldt voor het evenwicht van een
vrij punt

K = 0, ' (?7)

zoals ook uit de eerste wet van Newton volgt.

b) Het starre lichaam

We beperken ons tot het vrije starre lichaam, dat dus zes graden
van vrijheig heeft,
Houden we Or wvoor het gehele lichaam constant dan wordt (1)

Ll b e B e D e L s e |

d .
waaruit
K = 0, (9)

Laten we het lichaam een draaling maken om een as door een vast
unt, welke as getypeerd wordt door de eenheidsvector ¢, terwijl
de hoek waarover gedraaid wordt &¢ is. Dan is

- - -

ér = 69 . ex r, (10)

waarbij f gemeten wordt wvanuit het vaste punt. Het principe van
de virtuele arbeid wordt nu

- BA = O =f av E(b). exr by (11)
3 _

waaruit volgt oﬁ grond van de willekeurigheid van by

% J\ avE®), 3xF - 0. |  (12)

Eé Voor drie willekeurige vectoren g, B en T geldt

£ 2.(Bx3) =5.(E8x D) = 3.Gx D). (13)

? Toepassing op (12) levert op

é ° ‘J’\ av Tx 2®) o, W
v

waaruit, op grond van de willekeurige keuze van P

-

M=0, (15)
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De formules (9) en (15) zijn de bekende evenwichtsformules uit de
~elementaire theorie.

Opgemérkt wordt dat de formuleringen voigena (1) en (4) niet beperkt
zijn tot de gegeven gevallen, Zij gelden voor een willekeurig gekoppeld
systeem met een eindig aantal graden van vrijheid.

2. Het principe van de stationnaire potentiele energie

L0 T T L LN T O T e

i Indien k(b) af te leiden is uit een potentiaaldichtheid u wordt (4)
| o (®) = ) _
6A-O..‘Jﬁde e br = de i".'J‘dv“,iaxi'
4 v v . v .
=-fdvau=-5fudv=-an, - (16)
i |

waarblj het variatieteken en de integraal verwisseld zijn. Uit (16)
volgt dat de potentiaal in evenwicht een stationnaire waarde aanneemt.

Aangezien

50 = 2~ 6q - A7)

90 _ 0. \ | | (18)

=
[
E
=
=

3, Stabiliteit van het evenwicht

T T TR L,

;5;\

E

= , : -

= Het evenwicht, behorende bij (18) is alleen stabiel, indien de

;’ potentiele energie een relatief minimum heeft. Want

v =53l 6q +2z 0 b2y 03 4 tee (19)

3 q k* 2 Fdq g, 9, "k 74

; Bij evenwicht is de eerste som = O. Voor infinitesimale verplaatsingen

geldt dus
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33, bq, oq, , - - (20)

mits de tweede afgeleiden niet = O worden. Indien (20) positief
definiet is, 1§ U een minimum en het evenwicht is stabiel. Is de
vorm voor sommige combinatieg van bqk, 6q£ negatief, dan is het even-

wicht labiel. In het eerste geval moet nl. energie worden aangewend
om de evenwichtstand te verlaten, in het tweede geval komt energie
-vrij.

Voorbeeld

A en B zijn vaste punten. Bij P is een katrol. Er hangt een koord
" van de lengte b van A over de katrol in B. In C bevindt zich een
andere katrol, waaraan de massa m hangt. Aan het uiteinde ven het
koord hangt de massa M,

Gevraagd wordt de evenwichtstoestand.
Daar het koord een vaste lengte heeft, geldt

y? o+ a? --(1’-5—’5’. ' (21)

Laat de massa M een virtuéle verplaatsing 6x ondergaan. Dan is de
verplaatsing 6y bepaald door '

6y =' - (b-X)

6x. | (22)
V4(b-x) = 16a% :

Volgens het principe van de virtusle arbeid is

Mg bx = ng by, ' (23)

waaruit volgt

X=b - \/ 16M a? . (24)
4 om? ‘

De potentieéle energie U is gegeven door

U:-mgy-Mg*:-ng-%E \’(b-x)z-haz. (25)
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De evenwichtsstand wordt bepaald uit-%g = 0 en levert natuurlijk (24).

De evenwichtsstand is stabilel als

4y _ . ViMT - w7 (26)

dx? bm?a
is, wat de voorwaarde levert

2M > m. (27)

Dit is tevens de conditie voor de existentie wvan (24).
Indien er een evenwichtsstand is, is deze stabiel.
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IV. Dynamica van het systeem van starre lichamen

1. Principe van d'Alembert

2e

Het principe van d'Alembert brengt de dynamische vergelijkingen terug
tot de evenwichtsvergelijkingen door aan de belastingskrachten 42
traagheidskrachten met negatief teken toe te voegen., De traagheids-
krachten zijn de tijdafgeleiden van de impulsen. Het principe van

d'Alembert postuleert

64 = jdv{km L o). er=0 (D
v

voor willekeurige virtuele verplaatsingen br.

Voor een vrij massapunt, waarbij de 6r s onafhankelijk zijn volgt
uit (1) direct

kP =g - éi%- (nv), | (2)

de tweede wet van Newton.

De gwaartepuntsstelling

We passen (1) toe op de beweging van één continu doch vrij lichaam.
We nemen weer & constant over het gehele lichaam: dus een translatie.
Dan wordt (1)

5T . IdV{k(b) 4 (7)) =0 (3)

v

voor willekeurige keuze van 5}. Daaruit volgt dat de integraal = 0

moet zijn, waaruit

P %fp; R ACRAT ()
v .

waarin ;; de snelheid van het zwaartepunt is.

Dus het zwaartepunt van een vast lichaam gedraagt zich als een massae
punt, waarin alle massa van het lichaam is geconcentreerd. Het is
duidelijk uit de afleiding, dat deze stelling nog meer algemeen geldt:
Het zwaartepunt van een willekeurig systeem van onderling gekoppelde
vaste lichamen, gedraagt zich als een massapunt onder invloed van de
resultaten van alle krachten.

Opmerking :
De tweede wet van Newton voor het zwaartepunt zou luiden
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L LR | oL

*(u) éi (m v ) _ (5)

AL ML ]

WU

L

en dit is niet identiek met (4). Indien het lichaam of het totale
systeem vrij is, d.w.z. uitsluitend onder invloed van uitwendige
krachtvelden, zonder reactiekrachten is

en zijn (5) en (4) identiek.

%2. De momentenstelling -

We passen (1) toe op de rotatie van een vrij lichaam om een as,
gegeven door 6y en e. Dan is

ol [ Ly ey

6T = 59 . exT (7)
en het principe van d'Alembert wordt
WI ar (E®. & 6Ny . IxTe0. (B
v

Met behulp van de vectoro.mvorming (II1,13) wordt dit
- — —-(b) -
e .| av{rx k'’ rx — (b)) = O. (9)
v

Daar de formule (9) voor w:.llekeurig-e keuze van & geldt moet de
integraal = 0 zijn. We hebben voor het moment

™

] M=) av.rx g0}, (10)
v
5 terwijl het impulsmoment gegeven is door
= D= | av (rx pv). (11)
== v
=t
= Dus is . , "
. D=|av {r XE(‘”’)}"' AV {rxpv} =
5: v v

i fpdv L FxT, (12)
E
% . v
daar r = v.
Fjﬁ Dus geldt t.o.v, een vast punt O

{ - &

M = D, (13
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De momentenstelling geldt t.o.v. een willekeﬁrig vast punt, doch
niet t.o.v. een willekeurig bewegend punt, bijv. een met het lichaam
meebewegend punt (waarom niet?). .

De moﬁentenstalling geldt echter wel ten opzichte van het bewegend
zwaarteEunt. )

We hebben nl.

D = pdV{r-ro}xv-i-deV{r-ro}xv=

0

l\ ‘ v -

- - —- L . - - E.N
fpdv vxv+fpdv VX - +-I‘pdV{r-r°}xv=
v . v ‘ -

I
o
’ v

=0 +0+ M. ' (14)

Voorbeeld

Een reéhthoekige plaat met de zijden
a en b roteert met de hoeksnelheid w
om een diagonaal AB.

Gevraagd worden de reaétiekrachten
in A en B.

De reactiekracht in A is X.
Omdat het zwaartepunt in rust blijft
. is de reactiekracht in B gelijk =X.

Het impulsmoment ligt in het vlak van
de plaat. Daar w constant is, heeft
het constante grootte, doch voert een
precessiebeweging uit. De verandering
van het impulsmoment staat dus lood-
recht op het vlak van de plaat.

Dus staat het moment M loodrecht op het vlak van de plaat. De krachten
X en ~X liggen dus in het vlak ACBD. -

Het impulsmoment D is bepaald docor

3=fpds TX v, (15)
waarin p de oppervliaktedichtheid
p=-;-”5-, (16)

en ¥ =wxr. : . (17)
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Dus - - - -

3 D=pJ\dS rx (wx r).
51 ‘a _ De vector rx (w x r) ligt in het
= vlak van w en r, heeft de grootte
s -
E?, wr? sin o en de richting 1 r.
E: Fx(@xF) .
E o P 8
E 2

A - -

) D=pw| d5 r? e(r) sin «, (18)

indien ; de eenheidsvector _L r is.

Omdat we al deze vectoren moeten optellen, ontbinden we ze in twee
componenten, de componenten evenwijdig met w en die loodrecht op w.
Dus

-

I)’-_-J‘::'_L+ D,/ (19)
symbolisch geschreven.

Voor de toepassing van de momenfenstelling moeten we ﬁ'vinden.
Nu is volgens (4,III,23)

D=D_, + (wx .‘D). (20)
Maar D is in het vlak van de beweging constant, dus I_).rel = Q.
Daaruit volgt

D= (wxD) ='(me_1..). | (21)

Het is dus voldoende de loodrechte componenten samen te nemen.
Daarmee wordt

D = pwz‘]\ dS r? sina cos @ =
pwzvr xy dx dy, (22)
met de richting locdrecht op het viak.

Om de integraal in (22) te berekenen leggen we de ocorsprong in het
vaste punt A. We bekijken eerst de driehoek ADB.

B : We hebben
y .
2p = Va? +b?,

p P , av | (23)
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We maken stroken van de breedte dx, evenwijdig aan de y-as. Dan
levert de integratie naar y op .

ax ax
Zp=% Zp——.s-
: Al 2 2pax , a'=b' _a
y dy = = 2pt- + x?, (24)
2 b 2alp?
bx bx a’b
& ry
De integratie naar x wordt
h 2 2pax . at~b* 2
J x{z2p® - Y + x*ldx =
2a?b?
o
2 Ea.]’l.3 1 a* ~b* 4 : :

alb?

We moeten ook de driehoek ACB beschouwen. Het is duidelijk, dat de
uitkomst verkregen wordt uit (25) door a en b te verwisselen en_ tevens
het teken om te keren. Totaal ontstaat zo

2.3 ¢b _ay o 1atebt L, _
D = £ ph (a-b)+7;azb2 h* =

: 21,2
'ff;;‘ - 11—2 a’b . (a?-b2) . pw? =
= a? +b?
5“?‘ 2- 2
g’: M=~ :Ij-é- n w M . (26)
Ej a?+b?
E,
£l De kracht X ie dus

‘l p 2 1.2

X = -—-M— == - 1_ mmz ab(a "b ) . (27)
Va? +b? 12 22 402

Voorbeeld

Een cirkelsector met de tophoek 2a kan in een vlak scharnieren om
een as door de top. Deze as wentelt met de hoeksnelheid w.
Gevraagd wordt de evenwichtsstand van de sector,

| ' De massa van de schijf is m, de

\*—’/ﬁ | oppervlaktedichtheid Is p. Dan is
' , O+a .
Ad m = I d BJB pr dr =

g -a (5}

= apR?, (28)
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| waaruit p = *i;. (29)
s )
-8 dD |
|
- We snijden een sector onder de hoek
a0, a6 uit. AR

' Voor een elementje dm = pr dr d9 is

- - -
@D = r x{w x r) . pr dr d6.

De waarde van dit vectortje is [dD| =pr dr 8 . wr? sin 6, terwijl
‘het loodrecht op de uitgesneden sector staat.
Alle elementen uit een sector tellen we op:

- 5
aD = pw JB r? gin O r dr d® = pw sin & 46 . BE-. (30)

(o}

Ook hier ligt weer de totale impulsmomentvector in het vlak van de
sector. Omdat

- —

D= O,)XD,

speelt alleen de loocdrechte component vanlﬁz‘B_L een rol.
We hebben ’

- R

dD, =pw sin 6 d@ . 3~ . cos 9, (31)
We integreren deze vorm en krijgen

B +o
) R ) .
DJ_ f pg g J\ sin 8 cos 6 dB =
wR"
= B2 (cos 2(8-a) - cos 2(8+a)). (32)

Daaruit volgt

) m? B :

D = I P sin 2u sin 28. (33)

Daar het moment (loodrecht het vlak) gelijk is aan

. i . .
M:mg.%R.sa&.SlnB, (3"“)

levert gelijkstelling van (33) en (34) op

' 11
cos 8 = %% = o °f sin @ = O, (35)
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L., De vergelijkingen van Lagrange

We gaan uit van het principe van d'Alembert

L

= J dv {k(b) dt (pv) } 6r = O, ' (36)
= v’

%‘ toegepast op een systeem dat bestaat uit een aantal gekoprelde
= lichamen, Indien het systeem n vrijheldsgraden bezit, kunnen we
%H schrijven

T = (q1,q2,...,qn,t), (37)

waaruit blijkt dat de variaties 6T niet meer cnafhankelijk kunnen
worden gekozen. We hebben

waarin de variaties 6qk wel vrij en onafhankeiijk mogen‘worden gekozen.

Uit (38) volgt direst dat

I av k) A7 = Z Q. ba, (39)

k=1
v

waarin gebruik is gemaakt van de gegeneraliseérde krachten Qk volgens
(11,32).

Door fluctioneren wvan (37) vinden we

- St OF |
=5"_?; waaruit

3 ov_ _ or o

= —_ =T (%1)
§‘ ‘ aqk aqk

§  Verder is

% ' - n — —

= d ar 2 r #r av

3 W, "2 g0, %"*7T = - (42)
s at Sa o Ca ey "L 7 T Ot T Ogy o

S

We vinden nu
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-devigdtd.%)-?%%}b%.
4 k b

l-gbqkjpd’if[a?(v.i)-:.gi-]-

- aq, Ue

B 4 :
n
4 .1 ay! 1 3yt

.S s J’pav{—c iy - 1.

2= "% ¥ "Zag " 20

v

--ibq,k (a%-ar- %pv’ dv-a-l- %pv' av} =

ke ﬁqk. U

v v
4 3T AT
- - ; 8q, {5t 1y - ,qu. (43)
Het principe van d;Alembert levert dus op
n
4 a7 8T
- {dt a-;k' - aqk - Qk] b‘lk = 0, (44
waarult direct de vergeliikingen van Lagrange volgent

4 aT aT ‘o
at ;;; - qk = %' (k 1,2,00-;3)- (45)

Indien een gedeelte (of alle) krachten van een potentiaal zijn af te
leiden, volgens (II,30), kunnen we sohrijven ‘ ‘

(1) au
= - memE . N (46)
Qk qk aqk -
Dear U niet van 4§ afhangt, wordt nu (45)
4 3L L . .(1) ‘
met | '
L Q T - U, : (Ll'a)

de functie van Lagrange .

Be Q,?)

2ijn nlet afgeleld van een potentiaal.




Voorbeeld

Het massapunt M kan glijden over “een ‘
rail. Het is door middel van een koord |
(of stang) verbonden aan een massapunt

m, dat kan slingeren in een vlak..
Het koord heeft de lengte 2. -

Dit is een voorbeeld wvan een
holonoom=-skleronoom systeem.

S Ll Al L a U A e i il

IR L PNt AT

s vl g L L DU LT

plir s

mg

'

‘Allereerst voeren we de gegeneraliseerde coordinaten x en 8 in.

Dan is .
x‘=x+asin5, _
y‘ = a cos B ’ (49)
waarult we vinden
—1 .2 1 ‘z .2 _
T=35Mx +-2-m(x1 +3°) =
=%Mx’+%m[x+_a6 cos 8)% + a’ 8% 5in® 61, (50)

Voor de potentiSle enmergie U geldt

ng a('i - cos 0), . . (51)

U =
waarmee
L=T7TT-=
1 .2 1 .2 2.2 . o . .‘
s Mx +-§-m(x+ae+2aexcos‘e)+mgacose. (52)

Daaruit lediden we af

L

-‘ aL.— L ] -
s = O 3T - (M + m) x + maBcos 6,
3L .o ' .
a—.;=-ma6x sin 8 - mga sin 6, (53)
a—I"=ma.264-1:1&3:1.:056.
a8

De vergelijkingen van Lagrange worden

-I'%wn}-'x-t-ale'cﬂveséb-::162 sin 8 = 0,

-e .e . (54)
af +xco8 8+ g sinb =0, :
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Deze vergelijkingen zijn mo=ilijk op te lossen, Ihdien de hoek 6
klein is, lineariseren we, d.w.z. Wwe beperken de vergelijkingen tot
vergelijkingen van de eerste graad in x, 0 en de afgeleiden. Dan
worden (S4)

Mim x +#ag = 0, 1

L

Pllh it R L J PR AL UL LA AT T LIEE RS Y

m

o . (55)
ag + x + g =0, }

een stelsel dat eenvoudig kan worden opgelost.

Voorbeeld

Fen cirkelvormige draad met middel-
lijn OA draait met een eenparige
hoeksnelheid w om een as in 0, lood-
recht op het vlak van de draad.
Langs de draad bevindt zich een kraal,
het massapunt m, dat zonder wrijving
kan bewegen. '

Dit is een voorbeeld van een
holoncom-rheonoom systeem.

De enige g2generaliseerde coordinaat is de hoek 8.

We hebben

a cos wt + a cos (8 + wt), } (56)
a sin wt + a sin (8 + wt),

voor de coordinaten van het punt m. Daaruit volgt

»

- aw sin wt ~ a (8 + w) sin (6+'wt),‘}

; = awcos ot +a (8 + u) cos (8 + ot). (57)
De kinetische energie T ié
i S E%i [o? » (é + w)? + 20 (é + w).cos 6], (58)
‘waaruit de Lagrange vergelijking volgt
8+ o sin 8 = O, (59)

De beweging van het punt is een slingerbeweging om de middellijnm.
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Op het massapunt m werkt een reactie-

kracht R. Leze is met de normale

Lagrange vergelijking niet te bepalen,

daar het Lagrange formalisme berust.

op het feit, dat de reactiekrachten

bij een virtuele verplaatsing 69 geen
- arbeld verrichten (6q = 68 hier)..

Toch is het mogelijk de reactiekracht R Le bepalen door het Lagrange
stelsel uit te breiden. We moeten dan R arbeid laten verrichten bi}]

een virtuele verplaatsing. Daartoe wordt het systeem zo veranderd,

dat de straal van de c¢irkel r kan varieren, er zijn twee graden van

vrijheid: 6 en r.

We hehben de reactiekracht vrijgemaakt.

Nu geldt , o
x = a cos wt + r cos (6 + wt), : (60)
¥y = a sin wt + r sin (6 + wt), :

waarmee voor de kinetische energle T wordt gevonden:

T:%Ea’uﬁ + a’r? +r’(5+w)’+2amr-in9 .
+ 2a0r (8 + v) com 0], . (61)

Er zijn nu twee Lagrange vergelijkingen:
d

3T,  aT | -
it 8 -3 =% | - B
a4 ,aT T | -

It (;; -3 = Re - - (63)

Indien we (62) uitwerken en daarna r = a, r = 0 stellen, vinden we
weer de vergelijking (59). De vergelijking (63) is formeel te begrij-
pen als een vergelijking van Lagrange. Zijn interpretatie is, dat bij
variatie r- r + 6r, de kinetische energie toeneemt met

br E ('_J') - —‘]1

terwijl R de arbeid R 6r verricht.
Door invullern en uitwerken wordt uit (63) voor R gevonden

[ 4

R = E (2a? T+ 2aw 6 cos 6 - 2r (B + w)
-~ 2aw (6 + w) cos 08). ' ‘ (64)

De reactiekracht voor het oorspronkelijke probleem vinden we nu door
te stellen

r = a, f =r =0, o : ,(65)
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waardoor {64) overgaat in

R =-ma (¢ cos 8+ (8 4+ 0)). (66)

Hoewel deze R dus bij de virtuele verplaatsing van het oorspronkelijke
probleem: 68 geen arbeid verricht, wverricht R wel arbeid bij de
werkeliijke beweging. We bewijzen dat de arbeid door R verricht, juist
gelijk is aan de toeneming van de kinetische energie.

Allereerst vinden we uit (58) '

%% =ma? [0 (06 + w) + Bw cos B - 82 w sin & - 0 w® sin 8],

(67)

een vorm, welke‘door gebruik te maken van de bewegingsvergelijking
(59) wereenvoudigt wordt tot '

4ar
at

= - ma? wsin 8{(w + 0)% + o

cos 0]. (68)

Om de door R verrichte arbeid
te berekenen, gaan we over op
de coordinaten (r,¢).

We hebben
9
r = 2a cos8 3
o =ut+ 2, (69

2

" waaruit wordt gevonden

Y = - a 8 sin

-6-‘
6 ° 3 |  (70)
rd = 2a cos-a-(m+§). »

1l

De arbeid, verricht door R per secunde is dus

8y 0 . (p .. By Y a&aRe®
(R cos 2)._r + (R_sin.z).rq = - 5~ sin 9

+ Raw sin 0 + Egg sin 8 = Raw sin 9, (71)

Door invullen van R uit (66) wordt. dit
= -ma’w sin 8 [(w+08)% + co:eil, (72)

dT

gelijk aan it
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Algemene principes

De tijdintegraal van een kracht

Voor de resulterende kracht R werkend op een stelsel geldt

(n v )2 - (nv.) . : (1).

Dus de tijdintegraal van de kracht is gelijk aan de vermeerdering
van de hoeveelheid van beweging van het systeem. (v is de snelheid
van het zwaartepunt)

De kinetische enefgie

Omdat voor een willekeurig element geldt

- 2 )
k = pv, (2)

knnnen we voor de arbeid, die door de krachten gedurende het tijd-
interval van t, tot t op het gehele systeem wordt verricht,
schri jven

tz ' té |
A = S at ji{.? av =J dtf pv.v dV =
t, v t, v
_— .
2dt{-fi—- 2w avy =T - (3)
tdae 2P 2 T C1t .
t, v

Indien de krachten van een potentiamal U zijn af te leiden, geldt
volgens (II,23) : '

A =T, -T,., | | S (4)
Uit (3) en (4) volgt |
1 1 2 2

U, +T, =U, +T = c, ‘ (5)

de wet van het behoud van mechanische energie.

We kunnen (3) ook nog op andere wijze afleiden. We hebben

' tz tz : )
A =Jh dat jdv K.v =J dat j{i(?;?ﬁx )} dv, (8)
t, v t, v '
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waarbij gebruik is gemaakt van (4,III,27). '

Merk op, dat ?0 de snelheid van het zwaartepunt is en T gemeten'wordt

vanuit het zwaartepunt. We kunnen voor (6) schrijven

tz t?
A .—.I i{'.??o dt +J‘ M. ® dt (7
t, t,
Nuis K = = (m v )
dt o’ E
=4 ' \'
M= s DO ’ L (8)
: |
waaxrmee tz .
1 1 - —p
A= (E m Vgl - (E m Vg)1 +\f W . Do dt. (9)
t

Om ;.30 te berekenen, voeren we een meebewegend assenstelsel in.
We hebben volgens (4,III,33)

D, = (B) + (wx3D). | (10)
rel

-

De vector (3><30) staat loodrecht op w en dus is w »(@ X Do) = 0.

Dus wordt de integraal
t t

2 - 2
f G . D oat =vr @ . ("150) dt. (i1)

t, t,

In een met het lichaam meebewegend vast assenkruis is

w .(Do) =, Doi = sz 0y w‘e, (12) . |
rel .

omdat de sz onafhankelijk van de tijd zijn. Dan is dus i

- 2 4 T
-4 2 - __rot
@ MDer =3 %6 % Y = 35— - (13)

Uit (9), (11) en (13) volgt

A=T -T., (14)




3. Behoudwetten

a) Wet van het behoud van impuls

Is de resultante van de krachten, die 0op een systeem werken, of
een component daarvan gelijk nul, dan is de totale impuls, resp.
een component daarvan constant. Dit volgt direct uit (1).

b) Wet van het behoud van impulsmoment

Is het moment van de krachten, t.o.v. een vast punt gelijk aan
nul, dan blijft het impulsmoment t.o.v. dat punt constant. Deze
stelling geldt ook t.o.v. het zwaartepunt., Dit volgt uit (IV,13)
resp. (IV,14).

c) Wet van het behoud van mechanische energie

Zijn alle krachten af' te leiden uit een potentiaal, welke de tijd
niet bevat, dan is de¢ mechanische energie constant.

Voorbeeld

Een massapunt beweegt zich onder invloed van een aantrekkend centrum.

Dan is het moment van de kracht t.o.v, dit centrum gelijk aan nul,
dus blijft het impulsmoment constant., Daaruit volgt weer dat de baan
in een plat vlak ligt.

Voorbeeld a M
Aan een koord dat over een katrol
T:' hangt, hangen twee mannen, die ieder

het gewicht mg hebben.

Zen begint met de relatieve snelheid

v v te klimmen.

u De massa van het schijfvormige katrol
is M, de straal a.

Gevraagd wordt de snelheid van het
touw u,
mg mg

Het moment der uitwendige krachten is en blijft gelijk nul, dus het
impulsmoment is ook nul, vanwege de begintoestand.

Het totale impulsmoment is

D=Jdw+mua + ma (u~v) = 0, (15)
indien J het traagheidsmoment is van de schijf, w de hoeksnelheid.
Daar .

u=am,J=—;-Ma2, (16)
volgt uit (15)

amv
Y T IneM _ (17)




Yoorbeeld
Een vlakke, cirkelvormige plaat kan
draaien om een as door O, een punt
P van de omtrek, welke as loodrecht
m staat op het vlak van de plaat.
5]
v—=—= In het punt A, diametraal gelegen
a M Vés;?e tegenover O staat een man, massa m.
A ﬂchﬁng De man begint te lopen langs de omtrek

van de cirkel, Er is geen wrijving.
De diameter van de cirkel is a, het
traagheidsmoment om O is J.

Gevraagd wordt hoeveel de plaat draait, indjien de man over een
bepaalde boog is gelopen.

Op het systeem werkt geen moment, dus is het impulsmoment constant,
en wel = 0,

Als A in P gekomen is, is de plaat over een hoek ¢ teruggedraaid.
We hebben - :

D =-J ¢. | (18)
P P
Het impulsmoment van de man is
- 2.
D =mr’e. | (19)
Dit 1s-als volgt te zien. De snelheid v in poolcoordinaten is
//\ré (r, r8). )
v \ r is gericht op O, r@ staat loodrecht
op OF.
Dus wordt de wet van het behoud wvan
impulsmoment
0 mrif= Jo, (20)
Voer in
O +p =¢ 35 r =acos ¢ =acos (B+), - (21)
dan wordt vergelijking (20)
ma? cos?¢, (y-4) = Jo, _ (22}
waaruit wordt gevonden
- 2 2 -
® = ma‘ cos: ¢ L. (23)

2

J + ma? cos?y¢




Als de man in O komt heeft hij g afgelegd. De plaat is dan terugge-
draaid over

2 2 N
(p =j ma cos q’ dq) = g (1 - J ). (24)
o J + ma? cos? ¢ J+ma? A

Voor een volledige rondgang wordt

¢=mn(1 -\ —L . (25)
J+ma?

Voorbeeld

nlz

7 m
s . i ma
: [

Een massapunt m ligt op een horizontaal vlak, waarover het zonder
wrijving kan glijden.

Aan de massa is verbonden een opgewonden ketting, waarvan de massa
p per lengte-eenheid is.

De massa m krijgt een snelheid w o? waardoor de ketting gaat afrollen
en gedeeltelijk in beweging komt S Gevraagd wordt de snelheid op
afstand x van de startplaats.

Daar op het systeem geen krachten werken, is het impuls constant.
Is de massa welke op een bepaald ogenblik beweegt M, de snelheid v,
dan geldt dus

Mv = constant =m P (26)

De massa op afstand x is

M=mn+ xp, (27)
waaruit
nv .
= . ° - (28)
m+ Xp

Willen we ook de plaats weten na t sec., dan moeten we (28) inte-
greren, We hebben

nv

ax Ie] )
dt “m+ xp °* (29)
waaruit mx + S x2 = m Vo t, (30)

als voor ¢t =0, x

C wordt genomen.
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Let op dat hier mechanische energie verloren gaat. Het verlies is

2 2
Loave -1 T Yo _ 1.4 xp
5 mvy - 3 (m+xp) ) " 3% Y mixp (31)

(Waar blijft desze energie ?)

Voorbeeld

Een staafl AB scharniert om het
vaste punt 4, een staaf BC is
scharnierend aan AB in B ver~
bonden en het punt C glijdt zonder

wrijving langs de rail AC.

De lengten van AB en BC zijn
ieder Za, de massa's onderling
gelijk en gelijk aan m.

Gevraagd wordt de reactiekracht in een willekeurige stand.

We zoeken eerst de bewegingsvergelijking, welke in dit probleem met
één graad van vrijheid direct volgt uit de conditie van het behoud
van energie, De kinetische energie T1 van AB is

Tizg.%_mazéz:%maz éz. (32)

De kinetische energie T, van BC ia

waarmee T overgaat in

1 2 1 1 2 22
T,fanvzz+2.3ma B.. (33)
We hebben
v2 =2 4+ 32 = (9a? sin? B + a? cos? )82 , (34)

T2 = -;- ma? 62(9 sin? 0 + cos? 8 + %). (35)

De totale kinetische energie is

T=T +T = % ma? é?(4 -.% coms? 9). (36)

De potentiele enargie U is
U==2mnga sin 6, (37)
en de wet van het hehoud van energie luidt -

T+ U =0, ' (38)

door de keuze van U,
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Uit (38) volgt

6: - 28 sin @ ' (39)

28§ _ 3 00820

We berekenen nu de reactiekracht X. Het totale impulsmoment D om A
is

D=D, + D, ‘ (40)
waarbij D, en D, de bijdragen zijn van AB en BC resp., We hebhben

D“.ﬂ--;tma.2 6., (41)
terwijl, op grond van (4,V,6 ) wordt gevonden

D, = 3 ma? 6 + ma?(-3 cos? 8~ 3 sin? 8) é‘. (42)
Daarvit vinden we

D=k oma’e. ‘ (43)

Daar M = 5'= - hma? o s (44)

hebben we voor X de betrekking

ba cos 6 . X - 2mg . 2a cos 0 = - 4 ma? @ . (45)
Daarnit -
_ ma . .
X =nmg - -5 0. (46)
2 a .. d: ;1 %2 d sin O ‘
N is = — (3) =—(—9 ) = —_— ., (47)
at d6 ‘2 78 35 -3 cost o |

Uit (47) en (46) volgt

X = ng 70 = 105 cos? 6§ + 36 cos® 8 , (48)

4(4=3 cos? §)?
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V1. Beweging van een masgapunt in éen krachtveld

1. De_harmonische oscillator

. o 0 ‘ .
A~ WVWWWN——F7Z3 ™ %

We beschouwen de ééndimensionale beweging van een punt met massa m,

dat verend is opgesteld in een evenwichtsstand.

We nemen het nulpunt O van de x=-as in het evenwichtspunt en onder-

stellen dat bij kleine afwijkingen het massapunt een kracht onder-
‘Vlndt, die evenredig is met de uitwijkingen ateeds naar O gericht.

Dus .

E% m'x +kx=0 7 M
Eﬂ is de beweglngavergelijking, indien k de veerconstante is. We nemen
éﬁ‘ nu ook aan dat er een demping is, welke evenredig is met de snelheid
;; van het punt. Indien de dempingsconstante f is, gaat (1) over in
‘i‘_ zx+fx+kx =0, (2)

?l Krijgt het punt een ultwijking uit de evenwichtsstand, dan voert

3 het daarna gedempte trillingen uit. We kunnen (2) oplossen. De

B oplossing is, indien wordt ingevoerd

y .

E w, = Vi/m, (3)

: voor het geval

Kl ? ,

> ""':z , (%)

3: x = -f/th cos (V i t + D)., . (5)

k ‘

%g Dit i een gedempte trilling.

L Indien of, = —ﬁ ' | (6)

! o lun ¥ .

wordt de oplossing

o ,ELt . .

x=(h+Bt)e ™, (M

Indien w? < (8)
n mo "

3
E
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is de oplosslng
\f \/ £
-"—t - 2 t ] —— . 2
bn? "~ %o o | lm? % 1:). - (9)

We hebben de oplossingen gegeven voor de homogene vergelijking (2).
Indien op het deeltje nog een harmoaische kracht F cos wt werkt,
wordt de bewegingsvergelijking

LTS AR TR e o ) e
]

A

mx+fx+kx=F cos ut, (10)

een vergelijking, waarvan de oplossing bestaat uit de superpositie
van een particuliere oplossen en de oplossing van de homogene verge-
lijking (2). De particuliere oplossing van (10) is

P LARILLITAR

= cos (wt - ¢), (11)
Vm’(m; ~0?)? + 22
met ta.n P = '—'—'—22!-—';' " (12) '
m(wo -w)

Interessant is het geval van resonantie. Dit Xomt voor indien de
frequentie ® zodanig is, dat de amplitude van (11) maximaal wordt.
Dit gebeurt bij

Ww = W - ——, : ) (13)

2. De centrale beweging

Indien de kracht op het massapunt steeds gericht op of van een
constant punt, spreken we van een centrale beweging.

We transformeren de bewegingsverge-
lijkingen op poolcoordinaten.

We hebben
T =r :1 ' ' (14)

indien e, de (in richting verander-
lijke) eenheldavector 1s naar het
punt P,

'1;=:.'§ + T ';'1, ' (15)_
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waarbi] 5'1 door de rotatie ontstaat. Daar ;1 = 8 'é;, zoals uit
(4,IIX,22) volgt, is

* -* [
—r

r=re +roe,. (16)

We differentieren weer. Daar

- -
= - -]
ez 6 1

ontstaat
(r - rﬁ ) e + (r8 + 2r @) 3;. | {(17)
B Dus wordt
= m(r - r 8°) = £(x), }
3 ro+2r6 =0, (18)

1
LY

waarin f(r) de kracht is welke door O op m wordt uitgeoefend.
Uit de tweede vergelijklng (18) volgt

Adey L0

%(ﬁa) 0, (19)

waaruit mr?8 = D = constant. ) (20)

4 =

i

I3 Vergelijking (20) drukt niets anders wit dan de wet van het behoud
1. van impulsmoment. Uit (20) volgt

3 . g |

1 0 = ~—— , (21)

r? N

dat ingevuld in de eerste vergelijking (18) geeft

. 2 ’
r-mii=%?Eg&L . | (22)

de differentiaalve;gelijklng voor de radiele beweging.. We vermenig-
vuldigen (22) met r en integreren. Er ontstaat :

1 mr"k-l 2 a‘ -Ji £(r) dr = constant. . (23)
2 3 S ) | ,

De vergelijking (27) drukt niets anders uit dan de wet fan het
behoud van arbeidsvermogen. We kunnen (23) ook schrijven als

B

. Dz~1 T .
r! + S - 2‘{ "g(r) dr = constant = C. : (24)
f m h o

B ol




Deze vergelijking is door separatie op te lossen. We willen echier
niet r als functie van de tijd, maar r als functie van de hoek 0.

We hebben .
= Lo 4r dr 1 _dr D
= TEa% Tdae 9 T 2 (25)

L

waarmee (24) overgaat in

dry¢ _ mt D? ¥ : :
(8EY = B [Cp® « = r? 4 2r~J~ g(r) drl. (26)
40 D2 m 2 A '

Indien de krachtwet gegeven is, is in principe r(6). te bepalen.

We nemen het bijzondere geval van de Newtonse krachtwet

XXkl ol L, ANWTRNTE NINTY

f(r) = - %v (2?)
| T .
B waarmee
g T k-
%;‘ | -J g(r) dr = = E \ (28)
;i- wordt. Na invullen en omkeren ontstaat uit (26)
:_,i ' » = D dr (29)
§ r\/c m?’r? + 2 mkr - D?
-4
;%l De vergelijking (29) geeft na integratie
E )2 |
f? : ® = aresin mer - D = + C,. (30)
= - r\ﬁc m?D? + m?k?)

3. Beweging met veranderlijke masss

Ken grote klasse van problemen ontstaat indien de massa variabel is.
De mechanica alleen geeft niet altijd voldoende basls om deze pro-.
blemen te behandelen. Vaak moet door een fysische beschouwing de wijze
waarop de massa verandert worden bepaald. We geven een voorbeeld,
waarbi] enige vereenvoudigende onderstellingen zijn gemaakt.

Voorbeeld

Een regendruppel valt in een gelijkmatige mist. De druppel verzamelt
alle massa die hij ontmoet (fysieche veronderstelling). De beginstraal
is nul. De druppel blijft bolvormig en ondervindt geen wrijvings-
weerstand (mechanische vereenvoudiging !). Wat is de versnelling ?




Algemeen is

-a%(m;:) = mg (31)

Py

\
3%
e

ie de vergelijking, die moet worden geintegreerd.

Allereerst moet hiertoe ﬁ-worden berekend. Als Po de dichtheid van

water is en r de straal van het bolletje is=a

. S, '
m=3nrop, | (33)
wgaruit :
' m=’+np°r’r. : (34)
Indien p de dichtheid van de mist is, is ook
m=nr’px, (35)

daar alle water in de cylinder met straal r zedurende dt wordt
opgenomen. Inhoud cylinder isn r? dx. Dus is

bl ]

:‘5 nripx = 4 P, r?r, (36)
_?* waaruit o .
= hp,r=px. . (37)

De vergelijking (37) kan worden geintegreerd. Indien op x = O,
r =0 is, is : '

T -2 x. o (38)

Dan wordt

m_ arex _ 4
n p

ML LU L Il B LA

, |  (39)

MK »

waarmee (32) overgaat in

x x + 3x> - gx = 0. (40)

o L1158

Om deze vergelijking op te lossen, stellen we

a(x)?
ax

. dx ax dx

T T a4t

1
=3 N (41)

[ T 1 Th §

leen,
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waarmee (40) overgaat in

.2 . . . . . '
Ja.x dg;) +3.x2 - gx = 0, o (42)

Een particuliere oplossing van (42) is:
x? = ax. ' ‘ ' (43)
Na invullen, vinden we

a=2g. | . )

De algemene oplossing van

1 : d(;)z '.2 . | 4
X TGHEo+3x =0 ‘ | (45)

blijft'niet eindig voor x = O en moet daaroﬁ worden weggelaten.
Het probleem is dus opgelost door _
x? =%gX, : ‘ (L6)

dat weer verder wordt geintegreerd tot.

x --*'-"‘2- (g) t?, B2

waaruit volgt, dat de versnelling % g is.
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c.I.1

C. Onvrije beweging van Systemen

I. Kinetica van eindige krachtwerkingen

1« De methode van het vrijmaken

Een massapunt dat vrij kan bewegen heeft drie graden van vrijheid.
Voor de berekening van de beweging in een krachtveld staan drie
vergelijkingen ter beschikking. Deze zijn ieder van de tweede orde,
waardoor ze zes integratieconstanten toelaten. Deze worden bepaald
door de willekeurige beginstand en beginsnelheid.

Een vrij star lichaam heeft zes graden van vrijheid en de beweging
daarvan wordt beschreven door zes vergelijkingen, de drie vergelij-
kingen voor het zwaartepunt en de drie momentenstelllngen. Een sys-
teem van n lichamen heeft 61 graden van vrijheid met 6n bewegings-
vergelijkingen. In het algemeen zijn de n lichamen onderling gekop-
peld en/of in hun beweging beperkt. Als er m z.g. verblndlngen zijn,
is het aantal graden van vrijheid

6n - m. | . : ' (1)

In dit geval zijn er ook m onbekende vérbinding§krachten of reactie-

krachten. Het totaal aantal onbekenden is dus
bn - m + m = 6én : (2)

en hiervoor zijn er juist 6n vergelijkingen, waarin de onbekende
reactiekrachten ziin ingevoerd. Door het invoeren van de reactie-
krachten, die werken op een bepaald lichaam, wordt dit als het ware
"yrij gemaakt" uit het systeem. Het lichaam kan dan als een vrij
lichaam worden behandeld onder invloed van de uitwendige krachten
en de reactiekrachten.

Deze methode voor de behandeling van. onvrlge systemen is zeer alge-
meen en heet de methode vapn het vrijmaken. De methode heeft het.
voordeel, dat ze tevens de reactiekrachten geeft{, In de praktijk is
de methode vaax omslachtlg.

In vele gevallen kunnen de vergelijkingen van Lagrange worden toe-
gepast. Hierbij is het aantal onbekenden even groot -als het aantal
vergeli jkingen, het zijn alleen de .algemene coordinaten, want de -
reactiekrachten zijn automatisch geellmlneerd. De corzaak hiervan-
is, dat de methode van Lagrange op een arbe1dspr1n01pe berust, ter-
wijl de arbeid der reactlekrachten b13 een virtuele verplaat51ng

mnul is.

2.‘0nvrije puntbewegingen

-We geven een aantal voorbeelden van puntbeweglngen, welke nlet
VrlJ 213n.




Voorbeeld

SO

De slinger: een massapunt m
hangt san een gewichtsloze
staaf van de lengte £ en slin-
gert onder invloed van de
zwaartekracht om de evenwichts-
stand.

Dit is klaarblijkelijk een on-
vrije beweging, daar het punt
gedwongen wordt zich te bewegen
langs een boloppervlak, of in
het vlakke geval, langs -een cirkel. De reactiekracht is hier de
spanning 5 in de stang. Debeﬂeglngsverge113king in de- tangentlele

richting luidt

nés = - mg sin B, ‘ . K .f (3)
waaruit door integratie de energievérgelijkihg volgt

"0 é& . . : .

6 - 7 Co8 8 = c. ' (4)

Indien de maximale amplitude o isy is ¢ bepaald door ¢ --jf cos o,
‘Daarmee

= %? (coé‘e - cos a),," _ (5)

dat wordt geintegreerd tot

ilfe a0

=t -t (6)
2g 90 \/cose—cos o - o’

indien het massapunt zich op t ='to in 6 = 60 bevindt. De periode is

Z [ a6 \[Z "/2
o oE [, e o
28 Jt; cos Bl-cos o J- 1-k s:mze
' ., o
net k = gin /2. (8>

De integraal (7) is een elliptische 1ntegraal, welke door ontw1kke-
ling kan worden berekend.




Ogmérking

Indien de amplitude zeer klein is, kan de vergelijking (3) wor-
den vereenvoudigd tot ' :

6+ 806 =0, | (9
de vergeli jking van de harmonische trilling.

Opmerking
De reactiekracht $ is niet berekend. Hij kan gevonden worden uit -
de vergelijking voor de radiele beweging. -

Voorbeeld

Willekeurige slingeringen van een massapunt aan een koord. Dit is
een voorbeeld van een eenzijdige verbinding.

Massapunt m hangt aan een buig-
zaam koord van de lengte £. Het
systeem heeft é&én of twee gra-
den van vrijheid.

a. Onderstelling OA = 4. De bewegingsvergelijking is

8 + &/¢ sinb® = 0, | (10)
;efwiji voor S wordt gevonden

S =_m(g cos 6 + £é2); 7 : (11)
Na inteératié;van (10) . vinden we

4 éz - % cos 6 =¢, . o ' o "_(125

waarin ¢ wordt bepaald uit de conditie dat voor & = o,
" 8= @ . Daaruit vinden we
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28 = ﬂmoz - 2g(1 - cos 8.}, (13)

welke vergelijking, ingevuld in (11) geeft
S = m(fwoa + 3g cos O ~ 2g). (14)

De onderstelling a is juist, indien S > O gedurende de gehele
beweging. Het is duidelijk dat indien

£m02 > 5g 7 (15)

aan deze conditie steeds is voldaan. Het punt maakt complete
omwentelingen. Uit (13) volgt dat

£w02 - 2g + 2g cos B = O. . (16)

Indien 8 < /2 blijft, blijft g cos 6 > O en dus S > 0. De con-
ditie hiervoor is

}Ew: < 2g, ' ' ' (17)
in welk geval hodgstens de horizontale stand wordt bereikt.
Indien

2g < 4w ° < 5g, (18)

wordt S volgens (14) ergens nul en wordt dus niet aan onder-
stelling a voldaan. '

Onderstelling OA < £.

Aan deze onderstelling wordt voldaan, indien voor een bepaalde
waarde van' 8 > /2 de waarde van 5 = O wordt. Dit gebeurt indien

2~ 02 ‘
cos 8 = ~—5— . (19)
38
De beweging bestaat nu uit tweezfasen: eerst een cirkelbeweging
2g-£w o '
van 8 = 0 tot € = arccos ——EEJL‘ » Daarna een vrije beweging in

twee dimensies ondeyr invloed van de zwaartekracht. Deze blijft
zolang bestaan als OA[ < £ is. Daarna begint de slingerbeweging
opnieuw.
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Vooi beeld

T ‘ Een ketting van de lengte £,
. met de lengtedichtuelid p
4? o : ' . valt op tafel. Gevraagd wordt
y : de kracht, die op de tafel
wordt uitgeoefend indien de
ketting over een lengte x is
gevallen.

Na t sec. is de ketting over x gevallen. De snelheid is dan v.
Er geldt

“ vz-* = 2gx, (20)

omdat ¥mv® = mgx.
In dt valt een massa {(pv)dt en deze heeft een hoeveelheid van

beweging dp = (pv dt)v = pv®dt.
Dus

ap = K. = pva = 2pgX. (21)

Dit is de "dynamische" kracht, ontstaan door het impulsverlies
van de vallende massa. De statische kracht

K_ = pgx, (22)
zodat de totale kracht
K = 3pgx. - (23)

We kunnen ook het probleem beschouwen als een met een veranderlijke
massa. Dan is ' ’ '

d

Ky = 37 Py¥) - pye = p¥F - oyg + p3® = pvE,
want f C-
T
Voorbeeld
"*? Een ketting van de lengte £,
_ met de lengtedichtheid p
X glijdt over de rand van een

tafel,
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Indien de spanning in de ketting T is, geldt

Px gp = PeX - T, (24)

P T ATL IR s
o
=

pl£ ~ x) %% =T, ' (25)

waarin u de snelheid van de ketting is. Door (24) en (25)
op te tellen, wordi gevonden :

du _ gx x _ gx - |
du _gx | oo Lx_m (26)

LUt
&

‘met de oplossing

VE e ¢ VE o ¢

x = Ae ~ % Be . ‘ (27)

.
: AL i
AR St e

==

b

Voorheeld

< We zetten dit vraagstuk voort, doch nu is de ketting op de

B tafel aan de rand op een hoop gewonden. In de tijd dt wordt

%’ een massa (pudt) in beweging gebracht, welke de hoeveelheid van
B beweging pufdt heeft. Dus geldt

T dat ='pu?dt of T = pu2 . (28)

De bewegingsvergelijking voor.het verticale stuk wordt

du _ 2 '
Px Gp = Pgx - pu”, (29)
of -
du 2 _ .
- xqp tuo= ex. . (30)
=
Ef
E% Deze vergelijking wordt getransformeerd door
E% .
E‘ » : .2
— - dx : dx .
=q u = —-— = 1} _— (31)
Eg ' dt dx- ‘ |
3. waardoor (30) overgaat in
= .
b dx .2
T +x% I T F o= ex (32)

Ben particuliere oplossing van (32) is

P R T o |l
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¢ = 245 £X, : ' (33)
waaruit
x =% 8 A% (zh)

De versnelling is dus g/}.

Opmerking

De vergelijking (29) is ook te verkrijgen met behulp. van de
theorie der variabele massa. We hebben : ,

d -
T (pxu) = pgx, (35)

welke vergelijking identiek is met (29).

Voorbeeld

Een deeltje met massa m

wordt op een verticale cirkel
gelegd, waar het af kan glij-
den zonder wrijving. De start-
plaats wordt bepaald door de
hoek o met de verticaal. De
straal van de cirkel is a.
Gevraagd wordt waar het deeltje,
. onder invloed van de zZwaarte~

| kracht, de cirkel verlaat.

De normale druk is N, Dan geldt voor het evenwicht in de ra-
diele richting :

N = mg cos 6 - ma 6%, (36)

De kinetische energie is gelijk aan de winst in potentiele
energie :

ma®e® = mgg(cos o - cos B). (37)

Door uit (326) en (37) 6 te elimineren, vinden we de normale
druk

N =mg(3 cos® - 2 cos ). (38)
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Loslaten gebeurt, zodra N = 0, waarbij

8 = arccos (/4 cos a). (39)

%+ Rotatie om een as

Indien een massapunt gedwongen wordt te bewegen in een vlak, dat
om een vaste as met een gegeven hoeksnelheid ronddrazit, zijn er
in principe drie methoden om het mechanicaprobleem aan te pakken
tewe : ‘

e

de methode van het vrijmaken, door invoeren van de reactie-
krachten en uitwerken van de beweglngsvergellelngen in een
vast assenstelsel.

de methode wvan Lagrange.

de methode van het stilzetten. Hierbij wordt een meedraaiend
assenkruis ingevoerd, waarin de bewegingsvergelijkingen wor-
den opgeschreven. Aangezien het meedraaiend systeem geen iner-
tiaalsysteem is, gelden de formules van Newton niet. We hebben
in het algemeen

b d — — -3
a = a + a + a
sl cor rel

. (40)

—
In een vast stelsel is K = ma. In het meebewegend stelsel is
de ons interesserende grootheid ma o1’ waarvoor geldt

- - - -

ma . = K « ma - ma
rel cor s1°

{h1)

De krachten - ma, . en - ma heten schijnkrachten. 4ij moeten

sl

. worden ingevoerd en aan de werkelijk optredénde krachten worden

toegevoegd om een Newton relatie te verkrijgen in het niet-
inertiaalsysteem. In praktische gevallen is de sleepkracht nlet
meer dan de centrlfugaalkracht =

Voorbeeld \\ij;

Een cirkelvormige draad,
straal a, roteert met een
‘constante hoeksnelheid w

om een verticale as door het
middelpunt. Langs de draad
kan zonder wrijving een mas-
sapunt m glijden.

<

Gevraagd wordt de bewegings-
vergelijkingen op te stel-
len.

mg
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We lossen dit probleen op,met-behulp van de methode van het
stilzetten.

Op het punt werken de krachten:

a. het gewicht mg.

b. de reactie R gericht langs n naar M.

¢. de reactie S, die loodrecht op het vlak van de draad staat.
e noemen de eenheidsvector in deze richting g.

— - —
De sleepkracht - ma . wordt hier gelijk aan - m(m x(w X r)) en

sl
heeft de grootte mauﬁ sin 0, gericht van de as.
De Corioliskracht - macor wordt hier - m . 2(® X vrel)' heeft de

grootte Zmwa 8 cos® in de -richting - G,
We passen nu de formule (41) toe:

- " = ., = -3

ma = ma67T + mab®n= - mg cos 8 . n
- rel

- Y — 2 —a
- mg sin & . T+ Rn+ 30 + maw“sin 6, cos @ 7

2 > A e
-~ maw?sin® 6 n - 2mwa O cos B g.. (42)

T

We stellen nu de factoren voor de eenheidsvectoren gelijk. 2o
ontstaat

~

i1
o
-

6 - 0% 5in B cos 6 + § sin 6

. R
82 ¢ w? 5in® 0 + B cos © - =
a ma

(43)

n
(@]
-’
S~

~

5 2
- 280 cos B8 + —
ma

1

0.

De eerste vergelijking (43) levert de bewegingsvergelijking voor
6 in het stilgezette vliak. De tweede geeft de reactiekracht R,
de derde de kracht S. :

We integreren de eerste vergelijking (43). Er ontstaat

82 - w? sin® -'%ﬁ cos 8 = const. (44)

De vorm (44), vermenigvuldigd met 3 ma heeft de gedaante van een
energievergelijking. Ben energie-integraal zou zijn
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2 5) - mga cos 6 = const, 45y

3 ma (8% 4+ w? sin
een formule die fout is. De wet van het behoud van arbeidsver-
mogen gaat hier dus niet op. Dit is te verklaren ult het feit,

dat de reactiekracht 3 arbeid verricht,
We berekenen deze arbeid. Van t1 tot t2 wordt

t ‘ ‘ t

2 2
A= j S asin 8d(wt) = 2maw? f 6 cos 6 sin 8 dt
t t
1 1
= ma®w?(sin® 92 - sin® 61 ). (46)

De verandering in energie A(T + U) moet gelijk zijn aan deze
arbeid:

A(T + U) = A (47

levert na omvorming

+ ma®(6? - w?® sin? 6 ) - mga cos 8 = const, (48)

overeenkomstig (44).
We willen toch graag een energiewet voor deze gedwongen be-

weging. We interpreteren daartoe (48) als volgt. De kinetische
energie

T = % ma® 6% , (49)
de energie bij stilgezette rotatie.

U, = - mga cos. 8, (50)

de potentigie energle der uitwendige kracht en

U, = - -&__mwaa2 sin® 6 , (51)

de potentiéle energie van de centrifugaalkracht. Dan ié dus

T + U1 + Ua = C. {52)

Om (51) te begrijpen dienen we te bedenken dat
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a sin 9

2

U = -~ mw* pdp = ~ mazwzsin2e. (53)

o

Z2ijn er oplossingen, waarvoor & = é = 0? Dan moet
sin 6{aw® cos 6 - g) = O (5%}

‘zijn, een vergelijking met de oplossingen

6 =0,0 ="/2,6 =+ arccos &, (55)

aw?

We noemen deze toestanden kinetische evenwichtstoestanden.
Merk op dat de derde waarde van 8 in (55) alleen bestaat in-
dien

w > Q &/a. . | ‘ (56)

Rotatie om een as van een vast lichaam

We bestuderen de beweging van een vast lichaam, dat roteert om

een vaste as, met behulp van de methode van het stilzetten., We
beperken ons daarbij tot ® = O, terwijl natuurli jk E = 0 is.

Bij meer gecompliceerde gevallen van relatieve beweging heeft deze
methode nauweli jks voordelen. Tevens beperken we ons tot de
problemen, waarbij een vlakke figuur of een staaf om een as in het
vlak kan draaien. De as wordt zelf met de hoeksnelheid w gewenteld.
We nemen als oorsprong van het coordinatenstelsel het draaipunt O.

Voor ieder element van het
lichaam geldt (41), zodat
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j\ - - J - j’ d —_ ( )
pdV . arel = K - ng aq - . pdV acor' 57

In (57) worden alleen volume-integralen geschreven. Ze kunnen in
bijzondere gevallen door lijn of oppervlakte-integralen worden ver-
vangen. ile voeren de coordinaten van het zwaartepunt O in, in het
stilgezette stelsel. Dan wordt (57)

—p

mao(rel) )- (58)

wap -3 - - - —
= K - 5‘; pdv{wx(w x r)} - 2 J; pdV(w % Vel

We kunnen de krachten splitsen 'in die, welke in het vlak van het
lichaam liggen, K/y, en die welke er loodrecht op staan EJ—. We

hebben
=2 pav@«v ) (59)
K =2 ) oav@ v, 59
— —
¥

47 PBo(rer)” S paV . wipe =
v

— —

2 X .
Bo(rel) = M¥ Py (60)

waarin p de afstand van een element is tot de draaias, pa, die van

het zwaartepunt en e een eerhcldsvector, loodrecht op de draaias,
naar buiten gericht.

Opmerking:

Let op, dat de werklijn der centrlfugaalkrachten in het algemeen
niet door het zwaartepunt behoeft te gaan.,

~ Voor pfaktische berekeningen hebben we niet.veel aan de formules
(59), (60) en (61), omdat de reactiekrachten niet bekend zijn.
We passen nu de momentenstelling tce t.o.v. het vaste draaipunt.
Dan wordt

— - . — — -
f pdV(r x a_ ;) =M = | pdV(r x a
v rel” J

sl)

or

0

Cfew@ X3 0. | (62)
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waarvoor we kunnen schrijven

T pdV{r x v ;) = M - I pdV r x {u x(uw x'r)}
v v

-2 5 PV T x (@ x v ) (63
v _

We werken deze formule niet uit voor het algemene geval, doch
passen hem toe op bijzondere problemen.

S LU L

De Energie

Zoals we reeds bij het voorbeeld gezien hebben, geldt de wet van
het behoud van energie niet voor deze soort van gedwongen bewe-
gingen. De kracht %l_verricht nl. arbeid tijdens de beweging. Deze

arbeid is

ML T,

3 ts .
B - A=j, dt , K, . (@x7) =
\ - i
-1
Lt i o
52 j - - - -
2 at paVie x r) . (0w xv, J) =
t v ‘ ‘
1
. t2
_ d_ j -4 —02_-
=2 J dt T %+ ) pdV(w X )2 =

(] eavia x 7o ), - o § paviax ?)2}1. (64)
v v '

Na enige omwerking wordt dit

Y, (65)

-;-2 i -
A =w (Jm1 Jwa

waarin J, het tfaagheidsmoment is om de draaias,
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We zien dat A = O, zodra er geen beweging in het vlak meer plaats
vindt, daar dan :

Indien we schrijven

ACT + U). = A, _ | : (66)
wordt dit

ET 2] -
{u + T:. + ;}wa J ‘}2 =
- .- T

{u + T o+ 3,0 - Tw }1, - (67)
waar geschreven is

T = T:I. + wl-Jéwz,.

" met T1 de kinetische energie van het stilgezetté probleem. Dus

U+T + U = const, o (69)
1 2 &

waarbij -

2

U = - *l'wsz = = +of g pdV p? , ' (70_)

de centrifugaalpotentiaal, met p de afstand van ieder element
tot de draaias. . o

Kinetische Stabiliteit

We hebben reeds bij de behandeling van de gedwongen beweging van
het massapunt gezien, dat er evenwichtstoestanden bestaan, waarbij
het lichaam zich in het vlak niet meer beweegt. In het stilge- -
zette probleem houden dan uitwendige krachten en centrifugaal-
krachten elkaar in evenwicht. Het probleem wordt de hoek 0 te.
bepalel, waaronder het lichaam.staat, en te onderzoeken of deze
stand stabiel of labiel is. Daartoe gaan weé térug tot de verge-
.1ijking (63), waarin wordt gezet v __. = O. Dan gaat (63) over in

M= S pav T x{a x (0 x2)} . . -(71)‘. '
P ‘ o : ‘ 3
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a . - - —
"De vector w x(w X r) heeft
de waarde w®r sin 6 en,is gg-
richt in het .vlak van w en r op
0 de as. De vector
-— — — -
I r x{ w *{w x r) staat loodrecht
e Q op het vlak en heeft de grootte
| w®r sin 6 cos 6., Indien we pijlen
| weglaten, is
!
1
M= w? X pdvV r® sin 9 cos 6, ' (72)
v
_X_
0
Na invoering van het assenkruis
y xeY, wordt (72)
M = J,;cywz, - : - (73)
waaruit ny = l% . . (74)

M en w zijn gegeven grootheden. Jx hangt af van de hoek a, die

een vaste lijn maakt met de verticaal. De evenw1chtsstand 15 dus
uit (74) te bepalen.

‘De stabiliteit van de kinetische evenwichtstoestand kan worden

onderzocht, door in het stilgezette probleem de potentiéle ener-

gie van de uitwendige krachten en de centrifugaalkrachten te va-

rieren door een klelne hoekverdraailng ba. Indien

U=U +U , . | (75)

met U de potentlaal van de uitwendige krachten en U_ die van de

;cantrlfugaalkrachten, wordt het evenwicht bepaald door
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oy aU1 5U2
B¢ 3z *Fa ¢ O | (76)

terwijl de stabiliteit volgt uit de voorwaarde

2
07U
2

0. : (773
B

Voorbeeld ' :

-
/)]

Een staaf met massa m en lengte
2£ wordt gedwongen te wentelen
om een as met de hoeksnelheid w.
De staaf kan.in Q scharnieren
om een as, welke loodrecht staat
op het vlak van de staaf en de
vector w .

Gevraagd wordt de evenwichtsstand
en de stabilitelt van deze stand
4? ) te onderzoeken.

ol e DU A BENPLER AL LT T T T AL L L T L

=t

Voor het stilgezette probleem,
moet het moment van mg t.o.v.

0 evenwicht maken met het moment
" van de centrifugaalkrachten.

mg We hebben

M =mg £ sin a, . . (78)

terwijl het moment der centrifugasalkrachten is

2
X {(pdx) . xw? sin ¢ . cos a . x =

(o]
4,82 2 . . m .
"'"3_ m w sln o Cco8 O y Waarin p = 'Z'e i1s gezet.

Gelijkstelling levert

sin a =0 of cos o = E% ;% . : (79)
: @
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We lossen het probleem nu ook op met behulp-van de poténti@le
energie~uitdrukkingen., We hebben in een willekeurige stand

|
1

1

= = mgdcos B, l_ - (80)

: 24 , o
2 - 3w i. ( ér% dx) x? sin® 8 =

[anl
It

= - & i sin® 9, {81)
SRR |+ S
.Ult.ﬁ = 0 volgt
2 ‘
mg £ sin 6 - % m_w2 sin © cos O = O, (82)

o waaruit 6 = o met

1
- - (83)

]

sin o = O ;‘ mmpﬁ:%%».

We onderzoeken nu de stabiliteit. We vinden

2 3
(M) = mg€ cos & - m w? (cos® & « sin® @), (84) ‘
30°% /6= : .2

De toestand sin o = O, of @ = T en @« = O leidt tot

2 s T

8 = n is dus instabiel; en

(—Q—U) = msf- ”mfz w? . (86)
, 6= .

a6

LB Logpangtre oMl AL

waaruit blijkt dat deze toestand stablel is voor wa < % . lab:l.el
voor w? > E%

-

. De toestand, bepaald door cos « = E% -J;a- leidt tot

) TR




Qpgave

Onderzoek de stabiliteit bij w? = %% .

' Opgave

Behandel het probleem van pag (B,IV,S5) met de methode van het
stilzetten. Onderzoek de kinetische evenwichtstoestanden op

stabiliteit.

E c.I1.18
2 2

e T
- 067 /o_ 3g 1 w

% =arccos jp -3

-{' welke vorm > O is voor w* > E% . {88)

i,

Opgave

Onderzoek de stabiliteit van Ge evenwichtstoestanden van het pro-
bleem van pag (C,I,8), maar nu met behulp van de differentiaal-

vergeli jking).

et Lo Vil TR LT RS

;f Voorbeeld

-
LW

Een dunne prlaat met de massa

m draait met de hoeksnelheid

w om een as in het vlak van de
plaat, die niet door het zwaar-
'~ tepunt gaat.

Gevraagd wordt de werklijn van
~de centrifugaalkracht.

I

P=ge | _ | (89)

indiéﬁ 5 het‘opperviak_Van.de plaat is., Ben element d4S op af-
stand p van de draaias ondervindt een centrifugaalkracht van de
" grootte ' : '

{pdS) . pw?® y
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loodrecht op de as staande, van de as af gerlcht.
De totale centrifugaalkracht is

J pds puw? =mw2po. (91)
S

In 2 voeren we de traagheidsellipsolde in

2
JI X + 4J

o ‘
11 ¥ % 1. o (92)
Met de invoering‘van de traagheidsstralen i1 en 12 door

J. = mi  Jer = mi © - (93)

kan de ellipsoide bij andere normalisatie worden geschreven als

Sl 5

-‘—'2—+.2=1. (94)
L 1

2 1

We nemen de hoofdassen ZB en ZA als coordinatenassen. ZB maakt
een hoex O met de draaias. Ben element op afstand p wordt gety-
peerd door '

p = P, - X 5in & - y cos 0. (95)

Het middelpunt van de centrifugaalkrachtén is (£,n). Dan geldt

£-mw‘°‘p'=£ X . pds. pwd ,

(96)
q.mw2p°=ssy.p‘ds-pwa .

In (96) wordt p volgens (95) ingevoerd. De integraties worden uit-
gevoerd met behulp van

‘ jxds 5de=j-xde=O,
S 5 S

( (97)

_szds_ i%s [yzds_= i°s.




I

e

‘we hebben

€C.1.20

We vinden

. 2 2
12 ii

fE = «~—— 5in 8§ 1= - — cos O, (98)
Py ] P,

De werklijn van de centrifugaalkrachten gaat door dit punt.

Rotatie om een punt

Verschillende problemen, die in de vorige paragraaf zijn behan~
deld hadden ook betrekking op de rotatie om een punt. Daar was
echter steeds een vaste as aanwezig, waarom het lichaam roteerde,
al dan niet gecombineerd met een andere rotatie. We zullen nu de
rotatie om een punt bestuderen, waarbij geen vaste as is. De
momentenstelling t.o.v. dit vaste punt luidt '

o)

l\_ﬁi = D. 7 - (99)

We kunnen ﬁluitdrukken in de hoeksnelheden. Dan is

= 1]
Di Jik * (100)

voor een willekeurig coordinatenstelsel. Iﬁ_zo'n stelsel zijn
noch mk y noch Jik constant, zodat

ﬁ‘ = j W+ J X

3 = Yk Yk Y ik Pkc (101)

Daarom passen we liever (99) toe op een, met het lichaam, mee=

bewegend assenkruis. In dit assenkruis zijn de Jik constanten en

D, =d, © . (102)

.In een bewegend assenkruls is D echter niet te schrijven als de

afgeleide naar de tijd alleen doch te splitsen volgens (A,III,}B);

Dus
‘ﬁ’z(g%) + (BxD). (103)
-‘rel ) .

Indien we het assenkruis leggen langs de hoofdassen van de traag-

heidsellipsoide is
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et L L U LU b s

L AL el e it ]

Dx = JI Yy Dyrz JIImy’ Dz = JIIi @5 (108)
en de vergelijkingen (99) worden
| M = Jzsz + mym;(JIII - Iy );
M, = Jrg W+ wo (Jo =dpp)y ¢ (105)
M, o= Jppr@, * “’x“’,y(JII -Jr D).

Voorbeeld

Een cylinder draait om een as O, 0, met constante hoeksnelheid w.
Het gewicht van de cylinder is mg, de straal van het grondvlak r,
de lengte £. De.excentriciteit van het zwaartepunt is e. De draai-
ingsas en de as van de cylinder snijden elkaar onder een hoek a.
Gezocht worden de lagerkrachten in O, en O, .

We voeren in het meedraaiende assenkruis x,y,z, waarvan de z-as
.samenvalt met de hoofdtraagheid in het zwaartepunt, loodrecht het
manteloppervlak, de ocorsprong O het snijpunt is van 4z met de
draaiingsas 0, 0,, de y-as evenwijdig is met de middellijn en de
x-as loodrecht staat op y en z-as. Dan is

w =0, w, = ©cos @, w, = -w sin @, (106)
en de vergelijkingen (105) leveren op
M = -w? sina cos a(d_ - J_),
x ~Cz y
| (107)




C.l.22

Aangezien
’ I'a i) : mrz m92 (8)
J =nmnl 5 + == g J = "= & ' 10
z L 12 y 2 cos?a
wordt
. 2
Mx = mw? Eﬁ%rég (r?'-'g“) +mefw?® tan a . (109)

Daar verder, indien de krachten bij O, en 02 ook worden aange-
duid met O, en 02

0-1 + 0.-2 = mewz, ‘ (110)

M = Ozﬁa + e tan «) - 01(a - e tan a)} , (111)

vinden we tenslotte

. 2
o, =mo'[ T+ ER22 (£ 2], |
» (112)
__a2re sin 2a , £2 2
0, =mflz-Sg— (T -9 1.

5. Vlakke beweging van eeﬁ vast_&idhaam

We behandelen alleen een voorbeeld.
m ‘

Voorbeeld

Een cylinder met massa m en
atraal r ligt op een andere
cylinder met straal R. De laat-
ste cylinder is vast., We bestu-
deren de gehele beweging onder
invloed van de zwaartekracht.

Indien de bewegende cylinder
over een hoek 9 heeft bewogen
geldt in deze stand
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mg cos ¢ = N +m ﬁ%;.‘ T o (113)
~ Daar v=(R+r)¢ ,‘ ' L _ | " | (1145
wordt (113)

N = mg cos 9 - m{R +-r) ¢2 ., (115}

Als de wrijving W.is, geldt in de tangentiéle richting

mg sing =W+ (R+r)m§, | (116). .

p|

Iy

_ waaruit

htirs

[

W = ng sin ¢ - (R + r)lp ? . ‘ (17

“We onderstellen, dat de cylinder begint te rollen. Dan is-

=
-
-
-

W =16 =1 2L G (118)-

- waarin @ de hoek is, waarover de cylinder bij de beweging over m
is gerold, omdat

Rp =18 «r9p ., . ' (119
'_Daar L.:-%nwz,,gaat (118) over in
=3tm R+ r)§. - , (120)

We lossen uit (117) en (120) ¢ op. We vinden
© e 2 C S o ' ', ‘ o .

S =gy sine, S CFAD I
ogh'vergelijking wé1kefw§ kunnen integreren tot

$* = 3?%5?7 (1 = cos ¢)~,: : L (122)

. indien opt =0,¢ =0 is.
De formule (122) is natuurlijk ook te vinden met behulp van het
- energleprlncn.pe. :
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Is het mogelijk, dat de. cylinder al rollende loslaat? Dan mcet R
N = O worden, dus ' . ,

i. ﬁg cos § - E%E.(1 ;=cos.¢) = 0, : o (1?3)‘5

waaruit - cos @ = h/?.  (124)

Daar W= fﬁ moet als N - 0 ook W - O, dit kan niet, tenzij f = O.
W is nl. yépaald door (120) en (121) en zou > fN worden. Dus de.

- e¢ylinder zal gaan glijden.
" We bepalen het gehied, waarover rollen plaatsv1ndt Uit (120) en

(121) volgt

W ﬁ‘%ﬁvsian,' | _ - o ‘i  (125)

uit (115) en (122) volgt
N =T cos g - ﬂgﬂi - S (126)

De cylinder rolt, zolang W= fN dus

S
T

sing < £(7 ,cp's 9 - 4)..4. | | (127)

om (127). op te kunnen lossen nemen we het concrete geval f =‘3/8.'
Dan wordt sin ¢ = /8 (7 cos @ - - 4) voor '

‘cos L ; /55,513 m_:_%@ ;: _. - | o (a28)

| Het rollen eindlgt le arcoos /5.

Het gligden opent de tweede fase van de beweglng. Dan geldt

By

W= 1 3/8 N, L f i (129)

: terwial er nu twee graden van vrigheid z1jn ¢ en 8. De beweglngs-
vergeliaklngen zijn ’ A

N . = mg cos g - m(R+r)p%,

P L LICTIL YL L UATOY TR TT TR AN AW LA L e b AU ML I

N

g sing-mRerdg -, ¢ . (130)

fNr é I§'=.% mr?g'.
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De beginsnelheid van de tweede fase volgt uit (122) en (124.. #r
is

L
32 = ?ET%:;T . . (131)

Uit de eerste twee vergelijkingen (130) elimineren we N, Er ont-

_staat
o . e8 d(e2)
fg cos 9 - g sin® = f(R + r) ¢® - #(R + r) eramil (132)
De-vergelijkingl(132) wordt geIntegreerd. Stel
$2 = x, (133)
" dan is
g-}-5--E’.f;x:-gg--(s'j_nq).-fcosq:).. (134)

de R+r

Daar de homogene oplossing van (134) is

= eafw, stellen we x = A(9) e2f¢. Na invullen ontstaat
2z ¥ -2f9
A = == f e (singp - f cos¢) do . {135)

Dus wordt
E CP - :
x = o219 ..ﬁ%% j e zf?Qsip.m - f cos ) de
+ B TP, (136)
‘Volgens {(131) is voor
v = arccos /5 4 x = ptiey . (137)
Nemen we @ = arccos 4/5,‘daﬁ wordt

-2fa #
B= e T - | (138)

De complete oplossing wordt dus
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Ge

N ] . w . - : )
2 - ij?f; eote _r e™%%%(sin g - £ cos g) dog
3 .

4 2f(cp—oc); -
+ TE_CERTG—Y e . | (139)

Wanneer laat de cylinder nu los. We stellen le ¢ = f , dan moet
dus N = O worden. Dus uit de eerste vergelngklng van (130) volgt

B _ _
cos B =-'2e2fﬁ j e ;fq’(sin ¢ - f cos p) do

o
. %% Q2f(B-0) - (140)

We kunnen de integraal uitwerken. Met f = ‘3/8 ontstaat zo voor de

hoek van loslaten B

"gos (B - a) = 83.4 (B~ a) . ?/9. ' ‘ (141)
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'II. Stoten en fixeren

‘1, Stoten
We hebben in het voorafgasande gezien, dat voor de tijdintegraal van
een kracht geldt

2 o -
J K dt = (mvo)z - (:mvo)i . : (1)

"

. t ‘ .
R - — ‘ - ' ' :
_Y Mt = (‘\D)2 - _(\D)l . | (2)

-~ Deze formules, welke algemeen geldig zijn, zijn van weinig bete-
" "kenis., Alleen voor het geval, dat gedurende een zeer kort tijd-

interval t - ti’ een zeer hevige kracht werkt, gebrulken we' ze.

=

%& Het is ddldelljk dat bij een begrensde kracht geldt

. L —

3 . j 22

& tlm::t ; Kat =K (t, = t)~0. -3

i I . S L

= . : ) '

A . Daarom moet, indien we formeel t, - t - O nemen, IKI - ®© gaan,
z8 dat het product eindig blijft. Dit is alleen formeel, In de
praktijk is (t - t‘) natuurlijk eindig, maar zo klein, dat we de

beweglnsveranderlngen gedurende dit interval kunnen verwaarlozen.,f
We deflnleren de stoot g door : C

AP

1-' E ‘ 2 ) o ) .
S = lim y ' ' (&)
‘b —vt ti ‘ '

VOlgéns (1) is dan dus .
Voa NG R
1ndlen door A-de plotsellnge verandering in de bewegingsgrootte’ wordt

' gegeven, De uitwerking van de stoot 'is dus -een discontinue verande—,
_ring in de hoeveelheid van beweging. Het moment van de kracht 15

het stootmoment. Er geldt
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t t
— 2‘._.) j‘a — P
M= 1im M. dt = 1lim r x K dt =
t -t t t -t t
2 1 1 1
- t, ‘ .
Ty tim ) S Rat-Tag. (6)
t ot t ‘
2 -1 1
Verder is
— 2
M= lim J. Mdt = AD. (7)

t—-t t
2 R §

Gedurende het stootinterval verandert de positie van het punt niet
t.0. waarvan we het moment bhepalen. Ieder punt van het lichaam is dus
(gedurende de stoot) een vast bunt! Ook de traagheidsmomenten ver-
anderen niet gedurende de stoot. We hebben dus

- -
S =mdv_,
o

(8)
Miz JikA &)ko
Door de stoot wordt arbeid verricht. We hebben
P 2
A = }mﬂ(vo ) o+ %Jk’eﬂ(wkwe . | ()
We kunnen hiervoor schrijven
—_ -3 Y -
A = %rn(voz - v01) . (voz + voi)
Aw A
s 1(Ceot ey 480 p (0} 140 4) (10)
T e > ' 100
waarvoor kan worden geschreven
| - - - =
- vV _+V I
A=S-'_o_2',—2_03.-'+M‘_aE_L¢ ' (11)

Natuurlijk moet in (9), (10) en (11) de rotatie-energie om het
zwaartepunt worden genomen. ' '
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2. De botsing

Bij een botsing stoten twee lichamen op elkaar. e beschouwen alleen
materiele punten. Zijn de massa's m1 en ma, de snelheden voor de

botsing voen v, na de botsing Vl en Vz’ dan geldt de wet van het

behoud van impuls:

mv +mv =mV +mV . (12)

De botsing kan zijn

_a. volkomen elastisch. Dan blijft de kinetische energie van het sys-
teem constant:

(13)

=]
<
Sy
+
=]
<
o
1l
g
<
b
+
=]
<
X

volkomen cnelastisch. Dan zijn de snelheden van de punten na de

i
i
\
]

: b.
: botsing gelijk
m, v, +m,v
171 2%z
Vi = Vz = m1+m2 H . C14)

c. gedeeltelijk elastisch, Dan geldt

sal it llll ot Lol

<
'
<

2 = - ?\.(Vl - V2) ’ (15)

kI3
[7Y

waarin A de botsingszoefficiént is. We hebben steeds

NTLIN
L1

)
K LA
Bt

o<r<1, ' , (16)

terwijl voor A = O de botsing volkomen onelastisch is en voor
A = 1 de botsing volkomen elastisch. '

We vinden uit (12) en (15) voor de snelheden

T -

(mi-kmz)N1+L1+A)m2v2

Vi = . m +m !
1 e | , _
| g | (17)
: (m ~Am Jv +{(1+Mm v
V = —22 2 11
2 m +m ot
1 2 '

-

‘De kinetische energie neemt in het algemeen af door de botsing.
-Gevonden wordt
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AT TN Ty

m m
- - - = 4 - 2 1 2 4 -
AT = Tl‘ Ta 1 (1 A% ) —= (.v1 vz) . (18)

Vi , 1 2

3. Botsing van matariele lichamen

- — e .
Indien twee vaste lichamen met snelheden vi,cul; en Va’ mz met

elkaar botsen, kan men het beste het systegem vrijmaken. We onder-
stellen dat ieder der lichamen een stoot S ondervindt, onderling

Ll e T s

ﬁ gelijk en tegengesteld gericht. De stootkracht nemen we aan lood-
‘ recht op het aanrakingsvlak. Het probleem is nu gesplitst in twee
! stootvraagstukken, met onbekende stoot., Om de noodzakelijke extra
! vergelljking te verkrijgen, onderstellen we dat voor de snelheden
= langs de normaal de betrekking (15) blijft bestaan. Het probleem
E%, is nu oplosbaar.
B O

i

4

L, Fixeren

Ay 1L

Indien van een bewegend lichaam plotseling een punt wordt vastge-
houden, spreken we van een fixering. Ook dit probleem

kan worden opgelost door invoering val: een onbekende stootkracat.
De stoot zelf kan worden bepaald uit de kinematische conditie, dat
na de stoot het gefixeerde punt een snelheid nul heeft.

YEE

Ry

LALpEs

Voorbeeld

e L T

Een ladder met de lengte 2£ en massa m staat onder een hoek g met

de horlzontaal tegen een muur, Er word%t tegen gestoten met de stoot
S, horizontaal gericht,
in het steunpunt A op
de grond.

Gevraagd wordt de bewe-
ging, direct na de stoot,

oy onder de onderstelling,
E dat er geen wrijving is.
=5

We maken allereerst de onderstelling, dat de ladder niet loslaat
van de muur. Dan treden twee reactiestoten op: 81 verticaal gericht,

in A en Sz horizontaal gericht, in B, het raakpunt met d¢ muur.

We passen de momentenstelling toe t.o.v. P. Dan is

S . 28 singa = J(t.O.V- P) e A - (19)
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Daar J = L}/}m fe? , wordt

& = 5 5 sin o . 7 (20)
2mé :

Met de zwaartepuntstelling

: (k = - 4& sin a, y, = £& cos al,

vinden we nu S1 en Sz

3/2 S sin @ cos o,

3
1 :
' {21

5 = s - 2/2 sin® «) .

De onderstelling dat de ladder niet loslaat, is juist zolang 5 > O
blijft. Dus dan moet 2

sin @ < V&3, (22)
NE

Indien sin o > ¥ /3,
juist. We maken nu de onderstelling dat de ladder loslaat.

zou §, < 0 worden en is de onderstelling on-

Nu is er slechts een reactie-
stoot S,. Er zijn echter twee
graden van vrijheid: de hoek
« en de x coordinaat van 2.

Nu is y_ = £sin «, waaruit ¥ = £&cos a, terwijl x_niet meer be-
o o ! o ,

paald wordt door &, doch onafhankelijk is.
We hebben

S1 =mre& COS_G,

: (23)
S£sin o ~ Siﬁcosa = ‘I/Bm,eza,
waaruit door elimineren van S, volgt
& 55 sin g : _ (24)

* m&(1+3 cos2a) °

Voorts is
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¥ = -2, : A (25)
. m .

’ oa . . ' . . 3 . \fal
Bewijs dat,xo < - £& sin a, met deze & voor sin a > Y /3, zodat

aan deze onderstelling wordt voldaan.

Voorbeeld

Hoe moet een billar
worden geconstrueer
opdat bij een recl
te stoot van de bal
tegen de rand, een

il e et

De bal rolt voor de stoot. Indien het energieverlies minimaal moet
zijn, moet de bal ook na de stoot rcllen.

De massa van de bal is m, de straal is a, de excentiriciteit van de
rand b.

Indien de hoeksnelheid voor de stoot gy is, is de snelheid voor de
stoot

ve aw., (26)

Na de stoot moet de bal weer rollen. Dus moet

Y AR, O LRI | 4,

v+ Av=alw + Aw), (27)

waarbij Av de veraﬁdering van de snelheid en Aw de verandering van
de hoeksnelheid is door de stoot. Uit (26) en (27) volgt

AV = a Aw. (28)

We‘hebben de dynamische vergeli jkingen

R | LML

S =mAv,
(29)
M=Sb=TIAw,
. waaruit volgt
Av Py
o “mp T B (30)

Daar voor een bol I = 2/5 ma® , volgt uit (30)
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~ waarin k= p

SIRTRA Y|
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= %5 a. (31)

Voorbeeld

Een bal met de massa m en de
straal a rolt met de snelheid

\mk VT° v, tegen een trottoirrand met de

hoogte b, Er volgt een stoot,
Gevraagd wordt de minimum snel-
' heid te bepalen, waarmee de bal
v juist op het trottoir kan sprin-

Wz - gen.

NN =)

AN

A

Op het eerste gezicht 1lijkt dit probleem eenvoudig: indien de kine-
tische energie van de bal (translatie + rolatie energie) groter of
gelijk de potentiele energie mgh is, zal de bal op het trottoir
springen. Deze beschouwing is onjuist. Door de stoot gaat energie
verloren en de conclusie kan niet op zulk een eenvoudige wijze wor~

den getrokken.

De stoot is onbekend., Het is dus niet-verstandig de impulsverande-
ringen op te schrijven. De stoot gaat dcor O, dus heeft geen stoot-~

moment. Ten opzichte van O blijft gedurende de stoot het impuls-
moment constant.

Voor de stoot is het impulsmoment t.o.v. O

. v'
' LR O
D=vao(ar- b) + mk T

(32)

L y de traagheidéstraal in het quadraat is, en vo/a. de

hoeksnelheid. Na de stoot heeft de bal de hoeksnelheid w om O. Het

lmpulsmoment lS

D =ma® + kPyo. - R € %3

© Uit (32) ehf(33)‘v°1ét

Vo/ﬂ. +V‘0(‘a‘_b ) .‘ - ' (3’+)

2..2
a +k

De rotatie kinetische energie tijdens deze beweging is

2 2, 2 :
% n(a + k Jw en deze moet groter zijn dan mgb, de potentiele
~energie. Dus ‘ : '
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2 2.2 2 2
(a - ab + k) v,z 2ga b(a® + x )y (35)
is de gezochte conditie.
Voo.rbeeld LA,

V4
- A
P ]

!

: Een staaf van de

| lengte £ en de massa

' m is scharnierend op

: gehangen in A.

! Ult een horizontale

' stand wordt hij losge
' : laten. Hij botst tege:
-—-—:m-——— een massa m2 op het

horizontale vlak.

Gevraagd wordt de snelheid van m, na de botsing.

We geven de staaf aan met het nummer 1, het massapunt door 2,
Grootheden voor de botsing door kleine letters ¢n na de botsing met
hoofdletters.

Met behulp van de stelling van het behoud van arbeidsvermogen bepa-
len we mi en v1 de snelheid van P. We hebben

v}mlg,{’: 1_. /3m Zaw 1/6m1v12, (36)
waaruit v, =\;|33te- (37)

We voeren de stoot S5 in. Dan geldt

s = m,V, '
1 o
S.,e = g mifz(_ z'és’ - .
- > (38)
v, = 49 ,

V -V = -7\(»-2 - vl) =z 3g4.

-

Uit (3%8) wordt door eliminatie van Vl, S en Q, gevonden

(1+A)m V3gd
Vz n +3m . (39)

1

¥
=
i‘.
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Voorbeeld

. Een vierkante plaat met massa
‘m en diagonzal 2a draait mo-
mentaan om een as door het
- zwaartepunt langs een diagonaal,
= met de hoeksnélheid w. Het hoek-
Y punt P wordt gefixeerd.
Gevraagd wordt de hoeksnelheld
na de fixatie.. C

We leggen een X-y- z-stelsel als getekend. e onderstellen de stoot S,
. // de x-as.
Voor de flxerlng is

V_:O;(d :'w;'v =fam, ~  (J+O)

 gericht langs_dé'x;as.
Na de-fixering is

, v; = ¥, langs de pos X-asj @ = ; vp = v - aw,(41)
| waarin v en:B onbekenden zijn. Uit dé'kinematisﬁhe conditie fp =0
volgt ' o S

T )

De ajnamische'vergélijkingeﬁ-zijn

8 = A(mv ) nv. = maw , .
. L L (43)
M=« SasA(Iw)=Iw =), -
* waaruit volgt na elimineren van S
e —E— . S (td)
I+ma® '

. Daar I = 1[6 ma® , wordt.

6-‘pme. )
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Ogmerking

€¢.I11.10

De formule (44) drukt uit het behoud van 1mpulsmoment t.o.v. P en

kan direct worden opgeschreven.‘

Voorbeeld 21

Een bol met massa m en

"straal a, waarop op hét

oppervlak een massa m is
bevestigd, draait met een

. . —p
hoeksnelheid w om een mo-

 mentane as door het middel-

punt M. Plotseling wordt

het punt P gefixeerd. Ge-
vraagd wordt te berekenen
de stootkracht S en de

_hoeksnelheid &, waarmee de
" bol na de fixering roteert.

We leggen de y-as langs«MP en de vector ® in het y-z~vlak. Het -
zwaartepunt ligt op een afstand a/2 vyan M op MP. De hoek welke w
maakt met de y-as is a. Voor de stoot is de hoeksnelheld

ﬂ ’ ) . . L
w = (0, w cos &, w 5in a) .

De snelheid van Z is

( alw

o 3 sin ®,0,0)

en de snelheid van'P 

-~

v

p = (- aw sin @,0,0) .

Na de stoot is de hoeksnelheid .

- N - -
W = (O’wy’wz) L

. iaaruit_de'sﬁeiheid van 2 volgt

-V = (,——E ,0,‘0)‘-_

. Dé snelheid van P'is;(na dé‘stoéfji

(46)
(7
(h8)

(o)

B C T
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-%f = =2 =
- Vp = (0,0,0) = v, ~ 3w Xa. (51)
o |
E%E De dynamisehe vergelijkingen leveren op
;;; ) _ . .
= sy =5 =0, . : (52)
Eg‘ S5 =A(2mv ) =ma®d + maw sin «, (53)
= X ox pa _ .
MX =0 =-Al(Imx)4, (54) |
M =0=a(Io ) =1I(E_ =« cosa) (55)
¥ ¥ y ® %0 =
‘ a - . ”
M, =-8_. /2=I(wze.w-51na). (56)

Uit (55) volgt

5 =wcos a, | (57)

een vergelijking, welke uitdrukt dat het impulsmoment om de as
MP behouden blijft.
Door S te elimineren uit (53) en (56) wordt gevonden met

H
[}

2/5 ma® + 1/4 ma® + 1/4 ma® = 9/10 ma® , (58)

W
Z

2/? w sin « . ' ' (59)
Met (59) wordt S volgens (53)

5 = 9/’? maw sin « . | _(60)

s
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I.

Electro Mechanica

De methode van het vrijmaken

1. De energiebalans

In een electromechanisch systeem wordt electromagnetische energie
omgezet in mechanische en omgekeerd. Het is duidelijk, dat bij de
beschrijving van de toestand van zo'n systeem twee typen vergelij~
kingen optreden, die, waardoor de electromagnetische grootheden
worden bepaald en die, waardoor de beweging wordt beschreven. In de-
ze vergelijkingen worden de mechanische en de electromagnetische
grootheden gekoppeld.

We zullen onze beschouwingen baseren op de wet van het behoud van
energie. Algemeen geformuleerd luidt deze wet hier ‘

~

Totale energietoevoer = energietoevoer aan de electromagnetische

ingangen + mechanische energietoevoer = gedissipeerde energie +
energietoename van het electrische en het magnetische veld + toe-

name van de mechanische energie. (1)

Onder electromagnetische energietoevoer verstaan we in principe
ook negatieve electromagnetische stralingsverliezen, zodat (1)
volkomen algemeen is. We zullen deze verliezen en de verliezen
door dissipatie bij de volgende beschouwingen verwaarlozen.

We beschouwen een electromechanisch systeem met s electrische ih-
gangen en m mechanische elementen.
Indien de spanning aan de j-de klem vj is en de stroon ij‘ is de

totale electromagnetische energietoevoer gedurende een tijd dt .

~

5 o : -
> i.v.dt. . (2)
j=1 4 _
De uitwendige krachten Kj(u), welke aan het j-de element optreden,
en welke werken in de richting van de snelheden ij’ leveren gedu-~
rende de tijd dt de mechanische energie

- (u) 2 '
K. . X oat., (3)
= J J
J....
Indien dwm'de toename van de magnetische veldenergie gedurende dt
is, dwe de toename van de electrische veldenergie, dU(l) de toena-

me van de inwendige potentiele energie en dT de toename van de ki-
netische energie, wordt (1) :

k.9 % at-aw + an + av’t o am.

J J e m _ .

My

3=1

5
E i,v, 4t +

(&)
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_ De inwendige potentiéle energie U(l) is de potentiele energi - de
(i)

1nwend1ge, in het systeem werkende krachten KJ Indlen we all =2

veranderingen in &én dimensie beschouwen van het Jj- de mechanische
element is -

. m_ (i) m 5 ‘
ar't) o ST agx '. = - > K, at . (5)
J=1 ] i=1

Voor de kinetische energie van de m.elementen geldt

o .oom m
dT ) d a 2 e _
it < ar 2 Py s J; EPRP R

=1

i

(6)

no.
Mg
e,
1.
N.
)

[
-
Y

‘waarin m, de massa is van het j-de mechanische element en pj ge~

definieerd is door

e SRR b TS o e

.de impuls dus van dit element. Met behulp van (5) en-(6) wordt (4)

' (u)
E i.v.dt E dt = dW_ + dW
JvJ * J j Rl

AR =
‘--ilx W) oars > gal,'c at. (8

In formule (8) worden de electromagnetlsche en de mechanlsche ener-
gieen gekoppeld. Het is, ‘evénals bij €en samengesteld mechanisch
-_Bysteem, mogelijk door invoering van reactiekrachten de twee ‘syste-

‘men te ‘scheiden of vrij te maken. Indien op het k-de mechanische
element de kracht Pk' in de rlchtlng van de verplaat81ng, door het

KLU U LR AT LTSV

electromagnetlsche veld w0rdt uitgeoefend geldt volgens de tweede
wet van Newton voor dit element o

o) L ) . o
= waarﬁée.(g)‘kan'wofdeh vereenvoudigd tot ‘
= o . - S
3 m
E iy gt = dw + dW + > P, % dt. . (10}

3= 33 _ k=1
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We hebben de systemen vrijgemaakt. Doer de inveoering van Pk

wordt de mechanica door (9) beschreven, terwijl de invliced van
de aanwezigheid van mechanische elementen op het electromagnetische
veld door {10) wordt bepaald.

Het probleem wordt nu Pk te berekenen.

Mechaniéche kracht bij magnetische koppeling

"We onderstellen dat er alleen variabele magnetische velden zijn.
Dan wordt (10)

= E ijvjdt,- i P odx, (11)

waar voor ikdt, dxk is geschreven. Is het aantal magnetische ele-

menten n, dan zal zich de toegevoerde electromagnetische energie
over n elementen verdelen. We hebben

(]

S

> iv dt= > igv,dt. (12)

j=1 J j=1

‘Terwijl links van het = teken ij en vj resp. de stroom en spanning

over de j-de klem voorstelt, betekenén‘ij en vy rechts van het =

teken'de stroom en spanning in en over het j«de magnetische ele~

‘;meng, Met (12) wordt (11)

o I m '
.= > i, v at-3>_ P ' (13)
W . 3y < | _

3=

Deze formule drukt uit, dat de aan de magnetische elementen toege-
voegde electromagnetische .energie gelijk is aan de itoename van de
magnetische veldenergle, vermeerderd met de verrichte mechanische

arbeld.

Volgens de wet van Faraday geldt voor ieder magnetisch element

a®, - '
vy = o geinduceerde B.M.K. = E%i ' : (14)

waarin aj de flux is in het ji-de elément., Met (14) wordt (13)
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Opmerking:
De waarden van de ij's in (13) en {(15) zijn in het algemeen niet

onafhankeli jk. Ze zijn gedefinieerd als de stroom in het j-de ele-

ment.
Ve beperken ons tot het geval van lineaire betrekkingen tussen @j

en ij. Dan geldt

Ll
vfléﬁgaa%ﬁ,ﬂi;”LxL;A-‘w'“ﬁwiﬁ

) ‘
e, = L, i . (16)
j = 2 Lyt
Uit
= ’ 'n 9L,

: _ —lL 5 ;
2 d@a = Z LJI‘ di_ + T in dxk s (177
B r=1 Ir, k
gt volgt met (15)

8.
i ' '
%" aL'r
? dwm = Z Ljr lj dlr + Z dxk { Z B_J_x :.Lrlj - Pk} .
é’ju, J!r ' k r"] k
=
3 (18)
i?. waaruit voligt
=r
i ==
W o= L, i.4 (19)
= BT g e
= | |
= en .
BWm (BL.r)
P, =(—2 =~}i—i— i, . (20)
L\ T S\ 3T

3, Mechanische kracht bij électrisché koppeling

We nemen nu aan, dat er uitsluitend electrische elementen zijn en
wel n in aantal. Dan -wordt (10)

In i1}
dw_ = 5321 149, dt - ké;'l Pk dx,_ (21)

waarin ij en v_ de stroom, resp. de spanning gijn op het j—dé ele-

ment. We kunnen voor ij schrijven
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4 oeemdd : S . i
.i dt- ' o . _ o . _(22),

waarin e:j de ladlng is die in het J-de element wordt getrans—

porteerd.-Dan wordt dus (21) _ _— ‘
AW = Er v.de, -.i'.'P dx, . (23)
SR = B = P
In het 1iﬁégir§ géyal géldt o
o : e - . ._ . _
) r= '. . - - . N . i L '
. waarin C - de capac1te1ten ZLJn. We hebben nu zoals uit de in-

' tegratle van. (23) bligkt

'.W. = %.' d‘r v.v 7?" o (@),

.(26)

d
w
i
—— e,
ol w
2.2
1]
e
<
/—_—‘-‘_‘.
(=1}
xL
H
"-___-4-’
-]
«
&
]
H

Y4, Mechanische kracht in het al emeeﬁ.'

: We onderstellen dat het . systeem bestaat uit n, magnetlsche en na

alectrische elementen. Nu geldt

‘.5 _- . ‘ n:j, n -
'Z'ijvjit;:: > 1w dts :jiijvj dt-“

n, : _ _ _ 7 ‘
= p  i,4d@¢ -+ zfvade. - 27y
SRR G -
De sommering over s heeft betrekking op. stromen en spanningen .
aan de klemmen,‘d;erover n. op de magnetische en die over na'op
 de slectirische elementen. Met (27) wordt.{(10) '

—
e
.
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n n .
1 2 m
dv’{m + dwe = Z ijdtbj + Z \arjde:j - Z Pkdxk. (28)
= i=1 k-1‘
Met (16), (24), (19) en (25) vinden we

M sc, B ac, .
P, = 3 . E_ —-']—-ax 1jir + % g ) -—']—-ax ViV (29)

- Jyr=1 Tk Jyr=1 Tk

' Se Mechanlsche kracht bij niet-lineaire koppeling

We kunnen de ultdrukklng voor P gemakkellak generaliseren,.lndlen
het verband tussen Qj en lr meer gecompilceerd is dan door (16) -
wordt aangegeven, evenals het verband tussen eJ en vr volgens (24).

We bekijken allereerst het magnetlsche geval We voeren in de m mag-—
nétische coenergle W ' door

W= ;g; 1.8, - Wy | (30)

- Met (30) gaat (is) over in

n. . - m C |

S => 9,41, + > P dx_, . -G

SR . -

,ﬁ waaruit o : ‘ _ -
R : I (awmf)' | -

3 P - ,, | (32)
= R R S o o
jgﬁ ' Evenzo leiden we u1t de electrlsche coenergie W f, gedefinieerd
= door R E »
=3 e . £ iJvJ T Ve ! (33)

_ﬁ; ) 3-_-1.

= door invullen in (23) af

% B e o ‘

i .k (axk) v oo
%h- _
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In het lineaire geval is
Wt W ;W =W ‘ (35)
m m e e
Voor één spoel geldt ‘
i . .
W= S o(i',x)di', (36)
o
voor één condensator
v
W' o= j e(v',x)dv'. (37)
o

Voorbeeld
K(t)
7 4 A
: iy N\ X é"‘ Een hoefvormige magneet wordt

gedeeltelijk gesloten door een
veer van magnetisch materiaal.
Er is een luchtspleet van de
Vit) breedte x. Aan hetf einde van
"de veer is een massa m beves-
tigd, waarop een kracht K(t)
werkt. De magneet wordt be-
krachtigd door een stroom in
een s8poel, welke wordt gevoed
met de spanning V(t). Gevraagd
wordt de bewegingsvergelijkin~
gen op te schrijven, indien de

‘veerconstante C is, en diuuipatie ock in rekening wordt gebracht.‘

Voor het massapunt geldt
mk + ¢k + Cx - P = K(t), (38)

waarin o de demplngsconstante is en P de electromechanlsche kracht.

‘Indien de weerstand van de spoel r is, geldt voor de kring

Lo i = V(). ' (39)

We;Werken deze formules nader uit. In het lineaire geval is
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‘ . . ad 00 di 8¢ dx .
® = Li, waaruit met oo = 337 oF + 37 at (4y)
volgt
di 8¢ . . .
Laf * 5 %+ ir = v(t) . A (41)
oW '
. __m _ 4 3 .2

] - wordt (38) .

| 30

E‘:‘ . X X - ) i = o‘ '

E%ﬁ mx + ax + Cx - % 3e ¢+ K(t) (h3)
= De vergelijkingen (41) en (43) lossen in principe het probleenm
%ﬁ ‘op. De bepalende grootheid is %% y welke van de geometrie afhangt.
%@; Voor een magnetische kring met spleet x geldt

v b

Eé' £

‘ @ =hnin—m .8 . ——=%

= " l,x x

= 2 B

=t “

waaruit 3= = - = =.- /x, (4h)
.2 -

s Met (44) worden (41) en (43)

di Li. . ..

L dt -5 X + ir -,V_(t) '

!éﬁ e L.a (45)
% mE e ak o+ Cx '+ ¥ B = K(8) |

il VLA

WD

Lo LI U PUL
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De vergelijkingen van Lagrange

De gegeneraliseerde coordinaten

De in het voorafgaande behandelde methode is algemeen en toevas-

' baar op ieder probleem. Een minder aantrekkellak karakter ervan

'is echter, dat gebruik wordt gemaakt van coordinaten, welke niet
‘onafhankelijk zijn. We zullen in dit hoofdstuk een stelsel van

vergelijkingen van Lagrange afleiden, welke gelden voor de alge-
mene, ‘gegeneraliseerde coordinaten.

" Allereerst onderstellen we, dat de m mechanische elementen, wel-

'in de £-de tak

ke getypeerd worden door de coordinaten X gy NOE meéhanisch gekop-

' peld zijn door de verbindingen

x.,€=x,€(q1"‘qk,”.qp)’ | (1)

waarin de . de onafhankeli jke gegeneraliseerde coordinaten zijn

voor het systeem, dat p graden van vrijheid heeft.

Daarnaast moeten we ook electrische gegeneraliseerde coordinaten ry
invoeren. Dit kan op meerdere manieren gebeuren. Stel dat er n
takken zijn, dan is de lading, welke getransporteerd wordt in de £~de
tak te schrijven als

e, s ;éﬁkf"fﬁ"'rs)‘ (2}

We noemen r, de gegeneraliseerde ladingen. Het systeem heeft s

k ‘ ‘
electrische graden van vrijheid. Bij een knooppunt is de som van

. derladingen gelijk aan nul, waardoor deze betrekkingen ontstaan.

Door differenfiatie naaf de tijd vinden we uit (2) voor de stroom

. de£ zf:_ . \

i = — P ' ‘ (3)
£ , k=1 0T K

aez

‘waarin zoe- constanten zijn. We hebben uit (3)
k
. "é . 3"
e a0 .
ar, ~ dr ' Br, 4t dr, * . '

k0% W

Door de invoering van r,_ volgens (2) wordt het stelsel electrisch

k

‘géheel getypeerd. We kunnen ook een andere typering kiezen. Indien
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de flux in de £-de tal Qg is, kunnen we schrijven

@~=®£(‘I‘ es a1

P s k...rs)i‘ ’ | {(5)

waarin nu de rk{s gegeneraliseerde fluxen zijn. Uit (5) volgt

voor de spanning op de spoelen in de £-de tak

d@g s 0%y
. —_— —_—
?2 =+ dat + Eg; ark T (6)
waaruit
av/e* _ a@le aV£ _d a@’e ( )
oF, Yor, ' oor at ar. ° 7

2. De ladingen als onafhankeli jke coordinaten

Ve onderstellen dat we het gehele systeem kunnen beschrijven
met Qs Tps waarin ry de gegeneraliseerde ladingen zijn volgens

(2). Indien we de mechanische vergelijkingen opstellen, wordt

4
dt

aﬁk aqk k'’ (8)

a(m-u)) _ a(r-u) - g

waarin T de kinetische energie is, U de potentiele energie, Qk

de gegeneraliseerde kracht. Deze bestaat uil twee delen: de ult-
wendige kracht en de eleciromechanische. Indien de eerste van een
potentiaal is af te leiden, wordt hij in U opgenomen. Voor de ge-
generaliseerde mechanische kracht geldt algemeen

ax
: £
Q,=iP———- (9)
K 7o £ aqk

We hebben nu

1 '
an aWe

Pf_ ax&; i+ 6x,€

’ (10)

volgens (I,32) en (I,34).
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aw !

Het is duidelijk dat —2.. kan worden gebruikt, daar W ' is
sz. 3 m
aw, !
uitgedrukt in x, en i ,, doch dat | 77— moet worden omgeschre-
£ £ 0% g |y
ven, daar de onafhankelijke variabel niet Ve is., Nu geldt
awet awe_ . .
= - |50 \ (11)
ax'e v x'e e

zoals uit de definitie van st volgt. Dus is

( awm'> a_w;) (12)
P = - eraree . 12
£ ox X axf o - _ _ _

£
Met (12) wordt (9)

a(wm'—'w;.) (5
= ~— . 13
aqk

m 3%, {a(wm'-_?é_;)i -
Qk = .
i,8

'e::,‘ qu aK£

De Lagrange vergelijkingen voor q worden, daar

alw_t-w ) :
m__® _o, (14)
aqk
a AL 9L :
ros ) = 0—-’ (1 )
dt ( 0, dq, ' 2
waarin
L= (') = (Us W) . (16)

Indien niet alle uitwendige krachten uit U zijn af te leiden komt
rechts van (15) nog een Qk' welke bepaald wordt door deze krachten.

Ta warmelijkingen' (15) geven alleen het meéhaﬁischs gedeelte. We
“leiden nu ook het electrische deel van deze vergelijkingen af.
We hebben '

W ' o oW ' 8d
m o Ote o |
o 31, oF, ' | ke

k £=1
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waarbij de som wordt genomen over alle takken.
We hebben

= & (18)

op grond van de definitie van Wm'; ®£?is de flux in de £~de tak.
Met (4) en (18) wordt (17) |

? Jde
Je .
= Q . o . (19)
- £ ark
ge 8i
£ £
Daar é% . ° 3r. ! (20)
k k
aw t n . n 0i
4 4 2 ‘
is L ZE: Gy v > 8, =X . (21)
dtark 221 Brk - £ ark :

Indien vif de spanning is op de spoelen in de £-de tak, geldt op

grond van de wet van Faraday

(o) s et
e v = <+ + @
dt {9ry, = Ve 'rk = 4

=Y
| 2

(22)

o))
el

r

Indien Jz' de.spanning is op de condensatoren in de'f-de'ték, is

+V'€'+V'e'=V‘€, ‘ . (23)

met V, de totale spanning op de £-~de tak. Daarmee wordt (22)

4 an') E%: 65% 25:4 aik n aiz

~i . = =- v 1 e + v — .

dt R = £ ark Y £ ark ;Z: £ ark
(24)

Dit kan geschreven worden als

4 awm'> 3w, 25: 392 ow_
e - -+ -V = 4 g, . (25)
dt ark ar i £ ark ark ‘




Nu is V, —% =R , (z6)
y £ Brk k

de gegeneraliseerde electrische kracht, daar

R dr =3 At (27)

W . :
Met 5T ° 0, . (28)
- k
wordt (25)

4. oL L _ .

dt ai»k - ir, = R (29)

waarin L gedefinieerd is door (16).

3. De fluxen als onafhankelijke variabelen

We kiezen nu als onafhankelijke variabelen de q, en de ry volgens
(5). '
Voor de mechanische kracht geldt
(awe' ) awm> ‘
P, = - P . (30)
£ axf v 0x o/ g
B ‘a '
i @,
gﬂ" Daarmee wordt
= d ( aL ) 3L _ |
= = (3] = 7— =0, (31)
% waarin nu
= L= (T+w ') -(U+Ww). (32)
=8 . m -
3& We hebben
3 i n oW, avy n
4 4 To _d<me TE_d S e, B (v, oy,
5 dt R dt 224 av ! af, dt 7, £ ar, £ £

e A
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n v * n_ av ' '
T , a'g ¥ E@'E 2. %2 E'r_g ’ (33)
> Tk &= k '
waarin vg‘ de spanning op de condensatoren is in de £-de tak, je*

die op de spoelen én Vg die op de gehele tak.

Op grond van (7) wordt (33) vereenvoudigd tot

. » ad
_iie av'e..'__é.zne i-_ine’e_'é
- p - —
dt ,€=1 .{f ark dt '€=1 o ark at £=1 ark
1 BVZ Jol a@£ n ane'
R PR T 2= bt 4T
£=1 X £=1 k  A=1 k
n 6V£ n avg
d
- > f, == 4 = Ce i - (3%)
io £ or, =~ dt F= oF, 7
Dit is geiijk aan
dWa' awm (
B, g 35)
ark ark Rk
waarin
3 = ‘
Rk = E——- e£ V'e N (36)
k £=1
omdat
v
e, L. o)
5 =1 X
2
=5 n
iy De som e, V, is de uitwendig toegevoerde energie. Daar r, een
£
= f€=1 k
%{} gegeneraliseerde flux is, is 5;— e s Vz een gegenerali=~
= k £=1
‘ seerde stroom,
an
Daar ol o, (38
k

Fgl,vgidl@&éﬂm J T TYTIE Lok \H!}'Mﬁl !JI
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wordt de vergelijking
d (BL ) L ' ‘ (
o (M - = L] . . 39)
‘ dt ark ark ] Rk
}j Voorbeeld
_éf We behandelen het voorbeeld van bladz. D.1,7. We hebben
\ T = %m}'ca, U= 11—(3:(2, Wm' = %L,j_z, Wa=0, (40)
ff waaruit'volgt met de variabelen x en ®,
%«; L=4m%® « $Li% - $Cx° , (41)
— 3% .
.4E  waaruit volgt
mi o+ Cx - 4 4% 3% = K(t),, o
(42)
4%
dt = V(t)o
Met de variabelen x en ® wordt
3 .
.8 . @2 o
T= $mx®, U = 3Cx?, Wa=d g W =0, (43)
waaruit volgt
v [
me o+ Cx - 3 — 2B - K(t)
2 Ox
L
| ; (el )
&
T = I(t).
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