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E. Integraalgrincipes

I. Variatierekening

1. Inleiding

Het is een van de problemen van de differentiaalrekening, bij een
gegeven funktie f(x) de waarden X; 9%, 404 te zoeken, waarvoor de
funktie een maximum- of minimumwaarde sanneemt. Is de funktie in
een interval [a,b] differentieerbaar, dan is de noodzakeli jke voor-
waarde daartoe o

f'(xl) = 0, etc. (1)

Het is bekend, dat (1) wel noodzakelijk doch niet voldoends ig.
Is nl. de tweede afgeleide = O, dan bestaat de mogeli jkheid, dat
in het geheel geen extreme waarde optreedt, doch een horizontaal
buigpunt. In ieder geval is de functie f(xl‘in‘xl stationnair.

In de variatierekening bestuderen we de eigenschappen van integra-
len van de vorm

Jb f {y(x)y y'(x), x}ax. (2)

a

Hierin is f een gegeven funktie van drie argumenten, y{x) een funk-
tie van x en y'(x) de afgeleide daarvan. Het grondprobleem van de -
variatierekening is uit een bepaalde klasse van funkties, een funk-
tie y(x) te zoeken, z6, dat de integraal (2) stationnair wordt. We

schrijven

b .
6.[ f{y(x);, y'(x), x}dx = 0. (3
a

De onbekende van het probleem is dus een funktie y(x). We zullen
in het volgende onderstellen, dat de funktie f voldoende differen-
tieerbaar en ontwikkelbaar is om de toe te passen operatiesmoge-
1ijk te maken. Verder zullen we niet onderzoeken of een werkeli jk
extremum optreedt of niet en van welke aard het eventuéle extre-~
mum is.

We zeggen dat twee funkties yi(x) eh'ya(x) naburig zijn van de orde
nul, indien '

ly ) -y (0] < e, (4)
1 2 1

voor iedere waarde van x in het beschouwde interval. Geldt (4)
en tevens

’y'l(x) - y'a(x)l < e - (5).



dan spreken we van naburigheid van de orde een, etc.

Indien het grondprobleem (3) van de variatierekening door een funk-
tie s(x) wordt opgelost, voor de klasse van alle funkties welke al-
leen voldoen aan

ls(x) = yix)| < e, (6)

spreken we van een sterk extremum. Laten we alleen vergelijkings-
funkties y(x) toe, welke naast (6) nog aan

ls'(x) - yrix)| < e (7)

voldoen, dan hebben we een zZwak extremum. We beperken ons tot de
formulering van zwak stationnair karakter, dus we eisen voor de
vergelijkingsfunkties (6) en (7).

2. De vergelijking_van Euler

We kunnen schrijven voor een willekeurige funktie

y(x) = s(x) + et(x), ' (8)
waarin € een willekeurig getal is en t(x) een willekeurige funktie.
Daar ‘

» y'(x) = 8'(x) + et'(x), ' (9}

moet op grond van (?), e€¢t'(x) - O voor ¢ —» 0. We eisen dat

t{a) = t{b) = 0. ‘ (10)
b
? Indien Is =j f(s,s',x)dx, - (11)
4 a |
b
wordt I =‘[ f(y,y',x)dx =
a
b

J f(s + et, s' + €', x )dx . (12)
a
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Op grond van de onderstellingen geldt

af of

f(s+et,s' +ethx) = £(s,s8',x) + E(ta—g +t':“)_s—')

2 2 '
b Ewr B B 2 e, (13)

) asz 3512
waarin

8f betekent (Qi) etc.
ds dy y=s

Indien we (13) invullen in (12) ontstaat

b
df f e?
I = Is + gAi‘ (% 35 ¢ t! 5;:)dx+ 3T -

[=}]

1 2 2 2

g

‘L (82 £, ope asag, AL At S ()
asz asia

We definieren

61:1-15, (15)

de verandering welke de funktionaal (11) aanneemt, indien s door
een "naburige" kromme wordt vervangen. Het is de variatie van de
integraal. Omdat & in (8) zowel positief als negatief kan zijn,
(in tegenstelling tot e, en g, in (4) en (5)), is het noodzakeliijk
voor het optreden van een extremum, dat

..b
J (tg—£-+t'g-§,—)dx=0, (16)
a
waardoor
b
e? [
M:-—a—-l (ceeea) @X+ e0uns (17)

De oplossing van het probleem is in ieder geval een cplossing van
(16), welke kan worden geschreven

b b b
i(tg—i+t'g—£—7)dx=£t%dx+t%a

-— b
_J‘f %,(%) . tdx= 0. (18)
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Cp grond van (iO) kan hiervoor worden geschreven

b
of _d (af. -
_£ {as - = (as')g t(x)dx= 0, (19)

een noodzakelijke voorwaarde, opdat s(x) aan de integraal (11) een
extreme waarde geeft. Ook indien dit niet het geval is, wordt (11)
door de s(x) welke voldoet aan (19) stationnair.

We merken op, dat (19) moet gelden wvoor een willekeurige funktie
t(x), alleen beperkt door de eisen van differentieerbaarheid. Dan
moet dus

@
lD-

A -
- v = 0. (20)

@D
o

X

Le funktie s(x) is de oplossing van

a f af _
ax 3y " =0, (21)

[+1])
o

indien f{y,y',x) gegeven is. De vergelijking (21) heet de vergelij-
king van Euler.

Uitgeschreven is vergelijking (21) van de vorm

aF _ Fr 2 f ay _ 2%t &%y
v T ' =
dy Ix0y dydy"' dx ay'? ax?®

= 0., (22)

Yoorbeeid

Gevraagd wordt de kromme te bepalen, welke de kortste afstand tus-
sen twee punten in het Euclidische vlak geeft. Het probleem is

. 02
8I = J ds = 0 ' (23)
1
Nu is ds® = ax? + ay? , (24)
S rweer
dus & J 1+ y'2d4x =0, (25)
P\ ' ‘
af . R
Daar 5; = 0, is de vergelijking van Euler
é¢ of

(26)
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-waaruit y’' is constant.
Het is dus een rechte l1ijn.

Voorbeeld

A

Tussen twee punten A en B
wordt een kromme aangebracht,
waarover een massapunt m, onder
invloed van de zwaartekracht,
kan glijden zonder wrijving.

T Gevraagd wordt de vorm van de
{ kromme, opdat de tijd om van A
g naar B te komen een minimum
: B wordt. '

mg (Brachistochrone probleem van

Johann Bernouilli, 1696).

Het probleem is

‘
: ds _ .
| 0 jﬂ v =0 (27)

Met ds® = dx® + dy® en v =\ 2gy, (28)

wordt (27)

B ;
5 | \/1—+§r'—-fdx=o. (29)
A

t2

Hier wordt f = 11?—— , een funktie, welke x niet expliciet bevat.
i

Dan kan de vergeli jking van Euler worden ge{ntegreerd tot

f oy 3y’ = © ' (30)
daar

4 g 8y _af ., BE ., _3f_ . v 4 af 4 |

dx (f J dy! ayfy + Yy ay' -J 3x (ayl) = 0

... Bf 4 af
leidt tot 3y - dx (ay')

De vergelijking (30) is

(1 + %) = 2¢, (31)



waaruit met y = tgg volgt

H

y 01(1 + cos 29) ,

x=c, - c1(2¢ + sin 29) ,

-
de parametervorm van de cycloide. De

zo worden bepaald, dat de cycloide 4

Voorbeeld

|

e rrr——-

B.I.6

(32)

waarden van c en ¢ kunnen
1 2

oor A en B gaat.

Een ketting hangt tussen twee
punten A en B onder invloed van
de zwaartekracht. Wat is de vorm
van de ketting? ’

Indien p de massa per lengtgﬁeenheid is, is de potentiele energie

van een element ds
pgds . y .
De totale potentiele energie U wordt

B
U =l pgy ds.

(33)

(34)

Met ds® = ax? +,dy2, is het probleem

~B
6j yV1+y®dx = 0,
A

waarvan de oplossing is

y = ¢ cosh Eih.

De constanten b en c¢ worden bepaald
De 1ijn is een "kettinglijn'™!

Voorbeeld

—t

(35)

(36)

door de positie van A en B.

Een cylinder, gevuld met een’
ideale vloeistof, roteert met een
constante hoeksnelheid "w om zijn
as. Gevraagd wordt het vrije op-
perviak van de vlneistof te be-
palen.
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Indien de dichtheid b is werken op een volume-element dV de krach-
ten pg dV naar beneden en pr w?dV naar buiten, indien r de afstand

is van het element tot de as. De potentié€le energie van het stil-
gezette probleem is dus

U‘= l pdV {gz - 3 r%0w + a }, (37).

waarin z de codrdinaat is langs de as, gemeten vanaf de bedem en a
een constante is. We stellen
pdV = p . 2nxdx . dz en voeren de integratie naar z uit.

De waarde van 2z aan het oppervlak
noemen we y. Dan is

@" - U:J p.2nx dxfy (gz -4r?w + a)dz,
l\ ’ o

waarult het variatieprobleem

b
6f (xy2g - x®°yw + 2xya)dx = O (38)
(s
L iy . . of .
volgt. De Eulerse vergelijking is hier —; = 0, waaruit
gy-iwx2+a=0. (39)

Het oppervliak is een parabool.

Meerdere afhankelijke variabelsn

We nemen twee onbekende funkties y (x) en y (x). Het variatie-
probleem is 1 2

b
bl f{y iy 'yy ";x)dx=0. (40)
1 T2 1 2 _

We nemen aan, dat yl en y2 de oplossingen zijn van (40) en dat by
1

en 6y2 kleine variaties zijn van deze funkties. Ze voldoen aan

byi(a) = 6yi(b) = byz(a) = 6y2(b) = 0. (41)

We vinden uit (40)
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TP TR R T TR e e o

b b
[, af af af , . af 'Y dyx
6f fdx_l (%ay 6y1 + Fe 6y2 + 5y 63{1 -i-ay n 6}’2 ) 7
a t 2 1 2
b b
of of af af
=f (=— 3y + by ')dx+f =—dy «+ dy ') dx
| a ! d oy !
4L Yi 1 Y1 3 5 ;Yz 2 Yz 2
b
af d af
:j - ( ')} 5y dx
J {ayi dx By 1
", [1b
af d af
. _-—(——'>§ay dx = 0. (k2)
} ‘Ja {ayz dx Bya 2

Daar (42) geldt voor iedere toelaatbare willekeurige by endy moet
— 1 2

of 4 ,of

—_ . = -) =0,

?yl dx ay1

(43)

. af d ,oaf
a — -—=(=) =0
!.- 9 dx "oy !
i Ty I,

zijn. Dit zijn twee vergelijkingen van het karakter van de Eulerse
vergelijking.

a L, Meerdere onafhankelijke variabelen

We beschouwen nu het probleem

o[ 2oyi 25 piwdaxay = o, ()

waarbij gezocht wordt z = z(x,y) en p en q gegeven zijn door

i= X
ol

3

2]

P=3%x" 9% ° (45)
We onderstellen, dat (44) wordt opgelost door .

z2(x,y) = g(x,y) en we stellen

z{x,y) = s(x,y) +e8¢ (x,y). (46)

Dan ontstaat

- v - - a—c ‘LC -‘
51 -JJ flx,y; s + el p +e Txr 4t e ay)dxdy -
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-‘U f(x,y; 8; p,q)dxdy =

2t o af ol af . | :
=8Jj_icas axap+ay 6q§dxdy+0(s)' (47)

Voor een stationnaire waarde moet dus

~ro. 8f 96 af 3G af _ .
‘J-(Cﬁ"é}ap*a 5q ) dxdy = O, (48)

We gebruiken de hulpstelling: indien ¢ en ¢ twee funkties van x en

"y zijn, waarvan de eerste partiéle afgeleiden contlnu zijn, geldt

jj (—(£ )dxdy— frpdy - ¢dx, (49)
r

indien het oppervlak s begrensd wordt door de kromme I' en de inte-
gratierichting lang I' het oppervlak aan de linkerzijde laat.

Het bewijs van (49) is in wezen een zaak van partieel integreren.

We hebben
, aﬁ dxdy = (ai dx) dy
5 ax X '_J ax

A\,/c =ftpcdyc-¢ﬂdyA. | (50)
g [ |
Nu is c_lyc = dy, dyA = = dy,

dus (50) wordt

ﬂ dxdy = J Pdy . | (51)
Evenzo is r

JJ g—y‘k dxdy =jf(§-}%dy)dx= jq,Dde-q,deB. (52)
Doch nu is dxj = - dx; dxg = dx, dus

J{J gg’ dxdy = -fd» dx . (53)

Daarmee is (49) bewezen voor een enkelvoudig samenhangend gebied.
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We stellen nu

L= (=X
=N L]
=]

T A - (54)

waarmee (49) overgaat in

Se2 df, 3 9F, 3L B . 3% af
fi{caxap*.ay )"axa * }dxdy

' af of
=J( C(EE dy - 3q dx} . : (55)
S

We eisen dat de variatie &(x,y) langs de rand overal nul wordt
(x,y) = 0 langs I' . | (56)

Daarmee wordt (55)

dx dp dy

@
o

;oak 3f | 9k af _ "y B 3f B af
JJ( + 5y aq)axay--ﬂ C(3x 53 * 37 3q)xay. (57)

Indien we dit invullen in (48) ontstaat
af 3 of 9 of ‘
JJ ¢ { 55~ 3x 5p " 3y aq%dxdy =0, (58)

waaruit volgt, op grond van de willekeurige vorm van &, dat s
moet wvoldoen aan .

5‘;'6_):5‘.5-5?5‘;: » (59)
Indien we f(x,y; 2; p,q) geven is s de oplossing van
_______ = 0. (60)

Voorbeeld

De funktie z, welke

. 2 2
JJ {(gﬁ) + (g?)} dxdy stationnair maakt

2 2
is LAl + ¥z o, (61)
ax®  ay®

de vergelijking van Laplace.
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II. Het principe van Hamilton

1. De_vergelijkingen van Lagrange

Het is uit het voorafgaande duideli jk, dat voor een holonocom-
conservatief systeem, de vergelijkingen van Lagrange kunnen wor-
den beschouwd als de Eulerse vergelijkingen, behorende bij het
variatieprincipe

t
o B
a_f Ldt= Q. {1
t . .
1

Hierin is L = T -~ U, de Lagrangefunktie, een funktie van de gege-
neraliseerde coordinaten Q. en hun afgeleiden Qk:

L= L(qk! Elki t) . . (2)

Het principe, uitgedrukt door (1), is het principe van Hamilton.
Het toont, dat de in de natuur gerealiseerde, werkelijk optredende
t

2
funkties (t) een extreme waarde geven aan Ldt ten opzichte
A

Q b

g van"naburige" (gevarieerde) funkties. Daarbij is principieel nood-
- zakelijk dat aan de grenzen t1 en % de variaties verdwijnen:

6qk(t1) = 6qk(t2) = 0. (3)

- 2. Directe afleiding uit het principe van d'Alembert

; We kunnen Hamilton's principe ook direct afleiden uit het princi?e
| van d'Alembert. Allereerst merken we op dat voor de gebruikte va-
riaties geldt

" %,an(t)z 53§-Et—). (&)

Dit volgt direct uit de vorm van de variaties

: y{t) = yo(t) + es(t), (5)
‘ waarin s(t) een differentieerbare, willekeurige funktie is.
Ook geldt
t t
.2 2
& J fly,y', t)dt = Lj d f(y,y', t)dt, (6)
t t

1 1
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%
%
3
4
g

op grond van een eenvoudige stelling uit de integraalrekening.

Het principe van d'Alembert luidt
Id
- - -
=J dV{k(b)-g—t-(pv).}.br:O. (7)
v

Voor een conservatief stelsel geldt

k(b) = - grad u (8)

en het eerste gedeelte kan worden geschreven alé

j av{g® js+ = -_j dv . (grad u) . 8r =
v v

=-idV.6u=-6iu'dv=-bU. (9)

Het tweede gedeelte is

f -J av (pv) J dV-—- (pv.&r)-&-j dav p?g— 5r
: dt
y v
L
t = -3 JdV(pv . 8r) + 1}_!’ av{dpv?) . (10)
%' We integreren nu d'Alembert's principe. Er ontstaat
Ih t t _ t t
'r: ] 2 . 2 . 2
] J SAdt = - f 5V dt - l av(pv . 8r) + J 3T .
3 t1 tt t
- 1 1
e o ’ (11)
Aangezien br voor t1 en t2 = 0 wordt gesteld, wordt ’
t t t
2 2 2 '

f 6A_dt=0=f -5Udt + f bTdt =

t t

1 1 1

= b J Lat . | (12)

t

Dit is weer het principe van Hamilton,



F, Algemene theorie van Het elastisch Continuum

I. Meetkunde der Deformaties

1. De verplaatsingen

Een lichaam is deformeerbaar, indien het onder invloed van uit-
wendige krachten van vorm kan veranderen. Onder de deformeerbare
lichamen nemen de elastische een bijzondare plaats in en daarom
wordt allereerst aandacht aan deze geschonken.

We noemen een lichaam elastisch, indien het bij opheffing van de
werking der uitwendige krachten naar zijn oorspronkelijke, onver-
vormde toestand terugkeert. Bij de ververming zal ieder punt van
het lichaam een verplaatsing ondergaan, welke een vector is met
drie componenten u, v, w. In het algemeen zijn u, v en w van plaats
tot plaats veranderlijk. We zullen in deze syllabus de vector der
verplaatsingen aangeven door u . Dus

|
.

u = u;u E Vv, u = wW. (1)
1 2 3 )

Soms zullen we ook de u,v,w-notatie gebruiken. We hebben dus

ug = ui(xk) . (2)

De formule (2) drukt uit, dat er een verplaatsingsveld is.
De verplaatsing bestaat in het algemeen uit een translatie en een
rotatie als star lichaam en een locale verplaatsing.

: We bekijken een lichaam op verschillende ogenblikken tijdens de

: deformatie. Specilaal bekijken we een lijntje PQ, dat twee punten

P met de coordinaten (xl.xa,xa) en Q met de coordinaten (x + dx ,
1 1

x2 + dxa, x3 + dxs), na de deformatie, verbindt. Voor de deformatie

zijn de coordinaten van P(Y{ ,£ ,t )en van Q(E& + 4 & , &+ df -
1 2 3 1 1 2 2

£ o+ df ).
3 3

T e

TSR

| Xa Het is duidelijk,

{ dat een lijntje, dat

: : voor de deformatie

; N, ) recht is, door de de-

: .E) k formatie krom kan wor-
k den. Als de verplaat-

singen van het punt P

gegeven worden door Uy

geldt natuurlijk

X x; =B, +uy. (3)
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We hebben PQ infinitesimaal genomen. Het boogelement PQ voor de
deformatie wordt gegeven door

2 _
dg° = dE,idZi:, (4) .

terwijl het na de deformatie en verplaatsing wordt'gegeven door

df = dx, dx, . ‘ , (5)
1771
We onderstellen dat het verplaatsingsveld uy differentieerbaar is.
-Dan is : :
df, = dx, ~ du, = dx, - u, B dx,. (6)
i i i i id -

De deformaties

De deformaties worden gedefinieerd door
2 2
+ (a€” - d£° ) = % (dxidxi - dEidgi) =
€5 5 dxi dxj R - (7)
waarin

e,. =% u, , +u, .) -3 u_., . (8
1 7T Oy uys) e Ny )
zoals volgt uit (7) door invullen van (6). We zullen ons in dit
college steeds beperken tot (wiskundig infinitesimale), zeer klei-
ne deformaties. Dan is het mogelijk in (8) de tweede graads termen .
te verwaarlozen en we hebben

54 = + (ui.j + uj.ij° : (9)

In de techniek worden gebruikt de notaties

. Jdu . _d 3w
x 8x 'y dy ' g oz
, .fu, v % . _3w, (10)
xy Ay ox''yz "3z  dy''zx  9x  dz °
Door vergelijking blijkt
E._ = e Y =2e etc. (1)

X 11 Xy 12

te zijn. We zullen de notaties (9) en (10) naast en door elkaar
gebruiken. '
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We merken op, dat een translatie van het vaste lichaam geen bij~
drage levert tot (9), evenmin als een infinitesimale rotatie om
een as. ’ :

Zoals uit (7) blijkt, is e;; een tensor van de tweede orde. Want

+ (a£? - dfoa) is invariant tegenover coordinaten-transformaties

2 =4, x, M egrte bt ot ()

A 9
» = (
waarin _zijgik bjk’
- (133
'eki 'eji_ §jk.
De eij transformeren volgens
e = £ .
55 = i byeck e (1h)
Verder is eij symmetrisch
55 = €4y * (15)
zoals uit (8) of (9) volgt.
We voeren naast de e, ., de rotaties w, . in volgens
ij —_— 1]
w, . = (u. .-u..)- 16
13 ? dy] REES ( )
Uit (9) en (11) volgt
e.. tw,. = h. .. 1
1) 1] 1,J ' ‘ { 7?

We hebben de deforma.t:.esei:j en de rotaties wij volledig wiskundig

formeel ingevoerd. We gaan nu de physische betekenis ervan onder-
zoeken. .

——
R

Indien we de twee punten P en § zodanig plaatsen, dat ze na de de-
formatie langs de x, ~ as liggen met de afstand dxl, wordt

dx, = dx, = O. Dan gaat (7) over in

(882 - d€?) = e dx 2. (18)
o i1 1

-+

Nu is ook d4£ = dx1 s zodat

d.ez-dtoz a€-df,  dprdl
af T 242 ° (19)

e
11 2442
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Bij infinitesimale uitgangspositieverschillen d£ en dfo slechts een

cneindig kleine waarde. Dus mag gesteld wordén.

de+d£; ) .
—5T dlny d,eo . (20) ,

Daarmee wordt (19)

dz..dzo

e, = 3f (21
o}

e, meet dus de relatieve verlenging van een'elemeht van de lengte

diL, in de ﬁfrichting. Het is de rek in de x-richting. Op gelijke

wijze blijken eaz en ea:5 de rekken te zijn in de ]E' resp. de

xa-richting.

We onderzoeken nu de betekenis van e124

xZT
C
G

dx dx2 £
w

T+e Bo L3

A E_x_tj_ A t:lx1 B
° 1+e“

We bekijken een driehoek ABC die na de deformatie AB = dx, even~
wijdig de X, -as heeft en AC = dx2 evenwi jdig de X, —as. Na%uurlijk

is de hoek CAB gelijk aann /2.

’
Voor de deformatie was deze driehoek A BC met A B = Ax en
dx 0 oo 00 1+61

A006 = ?:gau y 20als uit de voorafgaande beschouwingén blijkt. We

hebben 22

1 2
2 dx =2 dx 2 : dx, dx 2 “
£ = (—4 —_—i ]
d o (1+e M (1+e ) +2 (1+e  )(1+e ) COS(E +_g),
11 22 . 11 22

(22)

waarbij (n/2 + ¢ ) de hoek is tussen AOBO en Aoco'

J



A N L

F.I.5"

dx
1

1+e

2
s pa s . . - . . 2
In de infinitesimale theorie mogen we voor ( ) schrijven dxl

ete. Dan wordt

$+ (a8 - d.eoz) - dx dx2 cos(n/2 +9 ) =

i

= d i
dxl x, sin ¢ el?dxldx2 ‘ (23)

waaruit

e = sin 9 & @ . _ ‘ (24)

e is dus de hoekverandering van een rechte hoek tusseﬂ de x, en
x, richtingen. Het is de afschuiving. Soortgelijke beschouwingen

gelden voor e en e .
23 31

Aansluiting met de elemeutaire theorie verkrijgen we indien we een
eenvoudig blokje beki jken.

YL L L L L L &

De verplaatsing in x is u(x),

X die in x + Ax is ulx + Ax). De
lengte van het elementje Ax
wordt dus ‘

[x + &x + ulx +Ax)] -~ [x + u(x)] =
Ax + ulx + Ax) - u(x). : (25)

De relatieve lengteverandering wordt dus

_ulx+dx)-ulx) du -
*x © Ax T (26)
AU . i
— -—- 7 Bij de afschuiving hebben we
/
/ d )
/ d = £u
Y ,/ / MmEEP Ty 27)
CAn ’
p ’, en algemener
AX
du av
Dit is y__ . Dus
xy
e =%y . ' (29)

12 Xy



De physische betekenis van de rotaties wij is te zien uit de for-
mule ‘

gu dv :
ey T + (3; - 3;) . (30)

Dit is de infinitesimale draaiingshoek van het element om de z-as.

xy

y ) Bij een draaiing van het e~
lement getypeerd door (r,8)
over de boog ra, is
u=-~-ay, '

% (31)
v = +Qx,
waaruit
w =3 (-a-a)=-a, (32)

We kunnen resumeren dat de totale plaatsverandering aanleiding
geeft tot

(a) een translatie als geheel,

(b) een rotatie als geheel,

(¢) een locale plaatsverandering, welke bestaat uit

(c1) een drietal rekken,

(c2) een drietal afschuivingen en

(c3) een drietal locale rotaties, waarbij het element niet wordt:
vervormd.

De Compatibiliteitsvergelijkingen

Indien de deformaties van een verplaatsingsveld worden afgeleid,
dat voldoende differentieerbaar is, volgt direct dat een aantal
betrekkingen tussen deze moet bestaan., Er geldt

9° e 3 de., de,. de .
3oz - 3% (- s t 3y " o ), cyel. ,
o? €y e aae” _ ’ 33)
2 %3 y = + s cycl. ,
ay2 ax?

zoals direct na invullen blijkt. Deze zes betrekkingen zijn tevens
de noodzakelijke en voldoende voorwaarden, dat een zestal gegeven
deformaties eij alf te leiden is door differentiatie uit een ver=-

plaatsingsveld u, . De betrekkingen heten de compatibiliteitsvoor-

waarden of de aansluitingsvoorwaarden.
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L4, De hoofdrichtingen en invarianten

In ieder punt van het elastische lichaam bestaan er drie richtin--
gen, de hoofdrichtingen van de deformatie, waarin de afschulving
~verdwijnt, m.a.w. de deformatie uitsluitende een rek is. Om @it
in te zien definieren we in het X x2, xb—stelsel een willekeu-

rige eenheidsvector n, en met behulp daarvan de deformatievector
eijnd' Om de physischg betekenis van deze vector te begrijpen leg-

-
gen we n langs de X -as - (1,0,0).

In dit geval wordt deformatievector (e ,e ,e ) en deze heeft
11 21

de grootte van de rek e in de richting van n, terwijl de compo-

nenten loodrecht op'ﬁ gelijk 2zijn aan de afschuivingen e21 en 331':
' De hoofdrichtingen worden dus bepaald door die waarden van nj, wel~

ke voldoen aan

(34)

een drietal homogene vergelijkingen voor n . &4e hebben alleen een
oplossing, indien de determinant J

De vergelijking (35) is een derdegraads vergelijking voor A.

Hij heeft drie oplossingen ki,k oA _.Deze A's zijn reeel, want
stel dat er twee toegevoegd complexe bij zijn, bijv. A = A *, dan
is 2 3

~

2 _, (@

®13% Tt
¢
(36)

»* *
e..nﬁa) = A ‘nﬁz) .
3 3 z 1

Vermenigvuldig met n_(z) resp. met ni(z) en trek af:
i

/

o (D), @) (@) (2)) _ () | ey, (D@0
1 2 2 1

i3 ™M ] i
| (37)
Nu is eij = eji dus het linker lid van (37) is nul. Daar
(2) (2)*
ny . 0y # 0, moet
A = A * _ (38)

2 2

wat onmogeli jk is voor een complex getal. Dus A 1is reeel.
. 2



(k)
3

Als de drie'hk's ongelijk zijn, staan de n

kaar. Stel Aﬁ # Aé. Wle hebben

's loodrecht op el-

e..nﬁ1) = A n.(1),
i) J. + 1 , \
(39)

e nﬁa) = An (2)_, ;

ijm3 2 1 ‘
waaruit ) | ;3

(1) (2 () (1) (1) (2) . (1) (2)
13(nj i 3 ny )=0=11n i -Azjni {
(A = A ) n My () (40)
1 1

Daar l1 # 12 is ni(1) i(2) =0, | (41)

waaruit de loodrechte stand volgt.

Als twee of drie Ak's gelijk zijn, kunnen we uit (40) niet zonder
meer tot de loodrechte stand concluderen. Aa? de vergelijkingen (39)

voldoet nu iedere lineaire combinatie van ni 1) en ni :
(1) (2)
n; = ng + on, ’ {42)
met o« reeel, willekeurig, maar zo dat
n;n, = 1. (43)
We kunnen nu o zZ0 kiezen dat
nn, " -0, ()
De determinant (35) heeft de vorm
A -9 MM +BA-90 =0, (4s)
1 2 3
waarin '1
61 = €
0 = 2re (463
. T 2T %1k ®ist ®js %kt ° r (467
0 = . e & e
s 3! "ijk rst ®ir jsekt'jﬂ




In de hoofdrekken is dit

9 = A + A + X, ! ﬂ
b 1 2 3 . )
@ = AA +AA +AA, b o (47)
2 2 3 3 1 12 1
|
e=hl?\c .
3 12 3

Aangezien de hoofdrekken.onafhankeliﬁk zijn van de keuze van het
assenstelsel, verandert (45) niet bij rotatie van dit stelsell

Daaruit volgt dat 91,9 en 83 onafhankelijk zijn van de kéuze der
‘ 2 N

assen, dus invarianten.
Dit is ook direct te bewijzen door invullen.

De physische betekenis van © 1is eenvoudig te zien, Neem een

1 ‘
parallelepipidum met de zijden 21, £_ en £3 evenwijdig de hoofd-~

2
assen, Na de deformatie worden de lengtes £1(1 + Ai)“ £a(1 + Aa),

35(1 + Aa), dus de volumeverandering is
AV =L Z2Z (1 + A)(1+ A)1+ A)-£4£KL
123 1 2 3 123

whd £ LN + A + A). (48)
123 1 2 3

Hieruit volgt
6 =¥ | (49}

de relatieve volumeverandering.
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II. Spanningsleer

1. De begrippen

We beschouwen in de elasticiteitstheorie uitsluitend lichamen,

die continu of deelsgewijze continu zijn, dat wil zeggen, we ver-
waarlozen de moleculaire structuur van het lichaam. Uit physische
overwegingen blijkt, dat deze beschouwingswijze aanvaardbaar is,
zolang de veranderingen van de mechanische grootheden over een
atoomdimensie zeer klein zijn, dus merkbare veranderingen optreden
over afstanden, welke grote veelvouden zijn van de atomaire af-
standen.

Op een lichaam werken volumekrachten en oppervlakiekrachten. De
volumekrachten grijpen aan in ieder volume~element van het cone
tinuum, de oppervlaktekrachten in de oppervlakte-elementen. In-
dien de krachtdichtheid K van de volumekrachten gegeven is, is
de totale volumekracht

f{':[f{dv, , | 1)

-‘-’ -
terwijl het moment M bepaald wordi door

ﬁ':J{ (r x kK)av = li?d\r-. (2)

Om de totale oppervlaktekracht te bepalen, verdelen we het op-
pervlak van het lichaam in elementen. We definieren nu de kracht
per oppervlakte~element als de spanningsvector p: De totale op-
pervlaktekracht wordt dan

_P'=j§ds. (3
5

Het spreeki vanzelf dat in hgp algemeen de spanningsvector ;
en de eenheidsnormaalvector n van het oppervlakte-element ds,
welke loodrecht op dS staat en naar buiten gericht is, niet de-
zelfde richting hebben.

—
Indien de componenten van p
zijn pi en die van n : ny»

voeren we de spanningstensor
T, . in door
-l

py = To.n. (4)

Deze spanningstensor heeft negen componenten 7 , T , T . T ,
11 12 13 21
T s T 4 F , % , % .
22 23 31 32 33
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De op deze wijze ingevcerde spanningstensor heeft uitsluitend be-
trekking op het buitenoppervlak van een lichaam. We breiden onze

_ bsschouwingen nu uit. Wordt een lichaam door uitwendige krachten
belast en snijdt men het lichaam denkbeeldig door, dan oefenen

de twee gedeelten gelijke en tegengestelde krachten op elkaar uit.
Dit geldt niet alleen voor de resulterende krachten doch ook voor
de, in het snedevlak werkende spanningen, de krachten per eenheid
van oppervlak, gedefinieerd door (4). Dus de spanningstensor kan
in ieder punt van het lichaam worden gedefinieerd.

We bewijzen allereerst, dat de ingevoerde spanningsgrootheid in-
derdaad een tensor is. Want '

p.n, = %,.n,n, 7 (5)

i'i 13717

is een invariant tegenover draaiingen van het assenstelsel en dit
kan alleen als Tij transformeert als

Tyg ='€ij ﬁjzrke. | (6)
Vervolgens gaan we de physische betekenis na van de in (4) wiskun~-
dig formeel ingevoerde spanningstensor. Daartoe leggen we 7 in de
richting van de positieve x-as. Formule (4) wordt dan

Py = Tyx 3Py = Fyp i Py, = Type (7)

In de positieve y-richting zijn de spanningsvector componenten

Py T Txy b Py T Ty 8P, T T (8)

Pe = Txg 7 By 7 Tyz; Pp = Tzz® (9 .

De betekenis van Ty is uit (7), (8) en (9) duidelijk. In de
technische literatuur heten txx’ Tyy en T Tesp. ox, a# en a, .
Het zijn de normaalspanningen. De andere componenten worden ook
met Ty etc. aangegeven en heten schuifspanningen, Let op, dat bij

een eenheidsvector met negatieve componenten, de richtingen van
de componenten van de spanningsvector omkeren.

We bewijzen tenslotte, dat de definitie (4) consistent is met onze

mechanische opvattingen van kracht en versnelling. Daartoe bekijken

we een infinitesimale tetraeder, waarvan drie vlakken evenwijdig

de coordinaatvlakken zijn en het vierde vlak een willekeurige stand,
fa— = .

gegeven door n, heeft. Op het lichaampje werken volumekrachten,

oppervlaktekrachten en voorts kan het een versnelling hebben.




F.II.3

Indien de ribben onein=-

z : dig klein van de eerste
orde worden, worden de
oppervlakten oneindig
Xlein van de tweede orde
en het volume oneindig
klein van de derde orde.
Dit betekent dat bij ein~
dige krachtdichtheid de
invloed van de volume-
krachten moet worden ver-
waarloosd ten opzichte

y van de oppervlaktekrach-
ten. Doch bij eindige dicht-~
heid en eindige versnel-
ling moeten ©ok de traag-
heidskrachten worden ver-
waarloosd. Van dit tetra-
edertje moeten de opper-
vlaktekrachten elkaar dus

in evenwicht houden. Bij het oppervlak So vén_het grondvlak, de op-

>

pervlakten Si' S, en S3 resp., van het vlak L de x, de y en de z-
richting geldt

Sy = 5., . (10}
Het evenwicht vereist

p S, = s1 PO+ Sz-. ¢ Ty * .S3 - T, v ete. (11)
Na invullen van (10) ontstaattw.

P. = T..N0. , : (12)

conform (4).

Transformaties en hoofdrichtingen

De spanningstensor behoeft niet symmetrisch te zijn, doch is dit
meestal wel. We beschouwen in deze paragraaf alleen symmetrische
spanningstensoren: Tij =-Tji. Zoals reeds in (6) is tot uitdruk-

king gekomen transformeren de'rij's zich als

=L, £

Ti5 T %ik “e ke * t13)

We zoeken de hoofdspanningen, dat zijn de spénningen behorende
bij de hoofdrichtingen, waarbij de spanningsvector loodrecht staat
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op het vlakje, waarop hij werkt. We hebben dan ‘

T

..n.=An
1]

J i’

¥
(14)

Uit (14) volgt, dat er drie reele hoofdrichtingen zijn, welke
loodrecht op elkaar staan. De hoofdspanningen zijn de oplossin-
gen van de vergelijking

7&.5

~-J A +JIA-J =0,
i 2 3

(15)

|
|

waarvan de oplossingen alle rege; zijn. De J's zijn de spannﬂnés-

invarianten

3

We hebben natuurlijk ook

3

indien Uk de

"

:Tkk|

T '

®ijk ®ist Tis "kt

€ijk ®rst "ir ¥js Tkt °

= 0 +0 +0 ,
1 2 3

00 + 00 + O 0,
12 2 3 3 1

G oo,
1 23

k-de hoofdspanning is.

Spanningstoestanden en cirkels van Mohr

(16)

(17)

In een iijnspanningstoestand zijn alle spanningen evenwijdig aan

een lijn, de as van de spanningstoestand. Een willekeurig vlak
door de as is spanningsvrij, dus twee hoofdspanningen zijm gelijk

nul.

i
T

In een vlak loodrecht
de as bestaat alyeen
de normaalspanning !
p (=0 ).

1 )
Ne vragen naar de ‘span-
ningen, welke bestaan in
een vlak, dat een hoek o
maakt met het hoofdvlak.
#e berekenen dit met de
tensorformule. De trans-
formatie is



F.I1.5

x ¥y z
x COE @ - 8in ¢ 0
¥y sin ¢ COE @ 0
z 0 | o |- 1

We hebben in dit Bijzondere geval

i3 "%k fie e =far £ya B ‘ (18)
Daaruit ;xx = p coszw.‘ A
%yy = p sin® ¢, f (19)
;xy = p sin ¢ cos @ .‘
Nu is ;xxAz F ?xy = %, resp. de normaalspanning en de schuifspan-

ning op het vlak. De waarden van 0 en T liggen op een cirkel

(o6 - 34p)% + 1 = (+p)?, (20)

de cirkel van Mohr voor de 1lijnspanningstoestand.

T
De maximale ,1! is p/2.

<3 —

In een vlakspanningstoestand zijn alle spanningen evenwijdig aan
een vlak, het spanningsloze vlak. Hier is €&n normaalspanning ge-
lijk aan nul. Indien we de normaal op het spanningsloze vlak als

x, = z-as kiezen en alleen transformeren door draaiingen om deze
as, hebben we weer het schema:

54 ‘ | x Y z
' x cos ¢ | = =in ¢ 0

y sin ¢ cos ¢ 0

—'i';' z 0 0 1
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Door direct invullen in de tensorformule wordt

1

= - 2 2., :
Tex = T g COSTRHT sin“g Erx . Bingcos g,
112 11 2z 12
= - {2 2 ;
Tx x = Tx 5 Sip P+T . , COS @-ﬁth - singcos g,
2z 1 11 12 L (21)
Te x = Tx x c059sing -% . singcos g
12 11 22
2 2
L (cos® ¢ - sin® @) .
12 v
Nemen we het vlakje door de z-as en de X -as. Dan is ;x x - O
1 :
- _ 2 2
de normaalspanning en T, x de schuifspanning. Met Ty x - g etc.
wordt 12 11
g '1-0y O’x—O'y_
o = 3 - > cos 29 + Txy sin 29,
(22)
g -0
T = ——541 sin 2¢ + Tyy C°5 2¢.
Indien we ¢ uit (22) eldmineren ontstaat
O T 2 0.0 2
(o——aj') + 7% = (—21) +""xy2 1 (23)

weer een c¢irkel van Mohr.

De situatie wordt wat meer ingewikkeld, indien we bij de transfor-
matie ook de z-richting veranderen. De toepassing van de algemene
transformatieformules geven ook dan direct de normaal en schuif-
spanningen. . /

In de ruimtespanningstcestand wordt geen hoofdspanning in een ge-

bied gelijk aan nul. We zoeken weer het verband tussen een normaal-
spanning op een vlak en de schuifspanning., De hoofdspanningen z2ijn
01, Ua en 03. Met de algemene tensorformule vinden we voor de nor-

maalspanning op een vlak, waarvan de normaal de hoeken «, B en y

met de x-,y= resp z-as maakt
o =¢ cosfa+o cos?B+ag cosiy. (24)
2 3

Uit Py =Fy4my ‘ (25).

volgt P, = o1 cos a, py = ga cos @, P, = 03 cos v, (26)
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waaruit
p? = 0 2cos®a+ o 2cos®P +o 2 cos?y. (27)
1 2 3
Nu geldt p? =o® + 7%,
dus T2 is te berekenen. We lossen met behulp van
cos®a + cos?pB + cos®y = 1, (29)

bij een gegeven 0 en T de bijbehorende waarden van cos a, cos 3 en
cos Y op uit (24), (27), (28) en (29). We vinden

cos®a.

cos*f =

cos?®y

t2+(o-c )(o~-0 )
1 3

(6 =0 )(og -0 ) °
1 2 1 3

24+(0-0 ){o=0 )
3 1

(0 -0 )(g -0 )}
2 I+ 2 1

©?+{0-0 )(o=0 )
1 2

(o -0 )(o -0 )
3 1 3 =

s . (30)

Uit deze formules 2zijn belangrijke conclusies te trekken. Daar de
c¢osinussen in het kwadraat positief moeten zijn, mogen tellers en
noemers niet van teken verschillen.

o <o <g ,

3 2

dan moet

2+ (-0 Wo~0)= 0,
@ +(c~-qg ¥g-o )= 0,
3 1

2 +(g-0gMo~0)z= 0
1 2

1

2 3

Stel

(31)

(32)
(33)

(34)

zijn. Dit 2zijn drie cirkels, resp. door (05'0) en (o ,0); (o ,0)
3 3
en (o ,0); (0,0) en (o ,0).
1 1 2

Het spanningspunt ligt steeds in het gearceerde gebied.

De maximumwaarde van ¥ wordt gegeven door

(35)
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Het is mogelijk aan jeder punt in het géarceerde gebied het vlak
toe te voegen, waarbij het spanningspunt behoort. We gaan daar
niet op in.

Voorbeeld

Gegeven is een lijnspanningstoestand met

g =1 kg/mmz s T = —Ekg/mm2 s T =1 kg/mm2 .

x . Yz xz
Gevraagd wordt de maximale schuifspanning.

De op de drie coordinatenvlakken werkende spanningen moeten even-
wijdig lopen.

y : =
Tyz"2 Uit de figuur volgt direct
o'z . : f
. o, Tyx = Teg ryz o
T,.=1
Xz 1 =11 L2,
xy
waaruit
X Txy = -2 .
Overeenkomstig volgt uit de.
figuur
1&, g
z a} cy = 4, o, = 1.
Tyz:-Z .
Daaruit volgt dat 01 =0+ oy to, = 6 en daaruit concluderen we
dat T = 3.
max
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Voorbeeld
Gegeven is de spanninéstoestand

cxz'-3|dy=-1’oz=l+,

ryzz4,tzx=- 10,‘rxy.—.0.

We berekenen allereerst 6 en T voor een vlakte-element, waarvan .
de normaal & een hoek o = 45° met de x-as maakt, een hoek B = 60
met de y-as en een scherpe hoek Yy met de z-as.

Daar cos @ = L , cos 8 =% is
2

coB Y = 1\fﬁ - cos3a - cos2f = A +e Dus‘T = 60°.

#e hebben n = (ay) = (L, %, %).

V2

Met P; = Tij n._j wordt

Px

3,75 P, = 1h55p, = 1,76,
De normaalspanning is

g = P, cosa+py cos B8 +p, cos Yy == 0,99.

Het kwadraat van de spanning is

2 _ 2 2 2 _ ;
p? = px + py + Pz = 19,1 , waaruit

T= Vp2 -02 = L,25,

Vervolgens berekenen we de hoofdspanningen. Uit

=3-q 0 -\10
0 -l b = 0

-\10 4 Loeg

volgt ¢® - 390 - 70 = O, waarvan de oplossingen zijn

g =7'G :..2'|U =-50
1 2 3

We zoeken nu‘de richtingscosinussen van de hoofdvlakken. Daartoe
lossen we de vergelijkingen
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T,.n, .
1373 i
op met o =7; =25 =-5.

"We vinden

£ =n(\1)= ‘1/9\[75,‘

11 1
: (1) 1
£ =n = & \[1—5—n
12 2 9
£ =a "2/ 15,
13 3
em = - 1/9Y 30, 322 = - 4/9V3, 225 = 1/9V3,
£ =1/620 & =-1/3V3, £  =1/3V2.
31 . 52 38

We willen nu ook de richtingscosinussen van het oorspronkeli jke
vlakelement je (.1., 4, %) in het assenstelsel van de hoofdassen.:
2 .

We weten dat
ﬁj ='ejk n, , waaruit bijv.

cos & = cos & . £ +¢cos B.£ +cos v .4h etc.
11 12 13

We vinden

ﬁj = (0,45, - 0,719, 0,527).
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Dynamica van het elastische lichaam

De impulsstelling

De spanningen in een lichaam zijn niet onafhankelijk, er zijn
betrekkingen tussen. Indien de hoeveelheid van beweging van een
volume V is

Py =i pvi_dV . (1)

en de krachten welke op het volume werken worden geschreven als

Ri=lkidV+_Ej; p; 48, | (2)

waarin Ri de i-de component van de resultante is, ki die van de

volumekrachtdichtheid, terwijl aan het oppervlak van het volume S
de opperviaktespanning 1 heerst, geldt

R, = f’- ] (3)

waaruit volgt

i pv, @V = i k.dVi:f p. dS = l]k.dv
i i i i

S
+j-ci.n.ds=jk.dv+j'ri..d‘f, )
S J |] V 1 V 3!.]
waarbij gebruik is gemaakt van de stelling van Gauss.

Daar (4) geldt voor ieder willekeurig volumegedeelte, moet dus

Tij,j + ki = pvi . | (%)

In het geval van evenwicht is Gi = 0. Dan_voigdﬁ uit (&)

Tii, " k, =0, (6)

de basisvergelijkitqen van de elastostatica.

De momentenstelling

Terwijl (3) betrekking heeft op de translatie van het zwaartepunt,
zijn er natuurlijk ook drie vergelijkingen, welke betrekking heb-
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ben op de rotatie. We gaan nu uit van de stelling

M, =D, , (?)

waarin M-i de i-de component ig van het moment, dat werkt op een
volumegedeelte en Di de i-de component van het impulsmoment van
datzelfde volumedeel, We hebben

D, =ieijk xj v, Pav ., (8)

waaruit volgt

Di = {I[eijk xj Vi pdV . ‘ (9)

Het totale moment, dat werkt is
Mi =£ eijk xj kk av +_£ ei;jk xj pk és =

zi'eijk xj kk dv + _£ eijk x;i Tl B ds . (10)

Ne toepassing van de formule van Gauss wordt dit
M. = . . . - . =
3 i ®5 ik X k, av +£ (el‘]k x5 ka)’ﬂ av
£e.. X (kk+1k£.£)§v

i3k xj pvk av +

v
+_j e, .. T,. dv, (1)
v

waarbij gebruik is gemaakt van (6), Dus geldt

eijk 6j£1ic'ed‘l =‘£e

Mi = Di +\£ eijk Tkj av , | (12)

waaruit door (7) volgt
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= 0. 1
leijk «.-kj av = 0 (13)

Daar (13) geldt voor ieder volumedeel, is

Tkj = Tjko (11'}‘)

De spanningstensor is dus symmetrisch. Let op, dat we hebben on-
dersteld dat (7) ook geldt in het elastische geval en dat we in

(10) zg. volumemomentdichtheden my hebben verwaarloosd. Treden de-

ze wel op, dan wordt

eijk Tkj +m, o= 0. (15)

We zullen ons beperken tot het geval my = 0.

De vergelijkingen (5) en (14) 2zijn zes vergelijkingen, welke be-
staan tussen de negen grootheden Tij' Ze zijn onvoldoende om de

Tij in het algemeen te bepalen.

3., Het blokje

De voorafgaande berekeningen zijn zeer algemeen en buitengewoon
elegant, In de meer elementaire behandeling van de mechanica wor-
den (6) en (14) op een meer aanschouwelijke wijze afgeleid door
het évenwicht te beschouwen van een elementair infinitesimaal
blokje, waarvan de zijden evenwijdig de codrdinatenvlakken lig-
gen.

-y
%
dﬁ

~
+
2
a
~

=1=1 | dz

@
q

b 4
}_
{
i
i
&t
+
<
=N
e

N\
a
»
(3]
X
+OJ
..S’J:ri
f=N
-

~

We bekijken twee vlakken loodrecht op de y-as. Het rechtervlak
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heeft een pos. normaal en de positieve oriEntering der spannin.
gen is dus die der assen. Het linker vlak heeft een neg. normaal
en de orientering is omgekeerd.

In de y=-richting werkt op het blokje, als gevolg van deze span-
ningen de resulterende kracht

aa do
(ay + -a—grt dy) dxdz - o dx dz = -—a-ﬁy: dxdydz. (16)

De twee voorvlakken geven als gevolg van de schuifspanningsver-
schillen een netto kracht in de positieve y-richting

a7
-Eig dxdydz (17)

en de twee horizontsle vlakken leveren op

8 '
~5§E dxdydz . (18)

Daar de volumekracht ky dxdydz is, is het evenwicht in de y-rich-
ting bepaald door
T o] 87T
¥X

+ Loy L2, x
9z ¥

= 0. (19)

dx oy

Het evenwicht in de x- resp. z-richting geeft

aax aTxx afxz |
i3x T ay 8z * kx =0,
r
3T, + . argy . 80, ck -0 (20)
9x By 8z z  °

Het momentenevenwicht om een as door het zwaartepunt evenwijdig
de z-richting geeft

il
. M x
Txy dxdz +dy + (Txy + *5;1 dy) dxdz . % dy

T
- - —X =
Tix dxdz . +dy (Tyx * 3y dy) dxdz . #dy =

- 1 =
(Txy Tyx) dxdydz + 0(dx") = 0, (21)

waaruit

T = T - r (22)
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De andere symmetriebetrekkingen vinden we uit het momenteneven-
wicht om x- en y-as.

De vergelijkingen (19) en (20) zijn identiek met (6), de verge-
lijking (22) is een van (14).
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Het verband tussen spanningen en deformaties

De wet van Hooke

Zoals we reeds hebben gezien, zijn de evenwichts- of bewegings-
vergelijkingen niet voldoende in aantal om de totale spannings-
tensor te bepalen. Daarom moeten we relaties 2zoeken tussen span-
ningen en deformaties, welke de aanvullende vergelijkingen ople-
veren. BEr zijn afhankelijk van het materiaal tal van type span-
ning-deformatie relaties. We zullen ons tot de eenvoudigste en te-
vens belangrijkste beperken: de algemene wet van Hooke.

Volgens de algemene wet van Hooke is het verband .tussen Tij en
eij lineair. Algemeen dus

Ti3 T CiskL%ke " (1
Het is duidelijk dat

®ijk€” ®jikl } CijkL = %ijx (2)

Het aantal componenten c, ijk & is 3% = 81, terwijl het aantal

door de beperkingen (2) wordt gereduceerd tot 6 x 6 = 36, Het is
duidelijk dat door bepaalde symmetrie-voorwaarden het aantal cl oy

nog meer kan worden gereduceerd.
We beperken ons tot lsotrope media. Dan heeft geen richting voor-

keur en permutatie van de assen en rotatie over 90° om de assen
moet weer dezelfde tensor c k‘eopleveren. We noemen de tensor

cijkf isotroop, hij verandert niet van gedaante bij toelaatbare

assentransformaties. Het is duidelijk dat de tensoren

ook isotroop zijn en voldoen asn (2). Het kan worden bewezen dat
iedere isotrope tensor Cijk£ een lineaire combinatie is van (3).

Op dit bewijs gaan we hier niet in. Dan wordt

ik = My dpe t (B Bty 00, (4)
waarmee (1) overgaat in
Tij = Abij ex t apeij. (5)

De constanten A en p 2zijn materiaalconstanten, ze heten de con-
stanten van Lamé.
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2. De elasticiteitsconstanten

Naast A en p , gedefinieerd door (5) bestaan in de elasticiteits-
theorie nog andere constanten, zoals de glasticiteitsmodulus &,

de constante van Poisson V en de afschuivingsmodulus G. Het spreekt
vanzelf dat deze constanten niet onafhankelijk zijn en alle in
elkaasr kunnen worden uitgedrukt. We keren eerst de vgl. (5) om. We
hebben

A&i. .
2B eiy T Ti4 T THesh Tkk ° (6)
Bij een zuivere eenassige rek is 111 =T en Tijz 0 voor de andere
spanningen. De elasticiteitsmodulus E is nu gedefinieerd als
BT RS 1)) 7

+ A
ell ’

Bij deze eenassige rek is er dwarscontractie. De dwarscontractie«
coefficient of constante van Poisson v is gedefinieerd door

e e;s;5 A
YV = - -?"-g—-e = - o = 2(;\."-”) N k8)
11 11

Bij zuivere afschuiving is alleen‘ra met a # b ongelijk aan nul.

b
Stel 112 # O, Dan heet de verhouding 112/?e 12de afschuivingsmodu~

lus G, dus

= el
G=3g =8
12

. {9,

Uit (7), (8) en (9) volgt de belangrijke betrekking

I

G = 3(3sv) . (10)

De wet van Hooke heeft bij toepassing van &, G en v de vorm

1
e, =% Lox - v(c& + oz)]‘+ cycl. ,
1 {11)
==T + cycl.
ny G xy

5. e vergelijkingen van Beltrami

We bekijken alleen het geval vaun cvenwicht, waarbij we de volume-
krachten bovendien verwaarlozen. De elasticiteitsvergelijkingen
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zijn dan
a) de evenwichtsvergelijkingen

T.. . =0, (12
1l,.)

b) de wet van Hooke
= 1
gy Aaij e * E;Leij . (13)
¢) het verband tussen spanning en deformatie

e5y = %(uiqj ¥ uj,i)' (14)

De vergelijkingen (12), (13) en (14) zijn in totaal 15 vergelijkin-
gen voor 15 onbekenden: g eij’ Tij' In principe kunnen we dus
oplossen. Elimineren we e 5 met behulp van (14) dan wordt (13)

T.. =Ad,. u + plu, . +u, ). (15)
1] 1] ksk # 1,J Ja2 2
Op grond van {12) wordt de eliminatie van Tys doorgevoerd, We heb-
ben J
Auk,ki + “(ui,jj + uj,ij) = 0, (16)
waarvoor kan worden geschreven
u, ..+ A +p)u, .. =0, 1
" 1,JJ " Jedi G17)

Dit zijn de vergelijkingen van Beltrami; drie vergelijkingen van
de tweede orde van ui, ua'en ub.

In principe is ieder probleem uit de lineaire elasticiteitstheorie,
een opgave om oplossingen van (17) te bepalen.

De randcondities

Zoals bekend is een probleem, dat getypeerd wordt door differen-
tiaalvergelijkingen eerst dan oplosbaar, indien aanvangs- en/of
randvoorwaarden op de juiste wijze worden gespecificeerd. De ver-
gelijkingen van Beltrami hebben dus nog een aanvulling nodig om ze
te kunnen oplossen. Er zijn verschillende typen randvoorwaarde-
problemen.

We onderscheiden:

a. het randvoorwaardeprobleem van de eerste soort, waarbij over
het gehele opperviak van het lichaam de spanning is gegeven,
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het randvoorwaardeprobleem van de tweede soort, waarbij de
verplaatsingen van het oppervlak worden gegeven,

het gemengde randvoorwaardeprobleem, waarbij over een deel van
het oppervlak Sp' de spanningen en over een deel van het opper-

vlak Su de verplaatsingen zijn gegeven.

de gemengd-gemengde randvoorwaardeproblemen, waarbij tegelij-
kertijd spannings- en verplaatsingscomponenten worden voorge~
schreven. '

Het spreekt vanzelf, dat moet worden onderzocht of een gesteld
probleem met randcondities oplosbaar is, m.a.w. of de oplos-
ging existeert en zo ja, of deze eenduidig is. We gaan op deze
problemen hier niet verder in.



V. Energiebeschouwingen:

1. De_elastische energie

Zoals uit (IV,5) volgt hebben de spanningstensor en de deforma-

tletensor dezelfde hoofdrichtingen in een punt. We bekijken een .

volume-element 4V, waarin de hoofdspanningen o , 02. ¢ zijn, de
1 3

hoofddeformaties el, e2, es. De energie in dit element is

2 (ce +0e +0e ) av, (1)
11 2 2 3 3 | .

zoals kan worden ingezien door de arbeid der spanningskrachten
bij de optredende deformaties te beschouwen. De factor 4 ontstaat
door de opbouw van spanningsvrij tot gespannen in een lineair ge~
bied. Voor (1) is in willekeurige coordinaten te schrijven

waaruit volgt dat de totale elastische energie van het lichaam is

W =‘[ W, av, (3)
v S .

met WS de specifieke elastische energie

WS = 3 Tij eij . | (4)

Met behulp van (IV,5) kunnen we W in de deformaties uitdrukken.
We vinden

2
- = l—l—!-—-
W=w =36 _41{eijeij * o5y (e, ) } av, (5)
terwijl met behulp van (IV,6) ock W = W in de spanningen is wit
te drukken. P
. j 2
W,r = ok v {(1 + v) Tij';ij - v(-;kk) } dv . (6)

We vinden voor W voorts

w=3 J Tij eij dv = 3} 4 Tij ui,j av =

‘% J (Tij ui),j av - % J Tij,j ui av =
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j.u dS+i~JkudV | (7)
S

een formule, welke uitdrukt dat de elastische energie gelijk is
aan de arbeid door de volumekrachten en de oppervliaktekrachten
verricht. Dit is physisch vanzelfsprekend, daar er geen dissipa-
tie is.

Het principe van de virtuele arbeid

We beschouwen de evenwichtsstand en laten klelne variaties 6ui
toe, virtuele verplaatsingen, welke consistent zijn met de
meetkundige voorwaarden. Dus waar u, aan het oppervlak is voorge-
schreven, is 6ul = 0. We bekijken ni de arbeid door de krachten

verricht bij deze virtuele verplaatsingen. We hebben

=¥ __ =
) {eij 5eij * T ki de..} AV =

v

{
J (e, 8w -7, . du} av =

1] 1w 14 i
. .
J b ou a5+ |k su av. (8)
[ v

De arbeid verricht door p, en ki is ﬁAu(b). We hebben dus

_ (b) '

oW, = BA , (9)

afgeleid op de basis van de evenwichtsvergelijkingen. Omgekeerd

kunnen we ook uit (9} als basisprincipe de evenwichtsvergelijkin- -
gen afleiden. We hebben:

sa %) s ew = 1. ve.. av =
O S A
.0b v = ’
i—TlJ uisJ
= l pi buidb - 4 Tij,j ouidv . (10)



Daar per definitie

(b) _f j -
BA =) Py du;dS+ |k, b u, dv, 4 .(11)
S v
moet dus
-
\J, (7y, 4 +k;) duy oV = 0 (12)

2ijn, Dit geldt wvoor willekeurige variaties 6“1” Dan moet dus

"ij,j +k =0 ‘ (13)

Nemen we een rotatie om een vaste as, dan is 6Au = 0, dus dan

levert het principe van de virtusle arbeid voor deze verplaatsingen

l'fij éui i av = 0. (14)

yt
: De hoek g is infinitesi-
: maal. De boog is ra. De
verplaatsingen zijn

u'-'—w'vzax'w::O-

r
(15)
¢ Dan wordt
—_— e T, ,0u, | =
X S B
T du + 1T bdu = - aT  + doF = 0, waaruit
12 142 21 2t 12 21
T =1 . (16)
12 21

3. Het principe van de minimum potentifle energie

Volgens (10) geldt voor een virtusle verplaatsing

| (b)y j f
a(we-Au )_o_aLv WSdV-SpiuidS

-JiuidV]z_O. ( (17



De vorm tussen haken is de potentiele emergie U. Dus
50 = 0, (18)

de totale potentiele energie van elastische vervorming en uitwen-
dige krachten is stationnair voor het evenwicht.

Het blijkt dat U een werkelijk minimum is. We hebben: van alle
verplaatsingen, welke aan de randvoorwaarden van de verplaatsin-
gen voldoen, maken die, welke tevens aan de evenwichtsvergelij-
kingen voldoen de potentiele energie een minimum. Ook omgekeerd:
van alle verplaatsingen, die aan de randvoorwaarden voor de ver-
plaatsingen voldoen, voldoen die, welke de potentiele energie
tot een minimum maken, tevens aan de evenwichtsvoorwaarden.

We bewijzen deze stellingen niet.

Principe van de minimum complementaire energie

We beschouwen nu de elastische energie W als funktie van de span-
ningen: W = WT' We varieren de spanningen, 6Tij 613 y en krijgen

6 =f :
W ) e 5 5T i3 av . (19)

We beperken de virtuele spanningsvariaties allereerst door te eisen,
dat

(btij),j = 0. (20)

In dit geval wordt (19)

Vv
Jw ey av ] wwey ave) i
) (u; T ).3 . ul( Tla),J av | (ui 6113),j av
S'é uy 6Tij nj ds =‘£ u, bpi ds , (21)

indien aan het oppervlak

bp, = 6Tij ns (22)

is.

Formule (21) zelf heeft een belangrijke toepassing. Indien we nu
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de bTij verder beperken, nl. zo dat

btij n, = 0, op Sp' (23)

wordt (21)

u

Daar op S, de u, zijn voorgeschreven is (2k)

5U* = 0, | (25)

met

u* =-[wT - Sf uipids] . (26)
1M

de complementaire energie. We hebben de stelling:

De complementaire energie is e¢en minimum voor de ‘spanningen, wel-
ke aan de evenwichtsvergelijkingen voldoen. Ook omgekeerd:

Spanningen, welke aan de evenwichtsvergelijkingen voldoen, maken
U* een minimum.

Als voor het oppervlak van het gehele lichaam de spanning is voor-
geschreven, is Su = 0, dus
. +
Ut o= (27)
In dit geval is de elastische energie een minimum bij de toegela-
ten spanningsvariaties. Deze stelling heeft ook een belangrijke
toepassing.

Reciprociteitstheorema

Indien we twee toestanden van een elastiszg)lichaam hebben, gety-
y 8

(1 1}, (2)
peerd door_rij ’ eij 4y resp. door Tij i3 sy Eeldt

(1) () T (2) (1)
_L 4 eig av = | 1 ey AV, (28)

zoals blijkt door directe invulling van {(IV,5). We noemen het
theorema, dat door (28) wordt uitgedrukt het reciprociteitstheo
rema. Daar .



_ = av =
# T, . €4 5 av J Ty LI

R
‘ V1) - (2) Foo(1) . (2)
é 1 ) u, as + VJki u, av , (29}

kan (28) ook geschreven worden als

|, @ g J L (D@ gL
g 1 i v i i

J Pica) uit1) 45 +.l ki(2) ui(1) av. (30)
5 _

Voorbeeld

Indien op een lichaam geen
volumekracht werkt, wordt
het lichaam "stijver" door
de toevoeging van nieuw
materiaal.

Opmerking: het begrip
"stijf" moet strikt ge-
nomen worden gedefinieerd.
Uit de verdere discussie
zal blijken, wat er mee
bedoeld is in dit probleen.

Het totale oppervlak van het lichaam is S + s. Aan het oppervlak
s wordt materiaal toegevoegd. Op S werkt de spanning Pi’ welke voor
' (1)

2)

toevoeging is de verplaatsing uy . &r is door de toevoeging een

de toevoeging de verplaatsing ug geeft over het liéhaam. da de
o
spannirng P; ontstaan tussen het oude en het nieuwe materiaal. Als

Pi e 0 wordt gemaakt en het nieuwe materiaal vervangen door zijn

druk Py is de daarbij ontstane verplaatsing uila) - ui(1). Dus
geldt volgens de reciprociteitsstelling
i . i
(1) ,a _ (2) (1) ‘
J . By ug 'dS = Py (a0 - uyt0) as, (31)
5+S +8
Nu is de arbeid door Py alleen positief, dus
’ (2) (1)
g+s pi(ui - uy }ds > 0. - (32)




Doch ook de arbeid door -pi verricht op het nieuwe materiaal is .
positief

ds > 0. (33)

Daar p; = O voor S is {33) gelijk aan

"

J (-pi) uy

S+s

(2) 4s > 0. (34)

Uit (31), (32) en (34) volgt
j (2) f (1) |
P, u, ds < P, u as (35)
S+s8 i l_ S+8 ii

en hierdoor wordt de toeneming in stijfheid uitgedrukt.

Het theorema van Castigliano

We geven twee afleldingen van de stelling van Castiglianc. Velgens
(21) is

oW, =_£ui dp, d5, (36)

waarbi]j de symmetrische spanningsvariaties 5Ti. alleen aan (20)
voldoen. ' J

Wwe passen (36) toe op het geval van een lichaam, dat belast wordt
door puntlasten en puntmomenten. Dan is

i 7

Js p, 48 = P, | ©(37)

de waarde van de kracht. Met (37) wordt {(36)
W, = u, bP, . ' (38)

Is u de verplaatsing in de richting van P, dan is (38) te schrijven
als -

oW
u= 5. : (39)

2ijn er meerdere pun%lﬁsten:P(k),'dan geldt voor de Yerplaatsing
in de richting van Pk '
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LK) 2w (40)

De hoekverdraaiing ¢ behorende bij het moment M is bepaald door

aw
P =a_Mo (41)

In (39), (40) en (41) is W (= WT) op te vatten als een funktie

van de uitwendige krachten en momenten.

De formules (39) en (41) zijn de formules van Castigliano.

Is ter plaatse u of 9 gelijk aan nul, zoals vaak-bij reactiekrach-
ten en momenten het geval is, dan worden (39) en (40)

AW _ . W ’

De formules (42) drukken uit, dat de funktie W als funktie van P en
M. een extreme waarde heeft bij de werkelijk optredende P en M,

Dit is direct in te zien uit het principe van de minimum elastische
energie.

De formules (42) hebben niet alleen betekenis voor de bepaling van
reactiegrootheden, doch ook voor de bepaling van z.g. inwendig
statisch onbepaalde grootheden.

We geven nu nog een andere afleiding van de formule van Castigli-
ano, gebaseerd op de reciprogiteitsstelling.

We beschouwen twee toestanden van het systesem, de eerste toestand,
getypeerd door Py ki en u, en de iweede, waarvoor geldt

k. = k. ,
h 1

1 1
- (43)
Py =P, +8p,, Op s
en ui -

Hierbij is s het oppervlakelementje, waarop een puntlast werkt,
welke we varieren., De reciprociteitsstelling is

ikiuidV+£piu1dS=

=‘£ ki uy dv + J Py u; ds +.£ bpi u, ds . (44)




Nu is

s
=

=fk. uidV+fpiuidS,
v S

terwijl voor de gevarieerde toestand is

2w=£l&uidv+£piuids+£ @i%_ﬁ.

Op grond van (44) is dit

2W=fk.u.dV+f.p.udS-'|-f 8P, u. ds
y + 1 g & i S i7i
.

+ fbp.ﬁ.-ds.
g i“i
Het verschil van (45) en (47) geeft
2(W - W) =£ épi(u + ui) ds .
Met een puntlast is

indS=Pi,

dus: 250 = 3P, (u, + u,) .
i i i®’

In de limiet wordt u, = ﬁi' dus

o

W

u = y {(u in de richting van P),

)

el

de formule van Castigliano.

Toelaatbaré stelsels

F.V.9

(45)

(46)

(47)

(48)

(49}

(50)

(51)

Een statisch toelaatbaar spanningsstelsel Ty is een voldoende

regulier stelsel funkties, welke voldoet aan

a. Tos = Tas
1] Jx

b. T, . . + k. =0 3
1J+d 1

Ce. de randvoorwaarden op SP.
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Een meetkundig toelaatbaar verplaatsingsstelsel ug is een voldoend

regulier stelsel funkties, welke voldoet aan de randvoorwaarden op
Su' Uit dit stelsel worden de meetkundig toelaatbare deformaties

e. . gevonden door
ij g '

e,, = . . +u, ,), waardoor

14 L (ulsJ 3,17

A ei‘_j = eji +

b. de eij voldoen aan de compatibiliteitsvergelijkingen.

Met'deze terminologie luidt het principe van de mipimum potentiglg
energie:

van alle meetkundig toelaatbare verplaatsingsstelsels, maakt de
werkelijke oplossing van het probleem de potentiele energie mini-
‘maal.

. Het principe van de minimum complementaire energie is:

van alle statisch toelaatbare spanningstelsels maakt de oplossing
de complementaire energie minimaal,

De ingevoerde begrippen zijn van grote betekenis voor de benade-
rlngsthanﬁzen van de mechanica.
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G. Elasto-Statica van elementaire systemen

1. Balkentheorie

1. Basisgrootheden

Het is moeilijk oplossingen te vinden voor de algemene vergelij-
kingen van de elasticiteitstheorie. Daarom worden stelsels onder-
zocht, welke vereenvoudigingen in het formalisme toelaten. In de
theorie noemt men een balk een lichaam, waarvan é&n der dimensies
aanzienlijk groter is dan de andere, Zoals zal blijken is het mo-
gelijk een rekenschema op te bouwen voor de balk, dat meer eenvou-
dig is dan dat van de algemene theorie.

Om dit te bereiken worden een aantal nieuwe begrippen ingevoerd,

De centrale lijn is de meetkundige plaats van de zwaartepunten van
de dwarsdoorsneden van de balk. In plaats van de gehele deformatie-
toestand van de balk te onderzoeken, zullen we ons beperken tot
lengteveranderingen en vormveranderingen van de centrale lijn en
draaiingen van de vlakken om deze lijn. In zekere zin wordt de pro-
bleemstelling van het driedimensionale vraagstuk teruggebracht tot
die van een vraagstuk in &8n dimensie.

Indien de balk op een wil-
lekeurige plaats denkbeel-
dig wordt doorgesneden,
zullen de delen links en
rechts van het Scheidings-
vlak krachten en momenten
op elkaar uitoefenen. In het scheidingsvlak treden drie spanningen
op: de normaalspanning en de twee schuifspanningen. Uit deze drie
spanningen zijn zes resultanten te berekenen: de drie momenten en
de drie krachten.

Nemen we de z-as loodrecht op het doorsnijdingsvlak en de x- en y-
as in dit vlak, dan 1s de normaalspanning UZ, terwlijl de schuif-

spanningen sz en Izy zijn. We definieren:

de normaalkracht

N=)o, as, (1)
S

de twee dwarskrachten

szi-czxds,qy'zlswzyds, ) (2)
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de twee buigende momenten

Msc:_iyozds;l\{y=-‘£xczds, (3)

en het torsiemoment

M, = J(xrzy - y¥, ) ds. : (&)

De spanningsresultanten moeten in elke doorsnede evenwicht maken

met de uitwendige krachten en momenten. Is het mogelijk op ledere
plaats de resultanten te berekenen deoor middel van de statica, dan
is de constructie statisch bepaald, is dit niet mogelijk, dan spreekt
men van statisch onbepaalde constructies, D+ laatste kunnen we on-
derverdelen in uitwendig statisch onbepaalde constructies, waarbij

de onbepaaldheid ontstaat door de oplegging en inwendig statisch on-
bepaalde constructies, welke onbepaald zijn door hun structuur.

1 7
T2 8 3 5 ¢

uitw. statisch onbep. inw, stat. onb,

- "

Als gevolg van het lineaire karskter van de theorie, kunnen we de _
werking van iedere uitwendige kracht en ieder uitwendig moment bi]j
elkaar optellen om de werking der totale belasting te verkrijgen.

EvenwichfsVergelijkingen

y Wordt een rechte staaf door
uitwendige normaalkrachten
B belast, dan werkt in iedere
loodrecht doorsnede de resul-
tante van de uitwendige nor-

N
Z

maalkrachten.
. 4
ﬂ q( )‘
{ { Wordt een rechte staaf door
A —. _~{. - een dwarsbelasting belast,
/] } 2z dan werkt in iédere doorsne-
A 4? de de dwarskracht
1 ”e
alz) = - f a(®) akt. (5)

ol
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De dwarsbelasting geeft aanleiding tot een moment M

£
M) = | (2= %) a(®) at, | ()
Z

Uit (5) volgt de belangrijke betrekking

%% = + q(z), (7)

terwijl uit (6) volgt
dM :
(—i; = Q(Z) . (8)

Combinatie van (7) en (8) geeft
aM a2, - (9
dz2

Ogmerking‘

Het teken van (6) en daarmee van (8) en (9) is willekeurig gekozen.
We komen daarop nog terug.

Wordt een rechte staaf door

)M een uitwendig moment M be-
last, dan is het moment over-
al gelijk aan M.

RSARRNALANY

A

Een wringend moment heeft ook
--------- - =t een constante waarde in iede=-
re doorsnede bij een rechte
staaf.

PR

Generalisatie tot kromme staven

Indien de staaf gekromd is, moeten de uitwendige krachten en momen-
ten in iedere doorsnede worden ontbonden in de normale componenten
(normaalkracht, resp. wringend moment) en de dwarscomponenten (dwars-

kracht, resp. buigend moment). De beschouwingen zijn verder analoog
aan de voorafgaande.

De vergelijkingen (7) en (8) zijn de evenwichtsvergelijkingen van
de balkentheorie. Zij 2ijn direct te verkrijgen door directe inte-
gratie van de algemene evenwichtsvergelijkingen. Zij zijn globaal,
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terwijl de andere locaal karakter dragen.

Resultanten en deformaties

Om de theorie verder te kunnen ontwikkelen hebben we nu nodig het
verband tussen resultanten enerzijds en krommingen van de centra-
le 1lijn anderzijds. Dit is de overdraging van de wet van Hooke op
de balkentheorie.

We bekijken eerst bijzondere gevallen.

a., Bek van een rechte staaf

F 4
i . =N
7
7 £
Een rechte staaf gelijkmatig belast aan het uiteinde door een
kracht N, geeft aanleiding tot de spanningen
N : .
O, =3 alle andere spanningen = O, (10)
als A het oppervlak is van de doorsnede.
De verplaatsingen zijn
vN yN N
=-E_Ax'v=-ﬁy’ W = Ea % (11)
waaruit
dw N
L i =
z 9z EA (12)
De rek is dus evenredig met N, de stijfheid tegen rekkracht is AE.
b,

Buiging door een moment M,
gericht langs een hoofd-
traagheidsas.

SN

De berekeningen leveren hier
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Q
il
I
=

x , alle andere spanningen = 0, (13)

met de verplaatsingen

-

= 2 (2% L wx? - vy®),

251

e
t

M
v = E-- vy , > (1!4-)

Uit (14) volgt

2, .
u é% ] (15)
3z®

2
Bij benadering is 2—% = %, de kromming van de centrale 1lijn.
dz
Dus geldt
BI ' ' ‘
M:'--R—, (16)

de formule van Bernouillj,

Volgens het theorema van Bernouilli blijven normaalvlakken van
de centrale lijn, normaal ook na de buiging.

7 I

Het is duidelijk dat in het vlak x = O de rekken gelijk aan
nul zijn. (Volgt ook direct uit 13.) Dit vlak heet daarom het
neutrale vlak en de doorsnede ervan met het x- z-vlak de neu-

trale 1lijn.

Opmerking over het teken van (16).

I ____;égi“i)?

ANANRNNN
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We beschouwen als vlak van de buiging x -~ z. Dan is

M
oz:-—flx, omdat
¥
1 2
M:-ch' dS=M-—fde=M. (17)
y 3 2 yI, % ¥

De y-as is naar achter en My is positief. Nu geldt dus volgens
* het voorafgaande
8% u

M = EI —— (18)
¥y y azﬁ

P\
o)

NN \\\} SN
|
|
|

-~

Nu beéchouwen we het y- 2z -viak als het vlak van de buiging.
M
Hier is Oz = + TE ¥, omdat nu

X
M, =+js yo, ds =

M
-I-’-‘-jyads=m. (19)
X
x 8
2
Mx is negatief, daar de positieve x-as naar voren komt. Daar g—f
dz

weer positief is, geldt hier

62
Mx = - EIx s v . (20)
3z .

Buipging van een

rechte staaf door eaen
dwarskracht aan het

—— —— uiteinde' in de richting
van een houvfdtraag-

heidsas.
fa

\\\\\\l\ NN\
|
|
|
|

————
»
ot
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De analyse van dit probleem is bijzonder gecompliceerd. Ook hier

levert het resultaat een bevestiging van de formule van Bernouilli.

4

g Wringing door een
Z__ I moment langs de cen-
7 M trale lijn.

é

We beperken ons tot een cirkelvormige doorsnede. Nu is het
spanningsstelsel

- a : = e i =
sz G ay; sz Gay, alle andere spanningen = 0,
(21)

waarin & de draaiingshoek per lengte-eenheid van de staaf is.
We vinden uit (21)

M, = G&I_=Ga , ==, (22)

met a de straal van de doorsnede.
Generalisatie

Indien we e¢en rechte balk belasten door krachten of momenten
welke niet in de hoofdtraagheidsrlchtingen liggen, kunnen we

2ze steeds ontbinden in deze richtingen en de formules blijven
geldig voor de juiste componenten. Het blijkt dat bij belas~
ting in het vlak van de constructie, waarbij de hoofdtraagheids-
richtingen niet in of loodrecht op het belastingvlak liggen, de-
formatie uit het vlak van de belasting kan optreden.

Algemenere belasting bij de rechte staaf

Indien de staaf willekeurig wordt belast, gelden de afgeleide
formules in het algemeen niet meer, In het bijzonder de formule

-van Bernouilli, waarop de technische mechanica berust is in het

algemeen niet exact. Meestal zijn de afwijkingen echter zo ge-

. ring, dat we met vertrouwen deze formule kununen toepassen, wWe

zullen de resultante - deformatie - relaties als volgt samenvat-
ten
"

N:

AEe

Mo=cCa , b (22)

M = EIx® ' ‘J

waarin € de rek van de centrale lijn is, ¢ de torsiestijfheid,
en % de kromming van de neutrale 1lijn.
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&+ De_gekromde balk

Ook hier zullen we (23) in de aangepaste vorm toepassen.

De rechtvaardiging van het gebruik van (23) ligt in de asymp-
totische geldigheid van deze formules. Door meetkundig toe-
laatbare deformatievelden en statisch toelaatbare spannings-
velden te construeren is het mogelijk aan te tonen, dat bij
de limiet h - O, waarin h een dwarsdimensie van de balk is,
{(23) opgaan. We gaan op deze analyse niet in.

Het principe van de Saint-Venant

We hebben gezien bij de bespreking van 3a en 3b, dat in eenvou-
dige gevallen exacte oplossingen bekend zijn, bijv. (11), (12),
(13), (14) en (15). Het bestaan van deze oplossingen hangt echter
af van de wijze, waarop de eindbelasting is aangebracht. De formu-
le (10) eist dat voor z = £, g, = %_is constant over de gehele
doorsnede, terwijl (13) een lineaire verdeling van de o, eist voor

2 =4, In praktische gevallen zal hieraan wel nooit voldaan zijn.
Het verschil tussen de geidealiseerde eindbelasting en de werke-
lijke belasting is een spanningsbelasting met resultante nul.

2g. statisch equivalente belasting.

Het principe van de Saint-Venant leert nu dat een dergelijke
statisch equivalente belasting alleen een locaal effect heeft en
geen, globaal, d.w.z. dat de invloed op spanningen en deformaties
ervan uitsterven over een lengte, welke zeer klein is tegenover’.
de lengtedimensie.

Het principe van de¢ Saint-Venant is fundamenteel voor de toepas-
baarheid van geidealiseerde verdelingen in praktlsche problemen.
Het is nooit door de Saint-Venant bewezen, doch intultief gepo-
neerd. In bepaaldeconcrete gevallen is het te controleren en enke-
le algemene beschouwingen zijn erover gepubliceerd.

De differentiasalvergelijking der deforumatie

We bekijken een rechte balk., Volgens (18) is

_ g Xu
My = Ely S 2 . (24)

ANY

_ Bij de belasting q,(z) is
R ___.ﬁh_.___._m_i%i__.. de reactiekracht

, e
) = Uy =-J q,(R)dt.  (25)

o]

W

-
»®
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De dwarskracht is dus ter plaatse 2z

? 4
Q. (2) = Q +f qx(C)dC == | q () ak. (26)
° z
-Nu is
My(z)=on.z+f(z-C)qx(c)dc, (27)
o
waaruit.
aM _
a—z-x = Qx . _ (29)
Daaruit volgt
a*M
—*% = q (2). (30)
dz
De combiﬁatie van (24) en (30) geeft
2 2
Q._a [eg 2.%] = q (2). (31)

dz dz

Dit ie de differentiaalvergelijking voor de centrale lijn van
een balk, gebogen onder de belasting qx(z).

De elastische energie voor de balk

a. Trek of druk

In de onderstelling dat alleen.cz # 0 is, wordt

R G2)
Is het oppervlak A(z) van een doorsnede, dan wordt

Y
W = E;E o: (2) a(z) dz . (33)

We onderstellen nu dat bij benadering geldt

N

O ACz) ! | ' (34)
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waarin N de normaalkracht is en nu gaat (33) over in

A
2
W= o= J Ty 4z (35)
2E J A z) ’
waarvoor bij N constant kan worden geschreven
A
N2 dz

Is ook A constant, dan wordt (36)

_Xs

W= (37)

De benadering (34) geldt slechts bij weinig veranderlijke A(z).

. Momentenbuiging

We gaan uit van (13)
o =—_1x, (38)

welke formule we approximatief generaliseren door

M (z) ‘
z I iz) « X . (39)

De specifieke energie WS is hier

2
M *(z)
LI S 2 :
N, = =— . X - (40)
S 2E Iya(z) ’

waaruit de totale energie wordt gevonden door integratie over
oppervlak en lengte:

-Z.E A IyZZ) dz . (41)

Bij My en Iy constant wordt (44)
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. |
S 0F A (42)

- Valt het moment niet langs een hoofdtraagheidsas, dan ontbind-
den we het in de twee componenten Mx en My langs deze assen.

Nu wordt -
M (z) Mx(z)
Uz = - I?TET X + T;TET Y, | (43)

waaruit voor W wordt gevonden

1 £ M 22) M 2(2)
W = E'E J dz {I (Z) + I (Z) - (LIJ'{')
o N x
¢. Gecombineerde rek met momentenbuiging
Nu is
M (z) M (z)
_ Y X N(z)
02' = - Iy(z) X + Ix(z) N + Azz) 4 (1"'5)
waaruit direct gevonden wordt
£ 2(z) M2 () |
- J Y, x * N3(z) '
Wegzg ) asd O M MOV ) b (46)

Let op dat de verschillende bijdragen eenvoudig in de energie
worden opgeteld.

d. Wringing

We beperken ons allereerst tot fotatie symmetrische balken. Dan
is de doorsnede dus steeds een c¢irkel, hoewel de diameter niet
steeds constant behoeft te zijn.

Er geldt
-4 2 By . X0
Wg =35 (Tpe + Tpy ) =35 (47)

Voor een cirkelvormige staaf geldt

T+ T (48)

waarin r de radiusvector is en IO het polaire traagheidsmoment.

De energie is
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2
M .
1 z .2 _ A z
= ZG-J dz J TZTT 48 = 3G J dz . - (49)
(o] Q Q o

Als Mz constant is en tevens Id wordt

A

W= '
ZGIo

(50)

terwijl bij veranderlijke grootheden (approximatief) geldt

1f'eM()
W = 36 ) -—TET— dz . (51)

We kunnen nu ook de formules uitbreiden tot dunwandige con-
structies. Nu is

M
z .

= 5EE( =) ° (52)

waarin A het oppervlak is
/s van de doorsnede binnen de
stippellijn en 0(s) de

Plaatselijke dikte.
F~-0(s) .

Voor de energie vinden we uit (47) en (52)
M e
E*—— ET_— (53)

Combinatie van wringing met rek en/of momentenbuiging

We hebben nu een combinatie van de normaalspanning o, volgens

(45) en de schuifspanning © volgens (47). Daarvoor geldt
W = —aga +__1.2' (5['?)

waaruit volgt dat de energigen eenvoudig kunnen worden opgeteld.

Buiging door een dwarskracht

Een dwarskracht geeft aanleiding tot schuifspanningen, welke
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bijdragen tot de emergie. Om de preciese bijdrage te kunnen
berekenen moet de verdeling van de dwarskracht over de door-
snede bekend zijn. We zullen een approximatieve verdeling

onderstellen en ons beperken tot een symmetrische doorsnede.

We hebben A
OZ. =T"'y|
X
&5
sz ®bL ! 0 (55)
x
2Q 8
baIx

waarin Qy de dwafskracht is

langs de y-as, b de breedte
van de doorsnede ter plaatse
T

(56)

o

en 9 de hoek is tussen de raaklijnen en de verticaal.

Uit (55) volgt

_ ' 5 29 Sxtg ¢, '
Wy = 32 7% ¥+ o= [(%%)2 LI 1. 67
X x baIx ‘

=
®

Deze arbeid bestaat uit twee gedeclten: de bulgingsarbeid en

de arbeid ten gevolge van de afschuiving. We berekenen alleen
de laatste. Daartoe integreren we het tweede stuk van (57) over
het totale volume. De integratie over x levert -

5 2 2
G°. 1 (1. tantey (58)
X
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daar het gebied loopt van - b/2 tot b/2, Vervolgens integreren
we (58) over y en daarna over z, We vinden

2
Qyz j-'e iz fy?' sa(y)(h——-—ta;qj)
W=t ) T ) dy . (59)
X

Voorbeeld

Voor een cirkel met straal r
is

b = 2r 8in @ = 2r cos ¢ . (60)

Voor de arbeid wordt gevonden

_ 16 92#
_EWze. (61)

& Combinaties met dwarskrachtbuiging

De dwarskracht levert schuifspanningen, evenals het wringend
moment. De totale schuifspanning is dus een som van de beide
bijdragen en het is te verwachten dat de energie niet uitslui-
tend uit een som van de twee elementaire energieen kan worden
geschreven, doch nog een wisselwerkingsterm zal optreden. Het
is echter mogelijk een punt te bepalen in de doorsende met de-
eigenschap, dat, indien krachten en momenten op dit punt wor~
den herleid, deze wisselwerkingsterm verdwijnt. Dit punt is
het dwarskrachtenmiddelpunt volgens Trefftz.

De dwarskracht kan elementair worden gecombineerd met de rek
en de buigende momenten.

5

7. De stellingen van Maxwell en Castigliano -

We beschouwen een balk, die belast wordt door een aantal puntlas-
ten %_,1;...'Pn. De verplaatsing onder Pk' in de richting van Pk’

is u . Deze verplaatsing kan worden geschreven als

. n :

waarin akL de invloedscoefficiénten volgens Maxwell zijn. De vorm

van (62) is de logische consekwentie van de lineaire theorie, wel-
ke leidt tot het superpositiebeginsel. Nu geldt

%= %o (63)
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d.w.2. de bijdrage tot de k-de verplaatsing van de eenheidskracht
in £ is gelijk aan de bijdrage tot de {¢-de verplaatsing van de een-
heidskracht in k. De formule (63) is een uitdrukking van het reci-
prociteitstheorema in de balkentheorie. Want beschouw twee toe-

standgn}uktj), Pk(1) en u#ga), Pk(a). Dan is
- p (&) (1) _ <& (1) (2)

waaruit na invullen van (62), (63) volgt.

De energie W is te schrijven als een funktie van de belastende
krachten

W = W(Pl, P2 Pn) . (65)

In de lineaire theorie is W een kwadratische funktie. Op grond
van de vorm (62) is W te schrijven als

. .
}fﬁﬁ—' = % £P Pe

waaruit volgt

n
. ! 3% W
en = e, (68)
X £ 5P o7,

De formule (67) is niets anders dan de uitdrukking voor de stelling
van Castigliano

u = oc (69)

Indién in de uitwendige belasting momenten optreden: M
wordt de funktie W

*y

1' Malll Mm|
W‘= W(?l + a0 Pn’Ml LI Mm) . (70)
en volgens Castigliano is nu ook
oW
Py = . (71)

De formule (71) kan worden afgeleid door het moment te beschouwen
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als twee naburige gelijke en tegengestelde krachten.

We hebben

18w _ 1 3w " 1 oW 'apg_

ZaP“ZapiaP*,eapaép'
'l.ll-l-l.ﬂ."Z

= 7 =9 ., (?3)

In de formules (65) en (70) is ondersteld dat de energie uitslui-
tend een funktie van de uitwendige krachten en momenten is. Essen~’
tieel is hierbij, dat de optredende reactiekrachten geen arbeid
kunnen verrichten. Doen ze dit wel dan mceten ze in de vorm van

W worden opgenomen.

Is het probleem statisch bepaald, dan kunnen de reactiekrachten

worden uitgedrukt in de Pk's en Mk‘s door middel van de statica

alleen. Is het probleem niet statisch bepaald, dan kunnen de
"overtollige' reactiekrachten en momenten R1 vea RP worden opge-

nomen in de uitdrukking W {(dus als uitwendige krachten worden be-
schouwd) en worden bepaald door

%:o. (k = 1,2 ou. p). (74)

(Hier staat Rk voor een reactiekracht of een reactiemoment). De

rechtvaardiging van (74) wordt gevonden door de reactiegrootheid
te vervangen door een belastende grootheid en daarna de daarbij
hehorende verplaatsing gelijk nul te stellen. Doch ook door te
bedenken dat de uitdrukking van W als W(Pk, Mk’ Rk) een extreme

waarde heeft bij vaste Pk en Mk' Dit is de minimum eigenschap

van de elastische energie, beschouwd als complementaire enbrgie.
Uit de p vergelijkingen (74) worden de R, als funktie van P_ en

Mk opgelost: .
R = fk(Pi, Mi) . k=12 ... Do (75}
We mogen deze Rk's in de energie invullen als funktie van Pk, Mk

of niet, daar

) oR
3w aw P ay £
it < R g S R
k aPk ( op )Rk_ 7= R’e aPk
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' oW
=('ép—) . (76)
. k) B |

op grond van (74),

Het is een nadeel van de stelling van Castigliano, dat alleen

een verplaatsing op de plaats van een puntlast of- moment direct
is te berekenen. Indien we een verplaatsing elders zoeken, voeren
we daar een puntlast § in en laten deze achteraf naar nul gaan.
Dus wordt in dit geval

oW
u= lim < . . . (77)
Q -0 %

Voorbeeld

We beschouwen allereerst een
statisch bepaald probleem, met
een belasting in het vlak van

de constructie. Dit is een in-
geklemde kwart cirkel, belast
door een kracht P. We onderstel-
len dat de meetkundige configu-
ratie zo is, dat alleen vervor-
ming optreedt in het vlak van de
kwart cirkel. Gevraagd wordt de
horizontale, verticale verplaat-
sing van en de hoekverdraaiing
in het punt A.

We voeren de hulpkracht Q en het hulpmoment M in. Het oppervlak
van de doorsnede is A. Ben coefficient typerend voor de doorsnede
is k. De arbeid is

R N ) 1 [ .2 k [ .2
W= i jxw as + s [ N® as + —EGAJD ds . (78)

Bij de belasting (P, @, M) is

-

A = Pr(1 - sin 6) + Qr cos € + M,
N = P sin © < Q cos © v p (79)
D = P cos O + ¢ sin O N

J

waarin D de dwarskracht is (ingevoerd om verwarring met Q te ver-
mijden).

We vullen (79) in (78) in en verkrijgen
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/2
W:E%'I- (Pr{1 - sin 9) + Qr cos® +M)% rdo+
o N
n2 n/2 B
" : 4 2 X ; 2
+2EA'¢[ (P sin®- 9 cos ) rde+2GAl (P cosg+gsin g)2rde.
| . . (80)
De verticale verplaatsing v is
aw) 3n Pr®  n Pr 1 Pr
v o= |2=] = (& - 2) == TS 4+ ke (81)
, (aQ VS 81 "L Ea ¥ G
De horizontale verplaatsing h is
- Pr® Pr kPr
h = [ = = - — N (82)
(aQ)Q-.-.M:O 2EI ~ 2EA * 2GA
en de hoekverdraaiing is
9= (g-g) = -E-If- (r/2 = 1) . (83)
Q=M=0 ] :

Het is duidelijk dat de eerste bijdrage in (81), (82) en (83) van
de buiging komt, de tweede van de normaalkracht en de derde van de
dwarskracht. Voor het traagheidsmoment I kunnen we schrijven

I=p.aA.add, (84)

waarin 4 een karskteristleke lengteparameter is van de doorsnede,
A het oppervlak en k een constante van de orde 1, Met (84) zijn
de drie bijdragen te vergelijken. Het blijkt dat de buigingsterm

(r/d)a groter is dan de andere. Daarom wordt vaak normaalenergie
en dwarskrachtenergie verwaarloosd tegenover buigingsenergie.
!

Voorbeeld

We bestuderen nu een statisch
bepaalde constructie, welke
loodrecht op het vlak wordt
belast.

Een halve cirkel met straal

r is ingeklemd bij A en wordt
bij C door een puntlast P
loodrecht op het vlak belast.

Gevraagd wordt de loodrechte
verplaatsing van B.
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In B brengen we de hulﬁkracht aan Q. We hebben nu

1 2 ' |
W = EET Mb ds + 35 J Mw ds , : N (85)

indien resp. M, het buigend en wringend moment zijn en 5, de
w. ", W
stijfheid tegen wringing. ‘

We superponeren :

(1, (2)
M o= M + M ' (86)
de bijdragen-reép, van P en Q en
Dan wordt
w=5;3'f(Mb(1)+Mb(2)) ds+-— f(M (2))2 ds .
' (88)

De gevraagde verplaatsing is

(2)
oM
aw 1 (1) M
“B (BQ)Q o E be aq 98

(2)

oM :

+ :%;IMW(‘” -*-a%— ds . ‘ (89)
Nu is )

Mb(q) = Pr sin $ ’

(1) ‘
= Pr(1 - ?)
MW r cos ) !
(90)

Mb(a) = Qr cos ¢,

Mw(a) = Q1 + sin o),
waaruit volgt

up = [ e 22T S
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Nu volgt een statisch onbe-
paald probleem van een in
het vlak belaste construc-
tie., Een ingeklemde ring
ABC, met de straal r en de
buigstijfheid @I wordt in C
door een kracht P belast.
Het punt C glijdt in een bus
en kan alleen verticaal be-
wegen. Gevraagd wordt de
zakking van C.

De reactiekracht door de bus uitgeoefend is Q. In de doorsnede D

is het buigend moment

‘AlL= Pr sin9 - Qr(1 - cosg ). (92}

De energie W is

[\V]

1
W= 5pr fﬂ? ds,

waaruit volgt

=0 W _ 1,84
uQ-O- Q_EIJ“A&E} ds .

Na invullen volgt uit (94)

. _ _2P
T

De verplaatsing u, is nu

(93)

(94)

(95)

(96)

We geven nu een
voorbeeld van een
statisch onbepaald
probleem, waarbij
de constructie
loodrecht op het

vlak wordt belast.
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Een halve ring DACB is bij D en B ingeklemd. De straal is r, de
belasting P in A staat loodrecht op het vlak. Gevraagd wordt de
zakking in A, '

Op grond van de symmetrie zien we dat de reactiekrachten in B en
D gelijk P/2 zijn. Evenwicht en symmetrie vereisen voorts dat, zo-
wel in B, als in D een moment evenwijdig BD werkt, dat gelijk is

aan P'a—r. De statisch onbepaalde is het moment M, dat gelijk is en

tegengesteld gericht in.B en D.

Het buigend moment is in C

My =L stng + (- ) cono, ' (97)

terwijl het wringend moment in C is
Mw=%£(1-cos¢)+(M-P2—r) gin 9. (98)

De energie wordt

r/2

W:;—Il gas'-sinq) + M cos9)® rag
R/2 .
1 PI‘ - 2
+ — (5~ (1 -cos9) + M sing)?® rae, (99)
GIO A 2
als H=M-P2—r ‘ | (100)

en we ons beperken tot een cirkelvormige doorsnede. M is bepaald'
door ' '

a—".’ = 0, waarult volgt
of '
P .
B=-=2, (101)

De zakking in A is

W _pe® m 1 pr’  3n 1
up=ﬁ=EI (B"z_n)*ﬁ;(%"q'ﬁ)' (102)

Is a de straal van de doorsneda, dan wordt (102)

(103)

s |
u Pr [n‘*E-u . 31:2-811-4] _



N L L

o T

el

G.I.22

8. Symmetrie en Keersymmetrie

-Vele problemen in de mechanica hebben betrekking op symmetrische

constructies, belast door een symmetrische krachtverdeling. Op
g8rond van de aanwezige symmetrie kan dan het Fformele probleen
worden vereenvoudigd.

‘ De kracht P geeft aanleiding
P

tot twee gelijke reacties, die
dus P/2 zijn. Deze conclusie

5 % % b

fB’z

wordt op grond van de aanwezi-
rP ge symmetrie getrokken.

Werkt op een symmetrische constructie een willekeurige krachtver-

deling P(x), dan kan deze steeds in een symmetrische en een keer-

symmeirische worden gesplitst

P(x) = Pl(X) + Pz(x) ’ . (104)

met

Pl(x) heeft dezelfde symmetrie als de constructie,

Pa(x) heeft overeenkomstige keersymmetrie.

Geldt bijv. symmetrie t.o.v. tekenomkeer van X, dan is

PI(X) = Pl(-X) " .
{105)

Pz(x) -Pz(-x).

We behoeven dus bij een symmetrische constructie alleen de in-~
viced van symmetrische en keersymmetrische belastingen te onder-
zoeken. :

Voorbeeld

lp N - 194 |
Ja) JANRVA Lé+5 - Tp/zé

Zoals direct uit de differentiaalvergelijkingen volgt hebben we
de volgende eigenschappen voor een symmetrische constructie:

a. de Verplaatsing in de richting van de belasting heeft dezelfde
symmetrie als deze, :

b. de dwarskracht heeft tegengestelde symmetrie,
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c. het buigend moment heeft gelijke symmetrie,
d. het wringend moment heeft tegengestelde symmetrie.

Het dwarskrachtenmiddelpunt

‘Indien een balk door een dwars-
kracht P wordt belast, welke aan-
grijpt in een willekeurig punt
(xo,yo) van de einddoorsnede,

zal door P zowel buiging als
wringing ontstaan. Het is uit

de statica bekend, dat we P wil-
lekeurig in zijn vlak evenwij~
dig mogen verschuiven, mits we
een bijbehorend koppel toevoegen.
Dit koppel is een wringend mo~
ment voor de balk. Daardoor ont-
staat de vraag: is er een pung
in de doorsnede, zodgnig dat P
alleen buiging geeft. Bestaat dit punt, dan kunnen we P er naar
verschuiven onder toevoeging van het wringend moment en het bui-
gingsprobleem is gesplitst in twee problemen:

o

a. het bepalen van de "zuivere" buiging door een dwarskracht,
b. het bepalen van de torsie door een wringend moment.

Dit punt bestaat inderdaad en we zullen het het dwarskrachtenmid-.
delpunt noemen. deat het begfip "torsievrije buiging™ niet een-
duidig te definieren is, bestaan er verschillende dwarskrachtenmid-
delpunten. We bespreken er enkele.

a. Trefftz, verstaat onder een torsievrije buiging een buiging,
welke ontstaat door splitsing van de totale deformatie, zoda-
nig dat de buigings- en wringlngsenergie kunnen worden gesu-
perponeerd.

b. Ieder element van de doorsnede ondergaat een rotatie

0=} (__ - 5—) De 1ocale rotatie is gedefinieerd door gg-

'Het dwarskrachtenmlddelpunt kan nu ook worden gedefinleerd als
het punt waarvoor de gemiddelde locale rotatie gelijk is aan
nul.

Bij een dunwandige constructie
wordt het dwarskrachtenmiddel-
punt gedefinieerd door

- -
M=r x P =
Q

] TXT.T (8)8(s) ds, (106)
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: —
waarin.;o de positie van het dwarskrachtenmiddelpunt S geeft, T

een eenheidsvector langs de omtrek is, ¥(s) de schuifspanning
en 5(s) de locale dikte. Formule (106) heeft betrekking op een
open constructie van 8, tot s. Voor een gesloten constructie moet

de integraal (106) door een kringintegraaljg worden vervangen.

Indien er een lijn van symmetrie is, ligt het dwarskrachtenmid-
delpunt daarop. Het valt samen met een punt van symmetrie, even~
als het zwaartepunt. :

Voorbeeld

We belkijken een[ ~balk, onder de belasting van een kracht K. De
dikte van de balk is gelijkmatig en gelijk aan b. De afstand tus-
sen de dwarsflensen is h, de breedte ervan b,

Qy Gevraagd wordt het dwars-
v ' krachtenmiddelpunt X te
bepalen.
b
| Het is duidelijk, dat X op

de as van symmetrie ligt.
Uit het evenwicht volgt

K+ Qx = 0.,

(107)
Ka = th,
waaruit
a:—&h. (108)

%

Door de dwarskracht ont-
staat een normaalkracht N
in de dwarsflensf De
schuifspanning aan het cen~
trale stuk - sz geeft een

kracht die in evenwicht is
met deze Nz. We hebben dus

E

-szob- dZ-’-‘sz,

of
\\L\\\\ .
' dhz

~ dz " 5. rzx'

Voor de normaalkracht N
geldt z

> (109)

o
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Nz.ab.b.oz, (110)
en daar
hM ,
o =3 , o - (1)
. bdh
wordt Nz =357 My . (j12)
o v
dN dM :
- -z _bdh "y  bdn .
'"‘““it_ G = "%y T 21 dz 21 Q0 (113)
‘waaruit ¥ = - E%— Q, . ' (114)
_ | y , .

Bij dunwaﬂdige constructies is de schuifstroom T constant als er
geen normaalspanning is en anders continu

T =75 = continu , ! (115)

waaruit volgt dat in de bovendwarsflens bij y = O een schuifspan-

ning bestaat fzy_= LI

Deze geeft aanléiding'tot de resulterende kracht Qy'

: b S
| ) =j' T bddys= b T ' : 116
| Qy J zy y=1% zy * ( )
A :
r-;---~5\‘ﬁ,_ R indien'rzy lineair verloopt langs y
L —~ : van de.beginwgarde‘rzy = - sz tot‘O,
— Dus S ' S
y : - , -
Qjr = -*bbr_zx" (117)

Uit (114) en (117) volgt

x-S
& = TRT T n/3+2p ° (118)
2. (h b : ,
waarbij I = 12b (55 + 3) (119)

is ingevuid.

Let op dat a'eeh positieve waarde heeft, terwijl X op de negatieve
y-as ligt. We hadden het goeds teken gekregen door de tweede verge-
lijking (107) te vervangen door ' '
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= - =" =0 (120)
MZ Ka lel T | |

waaruit a = gi h. : ' | ‘(121)
Ogmerking

De continuiteit van T volgt direct uit het evenw1cht. Veor een
element geldt -

.8 8 _
j g 3(s)ds - J (Uzlrggg,dz)é(s) ds.
o 2 o
+ T(z2,8)d (s)dz= 0, (121)
waaruit volgt
: o]
T(z,8)9(s) =T = EEE d(s) ds
- 0
®  aM x
= J E;E S %(s) ds , | (122)
)

of

. s -
T = %i%%T .‘L x 5(s) ds . ,.(123).

'De stabiliteit van het evenwicht

a. Eenduidigheidsstelling

De lineaire theorie leert, dat blj een gegeven belasting één
en slechts één deformatie bestaat. Het is echter uit de ervaring
, bekend, dat bij vergroting van de belas-
P ' ting er meerdere deformatietypen kunnen ont-
staan. Dit is het verschijnsz2l van knik.
Indien een rechte balk van de lengte £, die
v - aan de uiteinden scharnierend is bevestigd
\ door een kracht P in de lengterichting wordt
\ belast, zal hij bi] een bepaalde kracht Pk,
{? | : de knikkracht, kunnen gaan uitbuigen.
|

Z

Allereerst merken we op, dat dit geenszins in
1 strijd is met de theorie. Deze geldt immers
bij oneindig kleine deformatie, dus ook
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krachten. Bij zeer kleine kracht P bestaat slechts é&n defor-
matie: de samendrukking. Vergroot men P dan ontstaan afwijkin-
gen van de lineaire theorie en vanaf een eindige waarde van

P: Pk Zijn er twee deformaties: de samendrukking en de door-

buiging. Bij vergroting kunnen meerdere deformatievormen ont-
staan. '

Br zijn nu twee problemen:

a) wat is de kritische belasting P

b) welk van de deformatievormen zijn stablel, welke instabiel,
We zullen een uitvoerige discussie geven van het probleem a),
doch ten aanzien van b) alleen opmerken, dat voorbij de kri-

tische belasting de oorspronkelijke deformatie instabiel wordt.
Het bewijs hiervan geven we niet.

Op-grond van (F,V,7) geldt

a )
u

W (124)

waarin

() - |
A, = &i P, u, ds, (125)

bij afwezigheid van volumekrachten.

Dus: de opgehoopte elastische energie is gelijk aan de arbeid
door de uitwendige krachten verricht. Verder geldt '

bW = o4,(P) | (126)

volgens (F,V,9), welke vergelijking tot uitdrukking brengt,
dat de (stabiele of instablele) evenwichtstoestand wordt ge-

typeerd door een stationnaire waarde van de totale potentiele

energie. : _ ;
Ondergaat een balk knik onder invloced van de uitwendige krach-

ten en momenten, dan kan voor W wel uitsluitend de buigings-
gnergie worden geschreven -

: £
.Ma
W= -}j *ﬁ- dz . (127)
o -
Is de uitgebogen lijn y = y{z), dan geldt volgens Hernouiili
M= ‘E_IY" ’ ‘ (128

waarmee (127) overgaat in
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’ 1'1‘4 I
W= %-J EI(y")® dz. - (129)
o f

De potentiele energie van de uitwendige krachten hangt na-
tuurlijk af van de aard van deze. Indien de belasting een
drukkracht is P, welke constante richting heeft, is de po-
tentigle energie

£ 4

(b) _ jﬂ o | (ds _ ' -

4,2 =P) (@s-az) =P (§8-1) az- .

o o :
£ ‘ 4
Pf (V‘] +y'2 - 1)dz=‘&'PJ ((y')2+ c--) d2a‘ (130)
o 0 '
‘ , L :
daar de zakking van P is j (ds - dz), in de onderstelling dat
0

de werkelijke lengte £ van de boog dqnstant is gebleven. Strikt
logisch '

£ 4
f ds-dz:J- (1-9—7‘-)ds,met
ds
( o _
£
fdé: £,
o,

' - dz R . :
waarbij 1. - ds derrelatleve verkorting is.

We verwaarlozen de hogere termen y'4 etc. in (130) en dan °
wordt (124)

£ , £
J EI(y")? 4z = P j (y*)? az, (131)
o : 0 '
waaruit
. p;
f‘EI(y“)zdz _ ,
- N .
P = 7 . (132)
_ j’(y')zdz
o

Allersgerst leiden we uit (126)
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W
5 | {EIG"F - P(y'R}az =0 (133)
o] ' : .

de differentiaalvergelijking af. De vergelijking van Euler,
behorend bij (133) is

2 . .
i—; {E1(y")?® + Py} = 0, (134)
dz

met de nevencondities (randvoorwaarden)
£ £

EI . y"by' ’ = agz'{EIy" + Py} , =0, - (135)
O B

waarmee wordt uitgedrukt, dat aan de randen geen arbeid wordt
verricht door moment of dwarskracht. We integreren (134) tot

EIly" + Py = Az + B, (156)
waarin A en B integratieconstanten zijn.
Terwijl we tot nu steeds bij een gegeven belasting de deforma-
tie hebben gezocht, is hier een ander type probleem. We zoeken

hier bij welke belasting (136) een niet-triviale oplossing be-
zit. Dit is een 2z.g. eigenwaarde probleem.

Voorbeeld
lp Staaf van de lengte £ wordt belast door
_ een axiale kracht P. De staaf is opgelegd.
A : .
;.j ) We integreren (136) met de randcond.:

z =05y =y"

0,
| % (137)
£ z =4 y=y"=0.
Uit (137) volgt direct A4 = B = 0.
De oplossing van (136) is dan

:____ ¥y =M cos “ﬁ% z + N sin ‘é% Z . (138)

IP De randcondities geven M = O en

.\ /F - ‘ |
N sin Vil £ = 0. ‘ L139)

Ve vergelijking (139) heeft de oplossingen

‘N = 0 of
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Ngo, V= lakn, | C(1ho)

De‘oplossing N = 0 i de samendrukking., Deze bestaat zolang
P voldoende klein is. Zodra P groter wordt, wordt hij insta-
biel. Dit is als

P>p =28 2 C(1s1)

de knikkracht.

De Vergelijking (140) heeft ook de oplosaingen_

- EI 2 - o -
P = K* n® | : (142)

maar deze zijn technisch van minder belang.

Voorbeeld

Een staaf BC, ingeklemd bij C,
van de lengte £ is in B schar-
nierend verbonden met een on-
vervormbare staaf AB van de
lengte a. A,B en C liggen ver-
ticaal. Op A werkt een verti-

cale kracht P. Bepaal de knik-
waarde,

- Op de staaf werkt de kracht
P naar beneden en een dwara-
kracht Q naar rechts. De re-
sultante van P en Q ligt iangs
AB, dus

o

Q=P tge =Po, (143)
op grond van het feit dat bij het begin van de knik ¢ zeer

klein is.
Het moment ter plaatse z is

M= Qz + Py, * | | (1)
indien de corsprong in B ig’gﬁnoien.—Dan geldt dus

M=Qz + Py = ;‘EIy" . ‘ (145)
waaruit | |

EIy" + Py = - Pgz. - (146)
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De oplossing van (146) is

VP ' .\ E :
= — — - R 14
y=c cos¥grz+ec, sin'yzz-02 (147)

De randvoorwaarden zijn

H =0
Y ’ } (148)
ap,y' =0,

z=0:y

z=4&:y

waaruit volgt c, = 0, terwijl voor ¢, en ¢ simultaan moet wor-

den voldaan aan

BN

vV .E vV E -
5T ©, °°5 ' ET £-9=0,
’ . (149)

E£"P£=a¢1

° S8 T

-4

welk stelsel alleen een oploasing heeft als
VE .V E £
tg oy £= " 3 {(a + %), (150)

Voor a = £, is de kleinste, niet triviale oplossing

Fopg gy R
P===., (1,1656)%. (151)
£
Voorheeld

ken constructie be-
staat uit drie sta-
ven AC, BC en CD.

De drie staven zijn
scharnierend verbon-
den in C, terwijl AC
scharnieren kan in
4 en BC in B.

Ve staaf CD is inge-
klemd in D.

De staven AC =n .CY
zijn niet-vervnrm-
paar, doch CD i,
dat wel.

De staven hebben ge-
lijke lengte £ .
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In C werkt een kracht P, vertikaal naar boven, terwijl in
B een drukkracht N wordt uitgeoefend. De kracht P heeft de

® EI
'ez

vraagd wordt de waarde van N te bepalen, waarvoor knik optreedt.

grootte P = y waarbij EI de buigstijfheid is van CD. Ge-

Uit het evenwicht
van BC!' volgt voor
de dwarskracht q :

Q= No. €152)

EIy" = - P(Jew - y),-"i' ENW('e-— z)‘g (\’15})

waarbij de ocorsprong in D is genomen.
of

y" - @y = 20 3 (Ly - 2) - oBLo, (154)

waarin % = == . {155)

De oplossing van (154) is

y=ce - cﬂamaDc + £ - 2 -g- (L9 - z). (156)

De randvoorwaarden zijn

z = 0 ¥y
£ 5

O, ¥' =0, } ( )
157

z Ly,

waaruit drie homogene vergelijkingen volgen voor ¢ , ¢ en 9.
- 1 2
De determinant gelijk nul stellen, levert de knikvoorwaarde

2 % {ea£+ e-a.@_ 3;12('90“8" e-cxpe)} _ (ea£+ e-mf) = 0.
(158)

Op grond van het gegevene is af = + n. Bij verwaarlozing van
e” " wordt (158)

N 1
23(1--—2)-1’=0, (159)
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waaruit

N oA, E
- 2(n-1) ° N

( : (160)
N/P = Srrs = 0,735 .

De methode van Raileigh

In vele praktische voorkomende gevallen is het niet mogelijk
of gemakkelijk de vergelijking (136) op te lossen. In het bij-
zonder indien BEI van z afhankelijk is. Dan heeft het zin een
methode te ontwikkelen, waarmee op eenvoudige wijze benaderde
oplossingen van (136) kunnen worden verkregen. We gaan uit van

(132)

(161)

Deze formule is exact en geeft ons bij iedere exacte oplossing
van (136) de bijbehorende waarde van P. Indien we de preciese
waarde van yo(z) niet kennen, doch een benaderde:

y = yo(‘z) +dy(z), wordt met (161)

j‘ B (yady")? dz
[o]

bp = 16
Y, (162)
j1 (y'+8y")?az
(-]
en dit is in gerste benadering gelijk aan nul. We bewijzen
dit als volgt. Uit (161) volgt
L £ ' £
ifI(y")zdz.j (9% dz -J EI(y“)adz.bf (y"2 dz
bP = Q .O [+] =
(f (y') az) ®
o
£ AL
= 7—1——— ﬁﬁf E_I(:;r")"a dz - ij (y1)* dz} =
o



G, I.34

- ——2— (s -2, "N} =0, (163)
j‘ (y')?dz
Qo

op grond van (126), waarbij tevens gebruik is gemaakt van (167).
Dit is het principe van Rayleigh.

De betekenis van (163) is duidelijk. Een funktie die "weinig"
afwijkt van de exacte levert een 'hanvaardbare" waarde voor P.
Alleen de begrippen"weinié'en"aanvaardbaaﬂ zijn subjectief en
hangen af van de gestelde eisen. Merk op dat (161) geldt voor
iedere knikwaarde. In de praktijk zoeken we het minimum van het
quotient (161) en vinden zo de laagste knikwaarde.

Omdat het principe van Rayleigh in wezen identiek is met het
principe van de minimum potentiele energie 53U = O, waarbi j

aan de virtuele variaties de nevencondities werden opgelegd om i
te voldoen aan de randvoorwaarden (verenigbaarheid met de meet-
kundige configuratie!), is het gewenst bij Rayleigh ook pro-
beerfunkties te kiezen, welke aan de randvoorwaarden voldoen.

Het is niet noodzakelijk, doch leidt tot veel meer preciese
resultaten,

We behandelen nu de voorafgaande voorbeelden met de methode van 
Rayleigh en vergelijken de resultaten,

Voorbeeid
De opgelégde balk: P = f§112 = %§~‘ 9,869604 .
We zetten in (161)
¥y = c(éaz ; 2£2° + z4), ' (164)

welke funktie aan de randcondities voldoet. We vinden uit (161)

168 EI _ EI
P = 17 . = pr: 3,9,8823.
Voorbeeld

We behandelen het tweede voorbeeld.
Met a = £, werd

' p= &, (1,1656)2.
1 £ 2
|
We proberen eerst y = p(%?a . (165)

-

een funktie welke niet aan alle rand-
7 : _ voorwaarden voldoet., We vinden
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2 .
W = E_E__E s terwijl Au(b) uit twee stukken bestaat:

£
2
PRI P‘f 'F az - % r 2

¢

2
en Aua(b) P(a-Vaz-pa)%%P%,

een deel dat komt als gevolg van de zakking door de uitbuiging
van AB. We vinden nu :

1_‘.% = ——"2-—, waaruit voor a = £

(2/3+% 4f

£
Er -V 72

De fout is aanzienli jk.
We proberen nu

¥y = p(1 « cos Eﬁjez) ' (166)

een funktie, die aan alle randvoorwaarden voldoet. We vinden

-

JFL 2 mys £
W= = p ('27) S
A= 3 pR(gp® £, ) (167)
2
Aa = 3 2=, J
waaruit
o
P = EI 6L g3
2
“|_6'-.€+an

Met a = £, wordt nu

P = % (1,17)2 , een fout van 0,4%.
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Voorbeeld
Bij het derde voorbeeld beginnen we met
y = cz°. o (168)
We vinden
w = 2¢°EI L .
A= 2/3 247,

terwijl ook N potentiele energie heeft.

< < v2

waaruit Au = ¢2 £°,

Dus we vinden

N£- 2/3 "*E1€ = 2E14,

waaruit

g = 0,869, een fout van 18%,

We nemen nu: y = c(z® + az®).
Dan wordt

W o=¢c?, -ian-— (b2 + 12082 4 1222 8)

BL=c? . 3 (4/3 £ 4 32 8%, 9/5 a2£5)

Au = c® . £%1+ a)?

waaruit we vinden

. NAY ]
N = __H_ . 261’@3}&45(&’8) . (169)

£ 3(1+ad)?

De "beste" waarde krijgen we door te differentiéren naar a en
gelijk nul te stellen. Dan wordt voor af =-11/27, N een minimum

Nf=f§ . 7,43,

waaruit
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met een fout van 1%.

11. Eineto-Statica

Onder kineto-~statica verstaan we de leer van de vervorming

van en spanningen in lichamen, welke het gevolg zijn van de bewe-
gingen van het lichaam. Indien een willekeurig lichaam een ver-
snelde beweging uitvoert, werkt op ieder element AV van het lichaam
een traagheidskracht ~padV, waarin a de versnelling ter plaat-
se dV is. Deze traagheidskracht wordt berekend door het lichaam
eerst als onvervormbaar te beschouwen. Vervolgens wordt de ver~
vorming en spanning als gevolg van de traagheidskrachlt van het
iichaam berekend.

Voorbeeld

'_::

Een zuiger, met de

massa m, beweegt zich

x onder invloed van een

kracht K in een cylin-

der. De zuiger is ver-

/ , bonden aan een stang

met massa m,. Zowel

; 2

de zuiger als de stang

cndervinden een wrij-

vingsweerstand resp.

| R, en R,.

Gevraagd wordt te berekenen de spanning in de stang.

AR A R

&\J\;\“

In de getekende situatie is de traagheidskracht T bij x

mzx K.—(Rl‘l-Ra)
T = - (m1 & *2—) . m1+m2 . {170)

In het gebied 0 <x <a is volgens d'Alembert

K-R +T+5=0, ' (171)
1
waaruit
1
§ = - — {mz(K-Ri)-bmlRa}
1 2
x M '
- (K"Ri"Ra)‘ (172)

m +m
1 2
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terwijl in a < x < £ geldt

m
2

m,_+m
1

S5 = -

2

X
(1 - 2)(K - R, - Ra).

G.I.38

(173)
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II. Theorie der platen

1. Basisvergelijkingen

We beki jken alleen van een vlakke, dunne plaat de buiging onder
ultwendige belasting.

De dikte A van de

Plaat is zeer klein
l t.oc.v. de overige

M : M, afmetingen.
|

=

£ g £ 77 We onderstellen, dat
ﬁ rri de normalen op het mid-
y denvlak normaal blij-
Y z ven. Verder nemen we
' aan, dat 4e spanning
loodrecht op het vlak
a, = 0 overal.

Dan mogen we schrijven

~

=&
xr YT
¢
S Sy O .
g, =~ -vZ(r * o ),
x ¥
(1)
terwijl volgens de meetkuande geldt
1 3w A 3w
r_.=--a, ;—=- ] (2)
X ax Ly 3y?

waarin r, en ry de kromtestralen zijn in het x-z- resp. y-z-vlak

eén w de doorbuiging is van het middenvlak in de positieve z-rich-
ting. Het is duidelijk uit (1) dat

dw )
WS- Eg Ve gy (3)
32w
dus Ty = = 2z oxdy ° (4)

. P
Als we de termen met sz en Yy verwaarlozen, kunnen we de span-

2y
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ningsenergie direct opschrijven door integratie wvan (F.V, 4) over
de dikte (z loopt van ~h/2 tot +h/2) :

' 2 2 2_ =2 2 2
W=%nf (2" 4 (&) v Tw 2w
[ ax2 aya axz ayz

+ 201 - v)( 37" ) as, | (5)
terwijl de potentiele energie der belasting q(x,y) is

A () _ jﬁ glx,y) w as. (6)
S .

u

In (5) is &e parameter D bepaald door

a4
D = =B . ‘ ' (7)

12(1-v*)
Met behulp van de variatiemethode vinden we uit
sw e a ) -0 (8)
de plaatvergeli jking

4 4 4
-a....! + 2 3w + " w = q(xl.)y)__ (9)
ox* ax®ay® ay*

In de plaattheorle is het gebruikelijk de momenten als volgt te
definieren

"
h/2
Mx = g _=z2dz ,
~h/2
h/2
M = g =z4d
y -ﬁ[‘;a y z , ? (10)
- h/2
Mx = j T z dz .
" ‘-h/Z Xy
Opmerking ~

De momenten (10) zijn momenten per lengte-eenheid. Ze hebben de
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dimensie van een kracht. Bovendien komt hun definitie niet over-
een met de in het overige deel van het dictaat gebruikte. Feite-
lijk moet bijv. Mx' My heten etc. De gegeven definities hebben

echter ingang gevonden in de literatuur.

Door uit (1) en (3) de spanningen o ,Uy en Txy te berekenen en

in (10) in te vullen ontstaat

a2 a2 1
Hx =—D(a'+\'a—'! ,
3x® ay®
P w Rw
M, ==D(=—+v— (11)
y 3y? ot [
Mxy =D (1-v) 3xdy '
) ot

2. Benvoudige oplossingen

&, Rechthoekige plaat, enkelvoudig ondersteund

I E— We ontwikkelen de be-
b _ lasting q in een dub-
l . bele Fourierreeks.
a
Yj kn
- E kg o, Ky
alx,y) < a, . sin = 8in T4 . (12)

We beperken de discussie tot de invloed van een te;m in (12):
nx Ty

q, sin a sin i

De randcondities zijn

X=0 en x=atw=M =0 {(13)

H

y=0 en ¥y

b1t = .
weM =0 (14)

De oplossing is klaarblijkelijk van de verm
= i X s BY
¥ = C sin == sin ol (15}

waarin
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C = & - el ‘ (16)
mdp( 4 L)
a® b?
b. Cirkelvormige plaat, gelijkmatig belast

We transformeren nu de vergelijking (9) op poolcoordinaten
en maken gebruik van de symmetrie dat 2 - 0. Er komt

26
18 ¢, 4714  dwyiy_ 4
r dr {r dr [r dr (r dr)]_}__D ! (17)

waarvan de oplossing is

r? clrﬁ r
w=%ﬁ+—4—+calog;+c3, _ (18)
waarin a de straal van de cirkel is en °1' c2 en ca integraﬁie—

constanten.

" Is de plaat ingeklemd, dan is
Bw

3, =0+ voorr=a enr =0, ' {19)
terwijl ook w = O voor r = a. (20)
De oplossing (18) wordt

w= o= (a® - %), ’ (21)

6LD
De maximale doorbuiging

gat

wM = €D (22)
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H. Elasto-dynamica van elementaire systemen

'I. De beweg;ggﬁvergelijkingen

1. De snaar

tische draad, zonder buig-
stijfheid. Onder invloed
van een "spanning" waar-
onder hij gerekt wordt,
- T - voert ‘hij bewegingen uit
—_— 0~ om een evenwichtsstand.

yr Een snaar is een elas-

We beperken ons tot kleine amplituden. De uitbuiging wordt gegeven
door de funktie y(x,t). In de evenwichtsstand ligt de snaar langs
de x~as van O tot ¢ .

Opmerking

De "spanning"™ S van de snaar is geen werkelijke spanning doch een
rekkracht.

We bekijken de beweging van een
element ds, geprojecteerd op de
x-as als dx.

Ter plaatse {x + dx) werkt de
vertikale kracht S sinu a S«
en de horizontale kracht

S cos ¢ ¥ S. Ter plaatse x
werken resp. - S sinfl » - SB en
S cosfB ~ 8.

Bij kleine uitbuigingen is S constant langs de snaar en werkt er dus
(in‘deze benadering!) geen horizontale kracht op ds. De vertikale
kracht naar boven is !

(.Sa)x+d - (\s(at)x s (1)

xX

waarvoor we kunnen schrijven daar

a ~tan a=%§ (2)
(s ax)' xedx (8 %) =38 dx . (3)
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Indien de massa van de snaar per lengte-eenheid p is, is massa
maal versnelling voor dit element = : :

2 i
(p. dx) . &y v
at?

(&)

eveneens naar boven gericht. Uit (3) en (4) vinden we volg%ns
Newton 1

2 2
9y ¥y _o, (5
3x® 5 a¢?

waarvoor we ook schrijven

4 2
fy A&y _,
3x®  c® at?

’ (6)

met ¢ =V & ' (7)

De balk

We gaan uit van de formule (G.I.31) voor de statische uitbuiging
van de balk, welke in de hier gebruikte notatie wordt

a2 (B1 Qil) = q(x) . (8)
dx?2 ' dx®

Indien de oppervlakte van de doorsnede ter plaatase x, A(x) bedraagt
en de dichtheid van de balk p is, kunnen we de traaghéeidskracht

2
- pA dx 3y (9)
at? ‘

voor qdx invoeren, volgens d'Alembert. Dan wordt (8)

a2 2 2
2 (BI Q_,Y_) + p;fL-g---I =0, (10)
ax® ax2 at?

Dit is de bewegingsvergelijking voor de balk. Indien er nog krachten
q(x,t) per lengte-eenheid op de balk werken, wordt (10) gegenerali-
seerd tot

2 2 2
(e X)) 4 pa X o gix,8). (11)
ax? axc? at2 )
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3. De plaat

Voor de bewegingsvergelijking van de plaat gaan we uit van (G.II.9),
waarin we q{x,y) dxdy vervangen of supplementeren door de traag-
heidskracht

2
- phdx dy a: , (12)
ot
varvangen. We vinden
4 ¢ 4 2 !
p(&E , o 2w +a")+ph-a-;—'=o. (13)
axt ax® ay® ay? ot

In (12) en (13) is p de oppervlaktedichtheid.

4. Afleidingen uit het principe van Hamilton

De vergelijkingen (6), (10) en (13) kunnen ook worden verkregen
door uit te gaan van het principe van Hamilton

t t

., = 2
a_f Ldt:ﬁf (P ~U)dt= 0. (14)
tJ. tl-

We geven alleen de afleiding voor het geval van de balk. Dan is

W
. 3y . 2
T:%JpA('g%) dx , (15)
terwijl
[ 2 2
=3 B &) 4. (16)
o Gxa

Het principe van Hamilton wordt hier dus

“2 A
2 2, &
af dtj ax {pa (F)" - 51 (&)} - 0, (17)
2
t, 0 - dx

Ne kunnen, aangezien
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(18)

t £
2 f 2 2
j dt dx{pAg-%.%by-EIu a—ﬁy}=0.
1:1 o 3x?  o9x?
(19)
We vormen nu (19) als volgt om:
ta 4 £ t2
f dtfdpr%%%ﬁy:fdxf pAg-%dbyz
t o] o t
1 1
£ t £ t
2
=fdpra—%5y ! -fdxfby.pA-a-—J-dt. (20)
o t t at
Volgens het principe van Hamilton moet steeds
) y(x,tl) = by(x,ta) =0, (21)
waarmee (20) overgaat in
AP £ s .
=-J dtpriE.bydx. (22)
t o at
1 .
De tweede integraal in (19) wordt
ta . \ tz £
-j dtIEIa—xda-a- y.-_v-j dt{E:MQﬁI}'
g 4 3x? 3x2 %% 7
I 1 1
ta _‘,8
2 i AR -
+ jﬂ dt j 5= {E Y33 dyax =
t a8
1
t, £
= j dt { EI ix 1 5 } ,
T K { 2 ox Y o
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t

2
d .. 8
+f dt {a1 =L} abdy=
h Ox By 2
1
ta . £ 'ﬁa . £
a
e L ) adm |
t 0x 6 t 0x )
1 1
t :
ta , L |
-_] av & {mr T }syax . (23)
t Pa ax?
1 .
In (23) zijn
2 £ 2 £
gr LY | 5 22 f'en -a--{EIE’—l}ay} :
2 ax 3
ax o ax® o

resp. de arbeid verricht door het moment aan de randen op de v1rtuele
hoekverdraaiingen en die verricht door de dwarskracht op de virtuele
verplaatsingen.

We eisen dat aan de randen geen enargie wordt toegevoerd. Dan is
£
m:—l a(-l) 59-{E1 —-l}ay | . (24) -
ax? 3x?

terwijl uit (22) en (23) volgt, dat Hamilton's principe overgaat in

t £
-2 2 2 2
--j dtfdx{pA-a—-nx+—q— {EIa—l}ayzo. (25)
t o at” dx*? dx*

1

Daar (25) moet gelden voor willekeurige infinitesimale by moet dus

2
{81 ——1} spafi oo , (26)
ax” ax? at? :

zijn. De vergelijking (26) is weer de vergelijking van de balk (10).

Op overeenkomstige wijze kunnen de andere bewegingsvergelijkingen
worden afgeleid.
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Tri;vormen

Algemeen

We bekijken van de snaar, balk en plaat harmonische trillingen,
dat zijn trillingen van de vorm

yix,t) = W(x) cos wt, ‘ (1)
resp. wix,y,t) = W{x,y) cos o t, - (2)

waarin w de hoekfrequentie is. Vullen we (1) in, in (6) en (10) en
(2) in (13) dan ontstaan

aw

snaar: =+ KW =0, (3)
dx
2 2 '
vark: S (m ) . aw-o, ()
dx dx
Yy 4 4 2
plaat: a4 s 220 TN 2%?— W=0. ' (s)

axt axay® oyt
In (3) is de grootheid k ingevoerd door
k="/c. | | (6)

De problemen (3), (4) en (5) kunnen alleen worden opgelost, indien
de randvoorwaarden gegeven zijn. Deze zijn homogeen. Daarom worden
deze vraagstukken eigenwaardeproblemen, Een triviale oplossing is

W= 0.

De snaar

De snaar is ingeklemd bij x. = O en x = £ Dus worden de randvoor-

waarden voor (3)

0. ‘ (7)

x=0; x = £: W=
De oplossing van (3) is
W=Acos kx+ B sin k x. '(8)

Uit (7) volgt
A=0

en ' B sin k £= 0, , (9
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. waaraan voldaan wordt door

B=O;B#O'k=n73t'n=1’2..ouo 7 (10)

De waarden (10) van k zijn de eigenwaarden. De eigenfunkties zijn
nmnix
W =B sin ==, (11)

waarin B onbepazld is.

De balk

We behandelen alleen de balk met EI = constant. Dan wordt (&)

adw

= - K¥w =0, ‘ (12)
dx
met W o= 88 2, " (13)

Om (12) op te lossen moeten aan iedere rand twee randvoorwaarden
worden gegeven, bv.

2
opgelegd: W = T =0,
ax 2
X
ingeklema:W = £ =0, '} (14)
b 4
2 3
vrij: au = aw = 0.
: ax® ax?®
J

Natuurlijk zijn er tal van combinaties van (14) te maken.

Voorbeeld
’
-
4 - We behandelen het pro-
é _ - - bleem: ingeklemd, vrij.
E —
- b
S,
~
.
~
~
~

De algemene oplossing van (12) is
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"W = A sinkx+ B coskx + C sinh kx + D cosh kx., (15)

Uit de randvodrwaarden

- . = 8% - 0
X = O 1 W dx 1)
(16)
: a®w _d°w :
x=le: Y = ag-O,
dx dx

volgt dat W te schrijven is als _
| w=al sii:,nkx-sinh kx ]+ B[ cos kx - cosh kx] , (17}
waarbij voor A en B:‘ de ho_mogené vergelijkingen geldeh
A(sin k£ + sinh k&) + B('cos k£ + cosh k,E)r =0,
A(cos k£ + cosh kf)'+.B(- sin k£ + sinh k&) = O. (8

Deze vergelijkingen hebben alleen niet-triviale oplossing, indien.

sin k& + sinh k& cos k€ + cosh k&
. . =0, (19)
cos k€ + cosh ké - 5in k€ + sinh k
wat kan worden vereenvoudigd tot
cos k& cosh k&€ = -1, (20)

een transcendente vergelijking met de oplossingen

k1£ = 1'8751 -a..; k2£ = 4’6941 eee § k3£ = ?‘851"8 ase

. (21)
De eigenfrequenties ziin
"g
Vo i
f = TR . (22)
2n B ‘ .
We beki jken ook goiven‘ langs een oneindige staaf.
"Een lopende golf heeft de gedaante
‘ ‘ W
ikx -tep _ HE(E-e)-
W=oe e C g

= @ R (23)

dus de fasesnelheid is

¢ = x. | (24)
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Met (13)-wordt dat hier

dus: de fasesnelheid is evenredig met de wortel uit de frequentie,
Golv¥en met verschillende frequenties hebben dus ongelijke snelheid.

We spreken van dispersie.

De methode van Rajleigh voor de approximatieve berekening der

eigenfrequenties
We bestuderen alleen de balkvergelijking

2
¢ d"‘w) -pAw® W=0. (26)
ax ? ax?

Vermenigvuldigen we (26) met W en integreren we over x van O tot
» dan ontstaat

A €
2 2
J Wgh—-z-(EId—g)dx-mz_IPAwadx='O. o @en

e dx dx o

We vormen de eerste integraal in (27) door partigle‘;ntegratie
om - ‘

£
» 2 2, -
J W g—-—; (EI i;”x), dx =
[a] dx dx
£ £
4 aEw aw aw
( 2 4y , . g¥ aw
W (BT =) o * (EI =)
dx [} dx o]
s 'e }
' awz .
+ j EI(-“E) dx . (28)
[s) dx

Bij natuurlijke randvoorwaarden zijn de eerste twee termen gelijk
aan nul. Met (28) wordt (27)

£ 2
2w
j‘ EI(-;) dx

2 0 dx

V=T - (29)

J PAWZax
8]
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We onderzoeken eerst de betekenis van (29). Met
y =Wecoswt o : (30)

wordt de kinetiache energie

P =3 j pA (%%)a dx _ - (31)
ellijk
ge J ’s
T =% w? sin® wt J pA W2 ax , ‘ : (32)
J ‘

" terwijl de potentiele energie U wordt

2 ,
o 24 2 .
U =4 cosPut f BI (u dx . _ (33)
o . -d.xa : :
De formule (29) drukt dus uit dat
T=7, o o (34)

waarin T de middelwaarde van T is over een periode, evenals il d:Le
van U, op grond van ‘

0052 wt- ai.n2 wt = ir.. ' - (35)

Ra!leigh' Erlncige leert nu dat

= 0. | O (36)
" We bewijzen dit met behulp van het principe van Hamilton
t :
ot N A S
aJ (T -v)at=0, (37) .
: . .-
1' .
dat hier wordt

t

2 -
' bef dt{i-u)asin wt j PAWR dx - ¥cos?wt _[EI( 2) dx } = 0. .
dx o

1 o
(38)

De variaties moeten steeds voldoen aan
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ay’(x,tl) =oy(x,t ) = 0 (29)

voor alle x. Dit wordt hier

5 W(x) cos mtl = dW(x) cos Qta = 0. (40)

We moeten dus t1 en ta_zo kiezen dat

cos wt =cos wt.=0. (L41)
1 2 -
We nemen bijv. 
=l =281
t1 = /2 o t2 =5 (42)

We vullen (42) in (38) in en integreren over de tijd. Dan ont-
staat de vergelijking

L V4
] 2
6J Br (W, dx-mabj pPAW®dx = 0. (43)
o dx? o

Uit (29) volgt

£ : £
‘ 2y 2
60)2 = -—2—-'"1-"-— { j pAWadx. 6f EI1 (d_v;) dx
o s} dx
Lj,pAwadxja
(o]
£ - £
- J;‘E'I C ™ 6JPAW_2dx§=
ax? |
£ - £
-—f_J—{af BI (9-;5‘-) dx-mzb‘[ pAWR ax } =0,
(o] d
iipilwadx

(44)
op grond van (43). B

De waarde van ®° s zoals die bepaald wordt door (29) is dus stationnair
tegenover kleine veranderingen in de waarden van W.

De laagste waarde van het quotient (29) geeft Qe grondfreqguentie.

Yoorbeeld

We zoeken opnieuw de grondfrequentie van een staaf, welke vrij-inge-
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klemd is. Een funktie, die aan de randvoorwaarden (16) voldoet is

W=cx(6L% - b+ x3) ., - (45) .
We vinden voor de approximatieve waarde van de grondfrequentie

_EL
o? = 2

4 12,46 , (46)
M ¢

‘waaruit volgt

: | e - VE 1 715, - (a7)

PA 5
. De exacte coefficient is /12,3623.

We verbeteren nu de benadering als velgt. Indien de balk belast
wordt door een geconcentreerde kracht op x = a is de doorbuiging

c(3ax® - ¥®), 0<x<a,

W =
(48)
W==ca?(3x -a) , a<x< .
Bij deze do&rbuiging vinden we met "Rayleigh"
12EL 1 | |
Wt = izl ot (49)
= palt 3p-3p%+p°-3%
35
waarin

We kiezeh nu p zecdanig dat w® minimamal wordt. Het maximum van
3p - 3p° 4+ p% - -3% p? ligt nabij p = 0,75 en is ongeveer 31/32.
‘Met deze waarde wordt (49)

2 .28, g EL_E

3 1
w? = . . — . 12,39. (51)
Voorbeeld
Egi ‘ Gezocht wordt de eigenfrequen-
M tie van een opgelegde staaf
N h van de lengte <, dichtheid P,
¢? . oppervlak A, die in het mid-

den een massa M draagt.
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We proberen

W= ox(38 - bx?), 0 <x < %2, (52)
welke iﬁgevoerd in de formule van Réyleigh
£
f EI(w")?ax
W = =2 , (53)
z -
j pA‘Hadx+MWcz
o

waarbi j Wc de doorbuiging in het midden is.
Invullen van (52) in (53) levert met m =p £ A

w2 BL__ 48 (54)

s 24
£ M+ 75 o

De funktie (52) is de statische doorbuiging. We proberen ook de
vrije trilvorm met M = O

' W = sin _Z (55)
welke oplevert
4 I+
2 _EL n_ /2
we = s - Wrgm (56)

De formules (54) en (56) zijn in redelijke overeenstemming.
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III, Plotseling aangrijpende lasten

Het aanbrengen van een last

In de elasto-statica wordt stilzwijgend ondersteld, dat de optreden-
de krachten langzaam worden aangebracht., We spreken van een guasi-
statisch proces.

We bekijken het geval dat een puntlast P langzaam wordt aangebracht
op een plaats waar de verplaatsing onder P, in de richting van P,u
bedraagt. P groeit aan tot Po’ u tot u . We weten dat de arbeid,

die P verricht is

A =3 P0 u, - (1)

Wordt nu de belasting Po plotseling aangebracht, dan is de arbeid,

die Po verricht tot aan de toestand uo:
A=P u_ , (2)

omdat P° nu constant is geweest. In de toestand u heeft het lichaam

de potentiele energie (1) :

U='§'Pou1 (3)

(o}

en tevens de kinetische energie T, welke het verschil van (2) en

(1):
T=%P u . (%)

Door de snelheid, die het lichaam heeft zal de deformatie nog gro-
ter worden. De verplaatsing u groeit verder wvan u tot ul. Als ge-

volg van de opgewekte reactiespanningen komt het lichaam tot rust
in u . Dan is T = O. De kinetische energie (4) is dan ook omgezet
. IS

in potentiele energie. We zien dus dat

u =2u_ , (5}

een conclusie die we ook kunnen ftrekken uit het feit dat

A = Po u, = + PO u, . ' (6)

Belangrijk is dat de deformatie veel groter kan worden dan statisch
was voorzien. De bovengrens van de verhouding is 2. Door traagheid,

demping en eindige krachtoverdracht kan de factor kleiner worden.

Het lichaam voert trillingen uit om de statische evenwichtstand en
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komt tot rust nadat de beweging door dissipatie van energie is ge-
dempt.

Stoten

We beperken ons tot stoten op elastische balken met de massa m en
de lengte £, Indien een lichaam M met de snelheid v valt op een
elastische balk, ontstaat een stoot. Gedurende de stoottijd, die
zeer kort is, worden de lichamen elastisch vervormd en daarna zijn
allerlei bewegingen mogelijk. Het kan voorkomen, dat het vallende
lichaam terugveert, het kan ook dat het op de balk blijft liggen
en samen met de balk verder beweegt, We zullen onderstellen dat
het laatste het geval is, de botsing is onelastisch geweest. In
ieder geval geldt de wet van het behoud van impuls

£
Mv = Mu + % Jﬂ u(x,tQ) dx, (7)

waarin u, de snelheid is van het gemeenschappelijke raakpunt na de
stoot, u(x,to) de snelheid van een willekeurig element direct na de

stoot. We voeren de afkorting in

£
n u = % j1 u(x,to) dx , (8)
o

waarmee (7) overgaat in

My = (M +m) u_, (9
met de oplossing.

u =z — . ' (10)

Om m te bepalen, moeten we een onderstelling maken over’de verde-
ling van de snelheden direct na de stoot over de balk. We nemen
aan dat de snelheidsverdeling geheel conform de statische door-
buiging is, in een overeenkomstig statisch belastingsgeval. Dat
wil zeggen we stellen

u(x,to) =u . f(x) , | (11)

waarin f(x) de buiging is bij een eenheidsverplaatsing op de plaats
van de stoot. Dan wordt dus

£

m = Eg f f(x) dx = mx' . (12)
(o)
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Uit (12) en (10) volgt

Mv

4 = ——
o . M+nmn

) (13)

mét behulp waarvan uit (11) de gehele snelheidsverdeling, direct
na de stoot volgt.

We berekenen nu ook de maximale doorbuiging. Direct na de stoot
blijft de totale energie constant. Dus

£
2 m 2
+ M u ® o+ % 27 l‘ u (x,to) Qx + Mg W max

£
m [ S g,
7 J LI (x) dx = 5 % max ° | (14)
waarin w de maximale doorbuiging is onder het stootpunt, w (x)
o max - max

de maximale doorbuiging in een willekeurig punt en ¢ een constante
zo dat de potentiele energie U van de uiterste stand kan worden ge-
schreven als

. .
: U=%¢ W max (152
; We hebben
‘i wmax(x) =W, oo f(x) , (16)‘
: Y, . y,
m 2 uo m 2
3 = u(x,t ) dx = —=— . = f (x) dx =
£ 4 e £
)
2
mu _ :
= > LA (17)
“Met (16) en (17) wordt (14)
2 tr t
% u (M + mu") + (M + %n) g ¥ max
_ 2
= ¢/2 Yo max ° | (18)
We voeren in de statische doorbuiging Wo st? volgens
_ M+mu!
Yost = ¢ & (19)

waarmee de oplossing van (18) wordt
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2v2 "
w = w +\[w 2 + May M+m #' , (20)
0 max o st o st C (Memn')?2
Voorbeeld
M .

Massa M valt met snelheid v

) ) op een balk van de lengte £,
\ welke opgelegd is. M treft de

4’ balk in het midden.

De statische doorbuiging onder P is

w(x) = 4?21 (bx® - 3£%) , 0 sx <% (21)
waaruit volgt dat
wix) _ _ X x,3
m/e—)-f(-x)—ﬁ(z)-’-l-(’e) . (22)
Hieruit volgt
£ .
" =%f £(x) dx = 5/8 ,
o
2 F (23)
W = }j £%(x) ax = 17/35.
° J

De grootste uitwijking wordt

_ +\/'. 2 |, M2vE M+ 17/35m

w = w
o max o st o st c

(M+5/8 m) 2
48 (24)
. EI P
met ° =5 e )
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