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ENKELE (BIBLIOGRAFISCHE) NOTITIES
bij
Mechanica ITo

Dit dictaat draagt de originele naam 'Mechanica IT. Inhoudelijk kan het gezien worden als
een vervolg op 'Mechanica I'. Het vertoont grote overeenkomst met "Toegepaste Mechanica’.
Echter, uitsluitend gelet op uiterlijkheden als indeling en nummering van de bladzijden,
lijkt dit niet het geval te zijn geweest: In de bibliotheek van de TUE is geen dictaat
te vinden waar dit geschrift, gelet op genoemde uiterlijkheden, een vervolg op kan zijn.
Wellicht is dit dictaat vé6r 1960 geimporteerd /meegebracht uit Delft.

JdG, 7 Juni 2005.
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PRSI

X,1.

MECHANICA II

‘HOOFDSTUK X, HET PRINCIPE VAN HAMILTON

1. Het prineipe van d'Alembert is een differentiaalprincipe. We leiden nu af
een 1ntegraa12r1nclpe het prineipe van Hamilton. We gaan weer uit van

d'Alembert.
; o) - - .
- (mjvj)] .brj-— 0. (1)

Deze differentiaal gaan we nu over de tijd integreren van t, tot t e Zo
ontstaat

at, t, )

b d - ) C
J SA dt =f ?: {Kg - 5% (mjvj)} .6rjdt = 0, (2)
t, Ve, |

In het geval van een conservatief stelsel is

FALLI grad U, : (3

. waardoor het eerste gedeelte wordt

S ﬁgb : ? grad U'.Ewr:j = - &0, (4)

We hebben dus

t, £,
J i{(b') J‘ -5U.dt = -bJ U at, (5)
£ t

1 1

waarbid gebruik is gemaakt van de mogeli jkheid om te integraalteken en
het variatleteken 6 te verwisselen. Dit zien we als volgt,
u

Us 6T We tekenen U(t), vervolgens U(t) + 6U(t),
- : ~t, ' . : .
U T U dt = oppervlak onder U,
- J
t
nt

(U + 6U) dt = oppervlak onder

[ S S S

U + 5U, dus (6U) dt = oppervialk
t tussen Uen U + 60,

2 —>t

1



Doch de definitie is

tz . tz tz -
6f““f (U+6U)dt-J U dt, (6)
t1 t1 t1

dus beide'grootheden zijn gelijk. We vormen nu het tweede stuk om

f ;;-—(m )brj dt_-j Z—-(m .6?j)'dt+
t, ' .
t

1

Het eerste stuk kan worden geintegréerd. Er ontstaat

t

2 .
- ;___ mjvjobr‘_} / . . (8)
t

Het tweede stuk wordt gelntegreerd onder gebruikmaking van

d -o--_i-o_-b'
3 (brj) = b3t ryo= bvj. (9)
De vergelijking (9) wordt als volgt bewezen :

P is op t gegeven door j(t)'
De variatie brengt P - P! gegeven door

(t
sj )
& (t) = #.(t) + 67.(t), (10)
Y J h b »
5?j(t) In de loop van de tijd veranderen alle

grootheden van waarde.
We differentieren (10)

P
\ j(t) |
\‘b?lt+&)
\

—— -——-3-&

T3

(t+At)

(t+At)
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‘. X a - S "
sj(t) = rj(t) e (brj) (11)
of Ry
d - R
= (5r.) = 8, - r_ o' 12)
t ¢ b J i ¢
. N
r':I is = Vi terwijl sj de snelheid is van het gevarieerde punt P',
Dat wil zeggen '
" =V + 6. 13)
Sj i j (13
Doch dan is
d - - .E_-o
3t (6rj) = bvj = b(dt rj). (14)

Het tweede stuk van (7) wordt nu

t, . n
‘[‘ ;i mjvj. Ty 6rj.dt = ‘f %= mjvj.bvj.dt =
t, t
t2 | t2 tz
6(3m v ddt = 57 dt = & T dt, (15)
Za= 33 s

t tq 1

waarin T de kinetische energie is van het stelsel.
De gehele vergelijking (7) wordt dus

t, A
S j (mv ) 6rjdt - aj T dt SF (myv.)obrg /1; y (16)

1 1

terwijl het principe van d'Alembert tenslotte opleveré, vgl. {2), (&),
(5), (16)

t2 t, ts t,
0= J A dt = JJA U dt + 6J T dt - ? (mj&":}.).bf} / e (7
%, t R -

/4 1 £

. De variaties 6r; zijn willekeurige infinitesimale functies van de tijd.

We kunnen ze vrij kiezen. We beperken nu de keuze wat door te eisemn, dat




2e

X k.

61'-’3(1;1) =bf-'j(tz) = 0, (18)

voor alle j.
Daardoor wordt
t, ' t,
6 (T -U) dt = & L dt = O, (19)
Ity £
Dit is het principe van Hamilton. Het leert, dat indien de werkelijke baan

wordt vergeleken met een naburige baan, voor de werkelijke baan de integraal
ta

L 4t een stationnaire waarde heeft., Voorwasrde is, dat voor alle

t,

variaties (18) geldt.

Dit principe is afgeleid voor conservatief-holonome systemen @
Conservatief : We hebben U ingevoerd.

Holonoom : bij niet-holonome systemen bestaan betrekkingen tussen de
érj's en bestaat U niet.

We schrijven nogmaals het variatieprincipe

t,

o] L(q1,qz-ooq_k H Q-.',Qz...ﬁk H t) dt = 0O, (20)
t‘l

Beginselen van de variatierekening

We hebben vergelijkingen ontmoet van het type

t
2
6\[ L at = O, Wat betekent dit ?
t

1

L is een functie van qqyQzeseqy q,,qg...qk ; t., Indien de beweging

bekend is, zijn deze grootheden bekende functies van de tijd, is L dus

te

een bekende functie van de tijd en is J‘ L dt een getal.

Stel nu dat we in plaats van de door de beweging werkelijk gerealiseerde
grootheden qi(t) nemen

qi(t) + 5qi(t), waarin ﬁqi(t) een willekeurige (infinitesimale)
funetie van t is. De werkelijke baan wordt gerealiseerd door qi(t), naast

deze baan leggen we als het ware een virtuéle naburige baan, die niet ge=
realiseerd wordt (wiskundige abstractie).
Hamilton's principe leert nu, dat voor al deze naburige banen, de werkelijke




t
2
baan gekarakteriseerd is door een stationnaire waarde van L dt,
_ t,
mits voor alle banen geldt 6qi(t1) = bqi(tz) = O, De berekening van de

t,

tweede variatie leert, dat Jﬁ L dt een minimum is, We gaan dazr niet
verder op in., ' ¢

De maxima en minima van een functie f(x) worden bepaald uit

&L =o, @

. Deze vergelijking heeft getaloplossingen @ X;4 Xyeee o
Problemen uit de variatierekening zijn van een geheel andere aard. We

zoeken geen waarden, waarvoor de functie een extremum bezit, doch de yvorm
van de functie. Dus

X2
6 Jﬁ f{y(x), y'(x), x} ax =0 | (22}

X4

geeft ons het probleem de vorm van de functie y(x) te vinden, waarvoor
de integraal stationnair wordt. '

Stel dat deze opgave wordt opgelost door

y(x) = 8(x). (23)

We'schrijven dan een willekeurige y(x) als

y(x) = 8lx) + e t(x), (k)
net t(x) = t{x,) = 0, . | (25)

€ is een willekeurige constante en t(x) is een willekeurige functie.
We hebben '

y'(x) = s'(x) + £ £t {(x) : (26)
en we beperken de keuze van de functies t{x) tot die klasse waarvoor

£ t'(x)~> 0 als ¢ - 0,
Dus niet bv., t(x) = sin x/¢ 2.

X, .
Indien nu I = J\ f(y,y",x) dx, wordt de grootheid I_ gegeven door

X4
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X, ,
I =I f(s,8',x) dx. (27)
x :

9

We varieéren nu de functie s in (27), d.w.z., we nemen y = 5 + ¢t, Dan ontstaat

X2
I +8I_ = f(e + ct,8' + et',x) dx. - (28)
X4

We nemen nu aan, dat de functie f continu-differentieerbaar is, Als ¢
voldoende klein is (nabuurkromme) kunnen we ontwikkelen

- of 3f
f(s + et,8' + ct',x) = £f(s,8',x) +¢ (¢t e 3;-;-)+
\ . (29)
+2il (1:’2----;?--&-'I:‘t:t'a—-?sa-i-.--,--+1:'2 Lo ) + ees
: 382 ' 8 - 3st?
af - s af '
35 Dbetekent hier (ay) etc,

y=s

Door (29) in (28) in te vullen en rekening te houden met (27) vinden we

X
: 2
af af c? ‘
BIS'GCJ'\ (t-a's'l't"—E'T) dx'i"_!(ooo)"‘ see . (30)
x

1

Indien I, een extremum moet zijn, moet voor kleine waarden vane, 0I1s

definiet zijn, dew.zZ.

X, .
af 0f _ '

J (ts‘;+t'3—s'7)dx=0. (31)

x

1

De gezochte waarde van y(x), nl. s(x) voldoet dus aan de vergelijking

X,
J (t%ft'%)dx:& - (32)
X

De voorwaarde (32) is noodzakelijk voor een stationnaire waarde, We vormen
hem om door middel van




Ly7e

X2 X2 rxz '
3f _ ., af ' @ af .
J A AT - t 3T 9% (33)
X . X ""JL

1 1 1

Op grond van (25), kan (32) dus geschreven worden als

=4
(=T

X, | '
J e [ - 228 4y - o, (34)
: .

[ ]
g

Voor willekeurige t(x) wordt hieraan alleen wvoldaan indien

af d af
a—;_a;a—:’rT:O, (35)

de vergelijking van Buler.,

x
2
Dus ¢ J\ f(y,y',x) dx is stationnair, indien y voldoet aan

yx,
af 4 af . \
LA S - S - A N )
dy ~ dxay' » of uitgewerkt,
2 2 ‘2 2
af _ _af 3°f dy % diy _ (36)

y ~ oxdy' T ayoy' dx ~ ay™ dx?

Het karakter van het extremum wordt bepaald door hogere variaties te
onderzoeken, »

Voorbeelden :

1) Kortste afstand tussen iwee punten van cen vlak
lijnelement ds = Vdx 2+ dy?.

2 2
I = J\ ds =\[ V1 +,Y'2 dx, - (37)
1 1

Nu is

0 af _ _ yt ' (38)

it

Lo
£ VTa g

Dus
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x + 4, (39)

1 '
é% e s 0 —L—— sy = Yy =c¢
\/1 + y'? \/1 + y'? '

dus : de rechte lijn !

1

2) De brachistochrone : eerste probleem der variatierekening, opgelost
in 1696 door Johann Bernouilli '

probleem B punt glijdt langs de verticale
_ kromme AB onder invlced van de
A A zwaartekracht,

A en B zijn vast.
Gavraagd wordt : langs welke
kromme is de tijd minimaal ?

m
B
Oplossing
B B
t;—_ E &t:b -é-'-§-=0. (L}C)
v v _
A A
ds = dx 1 +y'2 3 va=V2gy. (41)
Daaruit
B .
12
6 1—%-’*’—:1:::0. _ (42)
A | | .
1 12 of 1 t2 af '
po\ L\t i
Y \fy(1 + y'2)
Nu geldt
R T (4)

daar f de x niet bevat. Dus




\’ 12 12 )

1 +yy - ¥y = o
\ /y(1 + y'%)

of y(1 + y'?2) = 2¢.

Als : y' =tg ¢ =y = ¢, (1 + cos 2¢)

x = a~c (29 + gin 29).

Dit is de parametervorm van de cycloide !

Voortzetting. Meerdere onafhankelijke functies. We behandelen nu

2
6 £(ya9¥2 3 ¥io¥d 3 x)Ax = O,
x4 .

De oplossing is y, = 8 § Y, = 8, . Indien

X, )
I =f £f(sy,8, 3 sl,s! ; x)dx,
xX

1
wordt

%,
61 =J‘ [-Qi-&s +-a—i-‘—-6% +Ef—bs'
s

s 2 1 asz 651' 1

Xy
& of af . 3 f |
J (-a--';-651+-5;;-d651)+(¥— 682

X,

mits voldaan is aan

6 s (x,) =68, (x,) = b8, (x,)

X2
9f d 9 of d
sy e — 68 + —— g, emmm e
ds, dx s} 1 3s, dx @s)

be, () = 0,

X,9.

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)
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Overigens zijn de variaties onafhankelljk. Het is duidelijk dat 6I = 0,

alleen indien
2 X3 g ]
£ d f ‘
T, "ax )= O
: ! (52)
af _ 4 ot _
¥, dx dy! = 'J

De vergelijkingen (52) zijn weer de vergeli jkingen van Euler voor het
variatieprobleen, .

Meervoudige integralen

We beschouwen nu

5 j f 0y

waarbij gezocht wordt =

z j Pyq) dxdy = O, (53)

z(x,y) en p en q zijn gegeven door

n

[=1}

-

=
o]

p==2 ; q= . g - (54%)

L
(=]
o

Het extremum wordt bereikt voor

z = 8(x,¥y). | (55)

We stellen

s(x,y) +ef (x,y) (56)

en ontwikkelen f(x,y 3 z } p,q). Zo ontstaat

[ | aL 8
6I=ff(x,y;s+c§;p+ca—x§,q+c-a-§)dxdy-

- J f(x,y ; 8 § pyq) dxdy = JJ(C
J

Voor extreme waarden moet dus

IH.
H

+ aiQ 'ai )dxdy + 0(e?).

LY
/]
°’|

(57)
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ax bp oy aq

IT(C + 38 oL ) dxdy = 0, {58)

zijn. We vormen (58) om,
W2 maken daartoe gebruik van het feit, dat voor dubbelintegralen geldt

J'J'f(x,y) dxdy = J‘dy [Jf(x,y) _'dx] =
. y=const, .

(59
dx [ f(x,y) dy]
x=const.
Voor de tweede term in (58) ontstaat zo
AL af L 3f. f -
% 7y xd “deJa—ﬁ- f J’G i =
.. ey o af 8 af
(partiele integratie) = Jﬁ P T / 3% 3p dx} (60)
grenzen
terwijl de derde term oplevert
AL of af af
df =
_[ 3§ Ty dxdy ~Jq 35 d# - ‘C
df d  af
dx 30 L / -J\C 3y 3 dy . (61)
grenzen
We houden nu langs de integratierand
(x,y) = 0, (62)

waardoor (58) onder gebruikmaking van (60) en (61) overgaat in




3,

‘We hebben dus de volgende stelling :

3f B dFf 3 Bfq .
Jt[‘c . 3s 3xdp " dydq 1 dxdy = O, : (63)
Aangezien [ een overigens willekeurige variatie is en (63) dus voor alle
~ § geldt, is
ﬁ_iﬁ_l%ﬁ:o, (64)

De functie z(x,y), die de dubbelintégraal

Jiff(x,y‘; Z } pyq) dxdy, stationnair maakt, is een oplossing van de
partiele differentiasalvergelijking

rfﬁﬁ-%‘ﬁzo' . ) (65)

De afgeleide resultaten kunnen op eenvoudige manier worden gegeneraliseerd
tot : meerdere afhankelijke variabelen, meerdere onafhankelijke variabelen
en hogere afgeleiden, We gaan daar niet verder op in,

Voorbeeld : De functie z, die

[y (a) (T P

minimaal maakt, voldoet aan

: 2, . 2 2
2 . 3 £ 4 9 £ < o, | (66)
dxy, o0x, ax,

de vergelijking van Laplace.

Toepassing op het principe van Hamilton

Hamilton's principe is

t, -
9f§ Jﬁ L(q1...qn : q,...qn s t) dt = O, _ .{67)
' t

¢
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Volgens de vergelijkingen van Euler wordt dit probleem opgclost door

a 3L AL
E‘Em—ﬂ— 0’ (k= 1...1‘1), (68)

de vergelijkingen van Lagrange ! Dit alles geldt voor een holoncom-conserva-
. tief stelsel., :

We hebben dus

W princ.van Hamilton K
d'Alembert vgl.v.lagrange
\ rechtstreeks /

Ook omgekeerd geldt 3 Lagrange-'—'b Hamilton,
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HOOFDSTUK XI. ALGEMENE STATICA

1, Het principe van de virtuéle arbeid

2e

Het principe van de virtuele'arbeid geldt voor een evenwichtsstand. Het
wordt hier wiskundig uitgedrukt door (vgl. VIII, 21f

n
Zﬁﬁb’.a;. = o. (1)
S=r 3 J _

In dit hoofdstuk zullen we het principe van de virtuéle arbeid toepassen
zowel op onvervormbare als vervormbare systemen,

Indien het systeem vervormbaar is, treden zowel inwendige als uitwendige
belastingskrachten op.

We hebben dus algemeen

(b)

£ = KJ '12 (2)

en kunnen dan voor (1) schrijven

%i i(b).arJ " %i Kgbi.a? -0 O (3)

of afgekort

Hierin isb Au de arbeid door de uitwendige krachten verricht bij een
virtuele verplaatsing, éAi de arbeid van de inwendige krachten,

De laatste arbeid is gelijk doch tegengesteld aan de in het lichaam opge=-
bhoopte vervormingsarbeid

bA, = - &W. (5)

De vergelijking (4) wordt met (5)

6A = bW, (6)

waarin wordt uitgedrukt dat de arbeid door de uitwendige krachten verricnt,

gelijk is aan de arheid, die in het lichaam is opgehoopt.

Het onvervormbare lichaam

Hier is 6Ai = 0, We geven een voorbeeld




Se
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Twee lichamen m; en m, bevinden zich ieder
op een hellend vlak (hoeken a, Bls °

Ze 2ijn verbonden door een draad, welke
over een wrijvingslocos katrol loopt,
Gevraagd wordt : de evenwichtsvoorwaarde.

We verplaatsen m, over 6q ‘naar beneden. Dan verplaatst m, over br1 naar
boven, ‘
We hebben dan

br,.mg sin a -6r .m,g sin B = O, (7)

welke voorwaarde ‘geldt voor iledere toelaatbare waarde van 6ry, Daaruit
volgt dat

m,sin o = m,sin B, . (8) .

de voorwaarde voor evenwicht is.

Het elastische vakwerk

Van veel groter betekenis is de toepassing van het principe bij deformeerbare
systemen, We beginnen met een eenvoudig geval : het elastische vakwerk, De
knooppunten zijn i, Jyess, de daartussen gelegen staven’g jorretaeee o

In i grijpt K aan, in jJ K' enz.,

We geven de componenten van de
krachten als volgt aan

K (x.,Y..,2.)
IR AR AL R

tefwijl de verplaatsingen in het
i~de punt zijn

V. (u,,v,,w. ).
1 1 1 1

De uitwendige krachten hebben dus een poientiele erergie

i - - a .
Uu = - - Kj.vj = - gz (Xjuj + Y,‘]vj + ijj). . (9)

Onder invloced van de krachten worden de staven langer of korter :
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£ - £ £ ..
13 13 + A L3 (10)
De staafkrachten zijn nu volgens Hooke
E, - F
_ 4 i -

Sid = -jg;;-i . Atij . | (1)
waarin Eij de elasticiteitsmodulus van deleij-staar is en Fij de doorsnede,
Deze staafkrachten hebben ook een potentiele energié

By Fy 2
U, =% 211 (s, % (12)

1,7 %13 J
Let goed op de tekens : de uitwendige krachten verrichten de arbeid, de
inwendige energie neemt met de verlenging toe.

Volgens het principe van de virtuele arbeid is nu
U=TU_ 40U = X,.v %2 E—i}—il(az ) (13)
=0, + U =- - V5 ¢ ’ 5 13 3

in evenwicht een minimum

6V = 0, , (14)
‘waarbij F} en Aﬂij niet onafhankelijk zijn.
Voorbeeld Kracht aan drie staven,
; hoeken a, a, lengte
*21’ 22 v Ta

\
Indien de kracht ﬁ'een‘verplaatsing veroorzaakt ter grootte r, is 621 =T,

Indien de verplaatsing klein
is, is 4£,=r cos a.

Neren we E en F constant
voor de drie staven, dan
geldt
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| e )?
U= =Kr + ':'EEE £i s (15)
1 4
welke formule we gaan varisren
. (&fi) . , ’
68U = ~ K 6r + EF -—jg-i—.bcqfi). - (16)
Aangezien
£, =
6 A 4 r . (17)
6A£2 = cosa. br,
wordt (16)
60 = O = = K,br + EF.6r, %? (1 + 2 cos’a), (18)
: 1
Dit geldt voor alle toelaatbare 6br, dus
£
1.
r.=EKi: . . (19)
1+ 2 cos’a :
Voor de staafkrachten, bv; S vinden we
Sy=ZEp ==X etc, (20)
£y 1 42 cos’a

Het elastische lichaam, algemeen

Om de formule (6) toe te Passen, moeten we uitdrukkingen vinden voor de
elastische energie W. Om deze af te leiden, geven we eerst enige inlei-
dende' beschouwingen over spanningen en vervormingen,

De grondformules der elasticiteitstheorie

a) Spanningen, Indien een lichaam door krachten wordt belast ontstaan
spanningen in het inwendige van het lichaam. We denken het lichaam continu,
Brengen we een denkbeeldig vlakje aan in het inwendige, dan oefenen de

twee delen van het lichaam aan weerszijden van het vlakje krachten gelijk
en tegengesteld op elkaar uit., De kracht op de eenheid van oppervlak uite

geocefend is de spanning.
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We kennen de spanningsto'estand
van het lichaam, indien we in

' T
Tz yz 5 ieder punt de drie krachten
T ly 'y kennen, welke werken op drie
lx‘y T loodrecht op elkasar staande
I
!
!

yx vlakken,’

We nemen een vast x-y-z~stelsel en kiezen_drie vlakken_L x-, 4 y-, L z-as,
Op deze vlakken werken resp. de krachten R’x,fy,fz. We delen deze krachten

door het oppervlak waarop ze werken en ontbinden daarna jeder in de drie
componenten langs de x-, y~ en z-as. Zo ontstaan de spanningen

L T 2 Ty T__ 4
xy

xz? ‘yx' ‘yz' Tzx' ‘zy°

Er zijn &us 3% 3 = 9 spanningen, 3 ervan : a9 csy en o, werken loodrecht

‘op het oppervlak en heten normaal pannlngen, de 6 andere werken in de
vliakken en heten schun.fspanningen.

Indien deze grootheden de spanningstoestand volledig beschrijven moet het
mogel:l.:jk zijn de spanningen te bepalen, welke werken op een willekeurig
georiénteerd vlakje, gekarakteriseerd door de eenheidsnormaalvector n.

Is het oppervlak van de driehoek ABC = 0, dan geldt

o, =0 cos(n,x),
o, =0 cos(n,y), (21)
o, =d cos(n,z),

De spanning die op het vlakje werkt kan worden ontbonden in drie componenten

Px| Pyl Pz-

De krachten op het vlakje zijn dus P G pyc, ch.

Het evenwicht in de x-richting geeft nu




T

p,d=-0 0 - yx oy = O,

o, = T
2 ZX

De vergelijking (22) is niet geheel exact. Hij

XI,6.

(22)

geldt alleen voor een

infinitesimale tetraeder, We vinden zo, met (21)

(23)

P, = cx.cos(n,x) + tyx_cos(n,y) + 1rzxcos(n,z),
Py = Txycos(n,x) + o cos(n,y) + szcos(n,z),
p, = 'rxzcos(n,x) + Tyzcos(n,y) + 0, cos{n,z).

b) De _evenwichtsvergelijkingen

In het algemeen zullen de spanningen van punt tot punt veranderen., We

bekijken een infinitesimale kubus

De waarden in het puht

B < P(x,y,2) zijn
| z .
T dy o, 1 T .
g .:: ¥z 3y . Y’ yx! vz
E i jyx @ o+ dy In Q(x,y + dy,2) zijn deze
% yoy waarden
Y%:
!
Lo N
f”
’/’ ot <
3y yx* 3y @
¥
(oo} ks . ot z
Uy + —-xay dy, Tyx + ——i-ay dy, Tyz + —Lay dy.
De kracht in de y-richting door deze vlakken is
2% 2%
(o + dy) dxdz = o_ dxdx = dxdydz, (24)
y T3y ¥ Y iy XY ;

De twee vliakken.l de x-as geven samen een kracht
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i ot : it
(Txy + —a%?- dx) dydz - Txydydz = "a_;:x dxdydz, (25)

terwijl de vlakken_l z-as bijdragen

at )
1;21 dxdydz. (26)

Is er nog een volumekracht Y per eenheid van volume, dus op het element
Y dxdydz, dan wordt de evenwichtsvergelijking ,

a1 e oT
zZ

XY
dax T oy Yoz

L+ v = 0, (27)

De drie evenwichtsvergelijkingen van de krachten in de X~y ¥- en z=richting
leveren 20 0p

aax aryx arzx 8
ax ¥ oy YTz T X =0,
aTXY aqy arzy -
e t 3y *Tag t Y =0, f (28)
arx aryz dcz
ax + ay 62. +Z=Oo
W,

4

De vergelijkingen (28) geven het evenwicht voor de translatie. Doch ook de
momenten moeten in evenwicht zijn : er is geen rotatie ook.

Het moment om een as door het midden van de kubus // de z=-as is voor de
getekende spanningen '

gt
2 —dx -
Tyx.dxdz.fdy + (Tyx + 3y dy) dxdz.3dy =

(29)

= tyxdxdydz +.0(dxdydz.dy)

De x-vlakken leveren ook een moment. Het is

—TxyodXdydz + O(.oo) . (30)




| Daaruit volgt dat =
a g yx

T =T H
Xy~ yx

T

AI,%.

T en algemeen
m‘ “

yz 2y

(317

Er zijn dus zes onafhankelijke spanningscomponenten ; de spanningsteansor
is symmetrisch. :

o T T
x Xy Xz
T g T . .
¥x -y yz is symmetrisch.
T T a
zZx zy z

¢) Het karakter van de spanningen

De spanningscomponenten vormen een tensor. Indien we de assen x,y,2

draaien

- x',y',2', transformeren de tensorcomponenten zich op de bekende wijze,
Een dergelijke transformatie laat zich licht uitvoeren met behulp van (23).

r We hebben x,y,z - o, etc,
: Transformeren x',y',z'.

Vlak .l x* ! Dan is

x

o
L]

Yy yx

o
®
T ow

P, = 9, cosl(x'yx) + txycos(x',y) + 7 c08(x",2)
t__cos(x',x) + %y cos(x',y) + ryzcos(x',z) »

| ] | ] ]
1zxcos(x WX) + rzycos(x 7)o+ czcos(x '2)

'a

~/

De spanningscomponenten in de accenten zijn dus

g

g.
x

o
y

x'
cos?(x',x) + 2t

2( gt
cos?(x',y) + ztzy

= pxcos(x',x) + pycos(x',y) + pzcos(x',z) =

cos(x',y) cos(x',x) + atxzcos(x',z) cos(x',x} +

cos(x',z) cos(x',y) + czcosz(x',z). enz.




Op gelijke wijze vinden we de transformatieformules voor de andere
“componenten, Vergeli]k de transformatie van de traagheidscomponenten.

We vragen nu of er vlakken zijn, waar de spanning alleen normaal is, zgn.
hoofdvlakken,

Daar geldt, indien o de normaalspanning is en (a Byy ) de hoeken van het
vliak

Py-= 0c08a j p = ocos B s p, = gcosy, o (34)
en dus
: N
(ax - o) cos a + Tey ©05 B+ T, cOB ¥ = 0,
_ > :
Txy cOB @ +.,(oy @) cos B + Tyy CO8 Y = o, (35)
T ; - =
xg COB &+ T cos B+ (oz g) cos ¥ O,J

walke vergelijkingen alleen dan oplossingen hebben, indien de determinant
= 0 is, dus indien

-

0 =« O T T

b 4 xy Xz
T g w O .ot =0 6
xy Yy Yz ' (36)
T T [¢] - ¥
Xz ¥z z

waaruit de waarden van de hoofdspanningen worden bepaald,
De hoofdvlakken staan loodrecht op elkaar,

We kunnen de vergelirjking (36) schrijven els

6% - J, 0% J,0 =J; =0, : (37)

waarbij'J1, J, en J, zijn gedefinieerd door

g =a + Oy * Ty . (28)
- 2 2 2
J = 00y * 0 0, * ?zo (t ot it 1zx), (39)
o T T
x Xy X7
Jy = Tox - % Tyg . (40)
T a
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Aangezien bij een draaing van het assenkruis o dezelfde waarde behoudt,
zijn J4, J, en Jy invariant tegenover draaiingen,

d) De verplaatsingen

Indien een elastiseh lichaam door krachten wordt belast zal een elementje
dxdydz ter plaatse (x,7,2) een verplaatsing ondergaan., We geven deze aan
.door de drie componenten u,v,w, Het is duidelijk, dat in het algemeen

w(x,y,z) ,
vix,y,2) , ‘ (1)
wix,y,z) ,

van plaats tot plaats veranderen, We hebben te doen met een verplaatsihgs~
veld. Indien het verplaatsingsveld bekend is, kennen we de gehele vervor-
mingstoestand van het lichaam.

e} De vervormingen

1e eendimensionaal
SLnuLhensionaal

Ll LT L 4 oy Stel we hebben u = u(x), v = w = 0,
een eendimensionaal verplaatsingsveld,
x i Dit wordt bij benadering verkregen, indien
% een staaf gelijkmatig wordt belast,
il Ter plaatse x is u = u(x), ter plaatse
X+u - _._# ‘ X+ 4&x isu = ulx + ax),
De lengte van het elementje Ax wordt dus

WITH 5 X

{x +4x + ulx + Ax)]“ “Llx+ a(x)] =4x + ulx + 4x) - u(x).

De verlenging is

u{x + 4x) - u(x) = :—;’-EAX + see (42)
e . AL, . du
De specifieke verlenging (‘e) wordt Tt e

wat voor Ax - O overgaat in

) = du - (43)

x ~ dx *

Deze relatieve lengteverandering is een maat voor de vervorming of de rek,
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2e Tweedimensionaal

.We hebben nu

== 77 u-= ulx,y) ,
‘ —_—— . ! v = vix,y) , (4h)
A ‘ ] V+Q‘! - w =0 .
y 1 ¢y . /
. 3 )
/ / We bekijkern een element.
. oy ! P In (x,y) zijn (u,v) gegeven.
ayj { Dan is in (x +4 x,y)
(. 1 T
/ | u - u o+ o AX
/ } dv
dv v+ Vv + 57T AX
______ 0x
v - en in (x,y + Ay)
du .
: = U + — - du
(ng) 1 ax u u-l-ayﬂy
| _— v v + 8y A
x o - oy d
Het vierkantje krijgt nu
door de vervorning deze
vorm
Daarbij geldt, dat
]
tg a = 53 P a
3u ¥ (45)
3y _ v
y, ’,)"'B tgﬁzax 1 b,
==
! . _ v
) I net a = 1 + iy
1/ du (46)
h s\ Y of voor het elementje
NN\ 5 _ (ax, Ay)
) = oy
gl ?; ax
b




A4y — Ax
tga=—a-y———-—- ; tgB = X . (47}
Ay(1 + v, ax(1 + L8
dy ax
Klaarblijkelijk is de re in de x-richting : £, = %; s die in de y—richting
[ =9-F- . . ("+8)
y %
We nemen nu steeds aan, dat €, en cy.<< 1 zijn. Dan worden
a av
tga:a—-y: i tEB =57, of (49)
3 3 "
a—ay ! B-ax . (59)

Het vierkantje is niet alleen in de x- en y-richting gerekt, doch heaft ook
een afschuiving ondergaan : de hoek 90 is nu geworden

Y=90°-(a+|3).

Een maat voor de afschuiving is deze afwijking van 90° :

ny=(a+[3)=%+§1; (51)

Doch het vervormde elementje is ook nog gedraaid over een hoek w, He: is de
draaiingshoek van de diagonaal van het (oorspronkelijke) visrkantje.

Het is duidelijk dat

61:45°—a'
. (52)
Nu is dus
2(62 +W) +a + P + 90° = 180,
2w+ 9 =2B+ % +a + B =180
o =B85 dT-2h. - (53)

Hiermeds is de waarde van de hoek w berekend. We kennen er ook ecn teken
aan toe '




= 4 (u _ov
%Q'— z (ay - ax)’

in het getekende geval dus negatief (

3, Driedimensionaal

In drie dimensies‘hebben drie normale
gegeven door

o
(=13

cx=5_:_ i cyzﬁ i cz=6—§
drie afschuivingen

Txy:%'*%? : sz:g—:+%-}
en drie rétaties

9y = % (%% - %%) - =3 (%E

)
P Yox T3
a—“) L] m
8y” ? T=zx

- m)o

verplaatsingen €

XT,13.

(54)
’ cy, Ez’ plaats,
(55)
6w
+ 3T (56)
-3 G2, (57)

We hebben 9 afgeleiden van de verplaatsingen, We schrijven ze in een matrix,
Deze matrix splitsen we in een symmetrisch en een anti-symmetrisch deel.

u du du du
0xX oy dz ax
'%ﬁ' %% %E = %(%§ + %?)
TR 16T+ 5
o T SR
1GL - 0 13
#EE - 3 1GE -2
€ '%Txy Ty, 0
%ny €y %Tyz + -y
%sz iley' “2 ®2x

du oV du dw
1Ge+ 50 LD
av av iw
oy 1T+ 5D +
dw dv dw
%%y +az) 8z
dw
-Ox)
aw .
-Gy) =
0
wxy gl
0 myz (58)
- 0
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De vervormingstensor is dus een symmetrische tensor,

f) De compatibiliteitsvergelijkingen

We vinden door differentiatie

3 2y : 3¢ 3¢
a! 3
2 v, 2w x, AL (59)

3 xdy 0dydx? axéy? ay? dx?

Op volkomen gelijke wijze zijn nog vijf andere betrekkingen af te leiden voor
de vervormingen. We noemen deze betrekkingen de compatibiliteitsvergelijkingen.
Z2ij vormen de voorwaarden waaraan moet worden voldaan, opdat de uit een stelsel
spanningen afgeleide vervormingen inderdaad kunnen worden beschouwd als de
afgeleiden van de verplaatsingen., Juist in de zogenaamde technische mechanica
wordt niet steeds aan deze voorwaarden voldaan,

Het volledige stelsel compatibiliteitsvoorwaarden is

A~
3y 3¢ 82¢
Xy _ x Y
= + '
dxdy dy ? ax 2
32y ” e 2 2g
Xz ¥, z ' (60)
3 ydz dz? dy?
32y 3% 3 2%
ZX _ . x
9zdx 3x? 3z?
' Y,
2 N
g
2ok 2 am, Dax T,
dydz ax 3x 9y dz '
2% 3 O . O, Ty |
2 §xoz = dy ( ax 3y T Bz ) (6%)
2
> 3% =2 asz sz-_ any
dxdy " dz ax 3y 3z *
v

g) Het verband tussen spanningen en deformaties

We beschouwen alleen een homogeen isotroop lichcam, dat de wet van Hooke
volgt.
Heel ruw beschouwd leert de wet van Hooke, dat de relatieve
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a
lengteverandering 7§. van een staaf evenredig is met de rekkracht. Wi

zeggen dat de wet van Hooke geldt, indien een lineair verband bestaat tusqeh
spanningen en deforzaties,

Een homogeen, isotroop lichaam heeft de volgende eigenschappen : _

Een normale spanning kan geen afschuiving veroorzaken in hetzelfde codrdinaten=~
systeem, ' ,

Een schuifspanning kan geen rek of druk veroorzaken in hetzelfde coSrdinaten-
systeem,

Een schuifspanning geeft alleen maar afschuiving in zijn eigen vlak,

Dus
s
e, =F(o ,ﬂay, o ) ,
cy = F;(cx, cy, oz) .
e, ='K (ax, I, crz) 'y
Yy = R () , (62).
Yoy = F, (tyz) '
Yaz = T (T !

W

waarin de functies F;...Fk lineair #ijn, en waarvan de vorm moet worden
bepaald.

We hebben ¢ = 8,0+ 8,0 + &,0_,
X x ¥ z

Het is duidelijk op grond van de isotropie, dat a, = ay, Daarom schrijven we

£ =

1 ‘ '
<~ F [ax - v(cry + cz)], | (63)

waarin E de modulus van Young is en v Poisson's constante (dwarscontractie).
Op grond'van de isotropie geldt nu tevens

X>y35y+21¢t 22—+ x etc,

[cy - v(c‘x + oz;)] o (64)

g
[ca] BRY

i

(o - v(o +O’)].
Tz bs y

De afschuiving wordt gegeven door
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=1
en weer door de isotropie
e
1 .
= = T
Y&z G yz!? :
; ) . (66)
Yz = G sz -
o

Hierin is G de afschuifmodulus.

Schijnbaar hebben we drie constanten E, v.en G. Er bestaat evenwel een -
verband tussen deze, Om dit af te leiden beschouwen we de afschulving van
een vierkantje. : '

T e
>
1
A
T T
1 1
v
. 1
- T
Afschuifhoek Y = 5 . sinyz vy

Voorts is

al= (1 +siny)?+1=04+7y)%1 - (67)
b2=(1 -sin y) 2+ 1= (1 =7v) 2+ 1
of
b= V2 (1 -1vy/2)
De diagonaal a is gerekt., De rek is
=\'—2. (1_+ Y/2) -\L_%=Y/2' | (69)

L
x V2

terwijl de compressie van b is
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= - Y/Zg (?0)

waarbij het x',y' stelsel 45 graden gedraaid
is t.0.v. het xyy-stelsel, Met behulp van de
transformatieformules voor de spanningen zijn
nu uit 1 de g , en Oy te berekenen., We vinden

O, =T § O, = =%, ' (71)

zodat zuivere afschuiving dus gelijk is aan
trek en druk onder 45° ,

Daaruit volgt echter dat

1 ,
='%_= 5 (Gx' - v«sy.) = % (1 +v), (72)

Ar”" o ";5\\‘\\ C_ ,= =1
Daar y = t/G, wordt : o :

E

h) De_differentiaalfergelijkingen

t 6 spanningen, 6 deformaties en 3 verpiaatsingen hangen als

De onbekenden

volgt samen

8o

aT

X xy X2
ax oy * oz
‘aryx _ aoy aryz

ax ¥ dy MAETH
aT R 4 da
zx zy . Z
Ix dy dz
€ =-!'-l-; =£!
x x Yy ay
oy v
ka % 3y i .

=

0,

ra

{ (73)
~/

z = % H (74)
Iw dv du dw |
wtez b Yex "3zt ax (75)
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"
Ee_=o0 -v(cy+oz) .
E €, =0y - vie_+0) , (76)
Ee =0 -v(a.x+ct).
v,
. N |
. @ Yoy = Txy
@Yy = Typ o (77
G Yz# = Txﬁ '

in totaal 15 vergelijkingen voor de 15 onbekenden, We kunnen de 12 ¢'s,
y's, o's en t's elimineren en krijgen dan de drie differentiaalvergeli jkingen
voor de verplaatsingen

v - .

waarin 4 de operator van Laplace is

_ ot 32 a2
A= Sxitigitiagd | - (79)

en e staat voor.

o
=
o
<
-
o

. (80)"

o
"
%
+
<l
+
wl

De vergelijkingen (78) vormen drie simultane partiele differentiaalverge-
1ijkingen voor de verplaatsingen (u,v,w). De oplossing van deze vergelijkin-
gen onder geschikte randvoorwaarden levert de oplossing van een elasticiteits-
probleen, .
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y + dy
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De elastische energie

a) Het principe van de virtuele arbeid.

We nemen aan, dat, onder invloed van uitwendige krachten het lichaam
vervormt. We laten nu kleine virtuele verplaatsingen bu, 6v, dbw op de
bbstaande verplaatsingen toe. Bij deze virtuéle verplaatsingen verrichten
de spanningen arbeid. Deze arbeid berekenen we voor een volumeelementje
dV = dxdyd=z. :

ot
] /‘ ‘l.'yx + —G%E dy ’
O'y. +a vy dy LR
-+ t + dx
- T } xy 0 x
dag
T o+ dx
xﬁt x 8
“““ =
| !
| N I
. y_
X X + dx
. . . . (b) (b)
De door de inwendige krachten verrichte arbeid is - 6Ai = + 6Au s de

door de uitwendige krachterh verrichte arbeid, op grond van het principe
van de virtuele arbeid. We hebben dus voor het volumeelement dV = dxdydz
dg
(b), - X ol
6(da"") = (o + 33 dx)dydz [6u + 5 (buwdx] - o _dydz. tu
g ’ 3
+ (0 + =& dy)azax [6v + (6v)dy ]l - o dzdx.bv
y ¥ Iy W) 3y 7 y

do

+ (az 5 a—: dz)dxdy [bw + -é% (bw)dz 1 - czdxdy.ﬁ_v{
L 1 ' |
+ (Txy + a—;:x dx)dydz{(6v + a—g-c- (&6v)dx) --'rxydydz.bv
3 61: a .
+ (‘ryz + —a—gﬁ dy)dzdx(bw + 3y (bw)dy) ~ 'ryzdzdx.ﬁw
asz )
+ (sz + 5 .dz)dxdy(bu * 5z (bu)dz) - ‘rzxdxdy_.éu
atxz a3
+ ('rxz * T dx)dydz(bw + Fp™ (dw)dx) ~ T dydz.bw
'a-:
+ (T:YX + -a-?c- dy)dzdx(bu + a_as-r- (éu)ay) - 'ryxdzdx.bu
| ot 3
+ ('L'zy + 'TEX dz)dxdy(bv + 3o (6v)dz) - szdxdy.bv =




dté:\) =

3 dg da '
[ < 7% (6u)+-é-——-6u+dy—(6v)+——xbv +u ——(6w)+
aaz , 3 : 'rx' '
-—-6w+1xya—x(6v)+———xax 6vf+‘rxay (5u)+--—-'f--5u+

dt . 3 a-:zx

T Tx (bw) + 3 6""*7‘sz‘£ bu) + 72 bu.+

a' it 2 3 a-rz
Ty 5 (6w) + _Lay bw + LI (6v)' + ——xaz 5v}] dxdydz. (81)

Passen we (81) toe op een willekeurige translatie van het gedeformeerde.
lichaam als geheel, dan zijn du, 6v en &6w voor alle punten constant, dus
9 d 3 )
dxtdy ? oz

van deze grootheden zijn dan O. Doch dan zijn ook

(v _ | g
=64 "7 =0 | (82)

6A§b)
en ﬁe hebben
0 = (a:; + a;;g + a,:zz)bu + (a;f’r +a:yy + a;‘:z Yov «
a-:zx a-:zy acz ' : . : ;
(ax * 3yt Tm ) bw, (83)

waaruit de eéénwichg_svergelijkingen (28) volgen. De vergelijkingen (31)
volgen uit de virtuele verdraaiingen om x, y en z-as,

Met behulp van de betrekkingen (83) en (28) wordt de vergelijking (81)
voor willekeurige v:.rtuele Verplaatsn.ngen

: d(bA(b))=(c be, +0 _be_+0_beg + T _ By + '
. u X X Yy Oy z z Xy Xy : (84)
T 2O 5z * tyzb‘ sz)dxdydz, | |
en de totale virtuéle arbeid verricht door de uitwendige krachten wordt

6A(b) = J: dv(o_b6¢c_+0_be +0 bec_+7T_ by  +
u X X y ¥ Z 3z
ol

xy Xy

: . (85)

szész +'|:yz6Y yz)' .
, (b) : -
Vie weten dat 6A = &W, (86)
de potent:.ele elastische' energie,

BW = J dV(Ux‘bc x + s Tyz beZ). (87)

vol :

We voeren in de elastische energie per volumeeenheid :
De specifieke elastische energie WS




bW, =obe +0 bg +0bc, +T by +T by +T_ D0y

X X Y ¥ z xy xy' ¥z ' yz XZ

Xz;Zl.

(68) )

We nemen nu voor de virtuele deformaties de werkel:LJk ontredende, '-*dlen
de spanningen toenemen en beschouwen dan- (88) als een vorm voor de d:L -

ferentiaal

dW =0 de_ + eee T_dy. .
s XX Xz 'XZ

(89)

Op grond van het lineaire verband dat bestaat tussen spanningen en .-

deformaties, kan {(89) worden geintegreerd tot -
W, o= ﬂ}(csxc:x +o e +o, £ + TxyTxy', T Y * Tiszx)
De factor # komt van de integraal

(50)

(91)

Formule (90) drukt uit dat de specifieke energie de superpositie is van de

bi] elke spanning behorende energleen. Dit is de wet van Clapeyron.

We hebben wvoorts, indien we € en 'r uitdrukken in de sPann:Lngen volgens

(63) en (66)

i

- g E I B : 2
w 7 ( x-;-ay+ °z:'?’2" (cxgy+cxaz + ayaz) ) + 4G (Txy

5 2

waaruit weer volgt dat

aws | dW_
.cx = ad_x ven ny = aTxy cc-o /’
maar ook, dat, na invoering van de deformaties in (92)
AW a W
ax=a€B PP rxy=a'rs see o
x xy

We geven nog even de WB als functie van de deformaties

ws=G{-,-1——:?—§T(cx+c + € )’+(c’+c’+cz)+%(*r’

+
¥y . =z X N z Xy

b) Het principe van minimum energie

We hebben

W= W (e, Pav
ol

Het principe van de viprtuele arbeid luidt

{(v) -
64,° - 6w =06(al®) _ gy .o,

2
Yz

+1

Yz

+T )
X
(92)

(93)

(o).

Y;xn

(95)

€96)

(97)

i
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(o)

waarbij A wordt gegeven door
(v) ‘ oy
A = (Xu + Yv + Zw)dxdydz + (pxu + PV + pzw)dO, (98)
Jd

met (px’Py’pz) de componenten van de oppervlaktekrachten en de integraal
in (98) over dO uitgestrekt over het oppervlak.

Het principe van de virtuele arbeid is nu ‘tevens het principe van de
minimum potentiele eneggie P .

5P = 0, ' ‘ (99)
indien onder P wordt versfaan
P=We= A(b) . o {100)

Het statisch evenwicht stelt zich onder X,Y,Z,px,py,pz dus zo in, dat P

een minimum wordt,

Deze stelling is zeer gewichtig, daar op de basis ervan benaderingsoplos-
singen kunnen worden gevonden voor de vervormingstoestand.

Te Bijzbndere belastingsgevallen van de balk

De algemene theorie is, zoals we die hebben ontwikkeld in 5 en 6, voor veel
praktlsche gevallen te ingewikkeld, Vaak hebben we te doen met lichamen
waarvan een dimensie veel groter is dan de beide andere (balken, staven)

of waarvan twee dimensies groter zijn dan de derde (platen, schalen).

In deze gevallen kunnen de elasticiteitsvergelijkingenbenaderend worden
vereenvoudigd, natuurlijk het meest voor de balken en staven. We zullen

nu voor het zgn. ééndimensionale geval de energlevormen afleiden uit de
algemene formuleringen. :

a) trek of druk

Staaf ligt lmgs de x-as, F(x) is

[ F(x) ' de oppervlakte van de doorsnede.
k:?;;j://’ <:><:/i;//f] Lengte van de staaf is 1. ‘
e T 71 'We nemen aan (niet exact !), dat
dx] \JTi4laddd v ‘ alleen g_ Z 0 is en dat o, alleen
‘ : Ox(x) ~een functie van x is : cx(X)-
S Dan is dus
.V
Gg
'ws =% e = 35 4 ‘ (101)
en 1 ' .
1 \ | '
W= Eﬁ o;(x) F(x) dx. | (102)
o

Indien de belastende kracht N is, welke zelfstandig door het oppervlak F
wordt overgebracht, is de spanning

Gx = fT;T N | (103)
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waardoor Ws overgaat in

N 2
W, = ——, (104)
S 2EF(x) ? ' :
terwijl de totale arbeid wordt
o 2 | 2 1
_ N _ . ' _k° dx )
W= SEF(D dx = bij constante N = >F =) ‘.(105)
N1 '
Voorbeeld : F const., : W = ETor: ‘\ ’ (106)
Ve
'F = (ax + b{1 = x) ) ?zelf uitrekenen. , (107)

b) Zuivere buiging : buiging door momenten.

Indien de krachtlijn van het kop el
langs een hoofdas van de doorsnede
valt, geldt

M
Y | cx = ﬂ(%% Zy {108)
L -7 ' ;o ~< J waarbij I(x) door |
— I(x) =j 2240 (109)
OpPP

is gedefirieerd. z is de afstand
van de builgingsas, -

De s_{aecifieke elastische energie WB is

A My o, | N

Vs =3 TR0 2 (110
De energie tussen twee vlakken X en x + dx is

_dx M2A(x) 1., _ dx MZ3(x) '

:f?Jﬁwsdo 2% THw | 2TE I | (111)
: oPP '
terwijl de totale energie wordt gegeven door

1 2
_ A Mk :
- W= Wst dx = 3B 'TTET'dx' | {112)

o.

Zijn Men I constant, dan wordt W

W = &il : ‘ .
= 2EY * : X (113)

Indien de krachtlijn van het koppel niet langs een hoofdas valt, maar
een hoek ¢ maakt met de as Oy, geldt




M (x) Mz(x)
S TIm*rTIx T
. y 2

met Iy(x) = 2240 3 Iz(;) = y2d 0.
‘ opp ' opp
Daar Mi(x) = M(x) &in ¢,
Mz(x) = M(x) cos o,
wordt (114)

M(x)

e = sin @ .z + M(x) cCOB Q.Y
x m.‘ . -I—z'r;yo efe

Dus wordt

2E

. 2
dx W do = M2 (x)dx (sin e, cosz‘f )
OPP
daar- ¥yzd0 = Q.
| opp |
De totale arbeid is dus
1

W = "2% J ax.M?(x) (_(__?sin °°52 )
o

c) Uitrekking met buigingen

Krachtlijn langs een hoofdas. Dan is
N M (x)

F(x) + I (x) Ze

De energie tussen de vlakken x en x + dx bedraagt

M (x) 2
N(x)
dx J Wgdl = J [F(:) T, Ty el o
pp
2(x)
dx [ ¥ (x)
2E [ F(x) + Iy(x)]
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(114)

{115)

{116)

(117)

2
COS P oY1

W o= = M¥(x )[
8

T (x)
Tz

(118)

De energie tussen de vlakken
x en x + dx is

(119)

' (120)

(121)

(122}
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daar 230 = 0. o (123)
opp ' |
De totale energie is dus
1 ‘ 2
M2 (x)\ -
o (L) (124
w_.[ dx. % - Flx) T I () . )
(o) ' 4

-d) Buiging met afschuiving

symmetrische doorsnede

M
Ie =T 2 !
_ DS,
Txz © b1 ’ (125)
2DS .,
Tyx T 2. Y HEY
I

waarin D de dwarskracht is,
b de breedte ter plaatse z
ST

s = zb(z)dz enz,.

¢ de hoek tussen de raaklijn en de

v . . vertikaal.
Daaruit volgt, dat
' 2 2 2 :
W =1_(T.4£ . [(R§ . (2Dsy t (126)
B 2E I 2G bl b21

'De_vormveranderingsarbeid bestaat uit twee stukken : de buigingsarbeid
en de afschuivingsarbeid. We berekenen alleen de laatste, aangezien deze
een nieuwe vorm oplevert.

‘ . . ?
We hebben W = M[{[Ws dxdydz en integreren (126) eerst over y. Zo ontstaat

b/a_*n_' s\’ _ZDSxtgg): )
dxdz 3G {(bl) + ( e | dy

+b
1 D252 2 ‘
dxdz. 3z . — (1 + E%JQ)- (127)
bl

De arbeid tussen twee doorsneden x en x + dx wordt verkregen door (127).
over z te integreren., Er ontstaat

2 tgte
D2 52(z)(1+ 3 )

* 5612 b(z)
1

dx dz _ ' N (128)
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De totale arbeid is

1 z, ‘ '
_D¥ | _ax _Sz(z)(1+ Itgly) : '
o 4

Voofbeeld : cirkel

3 3

r’sin‘a ; I =% nrb,

De integraal (128) wordt f? nrf,

De totale arbeid

i ' - (130)
ar? .-
¢) Wringing,
e 2 2y _ %2 . .
W= 3G ('rxy + Tyz) =35 - (131)

We'willen'een uitdrukking vinden, waarin het torsiemoment voorkomt.
Voor een cirkelcylindervormige staaf geldt '

" | | ‘
T --}:II— oIy . (132)
P . .

wazarin r de radiusvector is en’JP het polaire traagheidsmoment, gegeven

door LA |
Jp = u”r’ do0, (133)

e s - na b
voor de cirkel gelijk aan S .

#e vinden dus

. .
M2 .4 ' M2 1.2
1 t 1 't
W o— ax ?,30 = = :
. . . . 1 Ll')
26 e 8 26 ma * .(3

Is de doorsnede niet constant, doch het lichaam rotatiesymmetrisch, dan
wordt Jp = Jp(x) en de formule is
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£ M 2 M2 £
4 £ £ dx
W'--a'a : dx xadO.-.:-a-a T ° (135)
o Jp(x) - o p

Bij een dunwandige oonitructio geldt

ok (136)

waarbij F de oppervlakte is van de doorsnede binnen de stippellijn bv.
genomen midden tussen de binnen- en buitenranden.
Dan geldt dus bij een lengte £

M2
W= —E

T‘Tad: . S (137)

'
1

8¢ F°
Opmerking : Deze formule geeft een benadering ; hij heeft alleen betekenis,

indien 6(s8) << kleinste diameter, Daarom is de keuze van de begrenzing van
F niet kritisch. . :

8. Arbeidsprincipes

a) de reciprociteitsstelling

lStel.twee evenwichtstoestanden voor van het lichaam :

toestand I ¢ verplaatsingen u', v', w',
krachten X', Y, Z°,
oppervl,span, p;. P}» P;-

toestand II  : verplaatsingen u", v", w",

krach.ten x"' YH’ Z"’
oppervl.span. Pys P;a P

Nu geldt de volgende reciprociteitsstelling : de arbeid, verricht door de
eenmaal gestreepte krachten bij de tweemaal gestreepte verplaatsingen is
gelijk aan de arbeid van de tweemaal gestreepte krachten bij de eenmaal
gestreepte verplaatsingen,
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Het bewijs kan worden géleverd, in de veronderstelling, dat het superpositie-
principe geldt : dat de eindtoestand niet afhangt van de volgorde, waarin

de belastingen worden aangebracht,

- Stel de arbeid, verricht door de krachten in de toestand I gelijk aan A

I.
Superponeer nu de krachten van de toestand II, De arbeid is

1) Ari,1z

2) A JII

de arbeid, verricht door krachten ult de toestand I bij de verplaatsingen II.
Dus totaal

A=A + A -+ A

1,1 * A11,1z (138)

1,11 °

Herhaal nu hetzelfde belastingsproces in de omgekeerde volgorde. De arbeid
wordt

A= AII’II + AI’I + AII’I . ' (139)

Aangezien de arheid onafhankelijk is van de volgorhe, waarin de krachten
worden toegepast, is '

Ar,ar * Ao | (140)

Qe reciprociteitswet;
Deze stelling heet de stelling van Betti.

We specialiseren deze algemene wet nu voor het geval van belastlng door
nuntlasten.

Stel een lichaam, dat belast wordt door de krachten P, Pz,.;Pn. De

verplaatsing kan dan worden geschreven als

u, = a, P+ a,B + ceatt, nPn = %‘_ “1kPk‘ | (141)

_ De coefficiénten % zijn de invloedsfactoren of invloedscosfficitnten.

In het punt i geldt dan natuurlijk

ui = ;Zn:_ aikpko (142)
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Nu twee toestanden I, II., Er geldt

uiz §3= aijp,"j’
ull = %= @y 4PUs

Volgens het reciprociteitstheorema is.

(143)

Pyt = o PIPM = > Prul = > o PUPI , (144)
%1 %;ik_ki 4= i1 l’zikki |

P PUP1Y) - ' "o
Dus moet _ a.ik(Pk?i Pk?i) 0 voor a}le keuzen van Pk en Pk .
;g:;;

Verwissel de nummering. Er ontstaat

1Pt - =
3_5 _ PkP:lt(aik aki) 0, dus
| R .

%= Bege (145)

de formule van Maxwell..

merking : De reciprociteitsstellingen berusten op het lineaire karakter
der vergelijkingen., De toestanden zijn superponeerbaar,

b) De stellingen van Castigliano

We beschouwen een lichaam, dat belast wordt door een aantal puntlasten, bv,
een balk of een balkensysteem.

P, '\ ! P

De puntlasten zijn
P1 L) P:‘-.an en XO
Ieder van de puntlasten

geeft amnleiding tot ver-
plaatsingen. We bekijken de

" = | o verplaatsingen in de richting
//ﬂ n van de krachten.
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Onder invlioced van de krachten bezit het' lichaam een elastische energie W,

die een functie is van de grootte en plaats der krachten
W= W(P'I" Pz...Pn’.X).

De vorm van deze functie kan worden gegeven door

W= lE'J= a:'l.:]P:l.Pj+ 'Sj= u,ijPJ+-}axxX.

We maken nu de kracht X een infinitesimale hoeveelheid groter ;

X +X +AX, waardoor ook W verandert W - W +AW.
Er geldt '

AW =aX ; aﬁc;jpj +A x;axxx + ;&xx(AX) 2,

Het is duidelijk dat in de limietA X - O

AW _3W . '
1im o= a P+ a0 X,
Ax—gq AX 70X 7 2;_- xJ" 3 XX

Nu is echter u = .§= a':jxpj + a.xxx,'

dus

.Y
=

= U e
X

=Y
bed

Algemeen hebben we dus

W _
T

Indien geconcentreerde momenten optreden : M, Mz...M s hebben
n
W= W(H1...Mn) en :

waarbij #. de hoekverdraaiing is,
k

we

(146)

(147)

(148)

(149)

(150)

{151)

(152)

(153)
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De vergelijking (153) is direct uit (152) af te leiden.,
Beschouw het moment M = P

P
E : ! (P, = P,) en pas (152) toe.

.,i ? Dan is

[ ¢

7/,2 | - .

u._+u.
1. .1 0W 2 1 2
37, Y1 3% TP, _
of aw Wt
| M < =%

Andere formules van Castigliano zijn

e |
3 W
Fﬁ;':Pk'
} : ‘ (155)
% k|
: \J

Dezé worden bewezen door u te vermeerderen met By, terwijl alle andere

verplaatsingen constant blijven, TesP. !pk - ‘Pk + Ayp K* overigens constant.
Darx is

AW=4u.P +-§-Au .AP
kk (156)
AW =Acpk.Mk + 74 q:k.QMk .
In de limiet ontstaan de vergelijkingen (155).
" We.schrijven nog enige andere formules op. We hebben
n .
W=7 E _ o, jPin. (157)
14J=

.waaruit volgt
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o LB | (158)

ui=§ @ Pi en (159)
W= 3 g uiPi . (160)

Soortgelijké formules bestaan ook in het geval van een momenten belasting
en een gemengde belasting,

9. Toepassing van de wetten van Céétig;;anqgip de balken theorie
Indien een balk belast is door een normaalkracht N(x), twee dwarskrachten

Dy.en Dz. twee buigende momenten My en Mz‘en een wringend moment Mt’ kan
de totale arbeid worden geschreven als
[ y? p? o [
w = 3 iF dx + k& 7%? dx +-kz Tﬁ? dx + f%; dx +
M |
Fr_d=+k | 55 dXJ (161)
Lo o

waarin k , k_, k  constanten zijn.
X ¥ Z s

Het merkwaardige van formule (161) is, dat. de verschilleride bijdragen
eenvoudig gesommeerd worden., Dit is echter alleen het geval, indien het
stelsel op het zogenaamde dwarskrachtenmiddelpunt wordt herleid,

Indien de doorsnede twee symmetrieassen heeft, valt het dwarskrachtenmiddel-
punt samen met het zwaartepunt, ‘

Nu de toepassingen, ° : ) o
a) een statisch bepaald systeem. Gevraagd de verplaatsing in een bepaald
punt. Breng de kracht P in het punt aan, dan is de oplossing gegeven door

o
=

(162)

=Y
vd
: -

= 1i

m-
P =0
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Yoorbeeld
Staaf ingeklemd. Aan het uiteinde

A - Q p | belast door P,
i ! Gevraagd wordt de doorbuiglng in B,
] ’

] i

e} )

]

—1 < > < >

e b a

< ,e >

‘Oplossing . : gg

b .
(Px) dx {P(x + &) + gx}? §f§
J‘ —2EI  * E1 dx
Jo
_& {P(x + a) + Qx }x
aQ - EI
(P 3 "
nyo 84 _ Px(x + a) _ Pt  Pb'a
Q,L:g 5 = Y < =SS ax = 3ET * oET - (163)
o

.- b) ultwendlg statisch onbepaalde systemen. Een elastlsch systeem heet
uitwendig statisch onbepaald, indien er meer reactiekrachten en reactie-
momenten zijn, dan elementair kan worden ﬁepaald.

We noemen de reactiegrootheden R1...R ’ ...Mn.

Volgens Castigliano geldt

AW ow :
W 3 o =9 (164)
aRk k GMk k

‘en uy en ¢ zijn bekende grootheden. (In het algemeen = 0), Het stelsel

(164) levert n + m vergelijkingen voor de n + m onbekende reacties,
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Staaf ingeklemd. Over de gehele lengte

~— 1 B gelijkmatig belast met q per eenheid
—1 l//) ‘ van lengte,
7 - A Tweevoudig statisch onbepaa’de
f::f::;::;::f?::%:::%::;z::;:::’t:; oplegging. R .
‘ ‘ . Kies de reactiekrachten "bij en
oy E——
-"_/4 b > a A als statisch onbepaalden : P, en P,.
/ . .
I De arbeid wordt
/
. P, ' p,
a (Pyx - #ax¥)?ax b (P, (a + x) + P,x - 3q{a + x)2? J2ax
W= ~ZFL *J 5ET (165)
o o
Nu is
P,ab? P b’ P b?
W L, ! 2 q 2,2 _F_.3 5
7%, = 0 = 5T ‘Y SET * 3ET - 5E3 (#a®b? +3ab "+ 2bY) of
a.,b b_gal,a »?
P,(2+3) +P23--2(‘2 + 3 + 5 ) (166)
oW 0 P18.3' a.'. P1 (z bz 1 5)
3 - -E—-giﬁ-l-'E—I a’b + a +3b +
T2 (3ab2 + 2 p%) = =du (%) 4 2 a2p 2 3. dpe)
i dab? + 3 b’) - SET (a’b + S a + ab ? n of
3 3 2 3
a’ 2 2 b~ ab® b,y _
P1[3+ab+ab +3 ]+P2(2‘+3)_
qcat h oL 322 3 bt
= 2(1r +ab+ 32’ + ab’ 4+ - . (167)

Uit (166) en (167) zijn Py en § op te lossen,

¢) inwendig statisch onbepaalde systemen,

Een systeem is inwendig statisch onbepaald, indien meer staven tussen de
knooppunten zijn aangebracht dan nodig is voor cnbeweeglijkheid,
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Bijvoorheeld

Alle staven scharnierend.
Een diagonaal "overbodig".

We snijden denkbeeldig zoveel stgven door, dat het resulterende systeem
statisch bepaald is, We brengen aan de doorsneden aan de krachten N resp.

- N, D, resp., =D, M, resp., -M, Nu passen we de stelling van Castigliano
toe. Bv,

I a,N 3N T3, 3§ T W, AN, T M4tV
SN, Ny
el
. L o
u u
aNi ﬂN
aangezien 3N = 7ﬁr - (beide trekkrachten). De samenhang moet echter
blijven bestaan, dus u, = ~ u,.
Algemeen geldt dus
aw awW oW
WSO 3 GO 5 <O (169)

De vergelijkingen (169) kunnen nog op andere wijze worden gelinterpreteerd.
Ze drukken uit, dat bij de optredende snedegrootheden de functie W juist
een extreme waarde aanneemt.

- d) Is het systeem zowel inwendig ais uitwendig statisch onbepaald, dan
worden de methoden van ¢) en b) naast elkaar gebruikt, dus invoeren van
onbekende reactiegrootheden en snedegrootheden.

e) een meer ingewikkeld voorbeeld : portaal, niet symmetrisch belast door

. kracht P. _
‘lP . EI is constant voor alle balken,
a . b : We bekijken alleen de energie
<€~~~ <"-_"-"'>. A als gevolg van de buiging.
B r E ¢ 1 P is bekend, onbekenden zijn
| B Het systeem is dus drievoudig
: statisch onbepaald.
i We nemen als onbekenden
. D vV VD’ H enMD.
7Tﬁn777 rTTITITTT < . . De buigingsenergie is

) M
Mo vy 177

D
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D
, 1 R .
W= 537 M de (170)
A
en we moeten dus het buigend moment bvepalen if; de staven, uitgedrukt in
H, VD en MD" : : .

We maken het volgende schema

staaf moment o M oM grenzen
it av 3
D D
DC - My - Ex | == 0 1. 0-nh
CE My - Hh + Vpx -h  x 1 0-1%
EB My - Hh + Vox = P(x=D) -h x 1 b -4
BA . My - Hx + VD£ - P(a) -X A 1 O—= h
Nu geldt
AW W AW '
s *In * v = 0, of (171)
oM~ 9H T IV,
A 1
Jﬁl M 25 ds = 0,
D D
A
M 3
M3gds =0, (172)
5
A
M —""aM ds = 0,
5 _
D. Ny
Uitgewerkt wordt dit
h Nb
J\ (ﬁD ~ Hx)dx + (MD - Hh + VDx)dx +
Q [+] :
: : (173)
£ , ' h
+ (M - Hh + Vpx - P(x - b))dx + - (My - Hx + V. F ~ Pa)ax = 0,

o] ' 0
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rh _ b ' Y ‘
(MD‘ - Hx).—x dx + (M, - Hb « V_Dx).-h dx + (M, - Hn +
o ‘ : o o _ b '
h ‘
Vyx - Px + Pb)ich dx + | (M) - Bx + V L-Pa) - xax=0, , (174
' [+}
b D
(MD-Hh-rVDx)xdx*-f (MD-Hh+_VDx-
o b -
- h . : _
Px + Pb) x dx + J. (M) - Bx + V£~ Pa)d dx=0. (175)
. ,

" Dit gijn drie vergelijkingen voor H, VD en MD' die nu kunnen worden bepaald,

Directe methoden der variatierékening

We hebben gezien dat voor een elastisch (driedimensionaal) lichaam geldt

8P = 8(W - Aib) =0, (176)
waarin W de elastische enérgie is en A(‘b) de potentiele energie der uitwen-

" dige belastingskrachten. De grootheid P is in het evenwicht een minimum,

We schrijven de vergelijk:l.ng (176) uit.

2 2 — 2
J‘J G(c +cy+cz)+G1_2v_(cx+cy+cz)+

| G (2 2. 2 T
3 (ny + sz + sz)]'- J:[ av {Xu + Yv 4 Zw]
vo o '

j a0 {qu: + PV + p,w }] = O, (177)
op |
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Vullen Qe.vbor ix' c:h cz? Tiy' y&z, Y, de afgeleiden in van (u,v,w) en
varieren we (u,v,w) -+ (u + 6u), (v + 6v), (w +°6w), dan ontstaan de even-
wichtsvergelijkingen (28) en de randvoorwaarden aan het oppervlak (23),

Leid dit zelf af !!

Het kiezen van de vérplaatsingen, welke de intggréal (177} tot een minimum

maken is dus gelijkwaardig met het bepalen van de oplossing van, het stelsel
(78). P '

. In het algemeen is het uiterst moeili jk exacte oplosaingen te vinden van
het stelsel (78). In praktische gevsllen zal men zich moeten beperken tot
benaderingsoplossingen. Deze kunnen worden bepaald op de basis van de
"directe methoden' der variatierekening, waarbij men een aantal verplaat-

. 8ingsfuncties, welke aan de randvoorwaarden voldoen, invult in (177) en
dié kiest, welke de integraal het kleinst maken. In het bijzonder werkt
dit goed bij twee- en ééndimensionale gevallen, waar men de afhankelijkheid
van &&n resp. twee coordinaten redelijk. kan voorstellen,

We illustreren dit aan het eenvoudigste geval : de balk, dat is het een-
dimensionale systeem. " .

We nemen aan, dat voor de oplossing
geldt -

Dan wqfdt cx'z 4y . E =€ = - %% oY = Y. =v.. = 0. (179)

De vervormingsenergie W wordt

2.2 2 2
\j]]ﬂ dv.ﬂ—i; = A ax Jﬁ y2d0 = g%f dx. (180)
_ 2EI 2ET ?
Vol o o .

Daar M £ -EIy", is o

3

E.
1}

# EI(y")? ax, . (181)
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De potentiele energie komt bv., van de belasting 3(x) per eenheid van lengte.
We hebben dus :

P = | , {3E1(y") ? = q(x)y } dx (182)

met &SP = O,
Toepassing van de vergelijking van Euler levert op

Ty TV L qx) = 0 (183)
de exacte vorm van de differentiaalvergelijking, behorende bij het variatie-
probleem (182), dat zelf een approximatie is van het variatieprobleem (177).

De directe methode der variatierekening bestaat nu echter niet uit het
rechtstreeks zoeken van de oplossing van (183) doch richt zich op het
probleem (182). ‘

Incdien de bglk opgelegd is, gelden de randvoorwaarden
Yy=3y"=0 voorx=0 en X = . (18%)

Een functie, die aan de randvoorwaarden (184)‘voldoet is

y = a, sin %% . (185)
We benaderen het probleem door te stellen

¥y = a1sinr%%_+ a,sin ;ﬂ% + azsin 2%5 . (186)
We kiezen nu a,4 8,4 a3 Z0 gunstig mogelijk; Er geldt

2 2
ﬁ:z sin 2%? - a,gzz sin 27 (187)

"= o a sin - a
yo 17,2 z 2
waaruit

b 'J. 8 & :
wy2 _ 2 Tt 2 IX 2 16 . zZTtx 2 17 . 3W|x _
(3’ ) = a1 b Bin ,8 + az T s1n 7 + aa,3 yT sin 7

sin é%; F aee (188)




We vinden door invullen en integreren

b 5 v
n £ 167" £ 81n® &
P = $EI [‘a:‘: _tf" 3+ a; 5+ a§ ,:,, -2"] - agq ~a

pa

met q, = sin ;% o q(x) dx.

o%.

De minimumvoorwaarde levert ons

8P _ELL n* -0
63.1 = T £~ c,a“ - q.‘ = ’ €NnZ.

: 3
waaruit' - g = q,.ﬁ%%f enz,
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q, = a,q , (189)

(195)

(191)

(192)

We vinden een betere benadering door meer termen te nemen, of een stel

probeerfuncties, die de exacte meer nabij komen, °

- Langs deze weg ‘vinden we een benaderingsoplossing voor de differentigal-

vergelijking (183), welke vaak ook direct exact is op te lossen, doch in

de meeste gevallen niet,

We leiden uit vergelijking (177) ook de vergelijking voor de buiging van

een plaat (tweedimensionaal) af.

My ' De plaat heeft een dikte h, welke
NN EESENETININY - zeer klein is t.o.v. de overige
VEVIVEIVIIVIN - X... afmetingen.
M
* !
| EEEYREEEIELIEE
rrriry %’!Il
. )
¥y .

Dan kunnen we schrijven (de normalen op het middenviak bli

en de spanning o = 0)

jven normaal
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—,-z_ ’ l- L . : - - v N iy — .
Fx,“ r 3 ?y T r A Z(r tr (193)
x . y X y
:terwijl volgené de meetkunde geldt
e SRR . S H
. r - - (a—xf’) H T = -( ayz . , (19[’{')
} X y _
 Het is duwidelijk, dat we hebben
- Sw = g ¥
W= omm gl d Vo= =2Ten, (495)
dus
' 62w ' .
ny = =22 axay © . '\196)

In de Bpannlngsenergie verwaarlozen we de termen met Yz en 72 v Dan

ontstaat na integratle over de dlkte (z varleert van —h/2 tot h/2)

Q.

a . 3y, 2 ae ‘ a2 2 :
=%DJJ dO[(gx—w.)+(w) +2‘_’.a"§-‘a—§f
*~opp . | !
‘. o 2 : . .. ‘ .
+ 2(1 « v) (%) }.' J] dOl{q(x.y)v.r) - (19m)

waarbij D bepaald is uit

D= —FER® - \ (198)
12(1 =v?d

“De Variatiembthode 6P = O levert

3w ' w  Pw - oalxy) :
ax% * Zax%y tayt - D0 | (199)

Het spreekt vanzelf, dat de vergelijking (199) voor de buigimg van een
plaat ook rechtstreeks uit evenwichtsbeschouwingen van een plaatelement
is af te leiden.
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Op de randvoorwaarden voor vergelijking (199) paan we hier niet in.
Benaderingsoplossingen voor (199) kunnen wéer worden gevonden door probeer-
furcties, welke aan de randvoorwaardea voldoen, in te -vullen in (197) en

de constanten zo te bepalen, dat (197) een minimum wordt.

De energiemethoden kunnen ook met vrucﬁt worden toegepast bij stabiliteits-
yraagstukken, zoals knik van staven. We geven een enkel voorbeeld.

‘ We weten dat,~indien P voidoende klein
P P S is, de staaf alleen wordt samengedrukt.
\ Indien P echter groot genoeg is, knikt
\ ' de staaf uit : er vindt een buiging
4 . . . plaats., _ K
p W  Indien y de ultbuiging is, is de
‘ i buigingsenergie
,r
t e 2
b W= 3 EI(y") “ax. (200)
) °
. - M y )
Wat‘is‘Aéb), de arbeid der uitwendige kracht P ?

De verplaatsing'ﬁan het aangrijpingspunt is klaarbli jkelijk

£ ' ¥/ : £

: £
(ds - dx) = (%ﬁ - 1)dx = ( V1+yZ-1)dx = ¥ F'2dx 4 ..
o 0 o ' o (201)
~ De @otentiéle energie van de kracht P is dus
£
Al(lb) = P.i‘ . y'zd'x + eses ' . (202)
o ,
en het principe van de virtudle arbeid wordt
£
5 - {EI(y")? = P(y")?} ax = O, (203)
o . .
We leiden eerst de differentiaalvergelijking af. Stel
Y »Y +67, ' (204)

dan gaat (203) over in
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£

{EX(y" + 6 y")® - EIy . P(y' +6y') 2?4 Py'?) dx = o, (205)
. . 7 .

waafﬁit volgt bij verwaarlozing van de 2e orde termen

£ _
{ EIy".65" - Pyty') dx = 0, (206)
o
Nu is
£ £ 4
y'oy'dx = y! (§§ 6yldx = y'd by =
o o ) " Jo
£ £ ‘
=y'by / - y".by dx, (207)
o o
terwijl
£ £ £
EIy"éy'!dx - EIy"de' = EIy"by' / -
o o (o]
£ ‘ £ £
d ' : a. y :
- LI 1t = 1" t - " =
8y' 3% (EIy")dx = EIy 6y__ /. i (Exy")dsy
o . ' o o
4 £ £
. 4 a2 oo
= EIy"6y" / - (EIy") .5y / + 6y 3% (EIy")ax. (208)

o o ~Jo
Het principe van de virtuele arbeid

s(w - 42) - o

gaat “hier dus over in .
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v Y
2
(Ed;tf(EIy") + Py"}by dx + EIy".6y' / -
[v] : o]
£
-{él; (EIy") + Py'} by / = 0, o (209)
0

onder de veronderstelling dat geen arbeid wordt verricht anders dan door de
samendrukking. .

Aangezien (209) geldt voor alle toelaatbare 6y is de differentiaalvergelijking

2 .
et (EIy") + Py = 0, - (210)
dx? A

geIntegreerd tot -

EIy" + Py = Ax + B, (211)
met de nog nader te bepalen A en B,
£
Opdat geen energie aan de randen wordt toegevoegd moet y'5y' = 0 zijn,
4 £
(moment nul of hoekverdraaiing vast) en (E; {EIy") + Py') by'_l = 0,

o

wat ultdrukt : vef?laatsing vast voorgeéchreven of;de dwarskracht gelijk
nul, S

Er geldt nu echter niet alleen

C6(W - Aib)) = 0, | (212)
doch tevens
| | (b) : :
W= Au . (213)

Dit wordt als volgt bewezen :
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LA £ £
W= %J\ EI(y")? dx = —%PJ_ Y.y dx + %AJ‘\ y'x dx +
VMo ) o | o
e £ | 2 '
+ '}BJ\ y'"dx = s}Pj (y')? dx - 3Pyy' / +
Jo o .o
: £ £ £
+ #A xy! / - tay / + 3By / . (214)
o] [s) | o
We hebben dus
L £
| %.Jq EI(y")? dx = 4P (y') 2ax -
- Joo ‘ Jo
- -%Pylyfl'f + }Alyi - TAy, ~ 4Byy +
+ iPyoyé,+ %Ayo - %Byé . (215)
Uit de vergelijking (211} vinden we
B = EIy" + Py, , - (216)
Af+ B = EIy" + Py/é’. (217)
Met (216) en (217) wordt (215)
£ £
%\Jﬁ EI(y")’dx =_%P\JT (y*)%ax -
o] _ o)
- $ELG vy = 3y) « G - ). | - (218)

Nu is volgens de differentiaalvergelijkiné
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A= (EIy") + Py' L (219)

de dwarzkracht.
~ De stoktermen in (218) zian dus nul : als aan een eind het moment niet
.gelijk aul is, is de verdraailng het en -evenzo dwarskracht en verplaatsing.
We hebben dus .
£
EX(y")? dx
°

7
;[? (y1)? dx
A o

Dit is het quotlent van Rayleigh. Het. merkwaardlge is, dat de werkelljke P
een statlonnaire waarde heeft. We hebben

e £ . £
-6Jﬁ EI(y")zdx.Jq (y')?%ax - EI(y")* dx & Jﬁ (y')zdx
o 0 Jo ) '

. | _
P ZEN—. _ ‘
[ o)
o .

y | p

P = . (220)

¥

= —-Z—-:]—-—- 6 EI(y") 2 4x - P b (y") 2 dx\j =
(y) ax VY o |
o
1 o (B)yy | (221)
== _ {6 (W - A, )} = 0. _
ol entax
[+)

Indien we "probeerfuncties" invullen in (220) vinden we als kleinste waarde
" de laagste knikwaarde,

Rayleigh geldt ook, indien aan de rand energie wordt toegevoegd, mits deze
in rekening wordt gebracht. In het geval van de figuur




We vinden nu

W=

A(B) _
u

3

£ ,
EX(y")? ax

£

zijn de randvoorwaarden

x:O
x =4
x =0

f!
Yo =0
yp =0 |
H EIY,E =0 _
Ely! - oy} = 9

waarbij C een veerconstante is,

P(y')? dx --%c(yéj’

o

Het quotient van Rayleigh wordt nu

Voorbeelden :

1.

£

EI{y")? dax + C(y;)z

£
(y')? ax

Hier is M0 = gﬁ =¥, =
We stellen
. X
= A sin —=
7 Z

en vinden
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H

(222)

(223)

(224)

(225)

(226)

(227)



EI s:Ln_.z’f-a—’-c- (=" ax
P = =0 ‘ =2, EI (228)
Z -2 z
Ccos *EX 4x (D)
o £ d ©9,869604

De vorm (22?) is de oplossing van vergell,]k:l.ng (211) onder de voorwaarden
(226), Nu benaderen we

y = ¢{&’x - 23‘-.‘::3 + x") (229)

voldoet aan y, =y = y'é: ¥ = 0.

We viqd_en_ P = -—78- E?z = 9,8823 E?Iz- | - (230)
2. Ingeklemd : A B
Y Exact P = ll»‘_r: ?
' We nemen : .

y = cx¥x - OF (231)

We v-iﬁden
. 0,8 ET ET ' '
P = W ride 42,03 7 (232)

We nemen aan dat het traagheidsmoment
van x afhangt volgens

A
I=1I/(1-x/a)" - (233)
en voeren de berekening uit voor n = 1,
Indien we kiézen voor de uitbuigings-
£ |a vorm -
cos B -
4 Yy =y, cos 22" (234)

hebben we
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o
EI(S-f) ax
dx : anI
£

P‘l = = aﬁzo (’}"I’
EIAZ
_(dx) dx

(':E’ -1) ) . _ (235)

a

In de limiet a —~ o (g¢ylinder) wordt

P = —rgzg (236)

de exacte waarde voor de ingeklemde cylinder. Indien echter § = a wordt

EI
B o=1,73 ! | (237)

20% hoger dan de correcte waarde., Dit is het gevolg van de verkeerde

benaderingsfunctie., Terwijl (234) de eigenfunctie is van de ingeklemde
cylinder is deze functie niet voldoende analoog aan de nu gezochte functie.
We proberen daarom ‘

y = 3,01 - x*/£%) : (238)
en vinden .
EIo

E = 1,50 ;;; ’ (239)

slechts 3% hoger dan de exacte waarde., Het behoeft niet verder te worden
betoogd, dat Rayleigh's principe speciaal daar van toepassing is, waar de
exacte knikwaarde niet of zeer moeilijk kan worden gevonden door wiskundige
oplossing van de knikdifferentiaalvergeli jking.

'

'Aanfulling van de spanningsleer

We onderscheiden de lijnspanningstoestand, de vliakspanningstoestand en de
ruimtespanningstoestand.

a) 1ijnspanningstoestand : alle spanningen zijn evenwijdig aan een lijn,
de as van de spanningstoestand. Een willekeurig vlak door de as van de
spanningstoestand is spanningsvrij, d.w.z. aan de beide zijden van het

- viak ocefenen de delen geen kracht op elkaar uit,

Voorbeeld : (bij benadering) gerekte staaf.
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- 7
—] / <
-—— T/ | M-
-——— as o1 .—)
e o A A -— —-— e — — P
<— . P —
- G 4
- % . :3

We vragen wolke-épanningen bestaan in een vlakje, waarvan de normaal’ een
hoek ¢ met de as maakt, Is de doorsnede Fo, dan is het oppervliak van dit
viakje ‘

F . .
r; = coZ‘¢ . (240)
Voorts is
O =Ry 008 ¢, | ‘ : (241)
= Dy sin ¢, -
‘terwijl  pF_ = EpFw oy : o (2k2)
waaruit volgt, dat B, = P cos w; | ‘ (243)

Uit (243) en (241) volgt

p cose = $p(1 + gos 2¢), - . (244)
p sin ¢ cos¢ = ¥p(sin 2¢),

Het verband tussen ¢ en T voor de lijnspanningstoestand wordt dus gevonden
uit , -

@ - #p)%+ 2= (3p) 3 ; o ' (245)
de cirkgl van Mohr,. T
¢\ -2 @
- g
P
——

b) de vlakspanningstoestand. Nu zijn alle spanningen evenwijdig aan een
vlak : alleen de spanningen oig Iy T, zijn ongelijk nul, We bekijken
een driehoek in het vlak J y
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We bekijken het viak onder de hoek a. De
spanning is Ee

De evenwichtsvoorwaarden leveren op in de
rlchta.ng van de normaal

o dF = dx cos a dF cos a +0’y sin a dF sin a+21x sin &« dF cosa of

¢ = 0 cos?a+ o sina + 2T sin o cos a. (246)
x y Xy

In de richting .loodrecht de normaal werkt Tt .

T = -n}(csx - dy)sin 2a + Ty ©OF 20 . (247)

De cirkel van Mohr vinden we door elimineren van de hoek a., Er ontstaat

o + 0 2 G -0 2
(a--’-‘-z—l)”z:(—x-z——i) ”;y. (248)

G,+ 0, g,- 0,
2 2 |
0 =04cC08°0 +0,s8in"a = £ + > cos 2a , |
- o ‘ (249)
gy -0, )
T = = > sin 2a .

¢} In de ruimtespanningstoestand zijn geen der spanningen s dy’ GZ,

Txy’ _Ty'z" sz = O, Er zijn drie hoofdspanningen T4 Gy G 1‘;e bepalen uit
(35).

‘'Om de normaalspanning te bepalen op een vlak gegeven door de hoeken, die
de normaal maakt met de hoofdassen 0X, OY, OZ, nl., ay By ¥, gebruiken we de

vergelijking (33). Er geldt (7's zijn O)

T = 0,c08%a + 0,cos?B + O5cos?y. _ (250)
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De _totale‘spannirig p=\[o?+s? (251)

vinden we uit (23)

p?=oclcos® +0?

cos?p +ofcos?y, . (252)
met behulp van welke formule T is te bereicenen,

Om weer een betrekking te vinden tussen ¢ en T moeten we de hoeken a, By Y
elimlneren uit (250), (252) en

i

costa + cos’ﬁ + cos™y = 1, (2532)
We lossen eerst de cos. op A
\ 12 4 (0 - 0,)(0 = oy)
8% = T o, =g, (g, R
® 4+ (0 -0) -0q)
2 - .
cos’p = (o, -03)(02 -9 ) ? (254)
N 2+ (o - o, (¢ = 05,)
cosfy = (o = 0, )(gy - 02) .
(v

Uit het feit, dat de cosinussen in het quadraat positief moeten 2zijn,
kunnen we belangrlgke conclusies trekken. Om de discussies te vereemvoudigen’
nemen we aan, of liever nummeren we

[

o, <o, <g . , (255)
Dan geldt

? 4+ (0 -0,)0-0)20 (256)

P4 (0-0)(0-0) <0 (257)

? 4 (0 -0 =-0) 20 (258)

(256) is een cirkel door (g, ,0) en (g, ,0) =+ C
(257) is een cirkel door (u;,0) en (o, ,0) = C
(258) is een cirkel door (g, ,0) en (g,,0) » C
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TTe LT TR ST AT

Alle drie middelpunten liggen op de o -as, We hebben dus

i

Het (0,1) punt ligt dus buiten Q en C2 en binnen C3 s dus in het gearceerde
gebied. '
Het maximum T is gegeven door

T = =z ' (259)
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. HOOFDSTUK XII, ELASTO-KINETICA, EIGENWAARDEN, EIGENFUNCTIES

1. Inleiding

We hebben‘iﬁ hoofdstuk X het principe van Hamilton afgeleid
b L dt = 0, (1)

met L="T«1U, | _ (2)

voor onvervormbare lichamen : U is de potentiele energie van de uitwendige
krachten, Dit principe is echter veel algemener, we mogen onder U verstaan
de totale potenti€le energile van het elastisch vervormde lichaam,

Op deze wijze geinterpreteerd levert (1) de basis voor de afleiding van
de bewegingsvergelijkingen van lichamen, die tijdens of door de beweging
van vorm veranderen : bv. snaren, membranen, balken, platen, We zullen
beginnen de bewegingsvergelijkingen af te leiden, waarbij we uitgaan van

~(1). We zullen ook in sommige gevallen een meer elementaire afleiding van

- de bewegingsvergelijkingen geven.

De béweginESVergelijkingen

y
a)_de snaar
Een snaar is een élastische dfaad welke onder invloed van de spanning,
waaronder hij gerekt wordt beweglngen kan uitvoeren om een evenwichts-
stand. :
o ' We beperken ons tot klelne
w : amplituden., :
De uitbuiging is gegeven door w,
_ In de evenwichtsstand ligt de
. ds s snaar langs de x-as van O totd
L “—> De "spanning" in de snaar is S,
a 1 H Deze spanning is geen echte
i : spanning, doch een rekkracht.
i
L |

- el —_—
dx £ *

De massa van een 1engteélementje‘dx = pdx, waariny de lijndichtheid is.
We bekijken een lijnelement ds, ter plaatse x. De uitwijking is w en

s 3 s aw
de snelheid is 3t *

i u Bl_ t L]

Indlen de uitbuigingen klein zijn is u = constant, dx ~ds, dus (3)
wordt : -
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2
Tsgn (3 ax, (4)
en de totale'kinetische engrgie van de staaf is

. £ _
T =%% 2% ¥ ax. - - (5)
[+]
Door de spanning S heeft het'lijnélementje d=s een potentigle energie U;

Deze is gelijk aan de energie van de lengteverandering

U = S(ds - dx). ' (6)

Immqrﬁ wordt dx op ds gebracht, dan verricht de constante (in eerste
‘benadering) kracht S de arbeid S ds - S dx, Nu is

S —— —
s = \_’dw' + dx? = dx \ {1 +.(%£ (7)

Daar %ﬁ klein is t.o;v.'1, wordt (7) benaderd door
‘ C 0wy 2 :
ds = dX(1 + i‘ (a_) + t-o)c . . (8)
: x
Dus
e (w2
U= 138 (3) ax _ | | (9)

en de totale potentiéle éqergie wordt

£
U =48 (%-i)zdx. ' - - (10)
A .

Uit het principe van Hamilton volgt dat

R TR E‘)'z".al-z
8] at | wl GP -8GED lax=o0, (11)
t, °

‘Bierin zijn t; en t, willekeurig, Indien w(x,t) de werkelijke uitwijking
is en we varieren deze tot w + 6w(x,t), moet als nevenvoorwaarde van het
principe van Hamilton voldaan zijn aan

Sw(x,t, ) = bw(x,t,) = 0 - (12)

voor alle x,




We voeren formeel de variatie uit, Er ontstaat

t2 £ - :
ow aw
dt dx[u(a-—)b( 2 -8G5 )6( )] 0, (13)
t1 o '
. yoor alle toelaatbare variaties.
Nu is
dw d
b3t =ac ™
(14)
dw 3 :
aﬁ—ax We

Invullen van (14) in (13), gedeeltelijke integratieverwisseling en partidle
integratie levert op .

e [

‘ | ‘ , .
rf : S S S
dx [;xat 6w(t) -11%% dw(t) / } - dx %%— Ow,dt -
Yo t, | t v t,
| th ' 3y . t, £ Aa.z | (.15) ‘
at { a—"b(w)' '/-Sa-i-bw/} +f dtf‘ S-a-f-b.wdm
Jt, _ £ ' o ty ° o '
Op grond van (12) en
~ 6w(0,t) = bwle ,t) = O | (16)
wordt dit |
- At £ -
‘ ? 32w -, 3%w
- at dx{u 352~ S 3;3_}.6w(x,t) = 0, (1?7
‘ _ - v, (o

Daar dit voor willekeurige variaties ©&w(x,t} geldt, moet
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2. .. a2
i¥_pdiE., IR EL)
ax? at?

zijn, of met C? = S/p

== -2% .o, | (19)

’

| Dit is de partiele differentiaalvergelijking voor de trillende snaar.

Andere afleidingen

De 5panning S constant langs de
gehele snaar werkt langs de
raakli jn,

De compdnent van de kracht ter
plaatse & in de richting van

- aw
> ] : is dus S sina ® Sa ® S — ,
x dx x+dx £ Tx ' ' 3 x

Op het lijnelementje werkt dus
een kracht .

2 .
(s ] =) - (8 i o5 ¥ ax (20}
x 2 .
x+dx x ox

, T a2
gericht naar boven. De versnelling is L w s 2odat K = ma oplevert

att
2 2
Sa——zdx=p,a——dx. : NI
3 t2

ax

merking : deze afleiding is veel eenvoudiger dan de vorige. Het voordeel

van het gebruik van het principe van Hamilton is dat het algemeen toepas-
baar is en tot directe methoden van de variatierekening leidte.

b) het membraan

Bet membraan kan worden beschouwd als een tweedimensionale snaar, Het
wordt langs de randen 1ngeklemd.

A De spanning die in het membraanvlak
y werkt, S, is de kracht per lengte~
eenheid. ‘ .
De massa per oppervlaktegenheid isu.
We hebben




" dw,?
T = > (6t) dxdy - en (22)
pp
T = (d0 - dxdy) 5 = S dxdy. r::f(a—"‘)2+(a—‘3J?-1x
. ax dy
opp opp '
dw, 2 dw, 2
5/2 { (5;) + (3;) } dxdy. {23)
PP
Weer schrijven we op
t, t,
5J Ldt =5 (T - U) dt = O, _ (24
t, t, ’
waaruit ontstaat
az az 2
LA w o 19w , (25)
ax? ay? cC?at?
met c? = 5/% . (26)

¢) de staaf

Het verschil tussen een snaar en een staaf is, dat de snaar zich in
ongespannen toestand niet verzet tegen vormveranderingen, terwijl de staaf
dit wel doet : de staaf neeft stijfheid. De staaf kan allerlei trillingen
uitvoeren : buigingstrillingen, torsietrillingen en longitudinale trillingen.
We bekijken alleen de buigingstrillingen.

Indien de massadichtheid van de
staaf p is, het opperviak ter

plaatse x, O, de uitbuiging w,

hebben we

2

_ (Awy 2
! T = '} Pooc(at) dxe.




De potentisle buigingsenergie is

£ 2
. 2
U=4% | 5T &¥) ax.

. 2
o dx

Volgens Hamilton is dus

' 2 0x 0x
\tz .
3 3w ()
J dt dax e {EI et o PRAL

t Yo

6, p : .
2 2 2
6 |- at ax (p0 B er ¥ <o,
¢ ' X
1 V0
. Aangezien .
0wy _ 9
b (3t) P
2 2
6 Q_!==JL_6W
Ix? ax?
wordt dit
At -
. 2 2
at | axfpo X, g, g w22 o0y
at " at ax? 2
X dx
t, ]
e t, t, £
dw. 2w
dx PO 3% a(sow) = dt EI — 4 (
J N A ax?
o 1 M, o
e a aw b2
o ow - ow -
dx{poatbw/ pOatblw/} J dt
“Jo t i t 0

XII,6.

(28)

(29)

(30)

(31)
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De laatste integraal van (31) gaan we weer verder partieel integreren,
We krijgen :

r

_ | . o
J (EI -—-; ) dlsw) dt.a - (EI -—-; ) bw / -

jL
| 9z
3w
dt.a (EI — )6w/
2
Q

t,
a2 22 w
Ix ‘ ax? dx
ty 0
Steeds is dw(x,t,) = dwix,t,) = O, (33)
_Samenvattend hebben we dus
£ 2 2 | 2 ‘
- - dx (po g >+ 2 > (EI g f ) Yowix,t) -
t, at dx dx
' 2
i EI 622 v L (sT1&F® ). 5w -
ax 2x 3x? |
t, x=.£
2 2 '
BT L¥ 520 3 (g1 1 ¥y sy =0 (34)
2 .0x  0x 2
ox dx
i . x=0
Hieruit volgt, dat algemeen geldt
' 52 2 62
2 w400 o, (35)
ax? ax at?
- de differentiaalvergelijking voor de trillende staaf, terwijl aan de
randen moet worden voldaan aan
2 2 ' :
gr 4w % | -a—(EI-——)E)w:O, (36)
2 ox ox 2
dx ix

"de conditie, ‘dat aan de randen geen energle wordt toegevoegd.

Is de balk opgelegd, dan geldt aan de randen
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bw=0 § =— =20 (37)

bw=0 3 6 2.0, ~ (38)

‘Een frije rand heeft

2 ‘ 2y .
_iﬂ-!=o 4 aa—x(EIa——!-)-_—O, (39)
dx? B x?

zodat aan (36) steeds automatisch door de randvoorwaarden wordt voldaan.

" d) de plaat :
' Weer geldt hier bij constante massadichtheid u per oppervlakteeenheid

T =_§ ” (%{)’ dxdy, (40)
~Mopp '

terwijl U gegeven is door (zie hoofdstuk XI (197)

2 2 2 2 2, 2 b ’
(R Ly | p(q - ) AR L)) axdy. (1)
ax? ay? Q;zayz v

=
]
o

_ OPP
. t-2
Het probleem & J‘ (T - U) dt = 0 is wat ingewikkelder dan het‘vooraf-
t

1
gaande, doch loopt analoog. We vinden

[ [y [ ar A2 - ‘
Pw L, 0w W BIW_ (42)

ax*  daxdyz oyt Dat?
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3. De trillingévormen_

a) inleiding _

‘De trillingsvormen worden bepaald uit de vergelijkingen (19), (25), (35)
en (42)., We zoeken oplossingen van de vornm :

w(x,y;t) = W(x,y) cosuwt, o (43)

dus oplossingen die een harmonische tijdafhankelijkheid vertonen. Voor de
amplitudefuncties hebben we C

azw

" snaar : &= 4 KW =0, (44)
2 2 ' i
membraan : E—E +_2—E + kKW = 0, . (45)
ax? ay? |
‘ 2 2
staaf : 242 (1 &%) | g0 0w - o, (46)
dx 2 dx? ‘
5 § N 2
]
plaat RIS S S W-ED"’ W= 0, (47)
ax® ax‘ay? ay* :
waarin k =w/c ' (48)

het golfgetal ias.

Het probleem is de eigenwaarden te vinden, d.w.z, de waarden van k of o
in de vergelijkingen %Eﬁﬁ tot (47) voor homogene randvoorwaarden. Een
triviale oplossing is W = Q, ‘ '

b) 8e eendimensionale trilvormen

‘De oplossing van de snaarvergelijking (44) is zeer eenvoudig. De rand-
voorwaarden zijn '

W(0) = W(£) = o, | - (49)

waarmee wordt uitgedrukt dat de snaar aan de randen ingeklemd is, Een
algemene oplossing is ' ' i

W(x) = A cos kx + B.sin kx. (50)

Invullen van (49) levert ob

A=0 3 B sin kfé = 0, (51}
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Een.niét—triviale oplossing wordt alleen verkregen indien sink.f = 0, of als

nx

k=28 (a=1,2,.... (52)

Dit zijn de elgenwaarden van het probleem (44)-(49)}, De eigenfrequenties
2ijn ’

rs

w _ne
f:ET:" i , (53)

- ' | n
De eigenfuncties zijn B sin %EE .

Indien bij de staaf EI niet van x afhangt kunnen we schrijven voor (46)

——— k‘w = Q’ ’ (51'4')
dxa '
. » _ RO -2
met k* = BT 9 e A _ (55)

Om (54) op te lossen moeten we aan ieder eind twee randvoorwazrden geven, bv,

. 2
opgelegd . W = 4w 0, (56)
: dx?
ingekiemd : W =‘%¥ = 0, ‘ - {57)
2 3
vrij : 9—% = 9—¥'£ 0. (58)
- ' dx -dx

Fatuurlijk zijn ook combinaties voor de twee einden te maken. We lossen
als voorbeeld alleen het probleem ingeklemd vrlg oD.

"]

]

e

_——-; .

e

U

[ -
—

——

S
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De algemene oploséing van (54) isg

W= A sin kx + B cos kx + C sinh kx + D cosh kx, (59)
. o ' dy
Nu is voor x = 0 : W =35> = 0 of
B+ D= O, (6(‘-)
kA + kC = O,
waaruit volgt, dat W te échrijven is als
W=ALsin kx ~ sinh kx ]+ B [cos kx ~ cosh kx]. | {(51)
Vopr x=4 gelat
2 3 :
X _d¥_,, dus (62)
ax? a :
Asin k £+ sinh k& + B( cos kZ + cosh xf) = 0, (63) -
~ B(-sin X £+ sinh k2 = 0.

Alcos k£ + cosh kx4

- Deze vefgelijkingen hebben alleen‘niet-triviale 6plossingen, indien

sin k£ + sinh k £ cos k£ + cosh kj '

. = 0f=°f
cce k€ 4+ cosh k£ -8in k£ + sinh k ;

sinh’kf -~ sin’ks = cosh?kl + cos’kl + 2 cos k&cosh k£ . (&4)
Dit wordt
cos k€ cosh k€= -1, {65)
een transbendent'e vergelijking met de oplossingen -

ke = 138750000 5 kol = 4691u.. 5 kye = 7,8548... etes (66)

Voor de eigenfrequenties hebben we volgens (55)
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_ \/EI  kn '
£ = 50 * o | dus (67)

. )
¢ = \EL, (21,8750 ... (68)
) PO Zn’ez

de oneindige steaf. Een lopende golf van het type

A et e wn T A AL -

W= A sin kx (69)
heeft als golfgetal
s _ PO 2

Wordt de fasesnelheid ¢ gedefinieerd door
¢ =w/k, (71)

dan vinden we voor deze snelheid

. | B :
ez — o -g-g.\/m. (72)

De phasesnelheid is dus evenredig met de' Vo . Men spreekt van dispersie,
indien de phasesnelheid met de dispersie verandert, De staaf levert ons
het eenvoudigste voorbeeld van een dispergerend medium, Starten verschil-
lende 'golven met verschillende frequentie, dan lopen de hogere frequentie-
golven sneller dan de lagere. De verschillende frequenties komen steeds
meer uit elkaar. -

De methode van Rayleigh voor de frequentieberekening

Indien in (46) EI en O van x afhangen wordt de vergelijking zeer gecom-
pliceerd, In vele gevallen is dan een exact mathematische behandeling uite

' gesloten, We passen weer de methode van Rayleigh toe.

We gaan uit van (46)

2 . | |
—‘3—1 (61 £X ) = pow’.W = 0, (73)
dx dx

'vermenigvuldigen deze vergelijking met W en integreren over x van O tot £.

Er ontstaat -




£ . ' £
' F 2
wS— (g1 ¥ ) 4 - 2
dx? ax?

o] : o

We hebben .
;
2 2 : 2
Wi (er &%) ax - w L (e &4
° dx ? ax? dx? o

4 £
d . dw L aw d2w
0

poW2dx

X11,13.

= 0, (7’-{-)

- De eerste integraal vormen we om door partiele infegfatie.

€

d

4 div y _W
dx

(EI o dx =
dx

™ ’

2
T (% ax. (75)
dx2

o

De eerste twee termen zijn : W X dwarskracht en LU X moment aan de

dx

uiteinden., Bij natuurlijke randvoorwaarden zijn deze termen nul : bv,
df W = O &f dwarskracht = 0 enz, D.w.z. aan de randen wordt geen energie

. toegevoerd, Dus hebben we uit (75) en (74)

£ 2
BEI (Qi% dx
, o dx '
w" = - 'e ']
p0 W dx
; .

Wat betekent dit ? Indien we aannemen

- w = W(x) coswt
éﬁ dit invullen in
. . ‘
r=3 | 0 D7 ax,
° .

ontstaat T = #.0,sifut, J" pO W2 dx,
o

terwijl we voor

(76)

( 7'7)

(78)

(79)
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£

3w 2
v=4 | BEI (_T) ax vinden
ax
o
Y
aw, * S
U =3 cosfut EI (&) dx, (80)
. o dx
o
De middelwaarde over een periode van sin?wt en cosiwt is = %, dus
n £
Pz taw? pO Widx
\Jo.
(81)
NE b 2
=232 g1 (&%) ax
_dx?
) O
De vergelijking (74) drukt dus uit, dat
T = ‘.ﬁ, ) (82)

. - een vergelijking, die we natuurlijk ook direct uit physische beschouwingen
- hadden kunnen vinden,

We paésen nu Hamilton's principe toe

Aty
5 dt(T - U) = 0, of . (83)
t,
. t! 'e ) dzw 2 :
6 dt [$0?8in? ot p0 W2dx - + cos?ut EI (_'_5) ax] = 0, {84}
t, (2] o dx '
De variatieé moeten voldoen asn
bwix,t,) = bw(x,t,) = 0, (83)

voor alle x, of
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6W(x) cos wt, = 6W(x) cos wt, = O, (86)
N#e moeten dus f, en‘t2 zo kiezen dat
cos wt, = cos wt, = O, (87)

terwijl dan 6W(x) willekeurig kan worden gemaakt, We kiezen bv,

1 : ' :
vk =T (88)

€|

" E
% =3
‘vullen dit in (84) 'in, integreren en vinden

£ £
2

R .
5 EI (‘-i—E ) dx - 0?8 pO W dx = 0, (89)

2
o @x o

We bepalen nu 6w? uit (76), BEr ontstaat

! ) . ' £
' 2
2
b ? = ~ 1 pO W2dx.b ET (i-% ) dx -
dx
[ 00 wlax 1?2 ° °
o]
AL . £
2 2
- EI (9—% ) dx & p0 Wiix!} = (90)
[o] Cdx 0
, £ . £ ‘ |
1 aw -
= b EI (5= ) dx - 0®6| p0 Waxp =0,
p0 Wiax ° o °

Dus 6m2= 0, hetgeen betekent, dat de waarde van w? bepaald uit (76) een
extremum is, Het is weer een minimum. De praktische toepassing van het
principe van Rayleigh ligt weer in de mogelijkheid W te benaderen door
een eenvoudige functie met parameters, w? uit (76) te berekenen en de
parameters zo te kiezen, dat w ? een minimum wordt. We vonden op deze wijze
de grondfrequentie. Ook hogere eigenfrequenties, die relatieve minima
zijn, zijn te berekenen, doch we gaan daar niet op in.
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Voorbeeld :

We bekijken weer de ingeklemd-vrije staaf, die homogeen is. Een "oplossing"
die voldoet aan ‘

W = = 0 voor x = O,
2 3
-‘-i-—w=u_=0 voor x =4 is;
ax? ax’
W= cx2(6L% - Whx + x?), ' (91)

waarin ¢ een constante is. :

Deze oplossing is te verbeteren door verdere termen toe te voegen, die
aan de randvoorwaarden voldoen,

Met (91) wordt (76)

2
EI (9:% d
dx '
ET 1
w? = o =55 ..;7 . 12,46, (92)
pO W dx
o
- waaruit
f = \"E"IS » 51'3"2} . U‘IE,EE. ‘ (93)

De exacte coéfficiént is (1,8751)% = Vaz2,3623 .

¢) de tweedimensionale trilvormen

- De bepaling van de eigenfrequenties van een membraan komt neer op het
oplossen van .

2 2, '
Ik NN (94)
x? oyl '

met de randvoorwaarde

W =0 aan de randen. (95)
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Exacte oplossingen van het probleem (94), (95) kunnen slechts gevonden
worden voor eenvoudige vormen van het membraan. In andere gevallen maken
we -gebruik van '

oW .2 W2
{(E) +(aa—'y)}dXdY
k? = min’ QRP ' (36)
W2axdy *
Qpp

voor de grondfrequentie. De afleiding van de vergelijking (96) geschiedt
op analoge manier uit (24) met (22) en (23) als die van (90) uit (83).

De onoplosbaarheid van het randvoorwaardeprobleem voor willekeurige vormen
doet pas hier duidelijk het voordeel van de formulering (24) zien, boven
een elementaire, '

We geven enkele eenvoudige membraantrillingen.

1+ het rechthoekig meﬁbraan

Het membraan is gespannen tussen
y_T : o x =0, x=a
. y=0,y =0
b ;///’ - Een oplossing wordt gezocht van.
. de vorm
///i
a — 3 X
W= A sin px sin'qy. ' : , ' - (97)

De oplossing (97) is inderdaad een oplossing als hif‘voldoet aan (9%) of als
' ..pz - qz + kz ='0 V : (98)

en aan de randvoorwaarden (95) of

ba =nm,
gb =n=xn, : . (99)

We hebben dus p = E:E , a-= %ﬁ&
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22 2 2 2 ‘
k= ar_ ., a’n =\ 2= 4 & ’ (100)
a?  p? a?  b? _

 terwij1_de eigenfunctie (97) is

W=A ° sin BEX gy BEL | " (101)
n,m 1 b

De grondfrequentie f is gegeven door

(102)

2, het cirkelvormig membraan

We transformeren de vergelijking (9%) op pool codrdinaten

.x.

¥

T 008 @4 ' ' (103)
r sin ¢,

fl

waardoor (94) overgaat in

5
2,12, LI k- o, | (104)
dr \ r? 3l .

Voor een‘cirkelsjmmetrische trilling is

= 0, waardoor (10k) wordt
vereenvoudigd tot ' '

&l=

£ L x*W = 0. (105)

Dit ie de Besselse differentiaalvergelijking. De oplossing is

W=A Jo(kr) + B Yo(kr), met (106)
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| Y | om
I (x) = S (=1) (=) en (107)
m= '

oo m+1 . x.2m
(=1) .(E)

Io(x) = E-Elog x+C = log 2] Jo(x)‘+ f- : Y = . ¢ (m)
| = ) e (108)
met ®(m) =1 + % + % ¥ eeel/m
C = 0,5772--0

de constante van Euler.
Indien x = O blijft Jo eindig, doch Yo gaat naar oneindig als gevolg van

de term log x. Voor een gesloten membraan moeten we .dus nemen

B
W

0 of
A Jo(kr)._

(109)

De oplossing (109) voldoet aan de differentiaalvergelijking en biijft eindig
voor x =~ 0O, Hlj moet ook nog voldoen aan de eis dat W = O aan de rand r = R

‘of

Jo(kR) = 0, .(110)

De vergelijking (110) is een transcendente vergelljking voor k, De nulpunten

van J (x) len

X, = 2,b048... i,': 5,520140e i; = 8,6537... ’ (111)

waaruit volgt, dat de eigenwaarden worden gevonden uit

[}

k‘l _ 2'4048-.. ; kg = 2. 22;1--. etc; (112)

De grondfrequentie is

W

' i e : ' :
f ==—= = 1,202h % ‘ (113)

2T 2 n ™

en de bijbehorende eigentrilling is

W= aJ (2,408 £) cos wt. (114)
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- Indien we de plaatvergelijking schrijven als

oaxt : 0}?632 ay"

5 e Ab oy ,
. a LW W x*W = 0, -~ (115)

- | 2
met . k' = -}%- . ‘ (116)
geldt weer voor de grondfrequentie een minimumvergelijking, nl.

2ty Aty .
(— + — ) axdy
3x? dy? ) .

k* = min —2ER ‘o (117)

J1 W2axdy

opp

We verwachten feitelijk de meer algemene vergell jking

| 2 2y 2 2w a2 2
[ Y Yl i S L ISP P
‘ il ax? ayz 3 x? ayz Xdy

k* = min opp . . (118)

. k[ w2 gxdy

P

voor willekeurige randvoorwaarden, Leidt dit zelf ai., Aangezien

- . 2 '
xjjq { Pw 3w _ (g;g& ) } dxdy : (119)

opp 3x? ay2

te schrijven als een lijniintegraal, welke tot de variaties bij natuurlijke

‘randvoorwaarden niet bijdraagt, zijn (117) en (118) gelijkwaardig.,

Dit zien we direct door (119) te schrijven als

. L
3 2 Cowdlw Fw, 2wy, o [awolw adw ogwjl o0
_ ax 0x ay2 O X0y ‘Y 8y 8Y 3,2 02XY Y

opp * .




wat gelijk is zan

dw 3%w 9w aw dw 3?w Ay aw
1 (bx 3v? iy ﬂy) dy"(ay ax,"axayax) dx,

ﬁaarbij de integraal wordt genomen langs de begrenzingskromme.,

We gaan niet verder in op plaattrillingen,

r

XII,21,

(120)
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