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Herkansingen




TECENISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN H1.

Herkansingsexamen Theoretische Mechanica op vrijdag 23 januari 1970, 9.00-11.00 uur.

N.B. Papier slechts aan &én zijde beschrijven.

Theorievragen kort beantwoorden.

1. a) Ceef een definitie van gegeneraliseerde codrdinaten.
b} Hoeveel gegeneraliseerde codrdinaten heeft een star lichaam dat om een

vast punt kan draaien?

2. Een kegel rolt over een horizontaal vlak., Wat ig het verbvand tussen de
hoeksnelheid van de kegel en de hoeksnelheid waarmee de as van de kegel

rondloopt?

3. Een cylinder (gewicht mg) glijdt of rolt over een ruw horizontaal vlak
(wrijvingsco&fficisnt £). Waar hangt de grootte en richting van de wrij-

vingskracht W van af, en hoe is het wverband?

1. leid af, dat de kinetische energie T van een star lichaam kan worden ge-

schreven in de vorm

.9 1
T=dmve + 31 . w w.
=T Vg R At B

en interpreteer de grootheden die in deze formule wvocorkomen. Welke termen

zijn invariant ©i] draaiing van het assenkruis?

7. Als een mechanisch systeem in een toestand van stabiel evenwicht verkeert,
! wat geldt dan ten aanzien van de potentiasal van de belastingkrachten, waar-

van het bestaan mag worden aangenomen?

5. a) Hoe wordt een stoot gedefinieerd?
b, Welke grootheden veranderen tijdens een stoot- of botsingsverschijnsel en
welke niet?

c) Wat ie de botsings- of restitutiecodffici&nt?

Z.O IZ.
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Op het schriftelijk examen Theoretische Mechanica in januari 1970 was in op-
gave 3 gprake van een lift P (massa M@,.die langs verticale‘rechmeﬂu%ﬂﬁen £2
bewegen kan. Tussen de 1lift en elk van .de geleidingen werkt een .constante
wrijvingskracht W. Verder is in punt .A.zan de lift een slinger opgehangen,
besteande uit een massaloze staaf AB en -een puntmassa m in B. Het geheal

valt onder. invleoed van de zwsartekracht g.
&) Bij het maken van de opgave schreven wele kandidaten, dat de verticale
kracht door de slinger in A op de Lift uitgeocefend gelijk was asn
ug + még° cos ¢ .

Waarom is deze bewering niet juist?

b) Als W= 0, zal de 1lift dan met een versnelling g vallen?



TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN H3.

Herkansingsexamen Theoretische Mechanica, W IV, WSK IV, op zaterdag 20 juni
1976, 9.00-11.00 uur.

N.B. Papier slechts aan &&n zijde beschrijven.

Theorievragen kort beantwoorden.

a) Geef een definitie van gegeneraliseerde coordinaten.

b) Geef een definitie van virtuele verplaatsingen.

Geef met ja of neen antwoord op de volgende vragen:

a) Kunnen reactiekrachten virtuele arbeid verrichten?

b) Kunnen reactiekrachten bij de in werkelijkheid plaats vindende beweging
arbeid verrichten?

c) Is het noodzakelijk dat een belastingskracht bij alle mogelijke virtuele

| verplaatsingen arbeid verricht? '

d) Moeten reactiekrachten, als ze aanwezig zijn, bij de methode van het
vrijmaken in rekening worden gebracht?

e) Hebben in een niet-inertiaal systeem de in rekening te brengen schijn-

krachten altijd het karakter van belastingskrachten?

Leid, uitgaande van de definitie, een eenvoudige uitdrukking af voor:

a) De impuls van een star lichaam.
b) Het impulsmoment van een star lichaam ten opzichte van een willekeurig

punt.

0 | —a 1 X

Staaf AB beweegt met het uiteinde A (tweezijdige verbinding, wrijvingscoef-
ficient f]) langs de X~as en met het uiteinde B (eenzijdige verbinding,
wrijvingscoefficiént f,) langs de Y-as. Geef aan de condities waaraan N,,
W, en W, moeten voldoen voor de gevallen >0, $ =0en ¢ <O.

2,0.2. 1




De staaf AB (lengte 2%, massa m) glijdt zonder wrijving langs de assen-van
een. ‘assenkruls OXY, waarvan de X-as met -een constante heeksnelheid: w.em-de
Y-as wentelt. Voor de aangegeven hoek ¢ geldt de volgende diffexentiaalver-
gelijking:

%mﬂ.’zﬁ' + % m22w? sin ¢ cos p + mgl cos q; =0 ,

Leid uit deze vergelijking af,

a) dat kinetisch evenwicht bestaat voor
T
¢ =~ (voor alle waarden van w),

{voor alle waarden wvan w),

@ =~ arcsin(%;i:—) (mits |w| 2 \/%%—) .

N =

b) dat de stand ¢ = +-% altijd instabiel is.

2) Hoe wordt een stoot gedefinieerd?
b) Welke grootheden veranderen tijdens een stoot— of botsingsverschijnsel en
welke niet?

c) Wat is de botsings— of restitutiecoefficient?

Definieer precies de grootheden die U hierbij in het antwoord betrekt.



TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN HS.

Herkansingsexamen Theoretische Mechanica op zaterdag 30 januari 1971, 9.00-11.00 uur.

N.B. Papier slechts aan é&n zijde beschrijven.

Theorievragen kort beantwoorden.

Beschouw een conservatief systeem met twee graden van vrijheid (ql,qz).
i) Bestaat er een potentiéle energie?

ii) Geef de conditie waaruit de evenwichtsstanden kunnen worden bepaald.
iii} Geef de voorwaarden waaraan voldaan moet zijn, opdat een evenwichts-

stand stabiel is.

Beschouw twee lichamen welke tegen elkaar botsen. Welke relaties volgen uit
de gegevens:

i) de oppervlakken van de beide lichamen zijn glad,

ii)' de botsing is volkomen elastisch (A = 1),

iii) de botsing is volkomen onelastisch (A = 0).

Leid, uitgaande van de definitie, een eenvoudige uitdrukking af voor

i) De impuls van een star lichaam.

ii) Het impulsmoment van een star lichaam ten opzichte van een willekeurig
punt.

1ii) Het impulsmoment van een star lichaam ten opzichte van zijn zwaartepunt.

> %
iv) Ten opzichte van welke punten geldt de momentenstelling: M = D.

i) Kunnen reactiekrachten virtuele arbeid verrichten?

ii)} Kunnen reactiekrachten bij de in werkelijkheid plaats vindende beweging
arbeid verrichten? Zo ja, geef een voorbeeld.

iii) Wat is het essentiéle verschil tussen de methode van Lagrange en die

van het vrijmaken?

"M Wat verstaat U onder een kinetische evenwichtsstand? Geef een voorbeeld.
1i) Geef twee manieren aan, waarop U voor het door U gekozen voorbeeld de

kinetische evenwichtsstanden kunt bepalen.

2.0.2.
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Van. het. hier. geschetste systeem is. gegeven dat de plaat P alleen.in.horizon;

tale richting kan bewegen, dat de cylinder C rolt over P en dat de staaf §

in M vrij kan draaien ten opzichte van C (alleen beweging in vlak van teke~

ning). Behalve tussen C en P is er nergens wrijving.

ii)  Hoeveel graden van vrijheid heeft dit systeem? Kies de gegeneraliseerde
coordinaten,

1ii) Geef de kinematische rolcomnditie.



TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN

HY,

Herkansingsexamen Theoretische Mechanica, W IV, WSK 1V, op zaterdag 19 juni
1971, 9.00-11 .00 uur.

N.B. Papier slechts aan é&n zijde beschrijven.

Theorievragen kort beantwoorden.

a) Geef een definitie van gegeneraliseerde coordinaten.

b) Geef een definitie van virtuele verplaatsingen.

Leid, uitgaande van de definitie, een eenvoudige uitdrukking af voor:

a) de impuls van een star lichaam;
b) het impulsmoment van een star lichaam ten opzichte van zijn zwaartepunt;

¢) het impulsmoment van een star lichaam ten opzichte van een willekeurig

punt.

d) Bepaal van onderstaand stelsel, bestaande uit een massapunt P (massa m)
en een homogene staaf AB (massa M, lengte 2%), dat transleert met een

snelheid V, de impuls en de impulsmomenten om P &n om C.
m
E%a v

nc
LM

e

|

\T\

B

(h__;,.g (voorgeschreven)

P

) B 9

Langs een staaf welke met een voorgeschreven hoeksnelheid Q om de verticaal

“oteert, is een massapunt P (massa m) zonder wrijving verschuifbaar.

Z.0.Z,




a)

b)
c)
)

_ HS8.

Hoeveel graden van vrijheid heeft dit systeem?
Kies de gegeneraliseerde coordinafa)t fen).
‘Hoeveel vergelijkingen wvan Lagrange kunt U voor dit systeem opstellen?

Welke extra onbekenden krijgt U bij de methode van het vrijmaken?

Geef met ja of neen antwoord op de volgende vragen.

a)
b)
c)
d)

e)

£)

Heeft een stoot de dimensie van een kracht?

Geldt bij een stootvraagstuk altijd dat de impuls behouden blijft?

Indien een star lichaam in &&n punt gefixeerd wordt, geldt dan altijd dat
het impulsmoment van dat lichaam om dat punt behouden blijft?

Geldt bij een stootvraagstuk altijd dat de kinetische energie behouden
blijfe?

Geldt bij een stootvraagstuk altijd dat de potentiele energie béhouden
blijft?

Geldt de stelling die zegt dat het stootmoment om een punt gélijk is aan
de verandering van het impulsmoment om .dat punt, om ieder willekeurig

punt?

Geef met ja of neen antwoord op de volgende vragen.

a)
b)

¢)

d)

e)

a)
b)

c)
d)

Verrichten wrijvingskrachten altijd arbeid?

Is het impulsmoment van een translerend star lichaam om elk punt gelijk
aan nul?

Heeft de impulsvector van een star lichaam altijd dezelfde richting als
de zwaartepuntssnelheid?

Heeft de impulsmomentvector van een star lichaam altijd dezelfde richting
als de hoeksnelheid?

Geldt de momentenstelling: M = é , alleen om het zwaartepunt?

‘Hoe luidt het principe van d'Alembert?

Als de uitwendige krachten conservatief zijn, hoe luidt dan het verband
tussen de uitwendiée kracht per volume-eenheid E‘b) en de potentiele
energie per volume-eenheid u ? _

Leid uit het principe van d'Alembert het principe van Hamilton af.

Welk stelsel vergelijkingen kan uit het principe van Hamilton worden af-

geleid?




4.

TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN H9,

Herkansingsexamen/tentamen Theoretische Mechanica op zaterdag 29 januari
1972, W IV, WSK IV, 9.00~11.00 uur.

N.B. Papier slechts aan &&n zijde beschrijven.

Theorievragen kort beantwoorden.
D00 0:0:0:0:0:0+0: 0:0: 0+ 00 00+ 020202 0: 0020+ 00+ 0:0+0: 0: 0+ 0:0:0:0: 020

a) Wat zijn gegeneraliseerde coordinaten?

b) Wat zijn virtuele verplaatsingen?

Leid, wuitgaande van de definitie, een eenvoudige uitdrukking af voor

a) de impuls van een star lichaam,
b) het impulsmoment van een star lichaam ten opzichte van een willekeurig
punt,

c) het impulsmoment van een star lichaam ten opzichte van het zwaartepunt.
Beantwoord verder:

d) Heeft het impulsmoment D altijd dezelfde richting als de hoeksnelheid w?
e) Is het impulsmoment D van een translerend lichaam om elk punt gelijk aan

nul?

Een kegel rolt met hoeksnelheid @y over een vlak. Dit vlak draait met con~
stante hoeksnelheid w, om een as door de top van de kegel en loodrecht op
het vlak., Hoe moet de verhouding van de grootten van de beide hoeksnelhe-—
den worden gekozen, opdat juist een van de beschrijvenden van de kegel in

rust is?

a} Waarin onderscheiden zich belastingskrachten van reactiekrachten?

b) Welke krachten moet U in rekening brengen bij de methode van het vrij-
maken?

c) Welke krachten moet U in rekening brengen bij de methode van Lagrange?

d) Wanneer kunnen reactiekrachten arbeid verrichten?

e) Verrichten wrijvingskrachten altijd arbeid?

f) Wanneer moeten centrifugaalkrachten worden ingevoerd?




H1G

‘Herkansingsexamen/tentamen Theoretisthe Mechanica ‘op zaterdag 29 januari

1972, W IV, WSK IV.

[0+ 0+ 002 004040040000 DO B 040+ 04040+ 000+ 040+ 0+ 040400402020

a) Wat is de dimensie wan een stroot? <

ib) Geef met ja of nee antwoord op dle wolgende vragen.

Verandert :bij een stoctproces

i) de positie van het lichaani?
ii) de impuls?

1ii) het ‘impulsmoment?

iv) de kinetische energie?

¥) de potentiele energie?

‘Geef voor een conservatief systeem met -gen graad van vrijheid de voorwaar-

den voor

‘a) de evenwichtsstanden

b) -de stabiliteit van deze -evenwichtestanden.

%?% ‘Een rechthoekige homogene plaat met zij- t |
den a en b roteert met hoeksnelheid Q om

‘gen as AB langs een diagonaal van de

plaat.

Waarom treden er in de oplegpunten A en

B reactiekrachten op en ‘hoe zijn ze ge—

richt?




HI11,

TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN

Herkansingsexamen/tentamen Theoretische Mechanica op zaterdag 17 juni 1972,

9.00-11.00 uur.

N.B. Papier slechts aan &&n zijde beschrijven.

Theorievragen kort beantwoorden.
OO OO OO OO~ OO~ O OO OO ONONOMONOR OO OO OO OO OO O OO OO0
a) Geef een definitie van gegeneraliseerde codrdinaten.

b) Geef een definitie van virtuele verplaatsingen.

Geef aan of de volgende uitspraken waar of niet waar zijn (kort argumenteren).

a) Een gegeneraliseerde kracht heeft altijd de dimensie van een kracht.

b) Het impulsmoment van een translerend star lichaam is om ieder punt gelijk
aan nul,

c) Zowel belastingskrachten als reactiekrachten kunnen bij virtuele verplaat-
singen arbeid verrichten.

d) De vergelijkingen van Lagrange gelden alleen voor holonome systemen,

e) De resulterende centrifugaalkracht grijpt altijd in het zwaartepunt aan.

a) Geef de definitie van een stoot.

b) Wat is de dimensie van een stoot?

c) Welke grootheden veranderen tijdens een stoot- of botsingsproces en welke
niet?

d) Als een lichaam gefixeerd wordt in een punt met snelheid ongelijk aan nul,
neemt de kinetische energie dan altijd af?

e) Bij een botsing tussen twee lichamen geldt de volgende relatie

V]‘V2=-A(VI"'V2).

Geef volledige definities van de in bovenstaande vergelijking voorkomende

grootheden.

Leid, uitgaande van de definitie, een eenvoudige uitdrukking af voor

a) de impuls van een star lichaam.
b) Het impulsmoment van een star lichaam t.o.v. een willekeurig vast punt.

c) Bewijs dat om een willekeurig vast punt geldt ﬁ.-‘g.

Zie. blz, 2




-2 - Hi1Z2,

Herkansingsexamen/tentamen Theoretische Mechanica op zaterdag 17/ juni 1972.
OO~ O~ OO0~ OO~ O~ OO0~ QOO OO~ G OO~ O O O O OA O O~ OO~ OO

Langs een hoepel die star bevestigd is aan een staaf, die met voorgeschreven
hoeksnelheid w om een verticale as roteert, kan een massapunt P (massa m)

zonder wrijving bewegen.

1A W (voor geschreven)

Gevraagd wordt:

a) Hoeveel graden van vrijheid heeft dit systeem?

b) Kies de gegeneraliseerde coordina(a)t(en).

¢) Mag op dit systeem de methode van Lagrange worden toegepast?

d) Welke extra onbekenden krijgt U bij de methode van het vrijmaken?

e) Geef twee methoden aan waarmee U de kinetische evenwichtsstanden van dit
systeem kuﬁt bepalen.

(Definieer nauwkeurig de door U gebruikte grootheden.)

Zie blz, 3



H13.

Herkansingsexamen/tentamen Theoretische Mechanica op zaterdag 17 juni 1972,
O OO~ OO OO~ OO~ OO O~OO OO OO OO OO O s~ OO O OO OO0

Beschouw twee vlakke lichamen I en II met snelheden resp. v, en v, (in vlak),

1
hoeksnelheden resp. W, en w, (1 vlak), massa's resp. m; en m,, traagheids~
momenten t.o.v. Zwp. | en Zwp., 2 resp. Jl en J2 (1 vlak).

Bepaal:

a) Het zwaartepunt van het totale stelsel.
b) Het traagheidsmoment J (L vlak) om dit zwaartepunt.

c) Het impulsmoment D (1 vlak) om dit zwaartepunt.

Beschouw een cirkelvormige homogene buis (massa M, straal R) met te verwaar-
lozen diameter die zonder wrijving kan glijden langs een horizontale as. In
de buis bevindt zich een homogene ketting (lengte %, massadichtheid p) die
zonder wrijving kan glijden in de buis. De versnelling van de zwaartekracht
is g.

Beantwoord kort geargumenteerd de Golgende vragen!

Geldt voor het hele systeem:

a) T + U = constant?
b) De impuls in horizontale richting is constant?

c) De impuls in verticale richting is constant?

|

ketting : p, ¥4

buis: M




TECHNISCHE HOGESCHOQL. EINDHOVEN

Hi4,

Herkansingsexamen/tentamen Theoretische Mechanica op zaterdag 27 januari 1973,

9.,00-11.00 uur.
N.B. Papier slechts aan €&n zijde beschrijven.

ATOFATALAT AL A+ AL AL AT AT AL AL AL AL AT O HAR AT APALATAAAMAAAYA P AL AL ALAL AL ALALAPALALA

a) Geef een definitie van gegeneraliseerde coordinaten.
b) Beschouw een stelsel starre lichamen. Geef het verband tussen het. aantal
lichamen (n), het aantal bewegingsbeperkingen (p) en het aantal gegenera-—

liseerde coordinaten (m).

. Beschouw een starre halter bestaande uit een massaloze staaf, lengte £, met
aan elk uiteinde een massapunt (ml,mz). Dit stelsel kan bewegen in- een plat

vlak. De massapunten m; en m, hebben een snelheid v, resp. v, welke een hoek

l

a; resp. a, met de staaf maakt.

1

Y

a) Tengevolge van het star zijn van het lichaam bestaat er een verband tus-—

-

sen v, en 32. Hoe luidt dit verband?

b) Bepaai het zwaartepunt van het systeem.

c) Bepaal de snelheid van het zwaartepunt.

d) Bepaal de hoeksnelheid van de halter.

e) Bepaal de impulsvector.

f) Bepaal het impulsmcment om het zwaartepunt.

g) Bepaal de kinetische energie.




-2 -
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Herkansingsexamen/tentamen Theoretische Mechanica op zaterdag 27 januari 1973.

AtATATALAAALAPAAALAAAMALAPAAAPALALALALAMALAPALA AL AL AL AP ALALALALACATALALASA

K
h " e

A B A
V22l

Gegeven een rechthoekig blok, breedte-b, hoogte h, dat staat op een ruw ho-
rizontaal vlak, wrijvingscoefficient f. Het blok wordt belast door een wil-
lekeurige kracht en/of moment en kan: bewegen in het vlak van tekening.

Geef de condities, uitgedrukt in de reactiegrootheden van de vloer op het
blok, waaronder het blok:

a) in rust blijfe,

b) loslaat van de vloer,

c) gaat glijden, maar volledip in contact blijft met de vloer,

d) gaat kantelen om A, waarbij A in rust blijft.

Geef met ja of neen antwoord op de volgende vragen:

a) Is de impuls van een star lichaam altijd gelijk aan zijn massa vermenig-
vuldigd met de snelheid van zijn zwaartepunt?

b} Is de plaats van het zwaartepunt in een lichaam afhankelijk van de keuze
van het assenstelsel?

¢} Is de som van de kinetische en de potentiéle energie altijd constant?

d) Moeten bij de methode van. Lagrange-de reactiekrachten in rekening worden
gebracht?

e) Is het massatraagheidsmoment om-een centrale hoofdtraagheidsas altijd

kleiner dan dat om een andere met. bedoelde: centrale as evenwijdige rechte?

Zie blz. 3




_%3 -
H16,

Herkansingsexamen/tentamen Theoretische Mechanica op zaterdag 27 januari 1973.

APALAIA+AFALALALALAPALALATATALALALALALAALAMALAHOTATA+ALALALAGALAMALALAARA

a) Geef de definitie van een stoot.

Wanneer blijft bij. een stoot- of botsingsverschijnsel
b) de impuls,

¢} het impulsmoment om een willekeurig punt A,

d) de kinetische energie en

e) de potentiéle energie

behouden.

Beschouw het volgende krachtenveld

x=-l_x-Ys
k =-1-x-

y ¥
kz=0,

(kx, ky, kz zijn de componenten van K t.o.v. een rechthoekig assenstelsel

O=yz).

a) Toon aan dat dit krachtenveld conservatief is.’

b) Bewijs dat dit krachtenveld de volgende potentiéle energie heeft

U=x+y+ }x2+ §y2 + xy + constante.

Beschouw een massapunf dat in het xy-vlak kan bewegen langs een cirkel met
straal R, onder invloed van bovenstaand krachtenveld.

¢) Druk de potentiéle energie U uit in de hoek g (zie figuur).

1) Bewijs dat dit systeem twee evenwichtsstanden heeft voor R < Q/f en vier

voor R > }v2.




TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN 17,

Herkansingsexamen/tentamen Theoretische Mechanica op zaterdag 16 juni 1973,
9.00 - 11,00 uur.

N.B. Papier slechts aan &&n zijde beschrijven.

ATALARATATATALATALALALALACALAGALA+ATALALALALALATALALALALAPALALATALALALA

i) Geef een definitie van gegeneraliseerde coordinaten.
ii) Beschouw een stelsel starre lichamen. Geef het verband tussen het aantal
lichamen (n), het aantal bewegingsbeperkingen (p) en het aantal gegene-

raliseerde coordinaten (m).

Een ring, straal R, roteert met een hoeksnelheid & om een as door zijn middel~
punt Oenloodrecht op zijnvlak. Aan de binnenkant van de ring rolt een schijfje,
straal r en middelpunt o, ten opzichte van de ring. De hoeksnelheid van het
schijfje is ¥ en de hoeksnelheid van de verbindingslijn Oo is ¢.

Geef het verband tussen 8, § en ¢ dat volgt uit het gegeven dat het schijfje

‘rolt over de ring.

Gegeven een krachtenveld k.
i) Aan welke conditie moet k voldoen, opdat het krachtenveld conservatief is?
ii) Geef, voor het gewal aan bovenstaande conditie voldaan is, het verband

tussen k en de potentiéle energiedichtheid u.

Zie blz, 2.
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Herkansingsexamen/tentamen Theoretische Mechanica op zaterdag 16 juni 1973.
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i) Hoe luidt het principe van de virtuele arbeid?
ii) Hoe luidt het principe van d"Alembert?
iii) Leid voor een vrij massapunt .uit ‘het principe van de virtuele arbeid
‘de eerste wet van Newton .af, en
iv) uit het princiﬁe van d'Alembert .de tweede wet van Newton.
v) Leid, voor een vrij lichaam, uit het principe van d'Alembert de zwaarte-

punts- en de momentenstelling af.

— karretje

Een karretje, waarop onder een hoek o een open, gladde buis is bevestigd,
kan zonder wrijving glijden langs een horizontale rechte L. In de buis be-
vindt zich een massapunt m., Beschouw de beweging van karretje en massapunt
waarbij m zich nog in de buis bevindt.

Blijft hierbij behouden: '

i) De impuls van het totale systeem in horizontale richting?

ii) Idem in verticale richting?

iii) De impuls van het karretje in horizontale richting?

iv) De impuls van het massapunt in verticale richting?

v) De som van de potentiéle en kinetische energie van het massapunt?

vi) Idem van de kar?

vii) Idem van het totale systeem?

Zie blz. 3.
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Herkansingsexamen/tentamen Theoretische Mechanica op zaterdag 16 juni 1973.
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Beschouw twee lichamen die tegen elkaar botsen.

Welke relaties volgen uit de gegevens:

i) De oppervlakken van de beide lichamen zijn glad.
ii) De botsing is volkomen elastisch (x = 1),

iii) De botsing is volkomen onelastisch (A = 0).

Beantwoord de volgende vragen met ja of neen.

i) Kunnen reactiekrachten virtuele arbeid verrichten?

ii) Is in een kinetische evenwichtsstand de potentiéle energie van de be-
lastingskrachten, waarvan het bestaan mag worden aangenomen, stationair?

iii) Valt het aangrijpingspunt van de resulterende centrifugaalkracht altijd
samen met het zwaartepunt?

iv) Geldt de momentenstelling M = D alleen ten opzichte van een vast punt?

v) Blijft bij een botsing altijd de totale impuls behouden?

vi) Heeft het impulsmoment ten opzichte van het zwaartepunt altijd dezelfde
richting als de hoeksnelheid?

vii) 1Is het passatraagheidsmoment om een centrale hoofdtraagheidsas altijd
kleiner dan dat om een andere met bedoelde centrale as evenwijdige as?

viii) Blijft bij een stootproces altijd de potentiele energie behouden?

ix) Blijft bij een stootproces altijd de kinetische energie behouden?

x) Is het impulsmoment van een translerend star lichasm om ieder punt ge-

1ijk aan nul?




TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN H20,

Herkansingsexamen/tentamen Theoretische Mechanica op zaterdag 26 januari

N.B. Papier slechts aan &én zijde beschrijven,
Telle[JeeJeleNeOeTdeOee[1eOe0Ce0eUeteed A at]edeee e JeCedeJe0e o eJe 0o ]

l. a) Geef een definitie van gegeneraliseerde codrdinaten.
b) Beschouw een stelsel starre lichamen. Geef het verband tussen het aantal
lichamen (n), het aantal bewegingsbeperkingen (p) en het aantal gegene-

raliseerde coordinaten {(m).

2. Een muis loopt in een verticaal cirelvormig rad dat kan draaien om zijn vas-

te middelpunt M. De versnelling van de zwaartekracht is g,

a) De kracht K die de muis op het rad uitoefent is gegeven.

Beantwoord de volgende vragen:

1) Hoeveel graden van vrijheid heeft dit systeem?
2) Geef de gegeneraliseerde coordina:(a)t(en).

3) Bepaal de gegeneraliseerde kracht (en).

4) Is K een reactie- of een belastingskracht?

5) Geldt T + U = constant?

b) De snelheid van de muis ten opzichte van het rad is gegeven (K is nu on-
bekend).

Beantwoord weer de vragen 1 t/m 5.

Zie blz, 2,



-2 - HZ1.,

Herkansingsexamen/tentamen Theoretische Mechanica op zaterdag 26 januari.
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3. Twee staven met lengte en massa ﬁi, m, respectievelijk 22, m, zijn scharnie~
rend verbonden. Staaf | is scharnierend verbonden met het vaste punt A. De

staven bewegen vrij in een horizontaal vlak.

my, 4,
)
m,, 4,
P

A
a) Bepaal het impulsmoment t.o.v. A.

b) Is dit impulsmoment constant? (Argumenteer Uw antwoord,)

4. Een cylinder (gewicht mg) glijdt of rolt over een ruw horizontaal vlak (wrij-
vingscoéfficiént f), Waar hangt de grootte en richting van de wrijvingskracht
W van af en hoe is het verband?

5. Een staaf AB met massa m en lengte 2 beweegt in de ruimte met snelheid van
= v ksnelheid w = (w ,w ,w ).
het zwaartepunt v (vx’vy' z) en hoeksnelheid w = ( 'Yy z)

Het uiteinde Bvan de staaf wordt gefixeerd.

Gevraagd:

a) Hoeveel onbekenden heeft dit probleem?
g b) Welke vergelijkingen hebt U nodig om deze ombekenden te bepalen?
:) Geldt Ap = 0?
= ?
d) Gelde D, . = 0?
e) Geldt AQB = 0? Argumenteer c¢), d) en e). Zie blz. 3.
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Gegeven is een conservatlef steem gg twge graden van..vrijheid: x-en ¢.
L g CEHAERE

Voor de potentlele energle_geldt

Gevraagd:

a) Bepaal de evenw1chtsstanden.

o

b) Bepaal de Stabllltelt van deze and en.

I L F L A

Beantwoord de volgende yr@gen,petwiangﬁgge (kort .argumenteren).

a) Heeft een gegenerallseerde kracht altljd de dimensie van een kracht?

b) Geldt M ‘; alleen om een vast punt?

JE T

c) Moeten reactlekrachten 1n rekenlngqmgﬁggnxgebracht bij wvrijmaken?

d) Gaat bij botSLng van twee vrlje l'chﬁﬁgn altle energie verloren?

e) Is bij een klnetlsche‘ > _potentiele energie van de belas-

thngskrachten m1n1maa17

i



TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN H23,

Herkansingsexamen/tentamen Theoretische Mechanica op zaterdag 15 juni 1974,
9.00 - 11.00 uur,

N.B. Papier slechts aan £&n zijde beschrijven.

THTHTH T TH T T TY T THTH T TH T TH T T TH T TH T TH T TH T4 TH A TH TH T TH T4 T4 THT 4 THT

a)

b)

Geef een definitie van gegeneraliseerde coordinaten.

Beschouw een stelsel starre lichamen., Geef het verband tussen het aantal
lichamen (n), het aantal bewegingsbeperkingen (p) en het aantal gegene-

raliseerde coordinaten (m),

De vrije lengte AB van een slinger, bestaande uit een volkomen buigzaam

niet rekbaar koord en een massa m, kan variéren door aan het uiteinde C te

trekken, zoals in de figuur, De versnelling van de zwaartekracht is 2.

a)

b)

ls

Ix<1

B
m

De kracht K waarmee in C aan de slinger getrokken wordt is gegeven,
Beantwoord de volgende vragen:

1) Hoeveel graden van vrijheid heeft dit systeem?

2) Geef de gegeneraliseerde coordina(a)t(en).

3) Bepaal de gegeneraliseerde kracht(en).

4) Is K een reactie of belastingskracht?

5) Geldt T+ U = constant?

De lengte van AB is gegeven (BB = 2(t)) en K is nu onbekend,

Beantwoord weer de vragen 1) t/m 5).

Zie blz, 2.
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Herkansingsexamen/tentamen Theoretische Mechanica op zaterdag 15 juni 1974,
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Twee homogene staven AC en BC (lengte £, massa m) kunnen in A en B zonder

wrijving glijden langs een borizontale geleiding a. In C zijn de staven

door een wrijvingsloosscharnier verbonden., De staven bevinden zich oor-

spronkelijk in horizontale stand, Op =zeker moment beginnen de staven te

bewegen onder imnvlced van de zwaartekracht (versmelling g).

Gevraagd wordt (kort toelichten):

a)
b)
c)
d)
e)
£)

g)
h)

verandert de impuls van AC in horizontale richting?

verandert de impuls van het hele systeem in horizontale richting?
Verandert de impuls van AC in vertikale richting?

Verandert de impuls van het hele systeem in vertikale richting?
Verandert het impulsmoment van AC t.o.v. zijn zwaartepunt?

Verandert het impulsmoment van het hele systeem t,o0.v. het zwaartepunt
van het hele systeem?

Verandert het impulsmoment van het hele systeem t.o.,v, C'?

Verandert de potentiele energie van het heles systeem?

Zie blz. 3.
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Herkansingsexamen/tentamen Theoretische Mechanica op zaterdag 15 juni 1974,

THTETYTHTA T T T T T TH T THTHTHTATHTHTHTHTH T TATET T TITHTI T T THTHTHTHTT

Beantwoord kort geargumenteerd de volgende vragen:

a)
b)
c)
d)
e)
£)
g)
h)

i)

i)

Grijpt de resulterende centrifugaalkracht steeds in het zwaartepunt aan?
Gaat bij een botsing van twee vrije lichamen steeds energie verloren?

Is het impulsmomént van een translerend star lichaam om ieder punt gelijk
aan nul?

Kunnen zowel belastingskrachten als reactiekrachten bij virtuele ver-
plaatsingen arbeid verrichten?

Heeft een gegeneraliseerde kracht altijd de dimensie van een kracht?
Verrichten wrijvingskrachten altijd arbeid?

Heeft de impulsvector van een star lichaam altijd dezelfde richting als
de zwaartepuntssnelheid?

Zijn de snelheden in de kinematische relatie V., -V, = =A(v

1 2
heden van de zwaartepunten van de botsende lichamen?

1 —vz) de snel-
Volgt uit het gegeven dat de oppervlakken van twee botsende lichamen
glad zijn dat de stoot loodrecht op het oppervlak staat?

Volgt uit het gegeven dat de oppervlakken van twee botsende lichamen vol-

komen ruw zijn dat de stoot in het gemeenschappelijk raakvlak ligt?

Aan het voetstuk van een stilstaande globe geeft men plotseling een hoek-

snelheid . Bereken de hoeksnelheid w die de bol daardoor krijgt ten op-

zichte van het voetstuk, Verifieer of Uw uitkomst overeenstemt met hetgeen

T
U verwacht voor ¢« = 0 en a = 5

Zie blz. 4.
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Herkansingsexamen/tentamen Theoretische Mechanica op .zaterdag 15 juni 1974.

THTCTITTHTETITIT T TSI TY TV THTHTH TV T F T AT T THTY T T T T T TH TH T TH T T THT

Een staaf AB (lengte 2%, massa -m);glijdt zonder wrijving langs de .assen van

een assenkruis 0XY, waarvan:de Xmas:zmetr-constante hoeksnelheid w om de ¥-as

wentelt,
Y

6l

.Zet ‘het 0XY~stelsel stil:en bereken:

a) de centrifugaalkracht
b) de centrifugaalpotentiaal

c) het aangrijpingspunt van de centrifugaalkracht,

-Px,y)

ﬁ.\nm

.M y 2L "‘-MI X

Een halter bestaande uit een massaloze staaf, lengte 2%, met in zijn beide

eindpunten een massa M, oefent op een-massapunt P, massa m, een kracht uit

mmn, I
volgens de gravitatiewet van Newton (K = - L et ;)-
r

Bereken:

Zie blz, 5.
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Herkansingsexamen/tentamen Theoretische Mechanica op zaterdag 15 juni 1974,
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i) de potentiaal van de gravitatie in P,
ii) de kracht die door de halter opm wordt uitgeoefend,
Beantwoord met een korte motiverimg de volgende vraag:

iii) Valt de werklijn van de kracht op P langs OP (0 is het middelpunt van
de staaf)?




Vraagstukken




1. Een materieel punt P wordt door een vast punt O zangetrokken met een kracht
mpr (p > 0), waarin r de afstand tot O is. In een punt A, waar r = a
(a > 0) is, wordt P met een snelheid O losgelaten.
Bepaal de perioden van de slingeringen om A en de snelheid, waarmede O tel-
kens gepasseerd wordt. Welke is de dimensie van p 7

Hint: Gebruik K = ma.

Antwoord:
(0] = [+7"] =2 £ = tpa .

H 0

2. Dezelfde vragen als 1. met dit verschil, dat P in A een langs OA vallende
beginsnelheid s heeft, positief gerekend van O af.
Bepaal ock de amplitudo,

Antwoord:
T = -2}11 :E'n =+ \ p2a2 +v§ smplitudo = Jp- V l.lza. +v§ .

5. Een materieel punt P wordt door een vast punt O aangetrokken met een kracht

E% (k> 0), wearin r de afstand tot O is. In een punt A, waar v = a (a > 0)
- \

is, wordt P met een snelheid O losgelaten.

Op welk tijdstip en met welke snelheid komt P in 0?7 Welke is de dimensie van p?

Antwoord:
e [p3:72 s o _\fA\p=-x . Ba\/a
[k] = [£7¢77] oo =Va VT 5 t=FVo -

4. Len materieel punt P heeft op het tijdstip t = O een snelheid Vg Het is
onderworpen aan een luchtweerstand evenredig aan de snelheid v, die bij een
snelheid 1 gelijk is aan mk.

Onderzoek de beweging van P. Welke is de dimensie van k?

Antwoord:
- vO -kt
[k] = [+7'] Cox= 1o

5. Dezelfde vraag als 4., mear met een luchtweerstand mkvz.

‘ntwoord:

[k] = [£7'] x = L en(er t+1) .

- wergmas)



6. Dezelfde vraag als 4., maar met een 1unh¢weer$mand.mkfﬁ. Na hoeveel tijd en-

waar komt P in rust?

Antwoord:
2
- 3 . . 2 .
(k] = [ﬁit i.] 12kx = BVOU}O --(Evam-kt) in rust t = —ngvln,x = §E-V§

T. Ilen laat een materieel7punt P valien met een beginsnelheid O. Behalve de
zwaartekracht werkt op P een luchiweerstand. mkv.

Onderzoek de beweging van P.

Antwoord:

o Ek g
= kz(e 1) + n t .

8. Op een schip dat met maximale snelheid V wvaart, zet men de voortstuwings-
machines op volle kracht achieruit.
Gegeven is, dat de weerstand die het schip ondervindt evenredig is met het
kwadraat van de snelheid en dat de versnelling, déie de maximum stuwkracht
aan het vrije schip zou geven, gelijk is aan a.
Gevraagd wordt de tijd waarin en de afstand waarover het schip bij bovenbe-

doelde manoeuvre tot stilstand komt.

Antwoord:
w 72
t = e ; afgelegde weg: o log 2 .

3. Een ballon waarvan de totale massa (inclu-
sief die van de mand, uitrusting e.d.) M
bedraagt, daalt verticaal met een versnel-
ling f.

1 M Hoeveel massa moet afgeworpen worden om te
f bewerkstelligen dat de bhallon zal stijgen
met een versnelling 7
Antwoord :
AN = M f%fg .

10. Een materieel punt P wordt door een vast punt O aangetrokken met een kracht

my r, waarin r zijn afstand tot C is. Bij zijn beweging ondervindt P een



3

constante wrijving mW. Het materiéle punt wordt met een snelheid O losgelaten

in een punt A op een afstand a = ﬂ‘-ﬂz van 0.
2p
Na hoeveel heen- en weergaan en wasar komt P in rust?

Antwoord:
Na 11 maal, r= 1-2- .
2y

11.

T

Een puntimassa P (massa m) kan ’bewegen over een horizontaal vlak V en is ver-
bonden met een uiteinde van een massaloze veer (stijfheid ¢), De beweging
van P over V gaat gepaard met een droge wrijvingskracht W. Voor t <0 is het
systeem in rust, Voor t = O wordt het vrije uiteinde van de veer hewogen met
een constante snelheid u over V.

Gevraagd wordt de beweging van P te berekenen.

Antwoord:

O=st<— : x=0

. W W
t = — x=-%sm[m(t-a€)]+u(t-l—la-) .

12. Een materieel punt P ondervindt van de x-as van een rechthoekig assenkruis
een aantrekking mpzr, waarin r de afstand tot de x-as is, Ten tijde t = O
bevindt P zich in het punt (0,a) van de y-as (a > 0) en heeft het een snel-
i heid v (v“o > 0) in de richting van de positieve x-as.
! Welke baan beschrijft P?

Antwoord:

x=v0t Yy =4acos ut .

7 EHen materieel punt P is onderworpen aan een centrale gantrekking m_% (aentrek-
‘ r
ingskracht van Newton). Op het tijdstip t = 0 is P in A op een afstand a

(2 > 0) van het centrum C met een loodrecht op CA staande snelheid v, = \/2—;{- .
Op welk tijdstip en in welk punt is r mangegroeid tot 2a en welke snelheid

heeft P dan?




14.

15.

16,

Antwoord:

v
e\ _ Yo o
t=EVE M T

Een materieel punt P kan zich san de buitenkent: bewegen langs een cirkel.
(straal r) in een verticaal vlak,. onder de invloed van. de zwaartekracht;

P kan de cirkel (b.v. een naar de: buitenkant: open cirkelvormige gladde goot)
naar de buitenkant verlaten. Het materi€le punt P bevindt zich in het hoogste
punt van de cirkel in labiel evenwicht. Men geeft P een kleine, (te verwaar-
lozen) beginsnelheid. Waar verisat: P de cirkel en. waar treft P het horizon-
tale vlak, dat zich op een afstand 10r onder het lamgste punt van de cirkel

bevindt?

Antwoord:

@ = bg cos % X = g%.rﬂé .

Het materiéle punt P van 14. bewindt: zich: in: het: hoogste punt van de cirkel.
ilen geeft aan P een 2o grote beginsnelheid: v, langs de:rasklijn aan de cirked,
dat P onmiddellijk de cirkel verlaat. Hoe groot moet daartce vy minstens zijn?
Als Y, de kleinste waarde heeft, waarvoor de ecirkel direct wordt verlaten,

waar en op welk tijdstip treft P dan het horizontale vliak door het middelpunt

0 van de cirkel?

Antwoord:

vV = {E;‘ X = r{é .

0

Een puntmassa kan zonder wrijving bewegen langs de buitenzijde van een vaste
vlakke gekromde rail in het horizontale Oxy-vlak. De buitenzijde van de rail



17.

e

dp, waarbij r de lengte is van de

is gegeven door de vergelijking r = Re
plaatsvector van een punt san de buitenzijde van de rail gemeten vanuit O
en ¢ de hoek tussen de positieve y-richting en de plaatsvector. De punt-
massa is door middel van een lineaire massaloze wveer verbonden met de oor-
sprong 0. De veercdnstante is ¢ en de lengte van de ongespannen veer nul,
De massa wordt op een bepaald tijdstip zonder beginsnelheid losgelaten in
het punt (O,R).

Bepaal de hoek ¢ waérop het massapunt loskomt van de rail.

Hint: Vrijmaken plus T+U = constant.

Antwoord:

¢ =%log2.

G

Een puntmassa (massa m) ken zonder wrijving glijden langs de buitenkant van
een goot G. Deze goot heeft de vorm van een vlékks spiraal waarvan de verge-
1lijking ten opzichte van het polaire assenkruis r, ¢ (met een gegeven punt

0 als oorsprong en een gegeven lijn OP als poolas) luidt r = ug, waarin B
een positieve constante voorstelt. Het massapunt is met O verbonden door een
massaloze veer (stijfheid ¢, ongespannen veerlengte £y = 0). De zwaartekracht
wordt niet in rekening gebracht. Op een bepaald tijdstip bevindt het punt
zich in ¢ = 1 zonder snelheid.

Bewijs dat het punt gedurende de volgende beweéging losraakt van de goot in
het punt

p = V5({5-1) .




18.

15.

20.

De gladde buis AB heeft de vorm van :gen cirkelboog (Straal r); deze ligt in

een verticaal vlask, De middelpuntshoek is 300°. De middellijn door A is ho-

ri_‘zontaal,- terwijl B hoger ligt dan A. Men laet een materieel punt P met een
beginsnelheid O los in een punt, dat op.een hoogie h verticaal boven A ligt.
Daardoor valt P in de buis en -.doomlm_jp.t_d;e_z_,e geheel. In B verlaat P weer de

buis;y d.a&irbij komt P juist in A, waardoor P weer in de buis terecht komt.

Hoe groot moet h daartoe =zijn?

Antwoord:

h=%r\[5 .

a) Ben aan de zwaartekracht onderworpen materieel punt P kan zich bewegen
langs de in een verticaal vlak gelegen kromme ABC. Het deel AB der kromme
is een cirkelboog (straal r, middelpunt M); B is het laagste punt van de
cirkel en hoek AMB = 60°. Het deel BC der kromme is een paraboolbeoog; B
is de top van de parsbool en de as van de parabool valt langs de rechte
LB. Het punt ¢ ligt 3 r onder het horizontale vlaek door B en r rechts van
de verticaal door B, terwijl A links wven die verticeal ligt. In A wordt P
met een beginsnelheid losgelaten. Bepasl de beweging langs de parabool-
boog in horizontale richting {(dus de beweging van de projectie van P op
het horizontale vlak door B). Bepaal de duur van de parabolische bewe-

ging, Schrijf de duur van de cirkelbeweging als bepaalde integraal.

b) Bepaal de druk in de verschillende punten van de parabool door deze krom-
me op P uitgeoefend.

Antwoord:

a) eenparige beweging; duur parabolische beweging t = \/g 3
n/3

duur cirkelbeweging t = \}— f"‘"‘“ﬂ"‘"’”‘ j
€ 5 ‘J2 cos ¢ -

b) nul.

Twee massa's m, en o, verbonden door een massaloos en niet-rekbaar koord
ter lengte b, worden met de hand rondgedragid en plotseling losgelaten, zo-
danig dat op het moment van loslaten de massa =, in rust is en de massa m,
een snelheid v, heeft. De zwaartekrachtsversnelling is gelijk san g.

Gevraagd wordt de trekkracht in het koord na het loslaten.
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23.

Te

Antwoord:

mmv
12

S = im1-+m o °

o N

n

sen één-massa-veersysteem voorzien van een vlceistofdemper, trilt met sen

periode T = % sec. In 10 volledige cycli neemt de verplaatsingsamplitude af

van x, = 2 cm tot x;1 = 1 cm. Gevraagd wordt de dempingsco8ffici®nt k, in-
. . ca s 2 2 a1

dien nog gegeven is dat de massa gelijk is aan E-kg gec cm ,

Antwoord:

k = 0,565 x 10" kg sec cm™ | .

Hoever daalt de resocnantiefrequentie van een gedempt &én-massa-veersysteem
met dempingsco&fficiént k =-%kkritisch in verhouding tot de resonantiefre-

quentie fo van het ongedempte systeem?
Antwoord:

f=0,86f .
[¢]

Drie puntmassa's onderling verbonden door lineaire veren zoals in de figuur
is aangegeven, kunnen zonder wrijving langs een horizontale 1lijn bewegen.
De massal's A en C zijn elk m, de massa van B is M. De veerconstanten zijn
elk gelijk aan c.

Bereken de eigenfrequenties wvan dit systeem.

Antwoord:
= \[E = \/e 2 -
M=Nm Ay wtuw X0 -
¥ - Gegeven is een rechthoekig in rust
zijnd assenkruis (0,x,y) en een rech-
te £ weaarlangs een massapunt P met
P massa m zonder wrijving kan glijden.
De rechte ¢ wentelt in het vlak van
'Y de hoek ¢, die £ insluit met de po-
3 X sitieve x-as, wordt gegeven door
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26.

-—
e

¢ = 2(arctan et) -z x

2 -
eenheidsvector in de richting van de positieve x-as is. De zwaartekracht

Verder werkt op: P deé kracht X = - mx'é’x, waarbij e de
wordt buiten beschouwing gelaten. Op het tijdstip t=0 bevindt P zich in O
en op het tijdstip t=1 bevimdt P zich op een afstand a van 0, Hoe groot is
de afstand tussen P en O op het tijdstip t=2 7

Antwoord:

r(t=2) = 2a .

Ien puntmassa P (massa m) kan zonder wrijving bewegen in een horizontasl
vlak dat drie vaste punten 4, B en C bevat (4B = 2¢, BC = £, AC = 3£), Het
punt P wordt aangetrokken door A en B met een kracht cPA respectievelijk cBP
en afgestoten door C met een kracht ¢PC. Op zeker tijdstip bevindt P zich in
C met een snelheid Yy loodrecht op AC,

Heoever verwijdert P zich van de lijn AC en waar en wanneer passeert P voor

de eerste maal weer de lijn AC of het verlengde daarvan?

Antwoord :
Yo
x~as langs ABC en y-as L ABC: Voax = o 0 Ko = - 5¢ .

-

—

Twee puntmassa's A en B kunnen zonder wrijving bewegen langs twee onderling
lcodrechte assen met snijpunt O.

Op de puntmassa's werken de volgende krachten:
2

Op A een kracht kx van O af gericht en een kracht fr2 in de richting van Bj;
2

Op B een kracht ky van 0 af gericht en een kracht fr2 in de richting van A,

Hierbij is x de afstand CA, y de afstand OB en r de afstand AB; terwijl f en

k twee positieve constanten zijn.

Ga na of dit systeem een potentiaal bezit.

)
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Antwoord:
. . 1.3 1.3 1 .3

De potentiaal is: = B-kx - g-ky + 3-fr

a) Een rechte AB wordt met een constante hoeksnelheid w rondgedraaid om een
loodrecht op AB staande horizontale as door A. Een aan de zwaartekracht
onderworpen materieel punt P is langs AB verschuifbaar. Op het tijdstip
t =0 bevindt P zich verticaal boven A op een afstand a met een zodanige
relatieve beginsnelheid, dat P zich niet onbepaald ver van A verwijdert.
Bepaal die beginsnelheid en bewijs, dat de baan van P asymptotisch tot
een door A gaande cirkel nadert. '

b) Druk de druk N, die de rechte AB op P uitoefent, uit in t.

Hint: Gebruik relatieve beweging.

Antwoord:

a) r = £~ cos wt + (a_,_g;)e-mt .

2,2 2w
b) N = 2 mg sin wt + m(2’a-g)e™® positief in de zin der rotatie.
a) De rechte AB wordt om een as door A loodrecht op AB met een constante

hoeksnelheid w rondgedraaid. Een materieel punt P is langs AB verschuif-
baar en bevindt zich op het tijdetip t=0 op een afstand 3a (a > .0) van A
met een relatieve snelheid 0. Op welk tleStlp komt P in B, als AB = 5a
is, en welke snelheid heeft P dan?

b} P ondervindt een wrijving fN, waarin N de normale druk is, die de rechte

AB op P uitoefent. Druk r = AP uit in de tijd t.

Antwoord:

a) t = 4nd

m H v = 4fwa ,

hmdﬁ+-ﬂ

b) r = 5-3(1 +
£ +1
3 o £ ~wt({ £241 +£)
+28(1 - =tmm)e
2 V2 41

a) Een cirkel met straal r (middelpunt M) wordt met een constante hoeksnel-
heid w rondgedraaid om een as, die in een punt A van de cirkel loodrecht
op het vliaek van de cirkel staat. Een materieel punt P is langs de cirkel

verschuifbaar. Onderzoek de kinetische evenwichtspunten.

o A L e R e e e
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10.

v) Het materiéle punt P wordt in het -diametraal tegenover A gelegen punt B
met een resulterende snelheid O losgelaten. Op welk tijdstip en met welke
snelheid wordt A bereikt? Op welk #ijdstip en met welke resulterende snel-
heid passeert P de middellijn wan de cirkel, die lcodrecht op AB staat?

¢) Druk de kracht N, dcor de cirkel op ‘P uitgeoefend, uit in de daar gebruik-

te hoek ®. Ga na waar N maximazl is.

Antwoord:
a) A: labiel, B: stabiel (B diametraal t.o.v. A); periode kleine trillingen
2n
om B: T = —,
w
b) In A: Vel = Vpel = 0 % =+ =, halverwege: Va1 = Vpel = mr‘[2 .

c) N = %—mwar{(B cos k9 -2 =1},|F| = naximaal voor ¢ = 0, dus bij begin be-

weging.

Een materieel punt is beweegbaar langs een kromme (die geen vlakke kromme
behoef't te zijn), die met constante hoeksnelheid om een ag draait. Bij
het begin der beweging is de relatieve ‘snelheid in grootte gelijk aan de
sleepsnelheid. Bewijs, dat dit zo blijft.
Hint: Oplossei’l op de volgende manieren:

1. Vrijmaken.

2. T+U = ¢ in stilgezette stelsel,

3. Lagrange.

Een massa m valt zonder beginsnelheid over een zekere afstand op de aarde op
een breedtegraad A. De lucht ocefent op deze massa tijdens de val een tegen-
werkende kracht uit die evenredig is met de snelheid (evenredigheidsconstan-
te k). De valtijd is t,. Toon aan dat de afstand tussen het punt waar de
magssa de grond raakt en het punt waar de massa zou vallen indien de aarde

niet zou roteren, gelijk is aan

gweos A3 Xk
3 t (1 - in tg)

Verwaarloos in deze opgave de translatieversnelling van de marde en de ter-
men met k2.

De straal r van een zeepbel is een functie van de tijd: r = at+r0, waarin «
en r_ constanten zijn. Len massapunt met een massa gelijk aan de eenheid kan

bewegen in het vlak van de bel. Op het tijdstip t=0 is de tangentiéle snel-
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1.

heid gelijk aan v, Gevraagd wordt de verdere beweging en de reactiekracht
van het oppervlak.

Antwoord:
r v2r2
= ¥ - 2y, = - o
8 == {1 r) ;i B R .

Twee homogene staven AC en BC, beide lang 2£ en met massa m, zijn in C zon-
der wrijving scharnierend verbonden. De punten A en B zijn langs een hori-
zontale rechte £ verschuifbaar met een wrijvingscoéffici&nt f. De staven zijn
onderworpen san de zwaartekracht (versnelling g). Op het tijdstip t=0 be-
vindt C zich in het verticale vlak door £ en boven £; hoek CAB is gelijk d,
terwijl de snelheden mul zijn. Aan welke voorwaarde moet f voldoen, opdat
beweging zal ontstaan? Als amn deze voorwaarde voldaan is, hoe groot is dan
de beginversnelling van A? Als f£=0 is, schrijf dan het tijdstip, waarop AC
horizontaal is, als bepaalde integraal.

Hint: Denk aan symmetrie om C, en bekijk één vrijgemaskte staaf. Pas toe
K=ma (in twee richtingen) en M=D .

Antwoord: .
. 6 sinsa - 3 gin ¢ cos 21 do
f <tcota; -g = < , = .
2=3f sin o cos « Bgo‘!_sin a-sin 9

Een homogene rechte staaf AB (massa m, lengte 2£) kan met het ene uiteinde &

glijden langs een vaste verticale rechte k, De glijdende beweging ven A
langs k gaat gepaard met wrijving (wrijvingscoéffici#nt f), De staaf kan
bovendien zonder wrijving om A draaien en is onderworpen aan de zwaarte-
kracht (versnelling g), Hij wordt zonder snelheid losgelaten in een stand
waarbij het uiteinde B hoger ligt dan A en de hoek tussen AB en k gelijk is
aan 60°, Nodig en voldoende, opdat A onmiddellijk na het loslaten niet langs
k gaat glijden, is, dat f voldoet &an een ongelijkheid van de vorm f > c.
Bepaal het getal c. '

Antwoord:

c 2%‘[3 .

“an een homogene, vlakke plaat in de vorm van een rechthoekige, gelijkbenige
driehoek is de massa m en de lengte van de schuine zijde 64, Bewijs, dat het
traagheidsmoment t.c.v. het hoekpunt A van de rechte hoek gelijk is aan 6mo32.
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it 1ichaam,wordt in verticale stand’ zonder beginsnelheid met het hoekpunt A
op een yuw horizontaal vlak geplaatst, zodanig, dat de- schuine zil jde een
voor het verdere te verwaarlozen hoek met. der horizon maskt en cvergelaten
aan de werking van de~zwaartekracht7(vemsnelling g). Bij de beweging, die nu
ontstaat, gaat de plaat uwitglijden juist: voordat een van de rechthoekszijden

horizontael is. Bereken de wrijvingscoBfficient tussen de plaat en het vlak.

Antwoord:
R P4
f = .
4

a) Bewijs, dat de afstand van het zwaartepunt van een massieve, homogene
halve bol (straal R) tot het platte grensvlak g-R bedraagt.

b) Bewijs, dat het trasgheidsmoment ven een massieve, homogene bol (straal

-;—-mR2 bedraagt.

¢) len plaatst een massieve, homogene platte bol (straal R) op een volkomen

kR, massa m) ten opzichte van een middellijn

ruw horizontaal vlak, zo, dat het platte grensvlak verticaal staat en
laat hem daarna zonder beginsnelheid los (versnelling van de zwaartekracht
g). Bepaal de hoekversnelling van het lichaam onmiddellijk na het losla-
ten. .

d) Bepaal ook de hoeksnelheid van het onder ¢) genoemde lichaam op het ogern-

blik, dat het door de evenwichtsstand gsat.

Antwoord:
15g \ /158
o) 56R a) Tzp

Een horizontaal vlak wordt gedwongen een translatie uit te voeren, waarbi]
alle punten van het vlak cirkelbanen in verticale vlakken eenparig doorlopen.
Het vlak vlijft daarbij dus horizontaal. De strasl van de cirkels is R, de
hoeksnelheid w. Op het vlak ligt een stoffelijk punt (massa m), dat op het
tijdstip t =0, waarop het vlak door zijn laagste stand gaat, ten opzichte
van het viak in rust is. De wrijvingsco8ffici&nt tussen het punt en het vlak
is tga; de versnelling van de zwaartekracht is g.

Wat is de waarde, die men aan w mag geven, opdat het punt ten opzichte van

het vlak nog juist in rust blijft?

Antwoord:

gs8in a
R [
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53. v Een balk met massa m ligt horizon-
— ' taal op twee identieke cirkelvormige
- } schijven die met gelijke hoeksnel-
lmg heid doch in tegengestelde zin rond-
draaien in een verticaal vlak door
de balk. De wrijvingscoé&fficient
tussen de schijven én de balk is gelijk aan f en de zwaartekrachtversnelling
is g. Neem aan dat ten tijde t=0 het zwaartepunt Z van de balk zich midden
tussen de rollen bevindt en dat de balk op dit moment een snelheid v, heeft.
Ga. de beweging van de balk na.
Hint: Bepaal de normaalkrachten als functie van de plaats van Z.
Antwoord:
X = vo\[gg sin \/;%Tt .
39.

T T

Op een horizontale tafel ligt een dumnne plaat P met massa m en constante
dikte. De wrijvingscoéfficiént tussen de plaat en de tafel is gelijk zan f,
Op de in rust zijnde plaat wordt een, om de horizontaal door zijn middelpunt
met de hoeksnelheid w draaiende homogene bol B (massa m en straal r) ge-
rlaatst.

Hierna beweegt het systeem verder onder invloed van de zwaartekracht (ver-
snelling g). De wrijvingscoéffici&nt tussen bol en plaat is gelijk aan 4f .
Vielke afstand over de plaat legt de bol al slippende af en over welke af-
stand verschuift de plaat gedurende degze tijd, indien mag worden aangenomen
dat de plaat zo groot'is dat de bol riet voortijdig van de plaat af slipt.

Antwoord:
w2r 2
Afstand van bol over de plaat: TE@EE'

+fstand waarover de plaat verschuift: %g%?g' .
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Ten starre homogene rechte staaf AB (lengte 2£, massa m) kan bewegen in een
vast verticaal vlak zodanig dat het uiteinde A glijdt langs een in dit vlak
lippende vaste rechte CD.

Zoals hierboven is geschetst maakt CD met de horizontaal een hoek o en met
de staaf’ AB een hoek B. De wrijvingscoefficiént in A bedraagt £ en de zZwaar-
tekrachtversnelling is g.

Gegeven is dat het punt A met een zodanige snelheid langs CD in de richting

van C wordt bewogen dat de hoek 3 constant blijft.

a) Bereken de kracht die hiertoe in het punt A langs CD op de staaf moet

worden uitgeoefend.
b) Voor welke waarden van f is de versnelling van A gelijk aan nul?
c) Onderzoek de stabiliteit voor kleine trillingen.
Antwoord:

. . _ . . .. cos «
a) K = mg cos «(cotg B+f); b) p=a+ 5 3 c) Stabiel: sir B < 0 .

i—

a A B’
In bovensteande schets stelt AB een treindeur voor die is bevestigd aan de
wagon door middel van scharnieren bij A (lengte AB=r). De deur mag worden
opgevat als een homogene rechthoekige plaat die zonder wrijving draaibaar is
om een aan de wagon bevestigde verticale as die samenvalt met &&n van de
zijden van de rechthoek.
Indien bij stilstaande trein de deur met een hoeksnelheid w wordt dichtge-

worpen dan valt de deur in stand AB' in het slot indien w 2-wb. Indier de
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15.

trein zich in beweging zet terwijl de deur openstaat onder een hoek a = 60°
en de versnelling a van de trein is constant, hoe groot most a dan zijn op-
dat de deur alsnog in het slot walt?

Antwoord:

2
a.agmor .

3

Een horizontale schijf, straal R, draait met de constante hoeksnelheid w om
een in de ruimte vaste vertiocale as door het middelpunt. Over het vlak van
de schijf rolt een homogene bol, massa m, strasl r. Gevraagd wordt de bewe-
gingsvergelijkingen van de bol op te stellen,

Antwoord:
(02 U2

5&+4E—-x=A; ?+'44—9—y-3; A en B volgen uit de beginvoorwsarden.
y Een homogene cirkelvormige schijf

(middelpunt M, straal R en massa m)
kan bewegen in een volkomen glad,
horizontaal vlak., Op de schijf werkt

een constante kracht K (constant in

grootte en richting), welke aangrijpt
in het punt A van de schijf, gelegen
op een afstand r van M. (r <R).

Op hetl tijdstip t =0 bevindt de schijf zich in rust, waarbij de lijn MA een
hoek P maskt met de lijn door M evenwijdig met K.

Gevraagd wordt:

) de beweging van de schijf,

b) Behandel het speciale geval P, << 1.
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Antwoord:

2

2,2
a) X = t 3 ¥y = 0 H %“‘mﬂf q)‘ = K:!:(COS G- CcOo8 CPO);

2m

b) % + 253 p=0 .
mR

De beide uiteinden.A en B van een balk ter lengte £
kunnen. zonder wrijving glijden over een horizontale
cirkel met straal r. Een hond =zit in punt 4 en rent
op een gegeven moment met een constante snelheid
B over de balk naar B, waar een bakje met voer staat.

Ga na in weilk. punt van de cirkel het uiteinde B

A , zich bevindi: als: de: hond in B aankomt en bewijs dat
de hond im zijn uitgangspunt terngkeert indien de
massa. van de: balk verwaarloosbasr Klein is.

Hint: Behoud van impulsmoment.
Antwoord:

De bpalk draaif over een hoek

h 2 2
4r” - 2 . £
\ﬁ;iz +41° - 42 2¥i2 +12

. .2 I
waarin i~ = - ,

I = massatraagheidsmoment van de balk t.0.v. het middelpunt van de cirkel.
m = massa van de hond.

Voor I = O is ¢ = 2Zbg sin é% y dus B komt in A4 terecht,.

Een horizontale, homogene cirkelvormige schijf (strzal R, massa m) is zonder
wrijving draaibaar om een verticale as door het middelpunt. De schijf is
aanvankelijk in rust. Aan de rand staat een persoon A (massa m). Deze gaat
zich lengs de omtrek van de schijf met constante snelheid v bewegen. In wel-
ke richting en over welke hoek is de schijf gedraaid als A de omtrek van de
schijf heeft doorlopen?

Antwoord:

0

240 .
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Vier homogene staven, elk met massa m, lengte £ en onderling verbonden door
wrijvingsloze scharnieren vormen tesamen de ruit ABCD (hoek CAB = «). De
punten A en € zijn verbonden door een massalocs onrekbasr koord.

De ruit draait in zijn vlak met een hoeksnelheid Q om een vaste as door A.
Op een bepaald ogenblik wordt het koord tussen de punten A en C doorgeknipt .
Er is geen zwaartekracht.

a) Gevraagd wordt te bepalen de hoeksnelheden van de staven AB en BC na het
doorknippen van het koord als functie van de hoek CAB.

b) Bepaal bovendien de tijd 7, in integraalvorm, die verloopt tot het moment
waarop de punten B en D samenvallen.

c) Hoe groot zijn op dat ogenblik de hoeksnelheden van AB en BC ?
Hint: D om A en T zijn constant.

Antwoord:
a) w= Q(1+3 cogza) 2 = 38%(1 + 3 coa’a)(cos’p - cos?a)
b .
1 + 3 cos’g (1+3 sin®p)(1+3 cos?y)
X z Z =
b) 7= f\/ (4 +9 sin"p cos”o) ap .
=0 30%(1 + 3 cos®a) (cos®p - cosa)
c) Staaf 4B : w~ &  (voor ¢ = 0) (¢ <0)
BC: w+ ( " )
D: w=-b ( ")
DA : w+d .. ( " )

Een homogene rechte cirkelkegel met massa
m, beschrijvende £ en halve tophoek «,
rolt zonder te slippen over een vlak. In-
dien de hoeksnelheid om de z=88, die in
de top O loodrecht op dit vlak staat, ge-
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lijk is 8, hoe groot is dam de- kimetisciierenergie van T van dit systeem?

Antwoord:

P =--2%- me? cos®a(3 cos’a +& sinfa)dt .

48.

Bereken de kinetische energie van
een. trillende balk, die hiernasst is
geschetst, indien de snelheid in een
doorsnede: gelegen op afstand. x van
een.ujteinde gelijk is aan vo sin %%
en. de massa van de balk gelijk is

san. pb.

Een ring met massa M en strasl R
drsait met een hoeksnelheid & om een
ag door zijn middelpunt O loodrecht
op zijn vlak. Asn de binnenkant van
de ring rolt een cirkelvormig schijf-
Je met massa m en straal ., De assen
van het schijfje en de cylinder zijn
evenwijdig asn elkaar en de plaats
van het schijfje langs de binnenom-
trek van de ring wordt bepaald door

hoek @, zoals is geschetst. Geef een uitdrukking voor de kinetische energie

T voor het geval dat er geem slip optreedt.

Antwooxrd:

T = 3+ $n)r%6® + 2n(R-1)%° - FumR(R-1)e6 .

50.

De hiernaast geschetste regulateur
bezit twee ronddraaiende massa's m,
en een schuifmassa Z,. Het geheel
draait om een verticale as met hoek-
snelheid w. Het massatraagheidsmo-
ment van de T-vormige as bedraagt T

en de massa's van de scharnierende
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armen ter lengte £ kunnen worden verwaarloosd. Gevraagd wordt een uitdruk-

en m_ zijn puntmassa's

king voor de kinetische energie T van het systeem. 'm1 2

(geen traasgheidsmomenten).
Antwoord:

T = 2I0° + m1[(a+,£ sin 9)2w® + £%2%%] + -:u;mz(4£2 sin®g)$® .

Van een homogene massieve bol (straal
r, middelpunt M, massa m) worden twee
willekeurige punten van het buitenop-
pervlak aangeduid met A en B. Het
-~ midden van AB is punt C,.

Gegeven is dat de bol met een hoek-
snelheid w draait om de lijn AB en
dat de punten A en B beide een snel-
heid v hebben die loodrecht staat op

AB en een hoek ¢ maskt met MC.
Hoe groot is de kinetische energie van de bol?

Antwoord:

T = dm[v?+ 2% +2vwl sin ¢+% r2?] .

Twee homogene bollen (stralen R, r; middelpunten 0, o; massa's M, m) zijn
star met elkaar verbonden door een massaloze steaf (lengte £),

Een bol rolt over de bovenkant van een vlak V éﬁ de andere over de onderkant
van een met V evenwijdig vlak v. De afstand tussen V en v bedraagt h.
Gevraagd wordt de impuls p, het impulsmoment D ten opzichte van het zwaarte-
unt en de kinetische energie T uit te drukken in de hoeksnelheid W,

Hint: Resulterende 3 valt langs AB.
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Ben homogene cirkelvormige schijf,
masga m, straal £¥5, rolt{ over het
horizontale vlak V, De schijf is
draaibsar om een staaf, lengte £,
door het middelpunt en loodrecht op
het vlek van de schijf. Aan de staaf
is een tweede even lange staaf .ge-
last. Deze tweede staaf draait met
congtante hoeksnelheid Q om zijn lengteas, welke loodrecht staat op het vlak

N

V. Het vlak V heeft een snelheid vy in verticale richting.
Gevraagd wordt een algemene uitdrukking voor de kinetische energie van een
star lichaam af te leiden en met deze uitdrukking de kinetische energie van

de schijf te berekenen.

Antwoord:

27 2,2 1 2
T = 32 mQ £ + 5 WV, .

In een rechthoekig cofirdinatenstelsel Oxyz beweegt een massapunt onder in-
vlced van een krachtveld, waardoor op de plaats (x,y,z) een kracht met com-

ponenten Kx’ K& en Kz in x, y en z-richting wordt bepaald.

Bereken wvoor de gevallen
A K =2x+y , K =3z +2 K_ = 3y + 22°
i x =&ty 5 K =lztay, K =3y+2z

2 2
en B {kx = Iy 4+ 227 , Ky =2x+y , Kz = 3z + Qxy!

de arbeid welke in de krachtvelden wordt verricht indien de puntmassa van
het punt (0,0,0) naar het punt (1,2,2) wordt gebracht langs de beide wvol-
gende wegen:

a: langs de x-as naar (1,0,0), evenwijdig aan de z-as naar (1,0,2), evenwij-

dig aan de y-as nsar (1,2,2);

b: langs de z-as naar (0,0,2), evenwijdig aan de y-as naar (0,2,2), evenwij-
dig aan de x-as maar (1,2,2).

Zijn de krachtvelden in de gevallen A en B conservatief?
Motiveer uw antwoord.

Antwoord:

a) Ja. b) Neen,
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55. Een massa m beweegt mede onder invloed
van de zwaartekracht, zonder wrijving
over een hellend vlak met hoek a., De
magsa is bevestigd san een ketting met
massa B per lengteéenheid die op een punt
A van de bovenrand van het hellend vlak

is opgehaspeld. De rotatie-energie ver-

bonden aan het draaien van de haspel
wordt verwaarloosd. De lengte van de gehele ketting bedraagt 4. Indien de
magssa zonder snelheid vanuit A begint te bewegen en indien pf = m wet is
dan de snelheid v indien de ketting geheel is afgerold?
Hint: T+U ¥ constant. Waarom?

Antwoord:
v = \}%-gg sin a .
56. Een ronde homogene schijf, massa M, straal
R, kan vrij drasien om een vaste, horizon-
B j tale as door het middelpunt loodrecht op
9 de schijf. Op de rand van de schijf, in
A het punt A, is een massapunt, massa m, be-
A vestigd.

In het punt B van de schijf diametraal te-
J} genover A is een onrekbare volkomen sleppe
homogene kettipg, lengte g-R, soorteli jke
messa per lengteenheid K, opgehangen.

Het systeem wordt vrijgelaten vanuit de stand waarop de lijn AOB horigontasl
is en de hoeksnelheid van de schijf gelijk aan nul. De versnelling van de
zwaartekracht is g.

Gevraagd wordt de grootte van m te bepalen opdat na het vrijlaten, de ket-
ting juist geheel op de schijf wordt gewikkeld.
Hint: T+U = constant. Waarom?

Antwoord:

ns= 1-F+ Tur .
3




58.

22.

p

M m — — e = - e 8 __m

N

Op een volkomen glad horizontasl vlak kan een ketting (massa u per lengte-

cenheid, lengte 5£) bewegen langs een vaste lijn mm. De ketting wordt zonder
enige snelheid neergelegd in de hierboven geschetste configuratie en vervol~
gens laat men op het rechter uiteinde een constante kracht P werken in de
richting mm. Bereken de snelheid van de ketting en het verloop van de nor-
mazlkracht over de ketting.

Hint: T+U # constant. Waarom?

Antwoord:
. op 1 A
Os x< 28 ¢ X = —1----———2- ;
l‘l' (1+..£..
Iy

x> 28 :+ X = -5-%- (x-£) , waarbij x de verplaatsing van het rechteruitein

!

Een gestrekte homogene, oneindig lange ketting, massa p per lengtegenheid
ligt op een ruw horizontaal vlak. Het uiteinde van de ketting is bevestigd
aan een punt op de omtrek van een ruwe homogene verticale schijf, massa M,
straal R, middelpunt O. Op een bepaald ogenblik krijgt de schijf een hoek-
snelheid w en rolt in de richting van de ketting. Tijdens het rollen wordi
de ketting op de schijf gewikkeld, waarbij de verwaarlozing mag worden toce-
gepast, dat O alleen in horizontale richting beweegt. De versnelling van de
zwaartekracht bedraagt g. Gevrasgd wordt de hoeksnelheid van de schijf als
functie van de rolhcek ¢ te bepalen.

Hint: T+ U = constant. Waarom?

Antwoord:

. .3 ) 2 2 2 .
(pa[%mR2+pR (p-sin @)] = FmR"w" - pgR (9p-sin @) .
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23.
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Een homogene gestrekte ketting, massa m, lengte £, glijdt aanvankelijk een-
parig zonder wrijving langs zijn hartlijn over een horizontaal vlak.
Op een bepaald ogenblik valt de ketting over de rand van het vlak zuiver

verticaal van een hoogte h naar beneden waarna hij een tweede horizontaal

“vlak treft.

Gegeven is vooris dat de valhoogte h kleiner is dan de lengte £ en dat de
botsing op het tweede horizontale vlak volkomen onelastisch is.

Gevraagd wordt de beweging van de ketting onder invloed van de zwaartekracht
in de verschillende stadia te beschrijven.

OK~———
! \Ja

A

AQ- Een gladde buis, gebogen in een kwart cirkel-

boog met een straal r, bevat een ketting met

% . De buis

staat vast in een verticaal vlak op een glad

een lengte £ = %f- en massa

horizontaal vlak zoals hiernaast is geschetst.
De ketting begint onder invloed van de zwaar-
tekracht te bewegen zonder beginsnelheid.

Gevraagd wordt de smelheid v als functie van de hoek 9.

Antwoord :

v = 2\/gn£ (6 +cos 9-1—)'

Een vast lichaam bestaat uit een homogene cirkelvormige schijf (massa m,
middelpunt M) van te verwaarlozen dikte, aan de omtrek waarvan een stoffe-
1lijk punt P (massa m)ﬁia bevestigd. Dit lichaam wordt zonder beginsnelheid
op een ruw horizontaal vlek geplaatst, zodanig, dat het vlak van de schijf
verticaal en MP horizontasl is en aan de werking van de zwaartekracht over-
zelaten, Hoe groot moet de wrijvingsco&fficiént tussen schijf en vlak ten-
minste zijn, opdat de schijf aanvankelijk zuiver rolt?

Hint: v = wr en |W| <fN.




Antwoord:

1

f_ S - N

3

62. &) Een homogeen wigvormig lichsam (massa M) heeft de vorm van een recht:

b)

c)

d)

driesijdig prisma, waarvan het grondvlak ABC en het bovenvlak GHJ drie~
hoeken zijn, die rechthoekig zijn in C, resp. J; de opstaande ribben: wvan:
het prisma zijn AG, BH en CJ. Het lichasm wordt met het opstaande zijvlak
BCJH op een horizontaal vlak (wrijvingsco&fficignt f1) geplaatst.. Hier-
door ontstaat een verschuifbaar hellend vlak (hellingshoek Y, zodat hoek
CBA = y is). Op dit hellende vlek plaatst men een homogene bol (massa:-m),
wearvan de straal r klein is ten opzichte van BC = a. De plaatsing ge-
schiedt zodanig, dat het raskpunt met het hellend vlak gelegen .is in het
vlak door het zwaartepunt van de wig loodrecht op AG op een te verwsarlo-
zen afstand van AG. In die stand worden wig en bol zonder beginsmelheden'
losgelaten, Tussen het hellend vlak ABHG en de bol is de wrijvingsco#ffi-
ciént f. Men beschouwt de beweging tot het tijdstip, waarop.de bol het
horizontale vlak bereiki. Onder welke voorwaarde blijft de wig in rust-en
rolt de bol miiver?

Geef de voorwaarde aan, waaronder de wig in rust blijft en de bol uit-
glijdt.
Neem f1 = 0 (geen wrijving tussen horizontaal vlek en wig). Geef aan in

welk geval de bol zuiver gaat rollen en de wig niet gaat kantelen,

Neem weer :E'1 = 0, Geef aan in welk geval de bol gaast uitglijden en de wig
niet gaat kantelen. '

Antwoord:

a)

b)

c)

d)

fé:‘,z-tgy, fom R Leon L Mal,{imsinzy .

2
T™M+2m+5m cos Y

2
f<7tgy ’ f13

m(sin Y- f cos Y)cos_Y

]
M+m coszy +fm cos y sin ¥

M= %m(sin y-f cos y)sin y .

M+m

1 .2
£ =2 o on ter Ma-'T'm(SsmT*—Z)-

-4
mcosysinysf<27M+2m'th ’ M>7m(53m‘r—2).



63.

64.

650

25.

Een homogene bol wordt zonder rotatie langs een hellend vlak omhoog geworpen.
De hellingshoek van dit vlak is a en de wrijvingsco&fficiént tussen bol en
vlak is p. Toon aan dat de tijd gedurende welke de bol omhoog beweegt gelijk
is aan de overeenkomstige tijd bij p=0 en dat de tijd gedurende welke de
bol slipt zich wverhoudt tot de tijd waarin de bol rolt als giﬁ%
Een holle bol met een constante vlaktedichtheid heeft een massa m en een
straal r. Ben materieel punt A (massa m) is aan de binnenkant tegen de wand
van de bol bevestigd. Men plaatst de bol zodanig zonder beginsnelheid op een
glad hellend vlak (hellingshoek «), dat A zich verticaal onder het middel
punt M van de bol bevindt. Onderzoek de beweging van die bol. Bepaal de
grootste absolute waarde der hoeksnelheid van die bol.

Antwoord:

Indien ¢ de hoek voorstelt tussen de lijn MA en de loodlijn uit M op het
hellend vlak en x de verplaatsing van de projectie Q van het midden van M en
A, dan geldt

r(7+3 sin®p)p? = 12g(cos g-cos a)cos a .

Hieruit volgt

2 12¢(1 - cos alcos «
(¢ )max = Tr

~—asgpSs+a en
Langs een homogene hoepel (middelpunt M, straal r, massa 3m, geen dikte) is
een materieel punt (massa 2m) verschuifbaer (wrijvingscodffici&nt f£). De
hoepel wordt op een hellend vlak (wrijvingsco&ffici&nt £, hellingshoek
bg sin 4/5) geplaatst. Het geheel is onderworpen aan de zwaurtekracht (ver-
snelling g). Op het tijdstip t=0 zijn alle snelheden O en is het vlak van
de hoepel verticaal en loodrecht op het hellend vlak; het materi&le punt be-
vindt zich dan even hoog als M aan de kant waar het hellend vlak nasr boven
loopt. De wrijvingscoéfficisnten f en f1 zijn zo, dat de hoepel zuiver gaat
rollen en het materi&le punt zich steeds op een horizontale middellijn door
M bevindt (dus in het dichts bij het hellend vlak gelegen punt van de hoepel,
waar de raaklijn verticaal is ).

Bereken f en de versnelling van M. Welke waarde moet f1 minstens hebben?
Antwoord:

f=4; %g; f1>%‘62.
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26.

Op een glad horizontasl vlak steat -een homogeen rechthoekig blck (hoogte 2,

masss m). Een homogene staaf AB (lengte 4£, massa m) steunt met het uiteinde

A op het horizontale vlak -en verder tegen een ribbe van het bovenvlak -van
het blok (eveneens zonder wrijving). In de beginstand zijn alle snelheden
gelijk man O. Het zwaartepunt 7 wven de stasf is dan met het midden van ge-
noemde ribbe in .aanraking, terwmijl AB dan ligt in een vlak loodrecht op die
ritbe. Hoeveel is het blok uit zijn beginstand verschoven op het tijdstip
t1,‘waarop B het midden van genoemde ribbe van het bovenvlak bereikt heeft,
en welke snelheid heeft het blok dan? Het blok wordt zo breed ondersteld,
dat het niet gaat kantelen,

Hint: Beschouw de beweging van het zwaartepunt van het gehele systeem.

Antwoord:
y y
E'ﬁ; 31 320% .

Een kubusvormige bak glijdt met enige wrijving over een hellend wlak onder
invloed van de zwaartekracht. De wrijvingsco&ffici&nt bedrasgt p. Twee Tib-
‘ben ‘ven het grondoppervlek blijven gedurende de beweging horizontaal., Indien
in de hak net voldoende water aanwezig is om het grondoppervlek te bedekken
tijdens het glijden, dan kan worden mangetoond dat het volume water gelijk
is aan p/2 masl de inhoud van de bak.

Fen getijstroom stroomt in noordelijke richting door een kanasl met een
breedte b op een breedtegraad A, Indien v de snelheid van het water voor-

stelt en w de hoeksnelheid van de aarde dan karn men santonen dat de stand

van het water op de oostelijke oever die op de westelijke oever overschrijdt

net een bedrag 2bve gin A .

8

Een homogene staaf van de lengte 24 kan slin-
geren om het vaste punt O onder invliced van de
zwaartekracht.

In de uiterste stand, bij de amplitude « wordt
in O een, als puntvormig te beschouwen, blokje
‘met massa m losgelaten. Dit begint onder in-
vloced van de zwaartekracht te glijden langs de

staaf, Hierbij wordt geen wrijving ondervonden.
De eerste fase van de beweging duurt tot het

blokje loslaat. Stel voor deze eerste fase de



0.

27

bewegingsvergelijkingen van het systeem op en geef tevens de mathematische

voorwaarde voor het loslaten.

Antwoord:

n(f-1$%) = mg cos ¢ , m(rd+28p) = N-mg sin ¢, %MA’,‘?E;B = -Nr - Mgk sin ¢ .

Loslaten als N=0O .

a) Een cirkel (strsal r, middelpunt M) wordt met een constante hoeksnelheid
w om een verticale middellijn gewenteld. Een homogene stang AP (massa m,
lengte 24) kan met de uiteinden A en B zonder wrijving langs de cirkel
glijden., Dle stang is onderworpen aan de =zwaartekracht. In welk geval

heeft de wenteling geen invloced op de relatieve heweging van AB ?
b) Neem £ <% \[—31' « Onderzoek de kinetische evenwichtsstanden op stabiliteit.
c) Neem £ > % {-31‘ . Onderzoek de kinetische evenwichtsstanden op stabiliteit.

d) Bepaal voor £ > & ﬁr de periode der kleine slingeringen om de even-
wichtsstand, waarbij AB horizontaal en hoger dan M gelegen is. De hoek-
snelheid w wordt voldoende groot ondersteld.

Antwoord:

8) Zij Z het zwaartepunt van AB, MZ = a en ¢ de hoek, die MZ met de naar be-
neden gekeerde verticaal door M maakt, Dan is:

(.821-38.2)&:2 - mz(.ezcosacp+Bazsin2qa) - 6ga cos ¢ = constant ,
(2% +32%)p + {wa(ﬂz- 38%)cos o + 3galsin 9 = O .

Is 4% = 38%, dus a= 41, dan valt w uit de vergelijking weg.

b) Is P de potentifle energie van zwaartekracht en centrifugaslkracht tesa-

men, dan is:
Pe=a %m{mz(zzcoszm +3&25in2¢) + bga cos q:},

%—cf- = -;-m{mz (£ - 38%)cos ¢ + 3galsin ¢ .

Is £ <% {3r, dan is £% - 322 <0 (a > %r). Is sz—E&?, dan neemt
2a - &

P voortdurend toe, als ¢ toeneemt van O tot m. Er is dan alleen stabiel

kinetisch evenwicht voor ¢ = 0, Is o > *25‘-3'-—5 y dan is P minimeal voor
3a° - 2
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Lg08 . ¢ = -%@—2- . Voor die tussen O en 90° gelegen waarde van.g (of :het
38 = £

- tegengestelde daarvan) is er stabiel kinetisch evenwicht.

¢) Is £ >4 V3r, dan is £2 - 382 >0 (a < 31). Is & < 2 , ‘den-neemt

42382
“Pyooridurend toe, .als ¢ toeneemt wvan O tot n, Er is idan:alieen sigbiel
kinetisch evenwicht voor ¢ = Q.. Is w? >-‘—§-gi—'-en neemt ‘g-toervan:Q tot

£%-3a%

.5y Gan neemt P eerst toe, om voor een stompe waarde van ¢ een maximm te
~bereiken (labiel kinetisch evenwicht). Vervolgens neemt P weer. af.:Ma

zijn ¢ = O en ¢ = n de stabiele kinetische evenwichtsstanden.

'd) Stelt men ¢ = n+u {u in absolute waarde klein), dan vindt:men bij:bena-
~dering:
(2 +3e%)0 + {P(£%-322) - 3galu =0,
‘..:Is.:}.o2 >-——26'8~'—; , dan vindt men voor de periode der.kleine slingeringen

12-3a

om:de stend ¢ = » @
22 + 382
T = 2q P . .
: w (£°=3%%) - 3ga

71. Een horizontale, homogene cirkelvormige schijf (straal R, massa 2m) is zon-

der wrijving draaibaar om de verticale as door het middelpunt M. Op de schijf
is -een horizontale buis van te verwasarlozen massa, die in de vorm van een
cirkel is gebogen, bevestigd. Deze cirkel, waarvan de straal %R is, gaat
door M en raakt dus aan de rand van de schijf. Een stoffelijk punt P met
‘messa m doorloopt de buis met constante hoeksnelheid w. Op het ogenblik,
~wagrop P het punt M passeert, is de schijf in rust.

. 8).Hoe groot is de hoeksnelheid van de schijf, als P, van M af gerekend, een
boog van ¢ radialen heeft doorlopen?

b) Bewijs, dat de schijf voortdurend in dezelfde zin dreait.

¢) Schrijf de hoek o, waarover de sohijf gedrasid is, als P voor het eerst ,

weer in M ferugkeert als bepaalde integraal en bewijs, dat o niet van o
afhangt.

_Hint: Impulsmoment constant,
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Antwoord:

2n
.2 .2
8) wsin“t o ; ¢) %I.Ln?.l_dq,.:%(z_{z).
0 1+8in" 59

2(1 +sin2% 9)

72. Een homogene balk met lengte £ en massa m is aan beide einden opgelegd. Op
zeker ogenblik wordt een van beide steunpunten weggehaald., Bereken met be-~
hulp van het principe van d'Alembert de oplegkracht die op dit ogenblik on- _
der invloed van de zwaartekracht op het overblijvende steunpunt werkt.

Antwoord:

ng

4

13. Leid de bewegingsvergelijkingen af

van de dubbele fysische slinger voor
kleine bewegingen om de gtabiele e-
venwichtsstand., De punten Z en Z ]
zijn de zwaartepunten van de twee
delen, i en i1 de traagheidsstralen
met betrekking tot de punten O resp.
A en m, en m, de masss's.

Antwoord:

(m12+m1a2)'¢ + (mh+m1a)gq> +mabd =0, ab¥ + :..":q; + gbd = 0 .

T4. Leid de vergelijkingen af voor de beweging die
de massa's m, en m, van Atwood's machine onder
invloed van de zwaartekracht uitvoeren. Ver-
waarloos de massa van de schijf en van de
snasar, '

™2 Antwoord:
\J?? (my+m,)¥ = (m,-m)g .
T5. , leid de vergelijkingen af voor de

beweging die het hiernsast getekende
toeetel uitvoert onder invloced van

de zwaartekracht. Verwaarloos het

massatraagheidsmoment van de schij-

ven en de massa van het koord en
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neem de hoeken 9 en ¢ als gegeneraliseerde coSrdinaten.

Antwoord:

r"‘@mi""‘m"z +m o, Yo -

r(':lnjs;-"m“)@ - (m3+m4)}j, = (m.s—ml,)g ’

Antwoord:

a | £ (3 cosPa + & ss;:i.nact>1
! 5"\/5g (s ‘

Antwoord:

T =2n Fm1+9m2 Ci-rj .

,3m1+6m2 g

(m3--~m-4 )«L= (--m.1 +~:m2 'HII_3 +m 4)E: ’

Een homogene rechte cirkelkegel met
massa m, beschrijvende £ en halwe
tophoek & rolt over -een volkomen ruw
vlak dat met het horizontale vlek
een hoek § maakt. De beweging is
uiteraard volkomen vastgelegd door.
de hoek © tussen de horizontale X-as:
en de raakbeschrijvende, zesals .in de
figuur is aangegeven. Onder invioed
van de zwaartekracht kan de kepel
kleine trillingen om de evenwichts-
stand uitvoeren. Hoe groot is de

elgentrillingstijd T 7

Een slanke prismatische staaf AB met
massa m, is in A scharnierend opge-
hangen en kan onder invlced van de
zwaartekracht in een verticaal vlak
slingeren. Aan het andere uiteinde.B
is bevestigd een rond schijf je met
massa m, en straal r dat zonder te
glippen rolt in een cirkelvormige
goot met straal R en middepunt in A,
Hoe groot is de eigentrillingstijd T
voor kleine trillingen onder invloed
van de zwaartekracht om de even~-

wichtsstand?
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De hiernaast geschetste as AB heeft een constante
A torsiestijfheid GIp en draagt twee schijven met
Ldirbrr i magsatraagheidsmomenten I1 en 12. Gevraagd worden
2 uitdrukkingen voor de potentigle energie en gegene-
— = 11 raliseerde krachten, waarbij moet worden uitgegaan
van de hoekverdraaiingen ¢ en ¢ van de schijven I1
b : en I2 als gegeneraliseerde codrdinaten. Leid met
behulp van de vergelijkingen van ange de bewe-
e P gellliing tegrang
B gingsvergelijkingen af. Hoe groot is het aantal ei-
gefrequenties en hoe kunnen zij worden berekend?
Leidt dit ock af met d'Alembert.
Antwoord:
g - 93GIp | (-9)%e1p Q = _ _9eIp  (b-9)CIp
28 2b P dg a b *
ou - @)GL GI
R R SR X AE g

Er zijn twee eigenfrequenties. Te berekenen door in de bewegingsvergeli jkin-
gen te substitueren ¢ = ¢o sin wt en ¢ = ?, sin wt en vervolgens de determi-

nant van de co&fficiénten van ¢-0 en @, gelijk aan nul te stellen.

W Twee massapunten m‘l en m, zijn opgehangen aan veren
-::,:':31 met veerstijfheid ¢, en ¢, zoals hiernaast is ge-
< schetst. De deeltjes kunnen alleen in de Y-richting

:- my zonder wrijving bewegen. Gevraagd worden de poten-
EE tiéle energie en de gegeneraliseerde krachten indien
gicz als gegeneraliseerde codrdinaten de verplaatsingen
j m, y1 en ¥, ven m enm, worden aangenomen., Hoe luiden

de bewegingsvergelijkingen? Leidt dit ook af met
_ Y d'Alembert.
Antwooxd:

1 2 2 a0
U = "2'C1y1 + %c2(y2-y1) . Q1 = - 'a_y:'n - 01371 + 02(y2";¥1) ¥

L .2
Q2=" ayz 02(y2_y1) . m2y2_-c2(y2-y1) ’

My =-Cy, * 02(y2~y1) .




80. Gegeven: is een:homogeen. vasit lichsgam: (magss. 2, dat de gedaante heefit van:
eern vierkant waarvan men. het binnern de: ingeschreveh‘ cirkel C éeI‘e'-éen%:' deeli.
heeft weggenomerm.. De straal van:deze cirkel is:R. Het licheam: werdt vertis=--
cagll geplaatst,. zodanig dat het met eenr-der zijden van het vierksntiop:aen::
horizontasl viak. rust. Ben homogene steaf (masse m, lengte R‘{:B_‘)'? beweegt zich'
met:de-uiteinden langs: de omtrek: vam de cirkel: C.. Het geheel is-onder- ins.-

=g ). Ef-is nergens wrijving:: Els:co- -

viced van. de zwaartekracht (versmellim
ordinaten van het stelsel worden ingevoerd de: horizontale. verplaatsing. x:van.
het middelpunt van C en de hoek ¢, die de stasef met het horizontalerwlak.
masdt..

a) Bepaal de kinetische energie van het stelsel.
b) Bepaal de wvergelijkingen van Lagrange: voor let stelsel..
¢) Leid uit deze vergelijkingen af dat: de: horizontale projectie- van:let

zwasrtepunt van het stelsel zich eenpsrig beweegt en: bewijs. dit:-oek:
rechtstreckss,.

d) leid.een bewegingsvergelijking van. de: tweede orde af, die: alleem-de: qoBre -
dinaat ¢ bevatd..

e) Bepasl de cirkelfrequentie der kleine trillingen van de: staaf om: dexefsa-
biele evenwichtsstand.

f) Leid een bewegingsvergelijking ven de eerste orde af, die alleen de cobr-
dinaat ¢ bevat. '

g) Voor t =0 is de staaf verticaal, terwijl alle snelheden mul zijn. Voor-
t= t1 is de staaf voor het eerst horizontaal, Bepasl voor t=0 de hoek- -
veranelling van de staaf en de versnelling van het raam;. bepasl voor
t= 'l;.1 de hoeksnelheid van de staaf, de snelheid van het raam en de. door
het raam afgelegde weg.

Antwoord:

a) m(%%2 +

o=

Rk cos o + ;1- R%%%) .

b) 6X + Rd cos ¢ = constant ,
Xcos ¢ +Rf=~gsing .

d) R?;'J(6-coszq}) + Rﬁaz sin pcos ¢ + bg sino =0 ,

e)%.
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f) H$2(6-coszm) - 12g cos ¢ = ccustant

SR = N = S
5L’!' SR, ?’5’,6ﬂ .

Van een homogene rechte staaf AB (massa m, lengte 2£) kan het uiteinde A

by

g) -

zich slechts bewegen langs een vaste horizontale rechte h; het andere uit-
einde B blijft daarbij steeds verticaal beneden A. In B is aan AB een tweede
homogene rechte staaf BC (massa m, lengte 44) scharnierend bevestigd. Deze
staaf kan in B slechts draaien om de as door B loodrecht op het vlak door h
en AB., Het geheel is onderworpen aan de zwaartekracht (versnelling g) en er

is nergens wrijving.

"~ Als noodzakelijke cobrdinaten voert men in: de afstand u van A tot een vast

punt van h en de hoek 9, die BC maakt met de naar beneden gerichte verticaal.

&) Stel de uitdrukking op voor de kinetische energie van het stelsel bestaan-

de uit de staven AB en BC, als ook die voor de potentiBle energie.

b) Stel de bewegingsvergelijkingen van lagrange op voor het in a) bedoelde
stelsel.

Als nog gegeven is, dat voor t=0 het punt C op h ligt en dat u=d=9=0 op
dit tijdstip, bereken dan:

c) u op het tijdstip, waarop BC voor het eerst na het tijdstip t=0 horizon-

taal is.

d) De kracht (grootte en richting), die BC op AB uitoefent in de onder c)

genoemde horizontale stand.

Antwoord :
1 .2 - 2,2
a)-g m(3%° + 643) cos ¢ +8£°¢°) , - 2mgl cos ¢ .

b) 4 + £$ cos @ = constant , i cos o + §-£$==-g sin ¢ .

3
c)u=%e(\3-2).

5

i r_ 2
d) K = 3 08 {TB ’ E; = 3‘ .

Twee massa's m, en m, zijn verbonden door een massaloze veer met veerconstan-
te ¢c. Het systeem wordt in rotatie om het zwagrtepunt gebracht met een hoek-
snelheid w en daarna losgelaten. Tndien de massa's langs de verbindingslijn

tussen hen kleine bewegingen uitvoeren, wat is dan de hoekfrequentie w van
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83, . Ren:massapunt:m.is opgehangen doer middel -yan .een maggaloze veer, met.yeer-
constante . en-een ongespannen lengte.D,.gan een punt dat een gonstente -op-
~waarts gerichte verénellipg f?o bezit. De.zwaartekrachisversnelling.-g.werkt
werticaal naar beneden. Stel de lagrange functie op en leid dasruit de bewe-
gingsverge kijking voor de verticale -beweging .van het massapunt af.

84. Twee puntmassa's m .en-m

..benden door.een-volkomen buigzaam,

«doch niet-rekbaar koord ter lengte

-£, zoals hiernaast is geschefst. let

~deeltje in A beweegt-oyer.glad, hori-

.zontaal vlek.en het.kgord,gaat door
-een:gat in punt O .yan:de -tafel..Het

cadm gewicht bij B hangt verticsal.onder

2
0. Stel de-vergelijkingenop.yoor-de
bewegingen onder invliced van de -zwaartiekracht. Hoe groot is de eigentril-

Iingsperiode T voor kleine trillingen om een evenwichtsstand, wasarvoer ¢=w ?
~ Antwoord:

d 2, “ .2
~er ) =0, (n +nm)f -nrp° = -ng.

. .2n

™
A\
1 72

85. Een. tot een_cirkel met streal r en:middelpunt M gebogen homogene buis-(massa

~.m).is zonder wrijving draaibaar om een veste horizontale &8, die in een punt
A-van.de buis loodrecht op het vlak -van de huis staat. In-de buis kan zich
~een stoffelijk punt P (massa m) zonder-wrijving bewegen. Het geheel -is.onder-
‘worpen aan:de-zwaartekracht (versnelling g). Als codrdinaten neemt.men de
-hoek .0, die AM meakt met de naar beneden-gerichte verticaal en de hoek. 9,
die . MP: maakt met het verlengde wvan_ AM.

a) Leid de uitdrukkingen voor de potentidle en de kinetische energie van het
stelsel af,

b) Stel de bewegingsvergelijkingen van Lagrange op.
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¢) Bepaal de cirkelfrequenties van de hoofdtrillingen om de stabiele even-
wichtsstand ven het stelgel,

Antwoord:
a) é—mrz{iéa + (6+)% + 26(8 +¢)cos ¢} , -2mgr cos © - mgr cos(6+¢) .
b) 478 + 2r6 cos ¢ - 2rdp sin ¢ + 2rp cos®F ¢ - r$® sin ¢ =

= - 2g sin O -_g_sin(e+cp) ,

2rf cos’ 4 ¢ + ré°sin ¢ +rg = ~ g sin(6+9) .
\ |.& \’iL
oy €n 2 o

"De vrije lengte CB van een glinger, be-
staande uit massa m aan een volkomen buig-
A zaam, niet-rekbaar koord, kan worden gee

wijzigd bijvoorbeeld doar aan het vrije

c X einde A te trekken gzoals in nevenstaande

¥ y, figuur, De plaats van B is bepaald door ¢

en £, welke laatste functie een voorge-
8 schreven functie £(t) van de tijd is.

Stel de bewegingsvergelijking op voor
bewegingen onder invloed van de zwaartekracht. Mag men in dit geval de ver-
gelijkingen van Legrange toepassen?

Hint: Welke gegeneraliseerde cotrdinast(en) neemt U?
Antwoord:

£2% + 2840 + gl sin g = O ia .

LA LR L L2 L

Een vliegwiel is bevestigd aan het
einde van een verticale as met tor-
i siestijfheid 5 en het trasgheidsmo-
ment I van het vliegwiel varieert
| : volgens I = I (1+a sin wt), bij-
voorbeeld door het op bepaalde wijze
verschuiven van twee symmetrisch
gelegen massa's m langs twee spaken
van het wiel. Stel de bewegingsver-

V

N

N gelijkingen op voor kleine hoekver-
Wi N\
r
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drasdingen 6 -omude evenwichtsstands. .

Antweoxrd:
I B cosiwh: S
.:""'.‘,'.‘ 0‘ _- w.”“  —s
Io-f_{-"' 1T+a sm;-,-mt:-e + 1-+-a..~.ain.-.-.wﬂ:r9 o .

88, Dewmrechte li;jz;za.aﬂ.i., die-loodrecht :staat op.de. in de ruimte vasie rechte lijn:
£ 5? wentelt om deze lastste.met een consiante hoeksnelheid w. Langs £ 4 Tesp.

,82 _is.een puntmassa m  resp. W, verschuifbaar, De beide puntimassa's. zijn.

1
verbonden door een massaloze veer, wasrvan.de ongespannen lengte gelijk:.is
aan a.. De veerstijfheid is c. Er is geen wrijving en de zwaartekracht mag

buditen - bescheuwing worden gelaten.
a) Bepaal de stabiele kinetische -evenwichtsstanden.

b) Bepaal de frequentie van:de kleine trillingen om deze standen.

Antwoord:
a) Alleen als: o < \’Ec—- bestaat de stsabielée evenwichtastand: |x1[ = —-'-B;-‘—;f«-
_ 1 1
enix, = 0. 1 - -
\ 2 q Fﬁ'}
b) A =" = ' A= Wi .
1 'm., 2 mz
89. Het vlak van een cirkelvector met

massa m, halve tophoek a en straal a-
draait met een constante hoeksnel-
heid w om. een in de ruimte vaste as:
die door het zwaartepunt van de sec-
t0r gaat en in dat vlak ligt. De
sector is op zijn beurt drsaibaar in
dat vlak om een as eveneens dooxr het
zwaartepunt.

Bereken de evenwichtsstanden en ga
het dynamische gedrag om. de even-
wichtsstanden na. Geef aan de in-

| vlced van een variatie van o« tussen
de grenzen O en n,
De zwaartekracht mag buiten beschouwing worden gelaten.
Hint: Oplossen met
1) Stilzetten.
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2) Lagrange.
3} Vrijmaken.

Antwoord:

Evenwichtsstanden: ¢ = O en ¢ = g-. ¢ = 0 is stabiel als

1 sin 2x  4(1-cos 2a) > 0

2 o 9a2

anders instabiel (dan @ = g-stabiel).

Fen homogene bol met massa m en straal a is in een willekeurig punt van zijn
oppervlak opgehangen aan een niet-rekbaar slap koord ter lengte £, dat gedu~
rende de beweging gespennen blijft. Stel de bewegingsvergelijkingen op voor
de slingeringen onder invloed ven de zwaartekracht (versnelling g) en bere-
ken de frequenties van de kleine trillingen om de evenwichtsstand.
Antwoord:
o = ( z\/ (a NN )

192 25£

78 ',

Zoals hierboven is geschetat rolt in een verticaal vlak een, in een cirkel-
vorm met straal r gebogen buis B, langs een vaste, in hetzelfde vlak liggen-
de cirkelvormige rand A, waarven de straal gelijk is aan R. In de buis, waar-
van de constante afmetingen der dwarsdoorsnede klein zijn ten opzichte van R
en r, kan een puntmassa P zonder wrijving glijden., De massa van V is evenals
die van P gelijk aan m. De versnelling van de zwaartekracht bedraagt g.
Bepaal de stabiele evenwichtsstanden en de bijbehorende frequenties van de
kleine trillingen om die standen,
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Antwoord:

_ (3. ) + gJOR® - 22rR + 172>

) = j ..
1,2 4r(R-T)

L £
Fen homogene starre staaf OM (massa m, .lengte £) kan .zonder wrijving draaien

om.zijn vaste uiteinde 0. Om het andere umiteinde M.is, .eveneens zonderwwrij-

ving, draaibaar een homogene .starre cirké,lvcrmi'ge -schijf ‘Sa' (:massa. M, sstraal
R), die tevens rolt over de omtrek van een atarre cirkelvormige sc:h:i.;ji‘i.,s1
(straal r), waarvan het middelpunt samenvalt met O (£-= R+r) en:diesniet
draaibaar is. Het systeem beweegt in een verticaal vlak onder invloed.van de
swaartekracht (versnelling g). Indien een periodieke beweging wordt uitge-

voerd waarbij in de uiterste stand de lijn CM horizontaal is, wat is dan de

grootste hoeksnelheid van 82 ?

Antwoord:
mmax = % J\E. M .
m +% M
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Een lichaam met massa m, kan zonder wrijving bewegen langs een rechte L. Aan
het lichaam bevindt zich een oog waardoor een massaloos elastisch koord loopt
met veerconstante ¢ en te verwaarlozen ongespamnnen lengte. De beide uiteinden
van dit koord zijn bevestigd in twee punten A en B welke met de rechte L in
een vlak liggen op de in de figuur aengegeven wijze. Gevraagd wordt voor het
systeem de evenwichtsstanden en de kleine trillingen om deze standen te bepa~
len in de volgende gevallen:

a) Het koord kan zonder wrijving &oor het oog glijden.
b) Het koord is in het midden vast aan het oog bevestigd.

Hint: Oplossen met:

1) Lagrange.
2) Vrijmaken.

Antwoord:
a) x =2 en wxg-v;(:-; .
b)x=‘23-£ en w=2 % .
7?“ ‘ - Een homogene staaf, massa m, lengte
r_- £, kan met één einde zonder wrijving
I g glijden langs een horizontale rechte
h ' L. De staaf is in het andere einde
met behulp van een massaloos onrek-
| L baar koord, lgngte h, bevestigd aan
een vast punt op een hoogte h verti-
7 caal boven L. De versnelling van de
= zwaartekracht is g.
Gevraagd wordt de frequentie en de trillingstijd van kleine trillingen in
het verticale vlak om de getekende evenwichtsstand te berekenen.
Hint: Hoeveel graden vrijheid.
Antwoord:

wa\f"gﬁ .
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Een homogene .afgesloten buis, massa M, lengte
28, is in een uiteinde opgehangen aan een vast
punt en. kan zonder wrijving bewegen in een
verticaal wlak. In de buis kan een massapunt,
massa. i, zonder wrijving glijden. De massa is
door een.massaloze veer, veerconsiante ¢, on-
gespannen veerlengte £, verbonden met het vrije
einde van.de buis. De versnelling van de.:zwaar-
tekracht is g. Gevraagd wordt de evenwichts-
standen. van het systeem.en de frequenties van

kleine trillingen om de stabiele evenwichts-

standen {e bepalen. Aangenomen mag worden dat
de veerconstante zo groot is dat gedurende de beweging het massapunt niet in
aanraking komt met de uiteinden van de buis.

Antwoord:

[ME + m(.-.ﬁ +-%g-)]g

m 4

3 =
1 n * YT

2 4 302 L7, L HEN2
‘BM'E +m(£+c)

Een verticaal vlak « wentelt met constante hoeksnelheid w om een verticale
rechte 2z in dit vlak. In a ligt een rechte x loodrecht op z. Van een homoge-
ne staaf (lengte 2¢, massa m), die onderworpen is aan de zwaartekracht (ver-
snelling g), bewegen de uiteinden A en B zich zonder wrijving opvolgend langs
X en z.

g) Bepaal de stabiele kinetische evenwichtsstanden van de staaf als W > bi:A .

Fy;

b) Bepaal de cirkelfrequentie van de kleine trillingen om deze standen.

Hint: Oplossen met
1) Lagrange.
2) Stilzetten.
2) Vrijmaken.

Antwoord:

\]1652w4 - Qg

4Lw
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a) . Een starre mathematische slinger met lengte ¢
en massa m kan draaien om een horizontale as
die bevestigd is op een schijf die met een
constante hoeksnelheid w om een verticale as
draait. Het ophangpunt van de slinger bevindt

zich op deze verticale as. De versnelling van

de zwaartekracht is g. Voor welke waarden van
w is een beweging mogelijk zodenig dat 6 con-
stant is en verschilt van nul? Hoe luidt de

betrekking tussen & en w7

b) Veronderstel dat de schijf niet sangedreven wordt doch vrij kan draaien
om een verticale as. Ten tijde t=0 is 6=0, .£6=vo en w=w,. Ga de bewe-
ging van het mechanisme na en in het bijzonder de wisselwerking tussen de
beweging van de slinger en de rotatie van de schijf, die een massatraag-

heidsmoment gelijk aan I heeft.

c) Onderzoek de stabiliteit van de verticale evenwichtsstand van de slinger
indien de massa van de slinger zich onder het ophangpunt bevindt, voor
het geval dat w constant is,

Antwoord:

2) 8 = 0 of cos 6 = - . Hiernit volgt: 6 # O indien of >&
Lw

b) (I+me®sin®0)w = T, ,

.
31 +nsin®0)e® + 4m®(X) + mgt(1-cos 6) = U+ Emd .

Voor kleine waarden van 6:
2
%m,za(%%) + #mt(g- £6?)0° = constant.

Voor m§ <% slingert de massa om de verticale stand O =0,

Voor w§>§' slingert de massa om een gemiddelde waarde van 8 die ongelijk

aan nul is.

¢) Stabiel evenwicht bij 0=0 alleen indien u” <&,
Twee volkomen gladde bollen, elk met straal r en massa m, worden geplaatst
in een holle cylinder, met straal & en aan beide kanten open, die staat op
een horigzontael vlak zodanig dat zijn as verticaal is (r > a/2). Indien ver-
der gegeven is dat de cylinder niet in beweging komt, wordt gevraagd te be-
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wijzen dat voor de massa M van de cylinder geldt M = 2m(1 -ﬁ)’ .

Hint: Zoek minimum poteﬁtiéle energie.

Eern staaf met massa m steunt op een volkomen gladde horizontale vaste stang
en zijn onderste uiteinde vindt steun. op een volkomen glad horizontasl vlak.
De hoek die de staal met het horizentsle- vlak maakt is gelijk asan B, Bereken
de horizontale kracht die op dit uiteinde moet worden uitgecefend opdat de
staaf zich in een evenwichtstoestand bevindt, indien gegeven is de hoogte h
van de stang boven het vlak en de afstand a. van het zwaartepunt van de staaf
van het ondersie einde.

(Opmerking: vrijmaken, virtuele arbeid, min. pot. en.).

Antwoord:

2151& sin®9 cos O .

Een homogene staaf met massa m en lengte 2£ is opgehangen asn twee punten in
een horizontaal vlak door middel van twee draden met lengte a, die oorspron-
kelijk verticaasl hingen. Deze draden zijn verbonden met de einden van de
gstaaf, Toon aan, dat het koppel M, dat op de staaf moet worden uitgeocefend
om deze in een horizontale stand te houden die loodrecht staat op de aanvane

2
kelijke richting, gelijk is aan M = -l

Va.z - 242

(Opmerking: vrijmaken, virtuele arbeid, min. pot. en.).

Twee identieke, massaloze staven AA!
en BB' zijn door een wrijvingsloos
scharnier in punt ¢ verbonden (AC =
= CA' = BC = CB') en staan in een
verticaal vliak op een volmaskt glad-
de horizontale tafel. De bovenste
uiteinden A en B zijn verbonden door
een massaloze draad ADB, waarover
een ringetje van een zeker gewicht
zonder enige wrijving kan schuiven,
Toon aan, dat in de evenwichtsstand
de horizonteal door D de lijnstukken
AC en (B middendoor deelt.

(Opmerking: vrijmaken, virtuele ar-

beid, min. pot. en.).
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Antwoord:

Pe2ugl3 ; Q=2ml3 .

104.

23

A
| I

<

B
_jr

43.

Een homogene massieve kubus met ribbe 2a rust
op een horizontaal liggende cylinder met straal
r. De hartlijn van de cylinder loopt evenwijdig
met een ribbe van de kubus. Ga na, of het even=-
wicht stabiel is en neem daarbij aan, dat glij-
den niet optreedt.

Antwoord:

Voor r > a stabiel.

Zes identieke staven met ieder een massa
m zijn scharnierend aan elkaar verbonden.
Zoals in nevenstaande figuur is geschetst,
is het geheel in een scharnierpunt opge=
hangen in een verticaal vlak en vormen de
staven tesamen onder invlced van de zwaar-
tekracht en van de krachten P en Q een re-
gelmatige zeshoek., Hoe groot is het aantal
gegeneraligeerde colrdinaten en hoe groot
zijn de krachten P en @ ?

Een sfuk profielijzer hangt aan een hask
met behulp van een kabel die in de punten
A en B is vastgemaakt. De kabel kan zon-
der wrijving over de haak glijden. De af-
‘stand van A tot B is gelijk aan &, de
lengte van de kabel is L en het zwaarte-
punt van de balk ligt midden tussen A en
B. Toon san, dat de horizontale stand van
de balk instabiel is.

105. Een deeltje met massa m bevindt zich in het midden A van sen holle buis met

..... .engte 2b en massa M. De buis die asn beide einden dicht is, ligt op een
roikomen gladde horizontale tafel, De restitutiecoéfficisnt tussen M en m
bedraagt e. Gegeven is verder dat het deeltje m op een bepaald moment zich
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met een snelheid s ten opzichte wvan de buis verplaatst. Gevraagd worden de

volgende groctheden:
a) De snelheden van m en M na de eerste botsing.
b) Het verlies san energie als gevolg wven de eerste botsing.

¢c) De tijd die m er over doet om weer .in A terug te keren in zijn corspron-

keli jke bewegingsrichting.

Hint: Blijft de impuls behouden? Waarom?

Antwoord :
) : . . m-eM T . Yo 1
a) Snelheid m: V= Y, » sSuelheid M: V'= —=— (1+e)v,

mM 2, 2
B) AT = -E7gaay (-, -

b 2
C)t=v—(1+‘
o]

o |

)

106, Een man met massa m staat in een 1ift met massa M, die daalt met een snel-
heid V. De massa van het contragewicht bedraagt M+m. Plotseling springt de
man omhoog met een energie, wauardoor hij een hoogte h zou bereiken, indien
hij dit op vaste grond deed. Bereken de snelheden en de versnellingen wvan de
man en van de lift onmiddellijk na het opspringen. Wat is de maximale hoogte
van de man met betrekking tot de 1ift?

Antwoord:

- m
L:Lf‘t.v’e-—v+mq2gh, aza'ZM-+mg .

Man: vm=V—V2gh ; S.m=g ’ h ﬂg‘(l‘ﬂﬂl)‘h

4 max 2M+m *
v

107. 40 Twee massa's m0 en m, zijn verbonden door een buigzaam,
‘ doch niet-rekbaar koord ter lengte £. Indien m, vanaf de

. grond, waar m1 aanvankeli jk blijft liggen, met snelheid

s omhoog wordt geworpen, welke hoogte h boven de grond

zal oy dan bereiken? Neem aan, dat de botsing volkomen

™, onelastisch geschiedt en dat de massa van het koord te

7RI verwasrlazen is.
Antwoord:

2
mo 2 mo 2 vo

h=4[1- —_— + [ ———) —
m,+m, n,+m, 2g
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X
M M Twee massapunten A en B kunnen zon-
_l der wrijving glijden langs een hori-
A B zontale rechte. Aan de massa B hangt,
Z 3 zonder wrijving scharmierend, een
19 massaloze steaf, lengte £, waaraan
in het uiteinde een puntmassa m is
" bevestigd., De versnelling van de
zwaartekracht is g. Op een bepaald
ogenblik botst de massa A met een snelheid v tegen de massa B welke evenals
de staaf in rust is. Op het moment van botsing hangt de staaf verticaal on-
der B. De botsing is volkomen elastisch. Gevraagd het verloop van de bewe-
ging ven de massapunten na de botsing te bepalen.
Antwoord:
Bewegingsvergeli jkingen: A staat stil.
5 B8 3 . 45 cos 8 + £¥sin 6 = 0

- £6 + % cos 6~ gsin 6 =0

Beginvoorwaarden: ¥(B) = v, 6=0, 6=v/s .

Twee massa's, A en B, beide massa m,
1 A v B kunnen glijden langs een horizontale
o
. A v
g M///f/ﬁ_ rechte. De massa A kan zonder wrij
ving bewegen, de massa B met een
wrijvingscoéfficiént -§ y waarin g de versnelling van de zwaartekracht is.

Op een bepaald moment botst de massa A met een snelheid Yy tegen de in rust
zijnde massa B. Voor deze en de volgende botsingen is de botsingscoéfficiént

1/3. Gevraagd de weg te bepalen welke door de massa's wordt afgelegd tot zi
beide tot rust komen.

Antwoord:
Lo
tot " 4p °
Een massapunt (massa m) wordt op een hoogte h boven
me'—ﬂ' een horizontaal vlak zonder beginsnelheid losgela-
ten. De botsingsco&ffici®nt tussen het massapunt m
gl h en het horizontale vlak btedraagt A. De versnelling

van de zwaartekracht is g.
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Gevraagd wordt:

a) De tijd die verloopt tussen het losleten van het massapunt en het tot

rust komen ervan,

b) De waarde van A, indien de totale .deor het massapunt afgelegde weg gelijk

is aan 2h.

Antwoord:

- 1
b);\—aﬁ .

Een volkomen glad bolletje met massa'm2 is bevestigd aan een vast punt door
middel van een niet rekbaar koord waarvan de nassa wordt verwaarloosd., Een
tweede bolletje met massa m en een snelheid v, treft m, onder een hoek e
met het koord. De botsingscogfficiént bedrasgt e. Gevraagd worden de smelhe-

den v: en vé van resp. m  en m, na de botsing. Snelheid van m, is gericht
volgens de verbindingslijn van de zwaartepunten van m, en m,.
Antwoord:
v (m sin®e-en ) (e +1)m v sin 0
vl o= 2 . v o= )
.2 ;2
m_+m sin” 6 m, +m sin ©
2 1 2 1

Een volkomen gladde bol treft een tweede die in rust was. Na de bolsing staan
de bewegingsrichtingen van beide bollen loodrecht op elkaar. Gevraagd wordt
te bewijzen dat, indien de bollen volkomen veerkrachtig zijn, de beide mas-

sa's aan elkaar gelijk moeten zijn.

Twee identieke bollen (massa m) raken elksaT en rusten op een gladde hori-
zontale tafel. Een derde bol met massa m' botet tegen de beide bollen, Be-
wijs dat m' ten gevolge van deze botsing tot rust komt indien 2m' = 3me,
waarin e de restitutieccE&fficiént voorstelt en bereken het verlies aan ener-
gie tijdens de stoot. De drie bollen hebben gelijke stralen.

Een volkomen glad wigvormig lichaam met massa M en hoek « kan bewegen op een
volkomen gladde horizontale tafel in een richting loodrechi op zijn rand.

Een deeltje met massa m wordt vanaf de wig langs de wig omhoog geschoten met
relatieve snelheid V. Leidt af dat het deeltje terugkeert in het punt van de
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V(M+m sin‘a

- » Bereken ook
m+M)g gin a

wig vanwaar het werd weggeworpen na een tijd

de kracht tussen het deeltje en de wig gedurende de beweging.

Een mechanisch stelsel bestaat uit een vlakke, homogene cirkelvormige schijf
(middelpunt O, massa m), waarasn in een punt A van de omtrek een homegene
rechte staaf AB (massa m, lengte 2£) is bevestigd. Deze staaf kan in alle
richtingen vrij om A draaijen. Het stelsel bevindt zich in rust op een hori-
zontaal vlak, zodanig, dat AB in het verlengde van OA ligt en wordt in een
runt C van de omtrek van de schijf getroffen door een horizontale stoot 5,
die naar OA gericht is en loodrecht op OA staat. Wanneer de schijf onmiddel-
1lijk na de stoot geen hoeksnelheid heeft, bereken dan:

a) cos £ AOC .
b} De hoeksnelheid van de staaf onmiddellijk na de stoot.
¢) De arbeid door de stoot verricht.

Er is nergens wrijving.

Antwoord: _
2
1 =0 =
a)cosAAOCg:s. b)5m£ . c) e

a) Met een kanon met massa M en star gemonteerd op een afuit, dat zonder
enigé wrijving over een horizontaal oppervlak kan rijden, wordt een pro-
Jjectiel met massa m onder een elevatiehoek « afgeschoten, Bepaal de bewe-
gingsrichting van het projectiel bij het verlaten van de loop en toon aan
dat, indien het vlak door het kanon onder een hoek f met de horizontaal

door het projectiel loodrecht wordt getroffen, geldf g a= M(cotﬁ:itg £) .

b) Met het kanon kan men een projectiel met massa m verticaal omhoog schieten
tot een hoogte h boven de grond, Indien de elevatie vervolgens op een hoek
o wordt ingesteld, wat is dan voor hetzelfde projectiel de schootsverheid
uitgedrukt in de grootheden M, m, ¢ en h ?

Antwoord:

8) bg tg{(1 + Plte a} .

2Mh ain 2a
b) M+m
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Van een in rust zijnd rechthoekig assen-
kruis (0,x,y) is de positieve y-as verti-

B“!'t;tand T Qfand cael naar boven gericht. Een homogene
t=1

n
[ =]

staaf AB met massa m en lengte 24 kan

zonder wrijving bewegen in het door het
N

118.

assenkruis bepaalde vlak V. De versnel-
ling van de zwaartekracht is g, Van de

A B aanvankelijk in rust =zijnde staaf bevin-

den zich de uiteinden A en B respectieve-
lijk in O en op de positieve y-as.
Ten tijde t=o0¢ wordt de staaf in A door een stoot g getroffen waarvan de

vector in V ligt.

a) Bepaal de componenten S, en Sy van S zodanig, dat op het tijdstip t =1
het punt B de x-as bereikt en het punt A zich loodrecht boven B bhevindt.

b) Bepaal ook voor deze waarden van Sx en Sy de afstand OB voor t=1.

Antwoord:

8) S mZml, S_ w2
x 3 ' Yy 2 e

b) OB(t=1) a%‘-,e .

£
2z

ml\

—_ = —_—— — —
S eenm—
wx

Y

é/:
Een starre homogene bdalk B (len.gte 24, massa m) valt in horizontale stand
onder invloed van de zwaartekracht (versnelling g) van een hoogte h op een

starre pen P, Zoals aangegeven in de figuur treft P de balk B op een afstand

%,z van een uiteinde. De botsing verloopt volkomen onelastisch. Hoe beweegt
de balk vlak na de botsing?
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Antwoord:

Na de bbtsing roteert de balk met een hoeksnelheid: %-ngh om het punt P.

119,

X

!

7
Een homogene starre staaf (lengte 4%, massa m) valt in horizontale stand en
zonder beginsnelheid onder invlced van de zwaartekracht (versnelling g) van
een hoogte h op een vasté gladde pen P, zoals hierboven is geschetst. De
‘botsing in P is volkomen elastisch. Gerekend vanaf het moment van de botsing
in P stoot de staaf na een tijd v = %Z'VETT? tegen een vaste gladde pen Q,
waarvan de plaats in bovenstaande schets is aangegeven. De botsing in Q is

volkomen onelastisch,
a) Bereken de grootte van stoten in P en Q.

b) Bereken de snelheden van de staaf v6Sr en onmiddellijk néd de botsingen.

2
c) Toon aan dat h > 36 ZZ-fn » opdat na P eerst Q wordt getroffen.

d) Bereken de waarde van X.

Antwoord:
T 5
b) Voor 1° botsing: v, = ngh ,
na. 1° boltsing: v _ = 1—v w = -6_3_
. z, 7 o? 1 T £
o . coly o Iml e 6%
voor 2° botsing: *«fzw2 7 vb + 2 ok ¢ w, = T
‘ ob i : i = _2 l’l&
ne 2° botsing: v __ (verticaal) = ( 55+ 55 )

3

3
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120. Een homogene, cirkelvormige en gladde
schijf (straal r, middelpunt O en
massa M) is zonder wrijving draai-

baar om een in de ruimte vaste, ver-

ticale en massaloze as a-a, die lood-
recht staat op het vlask van de schijf.
De punten A en B liggen aan de omtrek
van de schijf (« AOB = 90°). Op een

zeker tijdstip wordt in A vanaf de
> stilstaande schijf een puntmassa m
omhooggeschoten zodanig dat de snel-
heid A ten opzichte van het punt A van de schijf ligt in het verticale vlak
door AB en een hoek « maakt met AB. De versnelling van de zwaartekracht be-
draagt g. Na een tijd v valt m op de schijf, botst volkomen veerkrachtig en
komt na enige tijd opnieuw in contact met de schijf, nu in een punt C van de
omtrek. Berekten v, en de positie van C bij het begin van de beweging.

Hint: Behoud wan impulsmoment om O, Waarom?

Antwoord: '
g {2 2n
v_ = (M+2m) , hoek AOC = . " .
© 9 sin 20(M2 + 2mM + 2m?) (M +2m) (M +md +m?)
121, R In bovenstaande figuur is geschetst

een homogene cirkelvormige schijf
(straal r, massa M}, die zonder
wrijving draaibasar is in een hori-
zontaal vlak om het in de ruimte
vaste middelpunt 0. In het vlak van
de schijf kan een puntmassa P (massa
m) bewegen eveneens zonder wrijving.

Yoor t < 0 bevindt P zich in het

T punt Q aan de omtrek van de schijf

en staat de schijf stil. Op het tijdstip t=0 wordt P vanuit Q weggeschoten
met een snelheid Yo ten opzichte van het punt Q van de schijf in de richting
QR(«£ OQR = 45°) en ten tijde t= T passeert P de omtrek in punt T. Gevraagd
wordt de grootte van T en de positie van T op het tijdstip t=0.
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Antwoord:
L oef2_ (n+2n)® hook Qo7 < 20(i1+ 2m)
Sy 2 2y ! o8 = 2 2
o (M°+2mM +2m°) M° + 20 + 2m
122, , Een homogene bol B (straal r, massa m)

Tust op een stilstaande vlakke horizonta-
le schijf S. Het oppervlak van S is vol-
komen ruw. De hoeizontale afstand tussen
0 en het middelpunt van B bedraagt T,
Plotseling begint S te draaien met een
hoeksnelheid w om een verticale as door
een punt 0 van S. Bereken de aanvankelij-

ke bewegingstoestand van de bol

123, ' - . De homogene staven AB en CB (ieder met

| masga m en lengte £) zijn in punt B
scharnierend met elkaar verbonden. De
hoek ABC is gelijk asn 2x. Op het asnvan-
kelijk in rust zijnde systeem werkt in
punt C een stoot S, waarvan de werklijn
valt langs CA. Bereken de beweging direct
na de stoot en de grootte en richting van
de reactisstoot in het scharnier bij B.
Wet is de arbeid verricht door S ?

Antwoord:
3B con o 65 cos
Yot = 2 x 2
ne(1+3 sin“a) me{1+3 cos“a)
:TLB= 33 sin g cos @ | P 5(1 -3 cos 2a)
. - ; -
n(1 + 3 cos’a) B 2n(1 +3 sin’a)
5 . _ 35 sin ax cog a S =:5(1--3 cosza)
x -

2(1 + 3 sina) ’ Y 2(1+3 cos®a)
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Een vrije halve bolschaal (massa m, straal R), die star en homogeen is,
wordt begrensd door een grote cirkel waarop vier punten A, B, C en D zijn
gemarkeerd zoals hierboven is geschets?t (AC 1 BD). De bol, waarvan de momen-
tane snelheidsverdeling wordt gegeﬁen door de snelheid v van punt A en de
rotatie w (g.is evenwi jdig met DB en de richting van w is die van de lijn
4B}, wordt gelijktijdig getroffen door de stoten S in Den 8 in C (5 staat
loodrecht op vlek ABCD). Gevraagd wordt het impulsmoment in punt C vlak na
de stoot. .
Antwoord:
D = - + Y2 - SR
x b - !

= L nuR? 1
D, = 3 mR {2 +5R - ZmR
1 2

DZ—-4 wR E+va .

125. Op de omtrek van een schijf, straal r en iraag-

heidsmoment J om de drsaiingsas, is een uiteinde
van een-massaloes -onrekbaar koord bevestigd. Het

«andere uwiteinde.wan:het slap hangende koord is

vagtgemaakt: aan. een lichaam met massa m, dat in

rust op-een-vlak onder de schijf ligt. Wammeer de
schijf zonder»wrijving begint te draaien met een
hoeksnelheid . .Q:wordt op een bepasld ogenblik het

koord gespannen.” De botsing wverloopt volkomen on-

veerkrachtig.:Gevraagd wordt de verandering in de
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hoeksnelheid van de schijf en de verandering van de kinetische energie van

het systeem op dat moment te bepalen.

Antwoord:
2
: 1
w = -—-—-—-—--—-—-IQ AT = ,mr > . -2— IQa .
(T +mr?) (I+nz®)
. _ _ Een massapunt, massa m, wordt met
B : ' ‘ een snelheid No onder een hoek o met
de horigzontaal weggeschoten in het
¥/ mwaartekrachtsveld vanuit het punt
h A. Nadat het messapunt, in horizon-

tale richting gemeten, een weg s
heeft afgelegd, treft het een homo-
gene gladde steaf, massa M, lengte

£, welke in een uiteinde in een vast

punt B op een. hoogte h boven A scharnierend is opgehangen. De botsingscoéf-
ficiént bedraagt A, Gevraagd wordt de bewegingen voor en na de botsing en
het energieverlies door de stoot te bepalen.

Hint: De staaf is glad, dus de stoot stasat loodrecht op de staaf.

Antwoord: -
-2
v =Ncos a en a=h+58%— . g tan a .
0 ) 2
: 2v
_ 0
Hoeksnelheid van -de staaf na de botsing: & = ;ﬂ%(11_ﬂ)? v, -
ms~ +5 ME
5 2 1 2
ma~ -3 AME
Horizontale snelheid van de massa na de botsing: V =.: V, .
2 1 2 0
ma, +-3- Mé
. (ma® +; _kaMﬂz)
Energieverlies: AT = %mvo 1 - 1 2 .
(ma +?M.E )

In een verticaal vlak V liggen drie
punten O, B en C. De lijn OB is ho-
rizonteal en de lijn OC maskt een
hoek (g + «) met 0B, waarbij C boven
OB ligt. Aan het punt O is scharnie
rend bevestigd een homogene, rechte
staaf OA (lengte #, massa m), welke




zonder wrijving kan draaien in het verticale vlak V. De afstanden OB en oc
zijn kleiner dan £. In de rusttoestand ligt de staaf vrij op een ondersteu-
ning in het punt B. Op zeker moment werkt in het einde A op de staaf in rust
een verticale, naar boven gerichte stoot S. In het punt C bevindt zich een
vaste aanslag. De botsingscoéfficiént tussen de staaf en het punt C bedraagt
x» (0 <A< 1); die tussen de staaf en het punt B is gelijk aan nul. De ver-

snelling van de zwaartekracht is g. Gevraagd wordt:

a) De maximale en de minimale waarde waartussen 5 moet liggen, opdat de
staaf uiteindelijk langs de rechte 0OC tot rust komt.

b) Verklaar de grensgevallen: A = O en A = 1,

Antwoord:

5 . = %—m@ , S = él};‘{ V3g4[1- (1= A%)cos ] .
128, Een vrije homogene bol (massa m en straal &), op welks oppervlak in een wil-
lekeurig punt P een puntmassa m is bevestigd, roteert momentasn met een
hoeksnelheid w om een willekeurige as door zijn middelpunt. Plotseling wordt
het punt P vastgezet. Gevraagd wordt de grootte en richting van de stoot en

van de hoeksnelheid nd de stoot.

Hint: Zoek as(sen), waarom het impulsmoment constant is.

Antwoord:

g =2

7 maw sin B met: P = hoek tussen MP en rotatieas.

Hoeksnelheid na de stoot:

component langs MP: wcos B ,

component in vlak door wen MP en 1 MP: %'w sin B .

Lsw

129, B Een vrije homogene vierkante plaat ABCD
met mases m en zijde a roteert momentaan
om de diagonsal BD met de hoeksnelheid .
Het hoekpunt A botst tegen een in rust
zijnde puntmassa m, welke door de botsing
blijvend aan de plaat wordt verbonden, Er
is géén zwaartekracht. Hoe is de beweging

van de plaat onmiddellijk na de botsing?
Antwoord:

Q=

~[
=
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Een vrije homogene kegel (hoogte h, straal grondvlak a, massa m) draait om
zijn symmetrie-as met een hoeksnelheid w. Plotselihg worden de top en een
willekeurig punt op het manteloppervliak gefixeerd. Bereken de na het stoot-
verschijnsel optredende hoeksnelheid.

Antwoord:

20

‘cos (6 +tan’a)

Q:

Een schijf, I, straal R, draait aan-
vankelijk met constante hoeksnelheid
w om een as loodrecht cp de schijf
door het middelpunt A. Een tweede
schi jf, II, homogeen, massa M,
8traal r, is draaibasr om zijn mid-
delpunt B aan de eerste schijf be-
vestigd. Het punt B ligt op de om-
trek van I, terwijl de schijven in
hetzelfde vlak bewegen. Op de omtrek
van I is in het punt C een massapunt, massa m, bevestigd. Het systeem be-

weegt zodanig dat de twee schijven t.o.v. elkaar in rust zijn, terwijl C op

het verlengde van AB ligt, Op een bepaald ogenblik wordt schijf I vastgezet.
Bereken:

a) De stoot in B.

b) De hoeksnelheid van II onmiddellijk na het vastzetten.

“ Hint: Beschouw impulsmoment om punt B.

b} Q

Antwoord :

a) s = Miiﬂ% (M + 3m) .

LS Mrtom(Brx) o
Mr + 2mr ‘




Een homogene cirkelvormige schijf, massa
m, straal R, staat loodrecht op esen ruw
. horizontaal vlak. De wrijvingsco€fficiént
91 tussen schijf en vlak is f, In een punt A
van de omtrek van de schijf grijpt een
horizontale constante kracht P in net
vlak van de schijf aan. Op het tijdstip
Lt t =0 is de schijf in rust en bevindt het
s punt A zich verticazl boven het middel-
punt. De versrnelling van de zwaartekracht
i3 e

sevraagd wordtb:
a) de wasrde van f opdat de schijf aanvankelijk rolt;
b) de waarde van f opdat de schijf gedurende de gehele beweging blijft vollen;

¢) de beweging ven de schijf te beschrijven, indien f groter is dan de onder

b) gevonden waarde.

sntwoord

Len homogene balk, massa M, lengte 24, ligt op-een glad horizontaal viak, Op

de balk ligt een massapunt G, massa m, -met .een massaloze veer, veerstijfheid
c, ongesparmen lengte £, verbonden met het uiteinde A ven de balk. De wrij-
vingscoffiiciént tussen massapunt en balk is f, de versnelling van de zwaar-
tekracht is g. Op het tijdstip t=0 boist een massapunt, massa mgy met snel-
heid V, gericht langs de hartlijn van de balk, tegen het uiteinde B van de
valk. De botsingsco&ffici&nt is A
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Gevroagd wordt hoe groot f meoet wzijn opdat het massapunt C van de balk glijdt.

Antwoerd
) ) 5 2 )
fouit: pfoglv - \+ +(pfmg) ]+ v = uczqvﬁ-f(pfmg) .

Een cirkelvormige ruwe schijf, straal
R, kan om een verticale as door het
middelpunt O draaien, Op de schijf
ligt een homogene staaf, massa m,
lengte %&h scharnierend wvertonden
met de schijf in het punt P op een
afstand &R van 0. De staaf ligt in
het verlengde van de iijn OP. De
wrijvingsco&fficiént tussen staaf en

schijf is f, de versnelling van de

zwaartekracht is g.

Op een bepaald tijdstip begint de schijf met de constante hoeksnelheid w te
rotéren. > . :
Gevrasgd wordt de bewegingsvergelijking van de staaf met de beginvoorwaarden

te bepalen.

Antwoord

kB + %gmmzR 5in 8 = = W

1
3
met W = mgf voor >0 s

W= - mgf voor 9 <0,

en B: hoek tussen staaf en 0P,

Beginvoorwaarden:

t=0 , €=0 , 6=20 .




en homogeen cilindrisch lichaam (iergte £, soortelijke massa p) heeft een
dwarsdoorsnede bestaande uit een halve cirkel (stréal R) aan een rechthoek
{hoogte h, breedte 2R).

it lichaam rust, met de lengteas horizontaal, op een volkomen ruw horizon-
taal vlak. Dg versnelling ven de zwaariekracht is g.

Aan welke voorwaarde moet h voldoen, opdat de stand van het lichaam, waarbi]

de symmetrielijn van de dwarsdoorsnede verticaal staat, stabiel is.

Antwoord

2
h < \f= .
1 \/5 R

In een verticaal vlak ligt een
volkomen gladde trap met de

treden 4,B,, A,3,, A B, etoc. De
breedte van de treden en de af-
stand tussen twee treden bedraagh
£. Vanaf het punt C, op de trede
£,B, wordt een massapunt {nassa

n) afgeschoten met een snelheid

v, onder een hoek o, met de ho-

’/}52//6:////// 2 rizontaal (0 <o < m/2), Het
7 massapunt gaat bewegen onder in-
4 ' ,
A4 vioed van de zwaartekracht (ver-
?EZ??%O'/é snelling g) en valt {botst) na
7
g 373 3 P enige tijd in het punt C, op de
A4 trede A B,. Tuesen C, en C, raakt
ZLQZ’/% het magsapunt geen andere punten

van de trap. De afstanden B1C1 en
B202 zijn gelijk. De betsingsco-
efficiént tusgen trap en massa-

punt bedrszagt A Na de boteing :i._n'C2 gtuit het massapunt op de trede A3BB etc.

Hoe mceten v, en o gekozen worden, opdat de baan die het massapunt tussen

twee opeenvolgende treden beschrijft, voor alle treden identiek is.
Antwoord

2

1-2A+5A

vy =\]( ) ) lge o =._%xctan(qg-}-i) .
2(1 =A%) 1 -
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Een cirkel (straal R, middelpunt
| >w 0) roteert met een constante )
heeksnelheid w om een middellijn,
Een inhomogene staaf AB kan met
de uiteinden A en B zonder wrij-

ving langs de cirkel glijden.

De lengte van de staaf is Rdé.
De staaf bestaat uit twee homo-
gene stulken: AN met massa m en
MB met massa 2m. (AM = MB).

De invloed van de zwaartekracht

kan buiten beschouwing worden

gelaten,
Gevraagd wordt de kinetische evenwichtssianden van AL te bepalen en de sta-

biliteit van deze standen te onderzoeken.

Antwoord

Evenwichtsstanden:
0se=<z :ein(2p) = ;— V5, stabiel,
Z<osn :sin(z) = —g- {5, instabiel,
TS @< % : sin(écp) =~z V5 , stabiel
% < ¢ = 2n: sin(2g) = - %{5 , ingtabiel.

Een balk AB, massa m, lengte 4, kan zonder wrijving glijden op een horizon-
taal vlak, Op de balk kan een blok, massa m en te verwaarlozen lengte, glij-
den. De wrijvingscoéffici&nt tussen blok en balk bedraagt f. De versnelling
van de zwaartekracht is g.

Cp zeker moment wordt het blok met een snelheid v. ten opzichte van de balk

0
vanaf het uiteinde B afgeschoten in de richting van het andere uiteinde A

- waar zich een aanslag bewindt. De botsing van het blok met de aanslag is vol-

komen elastisch.




Hoa groot moet vy gekozen worden, opdat het blok na de botsing tussen A en B
tot rust komt.

intwoord

—n

24t <v, < 2\2fgl .

Ben schijf, straal R, draait met de hoeksnel-
heid w om een vaste verticale as door het mid~
delpunt 0. Op de schijf ligt een homogene
staaf, massa m, lengte +R, welke scharnierend
is bevestigd in het punt P op een afstand R
van O, De staaf ligt in het verlengde van 0P,

Het scharnier is wrijvingsloos. De wrijvings-

coEfficiént tussen de staaf en de schijf be-
draagt f. De versnelling van de zwaartekracht is g.
Op een fepaald ogenblik wordt de schijf gefixeerd.
Hoe groot moet w worden gekozen opdat na de fixatie de staaf juist éénmaal

omn P roteert.

Antwoord
o 4\ /2nig
w = 5 m

De staaf AB, lengte £, draait met constan-
te hoeksnelheid @ om de verticale as door
het uiteinde A. In het uiteinde B is een
tweede staaf bevestigd welke kan scharnie-
ren in het horizontale vlak door A.

De relatieve hoeksnelheid van de tweede
staaf t.o.v, de eerste is w. Langs deze

staaf kan een massapunt giijden, massa m,

dat via een massaloze lineaire veer,

(veerconstante ¢, ongespamnen lengte £0)
verbonden is met het scharnier in B.

Gevraagd wordi de beweging van het massapunt te beschrijven.

Antwoord

n¥ - Amo’r - mw’d cos(wt-+90) = - o(r-ﬂo)
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11, Een massapunt, massa m, wordt met begin-
;h snelheid Yy vanuit het punt 4 onder een
2 hoek o met de horizontaal afgeschoten,
?’ ladat het punt in horizontale richting
2 de weg £ heeft afgelegd botst het tegen
Z’ een gladde verticale wand, loodrecht op
2 de horizontale component van Vo De botw
g singscoéfficisnt bedraagt A, de versnel-
;/’ ling van de zwaartekrachti g.
/4 Gevraagd v, opdat de baan van het punt
na de botsing weer door A gaat.
Antwoord
142. y Een magsa m hangt aan een volkomen
% buigzaam, massaloos koord, lengte £,
/’ bevestigd in het vaste punt A. Een
//‘a\ messa m wordt met een snelheid Vo
.7 horizontaal in de massa M geschoten.
Na de botsing beschrijft de totale
V4 massa, M+m, aanvankelijk een cirkel-
beweging om A, Hadat over een hoek o
is gedraaid raskt het koord de vaste
pen B op een afstand £-1 (r <%4)
Ny van A, De dismeter van de pen is te
Tl -~ M v verwaarlozen, De snelheid van de to-

- - ---g——gm tale massa is zo groot dat gedurende
| de volgende beweging een cirkel om B
‘ wordt beschreven waarbij het koord
strak gespannen blijft. De versnelling van de zwaartekracht is g.
Gevraagd wordt de minimale grootte van v o te bepalen,

Antwoord

v, = Ml—:;—n-l \[g[r(Q +cos a) + £(1-cos a)] .




Examenvraagstukken
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TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN

Examen/Tentamen Theoretische Mechanica op zaterdag 6 april 1968, 9,00 - 12,00 uur.

N.B. Elk vreagstuk dient op een apart stel bladen gemaskt te worden en de

bladen dienen slechts aan £én zijde te worden beschreven.

Een homogene staaf (massa m, lengte

£) kan zonder wrijving glijden in
\;~__z'w een rechte buis. Een uiteinde van
r*——1 de staaf is door middel van een

"W massaloze veer (veerconstante c,

ongespannen veerlengte nul) verbon-

den met het punt M van de buis, De
buis draait met de constante hoek-
snelheid w om het vaste punt M in

een horizontaal vlak,
) Bepaal de evenwichtsstand van de staaf,

b) Voor welke waarden van w is deze evenwichtsstand stabiel?

¢) Bepaal de frequentie van kleine trillingen om de stabiele -evenwichtsstand,

VO w
a”\FP
M
A L B

£

De homogene staaf AB (massa m, lengte £) kan in een vast verticaal vlak W
dreaien om het vaste punt A. Op de staaf bevindt zich in het punt B een mas-
sapunt P (massa M). Op een tijdstip t, waarop de staaf zich in de getekende
horizontale stand bevindt en waarop alles in rust is, wordt P vanaf het unt
B van de staaf in W weggeschoten, zodanig dat de relatieve snelheid van P
ten opzichte van B gelijk is aan v, en een hoek a met de staaf maakt., Dearna
bewegen de staaf en hgt massapunt onder invloed van de zwaartekracht (ver-

snelling g). Na een tijd t, treft P de balk juist in punt A.

a) Waarom blijft de impuls op t=t, niet behouden?
Bereken de reactiestoot, die op t-=t° in A optreedt.

b) Bereken t1.

¢) Bereken het verband dat tussen de grootheden Vo1 % £y 8y men M moet be-
staan.,

d) Geef een vergelijking wesruit men de hoek kan bepalen wsarover de staaf
op het moment van treffen is gedraaid. :
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Een homogene staaf B B, (lengte 2b, massa M) is in zijn eindpunten B, en B,

scharnierend verbonden met twee messaloze staven A B, en A B, (lengte £),
welke in de punten A1 en A2 verbonden zijn met twee massaloze lineaire veren
(veerstijfheid ¢), die bevestigd zijn aan de vaste punten D1 en DZ' De pun-
ten A1 en A2 kunnen alleen horizontasl bewegen. In de rusttoestand is de
staaf B1B2 zuiver horizontaal en bewvindt zich op een afstand £ sin « boven
de horizontale rechte door'DI, A1, Az‘en Dg. De massa M is zo klein dat de
evenwichtsstand met a > O mogelijk is. De versnelling van de zwaartekracht

is g.

i) Bereken de. statische indrukking van de veren A D en 4D .

Op een hoogte h verticeal boven het midden van B1B2 bevindt zich een massa m.

De massa m wordt zonder beginsnelheid losgelaten. De botsing tussen m en B1B2

is volkomen onelastisch en m blijft met de steaf meebewegen.

ii) Toon asn dat tijdens de botsing de impuls behouden blijft, als gevolg
van het feit dat de staven A1B1 en AaB2 en de veren A1D1 en A2D2 massa-

loos zijn.

iii) Gevraagd de grootte van h, opdat de staaf BB, door de horizontaal A A,

zal gaan, wasrbij asngenomern mag-worden dat de staaf B1B2 steeds hori-
zontaal blijft.
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TECHNTISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN

Exsmen/tentamen Theoretische Mechanica, W IV, WSK IV op zaterdag 8 juni 1968,
9.00 - 12.00 uur.

N.B. Elk vrasgstuk dient op een apart stel bladen gemaakt te worden en de

bladen dienen slechts aan één zijde te worden beschreven.

* Een homogene bol (massa m, straal a)
\ is in rust op de rand van een hori-
\ zontaal vlak. Deze rusttoestand wordt
I verstoord en de bal rolt van het vlak
/ met een beginsnelheid die verwaarloosge
/ baar klein is. De wrijving tussen de
~— bol en de rand is groot genoeg om
1 glijden te voorkomen. De versnelling
9

van de zwaartekracht bedraagt g.

a) Bereken de hoek « waarbij de bol van de rand loskomt.
b) Hoe groot is de hoeksnelheid op dat moment?

c) Wat is de kleinste waarde van de wrijvingscoefficiént die mogelijk is?

Een homogene balk (massa m, lengte £)
beweegt in een horizontaal vlak zoda-
nig dat de eindpunten van de balk zon-
der wrijving glijden lang een cirkel
(straal R). ‘

Op de balk werkt eeh horizontale
kracht P aangrijpend in een van de
eindpunten. De kracht blijft tijdens
de bveweging steeds loodrecht op de balk.

Gevraagd wordt te berekenen de toename van de energie en van de hoeksnelheid

van de balk gedurende de eerste omwenteling.
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BEen homogene cirkelvormige schijf
(streal r, magsa m) beweegt zon-
der Wrijving in een horizontaal
viak H. De schijf heeft een hoek-
snelheid @ en de snelheid van zijn
‘middelpunt is V. Na enige tijd
botst de schijf tegen een starre
‘wand AB, welke loodrecht op H
gtaat en een hoek a maakt met de

richting van V.

Gevraagd wordt de beweging van de schijf na de botsing voor twee verschil-
lende gevallen:
i ) de wand AB is volkomen -glad,

ii) de wand AB is volkomen ruw.

In beide gevallen is de botsingsco&fficiént in de richting loodrecht op AB
gelijk aan A.
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TECHNISCHE HOGESCHCOL EINDHOVEN

Tentamen Theoretische Mechanica, W IV, WSK IV, zaterdag 12 october 1968,
3.00 - 12,00 uur.

N.B. Elk vraagstuk dient op een apart stel bladen te worden gemaakt

en de bladen dienen slechts aan één zijde te worden beschreven.

Een homogene schijf (massa m, straal r)
kan zonder wrijving draaien om een
horizontale as door het middelpunt M en
loodrecht op het vlak van de schijif.
Langs de omtrek van de schijf is een
homogene ketting ( massa per lengte-een-
heid p, lengte 2nr) gewikkeld. Een uit-
einde van de ketting is aan de schijf

bevestigd, het andere uiteinde is vrij en bevindt zich op de horizontaal
door M. Op een zeker moment krijgt het vrije uiteinde van de ketting een
snelheid v vertiksal naar beneden waarna de ketting van de schijf afrolt
onder invloed van de zwaartekracht (versnelling g). Gedurende de beweging
komen de elementen van de ketting niet los wvan de schijf tot de horizontaal
door M wordt bereikt.

Gevraagd wordt de hoeksnelheid van de schijf als functie van de draaiings-
hoek te berekenen. Geef een uitdrukking, in de vorm van een bepaalde inte-

graal, voor de tijd welke benodigd is opdat de gehele ketting is afgerold.
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Yl

Q

X

De beide uiteinden van de homogene staaf AB (lengte £, masss m) kunnen zon-
der wrijving bewegen langs de elkaar loodrecht kruisende rechten OX en 0'Y!
(afstand h, £> h). De beide rechten drasien met constante hoeksnelheid w
om de Z-as. De zwaartekracht (versnelling g) werkt in de richting van de

negatieve Z-as.

a. Hoeveel gegeneraliseerde cobrdinaten heeft dit systeem? Geef aan welke
U kiest.

b. Bereken uitdrukkingen voor de kinetische energie T en de potentiéle
energie U.

c¢. Bewijs dat kinetisch evenwicht in iedere stand van de staaf mogelijk is.
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In een horizontasl vlak ligt een vast assenkruis Oxy. De uiteinden A en B
van een homogene staaf (lengte 24, massa n) kunnen zonder wrijving bewegen
langs resp. de gehele x- en y-as. Op de y-as ligt een vast punt C, dat via
gen massaloze veer (veerstijfheid ¢, ongespannen veerlengte 0C, 0C > 24)-
verbonden is met B. Op het punt A van de staaf werkt een constante kracht P,

gericht langs de x-as.

a. Bepaal de evenwichtsstanden van de staaf.

b. Onderzoek de stabiliteit van deze evenwichtsatanden, afhankelijk van de
grootte van P,

c. Bepaal de frequentie van kleine trillingen om de stebiele evenwichts-

standen.
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TECENISCHE HOGES CHOOL EINDHOVEN

Examen/tentamen Theoretische Mechanica (W IV, WSK IV) op maendag 6 januari
1969, 9.00=12.00 uur.

N.B., I: Elk vraagstuk dient op 'een apart stel bladen gemaakt te worden en

de bladen dienen slechts aan één zijde te worden beschreven.

N.B., II: Van de volgende vier vraagstukken moet de combinatie
1,2,3 of 1,2,4 of 1,3,4 gemaskt worden.

Bovenstaande figuur estelt voor een muizenrad R, langs welks omtrek een muis
M op eigen kracht loopt. Het rad wordt opgevat als een -homogene cirkelvormi-
ge schijf (straal r), in een verticaal vlak zonder wrijving draaibear om het
vaste middelpunt O (massatraagheidsmoment om de draaiingsas door 0 is I). De
muis wordt beschouwd als een puntmasse (massa m), die niet van de omtrek van
de gchijf kan vallen. De versnelling van de zwaartekracht bedrasgt g. Op het
tijdstip t = O is het geheel in .rust ‘en de muls begint venuit het laagste
punt omhoog te lopen. Neem san dat de kracht K, die de muis hierbi] in ten-
gentigle richting op het rad uitoefent, constant is.

Stel de bewegingsvergelijkingen en de beginvoorwmarden op.

Beschouw opnieuw het systeem van vraagstuk 1,
a) Bewijs dat kinetisch evenwicht, waarbij de positie van de muis in de

ruimte niet verandert, mogelijk is als ng < 1,
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b) Onderzoek de stebiliteit van de standen van kinetisch evenwicht door mid-
del van kleine trillingen.
¢) Onderzoek de beweging van de muis voor het geval dat éﬁg—> 1.

3.

In een horizontaal vlek liggen twee gelijke homogene cirkelvormige schijven
(straal R, massa M) met vaste middelpunten 0, en O, welke op een afstand 4
(£ > 2R) van elkaar liggen. Elke schijf ken vrij drasien om een verticale as
door zijn middelpunt. Aan de randpunten A, van schijf 01, en B, van schijf

O,» is scharnierend bevestigd een homogene steaf AB (massa m, lengte £). De
staaf AD is evenwijdig aan 0102, terwi jl AO1 en BO2 loodrecht op 0102 staan.
O het randpunt C van de schi jf O1 werkt een stoot S. De richting van S is

loodrecht op 0105 en het aangrijpingspunt C ligt een afstand a links van 01.

a) Geef alle stoten aan, die op de drie afzonderlijke lichamen kumen werken.
b) Welke stoten zijn mul en waarom? _
c) Bereken de snelheden van de drie lichamen direct na de stoot.

d) Hoe groot is de door de stoot verrichte arbeid?

Een massaloze omwentelingskegel, tophoek

2a, straal van het grondvlek r, rolt over

een vast horizontaal vlak., In het grond-
vlek zijn twee massa's vast aan de kegel
bevestigd, de massa M op de as van de ke=
gel, de massa m op de kegelmantel. De

versnelling van de zwaartekracht is g,

a) leidt de bewegingsvergelijking af.

b) Bepaal de evenwichtsstanden,

¢) Onderzoek de stabiliteit van die standen.

d) Geef de freguentie van kleine trillingen om de stabiele evenwichtastanden.
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TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN

Examen/tentamen Theoretische Mechanica W IV, WSK IV,
op zaterdag 19 april 1969 van 9.00 - 12,00 uur,

N.B. Elk vraagstuk dient op een apart stel bladen te worden gemaakt en

de bladen dienen slechts man &&n zijde te worden beschreven.

1)

[

In bovenstaande schets stelt D een deur voor en SC is de zogenaamde
schoot. Deze laatste wordt, indien de deur wordt dichtgegooid, door de
sluitplaat SP tegen de veerdruk in in D geschoven en springt achter SP
gekomen weer terug. We beschouwen hierna uitsluitend de botsing tussen
SC en SP, waarmee het dichtvallen inzet, en niet het verdere verloop.
Neem aan dat de stoot S, die SP op SC uitoefent, loodrecht staat op het
vlak van SC, dat de botsing volkomen onveerkrachtig is en dat noch in O,
noch bij de beweging van SC in D wrijving optreedt, V68r de botsing is

de hoeksnelheid van D gelijk aan W,

8. Bereken S, de hoeksnelheid w van D na de botsing en de snelheid V

van SC ten opzichte van D na de botsing.

b. Bewijs, dat V maximaal is.als
- 2
i1 4
e =V Ty

waarin 2 = lengte van D
m = massa van SC

en J = massa~treagheidsmoment van D en SC om het punt O,

N.B. Verwaarloos de dikte b ten opzichte van £.
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Een homogene afgesloten buis (massa M,lengte 2)
is in het midden loodrecht vastgelast op een
magsaloze staaf welke is opgehangen aan een
vagt punt.

De staaf kan zonder wrijving roteren om het
vaste punt in een verticaal vlak, dat semen=-
valt met het vlak van de buis en de staaf,

In de buis kan een massapunt (massa m) zonder
wrijving glijden. De massa is door een massa-
loze veer (veerconstante C, Ongespannen veer-
lengte %£) verbonden met een uiteinde van de

buis. De versnelling van de zwaartekracht is g.

Gevraagd wordt de evenwichtsstanden van het systeem en de frequenties van
kleine trillingen om de stabiele evenwichtsstand{en) te bepalen.
Aangenomen meg worden dat gedurende de beweging het massapunt niet in
aanralking komt met de uiteinden van de buis.

In een verticaal vlak bevindt zich een cirkel,
straal R, waarlangs een massapunt, massa m, kan
bewegen, De wrijvingscoZfficiént tussen de massa
en de cirkel bedraagt f. De cirkel roteert met
een constante hoeksnelheid w om een ag door zijn
middelpunt M en loodrecht op het vlak van de
cirkel, Op het tijdstip t = 0 bevindt het massa=
punt zich verticaal onder M en is in rust ten
opzichte van de cirkel. De versnelling van de

zwaartekracht is g.

Hoe groot moet  minstens zijn, opdat het massapunt ten opzichte van de
cirkel in rust blijft,
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TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN

Examen/Tentamen Theoretische Mechanica, WIV, WK IV, op maandag 2 juni 1969,
9,00-12,00 uur.

N.B.a. Elke opgave dient op een apart stel bladen te worden gemaakt en de

bladen dienen slechts aan &én zijde te worden beschreven.

N.B.b. Van de vier gesielde opgaven moeten er hiei meer dan drie worden ge-

maskt. De keuze is vrij.

1. a) Leid voor een star lichaam de momentenstelling af met betrekking tot een
vast punt.
b) Leid uit het voorgaande dezelfde stelling af doch nu betrokken op het
zwaartepunt van het beschouwde lichaam,
b) Formuleer de momentenstelling indien als referentiepunt een willekeurig

punt van het bewegende lichaam wordt gekozen.

lg . ol A

£ 2.4

Een massapunt (massa m) valt onder invloed van de zwaartekracht (versnelling
g) varn een hoogte h op het uiteinde A van een balk. De balk is homogeen

(massa M, lengte 3£) en zonder wrijving scharnierend bevestigd in het punt C
(afstand AC is £). De balk ligt aanvankelijk horizontaal, waarbij het uiteinde
B op een vaste pen rust. De botsingsce8fficiént tussen puntmassa en balk is A.
Gevraagd wordt de hooéte h te bepalen opdat na de botsing het uiteinde B

Juist verticaal boven C tot rust komt.
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9

— @‘

Zoals hierboven is geschetst beweegt een horizontale transportband zonder
eind zich met een constante snelheid v van A naar B (afstand AB is £). Ben
gestrekte ketting CD (massa m, lengte a, a << £) wordt door de band vanaf
een horizontaal vlak bij A meegesleurd. Het deel CA van de ketting, dat zich
nog op dit horizontale vlak bevindt, beweegt hierover zonder wrijving

(f = 0), terwijl tussen het al op de band zijnde deel AD en de band een
wrijvingscoéfficiént £ > O heerst., Aanvankelijk is de ketting in rust en be-
vindt D zich op een te verwaarlozen afstand rechts van A op de band., De ver-
snelling van de zwaartekracht bedraagt g.

a) Neem san v < Jfé;. Bewijs, dat de snelheid van de ketting op het moment
dat C in A aankomt, gelijk is aan v.

b) Hoe groot is die snelheid als v > Yfga ?

¢) Hoever is in geval b) het punt C voorbij A gekomen op het moment, dat de

ketting voor het eerst de snelheid v heeft bereikt?




76,

Een ruwe schijf, S1 , draait met de constante hoeksnelheid w om een verticale
as, loodrecht op het vlak van S1, door het middelpunt O. Een tweede, homogene,
schijf, 8, (massa m, streal r), Tolt over S, . Tijdens de beweging blijft het
vlak van S, verticaal, terwijl de afstand van 8, tot het punt A van 5, (af -
stand AO is a) constant is (b).

Bepaal de bewegingsvergelijking.van Sz" de .stabiele evenwichtsstand en de
freauentie van kleine trillingen om die stand.
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TECENISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN

Tentamen Theoretische Mechanica (W IV, WSK IV) op zaterdag 11 oktober 1969,
9.00 - 12.00 uur.

N.B.I. Elk vraagstuk dient op een apart stel bladen gemaakt te worden en de

bladen dienen slechts aan &&n zijde te worden beschreven.

N.B.II, Van de vier gestelde opgaven mogen er niet meer dan drie worden in-

geleverd. De keuze is vrij.

1. a) Leid af de algemene uitdrukking voor de kinetische energie van een star

lichaam:

Ii,j wi mj .

Beschouw een 2-dimensionaal lichaam L dat kan bewegen in een verticaal
vlak V. Dit vlak V roteert met een constante hoeksnelheid Q om een verti-
cale as. Geef aan het verschil in de uitdrukkingen voor T &n U in het
stilstaande (inertiale) en in het meedraasiende assenstelsel.

Op welke wijze mogen de vergelijkingen van Lagrange in deze stelsels wore

den toegepast en in welk geldt T +U = constant.

In een verticaal vlak bevinden zich twee gelijke homogene cirkelvormige

schijven (straal R, massa. ) met vaste middelpunten 0, en 0,y die op dezelf-
de hoogte en op een afstand £ (£ > 2R) van elkaar liggen. Elke schijf kan

vrij draaien om een horizontale as door zijn middelpunt. Aan de randpunten
A en B van respectievelijk schijif 01 en O2 i8 evenwijdig aan 0102 scharnie-
rend bevestigd een massaloze staaf AB (lengte 4), Langs de staaf AB kan zon-

der wrijving een massapunt m glijden, dat door middel van een massaloze veer

(veerstijfheid c) verbonden is met het midden C van AB. De ongespannen veer-

lengte is nul en de versnelling van de zwaartekracht is g.
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Gevraagd wordt:

a) de evenwichtsstanden van dit systeem te bepalen;
b) de stabiliteit van deze standen te onderzoeken, en

c) de eigenfrequenties van de staebiele evenwichtsstand(en) te bepalen.

Een ladder, op te vatten als een homogene staaf AB met lengte 2£ en massa m,
staat loodrecht op de grond op een afstend a (a < £) van een muur opgesteld.
Vanuit deze stand valt de ladder, hewegend in een vlak loodrecht op de snij-
lijn muur—groﬁdvlak, zonder beginsnelheid met het uiteinde A tegen de muur.
De botsing bij A is volkomen veerkrachtig en het uiteinde B Llijft bij de
botsing in contact met de grond. De versnelling van de zwaartekracht be-

draagt g. Zowel de muur als de grond zijn wrijvingsloos.

a) Bereken de stand van en de snelheidsverdeling over de ladder vlak véér de
botsing,

b) Bereken de stoten die in A en B op de ladder worden uitgeoefend.

¢) Bereken de snelheidsverdeling over de ladder vlak nd de botsing.

d) Toon aan, dat voor a = % £3 de hoeksnelheid van de ladder né de botsing

nul is,
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Het hierboven geschetste model heeft betrekking op een voorwiel (homogene
schijf met massa M en straal R) van een auto. Het wiel draait met een con-
stante hoeksnelheid w om zijn as OA die als magsaloos wordt opgevat. De as
OA (lengte a) ken draaien om de Z-as (rotatichoek 6). Een elastische veer
oefent bij een hoekverdraaiing 6 een terugatelmoment ¢B uit. Onder invloed
van een excentrische massa m {straal b, ® <<R) op het wiel gaat de as QA
trillingen uitvoeren in het XOY-vlak (zg. "shimmy" tengevolge van onbalans).
De interactie van het wiel en de grond, en de zwaartekracht mogen buiten be-

schouwing worden gelaten. Er is geen wrijving.

a) Bereken de kinetische energie T en de potenti&le energie U.

b) Leid met behulp van de methode Lagrange de bewegingsvergelijking af.
‘ 2

¢) Bereken, onder verwaarlozing van de termen die & bevatten, de hoekver-~

2
draaiing © als functie van de tijd t. R
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THCHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN

Examen/tentamen Theoretische Mechanica, W IV, WSK IV, op maandag 5 januari
1970, 9.00-12.00 uur. ‘

N.B.1. Elk vraagstuk dient op een apart stel bladen gemaakt te worden en de

bladen dieneén slechts aan één zijde te worden beschreven

W.B.2. Van de vier gestelde opgaven mogen er niet meer dan drie worden inge-

leverd. De keuze is vrij.
N.B.3. De bheoordeling van het ingeleverde werk berust op de voclgende norme-

ring: het maximaal aantal punten is het cijfer, geplaatst tussen

rechte haken achter ieder onderdeel.

. Theorievraag

a) Ieid af, dat het impulsmoment D, van een star lichaam genomen ten opzichte

van het zwaartepunt Z volgt uit de formule

Doi = Lij @y

en interpreteer de compenenten die in deze formule voorkomen. [4]
b) Leid af, dat het impulsmoment D van een star lichaam betrokken op een wil-

lekeurig punt P volgt uit de formule

D=D + mv

—

waarin r = de radiusvector van P naar 7,
m = de massa van het lichaam,
en v, = de zwaartepuntssnelheid. [3]

¢) Pas a) en b) toe op het volgende homogene, rechthoekige parallellopipedum
(dichtheid p), dat met de hoeksnelheid w omeen lichaamsdiagonaal draait,

waarbij het antwoord moet worden uitgedrukt in p, b, ¢ en w. [3]
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2a

WLLIITTITI I I LTSI AL 1S IES P,
CLIETITIFILS I T LTI TITIITIIF ST

Een balk AB beweegt met een snelheid v, langs een vaste horizontale rechte £.
Op de balk ligt een homogeen rechthoekig blok, massa m, hoogte 2a, breedte

2b en even dik als de balk, dat in het punt C met de balk is verbonden. Het
blok, dat zonder wrijving kan roteren om een horizontale as door ¢ loodrecht
op £, is in rust ten opzichte van de balk. De versnelling van de zwaarte-
kracht is g.

Op zeker moment wordt de balk plotseling gefixeerd.

Gevraagd wordt:

i)  de hoeksnelheid van het blok onmiddellijk na de fixatie te berekenen, [4]
ii) hoe groot v, minstens moet zijn, opdat het blok zal kantelen, [4]

iii) de stoot in het punt C te berekenen. [2]

In nevenstaande figuur stelt P een

lift, massa M, voor die, geleid door.
1 12 de vaste, verticale rechten £1 en £2,
valt onder invlced van de zwaarte-
kracht. Tussen de lift en elk van de

geleidingen werkt een constante

wrijvingskracht W. Een slinger, be-
staande uit een massaloze staaf AB
en een puntmassa m in B, kan zonder
wrijving draaien om een horigontale

Pt as door een punt A van de 1lift.

I

3

|

1

I

[

i

|

‘ Op het tijdstip t = O, waarop de

staaf AB een hoek o met de verticasl
door A maskt en een hoeksnelheid W,
heeft, wordt de lift zonder begin-

snelheid losgelaten. De versnelling
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van de zwaartekracht is g.

i) Stel de bewegingsvergelijkingen op en [6]
ii) bepaal hieruit de hoeksmnelheid wan de staaf AB als functie van de hoek
die AB maskt met de verticaal door A. [2]

iii) Beschrijf de beweging voor het speciale geval dat W = 0. Beschouw in

het bijzonder de gevallen:
a) w =0, [1]
b) Wy £0enm<<M [1]

Een overal even dikke staaf AB (massa M) kan glijden langs een glad hellend
vlak V met hellingshoek a (0 <« <A%J. Op de in rust zijnde staaf wordt cen
draaiende bol (massa m, straal r, hoeksnelheid Wy s géén translatiesnelheid)
geplaatst, zodanig dat de resulterende bewegingen van staaf en bol plaats
vinden in een vlak lcodrecht op de snijlijn van V en het horizontale vlak H.
De wrijvingsco&fficiént tussen bol-en:staaf bedraagt f. De versnelling van
de zwaartekracht is g, De staaf is zo lang dat de bol niet voortijdig van de
staaf afglijdt.

a) Gedurende welke tijd glijdt. de bol over de staaf? [4]
b) Over welke afstand verplaatst de bol zich hierbij ten opzichte van de
staaf? [1]
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¢) Voor welke waarde van a blijft het zwaartepunt van de bol hierbij in
rust? [1] '
d) Bewijs, dat de bol na de fase a) over de staaf gaat rollen. [2]

e) Bewijs, dat de wrijvingskracht tussen de bol en staaf tijdens de fase d)
gelijk is aan mul. [2]




84.

TECHNTESCHE HOGESGH@OL'EENDHOVEN

Examen/tentamen Theoretische Mechamica, W IV, WSK IV, op zaterdag 18 april

1970, 9.00~12.00 uur.

N.B. Elke’opgave'dientnop~een»apartwStelﬂbladen-te_worden gemaakt en de

bladen dienen SEechhszahniﬁﬁnriiﬁae-te-worden beschreven.

Elk correct opgelost vraagstuk wordt met 10 punten gehonoreerd. De ver-—

deling van deze 10 punten over de .onderdelen is tussen vierkante haken

achter elk onderdeel aangegeven.

1. Theorievragen: kort beantwoorden.

1.1.

a) De impuls van L.

b) Het impulsmoment van L om-A,

-Beschouw een lichaam L met een
willekeurige snelheidsverdeling.
Een punt A van L wordt gefixeerd.
Ga na of de volgende grootheden wel
of niet veranderen door de fixatie

+en geef een korte toelichting.

¢) Het impulsmoment van L.om zijn zwaartepunt Z (Z valt niet samen met A).

d) De kinetische energie T van L.

1.2. A

a) T

U, = mgx cos o ,

b) T

c) T, = } mx? ,

[=}
0

g @ MgX cos a -~ } mw?x? sin

= | m?x? sina + }-mk? .,

, = } ma?x2 ginZa + § mk2 ,

2

[5]

Een staaf OB maakt een vaste hoek o
met de verticaal OA en roteert met
een hoeksnelheid w om deze verticaal.
Een massapunt m beweegt zonder wrij-
ving langs OB.

Beschouw de volgende uitdrukkingen
voor de kinetische energie (T) en de

potentiele energie (U) van m:

, = WBX CO8 a - } my?x? sin?a .

[« TN
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i) Welke van deze combinaties igs fout?

ii) Welke van deze combinaties geldt in een inertiaal systeem en welke in

een met OAB meedraaiend systeem?

iii) Voor welke van deze combinaties geldt: T + U = constant ? (5]
Een homogene cirkelvormige buis
(massa M, straal R) kan zonder
wrijving glijden over een plat vlak.
Een'ﬁassapunt P (massa m) kan zonder
wrijving in de buis schuiven. Op een
moment waarop zowel de buis als P
zich in rust bevinden, wordt op
punt Q van de buis een stoot S uit-
geoefend in de richting van P (£ QOP

Bereken:

a) De snelheid van P na de stoot. (31

b) De snelheid van Q na de stoot. [3]

¢) De hoeksnelheid van de buis na de stoot, [2]

d) De kinetische energie van het systeem na de stoot. [2]

cylinder

<

Een homogene cylinder '(massa m, straal r) kan bewegen over een horizontaal
vlak V (wrijvingscoéfficient f). Het vlak ondergaat een gedwongen beweging
waarbij ieder punt van V in een verticaal vlak een cirkel (straal R) door-
loopt met een hoeksnelheid w (w > 0). De versnelling van de zwaartekracht

bedraagt g.

= 120°)
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a) Toon aan dat een hewegingstoestand-waarbij-de cylinder ten opzichte van
V in rust blijft, niet mogelijk is. . [2]
b) Neem aan dat de cylinder over V rolt en leid hieruit af dat w aan de

volgende conditie moet. voldoen:

w? < I _fg voor 0 £ wt g 27 . 71
(§ Icos wt1 + £ sin wt)R

c) Bereken uit b) de kritieke waarde van w die nog juist toelaatbaar is en
bereken op welk punt van de baan van V bij de kritieke waarde van w

glijden dreigt op te treden. [1]
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1.2,
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TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN

Examen/tentamen Theoretische Mechanica op maandag | juni 1970, 9.00~12.00 uur.

N.B. Elk vraagstuk dient op een apart stel bladen gemaakt te worden en de
bladen dienen slechts aan &&n zijde te worden beschreven.
Elk correct opgelost vraagstuk wordt met 10 punten gehonoreerd. De
verdeling van deze 10 punten over de onderdelen is tussen vierkante

haken achter elk onderdeel aangegeven.

l. Theorievragen: kort beantwoorden.

A en B zijn twee willekeurige punten
van een star lichaam L met massa m,
Z is het zwaartepunt. De snelheden
van de drie punten zijn respectieve-
lijk Vpr Y en v,. De radiusvector

van B naar A is r. De impulsmomenten

in de punten A en B zijn D, en D..
Precies &&n van de volgende gelijkheden is voor elke gnelheidsverdeling goed:
I QB=EA+£xm!A’
11 Dy =Dy + ¥ xmy ,
111 QB =D, +rx my, -
a) Welke is die goede gelijkheid? Motiveer Uw antwoord. [4]
b) Geldt de bedoelde gelijkheid ook als L niet een star lichaam, doch een
willekeurig systeem van puntmassa's en starre lichamen is? 1]

8]

WS ST

De staven AB en BC, in B scharnierend aan elkaar verbonden, kunnen bewegen
in een verticaal vlak onder invlced van de zwaartekracht (versnelling g). De
uiteinden A en C bewegen daarbij over een horizontaal vlak. Er is geen

wrijving.




"Ga ' na-
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welke van-de-volgende: grovthéden:behouden wordt (antwoord met ja of

component van.de.impuls:in de.X=pichting van staaf AB. [1]
component van de impulsdinide Y+richting van staaf AB. f11]
component van.de impuls. inide X-richting van het gehele systeem {11

component. van' de impluls:in. de”Y-richting van het gehele systeem [1]

kinetische energie.wvan hetugehele systeem, de potentiele energie

de som van beide.

Gevraagd wordt:

(1]

‘Een homogene staaf (lengte £, massa
-m) kan in een verticaal vlak zonder
‘wrijving roteren om het vaste punt
A. A ligt op een afstand a (a < 2)
van een gladde verticale wand. In
het zwaartepunt wordt op de staaf,
.wanneer deze in rust verticaal boven
A.staat, een horizontale stoot S
uitgeoefend in de richting van de
muur. De staaf gaat roteren en botst
tegen de muur (botsingscoéfficient
A). De versnelling van de zwaarte-

kracht bedraagt g.

1) De hoeksnelheid van de staaf direct na de stoot. [3]

2) De hoeksnelheid van de staaf juist voor en juist na de botsing met de

maur.

f4]

3) De grootte van S opdat de staaf juist in de verticale stand weer tot

rus

t komt.

£3]



89.

Een homogene staaf AB (massa m,
lengte 2a) kan zonder wrijving glij-
den in een rechte buis. Het uiteinde
A van de staaf is deoor middel van
een massaloze veer (veerconstante c,
ongespannen veerlengte nul) wverbon-
den met het vaste punt O van de buis.
Het systeem is op het tijdstip t = 0
in rust, waarbij de staaf AR zich

verticaal onder O bevindt. De ver-—

snelling van de zwaartekracht is g.

a) Bepaal voor t = 0 de afstand OA. [2]

Op het tijdstip t = O begint de buis met een constante hoeksnelheid

(w > 0) te roteren om een vaste horizontale as door O.
b) Stel de bewegingsvergelijking voor de staaf op. [5]

c) Neem aan dat voor de hoeksnelheid w geldt

0 <‘\/c e w \/c
m n 2m *

en bepaal onder deze condities, met behulp van de bij a) gevonden begin-
voorwaarden, uit b) de positie van de staaf als functie van de tijd.
fz21
d) Toon aan, dat als niet aan de onder c) gencemde condities is voldaan, de

verplaatsing van de staaf AB ten opzichte van O onbegrensd toencemt.

C1]

i
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TECHNISCHE, HOGESCHOOL EINDHOVEN

Examen/tentamen Theoretische Mectaniea (W IV, WSK IV) op zaterdag 10 oktober
1970, 9.00-12.00 uur. ' ' '

N.B. Elk vraagstuk dient oﬁ'gmuagartustel bladen gemaakt te worden en de

bladen dienen slechts aan &&n zijde te worden beschreven.

Elk correct opgelost vraagstuk wordt met 10 punten gehomoreerd., De ver-—
deling van deze 10 punten-over:de-onderdelen is tussen vierkante haken

achter elk onderdeel aangegeven.

1. Theorievragen: kort beantwoorden.

a)

19

Aan het voetstuk van een stilstaande globe geeft men plotseling een hoek-
snelheid Q (zie schets). Met welke hoeksnelheid w gaat de bol draaien ten
opzichte van het voetstuk? Ga na of Uw antwoord in overeenstemming is met

~hetgeen U verwacht voor o = 0 en o = ;- (zie schets). (41

b) c

0 X
4

Beschouw de onderling identieke.staven AB en AC, in A scharnierend ver-
bonden. De staven kunnen vrij bewegen in een horizontaal vlak (botsings-

verschijnselen behoeven niet te worden bekeken). Er is geen wrijving.
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Van de beweging is gegeven dat de hoeksnelheden van AB en AC gelijk en
tegengesteld zijn (zie schets)., Een inertiaal assenkruis OXYZ is zo geko-
zen dat de Z-as loodrecht op het vlak van de beweging staat en de X-as
loodrecht staat op BC.

Beantwoord de volgende vragen met ja of nee,

1) Is de X~component van de impuls van het gehelé systeem constant? 1]
2) 1Is de Y—componenﬁ van de impuls van het gehele systeem constant? L1]
3) Is de X~component van de impuls van AB constant? [1]
4) Is de Y-component van de impuls van AB constant? (1]
5) Is de energie van het gehele systeem constant? ' [1]
- 6) Is de energie van AB constant? C1]

Een homogene staaf AB,.massa m, lengte 2%, kan in een plat vlak V draaien om
het punt A. Het vlak zelf wentelt met de constante hoeksnelheid w om de ver—

ticale rechte AC uit V.
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Op de staaf wordt in A een moment uitgeoefend evenredig, maar tegengesteld
gericht, aan de hoekverdraaiing van AB vanuit AC en hij is voorts onderhevig aan

de zwaartekracht, versnellingmgx.Dahévenredigheidsconstante bedraagt c.

a) Bewijs dat een stabiele evenwichtsstand waarbij de hoek BAC nul is alleen
mogelijk is als ¢ > mgl, 4]
b) Bepaal, als c¢ > mgl, voor welke waarden van w deze stand een stabiele
evenwichtsstand is. (31
c) Bepaal voor die waarden van w de frequentie van kleine trillingen om die

stand, [31]

Een homogene, cirkelvormige buis (massa M, straal R) kan vrij bewegen over
een glad horizontaal vlak. Een massapunt P (massa m) kan zonder wrijving in
de buis schuiven. De buis roteert met een hoeksnelheid w, loodrecht op het
horizontale vlak, om zijn middelpunt 0, waarbij het massapunt P in absolute

rust is. Op zeker moment wordt het punt A van de buis gefixeerd (L AOP = a),

Bereken:
a) De stoot, in grootte en richting, welke P ten gevolge van de fixatie op

de buis uitoefent..: [4].
b) De hoeksnelheid van de buis na de fixatie. (3]

¢) De snelheid van P na de fixatie. {3]
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TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN

Examen/tentamen Theoretische Mechanica (W IV, WSK IV) op maandag 11 januari
1971, 9.00~12.00 uur.

N.B. Elk vraagstuk dient op een apart stel bladen gemaakt te worden en de

bladen dienen slechts aan &&n zijde te worden beschreven.

Elk correct opgelost vraagstuk wordt met 10 punten gehonoreerd. De ver-
deling van deze 10 punten over de onderdelen is tussen vierkante haken

achter elk onderdeel aangegeven.

1. Theorievraag: kort beantwoorden.

Een massapunt m, dat zich met snel-

z A heid vy in een horizontaal vlak H
Y
0 beweegt, treft een in rust zijnde
~ - 1
=1~ < homogene, gladde staaf AB, massa m,
lengte &, welke in H kan draaien om
M, £ m het vaste punt A, De botsingscoeffi-
Y cient is A, met X < 1.
a Dit botsingsvraagstuk heeft de vol-
— gende drie onbekenden:
a ; de snelheid van m na de botsing in
B x—- en y-richting: v, en Vy, en de
hoeksnelheid van de staaf na de bot-
sing: Q.
Beschouw de volgende vergelijkingen:
1) IMLQ + mVy = mvg sin o,
2) m.Vx - mV, cos a = o,
1 o202 2 2y = 2
3) g MeSQs + im(Vx + Vy) i;mvO .
4) Vy'£Q2=_)‘V0’
5) Vy - (2 ~ a) = - AVO sin o ,

1 2 - - . =
6) §-MR i+ m(R - a)Vy m{L a)vo sinoa =0 .,
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a) Van bovenstaande zes vergelijkingen zijn er drie principieel fout, Geef

de nummers van deze vergelijkingen. [6]
b) Geef in woorden weer wat de drie goede vergelijkingen voorstellen, (4]
A
9

Een cirkelvormige hoepel (straal r) draait met een constante hoeksnelheid w
om een vaste verticale as AB die in het wvlak van de hoepel ligt, De afstand
hoepel - as 1s a. Een massapunt m kan langs de omtrek van de hoepel bewegen.

De versnelling van de zwaartekracht is g. Er is geen wrijving.
a) Bepaal de stand(en) van kinetisch evenwicht, 4]
b) Onderzoek deze stand(en) op stabiliteit. [3]

¢) Bepaal de frequentie(s) van de kleine trillingen om de stabiele

stand(en). 3]
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Van twee met elkaar in aangrijping zijnde tandwielen (op te vatten als homo-

gene schijven met massa's M, respectievelijk m, en met stralen R, respectie-

velijk r) is &&n draaibaar om zijn vaste middelpunt O, Het middelpunt o van

het andere wiel is door middel van een massaloze staaf Oo verbonden met het

punt O Het geheel beweegt zonder wrijving in een verticaal vlak onder in-

vloed van de zwaartekracht (vérsnelling g).

a)
b)

c)
d)
e)

£)

g)

Hoeveel graden van vrijheid heeft dit systeem? [1]

Formuleer de kinematische relatie die uitdrukt dat de tandwielen over el-

kaar rollen. (11
Leid een uitdrukking af voor de kinetische energie. [2]
Leid een uitdrukking af voor de potentigle energie. (1]
Stel de vergelijkingen van Lagrange op. 2]

Bereken de periode van de vrije trilling waarbij in de uiterste standen

de lijn O¢ horizentaal is. (2]

Bereken het aantal onbekenden waarmee men geconfronteerd wordt, indien
men de bewegingsvergelijkingen niet met behulp van de methode van

Lagrange, doch met die van het vrijmaken wil opstellen. £1]
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1.3.
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TECHENESCHE ‘HOGESCHOOL EINDHOVEN

Examen/tentamen Theoretischeﬂﬁbchaﬁiéaw‘W'IV; WSK 1V, zaterdag 17 april 1971,
9,00 - 12,00 uur. N

N.B. Elk vraagstuk dient‘op'eenfaﬁaft"stel bladen te worden gemaakt en de
bladen dienen slechts. aan &8n: zijde te worden beschreven.
Elk correct opgelost vraagstuk wordt met 10 punten gehonoreerd. De ver-
deling van deze 10 punten over de onderdelen is tussen vierkante haken

achter elk onderdeel aangegeven.

Theorievraag

Leid af dat tussen de snelheden Yy respectievelijk ¥y Vvan de punten A en B

van een star lichaam L de volgende relatie bestaat

= wx [51

Yp T ¥y T EXIpp e

waarin w de hoeksnelheidsvector van het starre lichaam en B het verschil

van de radiusvectoren van de punten B en A is.

Neem .aan dat L bestaat uit een

tweetal starre, cirkelvormige

schijven (I,II) vast bevestigd

op een eveneens starre as (I11)
en dat het rolt over een hori-
sontaal vlak (zie schets). De

translatiesnelheid van het mid-

den van de as is v, en w en

zijn de componenten van de hoek-

snelheid. Bewijs met 1.1.:

a) w = 0, ' (1]
b) v = Qr. | 1]

Neem nu aan dat, in tegenstelling

r tot 1.2., de schijf II los om
1 i l as III draaibsar is, terwijl I
[ J en ITI nog steeds vast met elkaar
Zz Q zijn verbonden. Het systeem rolt
m eveneens over een horizontaal
f-" Y vlak.
W
Zz
b ,




Bewijs:

c) wrp = o,

d) 2v = (Q + QII)r,
e) 208 = (2 ~ 2 )r.

(1]

Voor de betekenis van de in deze uitdrukkingen voorkomende symbolen wordt ver-—

wezen naar de figuur,

i —“"

A

/

—

Een ladder, op te vatten als een homogene
staaf AB met lengte 2% en massa m, staat in
een enigszins schuine stand tegen een ver-
ticale muur. De hoek die de ladder maakt
met de verticaal mag als te verwaarlozen
klein worden beschouwd. Vanuit deze stand
gaat de ladder zonder beginsnelheid bewe-
gen onder invloed van de zwaartekracht, ver-
snelling g, in een verticaal vlak loodrecht
op de snijlijn muur-grondvlak. Zowel de
muur als het grondvlak zijn wrijvingsloos.
Op het grondvlak bevindt zich op een af-
stand a (a < 22) van de muur een vaste

rand C. De botsing is volkomen onelastisch.

a) Bereken de snelheidsverdeling van de ladder vlak v88r de botsing met C.[3]

b) Bewijs dat het punt B van de ladder bij de botsing voor geen enkele waar-

-de van a loskomt van het grondvlak, door te bewijzen dat door de ladder

op het grondvlak een verticale, naar beneden gerichte reactiestoot wordt

uitgeoefend.

[31

¢) Stel de voorwaarde op waaraan a moet voldoen, opdat het punt A van de lad-

der in contact blijft met de muur. [4]
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Een homogene staaf PQ, massa m,
iengte 3%, rust op twee vaste
‘horizontale evenwijdige pennen
A en B, op afstand % van elkaar.
De hoek welke de 1ijn AB maakt
met het horizontale vlak is o,
Het zwaartepunt Z van de staaf
bevindt zich in het midden van
het lijnstuk AB., Op zeker moment
laat men de staaf PQ los, waar-
na deze langs AB zal glijden,
tot het zwaartepunt Z de pen A
bereikt.

De wrijvingscoéfficient -tussen de staaf en de pennen bedraagt in A f] en in

B f2. De versnelling van de:zwaartekracht is g.

Gevraagd:

i) Stel een voorwaarde ‘op voor f] en f2.0pdat inderdaad beweging zal optre-
den; [3]

ii) Stel een.voorwaarde..op-voor.fl en f2'0pdat de staaf juist tot rust komt
wanneer het punt Z de pen A bereikt; (3]

Als f1 en f2 voldoende klein zijn bepaal dan:

iii) de snelheid waarmee het punt Z de pen A passeert; [2]

iv) de bewegingsvergelijkingen voor de beweging van de staaf direct nadat

het punt Z de pen A gepasseerd is. (2]
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TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN

Examen/tentamen Theoretische Mechanica (W IV, WSK IV} op vrijdag 28 mei 1971,
14.00-17.00 uur.

N.B. Elk vraagstuk dient op een apart stel bladen gemaakt te worden en de
bladen dienen slechts aan een zijde te worden beschreven.
Van de beide theorievraagstukken la en Ib mag er slechts é&&n, naar keu-
ze, worden gemaakt.
Elk correct opgelost vraagstuk wordt met 10 punten gehonoreerd., De ver-
deling van deze 10. punten over de onderdelen is tussen vierkante haken

achter elk onderdeel aangegeven.

1. Theorievraag.
b

a) i) Beséhouw de integraal I(y) = J fly(x),y"(x),x)dx.
. . a
Bepaal de Eulerse vergelijking bij I(y); dat is de vergelijking
waaraan y(x) moet voldoen opdat I(y) stationair is. L4]
ii) Wat is het verband tussen de Eulerse vergelijkingen en de vergelij-
king van Lagrange? _ (3]
iii) Pas de beantwoording van i) toe op het volgende probleem:
A Een homogene ketting, massa m,
lengte 2, hangt tussen twee
l . ' punten A en B op afstand a < &
I van elkaar. De versmelling van
de zwaartekracht bedraagt g.
Bepaal de vorm van de kromme waarin de ketting hangt als functie

van de coordinaten van A en B. : [3]

b) i) Laat A de op een star lichaam verrichte arbeid gedurende een bepaald
‘ tijdsinterval zijn en AT de toename van de kinetische energie over
dat interval,

Bewijs de betrekking:
A = AT, | (41

~ii) Bewijs, uitgaande van de algemene uitdrukking voor de kinetische

energie T, de betrekkingen

aT _ T
=W Dy
0x x
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waarin P % Ox D ~en m ‘de x-componenten 2zijn van resp. de impuls,
de snelheld van het - zwaartepuat ‘Het impul smoment en de hoeksnelheld.
| L4]
iii) Bereken.de impuls van .een star
lichaam dat met een hoeksnel-
heid » draait om een in de ruim-

te vaste as door het zwaarte-

- punt Z van het lichaam, [2]

Een cirkelvormigE'hoepel (straal r) is
draaibaar om een vaste verticale as door
zijn vaste middelpunt 0 en loodrecht op

het vlak van de hoepel. Een massapunt P
(massa m), zonder wrijving langs de hoepel
yverschuifbaar, is door middel van een mas-
Baloze veer (stijfheid ¢, ongespannen veer-
lengte 20) verbonden met het punt Q van de

hoepel. Het gehele systeem is aanvankelijk

in rust. Plotseling gaat de hoepel met een

- voorgeschreven constante hoeksnelheid w

draaien.
a) Hoeveel graden van vrijheid heeft het systeem? [2]
b} Leid af een uitdrukking voor de kinetische energie. [1]
¢) Leid af een uitdrukking vcor de potentiele energie. [1]
d) Leid af een uitdrukking voor de gegeneraliseerde kracht. (1]

e) Stel de vergelijking(en) van Lagrange en de bijbehorende beginvoorwaar<
de(n) op. [2]
f) Bereken de stabiele stand(en) van "kinetische evenwicht' waarbij P met

de hoepel meebeweegt. Beschouw hierbij de gevallen Ly < 2r, L4y = 2r en

0

g > 2r, [2]
g) Bereken de frequentie van de kleine trillingen om die stand(en) voor het
geval &, < 2r. 1]
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3. Een massapunt P, massa M, kan zonder
wrijving glijden langs een horizon-
% LZ%»/M b tale rechte L. Aan P is scharnierend
A bevestigd een homogene staaf AB,
' lengte £, massa m, Het stelsel be-
weegt met een uniforme snelheid v,
/m,l waarbij AB verticaal onder P hangt.
lg - Op L bevindt zich een vaste aanslag
B C. Da botsing tussen P en C is vol-
komen onelastisch. De versnelling
van de zwaartekracht is g.
i)  Bepaal de hoeksnelheid van de staaf AB onmiddellijk na de botsing;, [3]
ii) Bereken de stoot die het massapunt P op de aanslag C uitoefent. [2]
iii) Hoe groot moet v zijn, opdat de staaf AB na de botsing juist horizon-
taal komt? | {31
iv) Bewijs dat, als v groter of gelijk is aan de bij iii) gevonden waarde,

P gedurende de opgaande beweging van AB na de botsing niet los komt van
C. [2]
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TECHNISCHE HOGESCHOOL. EINDHOVEN

Examen/tenramenamhearetischerﬂéchamicaw.W'IV;.WSK IV, op zaterdag 9 oktober
1971, 9.00-12.00 uur.

N.B. Elk vraagstuk”dient:bﬁreen:apart.stel.bladenntgrworden gemaakp;en de
bladen dienen slechtd .aan &&n zijde beschreven‘tg worden.
Elk correct opgeldst.vraagstuk wordt met 10 punten gehonoreerd. De ver—
deling van deze 10 puntern: over de onderdelen is tussen vierkante haken

achter elk ondekdeel aangegeven.

. Theorievraag

AW

NN
!

E: uitrekking veer,

Een balk met massa M beweegt over een glad horizontaal vlak. Op de balk be-
weegt een massapunt m, dat via een veer c verbonden is met de balk. De
wrijvingscoéfficiént tussen m en de balk is £, de versnelling van de zwaar-
tekracht g.

Beschouw de volgende vergelijkingen

1) Mi=ct-mgf, E=¥y-%>0,
2) Mx=cf+mgf, E=y-%>0,
3) mg + cE =0,

4) mE=-cf-mgf, E=9J-%k>0,
5 my=-ct-mgk, E=F-%>0,
6) my = ~ c& + mgf , £ = y-xx0.

a) Van bovenstaande zes vergelijkingen

de nummers van deze vergelijkingen.

b) Geef in woorden weer wat de drie. goede vergelijkingen voorstellen.

zijn er drie principieel fout. Geef
[2]
(2]
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1.2, Beantwoord de volgende vragen met ja‘of neen.
1) Kan in een inertiaalsysteem een centrifugaalkracht bestaan? [11]
2) Is een centrifugaalkracht..altijd conservatief? £1]
3} Grijpt de resulterende centrifugaalkracht altijd aan in het Zwaartepunt
van een lichaam? (1]
4) Is het impulsmoment van:een translerend star lichaam om ieder punt gelijk
aan nul? R . [1]
5) Heeft de impulsmomentvector-van-een lichaam altijd dezelfde richting als
de hoeksnelheidsvector? 11
6) Beperken we ons bij -het.zoeken:naar een zwak extremum van een functionaal

i)

tot functies die naburig zijn van:de:orde nul? L1l

"Twee homogene staven, beide massa m,
‘lengte £, zijn verbonden door een
QLﬁm?lf swrijvingsloos scharnier. Zij kunnen

N e ;zonder wrijving bewegen in een hori-
L

-zontaal wlak V.

__.'S___i ~Aanvankelijk liggen de staven in el-
SI\' -kaars verlengde, 0p zeker moment
"?~\ grijpt een kracht K aan, werkend in
~

‘het vlak V en loodrecht op de sta-

ven. De kracht K is constant van
“grootte en richting. Onder invloed

van K gaan de beide staven bewegen.

Gevraagd wordt te bepalen:

De hoeksnelheden van .de staven wanneer de hoek tussen beide gelijk nul
wordt; [6]

ii) De reactiekracht in het scharnier.als functie van.de hoek tussen de sta-

ven. [4]
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— [T

.
—~Uo
b\

Van een massaloze as AB (lengte 2&) is het uiteinde A vast verbonden met een
homogene, dunne schijf I (massa M, straal r, AB L vlak van I). Ter plaatse
van B is een aan I identieke schijf II zonder wrijving om de as draaibaar.
Het geheel rolt over een horizontaal vlak W zodanig dat AB transleert met
een uniforme snelheid V. Het punt C van schijf I (afstand C tot W is r)
botst tegen een verticaal, glad en vast obstakel waardoor een stoot gericht
volgens de lijn CA op I wordt uitgecefend. De botsingscoefficiént is A. Na
de stoot rollen I en II opnieuw over W.

Bereken de volgende grootheden:

a) De translatie- en hoeksnelheid van I en IIj ' L4]
b) De reactiestoten in de raakpunten van I en II met W, en in punt B; £3]

¢) Het reactiestootmoment in B. _ [3]
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TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN

Examen/tentamen Theoretische Mechanica (W IV, WSK IV) op 10 januari 1972,
9.00_12.00 uur.

N.B. Elk vraagstuk dient op een apart stel bladen gemaakt te worden en de
bladen dienen slechts aan &&n zijde te worden beschreven.
Elk correct opgelost vraagstuk wordt met 10 punten gehonoreerd. De ver-
deling van deze 10 punten over de onderdelen is tussen vierkante haken

achter elk onderdeel aangegeven.

Theorievraag.

vl

Gegeven een vlak lichaam L Qat”beweegt in het x~y-vlak met zwaartepuntssnelheid‘z
(v | x-as) en hoeksnelheid w (w 1 x~y-vlak). A en B zijn twee willekeurige

punten van L. Beantwoordt voor dit stelsel de volgende vragen.

i) Geef de definitie van impulsmoment. (21

ii) Bewijs, uitgaande van deze definitie, dat

D, = D_ = n(r

D, D4 -r )-Q v . : : [4]

A T B

(EA en r, volgens figuur, m: massa van L),

iii) Bepaal de meetkundige plaats van die punten A waarvoor

b,=0. L4]
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Een cirkelvormige buis, straal R, roteert met constante hoeksnelheid w om
een verticale as door een middellijn van de buis. In de buis kan zonder wrij-—
ving een homogene ketting,‘lengte#%-R,en:massa'm, glijden. De versnelling
van de zwaartekracht is g.

Gevraagd wordt:

i) Leidt de bewegingsvergelijking af. ‘ [5]
ii) Bepaal de kinetische evenwichtsstanden. [2]
iii) Onderzoek de stabiliteit van de evenwichtsstanden. L1]

iv) Bepaal de frequentie van kleine trillingen om de stabiele even-

wichtsstanden. [2]

3)_&4__1L
e
w]

Een gesloten homogene gladde buis ABkan:zonder wrijving glijden over een
horizontaal vlak H, In de buis bevindt zich een puntmassa m, op een afstand
a < % van A, welke zoﬁaer wrijving in de buis kan bewegen. Het uiteinde A
van de buis wordt getroffen door -een in H gelegen stoot S welke onder een

hoek o met de lijn AB aangrijpt.



Gevraagd wordt:

i) de snelheid van het zwaartepunt van de buis,
iil) de hoeksnelheid van de buis en

iii) de snelheid van het massapunt

direct na de stoot te bepalen.

107,

(4]
[3]
£3]
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TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN

Examen/tentamen Theoretische Mechanica (W IV, WSK 1v) op 15 april 1972,
9.00-12.00 uur.

N.B. Elk vraagstuk‘diéntrop‘een apart stel bladen gemaakt te worden en de
bladen dienen slechts aan een zijde te worden beschreven.
Elk correct opgelost vraagstuk wordt met 10 punten gehonoreerd. De ver-
deling van deze 10 punten over de onderdelen is tussen vierkante haken

achter elk onderdeel aangegeven.
Oe0:00:0:0:0:0¢0:0: 0202020 0:0: 0:0: 0= 020 0 0: 0300+ 0 0200002010+ 0:0 0 0+ 0
Theorievraag.

i) Geef de definitie van een stoot.
Wat is de dimensie van een stoot? (2]
ii) Leid, uitgaande van de zwaartepunts— en momentenstelling, vergelijkin~
gen af voor de verandering van de impuls en het impulsmoment gedurende
een stootproces. £3]

iii)

¥

Fen platte schijf beweegt met willekeurige snelheidsverdeling in het

xy-vlak. Op zeker moment wordt het punt .A van de schijf gefixeerd.

a) Hoe verandert het impulsmoment om. A ten gevolge van de fixatie? [2]
b) Bereken het energieverlies ten gevolge van de fixatie als functie

van de snelheidsverdeling voor de fixatie en de plaats van A. L3]
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Wanneer ziin deze standen satabiel?

109.

Examen/tentamen Theoretische Mechanica op 15 april 1972. (W IV, WSK IV)

U200+ 0200002 0000+ 0:0=0:0:0:0:0:0:0:0: 000+ 0: [+ 0:0:0+0:0: 0+ 0:0+0:0:0

Een starre raamconstructie in de
vorm van een vierkant, zijde 2h,
draait met constante hoeksnalheid
om de verbindingslijn van de mid-
dens A en B van twee overstaande
zijden.

Een homogene starre staaf, massa m,

lengte 2%, £ >> h, kan zonder wrij-

'ving glijden  langs de verbindings-

lijn van de middens C en D van de
beide overige zijden. Het zwaarte-
punt Z van de staaf is met twee ve-
ren, veerstijfheid c, ongespannen
lengte O, verbonden met de punten
A en B,

Gevraagd wordt de kinetische evenwichtsstanden van de staaf te bepalen. [3]

L3]

Bepaal de frequentie van kleine trillingen om de stabiele evenwichtsstanden.

L4]

/Y

gestrekte homogene ketting, lengte %, massa per langteeenheid p, ligt op
een ruw horizontaal vlak V, wrijvingscoefficient f. '
Het uiteinde van de ketting is aan het onderste punt op de omtrek van een

homogene, verticale schijf, massa M, straal r, middelpunt A, bevestigd.
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Examen/tentameanhéoretischéuMéhhahié&aopw!5wapril 1972, (W IV, WSK IV)
0:0:0:0:0:0: 00 0 [ e 020 0000000 0402 0:0:0: 0: 0:0¢0:0+0:0:0:0:0:0:0:0

De schijf kan zonder. wrijving:draaien om een:vaste as door A, loodrecht op
het vlak-van:demschijﬁﬁ'Hemﬁondﬁ£$Eeﬁpunﬁwvan:denschijf bevindt zich op een
te verwaarlozen afstand-van:Vi: Opzeenrtbepaald tijdstip wordt op het bovenste
punt van de schijf een:horizontale:stoot: S uitgecefend, waardoor de ketting
op de schijf wordt;éewikkelﬁmv

De versnelling van de-zwaartekracht is.g,

Gevraagd wordt:

i) De hoeksnelheid van de. schijf direct na de stoot, [3]

ii) De hoeksnelheid van de schijfals: functie van de hoek waarover de schijf
verdraaid is, voor de ketting helemaal opgerold is, (51

iii) De grootte van S waarvoor-de ketting helemaal op de schijf wordt gewik-
keld. £2]
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TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN

Examen/tentamen Theoretische Mechanica (W IV, WSK IV) op 29 mei 1972,
9.00~12.00 uur.

N.B. Elk vraagstuk dient op een apart stel bladen gemaakt te worden en de
bladen dienen slechts aan een zijde te worden beschreven.
Elk correct opgelost vraagstuk wordt met 10 punten gehonoreerd. De ver-
deiing van deze 10 punten over de onderdelen is tussen vierkante haken

achter elk onderdeel aangegeven.

OO OO OO OGO 000D O Or o r s e i O~ OO OO OO O Qe O

I. Theorievraag.

In een horizontaal vlak bevindt zich een staaf AB, massa m, lengte &, waar-
van het ene uiteinde A langs een rechte L beweegt. De staaf kan vrij draaien
om A in het horizontale vlak. Er. is nergens wrijving. Het punt A heeft een
versnelling a(t) onder invloed van een op A werkende kracht K(t), beide ge-
richt langs L.
a) Beschouw de wversnelling a(t) van A als voorgeschreven en geef een kort
geargumenteerd antwoord op de volgende vragen.
i) Hoeveel gegeneraliseerde coordinaten heeft dit systeem? (1]

ii} Bepaal de gegéneraliseerde krachten. (1]

iii) Is K(t) een reactie- of een belastingskracht? (1]
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Examen/tentamen. Theoretische: Mechanita (W TV, WSK IV) op 29 mei 1972.

iv) Geldt hier: T-+U.=-constant?’ . L
v) Geldt om:-het pumt. Az E*r—'&l_)ﬁ‘ 1|
b) Laat in-plaats. van:a(t):de-kpacht. Ki(t) . zijn voorgeschreven -en beantwoord

dezelfde vragen .als.onder:.adu

Fen buis, massa M, lengte %, te verwaarlozen diameter, is over het deel AB
gebogen in een halve cirkel, straal R (R < &) en over het deel BC recht.

Het rechte deel raakt aan de cirkelboog. De buis kan zonder wrijving trans-
leren. langs een horizontale rechte. Aanvankelijk is de buis in rust. Op
zeker ogenblik wordt een massapunt P, massa m, in de buis geschoten met snel-
heid Vg gericht langs CB. Het punt P beweegt zonder wrijving in de buis.

De versnelling van de zwaartekracht is g.

i) Stel de bewegingsvergelijkingen voor de beweging van punt en buis op
en geef de begincondities, [7]
ii) Stel de voorwaarde op waaraan vo,moetrvoldoen opdat P de buis in A ver-

laat. _ (31
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Examen/tentamen Theoretische Mechanica (W IV, WSK 1V) op 29 mei 1972,

Een homogene schijf I, massa M, straal R,draait in een horizontaal vlak om
zijn middelpunt A.

Het middelpunt B van een homogene schijf II, massa m, straal r,is vast ver-
bonden met schijf I.

Schijf II beweegt in hetzelfde horizontale vlak als schijf I en kan draaien
om B.

De afstand AB = a.

De absolute hoeksnelheden van I en II zijn respectievelijk woen wy.

Op een bepaald moment wordt schijf II gefixeerd t.o.v. schijf I, waarna bei-
de schijven met dezelfde hoeksnelheid verder roteren.

Gevraagd wordt:

1) Bereken de hoeksnelheid van het systeem direct na de fixatie. (5l
ii) Bepaal de stoten en het stootmoment in B die t.g.v. de fixatie op
schijf II werken. (3]

1ii) Bereken dé¢ verandering van de kinetische energie van het systeem. [2]




TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN 4.

Examen/tentamen Theoretische Mechanica (W IV, WSK IV) op zaterdag 7 oktober
1972, 9.00-12.00 uur.

N.B. Elk vraagstuk dient op een apart stel bladen gemaakt te wordeén en de

| bladen dienen slechts aan &én zijde te worden beschreven.
Elk correct opgelost vraagstuk wordt met 10 punten gehonoreerd., De ver-
deling van de 10 punten over de onderdelen is tussen vierkante haken

achter elk onderdeel aangegeven.
ArAPA+ATATAPALATALAMAAAMA+ATATALALAPALATALAL AT ATALATALATAPALALATATATALATAYA

. Theorievraag.

Een massapunt, massa m, kan vrij bewegen in het x-y-vlak. Op het massapunt

werken in x~ resp. y-richting de volgende krachten

£
X

f
¥y

1]

ax + by

cx + dy (ad ~ bec # 0) ,

L]

waarin X en y de coordinaten van het massapunt voorstellen en a, b, ¢ en d

constanten zijn.

i)  Aan welke conditie(s) moeten de coefficienten a, b, ¢ en d voldoen, op-

dat bovenstaand krachtenveld conservatief is? 1]

Neem bij de volgende drie vragen aan dat aan de conditie(s) bij i) voldaan

is.
ii) Bepaal de potentiele energie U. [21]
iii) Bepaal met behulp van deze U de evenwichtsstand(en). L11]

iv) Onderzoek met behulp van deze U de stabiliteit van de evenwichtsstan-
d(en). f2]

2.0.2.
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Examen/tentamen Theoretische Mechanica op zaterdag 7 oktober 1972.

AtATATALALALATALALALAMALAL AL AL AL AT AL AP AL APALAL AL AP ADAPAPALALA LA ADALALAPALA

Neem bij de volgende twee vragen aan dat aan de conditie(s) bij i) niet vol-

daan is.
v) Hoe kunt u nu de evenwichtsstand(en) bepalen? 1]

vi) Neem a = d = 0 en bewijs dat er geen stabiele evenwichtsstand be-

staat. : {21

Een buis in de vorm van een halve cirkel kan zonder wrijving glijden langs
een vaste horizontale rechte &, De diameter van de buis is te verwaarlozen,
de straal van de cirkel is R en de buis heeft massa M.

Een massapunt met massa m bevindt zich zonder snelheid op hoogte h loodrecht
boven het linker uiteinde van de buis. Op zeker moment valt het massapunt
onder invloed van de zwaartekracht in de buis. Er is geen wrijving tussen

buis en massapunt. De versnelling van de zwaartekracht is g.

oM
h
R
g
M
== ——— Z
Gevraagd wordt:
1) De bewegihgsvergelijking(en) van het systeem. (5]

ii) De snelheid van de buis als functie van de plaats van het massapunt in

de buis. ' [2]
1ii) De snelheid van het massapunt in het laagste punt van de buis, [2]

iv) De snelheid van het massapunt bij het verlaten van de buis ter rechter

zijde, (1]
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Examen/tentamen Theoretische Mechanica op zaterdag 7 oktober 1972,

AtATALALAPAAATATALALATAL LS AL AL ALALALATALAT AL AL AL AL AL AP AP AL AP AT A AL AT ALARALA

Een starre rechthoek ABCD, massa M, lengte AB gelijk 2a, kan zonder wrijving
in een verticaal vlak glijden langs de halfrechte L, die een hoek o met het
horizontale vlak maakt, zodanig dat AB evenwijdig blijft aan L. In het mid-
den E van CD is een homogene staaf EF, massa m, lengte & (2 < a) scharnie—
rend bevestigd. De staaf kan zonder wrijving om E draaien in het vlak van de
rechthoek. Aan het einde van de halfrechte L bevindt zich een starre vlakke
wand W loodrecht op L. De versnelling van de zwaartekracht bedraagt g.

Op zeker moment, de afstand van AD tot U-is dan X, en de hoek tussen de
staaf EF en de zijde CB is dan 9g» gaat de rechthoek onder invleced van de
zwaartekracht vanuit rust glijden langs L.

Gevraagd wordt!

i) Hoe groot moet ¢y zijn opdat gedurende deze beweging de hoek tussen EF
en C3 constant blijft? £3]

2.02Z.
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Examen/tentamen Theoretische Mechanica op zaterdag 7 oktober 1972,

AtATATAPAAYALATALATALATATATARALALA+ASALACATATALATATATATATA+ALALALALALA4ALD

De rechthoek botst na enige tijd tegen de wand W; de botsing is volkomen on-

elastisch,

Gevraagd wordt:

ii) Te bewijzen dat na de botsing gedurende de opwaartse beweging van de

staaf de rechthoek in rust blijft. £3]

iii) Te bepalen de afstand Xgs Opdat na de botsing de staaf juist de zijde
CD zal raken. (47
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Examen/tentamen Theoretische Mechanica (W IV, WSK IV) op maandag 8 januari
1973, 9.00~12,00 uur.

N.B. Elk vraagstuk dient .op éen aparf stel bladen gemaakt te worden en de
bladen dienen slechts aan &&n zijde te worden beschreven.
Elk correct opgelost vraagstuk wordt met 10 punten gehonoreerd. De ver-
deling van de 10 punten over de onderdelen is tussen vierkante haken

achter elk onderdeel aangegeven.

AMAPARATALALALALAARALALALALAL AL AALALALAPAYALATAPALALALAAA+AMALAPALALALATA

Theorievraag.

i) Wat verstaat U onder een kinetische evenwichtsstand? {21
ii) Geef twee methoden waarmee U een kinetische evenwichtsstand kunt bepa-

len. L]
iii) Geef twee methoden waarmee U de stabiliteit van een kinetische even-

wichtsstand kunt onderzoeken. [1]

Beschouw het volgende voorbeeld:

Een staaf AB, massa m, lengte 28, wordt ge-
dvongen te roteren om een verticale as met
constante hoeksnelheid w. De staaf kan in A
scharnieren om een meedraaiende horizontale

as, De versnelling van de zwaartekracht is

g.

Gevraagd wordt:

iv) Welke van de volgende vier uitdrukkingen is minimaal in iedere stabiele

evenwichtsstand (voor a: zie figuur):

U1 = - mgi cos o ,

U, = - mgl cos o + %-mwzﬂz sinZa , |
U3 = - mgl cos o - % mw?2? sin?a ,

U[+ = - mgk cos o - %-mmzlz(%-+ sinZa) ? [21

v) Hoeveel kinetiseche evenwichtsstanden heeft dit probleem? (Dit aantal is -
afhankelijk van w.) [2]

vi) De stabiliteit van de stand o« = 0 te onderzoeken. (2]

Zie blz. 2
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Examen/tentamen Theoretische Mechanica op maandag 8 januari 1973,

A+A+A+A+A+A+A+A+A+A+A+A+ATA++A+A+A+A+A+A++A+A+A+A+A+A+A+A+A+A+A+A+A+A+A+A+A

Een aantal van n massapunten (alle massa m) onderling
m verbonden door massaloze onrekbare koorden (alle lengte
z 2) vormt een keten,
gl " De massapunten liggen aanvankelijk verticaal boven el-
kaar. De versnelling van de zwaartekracht bedraagt g.
Op zeker ogenblik krijgt het bovenste massapunt een ver-
ticale naar boven gerichte snelheid ter grootte /Tigt.
f De botsingen (op de momenten dat de koorden juist span-
: nen) zijn volkomen onelastisch.
% Gevraagd wordt te bepalen:
"
i) hoeveel massapunten in beweging komen; [4]
ii) welke hoogte het bovenste massapunt bereikt;' [31]
iii) het totale energieverlies wegens de botsingen. [3]
Twee massaloze staven ter lengte 2 zijn

scharnierend verbonden met twee vaste

punten A en B, In C en D is een buis
met massa M en te verwaarlozen diameter
scharnierend verbonden met de beide
staven en wel zodanig dat de buis steeds
een verticale stand inneemt. In de buis
kan een massapunt, massa m, wrijvings-
loos bewegen. Alle scharnieren zijn
wrijvingsloos. ‘

Op zeker moment, als het systeem zich
nog in rust bevindt, AC staat dan onder
D de hoek ?g met de verticaal, het massa-
punt bevindt zich ter hoogte C, begint

het systeem te bewegen onder invloed

van de zwaartekracht. De versnelling

van de zwaartekracht is g,

Zie Blz. 3
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Examen/tentamen Theoretische Mechanica op maandag 8 januari 1973,

A?A+A+A+A+Afﬂ+A+A+A+A+A+A+A+A+A+ﬂ$ﬂtﬂ+A+A+A+A+A+A+A+A+A+A+A+A+A?A+A+A+A+A+A

Gevraagd wordt:

1) Stel de bewegingsvergelijkingen op. - [5]
ii) Bepaal de verticale snelheid van het massapunt en de verticale afstand

die het massapunt aflegt. [1]
iii} Bepaal de hoeksnelheid van A€ -als functie van de hoek. [2]

iv) 2ij ¢, klein (lmol << 1). Bepaal dan-de frequentie van kleine trillin-
gen om de laagste stand. 2]



TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN 121,

Onderafdelingider Wiskunde

Examen/tentamen Thecretische Mechanica (W IV, WSK 1IV)
op zaterdag 7 april 1973, 9,00 - 12.00 uur.

N.B. Elk vraagstuk dient op een apart stel bladen gemaakt te worden en de
bladen dienen slechts aan &&n zijde te worden beschreven.
Elk correct opgelost vraagstuk wordt met 10 punten gehonoreerd.
De verdeling van deze 10 punten over de onderdelen is tussen vier-

kante haken achter elk onderdeel aangegeven.

1. Theorievraag.

Y P
. m
y X /’/\\
/’ \
’I f \\y
; -
/ ' x
/
J /
/ a
1
-4
Q 7
0 X

Gegeven een assenkruis exy dat beweegt in het vlak van een inertiaalstelsel
OXY. De afstand Oe’ is 2, de x-as ligt in het verlengde van Oe, de y-as staat
loodrecht op O¢’ en het systeem exy roteert met een hoeksnelheid 2 om O.
Verder zijn i en j eenheidsvectoren langs resp. de x- en de y=-as.

In het vlak beweegt een massapunt P, massa m, dat door het punt & wordt aan-

getrokken met een kracht £.

i) Bepaal de componeﬁten langs i en j van de positievector van P ten op-

zichte van 0 (uitgedrukt in £, x en y), [11

ii) Bewijs de volgende relaties

d . cood .
TTi=®l.gqgpi=-0i. [2]
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122,
Examen/tentamen”Theoretische Hechanica (W IV, WSK IV)
op zaterdag 7 april 1973.
iii) Bepaal van P de relatieve snelheid. en.de.sleepsnelheid. [2]
iv) Bepaal van P de relatieve versnelling, de sleepversnelling en de
coriolisversnelling. £3]
v) Geef de bewegingsvergelijkingen van P ten opzichte van exy. £21]

Een ketting, lengte % en massa per lengte eenheid p, is bevestigd aan een
ballon met massa m.

De liftkracht van de ballon is P (P > mg).

De ketting ligt geheel op de grond en de ballon is in rust.

Op t = 0 wordt de ballon losgelaten en begint te stijgen.

De versnelling van de zwaartekracht is g.
Gevraagd wordt!

i}  Stel de bewegingsvergelijking van het systeem op voor stijgen zolang de

ketting nog niet geheel in-beweging is. [4]
ii) Bepaal de snelheid als functie van de afgelegde weg in geval 1). [2]

iii) Voor welke waarden van P komt de-ketting geheel los en geef voor dit
geval de bewegingsvergelijking direct nadat de ketting geheel los is.
£21]
iv) Bepaal de maximale hoogte die de ballon bereikt in het geval dat de

ketting niet geheel los komt. [z
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Examen/tentamen Theoretische Mechanica (W IV, WSK IV)

| |

4

op zaterdag 7 april 1973,

L I P

Een karretje, massa M, beweegt zonder wrijving langs een horizontale rechte
L met snelheid Yo in de richting van een starre wand W loodrecht op £. Aan
het karretje is, onder een hoek o (0 < ¢ < g) een gladde massaloze buis be-
vestigd, lengte 2, waarin zich een puntmassa m bevindt die in rust is t.o.v.
het karretje. Op zeker ogenblik botst het karretje tegen de muur, De bot-

singscoefficiént is A. De versnelling van de zwaartekracht is g.

1) Bepaal de snelheden van het karretje en de puntmassa juist na de
botsing. ' : [4]

ii) Bepaal de bewegingsvergelijkingen na de botsing, . [4]

iii) Hoe groot moet o worden gekozen opdat na de botsing de puntmassa

de buis juist zal verlaten? [2]
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Examen/tentamen Theoretische Mechanica, (W IV, WSK IV) op zaterdag
26 mei 1973, 9.00 - 12,00 uur.

N.B. Elk vraagstuk dient op een apart stel bladen gemaakt te worden en de
bladen dienen slechts aan &&n zijde te worden beschreven.
Elk correct opgelost vraagstuk wordt met 10 punten gehonoreerd.
De verdeling van de 10 punten over de onderdelen is tussen vierkante

haken achter elk onderdeel aangegeven.

AMMAALAALALALALALALAL AL AR ALALAAPALALALARALALALALALALALAPARAMALA LA A4ATA

1. Theorievraag.

i)  Hoe luidt het principe van de virtuele arbeid? [1]
ii) Hoe luidt het principe van d'Alembert? 13

iii) Leid voor een vrij massapunt uit het principe van de virtuele

arbeid de eerste wet van Newton af, en [1]
iv) uit het principe van d'Alembert de tweede wet van Newton. [i]

v) Geef in het kort aan hoe voor een vrij lichaam uit het principe

van d'Alembert de zwaartepuntsstelling en [2]
vi} de momentenstelling kunnen worden afgeleid. £2]

vii} Bij een niet-vrij lichaam is de totale kracht de som van belas-
tingskrachten en reactiekrachten., Kunnen de reactiekrachten uit

bovenstaande principes worden geélimineerd en zo ja: hoe? [2]

J

Een katrol kan zonder. wrijving in een

verticaal vlak draaien om een vast punt.

9

Om de katrol is een voldoende lang,
massaloos, onrekbaar en volkomen buig-

zaam koord geslagen.

] Aan de beide uiteinden van het koord
h zijn de massa's M en m (M > m) bevestigd.
?723337Z£~ De massa M bevindt zich op een hoogte h

‘Lm boven een vlak W,

De versnelling van de zwaartekracht bedraagt g.

2,0.Z.
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Examen/tentamen Theoretische Mechanica, (W IV, WSK IV) op zaterdag
26 mei 1973.
A+A+A+A+A+A¢A+A+A¢A4A1‘A¢A+A+A'§A+A+A+A+A+A+A'NM‘A1‘.'5+A+A+A+A+A+A‘FA+A+L\.+A

Op zeker ogenblik laat men het stelsel los. De massa M botst volkomen
onelastisch met W. De massa m beweegt aanvankelijk naar boven, maar valt
daarna weer terug. De botsing tussen m en M (via het koord) is volkomen

onelastisch.

Gevraagd wordt te bépalen:

i) De stoot tussen M en W; (2]
ii) De hoogte die m na de eerste botsing bereikt; [2]
iii) De stoot tussen m en M; £33
iv) De hoogte die M na de tweede botsing boven W bereikt. £3]
Y
B
9
m24
9.
N g
A
0
p X

In een rechthoekig assenstelsel OXY, met de Y-as verticaal, bevindt zich
een staaf AB, massa m, lengte 2£. De staaf is in het punt A zonder wrijving
scharnierend verbondenmet de X-as, afstand OA is %, en het punt B rust vrij
tegen de Y-as., De versnelling van de zwaartekracht is é.

Op zeker tijdstip begint het systeem te roteren om de Y-as met hoeksnel-
heid Q.

i)  Aan welke conditie moet  voldoen opdat het punt B van de staaf

loskomt van de Y-asg? C4]

Stel dat voldaan is aan bovenstaande conditie en beantwoord de volgende

twee vragen:

ii) Wat is de bewegingsvergelijking van de staaf? £3]

)
iii) Bereikt de staaf de verticaal door A, en:

a) zo ja, met welke snelheid,

b) zo neen, wat is dan de maximale afstand die B van de Y-as

komt? £3]




i)

ii)

iii)

iv)

TEGHNISCHE - HOGESCHOOL EINDHOVEN 126.

Examen/tentamen Theoretische Mechanica (W IV, WSK IV) op zaterdag 6 oktober
1973, 9.00-12.00 uur. '

N.B. Elk vraagstuk dient op een apart stel bladen gemaakt te worden en de
bladen dienen slechts .aan &&n zijde te worden beschreven.
Elk correct opgelost vraagstuk wordt met 10 punten gehonoreerd. De ver-
deling van deze 10 punten over de onderdelen is tussen vierkante haken
achter.elk onderdeel aangegeven.

AtAtAtA+A+A+ATATALALACAALA4AAtAYAYAALATAMARATAFARALATAMALALALALAYAAARAY

THEORIEVRAAG.

Wat is een eenzijdige verbinding? £1]

Beschouw het volgende voorbeeld:

Gegeven een slinger bestaande uit een massapunt B, massa m, dat via een mas-
saloos, onrekbaar, volkomen buigzaam koord, lengte £, is verbonden met een
vast punt A. Het punt B beweegt onder invloed van de zwaartekracht in een
verticaal vlak.

Beantwoord de volgende vragen:

Geef de verbindingsrelatie. Dit is bij de slinger een ongelijkheid waaraan

de afstand AB moet voldoen. _ 1]
Bij een eenzijdige verbinding zijn altijd twee verschillende bewegingen mo-
gelijk. Geef deze mogelijkheden aan met het bijbehorende aantal graden van
vrijheid. ' (1]
Bij elk van de in iii) beschreven bewegingen hoort een dynamische voorwaarde,

dit is een voorwaarde waaraan de reactiekrachten moeten voldoen. Geef deze

voorwaarden. [1]

Zie blz. 2
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Examen/tentamen Theoretische Mechanica op 6 oktober 1973,
AtAtALAtATALATALALATALALAMALALAPALALALALALAYALARALALALAMALARALAMAMARARALALA
Beantwoord de vragen ii) tot en met iv) ook voor de volgende voorbeelden:
a)
o, M
' Eon
g
/
AL
Een massapunt beweegt aanvankelijk langs een cirkelvormige goot onder in-
vloed van de zwaartekracht. Er is geen wrijving. L11,01],011]

b)

S

Een cirkelvormige schijf beweegt langs een hellend vlak onder invlced van
de zwaartekracht, De wrijvingscoéfficiént tussen schijf en hellend vlak

is f. De schijf blijft in contact met het hellend vlak, Bij dit voorbeeld
moet bij vraag ii) een conditie voor de wrijvingskracht W gegeven worden.

11,011,013

Zie blz. 3
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Examen/tentamen Theoretische Mechanica op 6 oktober 1973,
ArAT+ALATALALAMAATAMALAAAPALALA LA LA L AL AL AL AL AL AL ALY AL A AL AAALA LAY APALAGALA4A

Iwee homogene staven AB en BC, beide lengte £ en massa m, zijn in B schar-
nierend met elkaar verbonden. De staven roteren met hoeksnelheid w om het
vaste punt A, waarbij BC in het verlengde van AB ligt. Op zeker ogenblik

botst de staaf BC volkomen onelastisch tegen de vaste aanslag P op een af-

stand uf van A. Gevraagd wordt:

i)  Stel de vergelijkingen op waaruit de hoeksnelheden van de beide staven

en de stoten die in A, B en P optreden kumnen worden bepaald. (6]
ii) Bepaal de waarde van u waarvoor fixatie optreedt. [2]
iii) Voor welke waarde van y is de reactiestoot in B gelijk aan nul? £21

Zie blz. 4
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Examen/tentamen Theoretische Mechanica op 6 oktober 1973,

A+A+A+A+A+A+A+A+A+A‘I‘A‘I‘A+A+A+A+A+A+A+A+A+A+A¢A+A+A1~A+A+A‘tA‘t‘A‘!‘A't‘A‘!‘A?A‘!‘JML‘.‘}M‘A

3'
S 1)
g
A
m, Z
m fM
%
£ B ¢
v

Een homogene staaf AB met massa m en lengte & scharniert om het vaste punt
A. Aan het uiteinde B van de staaf bevindt zich een massapunt met massa m
dat in een homogene horizontale buis met massa M en lengte 2% kan bewegen.
De verticale as V gaat door A en het zwaartepunt van de buis., De buis kan
glijden langs V. Er treedt nergens wrijving op. Het systeem roteert met con—
stante hoeksnelheid w om V. De versnelling van de zwaartekracht is g

Gevraagd wordt:
i) Stel de bewegingsvergelijking op. : (47
ii) Bepaal de evenwichtsstanden. r.

iii) Onderzoek de stabiliteit van de evenwichtsstanden en geeft de frequen-

tie van kleine trillingen om de stabiele evemwichtsstanden. (3]
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TECHNISCHE HOGESCHOOI, EINDHOVEN

Examen/tentamen Theoretische Mechanica (W IV, WSK IV) op 7 janﬁéri 1974,
14.00-17.00 uur. ' |

N.B.

Elk vraagstuk dient op een. apart stel bladen gemaakt te worden en de
bladen dienen slechts aan een zijde te worden beschreven.

Elk correct vraagstuk wordt met tien punten gehonoreerd, De verdeling
van deze tien punten over de onderdelen is tussen vierkante haken ach-

ter elk onderdeel aangegeven.

Oe0eBelelee{Je0eeOeJe0eee]edeJe ReJoeTelo[Je[le (oo o Jo[Joe Qodee Jo Qe Do T[]

Thecrievraag.,

Beschouw het volgende probleem: twee vrije, gladde lichamen botsen tegen el-

kaar.

Gevraagd wordt (definieer steeds volledig de door U gebruikte grootheden)

i)

ii)

iii)

iv)

v)

Wat zijn de onbekenden van dit probleem en welke zijn de algemene ver-
gelijkingen daarvoor? £2]
Wat houdt het gegeven: 'de lichamen zijn glad" in? (2]
Welke extra ombekende(n) krijgt U indien de lichamen niet glad, maar
volkomen ruw zouden zijn? f2]
Beschouw. in plaats van twee lichamen twee massapunten die langs een
rechte bewegen, en bewijs

Indien de botsingscoéfficiént A gelijk aan &&n is, is het energiever-
lies door de botsing gelijk aan nul. £21
Indien de botsingscoefficieént A gelijk aan nul is, is het energiever-

lies door de botsing maximaal. £21

Zie blz, 2,

e A e
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Examen/tentamen Theoretische Mechanica (W IV, WSK IV) op 7 januari 1974,
D°D°U°D°D°D°DOD°D°D°DOD°D°D°D°D°D°D°D°D°D°D°D°D°D°D°D°D°U°D°D°D°D°D°D°D°DOD

Een homogene cirkelvormige schijf met middelpunt M, massa m en straal r
raakt in rust de giadde wand AC op: het hellend vlak AB (hellingshoek g).

Om de schijf is een massaloos koord gewikkeld dat in C aan de wand AC beves-
tigd is, AC = 2r, hoek BAC is 7/2,

Op zeker tijdstip laat men de schijf los en begint de schijf onder invloed
van de zwaartekracht langs AR te bewegen. De wrijvingscoefficiént tussen de

schijf en AB is f. De versnelling van de zwaartekracht is g

Gevraagd:

1) Bepaal de maximale waarde van f waarbij de schijf na loslaten begint.

te bewegen. £3l
ii) Bepaal de spankracht in het koord tijdens de beweging. [3]
iii) Stel beginvoorwaarden op voor de beweging. [1]
iv) Bepaal de door M afgelegde weg als functie van de tijd. £31

N

Een massaloze buis AB kan zonder wrijving draaien om het uiteinde A in een

horizontaal vlak. In de buis kan een massapunt P, massa m, wrijvingsloos
glijden. Het massapunt is verbonden met het punt A door een massaloze veer,
veerconstante c, ongespannen veerlengte nul,

Aanvankelijk draait de buis met de constante hoeksnelheid w. = /g% s terwijl

G
het massapunt zich op de constante afstand Ty > 0 van A bevindt,

1. Bewijs dat elke waarde van I, bij een kinetische evenwichtsstand

behoort. r21

Zie blz, 3.
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Examen/tentamen Theoretische Mechanica (W IV, WSK IV) op 7 januari 1974.
(elle0e0e[1o[e[de[do0e}e[eOee[Je(e[leJeJeJeeoJoJeOoBede[Jo[Jee oo o Je[Jo[Jo[Je e (]

Op zeker ogenblik wordt de hoeksnelheid van de buis door een verticaal stoot-—
moment M in® A vergioot. De buis is voldoende lang zodat gedurende de daarna
volgende beweging het punt P in de buis blijft.

GCevraagd wordt te bepdlen:

2, de verandering van de hoeksnelheid van de buis door het stootmoment;
L2]
3. de bewegingsvergelijkingen nadat het stootmoment is opgetreden; [4]

4, de grootste en de kleinste afstand van P tot A, [2]
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TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN

133.

Examen/tentamen Theoretische Mechanica (W IV, WSK IV) op zaterdag 6 april
1974, 9.00-12,00 uur.

N.B. Elk vraagstuk dient op een apart stel bladen gemaakt te worden en de
bladen dienen slechts aan &&n zijde te worden beschreven.
Elk correct vraagstuk wordt met tien punten gehonoreerd.

De verdeling van deze tien punten over de onderdelen is tussen vierkante

haken achter elk onderdeel aangegeven.

B“D°D°D°D°D°D°D°D°E|.°E|°D°D°D°D°D°D°D°D°D°D_‘°D°D°D°D°D°D°D°D°D°D°D°D°D°D°D°D°D
Theorievraag.

.P(:J),m

A <M B X

Een homogene staaf AB, massa M, lengte i, oefent op een massapunt P, massa m,

mym
een kracht uit volgens de gravitatiewet van Newton (K = .y -lig r)

In het vlak, waarin de staaf en het massapunt zich bevinden, wordt een
orthogonaal assenkruis aangebracht, zodanig dat de oorsprong samenvalt met
het middelpunt van de staaf en de x-as langs de staaf ligt.

Gevraagd wordt te bepalen:

i) de potentiaal van de gravitatie; 7 [4]

ii) de kracht die door de staaf op het massapunt wordt uitgeoefend. £4]

Beantwoord met een korte motivering de volgende vraag:

iii) Valt de kracht op P langs de lijn OP? [2]

Zie blz, 2.
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Examen/tentamen Theoretische Mecharica (W IV, WSK IV) op zaterdag 6 april 1974.

QeQe0eOele0e0ede0e0eHeOe0ee Qe OoteeJe[eeeeeJoleJeJo 0o JeJe0e e edoJe He]

s

45'-
/aE, m’

Ll H
W/ Y L Y

Een homogene staaf AB (massa m, lengte %) ligt in rust op een glad horizontaal

vlak V. Op zeker tijdstip ondervindt de staaf in A een vertikale stoot ter

grootte 5, De vertikale snelheid van B ten gevolge van de stoot § is nul

(m.a.w. de botsing in B is volkomen onelastisch). De versnelling van de

zwaartekracht is g.

Gevraagd:

i)

ii)

iii)

Bereken de snelheden en de hoeksnelheid van de staaf direct ha de
stoot, [4]
Bereken de reactiestoot in B, [3]
Stel de bewegingsvergelijkingen op voor de staaf nadat de stoot is
opgetreden en onderzoek of de staaf aanvankelijk in contact blijft
met het vlak V. [3]

2h \

N
577 f/////#/////WWB 7
R

Zie blz. 3.
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Examen/tentamen Theoretische Mechanica (W IV, WSK IV) op zaterdag 6 april 1974,
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Een homogene cirkelcylinder, massa M, straal R, hoogte 2h, staat met de as
vertikaal op een glad horizontaal vlak. Binnen de cylinder bevindt zich een
homogene staaf AB, massa m. De punten A en B liggen op de mantel van de
cylinder met A in hét boven— en B in het ondervlak en wel zodanig dat de

staaf en de cylinderas in een vlak liggen. De versnelling van de zwaartekracht
is g,

Aanvankelijk roteert de cylinder met een hoeksnelheid w om zijn as. Aangenomen

mag worden dat de cylinderas vertikaal blijft.

i) Bewijs dat het zwaartepunt van het systeem in rust blijft. £2]
ii) Bewijs dat de hoeksnelheid constant is. : 2]
iii) Bereken de reactiekracht van de vloer op de cylinder. [2]

iv) Bepaal het aangrijpingspunt van de bij iii) genoemde reactiekracht. [2]

v)  Bereken de maximale waarde van w waarvoor de cylinder niet kantelt, [2]
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Examen/tentamen Theoretlsche Mechanxca (W.IV, WSK IV) op zaterdag 25 mei 1974
9.00-12.00 uur. '

]

N.B. Elk vraagstuk dient op een apart stel bladen gemaakt te worden en de
bladen dienen slechts aan een zljde te worden beschreven,
Elk corréct opgelost vraagstuk wordt met 10 punten gehonoreerd. De ver-
deling vén deze 10 punten over de onderdelen is tussen vierkante haken

achter elk onderdeel aangegeven.

T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+Tf?¢T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T¢T+T+T+T+T

!. Theorievraag.

Een vlak V draait met constante hoeksnelheid Q om een vaste as. In V kan een
schijf, massa M, oppervlak S, bewegen. dxy is een assenstelsel met de y—as
langs de draaiingsas en dfn een stelsel van centrale hoofdtraagheidsassen
van de schijf, beide gelegen in V,

Bij Uw antwoorden op de volgende vragen moeten de grootheden in de in de fi-
guur aangegeven coordinaten Xy Yy €0 9, en in de traagheidsmomenten van de

schijf ten opzichte van het dfn-stelsel worden uitgedrukt.

i) Geef het verband tussen de (x,y)- en (£ ,n)-coordinaten. (11
1i) Hoe groot is, bij stilzetten van de rotatie 9, de totale centrifugaal-
kracht op de schijf? - , £3]

iii) Bepaal de afstand van o tot de werklijn van deze centrifugaalkracht. [21

Zie blz. 2
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Examen/tentamen Theoretische Mechanica op 25 mei 1974.
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iv) Bereken, uitgaande van de verdeling van de centrifugaalkracht over de
schijf, de totale centrifugaalpotentiaal (Uc).

v) Toon aan dat hier geldt

Uc . Trot ?

waarin Trot de kinetische energie van de schijf is, indien deze in rust

is ten opzichte van V.

Twee homogene staven AC en BC (beide lengte % en massa m) kunnen in A en B
zonder wrijving glijden langs een horizontale geleiding a. In C zijn de sta-
ven door een wrijvingsloos scharnier verbonden.

De staven bevinden zich oorspronkelijk in horizontale stand (C en C' vallen
dan samen}.

In D zowel als in E bevindt zich een vaste aanslag.

DC' = EC' = {g.

Op zeker moment beginnen de staven te bewegen onder invlioed van de zwaarte-
kracht. De versnelling van de zwaartekracht is g. De botsingscoefficiént is
bij E en D gelijk aan A.

Gevraagd wordt:

i)  Bereken de hoeksﬁelheid van de staven direct voor de botsing en de
snelheid van B direct voor de botsing.

ii) Bereken de hoeksnelheid van de staven en de snelheid van B direct na de
botsing.

iii) Bereken de reactiestoten in C en B.

Zie blz, 3

[3]
[3]
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Examen/tentamen Theoretische Mechanica op 25 mei 1974.
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<

Een cirkel draait met constante hoeksnelheid w om een middellijn, die steeds

verticaal staat. Het zwaartepunt van een homogene staaf, massa m, lengte 22,

kan zonder wrijving glijden langs de omtrek van de cirkel. De staaf kan zon-

der wrijving roteren om zijn zwaartepunt in het vlak van de cirkel. De ver-

snelling van de zwaartekracht is g.

Beantwoord de volgende vragen:

i)

ii)
iii)
iv)
v)

vi)

Hoeveel graden van vrijheid heeft dit systeem en welke gegeneraliseerde

coordinaten kiest U? L1l
Hoe groot is de potentiéle energie van de staaf? [1]
Hoe groot is de kinetische energie van de staaf? [2]
Hoe luiden de bewegingsvergelijkingen? [2]

Welke zijn de evenwichtsstanden en welke van die standen zijn stabiel? [2]
Hoe groot zijn de frequenties van kleine trillingen om de stabiele

evenwichtsstanden? [2]

THTETHTHTHTHTHTHTH T T T TITHTHTA T TH T THTH T T T TH T THTH TH TH THTHTHTH T THTHT
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Examen/tentamen Theoretische Mechanica (W IV, WSK IV) op zaterdag 5 oktober
1974, 9.00-12,00 uur.

N.B.

Elk vraagstuk dient op een apart stel bladen gemaakt te worden en de
bladen dienen slechts aan &&n zijde te worden beschreven.

Elk correct opgelost vraagstuk wordt met 10 punten gehonoreerd, De ver-
deling van deze 10 punten over de onderdelen is tussen vierkante haken

achter elk onderdeel aangegeven.

T+T+T+T+T+T+T+T+T+T¢T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T+T

Theorievraag.

Beschouw een bewegend lichaam dat een hoeksnelheid » heeft ten opzichte van

een vast assenkruis OXYZ. Laat oxyz een assenkruis zijn dat vastzit aan het

, . * .
lichaam. Het lichaam heeft een impulsmoment D ten opzichte van 0. Voor de

tijdsafgeleide van D geldt de volgende relatie:

i)

ii)

iii)

'ﬁ-(%%) + @ xD) .
rel

Geef de betekenis van de in bovenstaande vergelijking voorkomende

termen. [2]
Bewijs deze vergelijking. [4]
Voorbeeld:

Q ] S

A o | —
F B L\\ . Jg
|
f4
N

‘In bovenstaande figuur is S een homogene, ronde schijf, massa M, in

zijn middelpun; scharnierend bevestigd aan een massaloze staaf AB, wel-
ke laatste met een constante hoeksnelheid Q roteert om een verticale as '
door A. De schijf S staat steeds verticaal en rolt over een horizontaal
vlak. '

Geef, kort geargumenteerd en met gebruikmaking van bovenstaande verge=-

lijking, antwoord op de vraag:

Zie blz, 2

B N
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Examen/tent%men Theoretische: :Mechanicaop 5 oktober 1974.

T¢T+T+T+T+T4T+T+T+T+T¢T+T+T¢T¢T¢TWT¢T¥T¢T+T+T+T4T+T+T+T+T+T+T+T¢T+T+T+T+T+T

Is de normaalkracht N, door de schijf op het horizontale vlak uitgeoe-
fend, kleiner dan,*gelijk&ahnﬁofvgroter dan het gewicht van de schijf:
Mg. o : [4]

Een homogene, vierkante plaat ABCD, massa M, hoogte en breedte 2a, staat
loodrecht op een ruw horizontaal vlak, wrijvingscoefficient £. In het mid-
delpunt E van de plaat is scharnierend bevestigd een massaloze staaf EF,
lengte 2, met in zijn eindpunt F een massapunt, massa m. De staaf roteert
met constante hoeksnelheid w om E in het viak van de plaat. De versnelling
van de zwaartekracht is g. De plaat kan alleen bewegen in het vlak van teke-

ning.

i) De reactie van het horizontale vlak op de plaat wordt gekenmerkt door
drie reactiegrootheden. Welke zijn deze? [2]
ii) De hoeksnelheid w is zodanig dat de plaat niet gaat bewegen. Geef de
vergelijkingen waaruit de condities volgen waaraan w in dit geval moet
voldoen.
N.B. Er zijn drie condities,.mamelijk condities opdat de plaat:
g).niet loskomt,
b) niet gaat glijden,
c¢) niet .gaat kantelen. [5]
iii) Bewijs, dat bij toenemende hoeksnelheid de plaat eerder gaat glijden

dan loslaten. (1]

Zie blz., 3
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Examen/tentamen Theoretische Mechanica op 5 oktober 1974.
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iv) Neem M >> m. Voor welke waarde van f treedt dan eerder kantelen op dan

glijden? £2]

Een homogene staaf AB, massa 3m, lengte 2%, kan, onder invloed van een tor-
sieveer, veerstijfheid c, roteren in een verticaal vlak om zijn middelpunt
Z. De veer is ongespannen als de staaf horizontaal ligt. Op zeker ogenblik
laat men van een hoogte h boven de horizontaal door Z een puntmassa, massa
m, vallen. De versnelling van de zwaartekracht is g. Op hetzelfde ogenblik
laat men de staaf vanuit rust los uit die stand waarbij AB een hoek g met de
horizontaal maakt en B onder Z ligt. Na verloop van tijd wordt de staaf in B
getroffen doof het massapunt. Na de botsing bewegen massapunt en staaf aan-
vankelijk weer onafhankelijk van elkaar maar treffen elkaar opnieuw. Juist
voor de tweede botsing hebben zowel het massapunt als de staaf dezelfde po-
sities en snelheden als juist voor de eerste botsing.

Beantwoord de volgende vragen:

1)  Hoe groot moet h worden gekozen? [3]
ii) Waarom moet de botsing tussen puntmassa en staaf volkomen elastisch

zijn? : £3]
iii) Hoe groot moet de hoek o worden gekozen? C4]




Antw, |

6-4-1968
. miw? . . .
1. a) Evenwichtsstand: x = —0" (x is de uitrekking van de veer).
® 2(c - mw?)

b) Stabiel als: ¢ - mw? > 0,

. ¢ = mw
c) Frequentie: E—

2, a) Reactiestgten in A, werkend op de balk:
horizontaal, naar links gericht: Mv, cos a,
mMv, sin o
verticaal, naar beneden gericht: GRS

5
Vg €08 a

b) t1=

mv, sin o

c) B = .
2v0 cos o (3M + m) .

d) Noem hoek van treffen ¢;, dan geldt:

d¢

Mv, sin q\2'°
\V/JE sin ¢ + T

Mg,-i-—mﬁ,

3. i) Statische uitdrukking: %% cotan a.

ii) - (bewijs)

iii) h = AM + m) {e2(] - cos a)? - ~¥&-— (1 - cos a) - mg sin al .
gmz . 81n O

8-6-1968

. 10
1. a) @ = arccos 17

b) Hoeksnelheid bij loslaten: \/%gg .

¢) Wrijvingscoéfficiént moet oneindig groot zijn.

2. Toename energie: mP%,

toename hoeksnelheid: _____LZEE&___.
V m(6r2 - 22)




3. x-as loodrecht op de wand, naar linksy y-as: richting,ﬁk.

Snelheden na botsing:

i) v =T AV sin o , VyI‘LV?CQB\uV,. w =8 .
ii) v_=- AV sin o v, --2¢VTcos«u + l-ﬂr- w _-XX
i X ’ y 3 37 T r
12-10-1968
1. b = 1 /(4ﬂpr ¥ m)vz'--4&§;?(] - cos ¢) + 2p5£?¢2
4mpr> 4+ mr? .
21
tijd = J d¢
¢
0

2. a) Eén. Noem de hoek die de projectie van:AB op het x-y-vlak maakt met de
x-as: ¢.

b) Beschouw de -absolute: beweging: Dan- isi-
T=im(e? - B0+ $2 ¢ 5 @ - 521
U =A§ mgh (nulvlak = x-y-vlak).
c) - (bewijs).
3. Noem hoek OAB: 9 (in stand wvan figuur).
a) Evenwichtsstanden: 6; = 0, 6, = T, 93,4 =+ arccos(igia (alleen mogelijk

als |P| < 2c2).
b) Als P > 0, dan:

g, : stabiel, als P < 2c4,
8, : altijd stabiel,
B3,4 * altijd instabiel.

c) Frequentie van kleine trillingen-om:'8 = 6;:

- f3(4c2 - 2p) _
~mi (P < 2c4) .

Idem om 8 = @51

1{3(4c£ + P)
4m i




Antw.3

6-1-1969

Noem draaiingshoek van rad: 8 (rechtsom) en hoek van OM met verticaal:
¢ (linksom).
Bewegingsvergelijkingen: I6 = Kr : mr$ = K - mg sin ¢ .

Beginvoorwaarden: t = Q0 : ¢ = ¢ =0 = 8 =0 .

a) - (bewijs).

b) Evenwichtsstand; $g = arcsin(ﬁl—]-gi : 0 <K < mg=>stabiel als 0 < ¢ < =
instabiel als % <dp < W,
K=mg=>¢y; = %-instabiel.
32 = 2K o 28 o - Koo

¢) ¢ p— 9 R (1 cos §) , 9 77 te .

a) -

b) -

. .. as

c) Hoeksnelheid schijven: w = — =2

(M + m)R?

horizontale snelheid van AB: wR.
a?g?

d) A s — o |
2(M + m)R2

a) Noem de hoek tussen Mm en de straal van M naar het onderste punt van de
grondcirkel van de kegel: ¢, dan geldt:

[Mr2 cos*a + mr? cosZa{cos2a(l - cos $)2 + sinZ¢}1y -

- mpr2{cos2a(l - cos ¢$)sin ¢ + sin ¢ cos ¢} + mgr cos o sin ¢ = 0 ,

b) Evenwichtsstanden: ¢, = 0, ¢, = 7.

c) ¢;: stabiel; ¢5: instabiel.

d) Eigenfrequentie: _-me_ .
Mr cos3a

N T T IR




Antw.4

19-4-1969
1. a) § = M-R.Imcog m_i. _ .
(mg? cos?a + I sinZa)
Tug gin2y
w= .
(me? cos2a + I sin?a)
Ilﬁg sin @ cos a
vV = ]

(m»%2 cos?a + I sinla)
2. Noem de hoek tussen staaf en verticaal: ¢ en de indrukking van de veer: x.
Evenwichtsstanden: ¢1 = 0, x1 = 0 (stabiel)
¢2 =Ty, Xy & 0 (instabiel).

Eigenfrequenties (om ¢; = 0, x; = 0): wortels van

%’ mMe2et + [2mge(M-m) + 4meg2 + %‘Mc-ﬂ.z]mz + m?g2 - 2cgf(Mim) = 0 .

2-6-1969

L _(m + M2
2m2 (1 + A%

3. b) Snelheid: vfga.
2
fg

<

+

|

¢) Afstand: -

[ TE-]
[ ™)

4. Noem hoekverdraaiing van S, om as L Sy: ¢.
babw?
(x2 + 6b%)
Evenwichtsstanden: ¢; = 0 (stabiel), ¢5 = 7 (instabiel).

Bewegingsvergelijking: ¢ + sin:¢ =0 .

Frequentie: . hab W .

(r2 + 6b2)




Antw,5

11-10-1969

2, Noem hoek tussen 0,4 (of 0,B) en de verticaal door 0, (of 0,): 6 en de uit-

rekking van de veer: x.
a) Evenwichtsstanden: 907 = 0, xy = 0; 0 wq, x, = 0.
b) (81,x1) stabiel; (0,,%,) instabiel.

c) Frequenties: wortels van:
mMR2w* - [m?gR + (M + m)cR2]w? + mgeR = O .

3. Breng assenkruis OXY aan (0X: horizomtaal):

a) De coordinaten van het zwaartepunt van de staaf:
x, =a, y, = 22 ~ a2,

De snelheid van het zwaartepunt

;‘(=0 ___g_l-slna metcosm=%.
z + cos?
De hoeksnelheid ¢0 bedraagt
__g_ l - sln u. i y_Z_
3 * cos 2y a
b) In A: SA = f mégz sin u(—g— + cos 2a) - (L wand, naar rechts).
In B: SB = 3 mq'son cos a(l = cos 2a) (L grond, naar boven).

c) De snelheid van het zwaartepunt
L) H 5 . . ]
x = 1 ¢k cos a(-j- + cos 2a) , ¥, = - 1 602 cos a(-3~ + cos 2a)
de hoeksnelheid
: .l
91 = = } ¢9(3 + cos 20)

d) a=-]§£/§+c032a=- +q'b1=0.




Antw.6

.a) T=} Ma282 + | MR2w? + %,M_R?*éa + ) m(a? + 82 sin%wt)d2? +
- madwd cos wt + } m&2¢2 .
U=} co2,

b)Y [M(a? + } R?) + m(a? + 82 sin2wt)]B + 2m62uwh sin wt cos wt +

+ madw? sin wt + ¢c8 = 0 ,

[«]

¢) 8 = Acos Ot + B sin Qt - ~————— sin wt , (A en B constanten)
(92 = 42)
met
Q2 = =
[(m + M)a? + } MR
2
« = madw
[ (m+ M)a? + } MRY
"Shimmy" treedt op als w = §,
5-1-1970
. . 3a
. 1) Hoeksnelheid: Vo

4(a? + b?)

ii) vy 2 \[_83_(2_.:_2_)_ (Va?

3ma®
iii) Stoten in C, werkend op het blok:

2 2
m(a“ + 4b°) v

horizontaal, naar links gericht:
4(a? + b2)

3ab

verticaal, naar boven gericht: —————— v
: {al 2
4(a” + b°)

. Noem de verticale verplaatsing van de lift naar beneden: x, en de hoek tus-
sen de slinger en de verticaal: ¢.
i) M+ m)x - m8d sin ¢ - med? cos ¢ = (M + m)g - 2W ,

isin¢=ﬂ,$+gsin¢ .

Opt=0:x=%=20,¢=a, ¢ = Wy .




Antw.7

4W(cos ¢ - cos @) + Lw%(M + m cosZa)

i) ¢ =+
M + m cosZ¢)L

iii) a) ¢ = o, voor alle t,

b) ¢ = wo vodr alle t.

ZM]’.‘U)O
4. a) (™M + 2m)fg cos oo °
2
b) MM + ) ( 2reg )
2fg cos a \IM 4+ 2m/ °
c) & = arctan f .
18-4-1970

1.1,

1.2,

l.ll

102.

a} Wel, b) Niet, c) Wel, d) Wel,

i) b., ii) a., resp. c., iii) c.
Neem de y-as langs OP en de y—as loodrecht hierop en naar links gericht,
.53 -
a) Vpx_ T ey Vp 0.
= (3M+m) = .-E
) Yo, = ey 5% Vo " 7 -
X Yy
(5M% + 7uM + 2m2)s?
d) T = ) .
BM(M+m) "~
c) w2 = —3fg » tan(wt) = 3f,
Rl’]+g:f:'2
1-6~1970

a) 111, b) Ja.

a) Nee, b) Nee, c) Ja, d) Nee,
e) T: Nee, U: Nee, T+U! Ia,

38
D 2mg




Antw.8

2 = -
) “voor. >“”vocn:‘ )
2m 1 20,
3) s == \5e0 - 250 - IFTED)
3. Stel OA = x,
a) x = %,
c
b) X + (ﬁ - wz)x = am2 + g cos wt.
m mmza ™
c) x=—-&+—————(l-cos Qt:)+—-—-—-g-—-—(cos§2t-cosmt),
¢ 2 2
(¢ = muw") (c = 2muw™)
met
Q=< - w2 .
m
10-10-1970
1. a) w=Q cos o.

b) 1) Ja, 2) Ja, 3) Ja, 4) Nee, 5) Ja, 6) Ja.

2. b) w2 <.§£s_:§E££l i
4mi
. V3(C - :;gﬂ,) _ wz i
4mg
3. a) § = §in ¢ , (richting: PO).

(2M+m sin”a)

b) g = Moy .

(M + m sinza)

c) ve-TRUSIL S o oihting: OP).

(24 + m sin“a)




Antw.9

11-1-1971

1. a) 1), 3), 4).

b} 2) impulshehoud van m in x~richting (tengevolge van het glad zijn van de
staaf werkt de stoot op m in y-richting);
5) kinematische relatie; (restitutie—vergelijking)

6). behoud van impulsmoment om A van het gehele systeem,

Noem de hoek tussen de horizontaal door het middelpunt M van de ring en de
lijn Mm: 6(in getekende stapd: 0 <8 < nf2),

a) Evenwichtsstanden 6l en 62 volgen uit
2 . 2 .
w (atr)sin 6~ g cos 6 + wr cos 6 sin 6 = Q,

(06, <n/2; 1< 62 < 3n/2)

y s
b) Evenwichtsstanden stabiel als voor 6 = g

1,2 ¢

mmzr(a + T+ r cos f)cos 6 ~ mmzr sin26 + mgr sin 8 > 0,

c) Frequenties van de kleine trillingen volgen uit:

RYIE g _ .2 .
i sin 6 (=55 - sin %127
1,2 rw

waarbi j 0, o de wortels zijn van a) die ook aan de ongelijkheid b) voldoen.
»

a) 2.
Noem: de hoek tussen de horizontaal door 0 en Oo: m,‘de absolute hoekver-
drasiing van M: g, |
idem van m: y,

alle rechtsom positief genomen.

b) rd;=(R+r)&;—R9.

) T = %ngz# _;m(g- v )% & %m [(R+ r)p - r81%,

d) U=~ mg(R + r)sin ¢.




e)

£)

g)

17-4-1971

. a)

¢)

28-5-1971

. a) iii)

b) iii)

. a)

b)

c)

d)

e)

£)

g)

(M +:e.m)R2.é - m(R + r)RE - ,;01..,}_. mRE + 3m(R + r)p =

) T¥
\/(3M + 2m)(R +.1) J _dy

L{M# m)g o J;I;-a
7.
o = % g(i - - YA 87y viak voor de botsing.
%2/’3’5:1522.

y = u cosh %-, U en v constant.

p=0.

—

(bv. hoek ¢)

H

= imrz(é - w)2
. 2
U = $e(2r sin §g - 20)
Qk =5 - -c[2r sin ig - zojcos lo

mr2$ + cr(2r sin fp - En)cosuim =0

2
¢(0) = 2 arcsin E% , 9(0) =
L
Py =T s 9y T 2 arcsin ;e

9 altijd stabiel, ¢ stabiel voor 20 < 2r

=
c 20

= = cos imz = % ] = -

wZ
0 m 4r

]

Antw. 10

2mg cos ¢.



Antw, 11

1) w = %- %
ii) S = (M+ im)v

iii) v =2 /37 .

9-10~1971
. a) Iy 3, 4 .
1} nee
2) ja
3) nee
4) nee
5) nee
6) nee .
. . _ - N/ 3K
. 1) 3o = 0) = -V 3
.. . - 1
ii) N K tg ¢ [1 3 2] .
{1 + 3 cosTp)
10-1-1972
Dz xy
iii) £A=E(_,_) + Av .
. o 28 . 12 -
. 1) ¢+ % R(31n 9 + cos Q) — w'cos 29 0.
i) 9, =-7 , 0, ¢ (0, ) = 3T
! ; % R 3T
iii) ? stabiel qls wz < % V2
2
?s stabiel als g—g-> 0
de

LR instabiel .




. 1)

Antw. 12

. 2 _2r8 Vo 2
iv) W)= [R 2 =]
m2 =2 lim - [{sin(g, + €) + cos(p, + )} & - mgi cos(20, + 2¢)] .
2 m ~ B 2 2 R 2
e+ :
) _ 5 cos a v _Tmv + S sin o (voor fe 1ii))
i Vior © T Vyert i v v zie iii
‘s 1 2 .
ii) IV M2“w = S sin o . 48 + mv{a - §2)
i11) v=— S sin g (42 -263)_
ML™ + m(4L° + 12a” - 12a8)
15-4-1972
t+AL
S = lim K(r)dr
At=+0 ¢
-1
[(MLT 3

iii) a) PA verandert niet.

b) AT = imv2 + iJOmz - &JQZ .

2.2 1

. Bew. vergl.: &miz - dmw[x" + 22] + c[x2 + h2] = constant.

E}
i) x=20

ii) stabiel als 2 < 32‘3

_ 2
iii) a, =V 2
0

m

i) . -
IMr + pir
2 _ . - - gi
ii) @2 - wz + pgr fro 2f0¢ = 2r(p ~ sin @)

-yMr2-+ p£r2
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iii) s? 5 2ogs [%% + (1 - 31%7%15)][$Mr + par]

29-5-1972
1. a) i) | (hoek ?)
ii K =0
) 9
iii) reactiekracht

iv) nee
v) vaste ruimte: nee
b)Y i) 2 (¢ en x)

ii) Kx = K(t) ; Kcp =0
iii)  belastingskracht
iv) nee

v) vaste ruimte: nece.

2. 1) T+ U = const.: iMiz + im[iz + Rzé

P, = const.: MX + m(X + Ry cos 9) = w,

Yo

Beginvoorw.: ¢(0) = x(0) = %(0) =0, 5(0) T

ii) vl 2 4grdtm.

&Mszl + mazml + imrzm2
3. 1) W = 5 3 5
AMR® + ma“ + jmr
ii) Shor =
Svert = ma(w - w]) (voor w zie i))

M= imrz(w - wz)
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iii) AT = (iMR2 + lmaz + i;mr'%)mz"'- £m2w2

7-10-1872
1. 1) b=c
ii) U= -iaxz‘- bxy — {dyz
iii) x=y=0
iv) a<0,dc<0, b2 -.ad <0
v) x=y=0(uit x=%k=y=§y=0),
2. 1) Mx + m(§ - RO sin 6) = 0
iMiz + im(kz - 2R%S sin 8 + Rzéz) - mgR sin § = mgh .
W\/'Zmz {(h + Rlsiﬁ>é) )
ii) X = Lo AL L — . 5in ©
M+ m)(M + m cos"8)
\/ 2Mg(h_+ R)
iii) v, ® =N
< = w2 =¥
iv) Yhor 0 Vyert 2gh .
3. 1) ¢ = 0
1i1) <. = 2_2 cos @ ~ sin o
0 3 sin a
8-1-1973
2. 1) 3
.. 37
11) l—é- L
iii) 3 mgt .

3, i) Noem: ¢ hoek tussen verticaal en. AC, en x afstand van C tot m,

M + m)zzﬁ - miX sin ¢ =:~(M +-m)gl sin ¢ ,

m¥ - miP sin ¢ - m1¢2 cos ¢ = mg .
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ii) Verticale snelheid: gt,

Verticale verplaatsing: igtz.

/ZMg(cos 9 ~ cos ¢)

ML+ ml cosch

iv) Y Tﬁfggayf v

iii) b =+

7-4-1973
2. i) Noem x afstand van hoogste punt van ketting tot horizontale vlak,

(m+px)ii+p5:2=P-mg-pgx.

. ' 2

ii) k= m /Z(P - mglmx + p(P - ng)x -3 ngx3 -
Zg(m + mpl + -:l:}- pzﬂ.z)

iili) P > o750 R

(m+ pR)x =P - (m+ pl)g .
iv) Maximale hoogte h uit

h2 _ 3 - Zmg) h__Bm(P--mg_)_”=0 )
2pg ng

3, i)  Snelheid kar: AVqe
Snelheid m relatief t,o.v. kar: (1 + J\)v COS de
ii) Noem: x afstand kar tot wand en £ afstand m tot beglnpunt buis (N.B.

£: niet-inertiaal).
e | . 2 2
M+ m)k ~mt cos a=[(M+msin“a)r - m cos®alv, ,
iMx + im(x + E - 2%t cos a) + mgf sin g =

= if(M + m))\z - 2A3(1 + MDmcos. a + {1 + :\)2m cosza}vg .

{i1) _/ mgi sin a
"0 i(Mi-m)A ~ 4 (Mtm) {) - ﬁ (I+A)cos al —mA(l+A)cosfu+5m(l+A) cos

2

o




3.

3.

28-6-1973

i) w/2M o

M+m

‘s 2M ' :
ii) TR h, (= hoogte vanaf beginpunt) .

ii1) Mm__ 2(M - m)

M+m . (Mrm ©

2
iv) L h .
M+ m)
i) 922%@.

ii) ¢ is hoek 0AB:

—g-ml?}ziﬁ - mlzﬂzs-in p(l - % cos @) = -mgl cos p .

iii)a) b=/la?-380u-/.
3 71

6-10-1973

.. 16

ii) Ho= T

ii1) o= %-.

1) Noem ¢ hoek tussen V en AB:

1 2 i 2, .. 2 1 2.,2
{(-Z-MR, +-6-m.v.)smcp+5m£}<p +

- (ZMSE,2 + -';'- mlzwzsinzq))wz - (M + g-m)gl cos ¢ = 0,

ii) 9, =0, 9, =T,

9q = arccos[ég%ﬂ- . —%—1, mits w? 2 3(2M81-;£3m) .
w L

Antw. 16
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iii) ¢,: stabiel als w? < 3(2M8;£3m) .

2.2

/(M+%m)g£-immf.
. 3
elgenfreq.:

’
m22

0y instabiel,

94t stgbiel als w2 > 3024 ;2330 .

f/ %-mmzlA
eigenfreq.:
(M2.2 + % mlz)A + -1% m3m424 !
met
A= lg m2m4£2 - M +-% m)2g222 .
7=1=-1974
2. 1) } tan a .
. . 1 .
ii) E-mg(51n a + f cos o) .
iii) Xy =T, iM = 9= 0=0, (x langs helling) .
. 1 . 2
iv) Xy "3 8 (sin o ~ 2f cos a)t“ .
3, ii) —MQ- .
mr,

iii) Noem: $ hoeksnelheid buis en r afstand AP.

T - r¢2 = ~cr, rj + 28 =0 ,

f w
iv) T =T 4 y Wy = /C§.+ -3%2

max 0 c
mr

A%

g




Py

3.

6=4=-1974
i) Verticale snelheid zwaartepunt: 37%' .
Hoeksnelheid: 3S 209
g
ii) is.

Antw, 18

iii) Staaf blijft aanvankelijk: in comtact. Zwsartepunt beweegt zuiver verti-

caal. Noem ¢ hoek staaf met viaks:

imlz(% my + 9 cos ¢ - ('pzs,j_n 9) = -mgl .

iii) N=(M+mg .
iv) mhi’R .
3w+ Mg

v) E-(ﬂ;&:lm .

25=-6=-1974 _

i) Hoeksnelheid: V¥ %% /5 .
Snelheid B; v % 32/3_“.

ii) Hoeksnelheid: =2A -g—% Y3,
Snelheid B: =X v % gR,/B_.

iii) Reactiestoten in B:

horizontaal: ngﬁ(l + X) %E'/i s
E%( E -

verticaal: -lt-mﬂ,(l + A)

Reactiestoten in C:

horizontaal: l/-;mi.(l + 1) ¥ .

verticaal: 0 .



9: hoek tussen verticaal en straal naar middelpunt staaf.
6: hoek tussen verticaal en staaf,

' ii) -mgr cos 9 .
EJ L
8 iii) l-mr2¢2 +-l mrzmzsinzw + l-mzzwzsinze + l-mlzez .
2 ‘2 6 6
. 2u 22, .
iv) mr ¢ = mr wsin ¢ cos ¢ + mgr sin ¢ = 0 ,
: -% mlzs —-% mlzwzsin @ cos 8=0,
v) en

vi) ¢ =0, 8 = 0Q: instabiel,
¢ =0, 8 =1/2: stabiel voor_m2 < g/r, anders instabiel,
ei f . = .E.— 2 =
genfreq.: w, T8, Wy =,

als w’ > g/r:

E? ¢ =7, en @ = 0 of 8 = 7/2: instabiel.
4

¢ = arccos(g/rmz), 6 = 0; instabiel,
| P = arccbs(g/rmz), 8 = n/2: stabiel,
‘ eigenfreq.:

2
ml'-' wz__ET'wzgwa
rw

5«~10=1974
2, ii) niet loskomen:

”") cos ¢ < (M + m)g, voor alle ¢ uit 0 < ¢ < 2r,

niet glijden:

|mo?2 sin ol

|M + m)g - mm2£ cos ¢

= f, voor alle g uit 0 < ¢ < 2m,

Antw, 19



3.

iii)

iv)

iii)

niet kantelen:

| (mgt + mmzal)sin 9|

3 <
la(M + m)g - mu"al cos o
2 M+ mpg £
W, =
glijd. mt ST+ 2
£>1.
2 2
- mgt
h=g. .=
a=nmgﬂ.

2¢c

< w

1

2
los

Antw, 20

voor alle ¢ uit 0 < ¢ £ 2m,

o M+ meg
mﬁ, L ]
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