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1. Kinematica

Een mechanisch stelsel is een verzameling elementen die materiéle punten

worden genocemd, Dikwijls worden de woorden stelsel en punt gebruikt
terwijl mechanisch stelsel en materieel punt bedoeld worden.

Een bijzonder stelsel is de puntmassa (of het massapunt), een stelsel
testaande uit één punt.

De positie van een mechanisch stelsel in een gegeven Euclidische ruimte

met gegeven oorsprong is bepaald door aan elk punt van het stelsel een

radiusvector, de plaats, toe te kennen.
De plaats van een punt is in het algemeen een functie van de parameter

tijd, aangeduid met t.

" De beweging van een mechanisch stelsel is bepaald door aan elk materieel

punt P, plaats ?, een vector ?, de snelheid van P toe te kennen.

De snelheid ;, dikwijls asangeduid met 7 is gedefinieerd door: %
F(t) o= G2 (1)

Een derde belangrijke grootheid is de versnelling. De versnelling van

cen materieel punt P, plaats ?, wordt aangeduid met 3, dikwijls met T en

is gedefinieerd doocr:

3(t) 1= LE®) (2)

at?

R N T, T

Een star lichaam is een mechanisch stelsel waarvan de afstand van elk

tweetal ﬁunten, de grootte van het verschil van de radiusvectoren, in de
tijd constant is, Voor de beweging van een star lichaam geldt de volgende

atelling:
Er bestaat een vector 3, de hpeksnelheid, zodanig dat voor elk tweetal

punten A en B het volgende verbend bestaat tussen hun snelheden:

V5 =¥, +u x AB, - (3)

L. - -
waarbi] AB = Tp =Ty

Ten mechasnisch stelsel is in rust als de snelheid van alle punten nul is.
Een mechanisch stelsel transleert ale de snelheid van alle punten de-
zelfde is. Hen star lichaam roteert om een plaats als het punt dat zich

op die plasts bevindt geen snelheid bezit., Met behulp van formule (3) is @
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de beweging van een star liChaam‘op te vatten als een translatie met een
punt mee en een rotatie om de plaats van dat punt.

Fen star lichaam roteert om een lijn (van plaatsen !) als de punten die

zich op dit lijn bevinden geen snelheid bezitten.

Bij twee starre lichamen die elkaar raken, wordt de beweging dikwijls ge-
splitst in een beweging in het raskvlak (de tangentiale beweging) en een
loodrecht daarop (de normale beweging). O.a. kunnen de volgende gevallen

zich voordoen:

de lichamen rollen over elkaar : de snelheden van de raakpunten
' ' zijn gelijk;

de lichamen glijden over elkaar : de normale snelheden van de raak-

punten zijn gelijk, de tangentigle

niet.

Relatieve beweging

Laat E1 een Euclidische ruimte met oorsprong 0 en E2 een Euclidische
ruimte met corsprong o zijn., De vector Oc wordt voorgesteld door R,
Analoog aan de beweging van een star lichaam t.o.v. E1 kan men spreken
over de beweging van EE t.c.v. EAT . Laat w de hoeksnelheid van dit be-
weging zijn en veronderstel'datiE1 in rust is en blijft.

De beweging van een mechanisch stelsel t.o.v. E1, de absolute beweging,

kan worden gesplitst in een beweging t.o.v. EE, de relatieve beweging

en een t.g.v. de beweging van E2 te0.vV. E1, de sleepbeweging.

laat T de plaats zijn van een materieel punt P in E2, dus T = oP.

De snelheid van P t.0.v, E2, de relatieve snelheid, aangeduid met ;rel’

van P verminderd met de snelheid van de plaats die

is de snelheid Vebs

Pin E2 bezet, de sleepénelheid. De versnelling van P t.0.v. EE, de re-

latieve versnelling, a@angeduid metl a 17 is de versnelling aabs van P

verninderd met de versnelling van de plaats die P in E2 bezet, de gleep-

versnelling, en de corioligversnelling,

Met : de sleepsnelheid ;sl 1= R+wxT, (4)
de sleepversnelling Esl t=R+wxT+ax(@x71), (5)
de coriolisversnelling & op I 2w x Vrel? (6)

gelden voor bovenstaande -grootheden dus de volgende betrekkingen:

-+ - -

Vrel = Vave = Va1t (7)

- - - -

85bs " %g1 " Bcorx’ (8)

8rel
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2. Magsa meetkunde

In het volgende komen integralen voor van de vorm j,Fg)dV.
' v

Hierin is p de dichtheid, V het volume dat het mechanisch stelsel in-
neemt en F een functie gedefinieerd op dat gebied.

Voor een driedimensionaal contimu stelsel is de betekenis van de integraal
'duidelijk. Yoor een lager dimensionaal continu stelsel, of voor een stel-
sel bestaande uit een eindig aantal punten, moet bovensiaande integraal
- worden vervangen voor een oppervlakte- of 1ijnintegraal, of een eindige
som. B,v. voor een massapunt, ketting, staaf, schijf, plaat, schaal enz,

De plaats van het zwaartepunt is gedefinieerd door:

f?;;dv

R SN | )
[oar
¥
De massa van het stelsel, M := ~f pdv. . (10)

v

Kiest men een orthonormale basis in de Euclidische ruimte dan is ten op~

zichte van een willekeurige plaats P de traagheidstengor J gedefinieerd

door de matrix:

J = {Jij} , Jij 1= jq(bij L xixj)p av, (11)
v
waarbij x1, X, en x3 de componenten zijn van de afstand van P tot de
pleats die een materieel punt inneemt. (Denk san de sommatie over de
dummy~index, )

Kiest men voor P de plaate van het zwaartepunt dan wordt de tensor aan-

- geduid met Jo en heet de centrale traggheidstensor.
_Voor het verband tussen Jo en J om P op afstand & van het zwaartepunt

geldt de stelling van Steiner:

Jgy = o1 * M(&ij 8 8, - a; aj). : (12)

Opmerking:

Het is door de symmetrie van J (immers Jij = in) 2ltijd mogelijk door
een draaiing van de orthonormale basis de matrix J op diagonaalvorm te
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brengen. De bijbehorende coordinaatassen door P heten dan heofdtraag-
heidsassen. Brengt men Jo op diagonaalvorm dan heten die assen centrale

hoofdtraagheidsagsen.

In dat geval is t.0.v, een X,¥,z~assenkruis

T = fp(y2+ 2 )dv, T fp(z2+x2)d_v en J_ = fp(x2+y2)dv. (13)
v v

De grootheden J__, Jyy en J  zijn de {ev. centrale) hoofdtraagheids-

momenten,

Massa kinematics

De hoeveelheid van beweging of impuls is gedefinieerd door:

P i= f’x?p av (14)
'V' .

en is, als de massa van het stelsel, jquV constant is, voor te stellen
v

door:lﬁ = MG;, waarbi] VO de snelheid van het zwaartepunt is.

Het moment van hoeveelheid van beweging of impulsmoment om een plaats P

is gedefinieerd door:

IDNEE f“fxir’pdv, (15)
' v

waarbi] T de afstand van P tot de plaats van een punt is. Kiest men voor
de plaats die van het zwaartepunt dan schrijft men ﬁ; voor het impuls-
moment om de plaats van het zwaartepunt.

Het impulsmoment om willekeurige P is voor te stellen door:
DP = D0 + T, X P, o (16)
waarbij ;o de afstand van P tot de plaats van het zwaaftepunt is.

Voor een star lichmam geldt:

Dy = Jqu » in componenten: D . = Joij oy (17

en on de centrale hoofdtrasgheidsassen (aangeduid met X-, y- en z-as)

= J

Dox = Joxx Y’ -Doy B JOYY @y 8 Doz ™ Jozz ¥z * (18)

Z QZZ 2



" De kinetigche energie van een mechanisch stelsel is gedefinieerd door:

T i= % Ipwfzdv, | (19)

waarin v de grootte van de snelheid van een punt.
Voor een star lichaam is de kinetische energie voor te stellen door:

T=%39?+%5’ -Z\;’ (20)

P =3 Mv . V.. +5J .. w ws s (21)

en t.0.v, centrale hoofdtraagheidsassen x, y en z door:

2+

2 2
ox®x T Joyyly T ). (22)

T =% M(v2 -t-vy2 +v2) + % (7 02797

- De kinetische energie is dus de som van de translatiec-energie t.g.v., de

5e

translatie met het zwaartepunt mee en de rotatie-energie t.g.v. de rotatie

om de plaats van het zwaartepunt.

] OEmerkiE_lg:

Bestaat het stelsel uit meerdere delen dan is de impuls, het impulsmoment
en de kinetische energie van het stelsel gelijk aan de som van deze groot-
heden betrokken op de afzonderlijke delen. Bedenk dat de kinetische ener-

gle niet additief is in de snelheid.

Krachten~ en momentenleer, Potenti¥le energie.

Krachten en momenten worden verdeeld in belastingskfachten of -momenten

en reactiekrachten en -momenten. De belastingskrachten of -momenten ver-

richten bij virtuele verplaaisingen arbeid, reactiekrachten of -momenten
doen dit niet.

Als in een bepaald ruimtelijk gebied de kracht gegeven 1sg als functie van

de plaats, spreeki men van een kraphtveld k. Op een punt dat beweegt in
dat gebied wordt arbeid ver:ioht; Als de arbeid alleen msar afhankelijk
is van het begin- en eindpunt van de door het materiBle punt gevolgde

weg heet het krachtveld conservatief en bestaat er een functie (scalair),

de potentisal u zodanig dat:

k= - grad u. ‘ (23)
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De potentiéle energie van een mechanisch stelsel dat beweegt onder invlced

van een conservatief krachtiveld met potentiazl u is gedefinieerd door:

U := fud\f. (24)
v
De potentiaal wordt geintegreerd over de plaatsen die door punten van het

stelsel worden bezet.

Hoewel het aantal punten van een mechanisch stelsel 1n het algemeen on-
eindig groot is, zal het aantal gegeneralizeerde coSrdinaten in het alge-
meen eindig zijn (definitie dictaat!).

Ondergaan deze cobrdinaten virtuele veranderingen, variaties, dan ver-
andert de positie van het mechanisch stelsel waarbi] virtuele arbeid
wordt verricht.

Deze virtuele arbeid is voor te stellen door:
B4 = fi’:(b). 5% av, (25)
v
en in de gegeneralizesrde coordinaten door:
BA = Q& qy - (sommeren!) (26)

De co&fficiénten Qk heten de gegeneralizeerde krachten.

Opgemerkt moet worden dat, aangezien 9 niet noodzakelijk een lengte is,
de bijbehorende Qk niet noodzakelijk de dimensie van een kracht heeft.
Als q, een hoek is, heeft Qk de dimensie van een moment,
Alg de krachtdichtheid E(b) is af te leiden van een potentiaal volgt
voor de virtuele arbeid:

54 = - 81, (27)

en voor de gegeneralizeerde Krachten:

Qk=-—. ‘ . (28)

Dikwijl is een deel van dA voor te stellen door -3U. De gegeneralizeerde

krachten worden dan gesplitst volgens:

Qe = = Fa *t Q 1 (29)

.
waarin Qk niet is af te leiden van een potentiaal maar bepaald wordt

net formule (26).




6. Principe van de Virtuele Arbeid. Evenwicht.

Een stelsel krachten en momenten is in evenwicht als de resulterende

kracht en het resulterende moment beide nul zijn.

In een evenwichtsstand van een stelsel geldt het principe van de virtuele

arbeid:

54 = 0, dus Q= O (g, willekeurig te kiezen!) {(30)

~Als A is voor te stellen door U geldt in een evenwichtsstand dus:

37 = 0 , | (31)

- (32)

hetgeen betekent dat in een evenwichtsstand de potenti€le energie van een
mechanisch stelsel dat zich in een conservatief krachtveld bevindt sta-
tionair is.

De evenwichtsstand heet atabiel als de stationaire waarde van de poten-
tigle energie een minimum is.

Als de potentigle energie als functie van de gegeneraligeerde colrdinaten
voldoende malen differentieerbaar is, moet in het geval van een stabiele
evenwichtsstand de matrix:

22U
T positief definiet zijn.
aqiaqj

Voor een stelsel met &&n graad van vrijheid betekent dat:

2
g—qg > 0, » (33)

terwijl bij twee graden van vrijheid simultasan moet worden voldaan aan:

20,

Bq1

2 2 2 2 l

0 L% - (55 o (34)
L1 9q 1 "2/, :




- T. Zwaartepunts- en momentenstelling, Vergelijkingen van Lagrange.

Het principe van d'Alembert stelt det voor virtuele verplaatsingen 5T van
de punten van een mechanisch stelsel dat beweegt in een inertiale ruimte
geldt:

84 :=I {E(b)- -&% (pv) }. T 4V = O. (35)
v

Voor een puntmassa volgt hieruit:

K(b) = é% (mv), de tweede wet van Newton. (36)

Voor een mechanisch stelsel voigen ult het principe van d'Alembert:

(b)

de zwaartepuntsstelling: K = 5 . (37)

waarbij K(b) de resultante van de belastingskrachten is, en

de momentenstelling om een willekeurige plaais P:

5™ - 5, (38)

waarblj ﬁ%(b) het resulterende moment om P van de belastingsmomenten om P
is.
De momentenstelling geldt in het algemeen niet om een bewegend punt,

cen uitzondering hierop is het zwaartepunt, zodat om het (bewegende)

zwaartepunt geldt:

M =D . (39)

Als voor een mechanisch stelsel gegeneralizeerde codrdinaten zijn aan te

geven, volgen uitgasnde van het principe van d'Alembert de vergelijkingen

van lagrange:

a T 9T — -
— ——— . ——— = . : (40)
dt aqk aqk Qk
ﬁeze vergelijkingen zijn gelijkwéardig met de zwaartepunts- en momenten-
gtelling.
Als de gegeneralizeerde krachten (of een deel er van) zijn af te leiden
van een potentiasl dan gaat (40) met de definitie van de functie van

Lagrange:




L:=T =T, (41)
over in:

d oL oL *

- B, - L2 . of . 2

Voor de beweging van een mechanisch stelsel geldt nog de volgende stelling:
Als van een mechanisch stelsel de potenti&le energie U en kinetische ener-
gle T niet expliciet van de tijd afhangen en alle krachten en momenten die

op het stelsel werken zijn af te leiden van een potentiaal, dan geldt:
T + U = constant, (43)

gedurende de beweging van het stelgel,
Bovenstaande formule (43) is een iniegraal van de bewegingsvergelijkingen
en vooral in systemen met &én grazd van vrijheid, mits zan de gestelde

eigen is voldaan, zeer hruikbaar.

Beweging in een niet-inertiale ruimte

Als men geInteresseerd is in de beweging van een mechanisch stelsel in een
niet=inertiale ruimte, waarvan de beweging t.0.v. een inertiale ruimie be-
kend is, zal in het algemeen de volgende methode het bheste zijn:

Stel met behulp van de in paragraaf 7 aangegeven stellingen de bewegings-
vergelijkingen op voor de beweging t.0.v. de inertiale ruimte en pas deze
daarna aan veoor de beweging in de niet-inertiale ruimte. In enkele spe-
ciale gevallen heeft het zin de bewegingsvergelijkingen direct in de niet-
inertiale ruimte te formuleren.

Noemt men de beweging in de inertiale ruimte de absolute beweging en die
in de niet-inertiale ruimte de relatieve, dan volgt met (8) het principe

van d'Alembert voor de beweging van een mechanisch stelsel in een niet=

inertiale ruimtie;

() _ = > > -
BA = f {(x -pag - pacor) -8 4 be 6T dV = 0. {44)
v
Voor een puntmagsa volgh:
+(b) - - -
X ) - Mag1 =M 80 = ™ 8pe1” (45)

-'- = - - .
waarbi] -m a ; en -m acor gchijnkrachten worden genoemd.
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Als de heweging van de niet-inertiale ruimte een translatie is met een
—
versnelling a1 welke consitant van richting is, en de massa van het me-

chanisch stelsel is constant, volgt:

2 Ly B, =ME_ - (46)

rel

Fen veel voorkomend geval is het volgendes:

Een vlak W, de niet-inertiale ruimte, roteert met constante hoeksnelheid
om een lijn £ uit de inertiale ruimte. Een mechanisch stelsel beweegt in
W. De magsa van het stelsel is constant. Krachten loodrecht op W hebben
géén invlced op de beweging van het gtelsel in W.

Noem i; 1= Z;Z, waarbij Z de plaats van het zwaartepunt in W en Z0 de
projectie van Z op £ is.

Uit {44) volgh:
ﬁw(b) * Krot -ME (47)

o rel ?

de zwaartvepuntsstelling, waarbi] Eg de relatieve versnelling van het

rel
zwaartepunt is, KW b de compcnent in W van de rezulierende belastings-

kracht en ﬁ; de centrifugaalkracht, gedefinieerd @oor:

ot?

ﬁfot = Mo 5;' . (48)

Opgemerkt dient te worden dat in het algemeen de drager van E&ot niet
door 2 g&at;

Definieer, met T de plaats in W gemeien vanult een bepaalde plaats P van
W:

B, i f}’xa’ 0av, (49)

7 - f-fx £, av, '_ (50)

-

Mmt:=;x r @.,;)pd\r,' (51)

Vv
(o)

om een lijn door P loodrecht op het vlak W:

waarbij ﬁw(b) de component in W van % is, dan geldt de momentenstelling

= (Db —_ -
M.L( )+ Vot = D) (52)

ﬁrot ig het moment van de centrifugaalkracht.
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De zwaartepuntsstelling (47) en de momentenstelling (52) beschrijven vooT
dit geval de beweging van het stelsel in de niet-inertiale ruimte W.
Veronderstellen we verder dat de belastingskrachtdichtheid'E(b) is af te
leiden van een potentiaal, met de potentiéle energie Ub'

De vergelijkingen van Lagrange kunnen op twee verschillende wijzen worden

geformileerd, uitgaande van de definitie van Lagranges functie.

a) Voor de beweging in de inertiale ruimte geldt:

L=T , +T, -0 (53)
. 2
waarbij: T, = = j};v ro1 (54)
v
T, - - fp (Gx T ox T)dV, T de plaats in W met (55)
v : de oorsprong op 4.

b) Voor de beweging in de niet-inertiale ruimte W geldt:

L = ?rel - U ot ™ Uy ¢ (56)

Aangezien de vergelijkingen van Lagrange onafhankelijk zijn van de keuze

van de ruimte zal, voor dit speciale geval, moeten gelden:

Te1 ™ " Vot (57)

-

De potentigle energile Urot behoort blq de centrifugaalkracht Kﬁotz Krotzo
en met (48) volgt inderdaad:
au

= rot

Kpot™ = grad U_ ., immers: Kot == 32 ° (58)

0
Indien Trel en ﬁb niet expliciet van de tijd afhangen geldt de volgende
behoudwet:

Tre1 * Urot * U, = constant. (59)

Voor de berekening van Urét iz het san te bevelen gebruik te maken wven
de voorstelling (55) en in het geval het mechenisch stelsel een vlak
star licheam is van de voorstelling op hoofdtraagheidsassen volgens (22).
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9. Kinetisch evenwicht. Linearigeren en kleine Trillingen.

Beschouw eerst alleen het in paragraaf 8 uitgewerkt spéciale geval,
Als de functie Urot + Ub in de gegeneralizeerde cofrdinaten welke de
positie van het mechanisch stelsel in het vlak W beschrijven een sta-

tionaire waarde bezit spreekt men van kinetisch evenwicht. De bijbeho~

rende positie van het stelsel in W heet een kinetisch evenwichtsstand,

Is de stationaire waarde een minimum dan spreekt men van stabiel kine-

tisch evenwicht en een stabiele kinetische evenwichtsstand,

De volgende beschouwingen gelden zowel voor het bovenbeschreven speciale
geval met kinetisch evenwicht als voor het in paragraaf 6 gedefinieerde
evenwicht,

Formuleert men de bewegingsvergelijkingen dan kan men een evenwichis-

stand karakteriseren door:

{q10, .......qno} ,

waarol] Qo ? k=1,... n, de waarden zijn van de gegeneralizeerde codr-
dinaten in de evenwichtsstand. De waarden IR kunnen ook worden hepaald
door in de bewegingsvergelijkingen dk =0 en dk = 0 in te vullen.

Substitueer in de bewegingsvergelijkingen de functies:
6k(t) = Qk(t) = qu ] k = 19... n, (60)
dan kunnen de bewegingsvergelijkingen worden voorgesteld door:

A, b, +B, b, =f (t, &, &), X8 = 1,2,4.. 1 (61)
~ (sommeren over £!)
waarbij de matrices A en B constant en symmetrisch zijn.
In de vraagstukken uit de bundel en examenvraagstukken doet zich altijd
eern van de volgende gevallen voor na verwaarlozing var tweede en hogere

(]
orde termen van 6k en pk H
a, De functies fk zljn alleen afhankelijk van t;

b, De functies fk zijn identiek nul,

Geval a. doet zich voor indien niet alle krachten E(b) van een poten=—
tiaal zijn af te leiden. De oplossingen van (43) moeten dan langs de

normale weg worden bepaald.
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13.

Tn geval b, gaat het stelsel vergelijkingen (43) over in:
AU E)}8 +ka, % =0 Kkyg=1,2, «cs 1. (62)
Substitutie van :

- it . .. .
6k(t).— 6ok e levert opdat niet alle 6ok gelijk nul zijn:

det {B - wA} = O. (63)

Indien de evenwichtsstand stabiel is zullen alle wortels mz > 0 zijn.

De positieve getallien 02 k =1,2,...n, heten de eigenfrequenties van de

kleine trillingen om de (kinetische) evenwichtsstand.

Stoten, Botsen en Fixeren

Naagt krachten en momenten kunnen op een mechanisch stelsel stoten en -
stootmomenten worden uitgeocefend. Beide zijn vectoren. De tijd waarover
stoten hun invloed uitoefenen is te verwaarlozen klein en z1j geven aan-
leiding tot discontinue veranderingen in de snelheid, en dus in de impuls
en het impulsmoment (niet in de geometrie). Bij botsingen tussen punt-
massa's en/of starre lichamen oefenen deze lichamen op elkaar stoten uit.
Is een van beide lichamen glad, dan zijn de reactiestoten gericht lood-
recht op het gemeenschappelijke raakvlak in de contactpunten.

Bij fixeren van een lichaam verliezen een of meer punten van het lichaam

hun snelheid.
Werkt op een mechanisch stelsel de stéot §, dan geldt:
—S’ = AE! (64)

waarbij Eb het verschill van de impuls na en voor de stoot is. Werkt op
een mechanisch stelsel het stootmoment M; om een verder willekeurige

plaats P, dan geldt:

waarbij Aﬁ% het verschil van het impulsmomentna en voor de stoot om P is.
Bij botsingen tussen puntmassa's en/of lichamen geldt de volgende kine-

matische felatie:

vo-V, = —A(v1 -V, ) (66)
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waarbi] V en V de snelheidscomponenten na en v, en v, de overeenkomstige
snelheldscomponenten voor de botsing van de contactpunten zijn, alle ge-
meten in de richting van de reactiestoot.

De parameter A heet de botsgings- of restitutiecodfficidnt. Is de botsing

volkomen elastisch dan geldt A =1, is de botsing volkomen onelastisch

dan geldt A = 0, in alle overige gevallen geldt 0 < A < 1.

De arbeld die door een stoot wordt verricht is het verschil in kinetische
energie direct na en voor de stoot. Bij botsingen en bij fixaties gaat in
het algemeen energie verloren; slechts bij volkomen elastische botsingen
blijft de energie behouden. -Men kan voor de arbeid door een stoot ver-

richt cok schrijven:

AS =%—_S’°(v +¥)1 (67)

waarbi] V de snelheid na en 7 de snelheid voor de stoot is van het punt

waar de stoot aangrijpt.
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11. Uitgewerkte opgaven

Opgave 1.

777777777777 7777 77 S S S

Fen gestrekte homogene, oneindig lange ketting, massa p per lengte-
eenheid, ligt op een ruw horimzontaal vlak uit een inertiaalruimte. Het
uiteinde van de ketting is aan het onderste punt op de omtrek van een
ruwe homogene verticale schijf, massa m, straal r, middelpunt O, be-
vestigd. Op een bepaald ogenblik krijgt de schijf een hoeksnelheid ¢ en
rolt in de richiing van de ketting. Tijdens het rollen wordt de ketting
op de schijf gewikkeld. We nemen aan dat O alleen evenwijdig aan de ge-
strekte ketting beweegt. De versnelling van de zwaartekracht bedraagt g.
Gevraagd wordt de hoeksnelheid van de schijf als functie van de rolhoek

p te bepalen,

Oplossing:
a, Met behulp van de methode Lagrange.

 Voer in het assenkruis 01XY zoals aangegeven in de figuur. Het atel-

sel, bestaande uit ketting en schijf, heeft één graad van vrijheid en

we kiezen ¢ als de gegeneraliseerde cobrdinaat. De tijd t komt in de

kinematische grootheden niet expliciet voor: het stelsel is gkleronoom,
We zoeken de kinetische energie T sls functie van ® en ¢s en, zo deze
bestaat, de potentifle energie U als functie van g.

Geldt: '

T= Ts(chijf) * Tk(etting) : (1.1)

1 202 2

(22) = TS =+ n(rp)® +%. 3 o = 3 ot . (1.2)
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De kinetische energie Tk:

De snelheid van een elementje rdp van de

ketting bedraagh:

(3} = 2rp sin g . (1.3)
Zodat:
=% | prds (42252 sin?de)= 07 (9 - sin ¢)
° (1.4)
Dus: )
T =2 mPy? + pr' 9’ (p - sin g). (1.5)

Het stelsel beweegt onder invioed van de (uitwendige) krachten H en V,
de zwaartekracht op de schijf en de ketting en de normale druk door
het vlak op het nog niet opgewikkelde deel van de ketting uitgeoefend.
Deze laatste belasting is in evenwicht met de zwaartekracht op dat
deel uitgeoefend en beide kunnen verder buiten beschouwing worden ge-
laten, Bij een virtuele verandering dp leveren de krachten H en V géén
bijdrage in de geleverde arbeid, ziJ zijn dus reactiekrachten. De res-
terende belasting wordt verocorzaakt door de versnelling g en deze be-
lasting ig af te leiden van een potentiaal., Aangezien het zwaartepunt
van de schijf, samenvallend met O, alleen horizontaal heweegt en dus
de potenti&le energie van de schijf constant is, is het voldoende de
potenti&le energie van het opgewikkelde deel van de ketting te be-

palen:
met  dU = - ords g {1 - cos ©), 7 (1.6)

voor het elementje rde volgt:

(24)= U= Jg r2(1_- cos ©) pg 48 = pg 2(p ~ sin @). | (1.7)
: 0

De vergelijking van Lagrange:
(42) =#2pr35 (p - sing )+'g-mf2$ + pr3¢2(1 - cos )+ pgT?(1 - cos =0

(1.8)

Vermenigvuldig met ¢ en integreer nasar t:

T+U-=%mi'2w2 o (1.9)
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Het rechterlid, de integratie constante, is bepaald door: @ = w Voor
g = 0. Er blijkt behoud van mechanische energie te zijn: het op snel-
heid komen van de kettingdeeltjes vindt zonder (volkomen onveer—
krachtige) botsingen plaats. De snelheid van elk kettingdeeltje is
een continue functie van de tijd.

We vinden tenslotte:

2 ' .
o2 _ 3mw —4ps(g-sin @)
¥ = Zm + 4pr{g-sing) ° (1.10)

Voor ¢ moeten we kemnelijk (zie figuur) de positieve wortel nemen.
Wordt de zwaartekracht buiten beschouwing gelaten (g = 0) dan neemt g

altijd monotoon toe.
Voor g > 0 bestaat er een waarde ?, van ¢ met
4pg(¢1 - sin ¢1) = 3 mp? ,. (1.11)

waarvgor geldt ¢ (¢1) = 0.

Voor ¢ = ?, jg de kinetische energie geheel omgezet in potentiéle
energie, Als , % 2kn , k geheel, keert de beweging van richting om.
Als 9, = okn, k geheel, blijft de schijf in deze eindstand staan. In
dit geval moet gelden:

3mp? = Bkmpgr® . ' (1.12)
Toon aan dat de bereikte eindstand een ingtabiele evenwichtsstand is.

Met behulp van de methode van het vrijmaken.
Kies hetzelfde assenkruis in de inertiale ruimte als onder a.

De componenten van de impuls zijns

(3)+(14)= /p, mrg + f'praq':(‘l-cos §)de = mry + pry (g - sing (1.13)

0

o
Il

ﬁ prz-ci) sing 6 = pr2%(1 - cos ¢) | {1.14)
g |

Pz = 0. . . ) (1.15)




De componenten van het impulsmoment D om O1 zijn :
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(15) +(16) = Dx=Dy=O (1.16)
P
DZ = a%mr2¢- j‘ pTdd 2ry sin £6(2r sin 38 ~ 1o cos 59)
0]
= - %-mrgé -pr’$ (p-2 sin g+ogcos g). (1.17)
De zwaartepuntsstelling:
(37) = H= mr&-kprzé(¢-sin p) + pr2&2(1 - oS ®), (1.18)
(37) = V - mg - pray = prszn('l - cos q)) + pr2c}32 gin g. (1.19)
De momentenstelling voor het moment om O1
(38) = - mgrg - f org(g - sin 8)d8 + Vry = 1'32 . (1.20)
0

Fliminatie van V uit de beide laatste vergelijkingen geeft opnieuw

de vergelijking van lagrange.

Beredeneer dat zan de conditie V=0 (welke stilzwijgend is aange-

nomen) voor grote waarden van w niet meer wordt voldaan, zodat de

schijf =ou kunnen loslaten,
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Opgeve 2,

Het viak W van een homogene plaat
{massa m) in de vorm van een cirkel-
sector (nalve tophoek oy O<asn »
straal a) draait met constante hoek-
snelheid  om cen as 2 welke niet
beweegt in een inertiale ruimte.

Het zwaartepunt Z van de plaat be-
vindt zich op de rotatie-as terwijl
de as £ in het vlak W van de plaat
ligt. De plaat kan t.o.v, W zonder
wrijving roteren om een ag door Z
loodrecnt op W.

Gevraagd wordt te bepalen:

1. De plaats van het zwaartepunt van de plaat t.o.v. de secior.
2. De centrale hoofdtrasagheidsmomenten van de plaat, geef de assen aan.
%3, De kinetische evenwichtsstanden, met een onderzoek van de stabilitei®t,
en de frekwentie van kleine trillingen om de stablele evenwichis-
gtanden met behulp van de volgende methoden:
a, Lagrange in de inertiale ruimte;
b. Lagrange in de bewegende ruimte (W)

c. Vrijmaken in de bewegende ruimte(W).

1, Uit formule (9) volgt dat, aangezien de plaat homogeen is, d.w.z. de
' massa ig gelijk verdeeld, het zwaartepunt Z op de bigsectrice van de
tophoek van de sector ligt. Noem de afstand AZ op die bpissectrice X,

dan volgt met de aangegeven poolcodrdinaten:

‘ L« &
f f r co8 § prdfdr
. e O

(9) = X, =
f f ordodr
-« 0

0
2., Uit symmetrie overwegingen volgt direct dat de centrale hoofdtraagheids-

2a s8sin g«

= 5y - (2.)

assen de in de figuur sangegeven X-, y- en z-a3 zijn, Immers direct volgt

met formule (11) 3 Toxg = Joyz =3, = O
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De hoofdtraagheidsassen door de top A van de sector zijn de in de figuur
aangegeven x'-, y'- en z'-ag (a.antonen!). De centrale hoofdtraagheids-
momenten kunnen eenvoudig worden bepaald uit de hoofdtraasgheidsmomenten

t.0.v, A na toepassing van Steiners' stelling.

* pa.4 (0 - sine cosa J,(2.2)

i
Il

o a
(11) = T g f f 7 eirf e prdsdr
-« 0 '

% p8-4 (O! +8ineg cos o )9(2‘5)

e
]

¢ a
yiy! f f ¥ cos @ prdfdr
- 0.

¢ &
Joigr = f f Por a0 dr = % paa’. (2.4)
-« 0

De magsa m van de plaat:

+ a _
(10) = m := f f pr 48 dr = paa’. (2.5)
-a O

De tmagheidsmomenten om Z @

= = 204 _ sin «
Joux = Ixigt 4ma*(1 cos @ === ) (2.6)
= - _a 2 sin ¢ _ 16 sin o
(12)=> oy Jy'y' mx Tna (1+cosa " - 7 } (2‘7)
_ 2 _1_ .2 8 sin®
oz = Jgigr~ MX, “Em e (1- —-29 2 ). (2.8)

De positie van het mechanisch stelsel is volledig bepaald door de hoek ¢

welke in de figuur is aangegeven. Er is dus één graad van vrijheid. De
hoek ¢ wordt als gegeneralizeerde coBrdinaat gekozen. Opgemerkt dient
te worden dat de hoeksnelheid v is voorgeschreven en dus wt, de rotatie-

hoek om E, geen cobrdinaat is. '

'Ga na dat het probleem holonoom, rheonocom is.

De hoeksnelheid 5 van de sector is voor te stellen door:

g = (0 sin ¢, w co8 9, ), (2.9)

betrokken op het Zxyz assenkruis.
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De snelheid van het zwaartepunt is nul.
a. De methode Lagrange in de inertiale ruimie.

De kinetische energie:

: 2 ..2 2 2 1 .2
(22) = T=%7J sinp+% Togg? 050 +E I G (2.10)
Met QCP = 0 volgens (26), met BA = O,
(40) = o0z ) -_mE(JOH— Joy'y) sin ¢ cos g = O. (2.11)

'De kinetiasche evenwichtsstanden volgen uit (2.11) na substitutie van g= O.
Zodat:

9y, =0 (0, = mis gelijkwaardig met 9, = 0). | (2.12)
o == (g = 2% ;¢ gelijkwasrdig met ¢ = 3). (2.13)
o2 2 7o 2 o 2
Tovy~ Joxx 2
Met w? := 'BLE—'—— W (2-14)
0 0Z2

gaat (2.11) over in:

Ejzl-moz singcos = O. (2.15)
coa‘ o - Ssing

Met 2 = ' 2 . 81;1 - m2 (2.16)

0 1 8 sin®

9
volgt: wy = O voor o = 1 o (2.17)

* S
w =0 voor a = o , waarbi] oo <% (2.18)
0 4 3
. * .
Voor O < ¢ < o geldt w02 >0. - : (2.19)
. * 2 ' ‘

Voor o <a<n geldtu . <O. (2.20)

Onderschéid dé volgénde gevallens
i, ..(P01 = 0,
Substitueer in (2.15): (%) ‘=.o +o, (t).
Lineariseren nasar '61 levert:
8+ m02 8, =0 :
zodat met (45) volgt: mf = w02 . | , (2.21)

Dus q;m = 0 iz een stabiele evenwichtsstand voor 0 < ¢ < «

- - y *
en een instablele evenwichtsstand voor ¢ < o < .
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ii. g, = n/2.
Substitueer in (2.16): @(t) = % + 62(t).
Lineariseren naar 62 levert:
& ~w 2y = G,
2 0 2

zodat met (45) volgt: w22 = - w02 ' (2.22)
*
Dus Pop ™ n/2 is een stabiele evenwichtsstand voor ¢« <a < =n

C *
en een instabiele evenwichtsstand voor O« o < o »

" De gevraagde eigenfrequentieszom de stabiele evenwichtsstanden zijn dus:
o, = Yo" enw, =V-w "

Opmerkings: _
Met U = O en de uitdrukking (2.10) voor T volgt onmiddelli jk:

»

d. - * .
=H{2+0) = ¢ [, +u? (3, - Joyy) sing cosgl, (2.23)

hetgeen met (2.11) impliceert dat T+T niet constant is.
Geef een interpretatie voor het rechterlid van (2.23).

b. De methode Lagrange in de bewégende ruimte.

De kinetische energie:

(54) = T g =3, ¢° ‘ (2.24)

De potenti€le energie

(57)5(55) = U, = -

masin?m --%-Joyy mzcoszw (2.22)

De vergelijking van Lagrange geeft volgens (42) weer de vergelijking (2.11).

De evenwichtsstanden:

i ot : .
g_cp - T:— - 'mz(Joxx' Joy',sr) SINgCos g » : (2.24)

au : ' e
met_dcp = 0 geeft opnieuw ¢°T en o volgens (2.12) en (2.13).

De stabiliteit.

2
au _ 2
==-0 (Joxx' Joyy) cos2 ¢ ‘ (2.25)
do _
. *
Zodat Poy T 0 stabiel voor Joyy"'Joxx >0 = 0<a<a
Doy ~ 0D instabiel voor g <ag<n

en
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Poz
volgens (53) .

= n/2 stabiel voor J___ - J
oyy

= n/2 instabiel voor

*
CX

c. Vrijmaken in de bewegende ruimte

O< =<y

x<0=>oc <<

*

23.

De sectorvormige plaat draait zonderx wrijving om de ag door % lcodrecht

op het vlak van de plaat, zodat krachten loodrecht op dat vlak geen in-

vioed hebben op de beweging beschreven door g¢.

Voor de rotatie g om

lox

e
1l

(50) = M =D

=
I

L]

2 geldt:

o

OZZ

0]

(2.24)
(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

w? f(y sing - x cosg )(x sing+ty cosglpdxdy =

v

w2COSq) sing fp(yz— ) dxdy.
v

Met j1p52dxdy = 0 (de plaat heeft geen dikte: z = Q),

v
volgt dus:

Mrm‘: z

= wPcosgsing (I - J ).

oxx oyy

(2.30)

(2.31)

(2.32)

Voor de componenten in z-richting volgt met (2.26), (2.27) en (2.32):

(52) = J

", 2
+ -
ozz P ¥ (Joyy Joxx

) sing cosg = O,

de bekende vergelijking (2.11).

Opgemerkt dient te worden dat -ﬁrot =T (immers (48) geldt met "7:0 - D)

terwijl het moment van de centrifugaalkracht T\TII_O s 7 T
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Opgave 3.
£ . X __£

Op een volkomen glad horizontaal vlak uit een inertiale ruimte kan een
ketting (constante massa p per lengte-eenheid, lengte 5.£) bewegen langs
gen rechte £ uit het vlak. De ketting bevindt zich op het tijdstip t=0
in uet. Varaf t = O werkt in het uiteinde A van de ketting de constante
kracht K langs & . Bereken de snelheid van de ketting en de verdeling

van de normaalkracht in de ketting.

Oplossing: Noem de verplaatsing van het uiteinde A vanuit de corspronke-
1lijke stand x.

Onderscheid de volgende fasen:

g DS x <24

b, x =20

. Ce X > 24,

s, Voor O < x < 24 heeft een deel van de keiting met lengte 2f + £x een
snelheid %. Gedurende deze fase ig de massa van het bewegende deel

niet constant.

De zwaartepuntstelling in de richting langsﬂc levert de bewegings-

vergelijking:
. d .y
G1) = k=37 (22 )EY,
ofwel:

De beginvoorwaarden bi]j deze niet-lineaire differentiéalvergelijking
luiden:

t=01x=0enik-=0. (3.2)
Ne integratie vindt men voor de snelheid X als functie van x:

. 16 42
X2=~2—I£[ -___46_____‘]

' X =0. (3.3
’ g ' P (4 2+ x)2 )
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Terwijl voor X = 2 4% X -V waarbi]
v === . | (3.4)

Op het moment dat x

Il

2¢ heeft een deel met de lengte 34 gemeten van-
af A van de ketting een snelheid i1 terwijl het overige deel de snel -
heid O heeft., Aangenomen wordt dat op dif moment op de kettingelemen-—
tjes stoten plaats vinden zodanig dat na de stoot de snelheid van alle
elementjes gelijk is, overeenkomstig de situatie die zich voordoet bi]
volkomen onelastlsche boteingen.

Noemen we deze overeenkomstlge snelheld V dan geldt met (46) en g-0

(er wordt immers geen stoot van bultepaf op de ketting uitgeoefend!):
(46) = - 0 =5pLV - 3pﬂv1,' (3.5)
zodat met (3.4) volgt: v % (10K (3.6)

Voor x > 24 heeft de gehele ketting de snelheid X en de zwaartepunt-
stelling levert:

(37) > K=5pb%, (3.7)

waaruit na integratie, met gebruikmaking van X = VT voor X = 24 volgt:

o 2K o
%5 =57 (x-4). (3.8)

De normaalkracht in de ketting. )
Noem de afstand van een kettingélementje tot A, gemeten 1angs'de ket-
ting & en de treksparning op dat elementje Ns'

Onderscheid in fase a. de velgende gevallen:
i, 0<s8 < 2L+3%,

15, 2A+3x < 5 54.

i, (57)=>K-NS =%{psic} é.psii | (3.9)

zodat met (3.1) en (3.3) :

(3.10)

ii, Voor 24 +3x < s < 54 geldt N =0 (nagaan!). (3.11)
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Merk op dat NS als functie van s discontinu isg voor s = 2& + 1/2x
gedurende fase a.

Wat is hiervoor Uw verklaring?

In geval c. volgt onmiddellijk:

(37) = K-DN =ps%, (3.12)
hetgeen met (3.7) leverts N =K[1 - %]. (3.13)
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O ve .

Een homogene balk (massa M, lengte 2 £) ligt op een glad horlzontaal vlak

uit een inertiale ruimte. 0p de balk ligt een massapunt C (massa m) met

het uiteinde A van de balk verbonden door mlddel van éen massaloze llnealre

veer (Veerstlgfh91d c, ongespannen lengte £). De wr13v1ngscoeff101ent tus-

sen het massapunt en de balk is f. De versnelling van de zwaartekracht isg.

Op het tijdstip t = O botst een massapunt D (massa mojrmet de snelheid v

gericht langs de balk, tegen het uiteinde B van de balk. Deé hotsingscoéf-

ficidnt is A, ' |

Gevraagd wordt te bepalen:

1. de snelheid van de massapunten C en D en de balk AB direct'na de botsing;

2. de kleinste waarde van Vo welke nodig is opdat het masspunt C van de balk
glijdts

3. de beweging van de balk en het massapunt C voor het geval dat v, kleiner

is dan de onder 2, gevonden waarde.

0210s51gg
Aangezien bij een bot51ng de geometrle van een mechanisch stelsel niet verw

andert zal bij de bot31ng van het massapunt D tegen de balk AB de invloed
van de veer en de wr13v1ng tussen het massapunt C en de balk geen rol spe-
len. Noch de veerkracht, noch de wr13v1ngskracht belde werkend op £, ver-
richten tijdens het botsingsproces arbeid! Direct na de botsing is de snel-
heid van het maséapunt.c-gelijk aan nul, Noemen we Vo,en V1 de gnelheden imn
de richting BA ven het massepunt D en de balk AB en bedenken we dat de sto-
ten op de belk en het massepunt bij de botsing gelijk van grootte mear
tegengesteld van richting zijn en dat er geen‘aﬁdere gtoten werken, dan
geldt: | | | |

(46) ;{ 0=MV +mV, -mv,. ; o ' -_ i (4.1)-
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Een tweede verband tussen de snelheden geeft de botsingsvergelijking:

(66) = (v, =V ) = =r(0 - v). | (4.2)

Uit (4.1) en {4.2) volgen:

m_(1+2) - | -
O . ) :
V1 = -ﬁF:E;“— VO’ . . ] . (4-3)
m_ = AM L B _
VO = M'f'mo ,VO .. -‘ ! ‘ (4"4‘)

| Opmerking: De grootte S van de stoot op het maSéapﬁnt D in de Tichting BA

2e

voligt eenvoudig uits

(64) = S = mé(Vo'— VO) = - Llj;ﬁlﬂ nv . ' (4.5)

M+m_ - 00

Bij de beweging nd de botsing, dus >0, wordt verondersteld dat het
massapunt D buiten beschouwing kan worden gelaten,

Met de in de figuur‘aangegeven.co6rdinaten X, de verplaatsing van de

- balk, en y, de verplaatsing van het massapunt Cy beide gemeten t.o.v.
\ :

een plaats O van het gladde vlak en in de richting BA, 1s de positie van

het mechanisch stelsel béstaande uit de puntmassa C en de balk AB vol-

 ledig bepaald,

We nemen x en y als gegenerallseerde cordinaten.

Uit de condities op t = O voor x en y en de vergelijking (4. 3) volgt:

t om0 xao,i=v1'; (4.6)
y=0,¥=0. | . | (4.7)

Op het massapunt C werken de veerkracht Fc, de wrijving W, de.normale
druk N en de zwaartekracht mg. ' _ _ _
Aangezien het massapuynt C norizontaal beweegt is de versnelling in ver-

ticale richting nul, zodat:
(36) = W = ng, :  (4.8)
Voor de wrijvingskracht W géldt dan;

voorTr

¥ >% : W=«fmg in de richting BA-)
7<% : W="fmgin de richting BA. & - (4.9)
yo=%: ]w[«s fmeg,.
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De veerkracht Fis in grootte evenredig met de uitrekking van de veer

en zodanig dat:
Fc = - c(y-—x), in de richting BA. (4.10)

Op de balk werken, in de richting BA, dezelfde krachten als op het punt C,

maar tegengesteld van richting.

Toepassing van de zwaartepuntsstelling op beide delen afzonderlijk levert

voor het massapunt:
(36) = wf = W - cly-x), ' N (4.11)

en vgor de balk:

(36) = M% =-W+ec(y~x). o C o (4412)
Definieert men ¢ := x - ¥y, ' (4.13)
dan volgt met (4.11) en (4.12):

g + (Ml\;;nm) cf = - M:h;]'nm W (4_14)

waarbij W volgens (4.9)

Merk op dat toepassing van (36) voor de coBrdinaat £ een van (4.14) ver-
schillende en onjuiste vergelijking oplevert, De codrdinaat ¢ wordt ge-
meten vanuit het bewegende middeipunt van de balk en dus niet in een in-
ertiale ruimte, de balk beweegt immers versneld t.c.v. het gladde wvlak,
de inertiale ruimte. A |

Een vergelijking direct in de cobrdinasat ¥ voligt met het begrip relatieve
beweging:

(46) = mE = - T, - LB W - n(); | o 4a5)

(4.15) levert na uitwerken opnieyw (4.14).

Met de beglncondltles (4.6) en (4.7) volgt voor de begincondities bij de
dlfferent1aalverge113k1ng (4 14)

t=0: g=0, i'_'VT' _ (4-16)

Zolang £ >0 beweegt het massapunt C t.0.v. Ge belk in de richting AB.
Laat t > 0 het $ijdstip zijn waarop g voor de eers;bg maal nul ig,
Dan geldt voor O < t <« t i
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- 2. o ing 1
£+ W 4 wo T (4.17)
met de begincondities (4.16), en ¢ = Mﬁgm Co
‘ 0
De oplossing luidt:
£ v .
£(t) = ~ =8 (1 -cogp ¥) + - sin ¢ t, (4.18)
_ < . o W, 0
zodat
t£(t) = - fng weing t +V cos gy t. (4.19)
: ¢ o] o 1 TG
t =t = g =0, zodat
1
¢V '
= - . . 02
tew t, f—-—1—mgmo : (4.20)

waarbij voor mot1'de kleingte wortel moet worden genomen.
Substitueert men de waarde van wotf uit (4.20) in (4.18) dan vindt men de

waarde van r op t =t .

:
Stelt men g(tf) = ¢, dan levert (4.18) met (4.3) de gevraagde waarde voor

de snelheid Ve

Laat v, kleiner zijn dan de onder 2. gevonden waarde,

Voor de gehele beweging na de botsing gelden de vergelijkingen (4¢.8),
(4.9) en (4.10), zodat als bewegingsvergelijking in de codrdinaat ,
(4.14) kan worden gebruikt.

Op het moment dat t = t,’ dus é(ir) ='O, doen zich de volgende mogeli jk-
heden voor.

a, het massapunt € blijft in relatieve rust (é =0),

b, het massapunt C gaat over de balk glijden in de richting BA (f <0).
In geval a. geldt, overeenkomstig {4.9)

Wl < fmg. , ‘ ) (4.21)

De grootte van g(tT) ligt vast ((4.18) en (4.20)) zodat voor £ = C met
(4.14) moet gelden N >

e g(t1) s fmg. , : (4.20)

Wordt san (4.20) voldaan dan blijft ¢ in rust t.o.v. de balk, zodat de
beweging verder bekend is. Wordt aan (4.21) niet voldaan dan geldt

: g(t1) < 0, zodat voor t > t geldt £ « O, net geval b,

Laat t2:> t1 het tijdstip zijn waarop voor de eerste maal na t, de snel-

heid é(tz) = 0.
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Dan geldt met (4.14):
t1 <t< tz:

€+ ws g o= wl ing (4.21)

¢} c

met de begincondities:

t =t :f=g(t) en £ =0, (4.22)
terwijl t2 bepaald is door:
£(t,) = 0. (£.23)
' Te oplossing van (4.21) welke voldoet aan (4.22) 1uidt:
| . fmg _ fmg S (4 -
£(1) = S8 - (FE - g(s)} coso (8-t ), (4.24)
o) - o (EIE _pig ) s B}
met g(t) = o { o g(t1)} sin wo(t tT). (4.25)

Met de definitie van t volgt uit (4.25):

'tz = 'b1 +U)L B (4'26)

8]
gubstitutie van t in (4.24) levert:
g(t,) +E(s,) =2 . (4.27)

Op het tijdstip t2 doen zich nu dezelfde mogelijkheden voor als op het
tijdstip t1. _

Zijn tk , k=1,2,... de tijdstippen waarop voor de oplossing van de ver-
gelijking (4.14) met de begincondities (4.16) geldt :

£(t) = 0, | (4.28)
dan geldt de betrekking:
[B(e )] = (603 )= 2(a=1) &[5 k= 1h200e (4.29)

Het massapunt ¢ bplijft t.o.v. de balk in rust voor t >-tn wagrbi] n de

" kleinste weaarde voor de oplossing van:
| £ fug |
[6(s,) - 2(n-1) 2 [ (4.30)

: Voor't,>'tn ig de snelheid van balk en massapunt gelijk, v, en, omdat de

balk zonder wrijving over het vlak :glijdt, tevens constant (volgens(37)).
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De snelheid v is bepaald door:
(37) = B =0 ' (4.31)

met de beginconditie voor de component in de richting BA volgens (4.5)=

moM
p(0) = Mo (1+2) v, (432)
zodat mét
p($) = (M+m) v, geldt;
o (142) v, - (4.33)

V= (M+m)(M+mo)




Een puntmassa (massa m) kan zonder
wrijving bewegen langs de buiten-
zijde van een vaste, vlakke, gekromde
rail. De buitenzijde van de rail is

gegeven door de vergeliiking:
r(¢) =R e—ms (5-1)

waarbij r gemeten wordi ult de plaats
0 (zie figuur).

De puntmagsa is door middel van een

massaloze lineaire veer (veerconstante

¥ ¢, ongespannen lengte nul) verbonden

met de ocorsprong C.
De massa wordt op een bepaald tijdstip
(t+ = 0) zonder beginsnelheid losgelaten op de plaats ¢ = O van de rail,

Bepaal de hoek 9, Waarop het massapunt loskomt van de rail.

Noemen we t het tijdstip waarop ¢ = g, (voor de eerste maal), dan werkt
gedurende 0t to op het massapunt naast de veerkracht een normale druk
¥ van de rail op het massapunt. De richting van N is loodrecht op de raak-
1ijn aan de rail (er is immers geen wrijving) en naar buiten gericht (zie
figuur), zolang ¢ s t < to. Op het moment dat het massapunt loskomt van de
rail, geldt:

N = 0. | - (5.2)

" De veerkracht heeft de grootte cr en is naar O gericht.

De zwaartepuntsstelling levert voor de componenten in het vlak van de rail:

N, = m(rg+ 204 ), (5.3)
(37) =

. " » 2
W, -or = m(E - 260 (5.4)
Met de begincondities:

t=0:¢=0 9 = 0. . | (5.5)

Terwijl uit de vorm van de rail direct volgt:

‘lNI,=NcP=‘%'N\[—g (5.6)




Substitutie van (5.1) en (5.6) in (5.3) en (5.4) levert na aftrekken van

beide vergeliljkingen:

. c '
5- 9 =om (5.7)
met de conditie: § = O voor ¢ = O. (5.8)

De oplossing ven (5.7) welke voldoet aan (5.8) geeft:

. 2

p2= 5 (70 - 1), (5.9)
. 2

9 =-2%1-e ? . (5.10)

Substitutie van (5.9) en (5.10) in (5.3) levert voor ¢ = g (met N(¢O)==O)
de vergelijking:
-29

1 -3¢ © _ 0 met de oplossing:

9, = + log 2. (5.,11)
Eoewel deze methode ook voor andere vormen var de rail bruikbaar is, =zal
men in het algemeen moeilijkheden ondervinden wanneer Nr en N@ in N moeten
worden uitgedrukt.
Nazst de vergelijkingen (5.3) en’ (5.4) kan nog een vergelijking, afhanke-
1ijk van beide genoemde, direct worden opgesteld.

Bij een virtuele verandering van de hoek o verricht de kracht N géén ar~

beid (wrijvingsloos!) zodat met de kinetische energie:
(19) = T =% (¥ + °6%) (5.12)
en de potentiéle energie van de veer:

U =4cr?, (5.13)
peide niet expliciet afhankelijk van t, geldt:

T +U = %6R. . (5.14)

et rechterlid is bepaald met gebruilmaking ven (5.5).
De vergelijkingen (5.3), (5.4) en (5.14) gelden op alle tijden t waarvoor
gt =< to,

‘zodat op t=1

R . (5.15)

.C;) = F:' (5016)
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zoals direct volgt na substitutie van Nr = Nm =0 voor t = to in (5.3) en
(5.4). Substitutie van (5.15) en (5.16) in (5.14) levert met (5.,12) en
(5,13) voor ¢ = ¢, OP t = tO:

9, = & log 2.

Bij de eerste methode worden de onbekende functies Nr’ Ncp en g van i
onderzocht met behulp van de differentiaalvergelijkingen (5.3), (5.4) en
(5.6) en de begincondities (5.5).

Bij de tweede methode worden de onbekende getallen m(to), &(to) en &(to)

opgelost uit drie algebraische vergelijkingen.

Bij vraagstuk 17 womt net verschil in moeilijkheden tugsen beide methoden
reeds duidelijk tot uitdrukking.
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Opgave 6.

Fen horizontale schijf kan
draaien om een in een inertiale
ruimte vaste verticale as door
'het middelpunt 0. Op het vlak
van de schijf ligt een homogene
bol (massa m, straal r). De bol
kan t.o.v, de schijf alleen maar
rollen. Op het tijdstip t =0
ﬁrijgt de schijf plotseling de

hoekgnelheid w en houdt deze veor
¥ = 0.
Gevraagd wordt de bewegingsvergelijkingen van de bol met de begincondities

op te stelien, Wat is de baan die het middelpunt M van de bol beschrijft?

Elosslgg Kies het assenkruis Oxyz in de inertiale ruimte.

De coBrdinaten van M zijn x, y en z en laat voor t < O, M in het x-gz-vlak
liggen op afstand x, van de verticale as. Op het tijdstip t = 0 wordt een
stoot op de bol ultgeOefend aangrijpend in het raskpunt van bol en schijf.

De geometrie verandert niet bij de stoot, zodat:

=01 x(0) = x; y(c) = O, z(o).= T. (6.1)

Aangezien de bol alleen over de schijf rolt, zal gelden:
z(t) = r t = 0. (6.2)
laat ©(t) de hoeksnelheid zijn van de bol, met 56 = ¢(0). (6.3)

De bol is homogeen, het'zwaartepunt ligt dus in M.

" De componenten van de centrale traagheidstensor JO volgen direct:

_.(15) J =J =3 A ‘ (6.4)

0xXxX oyy 022 5
Uit de symmetrle van de bol volgt verder:

(11) = oxy = Joyz = Jozx 0. (6.5)

De assen X, y en z zijn dus hoofdtraagheidsassen.
Noemen we de componenten van de stoot op t = O op de bol uitgecefend S

en Sy,,dan geldt:
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Sy =T id ’ (6.6)
(14) + (64) = C - -
. Sy =My, ' (6,7)
'waarbij'io en j, de snelheden k(O) en 7(0) voorstellen,
terwijl - ' _
| | s r=2nsa ., o " (6.8)
) ' 57 7 ox i .
(17) + (65) = |
S 2 24 | ‘
Sy TesmTOL | (6.9)
:-waarblg Qg en.Qoy de hoeksqelheden QX(O) en.Qy(O) voorstellen.
. Aangezien de bol alleen kan rollen over de schijf moet gelden:
. :‘co'-goy 1' =_"0 , : (6.10)
(3) = | |
Fo + Ry T = €%y ' (6.11)
De vergelijkingen (6.6) t/m (6.1T)_1everen:
x = 0 .
o
. 5 } (6.12)
Yo "79% -
-
-2 =2
Qox T Yy
. (6.13)
Q = 0,
oy

De formules (6.1), (6.12) en (6.13) zijn de begincondities voor de verge-
lijking voor t > Q.

Noemen we'i‘de kracht welke in het raakpunt met de schijf op de bol wordt
uitgeoefend met de componenten K& en K& in x- en y-richting, dan geldt

voor t >0 @

, _ : Kx. =m#k&, . ‘ : . ' . (6-14)
(14)*‘(37)"-"{ e
| K =n¥; (6.15)
terwijl .
o ' K a-%-m Igléx ’ (6.16)
(17)+’(_39)={ PR .
: : : -er = g m 1‘2 Qy T : . . (6‘17)
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Dat de bol over de schijf rolt wordt uitgedrukt door de vergeli jkingen:

-

{;~tuy =X =T Qy , ‘ - (6.18)
(3) =

mx=§’+r9x . " : : ' (6.19)

Differentieert men (6.18) en (6.19) naar t dan vblgt na substitutie uit

- de vergelijkingen (6.14) t/m (6.17):

% +-%ua&_= 0, ‘ (6.20)
y'?mx=0,‘_ o ' (6.21)

de bewegingsvergelijikingen voor het middelpunt van de bol.
Tntegratie van (6.20) en (6.21) levert met (6.12)

% +'-$-wy =0, | (6.22)
v - %mx =0 < ‘ (6.23)

Substitutie in (6,20) en (6.21) geeft dan:

5‘!+4-A"9- wx =0, . | | _ (6.24)
$ri5 0¥ =0, | C (6.25)
waaruit met (6.12) volgt: |
x(t) = x, cos %-m# ’ | (6.26)
y(6) =xgsingat . (6.27)
. Met: .
208) +¥ () =x% (6.28)

volgt eenvoudig dat de baan van het middelpunt, in de inertiale ruimte,

een cirkel is met straal X, om ‘de verticale as door O.
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" Het hiernaast geschetste
'model heeft betrekking op
een voorwiel (homogene schijf
met massa M en straal R) van
een auto, Het wiel draait met
een constante hoeksnelheid
W ' ' om zijin as.04 die als massa-
//" : loos wordt opgevat. De as OA
(lengte a) kan draaien om de
Z-as (rotatiehoek 8). Een

elastische veer oefent bij

een hoekverdraaiing 6 een

terugstelmoment ¢p wit.Onder

invloed van een eXCeﬁtrische

massa m (straal &, & << R)op

het wiel gaat de ag OCA tril-
lingen uitvoeren in het XOY-vlak (2g. “shimmy" tengevolge van onbalans).

De interactie van het wiel en de grond, en de zwaartekracht mogen buiten

beschouwing worden gelaten. Er is geen wrijving.

a, Bereken de kinetische energie T en de potentile energie U.

b. Leid met behulp van de methode Lagrange de bewegingsvergelijking af.

S . 2
c. Bereken, -onder verwaarlozing ven de termen die %; bevatten, de hoek-

verdraailng 6 alg functie van de tijd t.

e. Kies het assenstelsel Axyz zodanig dat de x-as langs OA valt, de z-asm
evenwijdig is san de Z-as en de y-as in positieve zin loodrecht op
de %~ en z-as staat. ‘ '

Het mechanisch stelsel, bestaande uit de schijf en de puntmasse,
heeft een graad van vrijhéid,‘Als gegeneralizeerde colrdinast ﬁordt
gekozen de hoek §. |

'De.hoeksnelheid @ van de gchijf heeft dan de componentens

R =W

o]
]
(=]

hd

;=0 b (7.1)

0
Il
1

Lo ]
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De x-, y- en z-as zijn centrale hoofdtraagheidsassen van de schijf:

I R
Toxx = VR,
(13) = {35, = 4, (7.2)
_ 2
Jozz C R

Het zwaartepunt A van de sehijf heeft een snelheid met de grootte &g .

De kinetische energie Ts van de schijf bedraagt dan:
(22) > T, = 2 ue? (a®+ 2 ®) +  WPRA. (7.3)

De plaatsvector van de puntmassa m heeft in het 0XYZ-ztelsel de componen-

ten:
Xm = a ging - dgin wt cos B,
Y =8 cos8+ 5sin wt sin 6, (7.4)
Z = b Qos (.l.)tc
jul
De kinetische energie Tm van de puntmassa m bedraagt dan: '
(19) = T £ m [E{&2+-bzsin?mt) + 28 - 20d a ocos wt]. (7.5)

De gegeneraliseerde kracht is, met 34 = - cB38,:
(26)'—'4 Q = = cB, ' (7.6)
zodat voor de potenti¥le energie U kan worden genomen:

(28) = U =% c 6. (7e7)

b; De funciie van'Lagrange luidt:

.L=TS+Tm—U.. . .(7.8)
Substitutie van (7.8) in (42) levert:
(42) » [(0+m)e® + 3 UK + me¥sin®wt]d +

cos. wt] + cg = O. (7.9)

1 i 28
+m®da sin wt [1 +2 ™
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. e Delen door R® van vergelijking (7.9) levert met verwaarlozing van termen

52
_die = bevatten:
2
R
- 2, _ 22 & .
6 +w @=-ku g sinuwt, (7.10)
waarbij:
-wo_z = 402 5 ) (7°11)
4(M+m)a” + MR
en
12 e —AEBR - (7012)
4(M+m)a® + MR

- De particuliere oplossing van (7.10) 1uidt:

a(t) = % sin wt, ' (7.13)
“waarin:
) 2 2
.k
e 1= m—2—5. (7.14)
. wo - W

Voor waarden ven w2 in de naaste omgeving van m02 wordt de amplitude van

de trilling om de Z-as van de gelinearizeerde vergelijking zeer hoog.

De algemené oplosging luidt:

e(t) = A cos w t + B sin ot -
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%

Tn een verticaal vlak bevinden zich twee gelijke homogene cirkelvormige
schijven (straal R, masea M) met middelpunten O1 en 02, beide plaatsen uit
een inertiale ruimte, die op dezelfde hoogte en op een afstand £{# > 2R)van
elkaar liggen. Elke schijf kan vrij draaien om een horizontale as door het
middelpunt loodrecht op het verticale vlak., Aan de randpunten A en B van de
schijven met middelpunt O1 Tresp. 02 ig evenwijdig aan 0102bevestigd een
massaloze staaf AB (lengte £). Bij een rotatie van de schijven blijft AB
horizontaal., Langs de staaf AB kan zonder wrijving een messapunt (massa m)
glijden, dat door middel van een massaloze veer (veerstijfheid c) verbonden
is met het midden ¢ ven AB. De ongespannen lengte van de veer is nul. De
versnelling van de zwaariekracht is g.

Gevraagd wordt:

a. Bepaal de evenwichtsstanden van het systeem;

b. Onderzoek de stabiliteit van deze standen;

¢c. Bepaal de eigenfrequenties van kleine trillingen om de stabiele even-

wichtsstand(en).

leossing.

8, Het aantal graden van vrijheid dat het bovenbeschreven mechanisch stelsel
bezit is twee. Als gegeneraliseerde cordinaten worden gekozen de rotatie-
hoek ¢ van de schijven en de verplaatsing x van het massapunt t.o.v. de
palk, zoals aangegeven in de figuur.

Voor de virtuele arbeid volgt:
(26) A = ~ mgResinedp - cxdx, (8.1)

zodat de gegeneraliseerde krachten zijn:
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Q
¢

Q. = - CcX. (8-3)

X

- mgRsing, (8.2)

De beide gegeneraliseerde krachten zijn af te leiden van de potentigéle

energie U:

" (28) = U =mgR(1-cos 9) +3 ox2. (8.4)

Ces

Te evenwichtsstanden volgen uit de voorwgarden:

1 .
g—q) = mgR sin ¢= O, (8.5)
%1]}; = ¢X = O’ (8.6)

met de oplossingen:

9, = 0, x, = 03 (8.7)
en o, = M X, = 0. (8.8)
Voorts volgh:

de stand 9, = 0, x, = 0 is stabiel

(34) =. (849)

0 1is instabiel.

i
&
i
1

de stand
e stand g, .

Om de eigenfrequentie van kleine-triliingen om de stand 9, = 0, x1 =0
te berekenen, bepalen we eerst de bewegingsvergelijkingen, waarbi] we
gebruik zullen maken van de methode van Lagrange.

Kieg een rechtsdraaiend rechthoekig O1yz assenstelsel, met de y-as langs
0102 en de z=-as door 01.

De kinetische energie van het massapunt met de coSrdinaten y en z,
waarbij: .
y = R sin g+ %4 + X,
z = R(1 - cos @),

volgt met:

(19)= 1, = u(3? + °z2)‘ - 3m(22%® + 2Rgkeos @+ %°). (8.10)
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De kinetische energie van beide schijven, roterend met hoeksnelheid ¢ om

vaste assen volgt cnmiddeliijk:

—_ - 2 82
(2) = T, =T, 3 vR¢°. (8.11)

De kinetische energie van het stelsel bedraagt dan:

DTy 4T v T = 3(M+n)RP§® + mRGk cosp + % nié . (8.12)

g2
Met L =T - U, waarbij U volgens (8.4), volgen de bewegingsvergeli jkingen:

(M + m)B?@ + mRitcosp + mgRsing = O, (8.13)
(42) :‘E |

mhGcose + m¥ - mB§sing + cx = 0. (8.14)

Laat men in (8.13) en (8.14) afgeleiden naar de tijd weg, dan vindt men
voor de evenwichtsstanden opnieuw de vergelijkingen (8.5) en (8.6).

Om de stabiele evenwichtsstand 9, = 0, x, = 0 wordt gesubstitueerd:

p(t) %eiwt
' (8.15)

x(t) eelmt .

]

Substitutie van (8.15) in (8.13) en (8.14) levert na lineariseren naar

Hene .

& - +mu? o - m’e = 0
L_ (8.16)
- m b +He - mde =0

Het stelgel (8.16) heeft een oplosgsing voor & en e niet nul voor:

o 2 = o [.{‘1‘%a + (M + m)e} +\[{E§F duemel - 4 TS50 (8.17)

]

2 . 27" X
m122 2—111@1'[{111'—}1&+ (M + m)c} -\[{%ﬁ +(M +m)o} '4?;2%9'}>0' (8.18)

‘De positieve wortels van (8.17) ‘en (8.18) zijn de eigenfrequenties van

" de kleine trillingen om de stabiele evenwichtssiand.
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4

De homogene staaf AB (massa m, lengte £) kan in een inertiaal verticaal vlak
W draaien om het vaste punt A. Op de staaf bevindt zich in het punt B een
massapunt P (massa M). Op het tijdstip + = O waarop de staaf zich in de ge-
tekende horizontale stand hevindt en waarop alles in rust is, wordt F vanaf
het punt B van de staaf in W weggeschoten, zodanig dat de relatieve snelheid
van P t.o.v. B gelijk is aan v, en een hoek ¢ met de staaf maakt. Daarna
bewegen de staaf en het massapunt onder invloed van de zwaartekracht (ver-

snelling g). Na een tijd *a1 treft P de staaf juist in het punt A.

a, Waarom blijft de impuls op t = Q0 niet behouden?
Bercken de reactiestoot die op t = O in A optreedt.

b. Bereken tf.

¢. Bereken het verband dat tussen de grootheden Vor O 2, g men M moet
bestaan, opdat bovenbeschreven beweging optreedt.

de. Geef een vergelijking waaruit men de hoek kan bepalen waarover de staaf

op het moment van treffen is gedraaid.

Oplossing.

Bij de oplossing worden twee fasen onderscheiden:
1. De botsing op t =‘O;
2. De beweging van staaf en punt voor t » O,

De begincondities voor de bveweging onder 2. zullen onder‘1. worden bepaald,
Tenéinde allerlei vectoréle grootheden nader te kunnen bheschrijven wordt

een orthogonaal assenkruis in de inertiale ruimte ingevoerd als in de figuur
is aangegeven.

Het stelsel bestaande uit staaf en puntmassa heeft drie graden van vrijheid,
immers P heweegt in het viak W, terwi]jl de staaf in W roteert om A. Als ge-
generaliseerde coSrdinaten worden gekozen de coSrdinaten x en y van P en de

rotatie ¢ om de z-as vanuit de ruststand van de staaf.
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1. Tijdeng de botsing verandert de positie van het stelsel niet, zodat op
t = 0 geldt: '

x=4,y=0eng-=0, (9.1)

De snelheid van P heeft op t = O de componenten io en jo in x=- en y-
richting terwijl de staaf de hoeksnelheid éo vezit in z-richting.
Onttindt men de snelheid van het punt B op t = 0 in x- en y-richting dan

~volgt uit de gegevens:

/= V, cos a = io -0, (9.2)
(7) = t
v, sin o = Vo + ﬂ&o- : (9.3)

Bij het wegschieten worden op het punt P en in B gelijke maar tegenge-
steld gerichte stoten uitgeoefend, terwijl in A een reactiestoot opireedt.

Het moment van al deme stoten om het punt A is nul, zodat:

(15)’ (18) en (65)
1 2 .

= ADAZ = Mﬁoﬂ -3 mé” 9, = 0, (9+4)

waarbi j %—mﬂg staat veor JAZZ’ een hoofdtraagheidsmoment van de balk,
bepaald volgens (13).
Uit de vergelijkingen (9.2), (9.3) en (9.4) volgt:

¥ = -V _cos o

‘o 0

v o= 2 v_ sin ' - (9.5)

Yo T m+3M) o ® 9.5
v

Cb = M .—o. Sin o

o m+ 3M p/

De vergelijkingen (9.1) en (9.5) geven de begincondities voor de beweging
voor t > 0 aaxn.

De beantwoording van vraag a. luidt:

Bij botsingen tussen starre lichamen en/of puntmassa's blijft de impuls
alleen dan behouden als deze stelsels vri] kunnen bewegen. Bij het weg-
schieten (de inverse van de botsing) van het punt P van de staaf wordt

de beweging van de staaf belemmefd, immers het punt A blijft gedwongen

in rust, zodat in A een reactiestoot zal optreden,

Foemt men de componenten van de reactiestoot in 4 Sx en Sy dan gelden

de volgende vergelijkingen:




: (14)en(18)=> 5

2.

| Sy = APx’
(46) #i
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5
¥

1

AP
¥

waarbij PX en Py de componenten van de impuls van het stelsel zijn.

(De stoten op P en in B op de balk zijn gelijk en tegengesteld ericht!)
J g g

Voor t < 0 is het stelsel in rust, dus:

X o]

'(14)=> By =M o ' (9.6)

v Mio - %ﬂ$9’ | _ ' o (9.7)

waarbij de tweede term in (9.7) de impuls van de staaf in y-richting is.
Met (9.5) volgt:

5, =~ Mv_ cos a, | (9.8)

mM

Sy = - m VO gin o (9.9)

Bij de beweging voor t > O wordt verondersteld dat de staaf en het massa-
punt elkaar niet eerder treffen dan wanneer P in A aankomt, =zodat gedu-
rende de tijd 0 < t < t1 de beide stelsels onafhankelijk van elkaar on-
der invloed van de zwaarteckracht bewegen.

Voor het massapunt geldt:
(36) =>§0 = M , | (9.10)
- ¥g = nf , - o (9.11)

terwijl voor de staaf geldt de momenténstelling om A:
1 " .
(38) = g nl§ =% mgioos g | (9.12)

Uit (9.10) volgt na integratie met (9.1) en (9.5):

x(t) = & ~ v bt cos a, (9.13)
terwijl uit (9.11) met (9.1) en (‘9.5) volgt:

y(t) = ~ & gt? + '(?5%3@‘ v, t ein . . (9414) |
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Het tijdstip t1 wordt bereikt als P de y-as treft, dus als x(tf) =
zodat met (9.13) volgt: :

£
Y. T T o8 a
1 a {

(9.15)

P treft op %, e y-as in de oorsprong A als y(tf) = 0, zodat met (9.14)

" en (9.15) de gevraagie voorwaarde luidts

2

v, sin 2a—%ﬂlgﬁ . . - (9.16)

. De hoek cp(‘t1) waarover de staa.f is gedraald op b, !

1ntegra.t1e van (9 12) - levert:
¥ -4, =38sing, | | (9.17)

zodat met (9.1) voor (t.) de integrealvergelijking:
e
;

o) = [ BEen () v8 & BEERRCRD)
0 :

kan worden gegeven, met § volgens (9.5).
Noemt men g, = q:(t1), dan kan met (9.15) en (9.17) ook de volgende ver-

gelijking worden gegeven i

4 - - : — . - (9.19)
° 0" V3Esing+d -




49+

Opgave 10.
I‘_ji / - —y
A0 SP
b ' Ei-
07 ‘ sC s, /a
N.__er S N
-]

In bovenstaande schets stelt D een deur voor en SC is de zogensamde schoot.
Deze laatste wordt, als de deur wordt dichtgegooid, door de sluitplaat SP
tegen de veerdruk in D gescﬁoven en springt achter SP gekomen weer terug.

" We beschouwen hierna uitsluitend de botéing tﬁssén SC en SP, waarmee het
dichtvallen inzet, en niet heﬁ verdere verloop. Neem aan dat de stoot 3,die
SP op SC uitcefent, loodrecht staat op het vlak van SC, dat de botsing vol-
komen onveerkrachtig is en dat noch in C, noch bij de beweging van SC in D

wrijving optreedt. V&6r de botsing is de hoeksnelheid van D gelijk aan Wy
a. Bereken S, de hoeksnelheid w van D na de botsing en de snelheid V van
8C t.0.v, D na de botsing. >
b. Bewijs dat V maximaal is als tg a = \/J%%- ,
waarin: £ = lengle. van D,

m massa van SC

It

if

en J masse~traagheidsmoment van D om het punt 0.

N.B. Verwaarloos de dikte b ten opzichte van de breedte £.

Oplosging.
Op het moment dat de schoot SC tegen de sluitplaat SP botst gelden de vol-

gende vergelijkingen:

(14) en (64) = 8 sin ¢ = mV, ] (10.1)
waarin V de anelheid van_de gchoot in de richting van 0 isj

(18) en (65) = - Stcos a = J{u = u ) (10.2)
waarin o de hoeksnelheid van de deur, onmiddellijk na de boteing isj

terwijl de kinematische relatie voor de volkomen onelastische botsing
levert:

(7) en (66) = V pin a = Lwcos « = O. | - (10.3) .mq




8. Uit nevenstaande vergelijkingen volgen:

. | .. 3 mwoﬂ
.. - J tga+t m &% cotg a sing
J tga+ mi cotga
en w = L tg o W

J tgo+ m 4% cotg a

50,

(10.4)

(10.5)

(10.6)

b, Als men vV, volgens (10.5), opvat als functie van tg «, dan volgt direct

dat de maximale waarde voor V wordt bereikt voor

M2
tgq-\.].J .

(10.7)

AL I T . . .
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De homOgene schijf I (straal R, massa Mo) draait aanvankelijk met constante

hoeksnelheid w om een ag loodrecht op de schijf door het middelpunt A. De

“homogene schijf IT (straal r, massa M) is, draaibaar om zijn middelpunt B,

in B op de ombrek van de schijf I bevestigd. De schijven kunnen t.o.v, el-

kagr roteren in hun gemeenschappelijke viak. Op de omtrek van schijf IT is

in het punt C een massapunt (massa m) bevestigd. Het stelsel beweegt zodanig

dat de twee schijven aanvankelijk t.c.v. elkasar in rust zijn, terwijl C op

het verlengde van AB ligt. De invloceden van wrijving kunnen worden verwaar-

loosd, Op een bepaald moment wordt schijf I vastgezet.

Bereken:

a.
b.

Ce

de stoot die in B op schijf II wordt uitgecefend;
de hoeksnelheid van schijf I onmiddellijk na het vastzettiens;

het energieverlies t.g.v. de fixatie.

Noem de stoten die in B werken op het stelsel bestaande uit schijf ITI en

het-massapun$ Sx en %? (zie figuur) en noem Q de_hoeksnelheid van schijf IT =

na de fixatie.

- Aangezien alle stoten die op dit stelsel werken door B gaan, 1s het stoot-

moment om B nﬁl, zodat:

(14) en (64) = S_

O 4 {11.1)

(14) en (62) = §

y = - mzﬁ -[-MRuw=m{R+1)e] , (11.2)

(16),(18)en(65)= 0 =% M 10 + mfQ -[ 4 M rPu + mi‘(R+r)m] . (11.3)
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Uit deze drie vergelijkingen volgt:

SX = 0, (11"4)
_ M3
sy_ Mop MR, (11.5)
Q0 = Mr +2m(R+1) o . (11.6)
(M+2m)r

De kinetische energie voor de fixatie is:

T = %MOR%Q +3u(® +2 B)® +En(R+1)%0° (11.7)
en na de fixatie:
T = 4 Q% + & mriQ®

Dl o | (11.8)

Met (11.7) en (11.8) volgh dat het energieverlies -AT =T - T , gelijk is

aan:

o2 2 1 M+ 3m 2
-AT=%M0RL.) +§M+—% MR W . (11.9)
De arbeid door de stoot verricht op schijf IT en het massapunt:

(67) = AT, :=-%S uR, | (11.10)

terwijl de arbeid door de stoot op schijf I verricht, direct volgt uit

het verschil in kinetische energie na en voor de botsing van schijf I:
e 2 2 ‘ .
AT, 1= ;}MORw . (11.11)

Met - AT = - ATT - AT2 volgt met (11.5) uit (11.10) en (11.11) opnieuw

de voorstelling (11.9) voor Het energieverlies.

pEC S
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