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Voor het verkrijgen van een betere benadering kunnen we proberen
W(x) = sin(®) +asin(ZE) |, @>o0) (8.68)

welke geeft

2 _ ®wEI (1+816°) 2 (1-2a+d?)

(") . 8.69)
ps* (14a%) PP (1442 (

De beste waarde uit deze klasse vinden we voor die waarde van o waarvoor de

uitdrukking (8.69) minimeal is. De waarde van a is

2 3

en voor niet te grote waarden van ¢ wordt dit

azgd ) (8'71)

een getal dat voor vy < 1 een w? geeft welke weinig zal verschillen van
(8.67). Dus voor niet te stijve veren is (8.67) een redelijke benadering

voor de grondfrequentie.
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Inleiding

In dit cqllege zullen de deformaties van continue lichamen bestudeerd

worden. De grondlegger van dit deel van de mechanica is Cauchy (i 1824).

We noemen een lichaam deformeerbaar, indien het onder invlioed van uit-.
wendige krachten van vorm kan veranderen. Een deformeerbaar lichaam heeft on=
eindig veel graden van &rijheid, wat aanleiding geeft tot partiéle differen=~
tiaalvergelijkingen. Dit in tegenstelling tot het college "Theoretische Me=-
chanica", waarin de bewegingen van starre lichamen worden behandeld. Deze
lichamen hebben slechts een eindig aantal graden van vrijheid, zodat ze be-
schreven kunnen worden door gewone differentiaalvergelijkingen.

We kunnen dit college splitsen in twee delen, nl.

i) Een inleiding in de 1inéaire elasticiteitstheorie (I t/h V).
Hierbij betekent
a) lineair: we beperken ons tot zeer kleine deformaties,
b) elastisch: het lichaam keert na opheffing van de werking van de uit-

wendige krachten naar zijn oorspronkelijke onvervormde toestand teruge

ii) Een inleiding in de sterkteleer (VI t/m VIII).
In deze hoofdstukken worden approximatieve berekeningen gegeven, spe=
ciaal voor de torsie, buiging en trillingen van balken,
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I, Deformaties.

I.1. Verplsatsingen.

' We beschouwen continue, deformeerbare lichamen. Een lichaam heet deformeer=-

baar, indien het onder invloed van uitwendige krachten van vorm kan veran-
deren. Bij de vervorming zal ieder punt van het licheam een verplaatsing

ondergaen, welke een vector is met drie componenten: u = U, u, =V en u, = w.

1
We zullen zowel de Uy Wy U, notatie als de u, v, w notatie gebruiken., In

het algemeen zijn u, v en w van plaats tot plaats verschillend, dus:
u =y (n) . | (1.01)

Formule (1.01) drukt uit, dat er een verplaatsingsveld is. We nemen aan dat
u; een continu=-differentieerbare functie ven X, ise De verplaatsingen bestaan
in het algemeen uit een translatie en een rotatie als star licheam plus een

locale verplaatsing.

X3

I : oorspronkelijke toestand .
Xy IT : gedeformeerde toestand.

We gasn nu kijken naar een lichaam, dat gedeformeerd wordt van toestand I

"naar II (zie figuur). We beschouwen een punt P0 van dit lichaam, welk punt

in toestand I de co8rdinaten: 21, 22, 53 (in het cartesische stelsel x1, X ,

, 2
x3) heeft, Na deformatie (II) gaat dit over in P met coSrdinaten: Xy Xy X
Er bestaat dus een afbeelding: 4

xn =xn(t) (1.02)

Deze afbeelding moet voldoen asn de volgende twee topologische eisen:
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1e Twee punten die voor de deformatie oneindig dicht bij elkaar liggen, blijven
ook na de deformatie oneindig dicht bij elkaar (d.w.z. we laten geen scheuren

in het lichaam toe).

2o Een punt dat op de rand (resp. in het inwendige) ligt, blijft ook na de de=
formatie op de rand (in het inwendige) liggen.

De verplaatsing van P defini8ren we als:

w, = x; - Ei R (1.03)

We gaan nu kijken naar een punt Q , dat op een infinitesimale afstand van P0
ligt, De coBrdinaten vamn Q =zijn: Ek + dﬁk v68r de deformatie en: X * dxk na

de deformaties Het is duidelijk, det een lijnstukje POQO met een eindige lengte,

dat voor de deformatie recht is, door de deformatie krom kan worden.
Nu geldt:

au. *)
dﬁisdxi-duiadxi-s-%dx;‘=dxi-ui,j dxj , (1.04)
du,
waarbij: w, , = —= |,
i, axJ.

We hebben hier ui beschouwd als functie van xk. We kunnen u:.L echter ook beschou=

wen als functie van Ek immers:
ui(xk) = ui[xk(gk)] L4

Indien we alle grootheden uitdrukken in &k spreken we van Lagrange-systeem,
idem bij X van Euler-systeems In de lineaire theorie, waartoe wij ons in dit
college zullen beperken, is er echter geen verschil tussen beide systemen,
We noemen de lengte van het lijnstukje PQ ¢ 4% envan P : df. Den geldt:

uz =&, d, , (1=1,2,3) , (1.05)

2
L = dxi dxi . (1 006)

I.2. De deformaties .
We beschouwen: =+ (d_Z2 - d.zz ) .

Met (1.04), (1.05) en (1,06) krijgen we hiervoor:
2 2y 1
% (d‘e - d‘eO) "?(dxi dxi"d&i dii) =

-%[d.fi dx, - (dxj_'ui,;)dxj)(dxi-ui,k dxk) )=

*
) Sommeren over gelijke indices
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1
=§[ui,k Iy *uy g dxgdxy -y Y 4%y =
1 - =
=2luy, ox T T,y By O =y 5 Uy Oxg dn ]

1
"E Oty T Ry Y Oy (1.07)

We definidren nu de deformatietensor eij door:

dx, R (1,08)

A 2- 2 =

Vergelijken van (1,07) en (1,08) geeft:

1 1
&5 =2 (ui,j + ua.’i) Ty Yy . (109)

We zullen ons in dit college steeds beperken tot zeer kleine (Wiskundig:
infinitesimale) deformeties. Dan is het mogelijk de tweede graads termen in

(1.09) te schrappen, zodat we krijgen
ey =%(u, ., +u,.) . (1.10)

De niet~lineaire theorie, die we krijgen indien we de laatste term van (1.09)
niet verwaarlozen, wordt behandeld in het college: continuums-mechanica.

De tensor eij (i,§ = 1,2,3) heeft eigenlijk 9 componenten, maar asangezien
(zoels direct volgt uit (1.09)) o35 = €549 blijven er maar 6 verschillende over.

In de techniek worden gebruikt de notaties:

9—2 —gz . o= —a-l ry
®x " ox ! vy "oy ¥ %5 "%z
' . (1011)
= 8u  3v =8y oW - 9w . du
Yxy ~ oy Tox } Yyz "%z "oy | Yax " ax | 0z
Vergelijken van (1.10) en (1.11) geeft:
E_.=18e, , Y. =2e, , etcCe 3 (1.12)

xy - 12

Uit (1.08) volgt dat e; 4 een tensor is ven de tweede orde. Immerss '%(dzz-dzz)
is invarient tegenover orthogonale co¥rdineten-transformaties:

X, = £

15 %3 ,  (rotatie ven het sssenkruis) . (1413)

. . . - . .. z.
zij is de richtingscosinus tussen xi en xj In het algemeen is: 313 ¥ §i°
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Verder geldt:

A s Ay = dae 0 4y L, = b . (1.14)
O.. ¢ Kroneckef—delta .
Jk

Omdat (dz?‘-dzi) inverient is, geldt:

& g 0X, Axy = § , dx dx, . (1.15)
Ma is:

G O By =g b x4y ax,

= Aig by By Im X, (1.16)
Dus:

% = Pip Yix -é-ij | (1617)

Door formule (1,17) te vermenigvuldigen met zpk en £q£ vinden we (met (1,14))

L. & £

®e “pk “qe = © .

b 8. A e, = . .. =
i "9 “3k “pk %13 T ®iq %5p %15 = %pq

&5 = Yy ”jz Sp , (1.18)

We hebben de deformaties volledig wiskundig formeel ingevoerd. We gaen nu de
physische betekenis ervan onderzoeken,

Indien we de punten P en Q zodanig kiezen, dat ze ne de deformatie langs de

x, -as liggen (dan wordt ax, = dx, = 0) gaat (1.08) over in:

(@ -asd) = e, (1.19)

Nu is: d4 = dx, , zodat:
2 2

al” - ds df = dL L +df

2] 0 D

&4 = 2 * . (1.20)
244 d4 242

Bij infinitesimele deformaties verschillen d£ en d£° slechts een waarde,

welke klein is van een hogere orde dan dﬂo. Dus meg gesteld worden:

d£-+dlo

. ~ Al Al . (1.21)

.
H
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Hiermee wordt (1.20):

il - d,eo
ST (1.22)
as ' ,
0
e, is dus de relatieve verlenging van een element van de lengte d£o in de x, =
richting, We noemen het de rek in de x1-richting. Op gelijke wijze blijken e
en .5 de rekken te zijn in resp. de x,- en de x_=richting.

We onderzoeken nu de betekenis van e12.

b
c
co
o
;ga
Teo
by ;7" Bé A e B

.
_—

X

1
De vectoren AOBo en AOCo gaan na deformatie over in de vectoren AB en AE, welke

evenwijdig zijn ean resp. de x,~88 en de X,~as. Den geldt, zoals we hiervoor
hebben gezien:

(1) la}(‘)y a2 !&(ZH
ldE l = 1+e11 H ldt’; | l = 1+922 . (1.23)
Uit het skalair produkt:

@), &) - ar ") da§2) = Jae )12 @) cos (3 + o)y (1.24)

1lgt:
o dg§1) ae(2)
I = - - 1
008(2 +(p) sincp ld'.gGTIld'é(a)l
Met:

dg; = dx; - u; g dxg ;
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wordt dit:

(1) (1)y(.(2) (
gin ¢ = - (dx; =T dxj1 )(dxiz ~ ik dxkz}) . (1.25)

a2 (1)) ]a2(2))

Aangeziens

&) =(dx,,0,0) en a&(2) . (0,dx,,,0)

. 2
krijgen we met (1.23) als we de termen van de orde (ui :j) verwaarlozen:
H

(u

+
1,2 u2)1)dx1 di?_

sin ¢ = = (u +u )= 2e o (1.26)

192 241 12
dx1dx2

Omdat de deformaties klein zijn, is ook lcpl << 1, deWez.: sin ¢ = ¢, zodat we
tenslotte krijgen:

9,2 =% LY ] (1027)

€, is dus een maat voor de vermindering van de hoek tussen twee vectoren, We

noemen €5 de afschuiving. Soortgelijke beschouwingen gelden voor e23 en e, .

Aansluiting met de technische theorie verkrijgen we indien we een eenvoudig
blokje bekijken: '

Lz
‘ : De verplaatsing in x is u(x), die in
X x + Ox ¢ u(x+4x). De lengte van het
elementje dx wordt dus:
x —————
.......... xeu(x) [x + &x + u(x+ax)] = [x + ulx)] =
XedX|- — — — - X
= + -
A eareutreax) | Ax + u(x +ax) - u(x) . (1.28)

De relatieve lengteverandering wordt dus:

u(x +Ax) - u(x) _ du _,
Ax

"'a—:x' =3 ax ] (1 .29)
AU
' -— Bij de afschuiving hebben we:
/ / du
tan ¢ = ¢ = =
/ 0
sy % / y
- /
/o L-ay / en algemeen:
K--" l(p
AX d, + = .a_g + -a_Y. = (1 0)
— ? oy T ox ° ny . o3
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Xxy = 2e12 ¢ (1.31)'

We voeren naast de eij de rotaties Qﬁj in volgens:

0 5 :=%(ui,j - uj’i) . (1.52)

Uit (1,10) en (1.32) volgt:

+ = N
¢35 7 Yy T W,; (1.33)
De fysieke betekenis van de rotaties w&j is te zien uit de formule:
0 = 1_<Eh£<_ oy
xy “\dy ~ ox *

Dit is de infinitesimale draaiingshoek van cen element om de z-83, in de ne=
gatieve z-richting:

y Bij een draasiing ven het element (r,e)
over de boog ra is:

u=eay, v=+ax ,

waaruit volgt:

oy =¥(-a-a)=ma . (1.3)

I.30 De Coggatibiliteitsvergelijkiggen.

We gaan uit van een verplaatsingsveld (u,v,w), dat voldoende differentieerbaar
ise Dan volgt direct uit de definitie ven exy dats

2
b 3
5 ex'.V > 32 _;_(au + av>== a3u + v

= ]
0x0y 0xdy oy 0ox axaya szay
of 62e azgxx 62e
2 axdy = i 2 . (1 35)
oy 0x

Door de cyclische verwisseling:
X9Y9Z ™ V929X = ZyX,¥

krijgen we nog twee andere vergelijkingen van dit type.
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Een ander type van vergelijkingen is:

aaexx ) Oe de aex
ol (. __Iéax + Jay + -—-—-xaz (eycliseh) (1.36)

Door substitutie van (1.10) zien we dat ook aan deze vergelijkingen triviaal
voldaan is.

We noemen de zes bovenstaande vergelijkingen de: Compatibiliteitsvergelijkingen,

Stel €5 (6 stuks) is gegeven.
Deze 6 eij's zijn de afgeleiden van 3 ui's. Dus in het algemeen zal het niet
mogelijk zijn, om uit de 6 eij's de 3 ui's te bepalen,

Nu geldt echter:

De compatibiliteitsvergelijkingen zijn de noodzakelijke‘en voldoende voorwasarden,

opdat uit een gegeven deformatie de verpleatsingen zijn te bepalen.,
Bewijs:

a) Noodzakelijk: triviaal, volgt direct uit de definitie ven ®; 3 (1.10) .

b) Voldoende:
Stel: gegeven 6 ekz's die voldoen aan compatibiliteitsvergelijkingen,

Gevraagd: bestaan de ui's?
We beperken ons tot enkelvoudig samenhangende gebieden,

* We schrijven eerst de compatibiliteitsvergelijkingen in de indexnotatie:

C13,k8 * %1y T Cik, 30 T Sggyax ~ 0 (hdikes=1,2,3). (1.37)

Dit zijn 81 vergelijkingen maar de meesten zijn niet onafhankelijk of geven
identiek: 0 = 0 (bijve:t i = j=k = £ = 1),

Er blijven nog juist 6 onafhankelijke vergelijkingen over, welke overeenkomen
met (1.35) en (1.36).
We voeren int

ik

&y eij,k - eik,j . (1.38)

Dan wordt (1.37):

k _ _jk
852 = %1 . (1439)
Jk

We beschouwen ai

als de ie-component van de vector'zjk, en we gebruiken de
stelling uit de potentiasltheorie: '



Indien van een vector‘K geldt:

A, ., =A,
iy dei g

igs
-—p
rot 4 =0 ’
en dan besteat er een ¢, zodanig dat:

E=grad 9 , (9 : skalair) .

Dus volgt uit (1.39) dat er een by, bestaat:

-jk _

a" = grad bjk
of:

a.i bjk,i .

Uit (1.41) en (1.38) volgt:

Pk, T g,k T ik, 3 '

Met (1.42) zien we direct dat:
. S

Door de verwisseling: j,k,i - i,j,k in (1.42) krijgen we:
Puik T %k g T kgt

(1e42) en (1.44) optellen geeft:

+ = -
b,jk,i bij,k i3,k ekj,i
of, met (1.43):

+ = +
Pik,i T %3k, T Paik T i,k .

Definiecer:

C. s= b

+ e
Jok Jk

Jk *
(1.45) wordt dant

i T %tk

10,

(1.40)

(1.41)

(1.42)

(1443)

(1.44)

(1.45)

(1446)

(1447)
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We waren uitgegaan van gegeven eij en we hebben bewezen dat b ik bestaat, Uit
(1446) en (1.47) volgt den dat o, bestaat, '

Uit (1.43) volgt dat:
ka = - ka ’ . (1048)

Op een constante na, welke we nul kiezen,
Uit (1,46) krijgen we dan:

%3 Tk Tk T T ey . (1249)

(1.49) en (1.46) optellen geeft:

6T %5t % o (1.50)

We nemen nu o = e We hebben dan dus bewezen dat er een vectorveld u bestaat,
dat voldoet aan (1,50) (of (1,10)).

Voorbeeld

1¢, Gegeven: e, = cyz, e = cxz, overige eij's.= 0. (1451)

22
Gevrasgd: zijn de verplaatsingen te bepalen.

Oplossing:
De enige compatibiliteitsvergelijking, welke met (1.51) niet de identiteit:
0 = 0 geeft, luidt:

2e12,12 - e11,22 * e22,11 ¢ (1452)
(1451) substitueren in (1452) geeft:
0=2¢c + 2¢ .

Er is dus niet voldaen aen (1.52) en dus zijn uit (1.51) geen verplaatsingen
te bepealen,

We kunnen dit ook Op een andere manier aantonen:

Uit:

=—-= c};

e“
volgt:

u = cyzx + £(y,2) . (1.53)
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En enaloog: (uit e,,)
2
ve=oxy+glxsz) .
- Dus )
2e,, = ox T oy AVt Ty T =0
of:

of (v, z aggx,zz
ay -+ ax LN 4Qxy

en hieraan is onmogelijk te voldoen.

2%, Zelfde vraag, med&r nu met:

2

2
e,, = =C¥y 5 e =cx,overigeeij=0 . (1.54)

11 22

In dit geval wordt (1.52):
O=a=2c+2c=0

Dus uit (1.52) zijn wel verplastsingen te bepalen,
Voor het bepalen van de verplaatsingen zullen we ons beperken tot het twee
dimensionale geval:

e13=ea3=e33=w=0

ent u; = ui(x,y) , (onafha.nkeli,jk van z), (i==1,2) .

Dan volgt uit:

®11 % x v !
dat:
2
u(x,y) = = ey'x + £(y) , (1455
en analoog uit:
ov _ 2
€2 ~ oy ox ’
= Al (
v(x,y) = cxy + glx) . (1.56)

Substitutie van (1.55) en (1.56) geeft de uitdrukking voor e,,?

= 4 QB QX = - _é._f_ + -gsx:
12 —_2—<ay+ax cyx+%dy_‘+oxy %'dx

.%(%+%§)-O . _ (1.57)
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(1e57) heeft &ls oplossing:

f(Y)=a'+dy!

(1.58)
g(x) =b = ax .
Dus, met (1.55), (1.56) en (1.58):
u(x,y) = = cy’x + ay + &
2 | (1.59)
vix,y) = ox°y ~oax +b

u en v zijn dus bepeald op een drietal constenten (a, b en a) na. Hiervan
stellen & en b voor: translaties als star lichaem . en « een rotatie als

ster licheam, Deze constanten hebben geen invloed op de deformatiese.

In het algemene (3-dimensionale) gevel geldt nu:
Indien san de compatibiliteitsvergelijkingen voldaan is, kunnen we uit de
deformaties eij de verpleatsingen u bepalen, op een zestel starre licheems-

verplaatsingen na, nl,:
(i) drie trenslaties als star lichaem,

(ii) drie roteties als star lichsaam,.

ngerkigg

In de tensoranalyse komen de compatibiliteitsvergelijkingen overeen met de eis,
dat de kromming van de Riemannse ruimte, waerin onze deformaties moeten plaats=-
vinden, constant blijft. Dit betekent dat de krommingstensor steeds nul moet
zijn. De krommingstensor (Riemann-Cristoffel-tensor) is gedefinieerd als:

ogl - «
Rprst e (8§t,rs * €rs,pt €ps, 7t gi't,ps) *

+ g [

I1ram 1.‘p'l:n - 1-lrtm I"psn]
Hierbij is ) gedefinieerd door:
) _
af = &2 dzk dzz y

z ¢ algemene kromlijnige co8rdinaten van een punt na de deformatie

ens gmn door: .
gmn ¢ =B ,,/’0 als m#p ’
P PNy als m=p
H P = -
en em %(grm’s * B r grs,m) .
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I.44 De hoofdrichtingen en invarianten

We beschouwen in een deformeerbaar lichaam twee punten, welke voor de deformatie
a8ngegeven worden door de véctoren:

1 2
EK ) en E( ) )
en na de deformetie door:
;(1> en ;{(2) .

We noemen de vector:
AL S,
en:

22 .30l GLen

We nemen nu aan dat de punten

;:(1) =(2)

en £ infinitesimsal

- dicht bij elkaar liggen, dewez,:

5; _(2) _ 3(1) = 5% . (1.62)

g -'(2) _”(1) - (1.63)

Verder is:

) _p() _20)

() @) _ ) (1e64)
en venwege (1.62) en (1,63):

- DN A (1.65)

Tevens ig:s

A4}

=.§_-§0 _ G(z) _;(1)) - @(2) _3(1)) -

=3) _20) & . A (1.66)
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Dus geldt:

6 =5 =——; =“—.'
P; 7% =3x, 553 Py - (1.67)
J J
u is: (1.33) u
ao
u. .=’é__]:' =e.,, + W .
1,J Xj 1] iJ
Dus:
Op. D. +W, . P (1.68)

Stel nu eens e.. = O,
1J

Dan: 6pi = wij pj.

Vermenigvuldigen met p;:

want wij = -wji'
-

Dus wij alléén geeft geen verandering van de lengte van de vector p, al-

leen een starre rotatie,

We laten daarom wij buiten beschouwing, We krijgen dan:

Definities
We noemen de richting van p een hoofdrichting, indien de richting van ;

bij een deformatie niet verandert, dus als:

Met (1.69) krijgen we dan:
[ Dus ;'is een hoofdrichting indien voldaan
is aan
e.. =Ad,.)p. = O, 1.72
(655 = A2, .)p, (1.72)

We noemen A de hoofdrek,

Aangezien de homogene vergelijking (1,72) oneindig veel oplossingen heeft,
normeren we ; op:

plpl =1, . (1'73)
Vergelijking (1.72) heeft alleen een oplossing, indien de determinants

loy 5 - aijAI = 0. | (1.74)
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Dit is een derdegraads vergelijking voor A, welke drie oplossing A1, Az’ K3

heeft, waarvan er minstens een redel is, We zullen bewijzen dat uit het feit

dat eij =ey volgt, dat alle A's re&el zijn,
Stel immers dat er twee complex toegevoegde bij zijn, bijv, Az en A3. Dus:

Ay = A% (% complex toegevoegd),

(), ()%

Dan is ook:

P

pi(k) is de hoofdrichting horende bij Ak'

Voor AZ en As krijgen wes

RSONIINO
SIFONINO

13 73

De eerste vergeli jking vermenigvuldigen met pi<3) en de tweede met pi(z) en

aftrekken geeft:

eij[ pj(z) pi(s) - pj(a) pi(2)] - (0 - 1) pi(2) Pi(3) (s)

Omdat eij = eji is het linkerlid gelijk aan nul, en daar:

@), ), @), @

joF i

1

= = *
moets Az As Az . (1.76)

Dit is ommogelijk voor een complex getal, Dus moet AZ re€el zijn,

We hebben hiermee dus bewezen, dat de drie A's reZel zijn, Bovendien geldt,

dat als de drie Ak's ongelijk zijn, de pi(k)'s loodrecht op elkaar staan,

Stel: A1 ¥ Az.
Uite ( ) ( )
1 1
g% MNP - (1.77)
(2) _ (2)
ij Pj A, By ,
volgts

e [pj(1) pi(a) - p.(2) pi(1)] <0 = (A1 - 1) pi(1) pi(a)-(1.78)

Omdat A # A, moet:

Pi(') Pi(z) =0, : (1.79)
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waaruit de loodrechte stand volgte.

Als twee of drie Ak's gelijk zijn, kunnen we niet zonder meer tot de lood-
rechte stand concluderen., Aan de vergelijkingen (1.77) voldoet nu iedere
2
lineaire combinatie van Pi(1) en p, " ‘2
1 2
p; = pi( ) 4 dpi( )', (1.80)

met a re€el en willekeurig, maar zé dat:

plpi = 1‘
De determinant (1,74) heeft uitgeschreven de vorm:
3 2
AT =8+ 8N -8 =0, (1.81)
waarin:
O = e
= 4
2 = 7% 5k ®ist ®js Okt (1.82)
5 = 1

3 T 313k ®rst ®ir ®js Skt ?

of in hoofdtrekken geschreven:

91 = A1 + kz + A3 ‘

= ' A A. :

0, = AA, +AA 4 AN (1.83)
83 = A1A2A3 .
Aangezien de hoofdtrekken onafhankelijk zijn van de keuze van het assen-
stelsel, verandert (1.81) niet bij rotatie van dit stelsel, Hieruit volgt
dat 91, 82 en 93 onafhankelijk zijn van de keuze van het assenstelsel, dus

invariant. U kunt dit ook direct bewijzen door substitutie.

De physische betekenis van 91 is eenvoudig te zien, Neem een paralellefipidum
met de zijden 11, 12 en 13 evenwijdig aan de hoofdassen, Na de deformatie
worden de lengtes: 11(1 + A1), 1,01+ Ads L(1 + A,

De volumeverandering is dus:
AV'=111213(1+ M)“-+KQ(1+-KQ-111213N
M 11,15 (A0 + A+

Hieruit volgt:

6, = %% = relatieve volumeverandering, (1.84)
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Ie5+ Kromlijnige coordinaten,

Voor de practische oplossing van problemen is het dikwijls gemakkelijker
om over te gaan van cartesische coordinaten op kromlijnige coordinaten,
Om deze transformaties te kunnen uitvoeren, hebben we enige elementaire

begrippen uit de tensorrekening nodig.

1 2 3 . .
Z 42, 2 cartesisch coordi-

natenstelsel,

1 2 3
X 9y X4y X : kromlijnige coor-
dinatenstelsel (niet noodzake-

1ijk orthogonaal),

We nemen aan dat de transformatie:

k k, 1 2 3
x =x(z, 2% 2z°),
omkeerbaar is:
2 = zk(x1, x2, xs);
Dan moet de Jacobiaan:
azk
=3 | #o. (1.85)
ax

We voeren hier een iets andere sommatie - conventie in: we zullen alleen

nog sommeren over gelijke onder- en boven~indices,

Ik en.gi zijn de basisvectoren van resp. het x~- en het z-stelsel, Dus:

;= Zm Ym. | (1.86)
Dan: - o

- ) 0z =

g = - i (1.87)

k axk axk m

axk -> m - m =+ -
o = ——— i - 6 i = i .
azn gk axk azn m n m n
- axk -
Dus: =T e (1.88)
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We definieren de metrische tensor gkl door:

. _.-._azm 3z - e G_Z_mé_gmi (1.89)
81t = &8 =Ty T 7T ipeiyj=T% 7 89
ox 9x ox ox
‘want: .
T T =8 . (1.90)
Dan is: -
- ) k -~ K
dp = _Blz dx = gk dx ’ (1091)
ox
en:
dp . dp = d1° = 81 ax® ax?, ‘ (1.92)

-
De reciproke basisvectoren: ék worden gedefinieerd door:

. =0, . (1.93)

en de reciproke metrische tensor gkl:‘
=k =1 kl

g «8 =8 . (1.94)
Dan is:

-k kl -

g =g 8. (1.95)
We beschouwen nu een willekeurige vector V. We kunnen deze schrijven als:

Hiermee hebben we gedefinieerd:

k- . =
v ¢ contra~variante componenten van v,

-
v co-variante componenten van v,

Door middel van de metrische tensor kunnen we van de ene soort op de andere

overgaan, lmmers:

; -’==Vk—’ _’av—.k ._’=V 5k=v
¢ 8 Be * 8 =V & o+ 8 =V Oy =7
‘ _ .
Dus: V=84 V. (1.97)
'Analoog:
v =gty (1.98)

We gaan nu het ene kromlijnige coordinatenstelsel x1 transformeren in een

ander fk.
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Dan geldt: _

dx = ‘—i‘ dx S ) ) (1099)
O0x ,

We krijgen hier alleen een relatie tussen differentialen van xl, omdat:

axs

—7 vVen punt tot punt verschillend is. Dit in tegenstelling tot transfor=-

ox ‘

maties van een cartesisch stelsel in een ander cartesisch stelsel, waarvoor

geldt:

z, =1.. 2, (1., constant),
1J

We definieren nu een tensor als een grootheid die zich transformeert vol-

gens:
&. tensor van 1e orde:
~k
P S (1,100)
m
o0x

b. tensor van 2e orde:
%k -1
Akl - dx 9x Amn
ax™ ax"

en analoog voor hogere orde tensoren.

’ (1.101)

Voor de covariante componenten van een tensor geldts
m n

- 0x 0x
Akl =—a_k = Amn , (1.102)
X Ix

en voor gemengde componentens

X, = o™
01 m ,—1 on
0x 0Ox

(1.103)

De moeilijkheid bij kromlijnige coordinaten, t.o.v. cartesische coordinaten,
is gelegen in het feit dat de basisvectoren van punt tot punt verschillend
zijn, Dit komt tot uiting bij het differentieren van vectoren en tensoren,
Stel:

-
u

Mes
ugm,
dan: - n —
du ) ( m - ou — m 0
—=—— W g)=—=¢g +u — . (1.104)
axk aik - afk &n axk

Carthesisch geldt:

au _ o >
axk Bxk o
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Nu is: 3 . s o
& .8 <a'p> _ 3z T .
ax - axt \ox axt axk B
2 m n
0° gz Ax - nay=->
=1 k. m®& ~F {k l}g . (1.105)
X 3x 0z
Hierbij hebben we gedefinieerd:
n n 32 zm dx .
{k l}= {l k} i= T % ° g Christoffelsymbolen van de tweede
0x” 9x 9x soort. (1.106)
Hiermee geldt dus:
63 au@ may lq = | '
=l { ule - (1.107)
X ax
Definitie:
a” m - .
XUk &y (1.108)
0x

met:

m . . -
u lk ¢ covariante afgeleide van w t.0.vV, &)e

Uit (1.107) en (1.108) volgt dan:

m aum m 1
u = —— {k 1} . (1.109)

Voor het bepalen van de Cristoffelsymbolen van de 2e soort is het dikwi jls
- gemakkelijk om eerst de zg. Cristoffelsymbolen van de 1e soort ([kl,m] of
r;kl) te bepalen, Deze zijn gedefinieeerd als:
n

[k1, n) := g {7} . (1.110)
Dit kunnen we weer schrijven als:

{3 =™ D1y 0] | (1.111)
We zullen bewijzen dat:

%_<agkm + aglm _ 35k1>
axl- aik axp )

(x1, m] (1.112)

bewijs:
Volgens de definitie (1.10) en (1.89) en (1.106) is
0z° 228 822 ax" _0sf %51 3P

[kl, m]= . * 'Y .
ox® ax®  ox* axt  9z% ox® ozt axt 9zl
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_ o2t 8% 5% _
0x axk 0x
_1. [azq azq] J1ezt 922
2 axl axm ik 2 axk axm axl
L1 [azq azq] _ 12t 9% 2t _
axk axm 0 1 2 axl axm ox

Belangri jk:

au
; " is geen tensor,
X

Dit is te zien door te transformeren van xk *';ko

Dan gaat: _ -
wu =2x 2
Y < % 1 .
0x
o™
Door: =7 uit te werken, blijkt dat deze zich niet als een tensor trans-
X aum
formeert naar = .
0x
Maar:

m .
u ,k is wel een tensor.

In een cartesisch stelsel geldt voor de deformatie:

=% (u

elJ i,,j+ uj,i) E%(ul,j +ujli)’ (10113)

want in een cartesisch stelsel is covariént differentieren-hetzelfde als

partieel differentieren. (de Cristoffelsymbolen zijn dan immers nul,)

Als we nu transformeren van een cartesisch stelsel op een kromlijnig stel-

sels
W, *u, ye.,.=e,.
i i ? i ij?

dan geldt, omdat de u@,k zich transformeert als een tensor:
— 1 — — :
e.. = W, +u..) . 1.11
15 =% (|5 +0y4) (1.114)
Deze procedure geldt algemeen, We kunnen dus stellen:
De vergelijkingen welke in een cartesisch assenstelsel gelden, gelden ook

in een kromlijnig assenstelsel, mits we de partiele afgeleiden vervangen

door covariante afgeleiden.
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Voorbeeld: transformatie van de verplaatsingen en de deformatietensor van
een cartesisch stelsel (z1,zz,z3) op cilindercoSrdinaten (x’,xz,x3 = 1, 6,2).
Voor een lijnélement ds geldt:

d32 - dzi dzi = g1 dxk dxl - (dx' )2 + (xi)z(dxz)z + (dxs)z -
(= dr® + 1% a0® +az) . (1.115)

Dus de matrix “gkl“ wordt:

1 0 0
lgq =0 = of . . (14116)
0 1
Vit g, g™ = 8 vinden we:
1 0 0
g™ = |o ;’2— 0 . (1.117)
0 0 1

Met formule (1.112) krijgen we hieruit:

[12,2] = [21,2] = x' ,

(22,1] = - o : (1.118)
alle overige [kl,m] zijn mul.
Dit geeft met (1.111): |
{122}°{221}’;§ ’
(1.119)

1 1
PRPYEEE

overige { k } mi,
. lm

Dit leidt dan tot het volgende resultaat:

1
o w38,
|1 o)
u‘ --a—u:--x' u v
|2 5y 2
1
1 _ 2y
u l3 ?
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’ ? ' (1.120)

e
“a
+

[
+

2
M. MR

u lka_—? 14 (k=1,2’3).

Fysische Componenten

In een cartesisch stelsel hebben de coSrdinaten z- en de verplaatsingen ui
beide de dimensie van een lengte (L). Dus is ulj dimensieloos.
?

Bij kromlijnige coSrdinaten hoeven de codrdinaten echter niet alleen dezelfde
dimensie te hebben.
Bij cilindercoSrdinaten is bijvoorbeeld:

x']=[x*]=1, | ([a] := dimensie van a)
[xz] = 1 .

In dit geval zullen dus ook de dimensies van u Ik verschillen. Ook de dimen~
sies van ui hoeven niet gelijk te zijn.
De oorzaak van deze moeilijkheden is gelegen in het feit dat de basisvectoren
niet altijd dimensieloos zijn, immers:

%) [-L] -—-'. (1.121)
o [] ~

Bij cilindercodrdinaten is dus:
- -3 -2
[8'1=[2%)=1, wmaar: [g2]=1 .
We voeren daarom in de dimensieloze eenheidsvectoren:

. (1.122)

Een streep onder een indices geeft aan dat we niet over deze indices mogen

sommerern.
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Het nadeel van de ek,'s is, dat zij zich niet als een vector transformeren.

We kunnen nu een vector u ook ontbinden langs e . We krijgen dan:

“~ me _ 3 @)= _ 2 (a) vl
= 1u = 5 1 e = z u ° 01
u &, 3z n” % — (1 23)'

We noemen de componenten u(m) de fysische componenten van de vector d. Deze
componenten hebben wel dezelfde dimensie als .
Uit (1.123) volgt direct:

N {j‘k‘; , | (1.124)

of , u(k)

u=“vg=k:‘ .

(14125)

Op analoge wijze kunnen we de fysische componenten van een tensor definidren.
Voor de deformatietensor krijgen we bijvoorbeeld:

e

— : (1.126)

"(13) © Ve.. g..

il Al

Als we dit toepassen op cilindercoSrdinaten krijgen we voor de fysische com-
componenten van de deformatietensor (dimensie: 1):

ou
T

——— ,
rr or

(+:]
[/

o 1% Y
r 06 b of

(]3]
2% 0z
au 5 (1.127)

o =l —z.2%
6z 1 096 9z

ou o}
e B—-£+-1 14
zZr 0z r

)

Hierin zijn u, uy en u, de fysische componenten (dimensie: L) van de verplaat-
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singsvector U, Het zijn dus de echte verplaatsingen in r, 6 en z=richting,.

Een praktisch belangrijk voorbeeld, is de zg. rotatie~symmetrische toestand.
- In dit gewval zijn: '

)
79'=ue=0 .

Uit (14127) volgt dan:

®z = ®pg = O '
maar u_ |
%o == FO e (1.128)
~ Deze laatste relatie is ook gemakkelijk
_— aanschouwelijk af te leiden. We beschou-
N ‘\\ wen daartoe een cirkelvormig stukje d10=
AN
u N
N a1 =rde ,
0
A"\ ;
/ \ welke na deformatie (rotatie-symmetrie)
¢ ‘
2 ‘, overgaat in:
\
] ] .
ai = (r+ur)d6 .
Dan is
Al = (dl-dlo) = u, de .
Dus:
A]._-‘“_A_:_l.__ur de=.u£ (1 129)
%60 = qL 6~ w6 " r . .
Bolco8rdinaten:
2 x=rsin6 cos o ,

yYy=rs8in 6 sin ¢ ,

Z =12 008 6 .
Dan:
y ds® = ar® + r°d6° + r° sin? @ a¢® .

Leidt zelf af, dat voor de fysische compo-




27«

nenten van de deformatietemsor geldt:

ou u
1 2, o,
ew rsin 6 d¢ + r cotg 6 + r
_ (1.130)
ou ou
eetp r< a6 uqa cotg 9) * r sin 6 3¢
1 ou Ju u
= —L 2 _.2 ,
9r 1r 8in 6 0J¢ or r
™ Odr T T 30 ¢
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II, Spanningsleer

II.1. De spanningstensor

x4

dv

34
~4

ds

at

Op een continu lichaam B kunnen de volgende twee soorten krachten werken:

i) Yolumekrachten (K). Deze grijpen aan in ieder volume-element van het con-
tinuum B, De kracht op een volume-element dV is: K4V (E is de krachtdicht=
heid). De totale volumekracht werkend op B is:

K = fi’dv , (V¢ volume van B) (2.01)
v

Voor de momentdichtheid van k te0eve O krijgen we:
-> -> -
m=rXk ’
en het totale moment om O ten gevolge van de volumekrachten is dus:

M= fi?dv= fG-'x Kav . ' (2.02)
v

A

ii) Oppervlaktekrachten (3).

We noemen de kracht, welke op een oppervlakte-clementje dS van B werkt:
-‘EdS . (‘ s spanningsveotor) .

De totale oppervlaktekracht wordt dan:

Ta f'éds , (S: rand vanB) . (2.03)
S
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Het spreekt vanzelf dat in het algemeen de spanningsvector T en de eenheids-
normaalvector ;1. van het oppervlakte-element dS, welke loodrecht op dS staat en
naar buiten is gericht, niet dezelfde richting hebben. Indien de componenten

. * . . - . - .
van t zijn ti en van n ¢ ni, voeren we de spanningstensor t.. in door:
S

J
ty o=t ng . (2404)

Deze spanningstensor heeft negen componenten (i,j=1,2,3),
We bewijzen allereerst, dat de ingevoerde tij inderdaad een tensor is, Hier-

toe beschouwen we een draaiing van het cartesische assenstelsel x naar T.

Aangezien het inwendig product: (t, n) = t n  een skalair is, is dit invarie
ant t.a.v. draaiing van een cartesisch assenstelsel. Omdat n een vector is,
geldt verder:

mo= g0

Dus krijgen we:

Y T Bp Tty My Ry, (2.05)
en - - - - —
Bep T g = g Aoy By fpy By = Ay Agy BBy g L (2.06)

Vergelijken van (2.05) en (2.,06) geeft dan:

b5 4y zzj tey s (2.07)

dus tij transformeert zich als een tensore.

Vervolgens gaan we de fysische betekenis na van de in (2.04) wiskundig formeel
gedefinieerde spanningstensor. Daartoe leggen we 1 in de richting van de posi-
tieve x-as. Formule (2.,04) wordt dan:

tx = tn ) ty = tyx » tz = tzx . (2.08)

Als 1 in de positieve y-richting ligt zijn de spanningsvector-componenten:

t, = txy ’ ty = tyy s = tzy ’ (2409)

en idem in de positieve z-richting:

=t ty = tyz y b, =t . (2.10)

Hieruit kunnen we concluderen dat tys is de spanning op het x, = viak (deis
het vlak L x4 -as), werkend in de x, - richting.
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De componenten: txx"tyy’ tzz heten normaalspanningen. In de technische litera=-
tuur worden ze dikwijls aangegeven met: o0 oy, oz. '

De andere com@onenten, txy etce, heten schuifspanningen,

Let op, dat bij een eenheidsvector met negatieve componenten de richtingen van
de componenten van de spanningsvector omkeren.

De door (2.04) ingevoerde spanningstensor heeft uitsluitend betrekking op het
buitenoppervlak van het lichaam, We breiden onze beschouwingen nu uit. Wordt
een lichaam door uitwendige krachten belast en snijdt men het lichaam denkbeel ~
dig door, dan oefenen de twee gedeelten gelijke en tegengestelde krachten op
elkaar uite. Dit geldt niet alleen voor de resulterende krachten, doch ook voor
de in het snedevlak werkende spanningen, de krachten Per eenheid van oppervlak,
gedefinieerd door (2,04). Dus de spanningstensor kan in ieder punt van het
lichaam worden gedefinieerd. (Deze sbstractie is bedacht door Cauchy in 1822,)

II.2. Hoofdspanningen en Hoofdrichtingen

De spanningstensor behoeft niet symmetrisch te zijn, maar is dit meestal wel.
We beschouwen in deze paragraaf alleen symmetrische spanningstensoren:

tij = t,ji .

We definigren nu de hoofdspanningen, als zijnde de spanningen behorende bij
de (hoofd-)richtingen, waarbij de spanningesvector loodrecht staat op het
vlakje, waarop hij werkt. We hebben dan:

by = tij n, = Ang . (2411)

Omdat tij

= tji zijn er steeds minstens drie re&le hoofdrichtingen (en
-spanningen), welke loodrecht op elkaar staan. Het bewijs is analoog aan dat

bij de deformaties.
~ De hoofdspanningen zijn de oplossingen van:

3 2
A eIAT+IA-I =0 . (2412)

De I's 2ijn de spanningsinvarianten:

I1 = tkk =0, *to, +o,
T = Cix ®iat ¥ys Bt = 9% * 9% * 99 , . (2413)
I3 = o35 ®rat bix ¥ie Yy = 9190

%y is de k-de hoofdspanning.
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Voor de eerste invariant geldt:
-~13--I1 = hydrostatische druk .

De tweede invariant is van belang in de plasticiteitstheorie.
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IIT., Dynamica van het elastische lichasam

III.1s De imp ulsstelling

~ De spanningen in een lichaam zijn niet onafhankelijk, er zijn betrekkingen
tussen,
De totale kracht, welke op een deel van B met volume V werkt is

- - -> ‘
R = _fkdv+ ftds . (3.01)
v S
De hoeveelheid van beweging (impuls) is: .
- S
P = pvdV Py (3‘02)
v
Hierin is —x; de snelheid van een massa-clementje van V en p de massa-dichtheid.,
Als we even aannemen dat (het bewijs van deze bewering volgt verderop):

3 K3
p = f pmav. . (3403)
v

dan volgt uit: R ="§ s

fic'dv+f¥ds=fp¥r’dv ,

v S v
of

fki av + fti s = fpx'ri av. . (3.04)

v S ]

Met (2,04) en met de stelling van Gauss krijgen we:

fti s = ftij ny ds = ftim av- . (305)
s s v

Aangezien (3.04) geldt voor ieder willekeurig volume V krijgen we uit (3,04)
en (3405):

sy PRI TRV e (3406)

Vergelijkingen (3406) zijn de locale bewegingsvergelijkingen. In het geval van
evenwicht is ;i = O, Dan geeft:

g3 e =0 (3.07)
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de basisvergelijkingen van de elastostatica.

Bewijs van van (3,03)

. We beschouwen een deel C van het lichaam B, dat op het tijdstip t een volume
V heeft., We blijven kijken naar dit deel C. Dan zal dus tijdens de beweging
de totale massa van C gelijk blijven,
B maar het volume van C zal door de

2

deformatie veranderen (en dus ook p).

Stel:

I= f a(x,t)dV , (a: willekeurige grootheid) . (3.08)
v

Gevraagd, wat is dan: I, wanneer I gedefinieerd wordt op de meebewegende

masgsa.

We beschouwen C op de tijdstippen t en (t+dt). Het volume op t is V en op
(t+4dt) 3 V', Als dt klein is, zal ook het verschil tussen V en V' klein zijne.

M is:
[ ]
dI = It = fa.(x,t+dt)dV' - fa.(x,t)dV . (3409)
v '
We noemen Vb de doorsnede van V en V! ent

= ! N = -
VsV eV, V= VeV,
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Dan wordt (3,09):

f[a.(x,t +dt) - a(x,t)] v+ fa.(x,t +dt)dV1 - fa(x,t)dvz

Vo vy Va

= dtf— v, + fa.(x,t +dt)dV1 - fa(x,t)dvz . (3.10)

1 V2

We gaan de twee laatste integralen nog iets nader uitwerken. We beschouwen
daartoe een oppervlakte-element dS van de gemeenschappelijke rand van V en

v, (=s ) We noemen v de snelheld van 45, . We verdelen dan V, in volume-
elementen dV

av, = (?,Eds1dt . (3.11)

-

(Bedenk dat op S, : v en n maar buiten gericht zijn, dus (v, %) = 0,)

Hiermee krijgen we:

fa(x,t +dt)av, = dtfa(x,t +dt)(¥, n)as =

Yy 5

= dt fa(x,t)(?, n)dt + 0(at?) . (3412)

S

Hetzelfde doen we op S, (dei. de gemeenschappelijke rand van V en v, )e Hier
is echter: (v,n) <0 zodat.

av, = - (v, n)ds dt | (3413)
en dus
--fa.(x,’c)dv2 = dtfa(x,t)(;, 7)ds . (3.14)
2 82

Door substitutie van (3.13) en (3414) in (3.10) en met: S = S Sz, vinden
we

I = T4t = dt [f-— v+ fa('w?,'ﬁ)ds]+ o(at?) (3415)

0 S



Ma is:

da - da da
fatdvo f f av = fath+0(dt)

wants

f 2 qv| < k(V- v)=o0@t) , (k=

Met de stelling van Gauss kunnen we afleiden:

fa(’ﬁ,'\?)ds = favk n as = f(a.vk)’k av .
S ] v

Met (3.16) en (3.17) wordt (3.15):

e da 2y _
aI = Igt = dtf[at + (avk),k]dv + 0(at°) =
\

oY
o

=dtf[—+a v, *av ]av + o(at?) .

ok X,k

Qo
ct

We defini&ren nu de materiBle afgeleides

v =08, 28 )
k 3t Bxkk

°
a =

=413

En hiermee geeft (3.18):
I-= f[a+avk,k]dv .
v

We gaan dit toepassen op de totale massa:

M=fpdv ®

v

Nu moet bij meebewegende massa:

d
M= d"b pdV 0 L]

v

Hiervoor geeft (3+20): (a ép)

(V- >at') ’

35

(3416) |

(317)

(3418)

(3.19)

(3.20)

(3.21)
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: _% , B0 . ,
P Pk T o T, Yk TPk 0 | (3022)

- Dit is de zg., Continuiteitsvergelijking.

Nemen we: a = p; dan geeft (3.20) en (3002):

I v e | T ¢ -
pl = dt PVdV f[ (pvi) + PVi vk,k] av =
) \

= f[pvi + (p +pvk,k)vi]dv = fpvi av o ) (3023)
v v

Bij de laatste regel is gebruik gemaakt van (3.22).
We hebben dus gevonden:
P, = f pv; &V, (3424)
v

waarbij volgens (3.19):

o /v ov,
- R §
Vi= 3t T ox, ko (3.25)

Tot zover geldt alles wat we hier afgeleid hebben algemeen. In de lineaire
theorie geldt echter:

Ivi,kl <1 .

En dus wordt in de lineaire theorie:

° aVl
v, =35 (3.26)
en:
. . aVi
pi = fpvi av = fp W av ’ (3027)
v v

waarmee (3.,03) bewezen is.

In algemene kromlijnige codrdinaten luiden de evenwichtsvergelijkingen (3407):
bijly tE =0 . (3428)

Voor cilindercoSrdinaten geeft dit, bij afwezigheid van volumekrachten:
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6or +1 aTre + aTrz + % = % -0

or r a8 oz r ’

a'rer . 1 aoe . a'rez . 2'rer o . (3.29)
or r 06 0z r ’

-a—Tz—r- + 1— -E:Zﬁ + _a_ci + Ig_z. = 0

or r 00 0z r °

We zullen de eerste van deze vergelijkingen ook op een aanschouwelijke manier
afleiden. De andere twee gaan analoog.

We bekijken hiertoe een volumestukje dV=dr e rd0 e dz met alleen die spanningen
welke een component in de r-richting hebben. De som van alle krachten in de
r=-richting moet nul zijn:

oo
- - - X
) (cr * I dr) (r+dr)do dz orr;ledz T9 cos(%de6)drdz +

oT
+ (—;re + —éeﬁ de> cos (2d6)drdz - % sin(L d6)drdz +

oT
by
0z

dc Z
- (oe + == d6> sin(%de)drdz - 'rrzrdedr + (Trz + dz)rdedr =0 .

Als we deze vergelijking delen door: rdrdfdz , Vinden we voor een infinitesimaal
volume-~eclement de eerste vergelijking van (3.29).
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II1,2, De momentenstelling

We gaan uit van de fundamentele hypothese, dat voor ieder volume-element van een
~elastisch lichaam geldt de momentenstelling:

-

KN
M=D ,

om een vast punt O, Hierin is i het moment en D het impulsmoment om O van het
volume=-element.

Dus:
7 - f @ x T)pd?
en v (330)
ﬁ=f(?x B)av + f(gx Das
v S

waarbij: ¢ = (x 1,xz,xa) is de radiusvector uit O van het volume-element dV,

In component-notatie krijgen we:

D, = feijk X5 v pdV . (3631)
ei,jk heeft de eigenschappen:
a) &3k = 0 als twee of drie indices onderling gelijk zijn.
b) ei,jk =+1 of =1 als i,j,k een even resp. een oneven permutatie vormen.

Uit (3.31) volgt:

= + ‘ =
Di feijk vJ. Y pdVv feijk xj vk pdV
v v

feijk X, v pdV | (3.32)

waarbij gebruikt is de in (III,1) afgeleide stelling en:
®ijk T " Ciy (3433)
Voor het totale moment krijgen we:

Mi= feijk xjkde+ feijk x.j '&dsn fei;jk xjkkdv+feijkxjtk£nzds .
v S v

S
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Na toepassing van de formule van Gauss wordt dit

M, = feijk xs k dv + f(eijk X, "u),z av =
v v

) f i %3 U o, 007 vf ®1ik 036 Bee IV T

v
fei. x, pv, 4V + feijk b (3434)
v v
waarbij gebruik gemaakt is van (3,06).
Dus geldt:
M, =D, + f e By e (3435)
\'

[ ]
Een aangezien Mi = Di moet:

f o By =0 (3436)

v

voor ieder volumedeel, dus:
gk Bes =0 (3037)

Met (3433) volgt hieruit:
Yy =tk 0 (3038)

de symmetrie van de spanningstensor.

Let op, dat we in de formule voor het totale moment zg, volumemomentdichtheden
m hebben verwaarloosd. Treden deze wel op, dan krijgen we een extra term in
Mi gelijk aan:
m, pdVv ’
v

en gaat (3.37) over in:

&gk By tBy =0

De spanningstensor is dan dus niet meer symmetrische. We zullen ons in dit col~-
lege eohter beperken tot het geval: m, = 0.
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De formules (3.,07) en (3438) geven zes vergelijkingen voor negen onbekenden
tij' Deze zijn dus in het algemeen onvoldoende om de tij te bepalen.
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IV, Het verband tussen spanningen en deformaties

IVele De wet van Hooke

 Zoals we hebben gezien zijn de evenwichts= of bewegingsvergelijkingen niet
voldoende in aantal om de totale spanningstensor te bepalen, Daarom moeten

we relaties zoeken tussen spanningen en deformaties, welke de aanvullende
vergelijkingen opleveren. Er zijn afhankelijk van het materiaal tal van typen
spanning-~ deformatie relaties. We zullen ons tot de eenvoudigste en tevens be=-
langrijkste beperken: de algemene wet van Hooke,

Volgens deze wet is het verband tussen t.. en eij lineaire. Algemeen dus:

ij

%55 = Cisxs %o ? (4.01)
waarbij verondersteld is, dat de spanningen nul zijn als de deformaties nul
zijn (dus geen restspanningen),

s 24
Het aantal componenten °ijk£ is 3" = 81,
Echter uit:

t.. = %.. en e,. = e,
ij ji ij

volgts
®ijkl = ®jike ¥ Cijke T Cijm (4402)
Door deze beperkingen wordt het aantal gereduceerd tot: 6 x 6 = 36,

We nemen nu verder aan dat er een elastische energie bestast. Dan blijkt:

Cxtmn = Cmnkl - (4.03)

We komen hier verderop in het college nog op terug.

Onder voorwaarde (4,03) gaat het aantal van 36 over in 21 verschillende ter-
mene

We beperken ons verder tot isotrope media, dew.z. er bestaan geen voorkeurse
richtingen in het lichaam. Dus de tensor °ijk£ moet invariant zijn t.0.v. een
starre rotatie van het assenkruis,
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2z Bij een transformatie van

NI
™
e
$
el

krijgen we:

y — — —
tkl = ®%mn ®m ° (4.04)
Y waarbij:
Yoo = feg byy by etos
X Me. enig formeel rekenwerk volgt
X hieruit
it = Yip Y5q Her Yas pgre (4005)

We noemen een vierde orde tensor TijU isotroop, indien

Tt = Teonn . ° (4406)

Een voorbeeld van een isotrope 4e orde tensor igs:

(1)
Tigit = %5 Qg (4.07)

want:

=(1) - -
Tijk.8 'eip ’e,jq Aoy s E’pq drs ’eip ’sz ber Lor = 6:i.j %e °

Andere zijn:

Tg:?iz "0 By, @ T§§ﬁ,e =%y &s o (4408)

Nu geldt de volgende stelling:

Er bestaan slechts drie onafhankelijke isotrope 4° orde tensoren (zonder bewijs ).
Maar omdat tevens:

®igke T %jixe ™ Cyke T Cijac !

kunnen we voor de isotrope tensor c; sk alleen nemen een lineaire combinatie
van:

Byt o (g by, vy, By -
Dus:s
Ot ™ My dp *H(y By v 0,80 (4009)
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Als we dit substitueren in (4,01) krijgen we de isotrope vorm van de wet ven
Hooke:

)\blj ekk + Zpeij . (4.10)

De parameters A en p zijn materiaalconstanten, die de constanten van lamé

genoemd wordene

Opmerking:

De spanning is gedefinieerd als een kracht per oppervlakte, Nu geeft het in het
algemeen een verschil of men deze spanning.definieert per eenheid van oorspron-
kelijk (Ao) of van gedeformeerd oppervlak (A). In de lineaire theorie is echter
het verschil tussen A en Ao zeer klein, deweZe:

A=A +8 , met lffl<<1 ,

zodat het dan geen verschil maakt op welk oppervlak we de spanning defini&ren.
Immers:

0
¢ kracht,

r__ T I SO T >~_L]?_
A T +5A) ‘AO T A Ao *
7

IV.2, De elasticiteitsconstanten

Naast A en u gedefinieerd door (4.10) bestaan in de elasticiteitstheorie nog
andere materiaalconstanten, zoals de elasticiteitsmodulus of Joung's modulus

E, de dwarscontractieco&ffici®nt of constante van Poisson v en de afschuivings=-
modulus G, Het spreekt vanzelf dat deze constanten niet onafhankelijk zijn en
alle in elkaar kunnen worden uitgedrukt. We keren eerst vergellaklng (4.10)

ome We krijgen dan:

AD, .
_ ij
I F Bl e Wi RV (4.11)

Bij een zuivere eenassige rek is t11740 en zijn alle overige spanningen nul,
De elasticiteitsmodulus is nu gedefinieerd als

. (4.12)

Uit (4.11) krijgen we dan:

pablasi) (4413)



Bij deze eenassige rek is er dwarscontractie (e22 en e 3 zijn niet nul). De

3
dwarscontrctiecoéfficient wordt nu gedefinieerd door:

e

e
22 33
Vis eSS e a2 . (4.14)
11 11

(4011) geeft dan weer:
A

Ay rermy) . (4.15)
v moet theoretisch liggen tussen de grenzen:

-1<v<0,5 , (4.16)
maar ligt praktisch bijna altijd tussen:

0<v<0,5 (4.17)

Beschouw een zuivere afschuiving met allen t12 # O. Dan defini&ren we de af-
schuivingsmodulus G door:

G = o . (4.18)

Uit (4.11) volgt dan:
G =p . (4.19)
Uit (4413), (4.15) en (4419) volgt de belangrijke relatie:
E

¢ =G+ (4.20)
De wet van Hooke heeft bij toepassing van E, G en v de vorm:
1 .
€ =T [Ox - V(Oy‘*oz)] , (cycliseh)
(4.21)
Yoo = é‘T (cyclisch) .

Xy ’

Dit is de in de techniek gebruikelijke schrijfwijze van de wet van Hooke.

IVe3s De vergelijkingen van Navier

We bekijken alleen het geval van evenwicht en nemen asn dat er geen volume-
krachten werken., We hebben dan de volgende vergelijkingen:

a) de evenwichtsvergelijkingen

tij,j =0 , (3 vergelijkingen) (4422)
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b) de wet van Hooke

i = Ad, 5 %k + 2pe s (6 vergelijkingen) . (4423)

¢) het verband tussen verplaatsingen en deformaties

&5 = %(ui,j +uj,i> , (6 vergelijkingen) . (4.24)

De vergelijkingen (4.22), (4.23) en (4.24) vormen een systeem van 15 verge-
lijkingen met 15 onbekenden: u (3), e J(6), £, J(6) In principe is dit sys—
teem dus oplosbaar. Substitutle van (4.24) in (4.23) geeft:

by = k&ij uoy ¥ p.(ui’j +u,j,i) . (4425)

Dit differenti&ren naar X geeft met (4.22):

A .+ . L. tu, ..) =0
uk:kl u(ulyJJ JrlJ) !
of :

o . .
M35 T + (e “)ua.la (4.26)

Anders geschreven:

Au.+.Q"_.t.H'l-.§_. = 0

i b Ox, U ’ (4.27)

waarbijs A = 32-—5-3— ¢ laplace - operator.

We noemen (4+26), of (4427), de vergelijkingen van Navier (of Beltrami). Het
zijn drie vergelijkingen van de tweede orde voor u’ ,u2 en u3 N

Deze vergelijkingen zijn sterk verwant, maar niet identiek, met de potentiaal~
vergelijkings

Ap = O .
Bij de potentiaalvergelijking onderscheiden we naar gelang de randvoorwaarden:
a) Het Dirichlet - probleem: hierbij is aan de rand ¢ voorgeschreven.

b) Het Neumann -~ probleem: hierbij is aan de rand -g% voorgeschreven,

IVe4s De randcondities

Zoals bekend is een probleem, dat getypeerd wordt door differentiaalvergelij-

kingen eerst dan oplosbaar, indien aanvangs- en/of randvoorwaarden op de juiste
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wijze worden gespecificeerd. De vergelijkingen van Navier hebben dus nog een.
aanvulling nodig om ze te kunnen oplossen. Er zijn verschillende typen rand-
waardeproblemen,

"~ We onderscheiden:

a) het randvoorwaardenprobleem van de eerste soort, waarbij over het gehele

oppervlak van het lichaam de spanningen zijn voorgeschreven (verwant met
Neumann - probleem),

b) het randvoorwaardeprobleem van de tweede soort, waarbij de verplaatsingen

van het oppervlak zijn gegeven (verwant met Dirichlet - probleem),

¢) het gemengde randvoorwaardeprobleem, waarbij over een deel van het opper-
vlak de spanningen en over het andere deel van het oppervliak de verplaatsingen
zijn gegeven,

d) het gemengd - gemengde randvoorwaardeprobleem waarbij tegelijkertijd op het-

zelfde oppervlak spannings- en verplaatsingscomponenten worden voorgeschreven.

We zullen hier alleen problemen van de soort &), b) of ¢) beschouwen, zodat we
dus steeds het oppervlak S van het lichaam kunnen splitsen in:

s=5 +5, (4428)
waarbij:

S 1is dat deel van het oppervlak waar de spanningen zijn voorgeschreven (is
nul voor b)) en,

Su is dat deel van S waar de verplaatsingen zijn voorgeschreven (is mul voor

a))e

et spreekt vanzelf, dat moet worden onderzocht of een gesteld probleem met
randcondities oplosbaar is, m.a.w. of de oplossing existeert en z0 Jja, of
deze eenduidig ise We gaan op deze problemen hier niet verder in.
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V. Energie-beschouwingen

V.1. Elastische energie

\\;;
<{

massapunt: m

De arbeid per seconde verricht door een kracht K op een massapunt m, dat een

snelheid ;; heeft is

(K,v) = K, v, .

Op analoge wijze is de arbeid per seconde verricht op een volume~elementje

dv gelijk aan:
k, u, dv
i7i
en op een oppervliakte-element dS:
t, u, &S .
i1

Dus de totale arbeid per seconde verricht door de uitwendige krachten op het
lichaam met volume V en oppervlak S is:

A = jki w; dv + fti q, 6s ) (5.01)
S

We nemen nu aan dat de volgende relatie geldt (energiebala.ns):

A=T74+W ’ (5.02)

T = kinetische energie = %—fpﬁl 1..11 av , (5.03)
v

en W is gedefinieerd dooxr:

W=A-T . (5.04)
We noemen W: de elastische potenti&le energie.

Nu geldt:

fti u; S = ftij ny Uy as = f(tij ui),j av =
S v



= |¢.. .u, av + [t..w. . dv
idyd i ij 1,3
v v

Dus

>
il

Jktij’j-+ki)ui av + ‘f%ij u; 5 v =
v Vv

[l

o . r .
jbui u, av + .Jtij U4 av =
v

v
d_ 1 . . ' . _
=3t 3 j}ui us av + ‘f;ij ui,j av =
v v
=7 4+ .f}.. w. . av .
1J 144
\'

llet (5.02) krijgen we dan

W= [t..u, .av )
1J 1,J

48.

(5.05)

(5.06)

(5.07)

We kunnen W interpreteren als de per seconde opgeslagen elastische potenti&le

energie.

Definieer Wm door

W= jﬁ' pav .
m
v

Wh ¢ W per massa-eenheid .

Uit (5.07) en (5.08) volgt dus, omdat V willekeurig is:

. = e - 1 . L] - .
Pl = Byg g,y = Blbg 0y 4ty us 1) =ty e,
Beschouw
- - _. wie)
W= Wﬁ(tij(eij),eij) = Wm(eij) = W
Dan geldt
o aw'e)
=B =1y
. .. e, . ,
m aeij iJ e 1 "iJ

voor alle eij' Dus moet:

(5.08)

, (want b5 = byg

(5.09)

(5.10)

;)
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awée)

tij = aeij

. (5.11).

Volgens de wet van Hooke is het verband tussen tij en eij lineair. Dus moet
(vgl. (5.11)) Wﬁe) zijn ven de vorm:

W(e) =a +B..e..+Y,..,€..8€ . (5.12)

m ij "ij | 'ijke Tij ke
oy Bij’ Yijkxz constanten (dus onafhankeli jk van eij)' De factor a is niet
interessant. Voor Bij vinden we:

ante)

m —

de. . - Pig t Miskp ky . (5.13)
ij

Dus als alle deformaties mnul zijn, krijgen we (uit (5.11) en (5.13)) voor de
Spanningen:

*

bij (opg's=0) = 0By,

Aangezien we aangenomen hadden dat er geen restspanningen waren, moet dus

Bij =0.

let (5.11) en (5.13) krijgen we dan:
m
tig =P G5 2PYi5c0 kg (5.14)
. 0
Opmerking: 5;;; (Yijkz ®5 ekz) = 2Yijk£ e 4 » omdat de factor e, 4 00k de

waarde eij aameemt door de sommatie over k en A£.

Noem: cijkz = 2pYijkz ’
dan volgt uit (5.14):

%55 % Cigke ®ke -
Nu is Yijkz constant, maar p is een functie van de deformatie en dus ook
cijkz' Echter: het verschil tussen pen p, (d.i. de massa-dichtheid in de
begintoestand) is in de lineaire theorie infinitesimaal en dus te verwaar-

lozen. Dus in de lineaire theorie zijn p en dus cijk£ onafhankelijk van de
deformatie,



Uit (5.13) volgt:

L t
1Jk£ ®ke = 2p ij »
en hiermee wordt (5.12).

1
Wm =5 tij 55 (¢ =0 genomen) .

We definiéren de elastische energie per volume-eenheid Ws door

WS = me .

Dus, met (5.15):

LM

XNS = tlJ elJ ’

1 ht - L
W = fvvs av zftij e;; 4V .
v

7

en totaal:
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(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

i.b.v. de wet van Hooke kumnen we (5.17) uitdrukken in de deformaties of in

de spanningen, dus:

W
s

m

(e) _ v _ 2
Wy ey s) = G{eij ei5 * Toay (o))

Wét)(tij) = ?213— {(1 +v)tij tij - v(tkk)z} .

(5.19)

(5.20)

Uit (5.19) volgt dat Wy positief-definiet is, want G > O en v < 0,5, en al-

leen gelijk aan nul als alle elj =0,

Verder geldt:

awée) awgt )

Ve2. Reciprociteitsstelling van Betti en toelaatbare stelsels

Definitie: een reguliere evenwichtstoestand S(x)

{t (X 1 e (X), u, (x>} ’

(5.21)

is een oplossing, welke voldoet aan de vergelijkingen (4.22), (4.23) en

(4.24) en welke voldoende malen differentieerbaar is (u, € C%, e..,t
i N By

1
iJ.ec).

Beschouw een lichaam met volume V en oppervlak S, dat op twee manieren wordt

belast:
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i) door volumekrachten ki en oppervlakte-spanningen ti . De hierbij beho-

rende reguliere evenwichtstoestand is:

S'() ¢ {500 e1,(0, wG}

ij

ii) idem door k; en t; met:

s"(x) : {t" (x), e".

lJ

u;(x)} .
Dan geldt de:

Reciprociteitsstelling van Betti:

" ] 1" 3 - 1" "
jkk w' 4av + Jkk uk ds k uk av + Jt uk

v S

Bewijs:

&
Sl
;
%
ot
LR
&
[

1
f e, % Y Juk By

dV =

i}
‘%
oo

g

+

L::ﬁ

I
o+
b
¥
RS
o
|
W
—
N
ct
et o
b
o
b=
B
+
§d‘
=
N—
-
B
<3
H

Analoog is
n 1 " 1 = "
jkk up dv + ‘f;k Uy ds j1k£ kZ .
A -9 A
Tevens is:
(}\e

+ 2pe = Ae! e + 2ue)

beg kg T Y £ 2%k s pp “kk k4

= " t = 41
(Aekk - +2p.epq)epq e, .

Hiermee is de stelling bewezen.
Definitie: De (totale) potenti&le energie van S(x) is:

U(s) :=W(s) - fkku v - ftﬁukds ,

p

n,ds =

£

ke =

(5.22)

(5.23)

(5.25)

(5.25)

(5.26)
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met: k; ¢ gegeven volumekracht ,

ti ¢ voorgeschreven spanning op Sp.

Definitie: Kinematisch toelaatbare toestand: S(x):

d.i. een stelsel: {ﬁi, € 1 %ij} waarvoor geldt:

1J
1) 7. €0 en &, .,t..€cC"
i 152843 5
2) e..=%(, .+u..), (Aus het verplaatsingsveld is compatibel) ;
1J 1,J Jsd
3) tij = Aaij epp + 2peij ;

4) ﬁi voldoet aan de randvoorwaarden op Su .

Opmerking: De met 3) gevonden spanningen tij voldoen in het algemeen niet
aan de evenwichtsvergelijkingens,

Definitie: Potenti&le energie-functionaal van de kinematisch toelaatbare
toestand S(x):

~ . ot - * - - * 7
U(s) :=W(S) fki u, dv fti u, dv . (5.27)
v S
b
Mu geldt de:

Stelling van de minimale potenti&le energie

U@s) = mél_n u(s) . (5.28)

Bewijs:

(We nemen aan dat er een S(x) bestaat en dat deze eenduidig is.)

Stel: S' =§ =S (S!' voldoet aan voorwaarden 1)y 2) en 3) maar niet aan 4)

want :

! =
uf 0 op Su ’

omdat u; = u,; is voorgeschreven op Su.)

Dan

UG) - u(s) = WwE) - W(s) - fk;ui' av - ff,*i*u_ids . (5.29)

v S
b
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Nu is

20 (s) tlJ Eij = (lJ ). )(e ei'j)

]

=t,.e,.+t..el. +t). e.. +1t!. e!
ij "ij ij "ij ij "ij i3 %13

zws(s) + Ztij ei'j + zws(s') . (5430)

Bij de laatste stap is gebruik gemaskt van vergelijking (5.25), want t'
voldoet aan de wet van Hooke.
Dus :

W) -wE) = Vftij ofy 4v +W(s") . (5.31)

Verder geldt, omdat tij de exacte spanning is en dus aan de evenwichtsverge-

lijkingen voldoet:

ft..u!n.dv+fk’_‘u.' av =
5y B i i
S \i

% ] * ] Q ] ==
'[Li ui av + .f%i ui ds + ‘fti ui das
A S

S
P u
= * * =
= ‘,fki ul dv + fti ul & (ui' = Q op su) . (5.32)
S
P

(5.32) substitueren in (5.31) en dit weer in (5.29) geeft:

UES) - U(s) = W(st) : (5.33)

Nu is

w(s') = V[tvj 154 f[et. el _"2v (ekk)z]dv> 0, (5.34)

en alleen gelijk aan nul als alle eij =0,
Dus:

u§) -u(s)y=0 , (5.35)
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waarbij ket gelijkteken alleen geldt als:
S=S .

liiermee is de stelling bewezen.

Definitie: Statisch toelaatbare toestand: S(x):

d.i. een stelsel:{e. ., Eij} waarvoor geldt

=ij
1
2) t...+k =0, t..=+t., ;

:

= i] °
3) TS

opS_: t..n.=1t* (= voorgeschreven) .
4) op S,z tigmg = tE ge )
De in 3) gevonden deformaties: gij voldoen in het algemeen niet aan de com-
patibiliteitsvergelijkingen.

Definitie: Complementaire energie: U¥(S):

U*(s) = W(S) - Jti u¥ 4 , (5.36)

u

u; ¢ voorgeschreven op Su .

Definitie: Complementaire energie-functionaal van een statisch toelaatbare
toestand S(x):

U*(S_)=W(§_)-J§_iu*{ds .

u
Ei volgt uit
Yo B <Y op Sy

Stelling van de minimale complementaire energie:

U*(S) = min U*(g) . (5.38)
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Dan is:
U*(8) - T*S) = W(S) - W) - ft]{ ut a8 (5.39)
S
u
met
i t!' =0 op$S n
) pS, e
s t' =0
i) id,J ’
want t.. . +k. =0
13,4 1
t.. . +k, =0
“1JyJ 1
t!'., . =0
1J,J ’

krijgen we, op analoge wijze aan het vorige bewijs:

W(E) -w(Es) = ftij e; 5 v +u(s') (5.40)

en dit geeft weer:

U*(@E) - U*(s) =w(s')=0 |, (5.41)

en alleen gelijk nul als: S = S, waarmee de stelling is bewezen.,

Stelling:
U*(s) + u(s)

[}
o

(5.42)
Bewijs:
U*(s) + u(s)

-ft. u* as + W(s) - fk’.‘u. av - ft*.‘u. as =
1 1 1 1 1 1
S S
u b
rl
= 2W(s) - fk’; u; av - Jti u, av=0 . (5.43)
v S g.e.d.

Uit (5.28), (5.38) en (5.42) volgt dan:

- U*(E) < - U*(S) = U(s) < U@d) . (5.44)
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energie
We zien dus dat een kinematisch toe-
U laatbare en een statisch toelaatbare
u(s)z-uks) toestand een boven- resp. beneden-
-uks) grens geven, waartussen de exacte
oplossing moet liggen.

Ve3. Stelling van Castigliano

We weten dat (zie formule (5.38)) in de evenwichtstoestand U*(8) minimaal

is. We gaan nu de echte oplossing vari&ren:

S=8+8 =8 , (8 :statisch toelaatbaar) .

Dan is dus

oU*(s) =0 ,
of

SW(S) = bfti ¥t s . (5.45)

S
u

We gaan dit nu toepassen op een ondersteund, elastisch lichaam, dat belast
wordt door puntkrachten en puntmomenten.

We bekijken een kracht 3(1{) werkende
op een punt A van het lichaam. De
verplaatsing van het punt A is: ;(k)

We nemen nu u k constant en gaan
)

variéren:
-I3<k) :-IS(IQ + b-ls(k) . (6-13<k) in rich-
ting van -f’(k))
Dan is ’
SW(S) = fuj(_k) btg{) as . (5.46)
]
u

Hierin is Su het vlak waarop _ﬁ(k) voorgeschreven, dus het vlak waarop -l;(k)
werkt. Aangezien voor een geconcentreerde kracht dit vlak overgaat in een
punt, is dus op § :Eik) constant. Dan wordt (5.46):

SW(S) = u§k) 5tj(_k) & = ui(k) apgk) - @) g30)y (5.47)
g

u

Noemen we ul()k) de component van E(k) in de richting van -ls(k) dan geldt dus:
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u(k)=?;§i§ , (P(k)=li"(k)l> . - (5.48) .

D

Op analoge wijze geldt voor een puntmoment:

(£) _ aw(s
oy = 5;71{7;' , (5.49)

¢ (2)

waarbi j Py is de hoekverdraaiing in de richting van M van het punt waarop
M werkt.

-
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VI. Torsie van cilindrische staven

VI.1. Exacte oplossing

/—\ We beschouwen een lange cilinder, welke

/M/ in zijn einddoorsneden op torsie wordt
N~
belast. We stellen de volgende restric-

z. _ ties aan ons probleem:
y i) de cilindermantel is onbelast,
- ii) de schuifspanningen in de einddoor-

. : sneden zijn "goed" verdeeld. (We komen
hierop later terug. )
@ We bekijken een doorsnede (S,C) met de
| eenheidsvectoren H en g normsal op resp.
z y ; : i tangentiaal aan de rand C.
/- L%’- We noemen (x,n) = (n,x) de hoek tussen de
S 3 X positieve x=-as en de H—richting, en defi-
C&\_;(/ niéren analoog (x,s), (y,n) en (y,s).
Dan gelden de relaties:

x eny: centrale-hoofdtraagheidsassen,

%;g = cos(x,8) = sin(n,x) = - cos(n,y) = - -g% , (6.01)
or _ cos(y,s) = sin(x,s) = cos(n,x) = ox . (6.02)
0s on

We gaan uit van de, fundamentele, veronderstelling
t = tyy =t,=0 txy =0 , (6.03)

en we zullen aantonen, dat we met deze hypothese aan al ongze vergelijkingen
kunnen voldoen.,

De eerste twee evenwichtsvergelijkingen geven met (6.03)

atxz ot z
2 =0 1 =0 . (6.04)

Hieruit volgt

txz = f1 (X’Y) ’ tyz = f2 (ny) . (6005)

De derde evenwichtsvergelijking geeft

¥z _
ox "oy =0 - (6.06)
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De verplaatsingen, welke consistent zijn met dit systeem van spanningen lui-

den
U =u = - azy ,
u, =V = azx , (6.,07)
u, = w = ad(x,y) ,

waarbi j |

@ = constant = draaiingshoek. (In de infinitesimale theorie moet |a| << 1.)

®(x,y) = de nog onbekende welvingsfunctie.

Bewijs

Uit (6.07) volgt voor de deformaties

i) e.._=e__=e =0 .
XX vy 22

Met Hooke krijgen we dan

't = % =1 = 0 'Y
xx vy zZ
5 - o, Avy _ -
ii) txy = G(ay + ax) = G(-az +az) = 0 .

Uit onderstaande figuur blijkt dat o aangeeft een rotatie van het punt A om
het zwaartepunt van de doorsnede.

xy

2waartepunt

In het algemeen is ®(x,y) niet identiek nul (voor een cirkelvormige door-

snede geldt wel: &(x,y) = 0), zodat een vlakke doorsnede bij torsie niet
vlak blijft.

liet de wet van Hooke krijgen we uit (6.07)

(6.08)



60.

Substitutie van (6.08) in (6.06) geeft

2 2
ox oy : .

een potentiaalvergelijking in twee dimensies voor <I>(x,y).

De randvoorwaarden op de mantel luiden

- - g .10
by =t n, =0 (6.10)

Op de rand R is

n = (nX ) B nz) = (cos(n,x) , cos(n,y), 0) , (6.11)

zodat (6.,10) uitgeschreven levert

in de x-richting: 0 = 0 ,
in de y-richting: 0 =0 ,

in de z-richting: t__ cos(n,x) + tyz cos(n,y) = 0 . (6.12)

Xz

Met (6.08) wordt de voorwaarde (6,12)

00 0d
(5; - y)cos(n,x) + (W + x)cos(n,y) = O ,

of, met (6.01) en (6.02)

2% 3x , 30 2

dx on dy d9n =y cos(n,x) - X COS(H’Y) =2 F(x,y) .

Dus op de mantel moet gelden

Lo Fxy) (6.13)

waarbij F(x,y) een bekende functie van de rand van de doorsnede is.

De vergelijking (6.09) met de randvoorwaarde (6.13) vormt een Neumann-pro-
pleem, Als dit systeem oplosbaar is, is de ®(x,y) bepaald op een constante
na. Wil het systeem oplosbaar zijn, dan moet gelden ((6.09) geintegreerd)

ff( > dxdy = ffdlv(grad ®)dxdy = f =0 . (6.14)

Hieraan is voldaan, want

-—ds=§[y +x—]ds=r—f——(x +y)ds=0 . (6.15)
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Deze beschouwing geldt alleen voor enkelvoudig samenhangende doorsneden.

(Een uitbreiding naar meervoudig samenhangende doorsneden is mogelijk. )

Omdat (6.08) over de hele cilinder moet gelden, moet-hij ook gelden in de
einddoorsneden (z = + £).

We noemen nu een schuifspanning in de einddoorsneden "goed" verdeeld als hij
verdeeld is volgens (6.08).

Voor het wringend moment in de doorsnede geldt dan

M = ff(xtyz'ytxz)dXdy = Gdff(xz +3y2 +x %%-y %3)(1::@ (6.16)
S 5

We gaan nu bekijken het probleem, waarbij in de einddoorsneden gegeven is

het wringend moment Mé. We onderscheiden

i) in de einddoorsneden zijn de schuifspanningen "goed" verdeeld (dus vol-

gens (6.08)); we krijgen dan de oplossing: S ,

ii) in de einddoorsneden is een andere schuifspanningsverdeling gegeven,

maar met hetzelfde resulterende moment Mz' We krijgen dan de oplossing: S'.

Nu zal het verschil: (S -S') niet identiek nul zijn, mear het moet wel in
evenwicht zijn met een nul-belasting, d.i. een belasting welke over de door-
snede geintegreerd geen resulterende kracht of moment geeft.

Hiervoor geldt het

Principe van de Saint-Venant:

Een oplossing welke in evenwicht is met een nulbelasting sterft zeer snel,
d.w.z. binnen een afstand van de orde van enkele malen een karakteristieke
lengte van de doorsnede,uit. '

Voor ons probleem betekent dit, dat de spanningen: (txz"téz) en (t_ ~-t!)

behorende bij de toestand: (S -S'), nul worden op een afstand van dgzeingf
doorsneden, welke van de orde is van enkele malen een karakteristieke lengte
van de doorsnede., Hieruit volgt dat de juiste verdeling van momenten en
krachten niet meer belangrijk is op enige afstand van de einddoorsneden.
Het principe van de Saint-Venant is in zijn algemeenheid niet te bewijzen,
We zullen als een voorbeeld bekijken een op torsie belaste cirkelcilinder.
Hiervoor geldt voor de schuifspanningen:
& =A z

T tﬁ;) * e 1:1 by Fy(z)-e & . (6.17)
(Een afbeelding van (6.17) kunt U desgewenst vinden in het collegediktaat:
Lineaire elasticiteitstheorie I, pp. 66 e.v.)



tﬁ;) is de "klassieke" oplossing (due die welke voldoet aan (6,08)) en M
zijn de eigenwaarde van een 2°-graads Besselfunctie en zijn van de orde

A ® %F » - (a : straal cirkel) .

De term:
_)\kz
e Ty
sterft dus snel uit, en voor z enkele malen a geldt (z=0 in einddoorsnede ):
I CDE (6.18)
re re
N.B. Voor dunwandige doorsneden gaat het principe van de Saint-Venant niet
Op.
We gaan het torsieprobleem nu nog eens op een andere wijze oplossen., We be-
kijken weer alleen maar het deel van de cilinder tussen twee doorsneden die
op voldoende afstand van de einddoorsneden zitten, zodat we mogen aannemen
dat de schuifspanning overal "goed" verdeeld is.
We nemen aan dat voldaan is aan (6.03), (6.04) en (6.05) en gaan uit van de
evenwichtsvergelijking

at ot
Xz . __JYz
ox oy

=0 . (6.19)

We voeren in de torsiefunctie F(x,y) door

= g & - oF
<z = 0 % , tyz = - Ga 3 ’ (6.20)

zodat triviaal aan (6.19) is voldaan.

De randvoorwaarde op de mantel

t, cos(n,x) + tyz cos(n,y) = 0 ,

in F uitdrukken geeft (met (6.01) en (6,02))

" OF 3y OF 9x _4F

oy os " ox e —as -0 - (6.21)

Dus op de mantel moet F constant zijn. Voor een enkelvoudig samenhangende
doorsnede mogen we deze constante nul kiezen, zodat we dan krijgen

F=0 , op de mantel . (6.22)

De wet van Hooke geeft
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o= O Tao@a iy (6.23)
oF aw
tyz = - Ga 3= G( ay) . (6.24)

Door (6.23) te differenti&ren naar y en (6.24) naar x en af te trekken en
door gebruik te maken van de relaties van u en v volgens (6.07), welke con-
sistent zijn met (6.03), krijgen we

a—z_‘ + -a-% = - 2 o (6025)
ox oy

Voor het wringend moment in de doorsnede vinden we
. - oF o -
- ([t -y, )axay = - o/ [(x & + y Lyaxay -
S S

=‘G°‘_U[ ]dxdy+2Gadexdy=

= - Gang[x cos(n,x) +y cos(n,y)]dxdy + 2GaffF dxdy ,
C

en hieruit krijgen we met (6.15)

- mafdexdy . (6.26)
S

We defini&ren de torsiestiifheid D van een cilindrsiche staaf als

MZ
D = -d_ . (6'27)
Dus
D= 2GﬂF dxdy . (6.28)
Voorbeeld

Als voorbeeld bekijken we een cilinder met de ellipsvormige doorsnede

2 .2
C : 52-+-Y;=1 . (6.29)
a b

We nemen

2 2
F = c(a—?_ +§;- 1) , (6.30)
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dan is voldaan aan de randvoorwaarde op de mantel (6.22).
(6.25) geeft

2 2
a_s;_n_f_:c(?ﬂ?):-g ,
ox oy b
of 213
C=-:’ 2 . (6031)
a +b '
Voor het moment krijgen we
2 3.3
i 2Gocabff( 2>dxdy___ngab2a , (6.32)
a + b a" +b
en voor de torsiestijfheid
i 3.3 :
D=-£= nga b2 . (6.33)
a +b

Voor een cirkelvormige doorsnede (a=b) krijgen we

D = %Ga . (6.34)

Analogon voor F

De zakking van een vlak membraan, waarvan de rand is ingeklemd en dat belast
wordt door een constante druk, voldoet asan dezelfde vergelijkingen als
F(x,y) (dus (6.22) en (6.25)). Als we dus een membrasn kiezen dat dezelfde
vorm heeft als de doorsnede van de te onderzoeken torsiestaaf, dan zal bij
een belasting door een constante druk de zakking van het membraen evenredig
zijn met F en bovendien zal (zie (6.28)) het wringende moment M, (en D)

evenredig zijn met het doorgezakte volume. Het membrasn-analogon is dus een

experimentele methode voor het bepalen van de torsiestijfheid van een cilin-

drische staaf. Na de komst van de computer is het nut van deze methode sterk
verminderd. '

In het geval van torsie (dus: b= tyy =t, = txy = 0) krijgen we voor de
specifieke elastische energie

w . 1 .2 2

W, =35 (txz+tyz) . (6.35)

Voor een cirkelvormige doorsnede geeft dit
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L a
W= ﬁf dV=ff21trWdrdz=
s s
v 0 O

4 a
1
f f onr G {G2a2 (= +y2 )}drdz =
0 O

[

2

= ;1-'-1:2 Ga’gat = -g—éf-e- . (6.36)
(]
waarbij
= - = L 4
M f(txzy tyzx)dS : nGaa’ (6437)
S
en
I, = 1 nat = polair oppervlakte traagheidsmoment . (6.38)
Gegeneraliseerd, voor een niet zuiver cilindrische
staaf, krijgen we als een eerste benadering (voor
kleine @)
£
_A1 D? 2 :
l‘ W= e f ﬁ;% dz . (6439)
( 0
e

Dit is een in de technische toepassingen veel ge-

bruikte benadering.

VI.2. Benaderingsoplossingen

We beschouwen een cilindrische staaf, waarbij aan de eindvlakken een draai-
ing is voorgeschreven. De cilindermantel is vrij.
We zoeken benaderingen m.b.v. de in V.2 afgeleide stellingen. We proberen

eerst een

i) Kinematisch toelaatbare toestand

We nemen:

u==-azy ’
vV = azx R (6.40)
en = a9 (x,¥) .

We gebruiken hier niet de evenwichtsvergelijkingen.

De potenti€le energie voor een torsieprobleem is
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= - - * = ;
U(s) = wW(s) JL; u, dv jki u, ds w(s) , (6.41) .
S
D
want
k¥ =0, (geen volumekrachten) ,
t§ = 0, want op Sp (dei. de cilindermantel) zijn de spanningen nul.

Voor de potentiéle energie-furictionaal van de kinematisch toelaatbare toe-

stand geldt analoog

U(S) = W) . (6.42)
Wet (6.08) en (6.35) krijgen we
- é@ff(tiz+t§rz)dxdy - 36d%01 (6.43)
S
met a(po 2 a(po 2
T =ff <-g..y> +<Fy—+x> dxdy ’ (6.44)
S
waarin

9, = de exacte welvingsfunctie (dus de oplossing van (6.09) en (6.13)).

(6.44) uitschrijven geeft

%9, d9,
I—ff{x +y +x ay-y-a—}dxdy+

9Nz N2 g, By
+ff{<a"> g <6y> TR S iy - (6.45)
S .

Nu is de eerste term van (6.44) gelijk aan (zie (6.16)):

M
Z

é—a ’

en de tweede is nul, want
o(xp,) a(ye,)
[ (330 - {52 52 ey
S

de
0
-f%{y cos(n,x) - x cos(n,y)}ds = -fq,o d_.n—ds -
R B
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(m.b.v. de eerste identiteit van Green)

ot (G @Yo o)
R ‘ R

M
I= af= T+ (met (6.27)) s (6.47)

Dus

=]

zodat I een maat is voor de torsiestijfheid.

Analoog is

W) = ;Z%ﬂ(ifcz%;z)dxdy - 30feI (6.48)
met
T = j]k(%%-- )2 + (%% + x)z}dxdy , (6.49)
S

voor willekeurige, differentieerbare ¢(x,y).

Met het principe minimum potenti&le energie (5.28) leiden we hieruit af

I(s) < I(S) . (6.50)
Vervolgens proberen we een

ii) Statisch toelaatbare toestand

We nemen
t = aF (x,y)
Xz oy ’
b = Exy)
¥z ox (6.51)
en de overige spanningen nul,
en: F =0, aan de rand R van de doorsnede.

De complementaire energie voor het torsie-probleem is

U (s) =W(s) - u¥ ¢, ds .
J

Nu is (met (6.07), want S = exacte oplossing)
* = * * =
ijhi t; dS i}kux tx-fuy ty)dS
u

- ﬂ - aa(yty - xt )aS = anl  (6.52)
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want Su is de einddoorsnede (stel andere einddoorsnede ingekiemd, dan is dasar
u; = 0; dit is niet essentieel, want a is de relatieve hoekverdrsaiing). Nu-
geldt op Su :

t,=%t_n +t_n +t n =1t ’
x XX X Xy 'y Xz 'z Xz

en analoog:

t = 3 ]
y yz

zodat uit (6.17) de laatste stap van (6.52) volgt. Dus

t*(s) =w(s) - LM, . (6453)

Analoog krijgen we voor de complementaire energie~-functionaal van de statisch
toelaatbare toestand

T*E) = W(E) - ag , (6.54)

waarbij (zie (6.26))

= %ffédxdy . (6.55)
S

Verder is

W) = & z[ (4, o)y = 2 [ + &y . (6.56)
S

Met (6.55) en (6.56) wordt (6.54)

*6) - & i [ + &2 - soav} s = pocax®) ,  (6.57)

met
k() := l]k(af 2 )2 - 4f}axdy , (6.58)
en £amge . (6.59)

Met het principe minimum complementaire energie (5.38) krijgen we hieruit
K(S) < X(8) . (6.60)
En formule (4.40) geeft

- K@E) <-K(s) = 1(s) sI(S) . (6.61)
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Hiermee hebben we een boven- en een ondergrens gevonden, waartussen de exacte
waarde van de torsiestijfheid, welke een technisch belangri jke grootheid is,
moet liggen.

Voorbeeld: Cilindrische staaf met vierkante doorsnede.

De exacte oplossing van dit torsie-probleem is

'/ _ te vinden m.b.v. oneindige reeksen, We krijgen
dan voor de torsiestijfheid de exacte waarde

|
1

; D = 2,25Ga* .
af

i) We nemen eerst: 9(x,y) = 0, (dit is een slechte benadering).
Dit geeft

4

I= % a* = 2,67a% . (6.62)

ii) Vervolgens nemen we

£(x,5) = A(x® -a®) (5% - b2) ’

zodat voldaan is aan £=0 (en dus F=0) aan de rand.
Dit geeft

K = %4 a5(551~ a?a% 1) :

Het minimum van K treedt op voor A = -5_2 y zodat de kleinste K is

ge.
K = - -2-99- a* = - 2,00,% . (6.63)

Vet (6.62) en (6.63) krijgen we voor D = IG

2,226a* <D < 2,67¢a* . (6.64)

Vergelijken we dit met de exacte waarde, dan zien we dus, dat vooral de

9(x,y) slecht gekozen is. We proberen daarom de functie
N 3 3 . . . . .
iii) 9(x,y) = A(yx" =xy") , (deze functie is invariant t.o.v. draaiing
T 2n
over 7, m, 5 ) .
Deze geeft
D =2,25a%¢ ,

dus een zeer goede benadering.
Nu moet
2,22Ga* < D < 2,25¢0a* , (6.65)

zodat de exacte waarde nu goed ingesloten is.
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VII. Buiging van cilindrische staven

VII.1., Buiging door een moment. Exacte theorie

We beschouwen een cilindrische staaf met lengte £, welke in zijn einddoor-
sneden belast wordt door een buigend moment, gericht langs een van de hoofd-
traagheidsassen van de doorsneden. We nemen aan dat de spanningen in de
einddoorsneden "goed" verdeeld zijn (een exacte definitie van "goed" ver-
deeld volgt verderop).

— ]
_-—’__ '
%.” ' .y |
—*——'——_-.—_-—-G?—-—_—-._.
M\ -
e
V- X

De x-, y- en z-as zijn hoofdtraagheidsassen door het zwaartepunt van de

doorsneden. We defini&ren het begrip: neutrale 1ijn als de meetkundige
rlaats van de zwaartepunten van de doorsneden.

We stellen de volgende spanningsverdeling

2
t, = - fz x , (I& = .f; as) ,
J S (7.01)
t = % =1 =t = % =0

- o —

Spanningsverdeling.
De spanningen volgens (7.01) voldoen aan de evenwichtsvergelijkingen en
maken ook evenwicht met het buigende moment N&, want

M M
= - e - (oL = =L 2 -
%Y .];tzz ds jn< T %>:cds T b 4 dSl N% .
S y Y3 |

We noemen nu de eindspanning “goed" verdeeld, indien ook in de einddoorsne-

den voldaan is aan (7.01). Indien het moment in de einddoorsneden anders dan
rechtlijnig verdeeld is, zal het verschil (want dit geeft een nulbelasting)

volgens het principe van de Saint~Venant snel uitdempen.
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Uit (7.01) kunnen we de deformaties bepalen (M = My y I=1I):

J
e =e =i,
x yy BI !
M
= TETX (7.02)
e = =e__ =0 .

e =
xy X2z vz
Deze deformaties zijn compatibel; we kummen hieruit dus de verplaatsingen

berekenen. We krijgen, afgezien van starre-lichaamsverplaatsingen:

M 2 2 2
uzm(z +vx~ - vy©) ,

M -
vEgTvy o, (7.03)
W=-]‘E‘fxz .

Langs de neutrale lijn (x=y=0) krijgen we

M 2

Yo = BT Z ’
en dit geeft
92 1
(ﬁ) =F=iT »  (R: kromtestraal) . (7.04)
z70
%u 1
In onze benadering geldt inderdaad: — =R want termen van hogere orde
0z

van u worden consequent verwaarloosd. Dus formule (7.04) is, binnen de line=-
aire theorie, exact.

langs de neutrale lijn geldt verder

(%)0 = % z ’ (7.05)
zodat we krijgen
v -x(3), : (7.06)
T —&
X NL.

2
X a2 4]
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Uit (7.06) volgt, dat de doorsneden loodrecht op de neutrale lijn blijven

staan. Dit is de 2zg. Wet van Bernouilli of "stekelvarkenhypothese':

Normale doorsneden blijven na de buiging normaal.

De stelling geldt exact voor de buiging van een cilindrische staaf door een
moment langs een hoofdtraagheidsas. Een technisch veel belangrijker probleem
is echter de buiging van een balk door een dwarskracht; hier gaat echter

bovenstaande hypothese niet meer exact op.

VII.2. Buiging door een dwarskracht. Benaderingstheorie

7

Z X-,y- en 2-3s: hoofdtraagheidsassen,

41x YpP

Ve beschouwen een cilindrische staaf, welke in zijn einddoorsnede belast

wordt door een dwarskracht P gericht langs een hoofdtrasgheidsas.

Dit probleem is om twee redenen moeilijker dan het vorige:

i) Het moment in een doorsnede z is afhankelijk van z, immers
My(z) = P(L=-2) . (7.07)

ii) De spamning tzx % 0, want deze spanningen moeten in evenwicht zijn met
de dwarskracht, dus

ftzx dS =P . , (7.08)
S

Dit probleem is nog wel exact te behandelen met potentiaaltheorie (zie Line=
aire Elasticiteitstheorie I), maar het is een veel ingewikkelder probleem
den de torsie. Bovendien is het probleem van een balk, welke belast wordt
door twee, in verschillende doorsneden aangrijpende dwarskrachten, niet meer
exact te behandelen. We zullen daarom hier een benaderingstheorie afleiden.
mmbmwwM@m%ﬂe@MtWWSMWmw%wmdehmmvﬂemhn
groter is dan een karakteristieke maat van de doorsnede. We beperken ons
hier wel tot enkelvoudig samenhangende doorsneden (dit is geen essentiéle
beperking). We nemen verder aan, dat de volgende benaderingen ook gelden
voor staven waarvan de doorsnede in de z-richting verandert, mits deze ver-

anderingen niet te groot zijn.
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We nemen in het vervolg steeds aan dat de volgende spanningen nul zijn

= = = - oO ’
by = by = by = 0 (7.09)

We defini&ren de doorsnedegrootheden
i) normaalkracht
N := ftzz as . (7.10)
S
ii) dwarskracht in x-richting
Q, = f’cxz as . (7.11)
S

iii) dwarskracht in y-richting
Q := Sftyz ds . (7.12)

We noemen Qx positief, indien hij in een doorsnede, waarvan de normaal in de

positieve z-richting staat, werkt in de positieve x~-richting. Analoog voor

Qy en N.

In

+N  Positieve richtingen.
van N,onn Q,,

e
—
—1
~\—
—T
—
—

Vx . Y‘Q,
) X

iv) buigend moment in de x-richting

M, = fy'bzz as . (7.13)
S

v) buigend moment in de y-richting

W= - |xt, S . (7.14)
S

vi) wringend (of torsie) moment

M, := f(xtyz-y‘txz)ds . (7.15)
S
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We noemen weer Mx positief, indien hij in een doorsnede, waarvan de normasl
in de positieve z-richting staat, werkt in de positieve x-richting en ana-
loog voor My en MZ .

Q 9,(2)
‘ . q9(2): kracht per eenheid
van lengte.
M z
yo Y Y

We beschouwen een ingeklemde rechte balk belast door de verdeelde belasting

qx(z). Uit het totale evenwicht volgt voor de reactiegrootheden in de in-

klemming
£
S RO (7.16)
0
en £
W o= fz;qx(z;)de; . (7.17)
9
7
7 2 S Q,(2)
%o Q,(2) *W
AT
([l - ([
7
Myo* |7 .%z,mym __Mw e |
X
In een doorsnede z geldt ' '
y)
e = [o (e (7.18)
z
en £
w () = [(e-zl (e . (7.19)
Z

Uit (7.18) en (7.19) volgen door differentiatie de drie belangrijke relaties
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]

- qx(z) ’

L=

1]

- Qx(z) , (7.20)

o
N

2
en —L
dz

o
=

= qx(z) .

n

De eerste twee vergelijkingen van (7.20) zijn de globale evenwichtsvergelij-
kingen., De evenwichtsvergelijkingen luiden hier namelijk (alleen txz en tzz
ongelijk nul)

atXZ

3z tk =0 ) (7.21)
en ot,, Ot

ox T oz TX; =0 ’ (7.22)

waarbij in ons probleem kZ =0 en kx voldoet aan

[ RO R (7.23)

3

(7.21) integreren over de doorsnede geeft met (7.23)

3t
f "st+fk s =0,
0z X

S S

of

d
i jkxz as + qx(z) =0 ,
8

en dit geeft met (7.11):
de

Z

o = - a(z) .

(7.22) met x vermenigvuldigen en integreren over de doorsnede, geeft met
(7.11) en (7.14) en met de voorwaarde dat t., = 0 aan de rand van de door-

snede
atxz ot
X d.S+ X zzd_s:
ox Oz

N - B S d.S=-Q(z)-£ﬂx=0
R Xz dz 2z X dz ¢
S

S
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De globale evenwichtsvergelijkingen (7.20) zijn dus te verkrijgen door mid-
deling van de locale evenwichtsvergelijkingen over de doorsnede. Hiermee is"
het probleem van de buiging van een balk teruggebracht tot een één-dimensio-

naal probleem (alleen z als variabele).

Een van de grootheden uit de balkentheorie welke we graag willen kennen is
de verplaatsing van de centrale lijn: uD.AHiertoe moeten we een verband
kennen tussen de buigende momenten in de doorsneden en deze verplaatsing.

In de technische mechanica wordt hiervoor de volgende relatie gepostuleerd

2
d“u
ET 0
M =% =BI—- . (7.24)
y dz

Deze relatie hangt direct samen met de wet van Bernouilli, zoals we in de
vorige paragraaf hebben gezien. Deze wet geldt echter alleen exact voor de
momentenbuiging. M.b.v. een enérgie-beschouwing zullen we laten zien dat de
relatie (7.24) inderdaad in de balkentheorie de beste is die we kunnen kie-
zen. We moeten daarbij bedenken, dat de balkentheorie geldt als een benade-
ringstheorie voor lichamen waarvan de lengte £ vele malen groter is dan een
of andere karakteristieke doorsnede-maat r. We zullen dus moeten trachten
aan te tonen, dat de hypothese (7.24) een goede aanname is voor het geval
dat (r/£) naar nul gaat.

We beschouwen het volgende systeem:

q,(2)

/ P, P

-0

een rechte balk belast door een verdeelde belasting en enkele puntkrachten

en -momenten.

We kiezen eerst een

i) Kinematisch toelaatbare toestand

Stel:
u = g(z) + 32 -5%)p"(z) ’ (! = %%) '
v = vxye"(z) ’ (7.25)
w =~ xp'(z) .

Hieruit leiden we af de deformaties



e

Jy

= vap"

e, = BVIyp™

.
b

e

e

Voor de elastische energie krijgen we uit (7.26)

W= Gvf{e.. e.. +
1Jd 1J

+ BELPE MR + 2 EmPE =) 4 s

- sz (p")2[2v2 +1 +orgyy -2v)?Jav +

2

o [P PEm) Loay -
,

£

= 3EI f(q;")zdx +

0
waarbi j

K = f(yz +3%)2as
s

£

2
v°EK 2
16(v +1 f(cp“')dz ’
0

en waarbij gebruikt zijn de relaties:

I= ‘[xads

S

Aangezien
K. 2
T o(xr<)

en £
[iomye

e _
. -

f (9" )%z

)

krijgen we uit (7.27)

0

1

)

B

=y

y
w=El f(q,")zawo[(ﬁ)?] ,
0

Xz

P 1
z22 »

TTe

(7.26)

= 3v(f -y o .

v
= 2v

T3y (o S }av = G‘I{Z\’sz (") + 2% (o")? +

[(2v = 1)xp"]?}av =

(7.27)

(7.28)

(7.29)
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en dit geeft, als ug de verplaatsing in x-richting van de neutrale lijn
(x=y=0) is

£
» 2
W= E—zl- f(u")zdz + o[ (]) ] . (7.30)
] £
0
Hiermee vinden we voor de potentiéle energie functionaal
£ £
EI 2
us) =S f(ug)dz - fquodz - Sy, PE-uw g} + of[(P®1 . (7.31)
0 0

Hierin zijn P* (M;) voorgeschreven puntkrachten (-momenten) en w (u.l;) de
verpla.atsmgen (verdraaiingen) in de richting van P* (NE:) van de neutrale
1ijn.

We nemen vervolgens een

ii) statisch toelaatbare toestand

We stellen dat M voldoet aan

2
S2eae) 5 ®o_qnm . | (7.32)
dz 2

We bepalen eerst de elastische energie t.g.v. M(z). Hiertoe stellen we de
normaalspanningsverdeling

t =_I—VI£_Z_).Z % =t = 0 .

- T ; wx = tyy (7.33)

Bij (7.33) moet nog een schuifspanningsverdeling gekozen worden, opdat aan
de evenw:.chtsvergellgklngen ken worden voldaan. We gaan hier op deze
schuifspanningen niet verder in, maar ze zullen natuurlijk wel een bijdrage
tot de elastische energie leveren,

Uit (7.33) volgt voor de elastische energie tgv. M(z):
£ 2 £
WM=EEL szzz dV=-é—:~ f%z-dzfxdsa-é%f szdz . (7.34)
Vv 0 0
De bijdrage van de schuifspanningen (dus van Q(z)) bligkt van de vorm te

zijns

fQ dz = — fM') %32 .i o \ (7.35)
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Hierin is k een factor afhankelijk van de vorm van de doorsnede en S het
oppervlak van de doorsnede., Het getal k is van de orde 1. Verder is

L
X f(M' )zdz
S£= 0(x?) en > ) = C(%) )
. f (10)3az

zodat we met (7.34) en (7.35) krijgen voor de totale elastische energie
£
- szdz +o[E?] . (7.36)
0]

De complementaire energie functionaal wordt dus

_ £

G) -y [ifas - G B-upg) o[, ()
0

waarbi j ui’; voorgeschreven verplaatsingen zijn.

Met (7.31) en (7.37) vinden we de belangrijke betrekking

ug) + 0*@) - B f(u")d +EL f( %42 +

'Z .
- fquodz - 1ii{uk Pl’:-ul; M;} - i:{u.i’: Bo-uf' i} o+ o[(-i;)"] . (7.38)

0

We werken dit verder uit tot

£ '

U() + U*(S) EL (u" - l'I-)zdz + |u' Mdz +

’ 2 Of o EI Of
z -

- fquodz - Bt By-up 10} - g B owr n )+ o[E)?] -

. 5 k k
” 2
=5 [y - e 0@ . (7.39)

0
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Bij deze laatste stap hebben we gebruik gemaskt van: g = M" en vervolgens

de tweede en derde term partieel geIntegreerd. De stoktermen vallen dan weg
. e

tegen de sommaties: 12( uk Pk etc.

Als we gebruiken de hypothese

w=d (7.40)

vinden we uit (7.39)
U@E) + U () = o[ (3)°] . (7.41)

Hiermee is bewezen dat voor (r/£) = O de hypothese (7.40) exact is. Deze aan-
name is dus zeer bruikbaar voor lange slanke balken.

Voorbeeld: bepaling van WQ voor rechthoekige staaf.

M 2 .2 .
Stel: tzz=-—(I-z-)-x 3 tzx=—9‘-§-%)-(x - h%) 3 oOverige tij=0 s

en M'=_-Q 3 M =q .

2
_(+v) 2 (1+v) [ Q 2 .2
W= fztzx =% fzIz (x”-n")av =
v v

2.b
p)
aml =Q+—:l andz f(x4-2h£x2 +h*)as =
i Y £ 5 5
"\ £
N\ \z 1 16(1+V) .5 2
x S®I 15T B f(M')d“
0

y)
=ﬁ1?4-(1—5tllh2f(M')2dz , (want I=%bh3) .
0

We hebben nu de volgende vergelijkingen voor de buiging van balken:

i) Globale evenwicht:

- - _ :
dz Qx ’ M

P = q .
de iz ?
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ii) Bernouilli-hypothese

M = EI u" [)
y J

Uit de bovenstaande vergelijkingen volgt de belangrijke relatie

2
L B =g () . (1.42)
dz
Voor EIy = constant geat dit over in:

=q(z) . (7.43)

We hebben dus een 4°-orde differentiaalvergelijking gevonden; we moeten dus
ook vier randvoorwaarden hebben. De volgende grootheden kunnen voorgeschre-
ven zijn (2 op z=0en 2 op z=4£).

i) verplaatsing: u

ii) hoekverdraaiing: u'

iii) buigend moment; dit komt overeen met u" voorgeschreven

iv) dwarskracht; dit komt overeen met u™ voorgeschreven.

Voorbeelden:

vrij:u" =um =0

..... _—-A opgelegd: u = u" = 0 .
----- ——-—% ingeklemd: u = 11' = O .

VII.3, Stelling van Castigliano

We zullen hier de in paragraaf V.3 afgeleide stelling van Castigliano toe
gaan passen op balken.

We onderscheiden voor de elastische energie W de volgende gevallen
i) Buigingsenergie tgv. een moment.

Voor

12(2) . (7.44)
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Hierbij is aangenomen dat de dwarskracht of het buigende moment langs een

hoofdas gericht was. Als we een dwarskracht of buigend moment hebben welke

niet langs een hoofstraagheidsas gericht is, ontbinden we deze langs de twee

hoofdtraagheidsassen. We krijgen dan

I_VIX MX
tzzz-I xX+Iy ’
¥ x

en dit geeft

1 {JI; 2 M; 2 2MxMx
WM=-2-E— sz +I—2y -7 3 xyy dv .
y X *J

Omdat x en y hoofdtraagheidsassen zijn geldt

fx;de=O ’
S

waarmee (7.45) wordt

22 (z 2R (2
WM=?213- -L(—ldz+E1E—f x()dz .
¢ L2 ¢ LJ(z)

We mogen dus de energieén van Mx en My superponeren.

ii) Energie bij een normaalkracht.

Als we nog een extra normaalkracht hebben, krijgen we

LR S b Ay ‘
y x

Ondat x en y door het zwaartepunt gaan, krijgen we hieruit

W=W

£
2
L. + —1_ M.Z_l dz .
Buiging = 2E sz(z)
0
iii) Torsie-energie.

Voor een balk met een cirkelvormige doorsnede wordt de elastische
bij belasting door een wringend moment Mz:

? 1 (2)

W, = 5 w dz , (sW : torsiestijfheid) |
0

(7.45)

(7.46)

(7.47)

energie

(7.48)
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We kunnen deze energie bij de buigingsenergie superponeren. Dus bij een be-
lasting door

M ,M ,M enN
x Y Z

krijgen we voor de totale elastische energie als x, y en z hoofdtraagheids-

assen door het zwaartepunt zijn

Woe W, W W R W . (7.49)
x y

iv) Dwarskracht.

De arbeid tgv. een dwarskracht wag

£ 2
=%f%&ldz , (7.50)
0

waarbij k een functie van de vorm van de doorsnede is.

We kunnen bewijzen, m.b,v. Schwartz-ongelijkheid, dat altijd k = 1 is, immers

Q
(t +t2 )av = = 2 4Sdz = = <Z)dx
X2z y 2G zx 2G 8225 !
A 0

(7.51)
want uit }
2 2
(ﬁ: d.S> < ft dedS ,
XZ XZ
S S S
en
[ 85 =)
S
volgt 2(Z)
ftz ds= % .
Xz S

Het aangeven van een bovengrens voor k voor willekeurige doorsneden is
moeilijker. Voor praktisch belangri jke doorsneden, zoals rechthoeklge en
cirkelvormige, blijkt de k niet veel groter dan 1 te zijn.

Zowel een dwarskracht als een wringend moment levert een schuifspamming t "
De arbeid van deze twee zal dus in het algemeen niet te scheiden zijn. Er
is echter een punt in de doorsnede, nl. het dwarskrachtenmiddelpunt volgens
Treftz, met de eigenschap, dat als de dwarskracht door dit punt gaat de to-

tale arbeid van dwarskracht en wringend moment te schrijven is als
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Opmerking: Indien de doorsnede een symmetrie-as heeft ligt het dwarskrach-
tenmiddelpunt op die as.

De stelling van Castigliano luidt (zie H.V)
u(k) oW

- = , (7.52)

waarbij u( ) is de verplaatsing in de richting van P(k) van het aangrijpings-
puntva.nP

Formule (7.52) kan ook gebruikt worden voor het bepalen van zg, statisch on-
bepaalde reactiekrachten. Voor een ondersteund lichaam belast door krachten
en momenten gelden in het algemeen 6 evenwichtsvergelijkingen, Indien er
meer reactiekrachten zijn dan evenwichtsvergelijkingen noemen we een lichaam
statisch onbepaald.

Voorbeeld:

A P
1-voudig statisch onbepaald.
IRy Ry Ry

Stel we hebben een m-voudig statisch onbepaald systeem (R t/h R ) belast
door n krachten (P t/h P ) Dan is de elastische energie

W= W(P1,...,Pn,R1

,ooo,Rm) .
We nemen nu aan dat de ondersteuningen star zijn, d.w.z. de verplaatsing
u(l) van het aangrijpingspunt van Ri in de richting van Ri is nul. We slui-

ten dus verende opleggingen uit.
We krijgen dan de extra vergelijking voor R.i

u(i) = = a?:_{w , (i = 1,...,111) , (7~53)

waaruit we de onbekende reactiekrachten kunnen bepalen.
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Opmerking
. a | Als we een verende ondersteuning
2—%1 JP hebben, moeten we de veer bij het
(Pa-R&) 1 systeem nemen en de elastische ener-
2 3’; gie van het totale systeem (balk
] plus veer) bepalen.
Voorbeelden

Voorbeeld 1:

We beschouwen allereerst een statisch be-
paald probleem, met een belasting in het
vlek van de constructie, Dit is een inge-
kleinde kwart cirkel, belast door een
kracht P. We veronderstellen dat de meet-
kundige configuratie zo is, dat alleen
vervorming optreedt in het vlak van de
kwart cirkel., Gevraagd wordt de horizon-
tale, verticale verplaatsing van en de
hoekverdraaiing in het punt A.

We voeren de hulpkracht Q en het hulpmoment M in. Het oppervlak van de door-

snede is A. Een coéfficiént typerend voor de doorsnede is k. De arbeid is

W = EE!-I-fu%ds + EEl_ATfNads + === [D%as (7.54)
Bij de belasting (P,Q,M) is

M, =Pr(1-8in ) +Qr cos 6 + M ’

N=Pgin 0 - Q cos © , (7.55)

D="Pcos 6 +Qsin 6 ’
waarin D de dwarskracht is (ingevoerd om verwarring met Q te vermijdem).

We vullen (7.55) in (7.54) in en verkrijgen

n/2

W= | (Pr(1-sin 6) +Qr cos 6 +M)® r a6 +

n/2 n/2
+ o (P 8in 6~ Q cos O)Qrde + £ (P cos ©+Q gin e)zrde
ZEA ' 2GA
0

| (7.56)
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De verticale verplaatsing v is

= [ _ (3n P_r_i E_P_r_ E.Rr.
" (ag>Q=M=o . (4 -Q)EI * T k 4 GA . (7.57)

De horizontale verplaatsing h is

3
h e (%%>Q=M=o -BT-Er R (7.56)
en de hoekverdraaiing is
oW Pr?
v o <W>Q=M=o =3r (W2-1) . (7.59)

Het is duidelijk dat de eerste bijdrage in (7.57), (7.58) en (7,59) van de
buiging komt, de tweede ven de normaalkracht en de derde van de dwarskracht.
Voor het traagheidsmoment I kunnen we schrijven

I=p.A.a% (7.60)

waarin d een karakteristieke lengteparameter is van de doorsnede, A het op-
pervlak en p een constante van de orde 1. Met (7.60) zijn de drie bijdragen
te vergelijken. Het blijkt dat de buigingsterm (r/d)2 groter is dan de an-
dere, Daarom wordt vaak normaalenergie en dwarskrachtenergie verwaarloosd
tegenover buigingsenergie.

Voorbeeld 2:

We bestuderen nu een statisch bepaalde
constructie, welke loodrecht op het vlak
wordt belast,

Een halve cirkel met straal r is ingeklemd
bij A en wordt bij C door een puntlast P
loodrecht op het vlak belast.

Gevraagd wordt de loodrecht verplaatsing
van B,

In B brengen we de hulpkracht asan Q, We
hebben nu

as +2—;;fwé s, (7.61)
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indien Mb resp. MW het buigend en wringend moment zijn en Sw de stijfheid
tegen wringing.

We superponeren ' |

M = M1(>1) + 12) ’ (7.62)
de bijdragen resp. van P en Q en

Wy = %(11) P (7.63)
Dan wordt

R R e IR

De gevraagde verplaatsing is

o at?) a(2)
- (%>Q=o =E1—IfMl<>1) }:bQ ds +§%f%€l1) g 48 . (7.65)
Nu is
M£1) = Pr sin ¢ ,
Mv%') = Pr(1=-cos ¢) ,
(7.66)
Méz) = Qr cos ¢ ,
Nérz) = Qr(1 +sin ¢) , |
waaruit volgt
(7.67)

Mu volgt een statisch onbepaald pro-
bleem van een in het vlak belaste
constructie. Een ingeklemde ring
ABC, met de straal r en de buig=-
stijfheid EI wordt in C door een
kracht P belast. Het punt C glijdt
in een bus en kan alleen verticasal
bewegen. Gevraagd wordt de zakking
van C,
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De reactiekracht door de bus uitgeoefend is Q. In de doorsnede D is het bui-

gend moment
M= Prsing - Qr(1=-cos ¢) . (7.68)

De energie W is

W =-§El—fM2 s (7.69)

waaruit volgt

S0 _ A [ou
uy=0=3" EIfﬂ 5g 45 - (7.70)
Na invullen volgt uit (7.70)
2P
Q = Py . (7.71)
De verplaatsing up is ma
up = gvlz (L +8> . (7.72)

Voorbeeld 4:

We geven nu een voorbeeld van een

r‘ Pr fM statisch onbepaald probleem, waar-
2 bij de constructie loodrecht op
het vlak wordt belast.

Een halve ring DiCB is bij D en B

ingeklemd. De straal is r, de be-
lasting P in A staat loodrecht op
het vlak. Gevraagd wordt de zak-
king in A.

Op grond van de symmetrie zien we dat de reactiekrachten in B en D gelijk
P/2 zijn. BEvenwicht en symmetrie vereisen voorts dat, zowel in B, als in D,
een moment evenwijdig BD werkt, dat gelijk is aan % + De statisch onbepaal-
de is het moment M, dat gelijk is en tegengesteld gericht in B en D.

Het buigend moment is in C
Pr . Pr
M ==-sing + (M-—z-)cos Q R (7.73)
terwijl het wringend moment in C is

My = F (1-cos 9) + U-Zsin g . (7.74)
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De energie wordt

n/2
1 Pr . = 2
W= /(2 sin 9 +M cos )" rdo

0
/2
+-G%-' %r_ (1 ~cos @) +M sin q))zrdcp , (7.75)
0
0
als =1~ %? (7.76)
en we ons beperken tot een cirkelvormige doorsnede. M is bepaald door
9¥ =0 s waaruit volgt
oM
= Pr
M=-= . (7.717)
De zakking in A is
oW _ P> m 1. P 3m 1
Pt i <‘§"z'ﬁ)+€f;(s‘1‘§ . (7.78)
Is a de straal van de doorsnede, dan wordt (7.78) !
3 2 2
_ _Pr N -4 30 =8n=4
YT x| B YT 3¢ y (7.79)
2n a

VII.4. Doelstellingen van de technische mechanica

Uit technisch oogpunt 2zijn de volgende eigenschappen van een constructie be=-

langrijk:

i) sterkte,

ii) stijfheid,

iii) stabiliteit.

Bij de bepaling van de sterkte zoeken we de bij een bepaalde belasting op-
tredende maximale spamning en kijken of deze kleiner is dan de toelaatbare
spanning.

Voor het bepalen van de stijfheid berekenen we de verplaatsingen behorende
bij een bepaalde belasting (bv. met Castigliano).

Het onderzoek naar de stabiliteit is een veel moeilijker probleem. We kunnen

dit zien aan het volgende voorbeeld:
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Beschouw een ingeklemde staaf, welke belast
wordt door een normaalkracht P. Als P klein

genoeg is zal de staaf alleen ingedrukt wor-

den. We maken nu P steeds groter; dan zal bo-
ok : ven een bepaalde kritische waarde (Ek) de

staaf gaan uitknikken. Voor P > Bk heeft het

probleem dus twee oplossingen:

i) alleen indrukking,
ii) uitbuiging en indrukking,

dew.z. de oplossing is niet meer eeneenduidig. Dit is in strijd met de line-
aire theorie. Dus: het stabiliteitsvraagstuk is een essentieel niet-lineair
probleem en past dus niet binnen het kader van dit college. Dit probleem
wordt behandeld in het hogere jaars college: Stabiliteit.
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VIII. Elasto-dynamica. Lineaire theorie

VITI.1. Bewegingsvergeli ,jkingen'

We beschouwen alleen trillingen van een voorgespannen snaar en een balk,

1. De snaar
Een snaar is een elastische draad
) zonder buigstijfheid. In zijn rust-

toestand werkt op de snaar een rek-

kracht T (de zg. "voorspanning").

x We beperken ons tot kleine amplitu-

den. De uitbuiging wordt gegeven
door de functie y(x,t). In de evenwichtsstand ligt de snaar langs de x-as
van O tot £,

TedT We bekijken de beweging van een ele-
ment ds, geprojecteerd op de x-as
a s a+da als dx. Omdat we ons beperken tot
T kleine uitwijkingen geldt:
dx | sin a M o s cos o N1 .

Dan is, in deze benadering, de horizontale kracht ter plaatse x :
Tcos an~T ,

en ter plaatse (x+dx) :
T cos(a+da) & T )

dus er werkt, in deze benadering, geen resulterende horizontale kracht op ds.

De verticale kracht op ds naar boven gericht is

(To)y = (Te) = 3 (Ta)ax + 0(a%x) (8.01)
Omdat

/€250 R

ax '

volgt uit (8.01) voor de verticale kracht op ds @

T&i%dx

. (8.02)
ox

Indien p de massa per lengte-eenheid van de snaar is, is massa maal versnel-
ling van het element ds gelijk aan
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32
pdx er

.03) .
i (8.03)

eveneens naar boven gericht. Uit (8,02) en (8.03) vinden we volgens Newton

2 2
a_.;L..%g-azI=o , (8.04)
0x 9t

waarvoor we ook kunnen schrijven

82 1 9°

-z L=0 (8.05)

0x 02 0t
met

T
c = \[/= . 8.06
\s (8.06)

2. De balk

We gaan uit van de vergelijking voor de statische uitbuiging van de balk,
welke in de hier gebruikte notatie wordt

22 (g 20 _
o <EI ;{a}) = q(x) . (8.07)

Indien de oppervlakte van de doorsnede ter plaatse x,S(x) bedraagt en de
dichtheid p(x), dan kunnen we voor gdx de traagheidskracht

2
- o5 %L gy , (8.08)
342

invoeren volgens d'Alembert. Dan wordt (8.07)

82 32 32
- <EI —-f-) +ps =L-0 ., , (8409)
ox 0x ot

Dit is de bewegingsvergelijking voor de balk. Indien er nog krachten a(x,t)
per lengte-eenheid op de balk werken, wordt (8.09) gegeneraliseerd tot

32 32 32
Y (EI —-f) +p5 =L=q(xt) . (8.10)
ox ox 0t
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VIII.2, Principe van Hamilton

We zullen de bewegingsvergelijking voor de balk (8.09) afleiden met behulp
van het principe van Hamilton. We beperken ons tot balken, waarbij aan de

randen geen energie in het systeem gestopt kan worden (dus geen verende op-
leggingen).

We beschouwen een verandering van het verplaatsingsveld 2t bﬁ'waarvoor
geldt:

i) aui = 0 op die plaatsen, waar de verplaatsing is voorgeschreven
(8.11)

. ol s

ii) (faui)’j = 6ui,j en 3¢ (6ui) = ol . (8.12)

Dan geldt de volgende vergelijking

jbﬁ. du, 4V + ‘ft.. du, . 4av - y[ﬁ. du, dV - .fg. du, dS =0 .
i1 ij "Ti,J i771 i77d

\j \j v S
(8.13)
Bewijs:
Het (2.04) en (3.06) kunnen we afleiden:
jk. du, dv + ~ft. du, dS =
1l 1 1 kR
v S
= ~fk. du, dv + jkt.. du,) . dV =
i 71 ij 17,3
i
= L[(ki-+tij,j)bui av + ~[tij(ﬁui)’j av =
-
= |pu; du, av + b, . bu, . av .
J ’J q.e.d.
Mu is volgens (5.26)
Jtij bu; 4V - fki bu, av - fti bu, @5 =8U (8.14)
V S



want, volgens (8.11)

ft. 6u.dS=ft. du. ds ,
i77i i1

b3 S

omdat 6ui = 0 op Su .

9.

(8.15)'

Als we (8.13) integreren naar t, van t, tot t,, krijgen we met (8.14):

t1 1
. %, %, 5(&2)
= -fpui 6ui dav + f{ f 5 dt}pdv .
v t1 v t1
We eisen nu bovendien dat
6ui=0 voor t=t1 en t=t2 ,
waarmee (8.16) overgaat in
t, t, 52 t2
f dUdt = f fb(%) pdVdt = f T dt ,
t1 v t1

met T: kinetische energie.

Hiermee is bewezen het principe van Hamilton

t2 .
bf Ldat =0 ’ L=T-T ,
t
1
voor continue systemen.,

Voor het geval van de balk is

£
3 2
-%fps é%)dx ’
0

y
32 2
0 ox

=1
I

terwijl

[
I

t2 t2 ty
f&Ud’c=—f {fpui 6ui dv]d’c=- f fpui 6ui dt 4V =
t v Vot

(8.16)

(8.17)

(8.18)

(8.19)

(8.20)

(8.21)



(8.19) wordt hier dus

S (82 g

Met (8.12) kunnen we (8.22) schrijven als

f f e

We vormen (8.23) als volgt om

f fpS 3t at dydxdt = f f

t, £
2 32
= -f fpS =L 3y dx dt .
at?

1

(¢34 [o}]
[

36—6y EI 2
0x’ ax

95.

. (8.22)
}dxdt . (8.23)

d(53’)
(8.24)

Bij de laatste stap is gebruik gemaaskt van (8,17).

De tweede integraal in (8.23) wordt

t2 £ .2
S
3 0x

d
d(s; dy)dt =

t'l
£ y) . 4
2/ 2 2 2
=- | 1B13E Loyl as +f fa iEI a—l}-d-aydxdt
a2 9% J ox i 1@
X X
£ 0 £
1 1
t, y) t 2 y;
=-f {EI—XZXB( )} dt+f E{El—aﬂay it +
£ 0 0 £ 0x 0
1 1
t, zaz
- f f v {EI —-‘}}wdxdt . (8.25)
£ g 0 ox
1
In (8.25) zijn
\ ) y)
BT &L 5L en lmrLXipy
2 ox 0x 2 4
ox 0 0x 0
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resp. de arbeid verricht door het moment en door de dwarskracht san de ran-
den. Aangezien we eizen dat aan de randen geen energie wordt toegevoerd,
moeten deze termen nul zijn.

Uit (8+24) en (8,25) volgt dan, dat Hamilton's principe voor de balk over-
gaat in

t, £
2 2 2 2
-f [pS oy . 62 [EIaz‘Y“E)ydxdt=O . (8.26)

0t2 3y dx
t1

Daar (8.26) moet gelden voor willekeurige dy moet

3% (.. a2 %
L 5EI LYy ps —-f =0 . (8.27)
ax? 0x ot

Dit is weer de bewegingsvergelijking voor de balk (8.09).
Op analoge wijze kunnen ook andere bewegingsvergelijkingen worden afgeleid.

VIII.3., Trilvormen

We bekijken van de snaar en de balk harmonische trillingen; dit zijn tril-

lingen van de vorm
y(x,t) = W(x)cos wt , (8.28)

waarin w de hoekfrequentie is.
Substitueren we (8,28) in (8.05) en (8.09) dan krijgen we

voor de snaar

2
i—‘} +x2w=0 k=2 (8.29)
dx '

en voor de balk

2 2
4 (i) _sPw-0 . (8.30)
ax? dx2

De vergelijkingen (8.29) en (8.30) kunnen alleen worden opgelost, indien de
randvoorwaarden gegeven zijn. Deze zijn homogeen, zodat deze vraagstukken
aanleiding geven tot eigenwaardeproblemen. Een triviale oplossing is steeds
W =0

We zullen nu de snaar en de balk afzonderlijk beschouwen.
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1e De_snaar
De snaar is ingeklemd bij x=0 en x=4, zodat de randvoorwaarden worden
W=0 op x=0 enop x=242 . (8.31)
De algemene oplossing van (8,29) luidt
W(x) = A cos kx + B sin kx . (8+32)
Uit (8.31) volgt dan
A=0
en Bsinké =0 ’ (8.33)
waaraan wordt voldaan door

B=0 , & W= 0)
of B #0 , k=%’l , n=12,.. . (8.34)

De waarden (8.34) van k zijn de eigenwaarden. De eigenfuncties zijn

nnx

Bn sin jz- .
We noemen
nn
w =c , , (8435)

de n° eigenfrequentie.

De totale oplossing voor de trillingsvorm van de snaar luidt

y(x,t) =% B sin(%‘?-‘- cos(’i;f—‘-’- %) . (8.36)
n

B, volgt uit de beginvoorwaarden voor y(x,0) .
Het hoofdprobleem in de mechanica is het bepalen van de eigenfrequenties.

2. De balk

We behandelen alleen de balk met constante buigstijfheid EI, dichtheid p en
doorsnede S. Dan wordt (8.30)

4
aw 4 4 S 2
b LA S G (8.57)

Om (8.37) te kunnen oplossen moeten aan elke rand twee randvoorwaarden ge-
geven zijn, welke kunnen zijn
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2
i) opgelegd: W=%% -0 |
ax?
L W
ii) ingeklemd: W = % =0 ,
C.odfw aw
iii) wvrij: — =—>5=0 .
dx dx

We behandelen als voorbeeld een balk waarvan het ene einde ingeklemd en het

andere vrij is.

De algemene oplossing van (8.37) luidt
W(x) = A sin kx + B cos kx + C sinh kx + D cosh kx . (8.38)

Uit de randvoorwaarden

W=%=O op x=20 ’
2 3
4w _dW O op x=4 ,
¥ dax’

volgt dat W(x) te achrijven is als ‘
W(x) = A[sin kx - sinh kx] + B[cos kx - cosh kx] , (8439)
waarbij voor A en B de homogene vergelijkingen gelden
A(sin k& + sinh k&) + B(cos kf + cosh k) = 0 R
} (8.40)

A(cos k& + cosh kf) + B(- sin k& + sinh k) = 0

De vergelijkingen hebben alleen een niet-triviale oplossing, indien de de-

terminant
,(sin k¢ + sinh k¢) (cos k& + cosh k£) ’ .
l(cos kE + cosh kf) (- sin k¢ + sinh k&) ’
wat kan worden vereenvoudigd tot
cos kf cosh kf = =1 , (8;40)

een transcendente vergelijking met de oplossingen
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k1,8 = 1,8751--0 ; kz'e = 4’6941900 k3z = 798548"' b

etc. (8.41)
De eigenfrequenties zijn
(x _2)?
I
£ = \Fb‘s" £ . . (8.42)

2ng

VIII.4. De methode van Rayleigh voor de approximatieve berekening der

eigenfrequenties

We beschouwen alleen de balkenvergelijking

2 2
-d—2<EI g—i—v) -es®W =0 . (8.43)
dx ax

Vermenigvuldigen we (8.43) met W en integreren we over x van O tot £, dan
ontstaat

y) 2 |
2 2
fw L(EI 9—;’-’) ax - ? fpSWzdx =0 . (8444)
dx? dx 3

0

Door parti€le integratie vormen we de eerste integraal van (8.44) om tot

y) 2
2 2 2

w4 EI-d—W->dx=W-£C—<EI%> +
d? d? dx’

0
aw & g i Ew
-5;[(}:1—#'1) + fEI ——'->dx . (8+45)
ax? ax?
o 0

Bij natuurlijke randvoorwaarden zijn de eerste twee termen van (8445) nul,

zodat

f ;I(ﬂyzdx

2 0 ax’

W = % . (8.46)
fpSWz dx

0

We onderzoeken eerst de betekenis van (8.46), Met
¥y(x,t) = W(x)cos wt ’

wordt de kinetische energie
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£ 2 )
2
T = %fps (%‘tl) dx = % o® sin%ut fpsw2 dx , (8447)
0 0

terwijl de potenti&le energie U wordt
% 2
T =% cos2ut fEI (9-12“) ax . (8.48)
S dx

Formule (8.46) drukt dus uit dat

T =7 , (8.49)

waarin T(U) de middelwaarde van T(U) over een periode is, op grond van

cos®wt = sin‘wt = & . (8.50)

Zoals direct uit (8.47) en (8.48) blijkt, komt (8.46) ook overecen met
T + U = constant

Rayleigh's principe leert nu het volgende:

Stel W(x) is de exacte oplossing. Beschouw een kleine afwijking van deze
oplossing: W(x) + dW(x). Substitueren we deze oplossing in (8.46) dan vinden
we: W+ 6w2. Volgens Rayleigh is nu 5% = 0 ;s dew.z, W? is stationair te-

genover kleine veranderingen in de waarden van W(x).

Bewis
We gebruiken het principe van Hamilton (8.19), dat hier wordt
t 2 . £
(L 2 . 2 2 12 a2\ 2
6f Zw 8in wt‘fpsv& dx - 5 cos w’cofEI —2> dxpdt = 0 .(8.51)
t 0] ax

1
De variaties moeten voldoen aan (8.17), dus moet
W (x)cos wt, = W(x)cos wt, =0 , (8.52)
waaraan voldaan is door de keuze
13
b, =5 , t, =& . (8.53)

et (8.53) wordt (8.51) geintegreerd over de tijd

£ 2 .2 £
dxz
0
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Uit (8.46) volgt

0
y)
2,7\ 2
- fEI M) dx-bfpSWzdx]=
dxa
0
2.0 2
- beI(g—-W-) dx—wapSWzd_x =0
) 2
X
fpSWzdx
S
op grond van (8.54). gee.d.

De praktische betekenis van Rayleigh is gelegen in het feit, dat in veel
technische problemen het wverloop van w? in de buurt van de exacte oplossing

erg vlak is. Het principe van Rayleigh is een minimum-principe, d.w.z. de

gevonden benaderingen voor w? zijn altijd groter dan of gelijk aan de exacte
oplossing. De laagste waarde van het quotiént (8. 46) geeft de grondfrequen-~

tie,

Opmerking. We zijn er bij de voorgaande beschouwingen steeds van uitgegaan
dat aan de randén geen energie in het systeem gebracht kan worden (natuur-
lijke randvoorwaarden). Hieraan is bijv. niet voldaan bij een balk welke
ondersteund wordt door een veer. We moeten dan het totale systeem (dus

balk + veer) beschouwen,
Voorbeelden

1. We zoeken opnieuw de grondfrequentle van de balk, welke vrij- 1ngeklemd

is, Een functie die aan alle randvoorwaarden voldoet is

W(x) = cx® (662 - 44x +x2) . (8.55)

Opmefkigg Een goede probeerfunctie W(x) moet steeds voldoen aan de kinema-
tische (of geometrische) randvoorwasrden (dit zijn randvoorwaarden voor W en
dW')’ mear hoeft niet noodzakelijk te voldoen aan de dynamische randvoor-

waarden (voor I en D).

Met (8.55) vinden we als approximatieve waarde van de grondfrequentie
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wa = E'S; —14— 12,46 ’ (8°56) .
£

he)

waaruit volgt

¢ - )112;126: \/’g__sf . (8.57)

2nt

De exacte co&fficiént is: \112‘,3623....
We verbeteren nu de benadering als volgt. Indien de balk belast wordt door

een geconcentreerde kracht op x=a is de doorbuiging

W(x) = c(3ax® -x°) , O<sx<a
2 . (8.58) !
W(x) = ca® (3x~a) , O<sx<g
Bij deze doorbuiging vinden we met Rayleigh
2 1ET 1 a
w = , == (8.59)
pS.ll4 3a-3d2+a3-ia4 4

35

We kiezen nu a (dus «) zodanig dat w? minimaal wordt. Het maximum van de

noemer van (8.59) ligt nabij a = 0,75 en is ongeveer: 31/32. Hiervoor wordt
(8.59)

. 3%_1_2_5_‘.413 12,39 =L . (8.60)
PS L pS L

2e

We krijgen in dit geval een extra term in de kinetische energie t.g.v. de
massa M, Het Rayleigh-quoti&nt wordt dus

)
fEI(W" )2 ax

W? =8 y; . (8.61)

fpsw2 dx + M2 (-g)

0

We proberen eerst

W(x) = ox(3£2 - 4x°) , o<x<2 . (8.62)
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Dit is de statische uitbuiging bij een kracht in het midden ven de balk.
(8.62) substitueren in (8.61) geeft:

W = F*} ——A%Q»_—— , m= pgS . (8.63)
£ M+ 70 m .
Als we voor W(x) nemen de vrije trilvorm voor het geval M = O:
J W(x) = sin(%%) , (8.64)
vinden we
4
L F R A . (8.65)

22 2(M+ 3nm)
De resultaten (8.63) en (8.65) zijn in redelijke overeenstemming.
5. % 4
L . |

] Dit is een voorbeeld van een systeem met een verende ondersteuning. We moeten

nu dus ook de energie van de veer in rekening brengen. Dit betekent dat we in
de potenti&le energie een extra term krijgen t.g.v. de veer, welke gelijk is

aan (¢ = veerconstante)
£
s, 0 .

Het Rayleigh-quotiént

y
EI f W Yax + oW (é)

2 Q

W = 2 . (8.66)
pS fwz dx

0
’ Kiezen we als uitbuigingsvorm
W(x) = Sin(E) ’

£

dan vinden we

w = % +E7 . | (8'67)
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