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Inleiding :

In dit college zullen de deformaties van continue lichamen bestudeerd
worden. De grondlegger van dit deel van de mechanica is Cauchy (+ 1824).

We noemen een lichaam deformeerbaar, indien het onder invioed van uit- é
wendige krachten van vorm kan veranderen. Een deformeerbsar lichasm heeft one-
eindig veel graden van vrijheid, wat aanleiding geeft tot partigle differen-
tiaalvergelijkingen, Dit in tegenstelling tot het college "Theoretische Me=
~chanica", waarin de bewegingen van starre lichamen worden behandeld, ﬁeze

lichamen hebben slechts een eindig aantal graden van vrijheid, zodat ze be-

schreven kunnen worden door gewone differentizalvergelijkingen.

We kunnen dit college splitsen in twee delen, nl.. r

i) Een inleiding in de lineaire elasticiteitstheorie (T t/m V).

Hierbij hetekent

a) lineair: we beperken ons tot zeer kleine deformaties,
b) elastisch: het lichaam keert na opheffing van de werking van de uit-

wendige krachten haar zijn oorspronkelijke onvervormide toestand terug.

ii) Een inleiding in de sterkteleer (VI t/m VIII).
In deze hoofdstukken worden approximatieve berckeningen gegeven, spe-

¢iaal voor de torsie, buiging en trillingen van balken,




'I. Deformaties.

Tals ,'Verplaa:t_z‘a’i:ngen .

We bééchouwen. c'ontinue, deformeerbare lichamen. Een lichaam heet deformeer-
baar, indien het onder invloed van uitwendige krachten van vorm kan veran=-
derens Bij de vervorming zal ieder punt van het lichaam een verplaatsing
ondergaan, .welke een vecfor is met drie componentep: u, =u u, =ven u, =W
s U

We zullen zowel de u,y u notatie als de u, v, w notatie gebruiken. In

2? 3
het algemeen zijn u, v en w van plaats tot plaats verschillend, dus:

w = (x ) . (1.01)

Formule (1.01) drukt uit, dat er een verplaatsingasveld is. We nemen aan dat
u, een continu-differentieerbare functie van X, is. De verplaatsingen bestaan
in het algemeen uit een translatie en een rotatie als star lichaam plus een

locale verplaatsing.
%3

I : oorspronkelijke toestand .
X, IT ¢+ gedeformeerde toestand.

We gean nu kijken nasr een lichaam, dat gedeformeerd wordt van toestand I
nasr II (zie figuur). We beschouwen een punt PO‘ ven dit lichaam, welk punt

in toestand I de coBrdinaten: £ , £ , £, (in het cartesische stelsel X 5 X

2 2
x3) heeft, Na deformatie (II) gaat dit over in P met coBrdinaten: Xy X, X
Er bestaat dus een afbeelding:
X = xulty) . (1.02)

Deze afbeelding moet voldoen aan de wvolgende iwee topologische eisen:




_Ihaien we alle grootheden uitdiukken in B spreken we van Lagrange-systeem»

-mncellege—zullen—beperken, ig-er echter geen verschil tussen beide systemen, ... .

_W"e beschmrwen. (a.e - (u 3y

“ Méﬁ (1r@4), (1.05) en (1 06) krijgen we hiervoor:

1« Twee punten die voor de deformatie oneindig dicht bij elkear liggen, blijven
ook na de deformatie oneindig dicht bij elkaar (d.w.z. we laten geen scheuren

in het lichaam toe).

2. Fen punt dat op de rand (resp. in het inwendige) ligt, blijft ook na de de~

formatie op de rand (in het inwendige) liggen.

De verplaatsing van P defini8ren we als:

u =X, - Ei . o (1.03)

1

We gaan nmu kijken nsar een punt Q@ , dat op een infinitesimale afstand ven P0
ligt. De coBSrdinaten ven Q@ zijn: ?’k + d&k v68r de deformatie en: X + dxk na
de deformatie, Het is duidelijk, dat een lijnstukje POQO met een eindige lengte,

dat voor de deformatie recht is, door de deformatie krom kan worden.

Nu geldt:
du,

df, = dx, = du, = dx -—dx. =dx, -~ u dx *) (1.04)
i i i i dx, J i 1,3 j '
aui
wa.a:fm.g: ui,j = ‘a";; .

e

et i .

il

We hebben hier u; beschouwd als functie van x . We kumnen u, echter ook beschou-

wen als functie va.n & immers:

w ) = ufx 61

Lclem ba.;] X, van Euler-systeem. In de 11nea1re theorie, waartoe wij ons in dit

We noemen de lengte van het lijnstukje P Q, : d_,ﬂo en van PQ: df. Dan geldti:

2
c}"80

]

dt, a4y ’ (1=1,2,3) , (1.05)

i

2 o
S Af” = dx, dx, .- (1.06)

-52. ‘ IJ d. ‘format:.es

% (cu. -..d,zo) =% (d?i dx, -dg, dg.) =
4 . _ -
=2[dxi ax, - (dxi'ui,jdxj)(dxi-ui,k dx_k)] =

"




'%{:uj,k dx; dx v w5 dxg AR muy gu g drgde ]

a'.%j(u'.j’k s - ui;j ui,k)dxj ax, . | (1.07)
We definiéren nu de deformatiefensor eij door:

+(a£® - all) = o, dx, dx, . -~ (1.08)
Vergelijken van (1.07) en (1,08) geeft:

. . ='"1“ . .+ . . "‘1 . P . ]
elJ 2(u1!3 uJyl) Eukvl uka (1 09)

We zullen ons in dit college steeds beperken tot zeer kleine (wiskundig:
infinitesimale) deformaties, Dan is het mogelijk de tweede grasds termen in
(1.09) te schrappen, zodat we krijgen

=
eij-—ﬁ(ui’j + uj,i) . (1.10)

De niet=lineaire theorie, die we krijgen indien we de laestste term vean (1.09)

niet verwasarlozen, wordt behandeld in het college: contimums-—mechanica,.

De tensor e (i, = 1,2,3) heeft eigenlijk 9 componenten, maar aangezien
(zoals direct volgt uit (1.09)) &5 = €312 blijven er maar 6 verschillende over.

In de techniek worden gebruikt de notaties:

e = ., .
x ox ' 7y 3y ' "z o9z '’
. (1411)
du , ov v ow 0w ou
= === e e e rr — — e = e e
Yxy 8y ox ' Yyz bz * ay ' Yax T ax oz
Vergelijken van (1.10) en (1,11) geeft:
E.=e,, 4 Y. =2e  , etcs (1.12)

Uit (1.08) volgt dat 8; 4 een tensor is van de tweede orde, Immers: '%(dﬂz-dﬁi)
is invariant tegenover orthogonale colrdinaten-transformaties:

X, = jij Jc‘j . (rotatie van het assenkruis) . (1.15)

. . . . - igs 48 .
ﬂij is de richtingscoainus tussen x; en xj. In het algemeen is zij ¥ i



Verder geldt:

E T il I B P TR S (1.14)

o,

: Kronecker-delta .
Jjk .

Ondat  (44°-ds)) inverient is, geldt:

ekﬂd.x.kdx£=ek£dxkdx£ . (1,15)
Nu is:

Sp B WX = o p Hey Oxg Ly A% =

=4, ij ejidxkdxz o (116)
Dus:s

o = %ip F5x %4y (1a17)

Door formule {1.17) te vermenigvuldigen met jpk en Zqﬂ vinden we (met (1.14)):

.e. © e =_e- .

= £ =
Pas ™ *in Fap P3c Foc %15 7 g P %15 T Opa

® s ok

- P .
e5 = 4ix Y54 s (1.16)
. We hebben de deformaties volledig wisk:undig.formeel ingevo'erd. We gaan nu de

physische betekenis ervan onderzoeken.

Tndien we de punten P en Q zodanig kiezen, dat ze na de deformatie langs de

x, -as liggen (dan wordt dx, = dx, = 0) gaat (1.08) over in:

1(af° ~al) = o, ax . (1.19)

Nu is: df = dx, , zodat:
2 2 !
dL” - 4% df =3d.k al +de
0 _ 0 Q

e ., = = . . (1420)
i pdg? az 244 -

Bi»-;j ‘infinitesimale deformaties verschillen d£ en df, slechts een waerde,
welke _klein is van een hogere orde den MO. Dus mag gesteld worden:
.. . - ‘
a4 +dk '

Qb m b . (1.21)
5 0 .

e T T 2

"
g
g
;

; o
;




Hiermee wordt (1.20):

af = d.eo
e, *-7;;—- . o (1.22)
0
e11 is dus de relatieve verlenging van een element ven de lengte d£4_ in de Xy~
richting. We noemen het de rek in de x1-richting. Op gelijke wijze blijken e,
en ., de rekken te zijn in resp. de X,- en de xs-richting.

We onderzoeken nu de betekenis van e

12°
g
C
|
CO
df#
12
dg
Eeo
B ] .
= 0 A "‘(1) B
(n
A, dF dx
.
1

- -
De wvectoren AdBo en AOCO gaan na deformatie over in de vectoren AB en AC, welke

evenwijdig zijn ean resp. de x,~88 en de x,~as. Den geldt, zoals we hiervoor

hebben gezien:

= (1) 7 (2) |
IéE(')l==%%¥;%Tf; 1) - %ﬁ%;%—Ly ‘ (1.23)

22

Uit het skalair produkt:

@), &) - dE,(1) ( = 1) ]ae )] cos (3 + ) (1.24)
lgt:
e dr,g‘) ar 2)
cos (5 + Q) = - gin ¢ = [&E({jlldg(iy[
Met: dgi = dxi - ui,j dxj '



wordt dit:

(1) _ . (Dy0ae?) _ 4 (2)
) (‘?"i 1,4 0% 1) (axy 1 X ) . (.2s)
EASIEARY |

]

gin @

Aangezient

i) =(ax,,0,0) en &(2) . (0,ax,,50)

2
krijgen we met (1.23) als we de termen van de orde (ui j) verwaarlozen:
’

(

u + ]
Yi,2 u2,1)‘5111 ax,

sin ¢ = =(u _+u . )=2e » e (1.26)

dx dx 1,2 241 1
12 '

Omdat de deformaties klein zijn, is ook |g| << 1, deWwez.: sin ¢ = ¢, zodat we

tené_lotte krijgens

e, =% 9 . (1.27)
€. is dus een maat voor de vermindering van de hoek tussen twee vectoren. We
noemen e, de afschuiving, Soortgelijke beschouwingen gelden voor 923 en e31.

Aansluiting met de technische theorie verkrijgen we indien we een eenvoudig
blokje bekijken: i
Uiz

l De verplastsing in x is u(x), die in
X x + 8x 't u{x+Ax). De lengte van het
elementje dx wordt dus:

---------- x+u(x) [x +le +u(x+ax)] - [x +ulx)] =

X+aXp ~ — — - Ax + u.(x-q-AX) - u(xj . (1.28)

I

SEEEEEERE } ¥¥.Y TN TS

De reletieve lengteverandering wordt dus:

ulerax) - u() |2

‘ ’\ ; Ax - i ax - E:X - - (1 .29)
——t" .
o | - Bij de afschuiving hebben we:
s Y o / - du
’ . "h&n ¢ =g = —
/ : / ' ¥
sy .% . :
- 1 7 | '
'/ ,—"\Ip . / en algemeen:
- S YRRt :
— q" + @ =—u +_-g-§'== ny . (1.30)

x . Oy




Yy = 212 (1,31)

We voeren neast de e ; de rotaties “&j in volgenst
w . =wlu, . -1, ‘ ' .
1] % 5, "%, (1.32)

Uit {(1,10) en {(1.32) volgt:

L., T W, = . . . | | o
¢35 7 M1y T %M, (1.33)

Dit is de infinitesimale dreaiingshoek van een element om de z-8s, in de ne-

gatieve z-richting:

y Bij een draaiing van het element (r,0)
over de boog ra is:

u==-0ay, v=+ax ,

waaruit volgt:

O =t (egma) = =a . (1.34)

I.,3« De Compatibiliteitsvergelijkingen.

We gaan uit van een verplaatsingsveld (u,v,w), dat voldoende differentieerbasar

ise Dan volgt direct uit de definitie van e__ dat:

2 ud
2%—3{%‘%: 23%15(%4,%%): a3u2 . a:v '
oxdy 3x oy
of azem 62e agew
2 330y - oy’ t . (1.35)

Door de cyclische verwisseling:
XyYVsZ ** Y9ZyX = 2y X,y

krijgen we nog twee andere vergelijkingen van dit type.



Een ander type van vergelijkingen is:

azexx 3 aeyz BeZx aexy
—a?-é-z— = —a-]—c' (- e + ay + 3 ) (CyCllSCh) . (1 .56)

Door substitutie van (1,10} zien we dat ook aan deze vergelijkingen triviesal
voldaan is.

We noemen de zes bovenstaande vergelijkingen de: Compatibiliteitsvergelijkingen.

Stel e, i3 (6 stuks) is gegeven.
Deze §_eij's zijn de afgeleiden van 3 ui‘s. Dus in het algemeen zal het niet

mogelijk zijn, om uit de 6 eij's de 3 ui'a te bepalen.
Nu geldt echter:

De compeatibiliteitsvergelijkingen zijn de noodzakelijke en voldoende voorwaarden,

opdat uit een gegeven deformetie de verpleatsingen zijn te bepalen.

Bewijs:

a) Noodzekselijk: triviaal, volgt direct uit de definitie van e (1 10)

b) Voldoende:
Stel: gegeven 6 ¢ ,'s die voldoen san compatibiliteitsvergelijkingen. .

Gevrasgd: bestaan de ul‘s?
Ve beperken ons tot enkelvoudlg samenhengende gebieden.

We schrlaven eerst de compatlb111teltsverge113k1ngen in de indexnotatie:
. L. . L. =0 kyb= 2 1.
“i3,08 " Okyiy T Cik, 30 T Sisyik (3,3, 1,2,3). (1.37)

Dit zijn 81 vergelijkingen maar de meesten zijn niet onafhankelijk of geven
identick: 0 = 0 (bijve: i = j =k =4£ = 1)s |

Er blijven nog juist 6 onafhankelijke vergelijkingen over, welke overeenkomen
met (1.35) en (1.36).

We voeren in:

gk _ o | o '
R ST i o ()
Dax wordt (1.37):
| sk ik | Oz
ai"g; a"e’i '__. . : B (1.39)

'WE}béschduwen agk als de ie—component van de mectorlgak, en we gebruiken de

stelling uwit de potentiaaltheories:




= 10 = - . S

Indien van een vector A geldt:

A, . =A . .
1,3 Jel

rot A =0 .
en dan bestaat er een ¢,‘zodanig dat:
T=gred g , (p: skelair) .

Dus volgt uit (1.39) dat er een b, bestsat:

&' = grad bjk (1.40)
of:
J _
af =y . . (1.41)

Uit (1.41) en {(1.38) volgt:
Pt T Ciak T gy (.42
Mot (1.42) zien we direct dat:

Pae,i ™ By, . (1.43)

Door de verwisseling: j,k,i = i,j,k in (1.42) krijgen we:
b, . =ek..-9.. * . (1‘44)
ij,k 1yJ kj,i
(1.42) en (1.44) optellen geeft:
Pikyt T Pagk T figk T %kd,t
of, met (1.43):

Pt o1 T ik T Sy (1045)

Definicer:

c. . i=b, +ejk . (1446)

(1,45) wordt dan:

C i = cj,ik . (1447)



_‘ll—

We waren uitgegean ven gegeven eij en we hebben bewezen dat bjk besteat. Uit
(1.46) en (1.47) volgt dan dat e bestaat.

Uit (1443) volgt dat:
bjk = - ka ’ : (1-48) 4

op een constante ns, welke we nul kiezen.
Uit (1.46) krijgen we dan:

®yd " bkj ML R | (1249) P
(1.49) en (1.46) optellen geeft:

63T %3 Tk 0 | e

We nemen nu ¢ = W . We hebben dan dus bewezen dat er een vectorveld u besteat,
dat voldoet aan (1.50) {of (1.10)).

Yoorbeeld

1°, Gegeven: e, = oy”, e, = ex?, overige elJ s = 0. (1451)

Gevrasgd: zijn de verplaatsingen te bepelen.

Oplossing: : : .
De enige compatlblllteltsvergellgklng, welke met (1.51) niet de identiteit:
0 = 0 geeft, luidt:

= . y - 2
280592 ~ St1,22 T 2z, (1.52)
(1.51) substitueren in (1.52) geeft:

0=2c+2c .

Er is dus niet voldaen aen (1.52) en dus zijn uit (1.51) geen verplaatsingen
te bepalen. ‘
We kunnen dit ook op een andere manier aantonen:
Uits

volgt:

u = cyzx + £{y,2) . (1453)




En

_12_

analoog: (uit ezz)

v o= cxzy + g(xy3) .

12~ ox Oy

affg;zz + agggizz = - doxy

en hieraan is onmogelijk te voldoen.

2%,

Zelfde vraag, masr mi met:

2

2
8,4 = = CF s &, = oX , overige e, = 0 . (1.54)

1 22

In dit gevel wordt (1.52):
0==2¢c+2c=0

Dus uit {1.52) zijn wel verplastsingen te bepalen,
Voor het bepalen van de verplamtsingen zullen we ons beperken tot het twee

dimensionale geval:
3 = €53 T 8y, =W =0

ens u, = ui(x,y) , (onafhankelijk van z), (i=1,2) .

Dan volgh uit:

_fu_ 2

€11 T B3x oy '
dat:

ulx,y) = - oy'x + £(y) (1.55
en analoog uit:

av 2
€22 T3y = ’
v(x,y) = e’y + glx) . (1456)

Substitutie van (1.55) en (1.,56) geeft de uitdrukking voor e _:

12
e _1(.a.ll.+§.2)=_cyx+%df

14g
= _ + =
12 = 2 oy ox dy VT2 4y

-3 (¥ +iﬂ)=o . (1.57)
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(1.57) heeft als oplossing:

fy) =a+ay , .
(1.58) ;
g(x) =b ~ox . :
Dus, met (1.55), (1.56) en (1,58):
ulx,y) = = ey’x + ay + & ;
2 (1.59)
v(x,y) = oxy=ox +b

u en v zijn dus bepaeld op een drietal constanten (&, b en «) na. Hiervan
stellen & en b voor: translaties &ls star lichasm en o een rotatie als

star lichaam. Deze constanten hebben geen invloed op de deformaties.

In het algemene (3-~dimensionale) gevel geldt nu:

Indien ean de compatibiliteitsvergelijkingen voldasan is, kumnen we uit de ‘
deformaties eij de verplasatsingen u, bepalen, op een zestal starre lichaams- i

verplaatsingen na, nl,:
(i) drie translaties als star licheem,

(ii) drie rotaties als ster lichaam.

 Opmerking _
In de tensoranalyse komen de compatibiliteitsvergelijkingen overeen met de eis, -
dat de kromming ven de Riemannse ruimte, waerin onzé__ deformaties moeten plaats- '
viﬁden; constant blijft. Dit betekent dat de krommingstené.or steecis nul moet
zijn. Ye krommingstensor (Rierga.nn-Cristoffel - tensor) is gedefinieerd als:

1= ok 4 - - +
Rprst ‘3_(gpt,rs €rs,pt ~ Eps,Tt grt,ps)

1 .

—_
- I I .
T g [ I1rs;m l-Iptn rtm psn

Hierbij is 81 gedefinieerd door:

uz = &g dzk dz, Y

% : algemene kromlijnige cobrdinaten van een punt na de deformatief
‘ém‘ ' gmn door: ' i s
gmngn =6m;/0 als mfy
4 P ™S4 als m= r o,
en: r =% +g. _-g__) .




M iy b sy o ek A s B AR e e by e bt wa e e

I.4s De hoofdrichtingen en invarianten

We beschouwen in een deformeerbasar lichaam twee punten, welke voor de deformatie
sangegeven worden door de vectoren:

) g

en

en na de deformatie door:

L), g

en

We noemen de vector:

2(2) g _ =

P, (1.60)

ant
PGSO SCD.

We nemen nmi aan dat de punten

E(‘) en E(z) infinitesimasal

dicht bij elkasar liggen, d.w.z.:?

%=@ﬂ_gw=g.mﬁw

-
w

En enaloog:

2(2) _21) _

;= 6-;': . (1.63)

Verder is:

20 _g0) _2()
=@) _p() _ ) (1.64)

en venwege (1.62) en (1.63):

3@) 30 s (1.65)

Tevens ist

-i) =-§_-§0 - (-2;(2) _;(1)) - (-E'(Z) _E‘(i)) =

GO -« - S (1466)
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Dus geldt:

6p =511 =-a~11'];dx '-=§"1:l'j'"p (1 67)
i i 0x, T3 0x, %3 ° *
J J
Nu is: (1.33)
%4
u .='é""'"z + W, ,
iy Xy ij ij

Dus:
(1.68)

Stel nu eens e.. = 0.
1]

Dan: 6pi = ®; 5 Py

Vermenigvuldigen met Pyt

b; bpl = le pi PJ = O,

want mij = 'wji'
—
Dus 0y 4 alléén geeft geen verandering van de lengte van de vector p, al-

leen een starre rotatie,

We laten daarom mij buiten beschouwing. We krijgen dan:

61). = €. P:w : | (1.69)

We noemen de richting van p een hoofdrichting, indien de richting van p

B3y een deformatie niet verandert, dus als:

dp, = Ap,. . (1.70)
Met {1.69) krijgen we dan:
Bp 35 Py =Ap; . (1.71)
] Dus ;'is een hoofdrichting indien voldaan
is aan :
(eij - l&ij)pj = 0, (1,72)

:;Wé*ﬁoemen.h de hoofdrek.
 §§gezien de homogene vergelijking (1.72) oneindig veel oplossingen heeft,
_mbTmeTen we D Op: :

i

ff@éxgﬁlijking'(1.72)-heeft alleen een oplossing, indien de determinant:

R legs - o354l = 0. | | (1.74)

. Pipi =1, ' _ ' (1—73)

L S »

_ .ﬁ
‘%
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1 Aar Ay

Dit is een derdegraads vergelijking voor A, welke drie oplossing A,
heeft, waarvan er minstens een reel is, We zullen bewijzen dat uit het feit

dat eij = eji volgt, dat alle A's refel zijn,.
Stel immers dat er twee complex toegevoegde bij zijn, bijv. Aa en As. Dus:

Ay= ALK (*: complex toegevoegd).

Dan is ook:

P

() . (20

By

Yoor A2 en A3 krijgen wes

RONPENO

(k) is de hoofdrichting horende bij Ak'

1j

e, . pj(3) = A

(3)
ij Py ?

3

De eerste vergelijking vermenigvuldigen met pi(a) en de tweede met P

aftrekken geeft:

eij[ pj(z) P-(3) - P_(3) Pi(z)] _ (Az _ A3) pi(2) p.(3) A5

i Jj i
Omdat eij = eji is het linkerlid gelijk aan nul, en daar:

0 (@) 5 (), (@) ()% 4,

moets A= AL = A_¥, : (1.76)
Dit is onmogelijk voor een complex getal, Dus moet Az redel zijn.

We hebben hiermee dus bewezen, dat de drie A's re8el zijn. Bovendien geldt,

dat &ls de drie Ak's ongelijk zijn, de pi(k)'s loodrecht op elkaar staan,

Stel: k1 # Az'

Uit: "
& pj(1) e ' (1.77)
e 5 pj(z) - A, pi(2) ’

volgts
13 [pj(1) pi(2) - pj(2) pi(1)] =0 = (11 - Az) pi(1) Pi(z)-(1.78)

Ondat A # A, moet:

5, (V2 0 | (1.79)

1
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wasruit de loodrechte stand volgt.

Als twee of drie Ak's gelijk zijn, kunnen we niet zonder meer tot de loodw
rechte stand concluderen. Aan de vergelijkingen (1.77) voldoet nu iedere
lineaire combinatie van p.(1) en p, 2 E

b,

1

( ') + opy (2 ), | (1.80)

met a refel en willekeurig, maar zd dat:

De determinant (1,74) heeft uitgeschreven de vorm:
3 2 '
N AT -8 AT + 8L -0 =0, | | (1.81)
waarin:
e1 T Gk T ®ijk 131: ®kt ~ +e22+633 '
1 2
— - + - - -
%, Z €53k ®i0t ® is Skt = ©11%22 T €22%3 7 %33% 1 "% ®237%3 ¢
1
8, = %k ®ret %ir %ys %t ~ Deb{egy)

of in hoofdrekken geschreven

y = A A ,
32,: ;\ 7\ + ?\3?\1 A N 7: (1.83) |
6 = )\“?\ A . '

3 t 2.3 Lo

Aaﬁgezien-de hdofdt@ekkan_ fhénkelijk zijn.van'de kéuze vén het assen~
stelsel, verandert (1. 81)‘nletrb13 rotatie van' ait" stelsel Hieruit volegt
dat B ’ 9 en 6 onafhankellgk 213n van de keuze van het aSSenstelsel dus

1nvar1an¢. 6] kunt dit ook direct bewijzen door Substltutle._

De ﬁhyalsche betekenls van 9 is eenvoudig te zien. Neem een paralelleplpldum

-met:de zijden 1 1 en 1. evenw13d1g aan de hoofdassen. Na de deformatle

mﬁ&mdﬁlmgms.1(1+<h),1(1+ l),l(1+ K)

Iumeveranderlng is dus.

AV 1 121 (1+A)(1+?\)(1+7\)_1 1 1 o

'f ~oL 1 1 (A + l -fk)

= %% = relatigve volumeverandering, _ o (1.84)
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Voor-&e practische oplossing van problemen is het dikwijls gemakkelijker .

om overte-gaan. van cartesische coordinaten op kromlijnige coordinaten,

Om &éZe‘transformatiés te kunnen uitvoeren, hebben we enige elementaire

begrippen uit de tensorrekening nodig.

We nemen aan dat de transformaties

k k, 1 2 3
x =x (2,2, 2 ),

omkeerbaar is:

k

ko1 2
z =2z (x, %

’ X3)°

Dan moet de Jacobiaan:

azk
=] | #o.
O0x

1

natenstelsel,

1

2 3 . .
Z , 2 4 2 ¢ cartesisch coordi-

3 ‘o
X 4, X4y X : kromlijnige coor-

dinatenstelsel (niet noodzake

1ijk orthogonasal).

(1.85)

We voeren hier een iets andere sommatie - conventie in: we zullen alleen

ncg sommeren over gelijke onder- en boven-indices,

K
- m -
p=z lm.
Dan: - o
) S Sy
e axk axk m N
(1.87) vermenigvuldigen met,fzﬁ geeft:
z
aik ék - azm axk T
oz alt 32" O
Dus: lm = = gk.

i en“.ék zijn de basisvectoren van resp., het x- en het z~stelsel, Dus:

(1.86)

(1.87)

(1.88)
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We definieren de metrische tensor gkl doors:

- - 3" a3z - - 3zt 8% .
a1t T &L TTE T ot DT (1.89)
b4 ox 0 ox
want:

i1 =8 . | | | (1.90)
Dan is: - ‘
- i) k - k -
dp = <E-dx" = g dx (1.91) :
aX :._;
en: ¥
dp . dp = A1° = g, axt ax’, | (1.92) :

De reciproke basisvectoren: —ék worden gedefinieerd door:

e SN - | R
g -, - (1.93) o

en de reciproke metrische tensor gklz :
-k =l kl

g «& =8 . (1.94)

Dan is:
-k kl - :
g =€ & (1.95) =

We Dbeschouwen nu een willekeurige vector V. We kunnen deze schrijven als:

H:ite;‘mee hebben we gedefinieerd:

vk_ : contra-variante componenten van V.

vy 3 co-variante componenten van -w'r’.

Door middel van de metrische tensor kunnen we van de ene soort op de andere

overgaan, lmmers:

; - = vk - e = Y ~k : = 6k = V
8 TV B 2 B EV € o & TV %9 % V3 ,
k _
Dus: v1 = gkl v . | . (1-97)
Analoog: ,
v =gt v (1.98)

We gaan nu het ene kromlijnige coordinatenstelsel xl transformeren in een

an&er % .
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Dan geldt: -

—k axk 1

dx = T dx~, : (1099)
0x

We krijgen hier alleen een relatie tussen differentislen van xl, omdat:

ox

=g van punt tot punt verschillend is. Dit in tegenstelling tot transfor-

Ix
maties van een cartesisch stelsel in een ander cartesisch stelsel, waarvoor
geldt: '

z; = lij Zj (lij constant),

We definieren nu een tensor als een grootheid die zich transformeert vol-
genss
&a. tensor van le orde:

—k aEF m
V ==V

, (1.100)
axm
b. tensor van 2e orde:
-k =1
Ak1=§.ssa .@.JS.I_{AM , - (1.101)
9x Ox

en analoog voor hogere orde tensoren.

Voor de covariante componenten van een tensor geldt:
m n

— o0x 0x
A =% T A (1.102)
ox ox

en voor gemengde componenten:

%X . n
=K, dx  9x m
Al === =P A . (1,103)
0x Ox
De moeilijkheid bij kromlijnige coordinaten, t.o.v., cartesische coordinaten,
is gelegen in het feit dat de basisvectoren van punt tot punt verschillend
zijn, Dit komt tot uiting bij het differentieren van vectoren en tensoren.

Stel:

- M g
u=ugm,
dan: - n -
du g m - oy - m J
T AR A (1.104)
ox ox ox ox
Carthesisch geldt:
3a aum T
k™ _k ' m °

ox 9x
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Nu is: 3 -
b (a p) 3%t .
9x ax} axk dx~ dx a
2 nm n
- IX - n oy =
TT 1. k°* _ mén "t {k 15 8, - (1'105)
ax~ ox 0z .
Hierbij hebben we gedefinieerd:
n n 62 zm axn
{, 1}= {1 W T T % - — o ¢ Ohristoffelsymbolen van de tweede
9x”. 9x ox soort, (1.106)
Hiermee geldt dus:
3u s mqylq =
ox ax '
Definitie:
3 u m -
A (1.108)
0x

net:

-

m . .
! |k : covariante afgeleide van w t.0.v. &,

Uit (1.107) en (1.108) volgt dan:

m - m,y 1 '
= ;;E + {k l} uo. (1.109)

Vépr het bepalen van de Cristoffelsymbolen van de Ze soort is het dikwijls

géinakkelijk om eerst de zg.. Cristoffelsymbolen van de le soort ([kl,m] of
r;kl) te bepalen. Deze Zijn,gedefiﬁieeerd als: ‘ ‘

N _ .
[kl, m) := gmn-{k 1} . c (1.110)
it kunnen we weer schrijven als:
()= [, nl . - BCIRLED

We zullen bewijzen dat:

%;<agkm aglm _aégl> -

ki, nl = + (1.112)
| . s X ax” ;
-h?ﬁijs: : . ‘ -
Volgens de definitie (1.10) en (1.89) en (1.106) is
kl m] N az? aZP , a2zq_ . axn ~ "0\ Zp . az Zq a ZP B .
[ . L] - m n - l [ ] q = L] L] q -

ax ax -‘axF ox 0z

i " e Y e T en el i el e
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e AU S SN

azq. 32 2% _

T _ m* .k -
dx dx ox

_to el el _13ed %4t
2 axt o™ axS 2o o axt

L L2 [azq azq] _ l_azq 92 24
2 5 o axt 2 axt o™ ox
2 3 1 axk axm .

Belangri jk:

pits

gu .

T is geen tensor.

X

Dit is %e zien door te transformeren van xk »-xk.

Dan gast:
—m
SR > SR
Y Y 1 -
ox
Door: Q%g uit te werken, blijkt dat deze zich niet als een tensor trans-
ox aum
formeert naar — .,
dx
Maaxr:
umlk is wel een tensor.

In een cariesisch stelsel geldt voor de deformatie:

e,. =+ {(u, .+mu,

— 3
i3 z 13 J,i)zﬁ(ui,j +ujli)’ (1‘113)

want in een cartesisch stelsel is covariant differentieren hetzelfde als
partieel differentieren. (de Cristoffelsymbolen zijn dan immers nul.)

Als we nu transformeren van een cartesisch stelsel op een kromlijnig stela-
sel:

a, ™ u, 4 e.. “ e, .y
1 1 1] 1]

dan geldt, omdat de umlk zich transformeert als een tensor:

Eij =5 (—ﬁi|j + ﬁjli) . (1.114)
Deze procedure geldt algemeen, We kunnen dus siellen:
De vergelijkingen welke in een cartesisch assenstelsel gelden, gelden ook
in een kromlijnig assenstelsel, mits we de partiele afgeleiden vervangen

door covariante afgeleiden.
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Voorbeeld: transformatie van de vérplaatsingen en de deformatietensor van

een cartesisch stelsel (21,z2,z3) op cilindercodrdinaten (x‘,xz,x3 = r,e,z).

Voor een lijnelement ds geldt:
d8® = az” 4z’ = g ax axt = (ax' ) + ()P (&®) + (&) -
(= ar® + r2 d92 + dza) T e , (1.115)

Dus de matrix Hgklﬂ wordt:

0f. . ‘
lg = [0 =* o . (ta16)
0 0 1 | :
Uit 81 glm = bi vinden we:
1 0 0
g™ = |o ‘f; 0 . | (1.117)
0 0 1

Met formule (1.112) krijgen we hieruit:

[12,2] = [21,2] = X' ,

L [22.4] = - :- - (1.118)
alié overige [kl,m] zijn mul.
Dit geeft met (1.111):
{122}“‘Q21}=5T ’
(1.119)

t
gyo=3
[1 5]
u’ = QEL -x u ‘
2" 5.2 z ’
u‘ _ 6u1 ,
I3

[=F]
NlJn!l
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2 2 -
2 du_ | u
ot ER +x1 T - ? - (14120)

-3 me1,29).

Fysische Componenten

In een cartesisch stelsel hebben de coSrdinaten z= en de verplaatsingen ui

beide de dimensie van een lengte (L), Dus is ulj dimensieloos.
L4

Bij kromlijnige coSrdinaten hoeven de codrdinaten echter niet alleen dezelfde

dimensie te hebben.

Bij cilindercofrdinaten iz bijvoorbeeld:

'] =[3)=1, ([a] := dimensie van a)
[xa] = 1 .
In dit geval zullen dus ook de dimensies van ut X verschillen. Ook de dimen=-

sies van u” hoeven niet gelijk te zijne

De oorzaak van deze moeilijkheden is gelegen in het feit dat de basisvectoren
niet altijd dimensieloos zijn, immers:

fék]=[§%]=—-1‘-— . (1.121)
ox

k
[x)
Bij cilindercodrdinaten is dus:
['1=[&°1=1, nmear: [g°]=1 .

We voeren dagrom in de dimensieloze eenheidsvectoren:

'ék i= . (1.,122)

0

Een streep onder een indices geeft aan dat we niet over deze indices mogen

SOmMMere€ns
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Het nadeel van de ek's is, dat zij zich niet als een vector transformeren.

We kunnen nu een vector U ook ontbinden langs e We krijgen danﬁ

g - YIS A Y i

m=1 n =1 \/:gm;
(m)

componenten hebben wdl dezelfde dimensie als U
Uit (1.123) volgt direct:

o

. (14123)

—
nm =

-
We noemen de componenten u de fysische componenten van de vector ue. Deze

u(k) o uk gkk , (1‘124) #

of
k o4
LU (1.125) -

o

P S AL

Op analoge wijze kumnen we de fysische componenten van een tensor definiéren.

Voor de deformatietensor krijgen we bijvoorbeeld:

3

e

— | . (1.126)

®(13) T & 2.

Al Ul

Als we dit toepassen op cilindercoSrdinaten krijgen we voor de fysische come

componenten van de deformatietensor (dimensie: 1):

)
)]

86
Ju
—1
ezz iz
1612

r, du aue ( 7)
e, =4 1z, 2 '
oz \r 98 Sz ’

’aur auz
ezr = %tggh + 5;_J ,
SR i I s .
ro 3T T YTFEey . '

Hierin zijn u?, uy en ui de fysische componenten (dimensie: L) van de verplaat-
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singsvector UW. Het zijn dus de echte verplaatsingen in r, 6 en z-richting.

Een praktisch belangrijk voorbeeld, is de zg. rotatie-symmetrische toestand.
In dit geval zijn: ' '

3
Ww =0 -

Uit (1.127) volgt dan:

®s = Cpg = 0 ’
maar
Yy
g =T FO . (1.128)
Deze laatste relatie is ook gemakkelijk
_— aanschouwelijk af te leiden. We beschou-
) T~ wen daartoe een cirkelvormig stukje dlo:
~ _
u -
AN a1 =i
dt N _
. ' welke na deformatie (rotatie-symmetrie)
e T
‘u overgaat in:
e z
a1 = (r+u)de .
Dan is
Al = (dl-dlo) =u, 46 .
Duss
A 81 Uy ® . (1.129)
¢ 41 T w6 w6 g ‘
BolcoBrdinaten:
z x=rsind cos o ,
y=rsin@ sing
Z =1 ¢cosd .
Dan:
y ds® = dr® + r°ae® + 2 sin® 6 d¢° .
Leidt zelf af, dat voor de fysische compo-
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nenten van de deformatietensor geldt:

aur
°rr © o '
1%
%6 r 00 r ’
1 au(p L u,
®9 " T sin 0 09 e cotg & + T
‘ 14130)
du au ( i
= l- \ ——l—- -i L) »5
zee¢ r\ 06 u¢ cotg 6 ) + r sin 6 dg _§
ou o u 5%
2e = 1 x 2 - -—2 L} "I
or T einé dg ar i b
16 r T T 8 ¢ 4

Opgaven

ljﬂBewijs dat er in elk punt van een lichaam dat deformeert altijd minstens
&én richting bestaat die tijdens de deformatie niet verandert.

. ‘Hint: ga uit van:

dxi = J\dE:.l {A: constant).

2) Beschrijf de gedaanteverandering die een zeer klein bolvormig deel van een

lichaam bij een infinitesimale deformatie ondergaat.
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e e gt T

T, Spanningsleer

11,1, De spanningstensor

=4

dv

24
ad |

d¢s

¢

Op een continu lichaam B kunnen de volgende twee soorten krachten werken:

i) Volumekrachten (k). Deze grijpen asn in ieder volume-element van het con=-

tinuum B. De kracht op een volume-element d4dV is: kav (T:' is de krachtdicht=-
heid). De totale volumekracht werkend op B is:

X = fi:'dv . (V: volume van B) . (2.01)
v

Voor de momentdichtheid van K t.0.v, 0 krijgen we:
- - b
m=rXxXk ’
en het totale moment om 0 ten gevolge van de volumekrachten is dus:

M= f?ﬁw:f(}?x'ﬁ)av . | (2.02)
v

v
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ii) Oppervlaktekrachten

We nemen aan dat het oppervliak S van B belast wordt door een continu verdeelde
> ->
kracht T. We beschouwen een oppervlakte-element AS, waarop een kracht AT
L1} 4 . . + ‘
werkt. We definieren de spanningsvéctor t door
it

- .
t = 1lim 15 (2.03)

We kunnen ook in het inwendige van B een spanningsvector definiéren, Hiertoe
denken we ons het lichaam in twee delen gesneden. De twee delen oefenen
krachten op elkaar uit, welke gelijk maar tegengesteld gericht zijn (wegens
actie is reactie). Op het snijvlak werken oppervlaktekrachten, zodat we, op
analoge wijze als voor het buitenoppervlak, in ieder punt van dit snijvlak
een spanningsvector kunnen definiéren. Door een inwendig punt van een lichaam
is echter op oneindig veel manieren een snede aan te brengen, zodat de span-
ningsvector niet alleen zal afhangen van de positie van het inwendige punt,
maar ook van de oriéntatie van het snijvlak door dat punt. De oriéntatie van
zo'n snijvlak kunnen we karakteriseren door de naar buiten gerichte normaal
n. We noemen daarom de spanningsvector in een inwendig punt: ?(n)’ daarmee

-
aangevend dat hij werkt op een oppervlakte—element met normaal u.

Opmerking. Bedenk dat het hierboven besprokene geldt voor een materiele snede,
zodat dus de spanningsvector gedefinieerd is op een materieel oppervlak, dat
wil zeggen een oppervlak dat tijdens de deformatie met het lichaam meebeweegt -
'(dus steeds uit dezelfde materiéle punten bestaat). Dit in tegenstelling tot
de spanning in de hydrodynamica, welke gedefinieerd'is op een vast in de

ruimte staand oppervlak.
Bovenstaande theorie is bedacht door Cauchy in 1822.

Beschouw in een willekeurig punt P van het liéhaam B een infinitesimaal te-
traeder PABC (hoogte §), waarvan de rechthoeksvlakken PBC, PAC en PAB even-
wijdig zijn met respectievelijk het X~ X,™ en x3—vlak, terwijl het schuine
viak ABC eem normaal n heeft. Op het vlak ABC(wirkt de spanning %(n) en op
(i :

een viak loodrecht op de X.-as een spanning t (1 =1,2,3). We voeren in

de.ﬂegen,getallen tij door middel van de definitie
= 3
i

]

R
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t(n)

Dus tij is de spanning werkend op het xj—vlak in de xi—richting. Deze span-—
ning wordt positief genomen als hij op een vlak met normaal in de positieve

xj-richting wijst in de positieve xi-richting.

(n)

+ . » .
We zullen nu bewijzen dat elke spanningsvector t te schrijven is als funec-

tie van de negen getallen tij en de normaal E, en wel op de volgende manier
e <t . (2.05)
i ij 73 ,

Hiertoe gaan we de bewegingsvergelijking voor het tetraeder PABC opschrijven.

Deze luidt in de xi-richting

e g L ¢
1

11 §

Hierin is:
= oppervlak van ABC,

5
s, = Sni = oppervlak van het zijvlak L X, -as,
Vv

= &8 = volume van PABC.
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Deelt men (2.06) door S en laat men vervolgens_é naar nul gaan, dan verkrijgt
men (2.05). |

We kunnen ook nog laten zien dat de negen getallen tij een tensor vormen,
Hiertoe beschouwen we een draaiing van het cartesische stelsel X; naar X,.

>
De normaalvector n transformeert dan volgens

n, = Eij n; (2.07)

zodat

(2.08)

A T e TR B

Verder blijft het inwendig product (?(F)jﬁ) invariant, waaruit volgt dat

tkE n n, = tij n, nj . _ (2.09)

Vergelijken van (2.08) en (2.09) geeft

tij = Eki R‘zj teg » (2.10)
dus tij transformeert als een tensor.

De‘componenten tll’ t22, t33 (of: txx’ tyy’ tzz) heten normaalspanningen. In
d¢ technische literatuur worden ze dikwijls aangegeven met O Uy, o,. Ze

iijn positief bij trek en negatief bij druk. De andere componenten t,, ete.

worden schuifspanningen gencemd.

II.2, Hoofdspanningen en Hoofdrichgihgen .

De spanningstensor behoeft niet symmetrisch te zijn, maar is dit meestal wel.
We beschouwen in deze paragraaf alleen symmetrische spanningstensoren:

f15 7 Syi

‘We definiéren nu de hoofdspamningen, zijnde de spanningen behorende bij de
(hoofd=)richtingen, waarbij de spanningsvector loodrecht staat op het vlakje,

waarop hij werkt. We hebben dan:

t. = t.. n. = An, . . (z.11)

i ij ]
Omdat tij = tji zijn er steeds minstens drie reéle hoofdrichtingen (en

-spanningen), welke loodrecht op elkaar staan. Het bewijs is analoog aan dat

bij de deformaties.
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_‘3.2-_

De hoofdspanningen zijn de oplossingen wvan:

A -1

1

A2 s L, A-1I,=0. | (2.12)

De I's zijn de spanningsvarianten:

I, =t t + t + t

22 =9

I

11 toytoy,

Kk~ ®ijk %ijt Skt T 33
- - 2 _ .2 _ .2 .
2 = 1853k @ise bjs Cke T Frr P22 * T f33 *t fa3 Byp T Epp T 23 T i3
(2.13)

I + O

g, + Jd0, O

2 2 3 371

= 1 = . =
I3 = Z ik ®rst Fir Gy Pke = Detitys} =0y 05 05
Oy is de k-de hoofdspanning.

Voor de eerste invariant geldt:
- % I = hydrostatische druk.

De tweede invariant is van belang in de plasticiteitstheorie.



- 33 -

ITT. Dynamica van het elastische lichaam

ITI.1s De impulsstelling

De spanningen in een lichaam zijn niet onafhankelijk, er zijn betrekklngen
tussen.

De totale kracht, welke op een deel van B met volume V werkt is

® - fi’aw f’%ds . (3.01)

v S

De hoeveelheid van beweging (impuls) is:

P = f pvav | (3.02)
v

_ - ‘
Hierin is v de snelheid van een massa-clementje van V en p de massa=dichtheid.

Als we even aamnnemen dat (het bewijs van deze bewering volgt verderop):

2 =
P = f pvdV ) (3003)
v

e
et - -

dan volgt uit: B =

B .
f'ic'dV+ f’c’dsz fp'x}'dv o,
v S v

-fki_dv+jj t; a8 = fpvi av. . (3404)
v g v o S

5

Met (2,04) en met de stelling van Gauss krijgen wes

f‘bi as = fl‘tij nj ds = f#i,j,jdv . - (3005)
5 3 v o

A&nge21en (3,04) geldt voor ieder w1llekeur1g volume V krijgen we uit (3.,04)
en (3 05):

biges TSP e (3406)
VergEILJklngen (3606) zijn de locale bewegingsvergellgklngen. In het geval vanr'
evenW1cht is ;i = 0, Dan geefts

t.. .
1Jed i

+k, =0 ’ _ (3.07)
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de bagisvergelijkingen van de elastostatica.

Bewijs van (3.03)

We: beschouwen een deel C van het lichaam B, dat op het tijdstip t een volume
V heeft, We blijven kijken naar dit deel C, Dan zal dus tijdens de beweging
de totale massa van C gelijk blijven,
B - maar het volume van C zal door de

L,

deformatie veranderen (en dus ook pe

Stel:

I= f a{x,t)dV , (a: willekeurige grootheid) . (3.08)
v

Gevraagd, wat is dan: I, wamneer I gedefinieerd wordt op de meebewegende

magssae

We beschouwen C op de tijdstippen t en (% +dt). Het volume op t is V en op
(t +dt) = V', Als dt klein is, zal ook het verschil tussen V en V' klein zijn.

M is:
aI = Idt = Ia(x,t+dt)dV' - Ia(x,t)dv . (3.09)
!
We noemen Vo de doorsnede van V en V! ent

2 t - = - -
V, 1=V Vo N V2 v Vo
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Dan wordt (3,09):

[Lmivar) - smol oy, + [ateraty, - [ oo,

Yo vy Va

= dtf—dv + fa.(x,t +dt)av, - fa(x,t)dvz . (3.10)
1 va
We gaan de twee laatste integralen nog iets nader uitwerken. We beschouwen

daartoe een oppervliakte-element dS ¢ van de gemeenschappelijke rand van V en
V1 o= S1). We noemen v de snelheid van d.S1. We verdelen dan V‘ in volume-

el AN AP e

elementen dV1 :

av, = (;:,ads1dt . (3.11)

s

bRy

(Bedenk dat op S1 : ¥ en n naar buiten gericht zijn, dus (;r.,ﬁ.) =0,)

Hiermee krijgen wes

g

fa(x,t +dt)dv‘ = dtfa(x,t +at)(¥, n)as =

V1 ' S1 ] |

= dtfa(x,t)(}',i')as + 0(at?) . - (3412)

Sy

Heﬁzelfde doen we oOp S - (d4ie de gemeenschappelijke rand van V en Vz). Hier
is echter: (v,n) <0 zoda.t.

av, = - (v,n)as,at - | K (3.13)
en dus

- [atrtar, = at [ a0 e | (5.14)

v2 SZ |

Door substitutie van (3.12) en (3.14) in (3.10) enmet: S =S +S,, vinden

we

al = Iat = dt[f-——dv + fa('w?,?x')dS]+ o(at®) . | (3.15)

Vo S
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Mu is:
fg_:dvo_ fi@dv fﬁ-—dv f%%dv+0(dt) . (3416)
0

want:
lf 2 qv| < x(v- v )=o) | ( l l) .
v-vo (

Met de stelling van Gauss kunnen we afleidens:

fa(‘ﬁ,?)ds = fa.vk n dS = f(a.vk)’k av . (3617)
S v '

S

Met (3.16) en (3,17) wordt (3,15):

: da 2
dI = Idt = ‘“’I[at + (avk)’k]dv + 0(dt") =
v

=dtf[——+a vk+av Jav + o(at?) . (3.18)
v

We defini8ren nu de materidle afgeleides

C . da -8 ga o
a..--a_b+a,’kvk L axk e . (3.19)

En hiermee geeft (3.18):

I- f[a+av clav . (3420)

We gaan dit toepassen op de totale massa:

v
Nu moet bij meehewegende massat
-3 | pav=o (3021)
at J ° . .
v _

Hiervoor geeft (3.20): (a=p)
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; _% , e
PP T3 Tax, kT Pk ° (3.22)

Dit is de zg, Continulteitsvergelijking.

Nemen we: a = pv dan geeft (3.20) en (3.02):

a - . _
P f ovaV ==f[ (pvi) vy Vg lav =
v v

= f[pvi + {p +pvk,k)vi Jav = f oy av . (3.23)
v ') i
. ik
. 4
Bij de laatste regel is gebruik gemsakt van (3.22). -%
&
We hebben dus gevonden: :
P; = .f pv; 4V f ) (3.24)
v

waarbij volgens (3.19):
av, v,

v, = = +—k y

Tl T el | (3+25)

Tot zover geldt alles wat we hier afgeleid hebben algemeen. In de lineaire
theorie geldt echter:

lvi,kl << 1 | .

B dus wordt in de lineaire theorie:

. avl ’ '

Vi =‘7;%” ’ (3026)
en: '

. . avi .

p; = f PV; av = |p Yy av . (3.27)

waarhee (3.03) bewezen is.

In algemene kromlijnige c_oBrdina.'b'eri luiden de evenwichtsirergelijkingen (5.07): B
tigly T =0 - . | (3.28)

Voor cilinderco8rdinaten geef't dit, bij afwezigheid van volumekrachten:
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do ot it 0 wgQ
_.].:. + .1. 1‘9 + ]—:‘:E + .-;— 8 . 0
or r 00 9z T '
o7 éo ot 21‘ '
gr , 1 _6 o0z ér _
or * r 36 Y T . | * , (3.29)

ot 3
zT

or

T do T -
28 & 2 4
r 88 9z r

We zullen de eerste van deze vergelijkingen ock op een aanschouwelijke manier !

afleiden. De andere twee gaan analoog.

We bekijken hiertoe een volumestukje dV=dr e« rd8+dz met alleen die spanningen
welke een component in de r-richting hebben. De som van alle krachten in de
re~richting moet nul zijn:

do
("r + -a—r’E dr) (r+dr)dodz = o rd6dz - < cos (% d6)drdz +

ro

01
+ (Tre + —X8 de) cos (236 )drdz ~ o, sin(1de)drdz +

09 8

do B’rrz
- {oy + _aae de) gin(}de)ardz - T, rd0dr + (’rrz tlar dz>rdedr =0

Als we deze vergelijking delen door: rdrd€dz , vinden we voor een infinitesimaal

volume-element de eerste vergelijking van (3.29).
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ITT,2. De momentenstelling

We gaan uit van de fundamentele hypothese, dat voor ieder volume-element van een

elastisch lichaam geidt de momentenstelling:

-—

M=7 ,

om een vast punt O, Hierin is M het niomen'b en D het impulsmoment om O van het

LSS W SO

volune-element,
Dus:
D= f @ x v)pal , ‘
en v ' (3430) e
M= f('f x K)av + f(.:.:' x t)as , #
Vi S

waarbij: o = (x1,x2,x3) is de radiusvector uit O van het volume-element dV.

In component=-notatie krijgen wes

,Di = J &5 5 X5V pdV . - (3431)
.

eijk heeft de eigenschappen:

a) e

It

0 als twee of drie indices onderling gelijk zijn.

ijk
b) ei,jk =+1 of «1 als i,j,k een even resp. een oneven permutatie vormen.
Uit (3431) volgts R
&
. {Qh i ol _ N
= o} ’ V =
Di feijk vJ. Ve pdV j ei,jk xj Vi pd
v _ o v
v

| . .
| = feijk X v pdV , | | (3.32)
|
|

waarbij gebruikt is de in (III.1) afgeleide stelling en:

(3.33)

| €,., = = ©

- : ijk ikj ¢

Voor het totale moment krijgen we:

| : = = + A :
Mi f ®5 ik xj kk av + J eijk xj tk as f eijk xj kk av feijk X, tkzng dS "o
v o S . v S
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Na toepassing van de formule van Gauss wordt dit

My = f_eijk x; K AV + f(.eijk x5 beg) o 4V =
v v

f ey X3l Ty )0V + f i3k O30 Yo &V 5
v

v

i

j. eiJk XJ_ pvk av + j eijk tkj dv ? (3‘34)
v A

waarbij gebruik gemsakt is van (%.06).
Dus geldt:

M, =D, + f g By e (3.35)
v
Een aangezien Mi = Di moet:

f e By V=0 | (3436)

v

voor ieder volumedeel, dus:

eig By =0 e (337)
Met (3433) volgt hieruit:
by =t 0 (3.38)

de gymmeirie van de spanningstensors.

Let op, dat we in de formule voor het totale moment zg., volumemomentdichtheden
m hebben verwaarloosd. Treden deze wel op, dan krijgen we een extra term in
Mi gelijk aant
m, pdV s
v

en gaat (3.37) over in:
T

De spanningstensor is dan dus niet meer symmetrisch. We zullen ons in dit col-

lege echter beperken tot het geval: m, = 0.



De formules (3.07) en (3.38) geven zes vergelijkingen voor negen onbekenden

tij' Deze zijn dus in het algemeen onvoldoende om de tij te bepalen.

Opgave. Tracht (3.07) en (3.38) af te leiden door het evenwicht van een infi-

nitesimale kubus te bekijken.
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IV, Het verband tussen spanningen en deformaties:

IVele De wet wan Hooke

Zoals we Kebben gezien zijn de evenwichts=- of bewegingsvergelijkingen niet
voldoende fn aantal om de totale spanningstensor te bepalen, Daarom moeten

we relaties zocken tussen spanningen en deformaties, welke de aanvullende
vergelijkingen opleveren. Er zijn afhankelijk van het materisal tal van typen
spanning- deformatie relaties., We zullen ons tot de eenvoudigste en tevens be-
langrijkste beperken: de algemene wet van Hooke.

Volgens.deze wet is het verband tussen tij en eij lineair. Algemeen dus:

b5 % %ok ke ? | (4401)

waarbij verondersteld is, dat de spanningen nul zijn als de deformaties nul

zijn (dus geen restspanningen).

!
Het aantal componenten °ijk£ is 3 81,
Fohter uit:s

tij = tji en ey, =ey
volgt:
Cisks = Cjiks ¥ %imke” Cijmc | (4.02)

Door deze beperkingen wordt het aantal gereduceerd tot: 6 x 6 = 36,
We nemen nu verder aan dat er een elastische energie bestast. Dan blijkt:

= ) O
©ijke T Skaij (4.03)
We komen hier verder in het college nog op terug.
Onder voorwaarde (4.0%) gaat het aantal van 36 over in 21 verschillende ter-
men, .

We beperken ons verder tot isotrope media, dew.z. er bestaan geen voorkeurs-

richtingen in het lichaam. Dus de tensor ¢ 5

ski moet invariant zijn t.0.ve een

starre rotatie van het assenkruis,
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z - Bij een transformatie van

krijgen we:

Vo - - -
Y2 %on Cm (4.04) .
- waarbij:
— j‘}}
Y = Fxg fag byy otoe N
d Ma enig formeel rekenwerk volgt ;é
5 hieruit 4
®iskz = jip ﬁjq Yer ﬂﬁs cpq:r:a (4405) r,%
.
We noemen een vierde orde tensor Tijk£ isotroop, indien §i
Teton = Tktmn . ° | (4,06)
Een voorkeeld van een isotrope 4e,orde tensor is:
M) _ | -
Tigks = %ig % o . | (4.07)

| f:?
!

want:

(1)

ikt = %ip %50 Hcr Yus Opq Brs = Fip Pyp fkr Agr T b1y s ¢

Anderefzijnz

ol2)

ijks = Oix

(3) .4

dig B Tie= b8y o (4.08)

N geldt de volgende stelling:
Fr bestaan slechts drie onafhankelijke isotrope 4° orde tensoren (zonder bewijs)e -
Maar omdat tevens:

°iike T Ciike T Cigks T Cigm ? -
kﬁ%héh_wé‘vbor de isotrope tensor cijk£ alleen nemen een lineaire combinatie
van: _ ' ' '

b5tk @ (g By T 00 By)

®iget ™ Mg Bt Ry By T Byp B - 40)
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e ok tponn i

Alg we dit subatitueren £h (4,01) krijgen wa de isotrope vorm van de wet van
Hooke:

tij = Aaij &g " 2y.eij . B , (4410)

De parameters A en { zijn materiaalconstanten, die de constanten van lamé

genoemd worden.

Opmerking:

De spanning is gedefinieerd als een kracht per oppervlakte. Nu geeft het in het
algemeen een verschil of men deze spamning definieert per eenheid van oorspron-
kelijk CAO) of van gedeformeerd oppervlak (A), In de lineaire theorie is echter
het verschil tussen A en Ao zeer klein, d.wez.: :

AA0+&A ’ met lf'%'|<<1 ’
0

zodat het dan geen verschil maakt op welk oppervlak we de spanning definisren.
Immers:

LT L%, )ﬁ,_ﬂ; |
A EA +6A5 T A T A eer A ¢
4] 0 4] 0

Tt kracht.

IV.2, De elasticiteitsconstanten

Naast A en p gedefinieerd door (4.10) bestaan in de elasticiteitstheorie nog
andere materiaalconstanten, zoals de elasticiteitsmodulus of Young's modulus

E, de dwarscontractieco8ffici®nt of constante van Poisson v en de afschuivings-
modulus G. Het spreekt vanzelf dat deze constanten niet onafhankelijk zijn en
alle in elkaar kunnen worden uitgedrukt. We keren eerst vergelijking (4.10)

oms We krijgen dan:

A, .
hess = b5 T B (4.11)

Bij een zuivere eecnassige rek is t11 #() en zijn alle overige spamningen nul,
De elasticiteitsmodulus is nu gedefinieerd als

%4

E iz ——— . (4412)
€4

Uit (4.11) krijgen we dan:

F = M (4.13)
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Bij deze ecenassige rek is er dwarscontractie (e22 en e33 zijn niet nul). De

dwarscontractiecoefficient wordt nu gedefinieerd door:

e =]
22 33

y 1= _.;—..:_.e—— . (4.14)
11 i1

(4.11) geeft dan weer:

A

v = Eijjﬁy . (4415)
v moet theoretisch liggen tussen de grenzen:
| -1<v<0,5 ) | (4.16)
maar ligt praktisch bijna altijd tussen:
0<v<0,5 . ' (4417)

Beschouw een zuivere afschuiving met allé%’t12 # 0. Dan defini¥ren we de af-

schuivingsmodulus G door:
G = o——ie o (4.18)

Uit (4.11) volgt dan:

Gep | (4.19)
Uit (4.13), (4415) en (4.19) volgt de belangrijke relatiet

B

G = gz;fggj . _ (4.20)

De wet van Hooke heeft bij toepassing van E, G en v de vorm:

e, = % [ox - v(oyjfoz)] s '(cyCIisch)
o (4.21)

Y. = (cyclisch)} .

T
xy xy ’

@l

biﬁfis de in de techniek gebruikelijké schrijfwijze van de wet van Hooke.

IV-B. De.vergelijkingen'van Navier

‘We beliken alleen het geval van evenw1cht en nemen aan dat er geen volume=

'krachten werken. We hebben dan de volgende vergellaklngen.

a) de evenw1chtsverge113k1ngen

tij,j =0 . (3 vergelijkingen) , - (4e22)
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b) de wet van Hooke

tij = Abij e + prei'j , (6 vergelijkingen) | (4.23)

¢) het verband tussen verplaatsingen en deformaties

o5 = %(ui,j +uj,i) , (6 vergelijkingen) . (4.24)

De vergelijkingen (4.22), (4.23) en (4424) vormen een systeem van 15 verge-
lijkingen met 15 onbekenden: ui(B), eij(G), tij(G). In principe is dit sys-
teem dus oplosbaar, Substitutie van (4.24) in (4.23) geeft:

= + * L
tij lbij uk’k + “(ui,j uj,i) (4025)

Dit differentiéren naar xj geeflt met (4.22):_

A . + , L.tun, ,,.) =0
uk,kl “(ul,JJ J,1J) '
cof:

PR + P e = 0 . .
hu oot (n u)ua,l‘j (426)

Anders geschreven:

Ay, +AEp) D =0

i b Ox; U3y ’ | (4.27)

waarbijs 4 = -53-— 3;— ¢ laplace =-operator.
i i

We noemen (4.26), of (4427), de vergelijkingen van Navier (of Beltrami), Het

zijn drie vergelijkingen van de tweede orde voor ui,u2 en u.3 .

Deze vergelijkingen zijn sterk verwant, maar niet identiek, met de potentisale
vergelijking:

byp = O .
Bij de potentiaalvergelijking onderscheiden we naar gelang de randvoorwaarden:
a) Het Dirichlet =probleem: hierbij is aan de rand ¢ voorgeschreven.

b) Het Neumann - probleem: hierbij is aan de rand %% voorgeschreven,

IVe4, De randcondities

Zoals bekend is een probleem, dat getypeerd wordt deoor differentiasalvergelij-

kingen eerst dan oploshaar, indien asanvangs- en/bf randvoorwaarden op de juiste
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wijze worden gespecificeerd. De vergelijkingen van Navier hebben dus nog een
aanvulling nodig om ze te kunnen oplossen. Er zijn verschillende typen rand-
waardeproblemer.

"We onderscheiden:

a) het randvoorwaardenprobleem van de eerste soort, waarbij over het gehele

oppervlak van het lichaam de spanningen zijn voorgeschreven (verwant met
Neumann - probleem),

b) het randvoorwaardeprobleem van de tweede soort, waarbij de verplaatsingen

van het oppervlak zijn gegeven (verwant met Dirichlet'-probleem),

¢) het gemengde randvoorwaardeprobleem, waarbij over een deel van het opper-
vlak de spanningen en over het andere deel van het oppervlak de verplaatsingen

zijn gegeven,

d) het gemengd - gemengde randvbérwaardeprobleem Wéarbij tegelijkertijd op het-

zelfde oppervlak spannings- en verplaatsingscomponenten worden voorgeschreven.

We zullen hier alleen problemen van de soort a)y b) of ¢) beschouwen, zodat we
dus steeds het oppervlak S van het lichaam kunnen splitsen ins

S=5 +5, f (4+28)

waarbij:
S'}is.dét deel van het oppervlak waar de spaﬁningen"zijn voorgeschreven (is

nul voor b)) en,

Su is'dat deel van S waar de verplaatsingen zijn ﬁooigeschreven (is mul voor

a))e

Het spreekt vanzelf, dat moet worden onderzocht of een gesteld prohleem met
randeondities oplosbaar is, mea.w., of de oplossing existeert en zo Ja, of

deze eenduidig is. We gaan op deze problemen hler niet verder in, .

Opgaven |

i) Vallen in elk punt van een elastisch, isotroop lichaam de hoofdrichtingen
 §an de deformatie- en de spanningstensor samen? ey '

ii) Druk de'compressiembdulus'k uit in A en u.' (k 1=

)

3e 5
Tracht met deze k en E duldelljk te maken, waarom een elastlsch, isotroop

me&lum slechts twee materiaalconstanten heeft.

et e
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V. Energie-beschouwingen

V.1. Blastische energie

h,
<{

massapunt: m

‘ —
De arbeid per seconde verricht door een kracht K op een massapunt m, dat een

snelheid v'heeft is

Op analoge wijze is de arbeid per seconde verricht op een volume-elementje
dV gelijk aan:

k, u, 4v
i 7i

en op een oppervlakte-element dS:

t. w, dS
1 1

Dus de totale arbeid per seconde verricht door de uitwendige krachten op het
lichaam met volume V en oppervlak S is:

L]

A = fki g av + fti u, ds A (5.01)

We nemen nu aan dat de volgende relatie geldt (energiebalans):

A

T+W ., (5.02)

T

]

kinetische energie = % fpﬁi fli dv , (5.03)
v

en W is gedefinieerd door:

. . +

W=2ba-T . (5.04)
We noemen W: de elastische potenti&le energie.

Ku geldt:

Jt.ﬁ.dS:ft..n.ﬁ.as=f(t..ﬁ.).dv=
i 74 by T T 1) 17,3
S S Vi
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= (t.. .u 4V + [t,.u. . av . 5.0
lea,a % J11J i,3 | (5.05)
i : v
Tus
A= jkt k. u, av + jl u av =
1J,d 1 13 1sd
v v
= qu u., dv + j;i ul,J v =
v
_ 41 > . -
- &3 j;u u. dv + j;la Uy av =
v v
= % + jt.. u av . .06
flJ 1,3 (5.06)
v

'
i
[
&
L 8
ik
N
1
i

Het (5.02) krijgen we dan

W= leij B g av : (5.07)

We kunnen W interpreteren als de per seconde opgeslagen elastische potentiéle
energie.

Definjeer Wm door

W o= jﬁm pav . ' (5.08)
v

Wm : W per massa-eenheid .

Uit {5.07) en (5.08) volgt dus, omdat V willekeurig is:

g = a. =% 3 ; - g -
pW tij u; a(tij ui’j-+tji uj,i) tij e (want tij tji)
_ (5.09)
Beschouw
yle)
= - =

W = pltsg(egasey i) =W (e ) =2 Wy
Dan geldt

. 'awéé) . ; .

Vo= e, %5 T p taj %1y (5.10)

1J

voor alle eij' Dus moet:
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(R 11)

Volgens de wet van Hooke is het verband tussen tij en eij lineair. Dus moet

(vgl. (5.11)) Wée) zijn van de vorm:
wle) _
LN o+ Eij eij + Tijkﬂ eij ekﬁ .

o, Bij’ Yiike® constanten (dus onafhankelijk van eij)' De factor ¢ is niet

interessant., Voor pij vinden we:

a~w§f )

By, Big * 215z ®ke . (5.12)

Dus als alle deformaties rul zijn, krijgen we (uit (5.71) en (5.13)) voor de

spanningens:

by (epp's=0) = pBy

fangezien we aangencmen hadden dat er geen restspanningen waren, noet dus
.. =0
Bs 5 .

Voor de dichtheid p schrijven we

o =pg+ o, (5.13)

waarin pg de dichtheid in de ongedeformeerde toestand is, terwijl 6p in de
lineaire theorie een infinitesimale grootheid is van dezelfde orde als e,
Met (5.11), (5.12) en (5.13) krijgen we voor de spanningen, bij verwaarlo—
zing van de termen van de orde (eij)2 '

Bi3 = 2P0 Yijkg ®ke T Cijke ®ke ? (5.14)

waarbij

ijke = 2P0 Yijkg

. 3 '
Opmerking. EEZ; (Ymnkz emn ekz) = zYijkﬂ CWE omdat zowel de factor e n als

S bij de sommatie de waarde €4; aanneemt en omdat Ymnke - Yktmn®
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Uit (5.1%) volgt:
e - t
Yiske ke T Zp i s
en hiermee wordt (5.12):

W

- - . .
n = %o tij e 5 (@ =0 genomen) (5.15)

We definiéren de elastische energie per volume-eenheid WS door
W, oi= oW . | (5.16)
W o=%t. e, . , (5.17)

W = JWS av = ift e, . dv . - (5.18)

de spanningen, dus:

W B Wsse)'(eij) - olegy ey + T (e} (5:19)

PR RO RO 5 BN

e ol

(5.19) volgh dat W_ positief-definiet is, want G > O en v < 0,5, en al-

leen gelijk asn nul als alle ey = 0.

Verder geldt: _

l aW(e) : aw(t)‘
<] S

%5 = Fe.. . - B i3 T Bt ’ o (5.21)
ij , _ ij |

V.2. Reciprociteitsstelling van Betti, eenduidigheidsstelling, stellingen

van minimum potentiéle en ‘minimum complementaire energie

béfinitief—een‘reguliere evenwichtstoestand S(x)

is een oplossing, welke voldoet aan de vergelijkingen (4.22), (4.23) en

(ﬁ,24) met bijbehorende randvoorwaarden en welke voldoende malen differenti-.

R . o 2 : 1
g%;baar is (ui € C°, eij’tij € C*).

Beschouw een'lichaam met volume V en oppervlak §, dat op twee manieren wordt

 belast:
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i) door volumekrachten k! en oppervlakte-gpanningen ti. De hierbij beho-

rende regulieré evenwichtstoestand is:
S'(x) {t' (!), .(x),.u{(x)} .
ii) idem door k] en t; met:
5"(x) s {t;j(x)r egj(x)! u']'_(x)} .

Dan geldt de:

Reciprociteitsstelling van Betti:

f“i“ﬂ”*ﬁi“ﬂds“ fki;ulzdv+ bt ds (5.22)
v o v g

Bewijg:
1] 1" = - ] -
fk.l;ukdv+ftfcukds- ft]'d’j'dv+fk tl, n, dS
v 8 v S
— n
—-ft];j’ju.kdv-i- f(u.i; tl'd)’jdv-
v 1
=\(ftfd e g dv=%"f(th uog t by u'j,’k)dvm
|
v
Analoog is _
11} ] = 1 |
Jawars fguese fu oo . ,
v 5 v -

Tevens is:

= == 11
thg g = (Aol By ¥ Zuey e, = el ey + Zpef, ey =
= (hepy dpg + 2nepodefy = tipel, -

Hiermee is de stelling bewezen.
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Eenduidigheidsstelling

Op analoge wijze als bij de afleiding van (5.23) kunnen we bewijzen dat voor

elke reguliere evenwichtstoestand S geldt

*
W(s) =14 Jtij elj av = | Jki ug av + |} Jti u, ds =
v v |
* * %
=1 Jki u, dv + i jti u, ds + 3 Jti uy ds , (5.24)
v S 5
P u
waarin
N :
ki : voorgeschreven volumekracht,
t; : voorgeschreven oppervlaktékfacht op Sp’
.u; : voorgeschreven verplaatsing op Su'

Beschouw twee reguliere evenwichtstoestanden

S(l) : {tg!)(x), eéé)(x), ugl)(x)} .
en

s(2) {tgg)(k), eﬁﬁ)(x), ugz)(x)} ,

) * ‘ )
beide behorende bij dezelfde belasting k;, ts, uz, en definieer een derde

toestand door

g o g1 _ @

Omdat de vergelijkingen (4.22), (4.23) en (4.24) met de bijbehorende rand-
voorwaarden lineair zijn, vormt S' een reguliere evenwichtstoestand, in even-

wicht met de belasting

Substitueren we dit in (5.24) dan vinden we
W(s') =0 . . , | (5.25)
" In V1. hebben we gezien dat W(S) een positief definiete functie over alle re-
guliere evenwichtstoestanden $ is, zodat uit (5.25) volgt

' =0,
of

sl = g%,

waarmee de eenduidigheid is bewezen.
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Definitie: Potentiele energie: U(S):

U(s) := w(s) - J k;uidV - J t:uids R - (5.26)
v S
P

* *
ki: voorgeschreven op V en ti: op Sp.

Definitie: Kinematisch toelaatbare toestand: S(x):

d.i. een stelsel: {ﬁi, € 1y Eij} wearvoor geldt:

13
- 2 - - 1
1) u, €C° en e, .,t..€C :
i 13?71
2) e,.=%{, .+u, .), {(dus het verpleatsingsveld is compatibel) ;
1J 1,4 Jsd
3) tij = Abij epp + 2p.ei'j 3

4) Gi voldoet aan de randvoorwaarden op S .

Opmerking: De met 3} gevonden spanningen tij voldoen in het algemeen niet

pan de evenwichtsvergelijkingen en aan de randvoorwaarden op Sp.

Definitie: Potenti&le energie-functionaal van de kinematisch toelaatbare

toestand S (x):

UE) = w(E) - fk: a; dv - jt: u, av . (5.27)

v S
b

M geldt de:s

otelling van de minimale potentiéle energie

us) -—-m%'_n u(s) . (5.28)

Bewijs:
(We nemen aan dat er een S(x) bestaat en dat deze eenduidig is.)

-

Stel: S' =S -5 (S' voldoet aan voorwaarden 1), 2) en 3) maar niet amn 4)

il

want:

u,

'=0 op S
i P e !

omdat u;, = u, is voorgeschreven op Su.)

Dan :
US) - u(s) =wWE) - w(s) - fk; u! av - ft: u! ds . (5.29)

i
v 5
P
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M is
o = ! ! =
Vi (S) tl;| €, 3 (tij-+tij)(eij-+eij)
=%..e.,.+t.. e!, t' e. . t' el. =
1) 4] i) 13 1j 715 1] lJ
= W _(s) + 2t 5 eds + 2w, (s1) . (5.30)

Bij de laatste stap is gebruik gemaskt van vergelijking (5.25), want tij
voldoet aan de wet van Hocke.
Dus:

W(E) - W) = ‘Jtij el av +W(s") . (5.31)

Verder geldt, omdat tij de exacte spanning is en dus aan de evenwichtsverge-

lijkingen voldoet:

jé.. el. dv = tfé.. u‘ dv =
13 19 ij 74,3
v v

f(t..u.‘).dV—ft...u!dV=
1d 174 1Jsd. 1
v SR

ft..u!n.ds+ fki*u_' av = ok
ij 7173 i3 ‘ : o
) v o

fkﬁ‘ u! av + jt. + ft u! ds
1 1 l 1
g

It

]

v D u o ' J
= * oo * 0 : ! = @ :
jki ul dv + .fti ul &S , (ui Q op Su) . (5.32)
v 5 . . .
F

(5.32) substitueren in (5.31) en dit weer in {5.29) geeft:

U(S) - U(S) = wW(st) . o (5.33)

Nu is

W(gt) = ‘Jt' !5 f[e' els + Ty (o)’ Jav > 0, (5.30)

_ en alleen gelijk aan nul als alle eij =0,
Dhs:

uE) - ) =0 - (5.35)
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waarbij ret gelijkteken alleen geldt als:
S = S .

Hiermee is de stelling tewezen.

Definitie: Statisch toelaatbare toestand: S(x):

d.i. een stelsel: {Eij? iij} waarvoor geldt
1
1) ?‘ij’ﬁijec i
2) t.. . +k =0 , t..=t.. :
1J,d 1 —1J %
Aéi.
) ey T iy v REER ke

4) op Sp : Eij ny = t* {= voorgeschreven) .

De in 3) gevonden deformaties: gij voldoen in het algemeen niet aan de com-

patibiliteitsvergelijkingen en aan de randvoorwaarden op Su'

Definitie: Complementaire energie: U¥(S):

T*(8) = () - sft.

; Ut as , {(5.36)

u
u; : voorgeschreven op Su .

Definitie: Complementaire energie-functicnaal van een statisch toelaatbare

toestand & (x):

n
t, volgt uit
Lo =L op Sy

Stelling van de minimale complementaire energie:

U*(8) = min U*(g) . (5.38)
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Dan is:
THE) - T*(S) = () - W(S) - fti ¥ & (5.39)
s
u
met
. .
i) t =0 op SP en
i £). . =0
i) 13s3 ’
want t.. . +k, =0
1]sd 1
t,. . +k, =0
ij,5 4
', =0
i3y ’

krijzen we, op analoge wijze aan het vorige bewijs:

W) - W) = ftij © 5 av +w(s') (5.40)

en dit geeft weer:

PHE) - THE) = W) B0, - (5.41)
en alleen gelijk nul als: §_= 5, waarmee de stelling is bewezen.

Stelling:
u*(s) + u(s)

I
O

(5.42)

}

Bewijs:
U*(s) + U(s)

-ft. u* a5 + W) - fk*f u, av - ft"." u, a5 =
1 1 XL b 1 1

S v S

1 _ P

= 2W(s) - fk*l* u; av - fti u, dv=0 | ' (5.43)
v . _ S e, d,

Uit (5.28), (5.38) en (5.42) volgt dan:

_u*E) < - vHs) = u(s) < UE) . )  (5.42)

A R oy L
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energie
We zien dus dat een kinematisch toe-
uS _ laatbare en een statisch toelaatbare
uis): - Lts) toestand een boven- resp. beneden-
-Uﬁ§} grens geven, waartussen de exscte

oplossing moet liggen.

Ve3. Stelling van Castigliano

We weten dat (zie formule (5.38)) in de evenwichtstoestand U*(3) minimaal

is., We gaan nu de echte oplossing vari&ren: ‘
S=S+8 =5 , (3 : statisch toelaatbaar) .

Dan is dus

pU*(s) =0
of x
M 4 = A s 3 = . . -
dW(S) _bftl u* ds Jul st. ds . (5-45)
S S
u u

We gaen dit nu toepassen op een ondersteund, elastisch lichnam, dat belast
wordt door puntkrachten en puntmcmenten.

We bekijken een kracht P(k) werkende
op een punt A van het lichaam. De
verplaatsing van het punt 4 is: u(k).
: = (k)

We nemen nu u constant en gaan

i(k) variéren:

k) 3 530 53 5 rion-

ting van i(k)).

Dan is

BW(s) = fuj(_k) 6t§k) as . (5.46)

8
u

Hierin is Su het wvlak waarop'a(k) voorgeschreven, dus het vlak waaroplﬁ(k)
werkt. Aangezien voor een geconcentreerde kracht dit vlak overgaat in een
punt, is dus op S : Eék) constant. Dan wordt (5.46):

W(s) = uj(_k) 56l5) a5 uik) an_k) - G(k),é'ﬁ(k))

i
S
u

(5.47)

Hoemen we uz‘)k) de component van H(k) in de richting van -15(}{) dan geldt dus:
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uék)z%% oo Ly  (5u8)

Op analoge wijze geldt voor een puntmoment :
£ AW (S
ot < B (5.49)
oM : 4

waarbi j qJIEI‘e) is de hoekverdraaiing in de richting van M van het punt waarop
M werkt.
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VI. Torsie wvan cilindrische staven

VI.l. Inleiding

We beschouwen een lange cilinder met en-
kelvoudig samenhangende doorsnede. De

mantel van de cilinder is ombelast (Sp—

oppervlak). Verder kunnen de punten van
de einddoorsneden vrij verplaatsen in z—
richting (de welving van de einddoorsne-
den is niet verhinderd), zodat in de
einddoorsneden de normaalspanning tzz =0

moet zijn. In beginsel kunnen we de ci-

linder op twee manieren torderen:

i} We schrijven de verplaatsingen, in x-
en y-richting, in de einddoorsneden

voor (de randvoorwaarden op deze

einddoorsneden zijn dan gemengd-ge-

mengd) door de hoekverdraaiing van de

X en y: centrale-hoofdtraagheidsassen. twee einddoorsneden ten opzichte van

elkaar te geven.

ii) We schrijven de schuifspanningen in de einddoorsneden voor (de einddoor-
sneden zijn dan Sp—oppervlakken) door het wringende moment te geven,
waarbij we wel de restrictie moeten stellen dat de schuifspanningen in

de einddoorsneden 'goed" verdeeld zijn (we komen hierop later terug).

De aldus gestelde problemen kunnen we exact oplossen. We hebben in § IV.4

.

gezien dat we 15 vergelijkingen hebben wvoor de 15 onbekenden: Uis €44s tij
Bovendien hebben we in § V.2 bewezen dat, als we een oplossing van dit stel-
sel gevonden hebben, dit ook de enige oplossing is.

De oplossing loopt als volgt:

1) Als we uitgaan van de randvoorwaarden volgens i) kiezen we een verplaat-—
singsveld in overeenstemming met de condities in de einddoorsneden. Hier-
uit bepalen we met (1.10) de deformaties en vervolgens met de wet van
Hooke de spanningen. Aan deze spanningen wordt dan de voorwaarde opgelegd

dat ze voldoen aan de evenwichtsvergelijkingen en aan de randvoorwaarden.



2) Uitgaande van de randvoorwaarden volgens ii) kiezen we een spanningsveld,
dat voldoet aan de randvoorwaarden en aan delevenwichtsvergelijkingen.
Uit deze spanningen bepalen we met de wet van Hooke de deformaties, waar-
uit we de verplaatsingen proberen te halen. Hiertoe is het echter noodza~

kelijk, dat de deformaties aan de compatibiliteitsvoorwaarden voldoen.

Voor het opstellen van de randvoorwaarden zullen we nog de volgende relaties

nodig hebben:

ax . ‘ ]
v cos(xjs) = - sin{x,n) = - cos(y,n) = - 5%

(6.01)
9y _ 9%

FrS cos(y,s) = sin(x,s8) = cos(x,n) = ==

. . e ' > . .
waarin: (x,n) = de hoek tussen de positieve x-as en de n-richting (zie fi-

guur). Op analoge wijze zijn (x,s), (y,n) en (y,s) gedefinieerd.

VI.2.  Exacte oplossing uitgaande van een verplaatsingsveld

We gaan ult van het verplaatsingsveld

u = u=-oazy, ﬁ
u = v = azx , (6.02) 4
u, = w = ad(x,y) ,

waarbij de constante o de gegeven draaiingshoek pér_lengte*eénheid voorstelt
(in de infinitesimale theorie moet'[&£| << 1), ¢(x,y) is de nog onbekende
wéivingsfunctie. ‘

Uit onderstaande figuur blijkt dat =z een rbtatie van de doorsnede z om zijn

zwaartepunt aangeeft,

»xy

zwaartepunt
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In het algemeen is ¢(x,y) niet identiek nul (voor een cirkelvormige doorsne-
de geldt wel: ¢(x,y) = 0), zodat een vlakke doorsnede bij torsie niet vlak
blijft, Men spreekt dan van welving van de doorsnede.

Uit het verplaatsingsveld (6.02) vinden we voor de deformaties

e = e = e =g =0,
XX vy zz Xy
_ o 3% _a 39
exz - E (K Y) Y eyz = 2 (ay + X) Y (6-03)

en hieruit krijgen we met de wet van Hooke de spanningen

t =t =t =¢t__ =0,
XX vy zZZ Xy

]

t

30 ]
xz = GGz T V), t, = Galgr 4 x) .  (6.04)

vz

Deze spanningen moeten voldoen aan de evenwichtsvergelijkingen {3.07), met
ki = 0. Aan de vergelijkingen in x— en y-richting blijkt identiek te zijn

voldaan, terwijl die in z-richting geeft

2 2
370 3% _ g, (6.05)
ax? 3y?

een potentiaalvergelijking in twee dimensies voor %(x,y).

De randvoorwaarden op de cilindermantel luiden

e T, = . 6.06
tlJ nJ 0 ( )

Op de rand R van de doorsnede is

-+

n = (nx,ny,nz) = (cos(n,x),cos(n,y)},0) , (6.07)
zodat (6.06) levert

in x- en y-richting: 0 = 0 ,

in z-richting: tes cos(n,x) + tyz cos(n,y} =0 . (6.08)
Met (6.04) gaat deze voorwaarde over in
od ad '
(52-- y)ecos(n,x) + (§§ + x)cos(n,y) = 0 ,

of, met {6.01)

%%-%% + %%-%% = y cos{n,x) - x cos(n,y) =: I'(x,vy) . (6.09)
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Op de mantel geldt dus

%% = I'(x,y) » | (6.10)

waarbij T(x,y) een functie afhankelijk van de vorm van de doorsnede is.
De differentiaalvergelijking (6.05) met de randvoorwaarde (6.10) vormt een
Neumann-probleem. Een noodzakelijke voorwaarde voor de oplosbaarheid van dit

systeem verkrijgen we door (6.05) te integreren over de doorsnede §

2 2 '
0 = JJ [E-E-+ E—EJd dy = JJdiv(gradlé)dxdy= é %% ds . (6.11)

]
x? 8y R
Hieraan is voldaan, immers
dé ] ox 3 ;
§ I ds § (y 5% + x 5)ds = } § 35 (x2 + y2)ds = 0 . (6.12)

R R R

Omdat (6.04) over de hele cilinder moet gelden, moet hij ook gelden in de
einddoorsneden. We noemen nu de schuifspanning in de einddoorsneden "goed"
verdeeld als hij verdeeld is volgens (6.04).

Voor het wringend moment in de doorsnede geldt

- - = 2 4 42 3% _
Mz JJ(Xtyz ytxz)dxdy Qa JJ(X + y- +x 5y y ax)dxdy . (6.13)
3 5 . ‘

VI.3. Exacte oplossing uitgaande van een spanningsveld

We gaan nu bekijken het probleem, waarbij in de einddoorsneden het wringend

moment M gegeven is. We onderscheiden:

i) In de einddoorsneden zijn de schuifspanningen "goed" verdeeld (dus vol-
gens (6.04)); we krijgen dan de oplossingls. _

ii) In de einddoorsneden is een andere schuifspanningsverdelihg gegeven,
maar met als enige resultante hetzelfde moment M_. We krijgen dan de op-

lossing ST,

Het verschil (S - §') is niet identiek nul, maar het moet wel corresponderen
met een nul-belasting, dit is eén,beiasting welke over de doorsnede geinte-
greerd geen resulterende krécht of‘moment geeft.

Hiervoor geldt het: Principe van de Saint-Venant:

Een oplossing welke in evenwicht is met een nulbelasting Sterft zeer
snel, dat wil zeggen binnen een afstand van de orde van enkele malen

een karakteristieke lengte van de doorsnede, uit.




Voor ons probleem houdt dit in, dat de spanningen (tx - t;z) en (tyz -t')

k4 Yz

behorende bij de toestand (S - S') nul worden op een afstand van de eind-
doorsneden, welke van de orde is van enkele malen een karakteristieke lengte
van de doorsnede. Hieruit volgt dat de juiste verdeling van momenten en
krachten niet meer belangrijk is op enige afstand van de einddoorsneden.

Het principe van de Saint-Venant is in zijn algemeenheid niet te bewijzen.
(U kunt een voorbeeld vinden in het collegedictaat: Lineaire Elasticiteits-
theorie I, pp. 66 e.v.) Voor dunwandige doorsneden gaat het principe van de
Saint-Venant niet op.

We gaan nu alleen het deel van de cilinder bekijken tussen twee doorsneden,
die op voldoende afstand van de einddoorsneden zitten, zodat we mogen aanne-

men dat de schuifspanning "goed" verdeeld is. We nemen

txx = tyy - tzz = txy =0,

_.G oF (x,y)

-c F(x,y) _
yz Ix ’

Cyz 3y ? t

(6.14)

waarin de veorloplig nog onbekende functie F(x,y) de spanningsfunctie wordt
genoemd. Met een dergelijke keuze van het spanningsveld is triviaal voldaan
aan de evenwichtsvergelijkingen.

Met béhulp van de wet van Hooke vinden we uit (6.14) de deformaties

e =e_ __=oe¢ = e =0,
XX vy zz Xy
| OF _ _ | 9F
exz i -§'§- N eyz ___BX . (6 .l 5)

Opdat uit deze deformaties verplaatsingen te bepalen zijn, is het noodzake-
1ijk dat voldaan wordt aan de compatibiliteitsvergelijkingen (1.35) en

(1.36). Aan (1.35) is triviaal voldaan, terwijl (1.36) geeft

] [_ aeyz + aexz] 1 d [32F + BZF] =0

N - ve— e -2 A - = ]

9% 9% 3y ox ox2 Byl

9 ae'xz yz 3 32F 3%F

v oy T T it T

¥y Yy y 3X2 3y2

3 aeyz 8exz

E[Bx + ay] =0=0. (6.16)

Hieruit volgt dat



- 65 -

2 2
3—1‘;+-a-£=c, 6.17)

9x 8y2

waarbij C een nog onbekende constante is, welke moet worden bepaald uit de
voorwaarde, dat de schuifspanningen in de doorsnede als resultante het

wringend moment M moeten leveren., Voor dit moment geldt

= - = - oF 9F, -
Yy = [J(Xtyz Yty )dxdy = - G JJ(X 5% Y ay)dXdy B
5
3(xF) . 3(yF '
=-¢ JJ[ gi ) 4 §§ ) Jaxdy + 26 JIF dxdy =
s : S
= -G § Flx cos(n,x) + y cos(n,y)lds + 26 JJF dxdy . (6.18)
R g '

De randvoorwaarde op de mantel luidt

€y cos(n,x) + th cos(n,y) = 0,

of, met (6.01) en (6.14)

3F 3y . 3F 3x _ dF _ . | -
5y 3s T 3x3s ds 0 | (6.19)

zodat op de mantel F(x,y) constant is. Voor een.enkeivoudig.samenhangende

doorsnede mogen we deze constante nul kiezen:
F=0, opR. ' (6.20)

Hiermee gaat (6.18) over in

M, = 26 JJF dxdy , ' (6.21)
S

uit welke vergelijking we de constante C in (6.17) kunnen bepalen.

We kunnen de constante C eliminerén uit‘(6f17) door in te voerén

?(x,y) = % F(x,y) , ‘ (6.22)
wairmee (6.17) en-(6.19) overgaan‘in

225  8%F

—_—t —— =1, met F = 0, opR, ‘ _ (6.23)
3x2 ayz' ’

terwijl C volgt uit

4
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=, | (6.24)

Voorbeeld
Als voorbeeld bekijken we de torsie van een cilinder met de ellipsvormige

doorsnede

Om aan de randvoorwaarde (6.19) te wvoldoen nemen we

2 2
F(x,y) = A[E—'+ L - IJ s+ A = constant,

a2 b2
waarmee tevens voldaan is aan (6.17). Immers
2 2 2 2 2 2
[.?.._...p.a_] AIE_+L_1JJ=___2A(a+b)=C'
ax2  ay? a?  p? a?b?

Voor het wringend moment krijgen we met (6.21)

2 2
M_ = 2GA ” [-’-‘-— + L l]dxdy = - 7GAab ,
z a2  p2
of
MZ
ey

waarmee we gevonden hebben

M 2 g2
F= [1 S A J. (6.25)

" a2 p?
We willen nu nog de hoekverdraaiing per lengte—eenheid o bepalen. Deze is

gelijk aan

=3 @y _3du
o= 15 G~ 5 (6.26)

Uit (6.15) volgt dat
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by, Bw _ BF
az x 3y °?

ELANL 4 SF
oz dy ox

fl
]

(6.27)

en hieruit met (6.17)
2 2
a=_§[ﬁ+ﬂ]=_%c_ ‘ (6.28)
ax2  ay? '
Met behulp van (6.24) vinden we dan

M _
0= = — (6.29)

4G Jjﬁ dxdy
S

Een in de technische mechanica belangrijke grootheid.is de torsiestijfheid D

welke gedefinieerd is door

D := . : (6.30)
Uit (6.29) vblgt direct dat

D = - 4G ”§ dxdy . | | . (6.31)

S

Passen we deze resultaten toe op het voorbeeld van de ellipsvormige staaf,

dan vinden we

(a2 + b2)M .
G = ——— o (6.32)
1Ga3b3 : -
en
3.3
D = mGa b ) : (6.33)
(a2 + b?)

Voor een cirkelvormige doorsnede (é = b) krijgen we

Ga* . : : (6.34)

e

NEP TR S
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Analogon voor F

De zakking van een vlak membraan, waarvan de rand is ingeklemd en dat belast
wordt door een constante druk, voldoet aan dezelfde vergelijkingen als
F(x,y) (dus (6.22) en (6.25)). Als we dus een membraan kiezen dat dezelfde
vorm heeft als de doorsrede van de te onderzoeken torsiestaaf, dan zal bij
een belasting door een constante druk de zakking van het membraan evenredig
zijn met F en bovendien zal (zie (6.28)) het wringende moment M# (en D)

evenredig zijn met het doorgezakte volume. Het membraan-analogon is dus een

experimentele methode voor het bepalen van de torsiestijfheid van een cilin-

drische staaf. Na de komst van de computer is het nut van deze methode sterk

verminderd.

In het geval van torsie (dus: tex = tyy =t,= txy = 0) krijgen we voor de

specifieke elastische energie

= 2 2 |
wS T (txz + tyz) . (6.35)

Voor een cirkelvormige doorsnede geeft dit

W= JW dv = J J 21r W drdz =
5 5
v 0O 0
L a
= J J 2nr %@ {62 o2(x? + y2)}drdz =
0 0
M2
= 172 Ga? ga% = s (6.36)
2GI
0
waarbij
- _ - yo
M= J(txz y tyz x)ds imGaa™ (6.37)
3
en

IO = Jma = polair oppervlakte traagheidsmoment. (6.38)

A
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Gegeneraliseerd, voor een niet -zuiver cilindrische staaf, krijgen we als een

eerste benadering (voor kleine 6)

L

1 M (z) :
W = f-é- J IO(Z) dz . (6-39)

0

Dit is een in de technische toepassingen veel gebruikte benadering.

VI.4. Benaderingsoplossingen

We beschouwen een cilindrische staaf, waarbij aan de eindvlakken een draai-
ing is voorgeschreven, De cilindermantel is vrij. '
We zoeken benaderingen m.b.v. de in V.2 afgeleidé stellingen. We proberen

eerst een

1) Kinematisch toelaatbare toestand

We nemen:
u= - azy ,
= qzx , o (6.40)
= ag(x,y) .

We gebruiken hier niet de evenwichtsvergelijkingen.

De potentiéle energie voor een torsieprobleem is
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us) = W) - [y o - [ @ -wE) (6.41)
YV )
P
want

k¥ =0, (geen volumekrachten) ,

t*j‘: = 0, want op fip (d.i. de cilindermantel) zijn de spanningen nul.

Voor de potenti#le energie-functionaal van de kinematisch toclaatbare toe-

stand geldi analoog

U(s) = W) . (6.42)
det (6.08) en (6.35) krijgen we

W(s) = gaﬂ(tiz”;z)dxay - y0da1 (6.43)

2 .

met a¢0 2 a¢0 2

1 =ﬂ {(—a—{-y> +<€-§-+x> } dxdy , (6.44)

S

waarin

¢, = de exacte welvingsfunctie (dus de oplossing van (6.09) en (6.13)),

(6.44) uitschrijven geeft

' 09 S
I =Jrfﬁx2 +y2+x——2- O}dxdy+

by Y Bx
3
dpn2 P98 2 dp 3g
~L —0 o _ Q
+fﬂ(ax> * ay> X oy axldxdrf - (6.45)
5

Nu is de eerste term van (6.44) gelijk aan (zie (6,16)):
M
2
Ga ’

en de tweede is nul, want
3 3 o(xp,) 3(ye,)
f % %o _ 0 I
L *By T ax dxdy = 9y ~  B¥x dxay
5] S

de
= -ﬁ@o{y cos(n,x) - x cos(n,y)}ds = - jg % Eods =

R R

Il
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(m.b.v. de eerste identiteit van Green)

R [ Y ) POV
R X |

M
I = §§ = g— +» (met (6.27)) ' (6.47)

Dus

zodat I een maat is wvoor de torsiestijfheid.

Anéloog is

W(s) = E’%if(tiz+%§z)dxdy = 5Ga?2 T ,  (6.48) T

metl ' . 3
- d 8 i

I-= III(E% - y)a + (5§-+ x)z}dxdy : y - (6.49) %

) _ _

voor willekeurige, differentieerbare o(x,y).
Met het principe mininum potenti&le energie (5.28) leiden we hieruit af
I(s) < I(§) . S (6,50
- Vervolgens proberen we een

ii) Statisch toelaatbare toestand

| ' We nemen
|

b o Ely)
] Al ay

T X2

b = Zlag)

vz ox (6.51)
en de overige spanningen nul,

en: F = 0, aan de rand R van de doorsnede.

De complementaire energie voor het torsie-probleem is

T(S) = w(s) 7ﬂu}+ t, oS .
S g
. u

'ﬁﬁfis (met (6.07), want 5 = exacte opiossing)

I : : :
lfuﬁ* t. as =-ﬂ(u* t +u* % )dS -
i 1 X X y ¥y

u

= éj’\-— ol (y‘tx-'x‘ty)ds = q,BMZ ’ (6. 52)




want Su is de einddoorsnede (stel andere einddoorsnede ingeklemd, dan is daar
u; = 0; dit is niet essentieel, want a is de relatieve hoekverdraaiing). Nu

geldt. op Su :

t =%t _n +t_n +% _n =+t .
x ' x Xy ¥ Xz z Xz

en analoog:

£t =t ,
y Ve

zodat uit (6.17) de laatste stap van (6.52) volgt. Dus
%) =w(s) - oM, . : (6.53)

hnaloog krijgen we voor de complementaire energie-functionaal van de statisch

toelaatbare toestand
U*(E) =W(E) - sl , (6.54)

waarbij (zie (6.26))

M= 2HF dxdy . - | (6.55)
5 |
Verder is
0y oL (2 442 _ L [y, (32
W) - & éﬂtmwyzmmy-ZG‘D{caX) + (G Jaxy . (6.56)
5

it (6.55) en (6.56) wordt (6.54)

w*(g) = -2% f {(@-)2 + ()2 L 4GaF}as = $6a%2K(B) (6.57)

3% oy
net
K(E) = ﬂ{ g-f;f * (%f;)a - 4fjaxdy (6.58)
S
en £ (6.59)

Met het principe minimum complementaire energie (5.58) krijgen we hieruit
K(s) < K(s) - (6.60)
En formule (4.40) geef't

-K(E) <-KE) =1I16) <IE) . (6.61)
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Hiermee hebben we een boven- en een ondergrens gevonden, waartussen de exacte
waarde van de torsiestijfheid, welke een technisch belangrijke grootheid is,

moet liggen.

Voorbeeld: Cilindrische staaf met vierkante doorsnede.

\ ///,/ De exacte oplossing van dit torsie-probleem is
e te vinden m.b.v. oneindige reeksen. We krijgen

dan voor de torsiestijfheid de exacte waarde

D = 2,25Ga" .

1
2a
i) We nemen eerst: 9(x,y) = 0 , (dit is een slechte benadering).
Dit geeft

4

I = % a* = 2,672* . S (6.62)

1i) ‘Vervolgens nemen we

' 2 2v,2 =2

loy) =GP #)
zodat voldaan ic san £=0 {en dus F=0) eaan de rand.
Dil geeft o

K=-6—9‘La6(%azaz-g)

Het minimm van K treedt op voor A = —EZ y zodat de kleinste K is

ga.
K = - %Qa4 =-2,22a% . (6.63)

Met (6.62) en (6.63) krijgen we voor D = IG

2,22Ga* <D < 2,676a* . : (6.64)

Vergelijken we dit met de exacte waarde, dan zien we dus, dat vooral de

Q(x,y) slecht gekozen is., We proberen daarom de functie

iii) g(x,y) = A(yﬁ3-xyé) , (deze functie is invariant t.o.v. draaiing

over %',ln , %?.) .
Deze geeft
| D = 2,25a% ¢ ,
 dus een zeer goede benadering.
Ho meet ; :
2,22Ga* <D <2,250a" , ' \ (6.65)

zodat de exacte waarde nu goed ingesloten is.
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VII. Buiging van cilindrische staven

VIT.1, Buiging door een moment. Exacte theorie

We beschouwen een cilindrische staaf met lengte £, welke in zijn einddoor-
sneden belast wordt door een buigend moment, gericht langs een van de hoofd-
traagheidsassen van de doorsneden. We nemen aan dat de spanningen in de

einddoorsneden "goed" verdeeld zijn (een exacte definitie van "goed" ver-
deeld volgt verderop).

M{'\—‘ -
Y b

De x-, y- en z-as zijn hoofdtraagheidsacssen door het zwaartepunt van de

doorsneden. We definifren het begrip: neutrale lijn als de meetkundipe

plants van de zwaartepunten van de doorsneden.

We stellen de volgende spanningsverdeling

M
2
b, = - fl p' . (I := j; as),
7 8 (7.01)

Spanningsverdeling.
De gpanningen volgens (7.01) voldoen aan de evenwichtsvergelijkingen en
maken ook evenwicht met het buigende moment N%, want

M M
= - 2 =y ...—X =-—I— 2 =
My fxtzzds f( - x)xd.S 7 fx dSI e .
g S J Y g

We noemen nu de eindspamming "“goed" verdeeld, indien ook in de einddoocrsne-
den voldaan is aan (7.01). Indien het moment in de einddoorsneden anders dan
rechtlijnig verdeeld is, zal het verschil (want dit geeft een nulbelasting)
volgens het principe van de Saint-Venant snel uitdempen.
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Uit (7.01) kunnen we de deformaties bepalen (M = My , I =10):

¥
o me LY,
x Sy TE I ’

. _
®22 T TEIF (7.02)
e =e = =0 »

Deze deformaties zijn compatibel; we kumnnen hieruit dus de verplaatsingen

berekenen. We krijgen, afgezien van starre-lichaamsverplaatsingen:

M 2 2. 2
u=EE_f(Z t VX - vy ) ’
. i .
v =% ovxy s (7.03)
w = - -y-[-xz
EI )

Langs de neutrale lijn (x=y=0) krijgen we

R S .
Yo =Z®T 2 4
o e
en dit geeft :
i {::.
8°u 1M o | o
-5---2— = ETET ' (R: kromtestraal) . ‘ (7.04)
Z 70 ' L :
. 3%y 1 g
In onze benadering geldt inderdaad: S TR want termen van hogere orde

van u worden consegquent verwaarloosd..Dus formule (7.04) is, binnen de line~
aire theorie, exact. '

langs de neutrale lijn geldt verder

du i ”
(5;)0 =37 2 ’ - (7.05)

zodat we krijgen

(2 w B | 06
e ex(B) -y, - o (1.06)
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Uit (7.06) volgt, dat de doorsneden loodrecht op de neutrale 1lijn blijven
staan. Dit is de zg. Wet van Bernouilli of "stekelvarkenhypothese":

Normale doorsneden blijven na de buiging normaal.

De stelling geldt exact voor de buiging van een cilindrische staaf door een
moment langs een hoofdtrasgheidsas. Een technisch veel belangrijker probleem
is echter de buiging van een balk door een dwarskracht; hier geldt bovenstaan-
de hypothese ook nog, maar voor meer algemene belastingen (meer dan een dwars-

kracht, verdeelde belasting) niet meer.

VII.2., Buiging door eeﬁggyarskracht. Benaderingstheorie

z . _ x-,y- en z-as: hoofdtraagheidsassen.

411 Yp

Ve beschouwen een cilindrische staaf, welke in zijn einddoorsnede hbelast

NARMYANNN

wordt door een dwarskracht P gericht langs een hoofdtraagheidsas.

Dit probleem is om twee redenen moeilijker dan het vorige:
1) Het moment in een doorsnede z is afhankelijk van z, immers

My(z) = P(£w2) . (7.07)

ii)_ De spanning tzx # 0, want deze spanningen moeten in evenwicht zijn met
de dwarskracht, dus '

ﬁ;zx S = P . (7.08)
S

Dit probleem is nog wel exact te behandelen met potentiaaltheorie (zie Line-
aire Elasticiteitstheorie I), maar het is een weel ingewikkelder probleem
dan de torsie. Bovendien is het probleem van een balk, welke belast wordt
door twee, in verschillende doorsneden aangrijpende dwarskrachten, niet meer
exact te behandelen. We zullen daarom hier een benaderingstheorie afleiden.
Deze benaderingstheorie geldt voor staven, waarvan de lengte vele malen
groter is dan een karakteristieke maat van de doorsnede. We beperken ons
hier wel tot enkelvoudig samenhangende doorsneden (dit is geen essentidle
beperking). We nemen verder aan, dat de volgende benaderingen ook gelden
voor staven waarvan de doorsnede in de z-richting verandert, mits deze ver-
anderingen niet te groot zijn.
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We nemen in het vervolg steeds aan dat de volgende spanningen nul zijn

t =4 _=t_ =0 . (7.09)

- We definiéren de doorsnedegrootheden

i)} normaslkracht

T= . . . .01
N ftzz as (7.10)
S .
ii) dwarskracht in x-richting
Q = fr,® (7.11)
S

iii) dwerskracht in y-richbting _
’ Hal . 01
Qy ftyz as (7.12)
S .

"We noemen Qx positief, indien hij in een doorsnede, waarvan de normaal in de

positieve z-richting staat, werkt in de positieve x-richting. Analoog voor

den. N‘. . | ‘

+Q
y : 7
Z - —\_ N positieve richtingen
: _ . ‘ van N,Q, en Qy.

iv) buigend moment in de x-richting

M e _ﬁrtzz ds . - (1.3)
. 5

¥) buigend moment in de y-richting

o fag e (7.14)
. S .
vi) wringend (of torsie) moiuent_ o - o | | ' A

M s f(xtyz-ytxz_)d.s | S (1.5)
S -
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e noemen weer M}c positief ,' indien hij in een doorsnede, waarvan de normaal
in de positieve zerichbting staat, werkt in de positieve x-richting en ana-
loog voor M_en M .,

g Z

g 9,42)
q(2): kracht per eenheid
van lengte.
M F3 )
yo 'Y Y,

!

e beschouwen een ingeklemde rechte balk belast door de verdeelde belasting
qx(z). Uit het totale evenwicht volgt voor de reactiegrootheden in de in-

kKlenming
P _
Yo = Jo @, (7.16)
0
en £
m, = Jre e (7.17)
0
A
7 z F4
—-——— q,(z}
% i il
() (I
.\ [/
yoo |4 Ql(z)MVm . L £ ‘
Ix
In een doorsnede z geldt
£
o (z) = jﬁx(c)dc , (7.18)
2
en £ ‘
W (z) = f(c-z)qx(c)dc . (7.19)
4

Uit (7.18) en (7.19) volgen door differentiatie de drie belengrijke relaties
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aQ )

| &z ° " q‘x(z) )
= IYOIR. | (7.20)
a%M |
en :-z-ax_a qx(z) -

De eerste twee vergelijkingen van (7.20) zijn de globale evenwichtsvergelij-
kingen. De evenwichtsvergelijkingen luiden hier namelijk (alleen tent

ongelijk mul)

atxé _

Sz "% =0 > | (7.21)
on Bt _, ot . |

-6;_+—3-Z_-+kz =0 , (7.22)

waarbij in ons probleem k, = 0 en k, voldoet aan

fipos =g . | (7.23)
. |

(7.21) integreren over de doorsnede geeft met (7.23)

atxz o
f—aTdS + kadS=0 s

s .S
4 t. dS +q(z)=0
dz Xz b !
s -
en dit geeft met (7.11):

dQ ‘
To = - f(z) .

(7.22) met x vermenigvuldigen en integreren over de doorsnede, geeft met
(7.11) en (7.14) en met de voorwaarde dat t,, = O aan de rand van de door-

snede

P . ot
frme (e
S S

‘ aM
= --d-'— - ’ —x. ’
(nxz)\a B ftxz &S +37 [Xbyg @S =~ Qx(z) - =0 -
5] ;
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De globale evenwichtsvergelijkingen (7.20) zijn dus te verkrijgen door mid-
deling van de locale evenwichtsvergelijkiugen over de doorunede, Hiermce ia
het probleem van de buiging ven een balk teruggebracht tot een één-dimensio-

naal probleem (alleen z als variabele).

Een van de grootheden uit de balkentheorie welke we graag willen kennen is
de verplaatsing van de centrale lijn: Uy e Hiertoe moeten we een verband
kermen tussen de buigende momenten in de doorsneden en deze verplaatsing.

In de technische mechanica wordt hiervoor de volgende relatie gepostuleerd

2
du
ET 0
M =2k <ET . (7.24)
¥ R d22

Deze relatie hangt direct samen met{ de wet van Bernouilli, =zoals we in de
vorige paragrasf hebben gezien, Deze wet geldt echter alleen exact voor de
momentenbuiging., M.b.v. een energie-heschouwing zullen we laten zien dat de
relatie (7.24) inderdaad in de balkentheorie de beste is die we kunnen kie-
zen. We moeten daarbij bedenken, dat de balkentheorie geldt als een benade-
ringstheorie wvoor lichamen waarvan de lengte £ vele malen groter is dan een
of andere karakteristieke doorsnede-maat r, We zullen dus moeten %rachten
aan te tonen, dat de hypothese (7.24) een goede aanname is voor het geval
dat (r/4) naar nul gaat.

We beschouwen het volgende systeem:

y, ql(z)

R -

[ v

-

cen rechte balk belast door een verdeelde belasting en enkele puntkrachten

en -momenten,

We kiezen eerst een

i) Kinematisch toelaatbare toestand

stel:  u=o(z) +&(x*-3%)e"(z) , (o' =5B),
v = vye'(z) , (7.25)

w =~ x0'(z)

¢(z): willekeurige, driemasal continu differentieerbare functie van z, welke
voldoet zan de voorgeschreven verplaatsingen ven de neutrale lijn (u;).
Hieruit leiden we af de deformaties
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1t

]

= 1 -
e, = = Xp i

e = vxp" -

Cxx T VI Yy

-
L1

(7.26)

ers = BOE - Jom

= R - "m
e =0 T B VXYY <z

Xy

1]

Voor de elastische energie krijgen we uit (7.26)

W= Gvf{eij eij +-T£%S; kk)z}dv vf{Zv Z (@) + 2 (p")2 +

+

l 3;(q’m)a +-V (q,m)z 2 3’2)2 —\,2\) [(2v-1))¢p"]2}dv =

G‘fjiz(qg")z[zva +1 +‘(ﬁn (1 ~2v)2]dv +

2

¢ [P+ P em ) % av - -
, | | |

+

£ £ '
2
Y v EK 2.
= SEI f(cp') R (T f(fp"'). dz ; (7.27)
0 0 ' _
waarbij ' N
‘ ‘ . §
K = f(y2+‘2)2 , | ~ {7.28)
en waarbij gebruikt zijn de relaties:
.
S .

Als (zie dé opmerkingen aan het einde van deze paragraaf)

K
sf"o( ) Ty

j (o11)?az
f (v")%az

k:ijgen we uit (7,?7)

ern

@)

p 7 | .
W o= %—I- f(q)")zdx +'0[(%).2] ' | - (7.29)
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en dit geeft, als U, de verplaatsing in x-richting van de neutrale lijn
(x =y =0) is

£
W= [wpax + ol G (7.30)
0

Hiermee vinden we voor de potentiéle energie functionaal

£

, |
u(s) ==§§E jku;)2dz - j@uodz - 2B +ue} + o[(P] . (7.31)
0 0

Hierin zijn P (M;) voorgeschreven puntkrachten (-momenten) en w (ui) de
verplaatsingen (verdraaiingen) in de richting Pi (Mi).van de neutrale lijn.
De arbeid door g(z) verricht is

£

| fg'-(si)-udvl a f:qadz + f(xz-yz)ds fch"dzw chPdZU +O[(§)2]) .
v ' S 0 0

We nemen vervolgens een

ii) Statisch toelastbare toestand

De globale evenwichtsvergelijkingen luiden

Mz) = q(z) 3 W (z)=-Q(z) ;3 Q(z) = - q(z) . (7.32)

We beschouwen q(z) als een gelijkmatig over de doorsnede verdeelde volume-

kracht in x-richting. Den worden de locale evenwichtsvergelijkingen:

atxx . atxy . atxz . q(z) o
9x oy 9z g ’
9t at ot
S AR A AR £
sx "oy ez -9 | (7.33)
atxz . atyz . atzz -
0x oy 9z
We stellen:
t =t =t =0,
XX yy %y
_ _ M(z) _ . - - Q) . __9
tzz = _I'_x ’ txz = T f(x’y) H tYZ = 1 glx,y) , (7.34)

dan is aan de eerste twee vergelijkingen van (7.33) triviaal voldaan, terwijl

de laatste met behulp van (7.32) geeft

af og _ -
™ + 5; X 0.
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Aan deze vergelijking is identiek voldaan door de substitutie

fayy) = Eax) 4 322§ glxy) = - Elmx) (7.35)

3y = ax '
Uit het feit dat de mantel spanningsvrij is, volgt de randvoorwaarde:
txznx +tyzny =0=fn +gny =0,

en dit geeft met (7.35)

%5— . -g% y—-%xzn , langs de rand,
of
- OF dy | 9F dx _ dE _ 2
3y ds " dx ds ~ds = TEX By -
Dus
| . |
2
(g = % [P (7.36)

0
Uit (7.3%6) kunnen we altijd een oplossing F(x,y) vinden, welke O(r?) is, en
zodanig dat f(x,y) en g(x,y): O(ra) zijn. '

Verder stéllen we

1O PO PO F:
xx Yy I ‘

XX

dan worden de eerste twee vergelijkingen van (7.33)

aT T
xx X L L (2
Fai Tl R R

a7 aT
e~ A

ax oy =-8,

met de randvoorwaarden

P n +T n =T n +T n =0,
xx ‘mwy wx 3y

T s T Welke 0(z?) zijn.

Dit stelszel heeft oplossingen Txx’ 5 Tyy

De elastische energie wordt met dit spamningsveld

]
W= f{(1 )t gty s = v(tg ) av =
v .
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1 2 2 2 '
= f{tﬂ+tw+tzz—Zv(tﬂtw+tmtzz+twtzz) +
v _

2 2 2
(1 +v)(txy+txz+tyz)}dv =

2(5) 2(4)
_— ML) 4247 + (1+v) & iz (£2 +g2)av +
iy I2 2

v

2
2VIIMMx(T en Jav + [S2) 02 402 _oun gy
2 x ¥y P xx ¥y = yy

v

+ (1 -Irv)T;Y]dV‘ =

y)
, [a)az
ﬁ1'f JMZ(z)dz {1 +ALEY f(fz-l- 2)dS Q ) +
S Mzdz
J
y;
ﬁm"ds
311 fx(T +T )dS%;—-—-—-—-+} J[T +72 -vT_ T+
] Mzdb 5
J
£
JICOREE .
(1+v)12 Jas °— - =T ﬁf(z)dz(HO[(%)a]) , o (7.37)
szdz 0
0
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en omdat
1 [(e2+g%)as en =~ [x(T_+T )as
I g I = ¥y !

o(x?) zijn.

De laatste integraal van (7.37) is, onder deze voorwaarden, O[(%)"'].

De complementaire energie functionaal wordt dus
.8 .
) === [1fdz -2 (WP +u*' M) + o[ (£)2] (7.38)
PET o T 2/ 4 SNE
0 ‘ ,

waarbi] ui voorgeschreven verplaatsingen zijh.

Met (7.31) en (7.38) krijgen we de belangrijke betrekking

2 B/
BT 2 BT [, M2
UE) +*E) =5 (ur ) az +7f(ﬁ) dz +
g S
y)

- Jande -2 R o -3 (B g} - oL G
0 7 _

welke we verder uitwerken tot
y; o £ y; |
& EI n_ M2 . 1 : A
U(s) + 1*(S) = 5 f(uo'ﬁ_l) dz + fuo'Mdz - fquodz +
0 0 0

-2ty mp g <2 G Bt} ¢ o) -
£ . : '
-5 [y -gfas + oGP . | | (7.39)
% |

Bij deze laatste stap hebben we gebruikt: q = M' en de tweede en derde term
partieel geIntegreerd. De stoktermen vallen dan weg tegen: T ukPﬁ etc,
Als we de hypothese k

1t 1 ‘M . /
uO = P = E-:-f ’ . . (7.40)

getruiken, vinden we uit (7.39)
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7(5) + ) - o[ )7 . | (1)

Hiermee is bewezen dat voor (x/£) = O de hypothese (7.40) examct is. Deze
aanname is dus zeer bruikbaar voor lange slanke balken.

Opmerkingen
i) Essentieel voor de beschouwingen is dat 9(z) en M(z) voldoen aan
£ £
f(t? m)2a, f(M' Yaz
O

Z
f(tp“)zdz
3

Gebruiken we (7.40), dan wordt

y) £
f(q: m)2ay f(NI')adz
0 g

£ )
JICRRE Jwres
0 0]

M(z) moet voldoen amn de globvale evenwichtsvergelijkingen (7.32) en is dus
afhankelijk van de gegeven belasting. Aan bovenstasande voorwsarde zal daarom
alleen voldaan zijn als de belasting voldoende glad is.

Nemen we bijvoorbeeld

Q(Z)ﬂqocos(“n%&) , PE=¥=o0,

dan wordt
y 32 gaqi
[ooren - [des -2,
22
2nn
Y _
en
£ £5 2
j}Edz = 3 5 !
2nn

zodat
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£
Of(j') dz =
22
Mz
df :

Dit is alleen O<—1-2-> als n = 0(1),
£ .

ii) Verder is noodzekelijk dat:

Stel

|l <a, |yl <v, ab«<i.
Da.nis‘

K = f(x2 +y2)%a88 < (a2 +12)%s ,
S |

We voeren verder een getal a in als

VT S N 24s , (0<a=<1),
2 2
a8 a"S
S
zodat
| K a’ by242
< =[1+ (2] .
Dit is dus niet meer G(a’) als
: 1
1) a>>1.

Voor de meeste, in de praktijk belangrijke doorsneden is echter

bijv.
rechthogk: o =*1§ ’
cirkel = : o =% .
., b
ii) z > 1,

T = 0(1);

dus voor doorsneden, waarvan de afmetingen in de y-richting veel groter zijn

dan die in de x~-richting.

Resumerend kunnen we dus stellen, dat de balkentheorie niet mag worden toe-

gepast op balken waarvan
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i) de belasting, als functie van z, te snel varieert,
ii) de ene doorsnedemaat groot is t.o.v. de andere,

Voor een bestaande situatie, gegeven balk met gegeven belasting, kunnen we
altijd controleren of we de balkentheorie mogen toepassen, door

te berekenen.
Yoorbeeld: balk met rechthoekige doorsnede (P:’: = M‘l* = 0), !

Voor deze dcorsnede is

I= % a3b
K aladrda?2 +242 izbz‘
3 e b[5 88 +3b +20 (=)°]
2 Hiermee wordt
i £
_ | U(s) = E% f(tp")adz +
23 L 0
Y £
\\\ + I‘_:_]; \)2 [1 3,2 +_2_ .b2 +1 b2 (h>2] f( '")26,2 4
N\ Q\z 2 8(1+v) '5 3 5 ° ‘g ?
Tx 0
£ £
- qu:dz -z (&% =1") [q9"dz
0 0]
Als spanningsverdeling kiezen we
-9 (.2_.2 - _ _
bty =5 (a® -x")x , txy tw tyz 0,
. K e 22,2 :
Y ST txz-_ZI(x"a')‘

Dit geeft
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- 89 -

T+ (§) =—--— szd +2,EI{2WaL f(M')d. —(6—““153& ffm“dz+
0

Hieruit volgt, na partieel integreren en m.b.v. (7.32) en (7.40)

UE) + G = o {UiEre

£
2 2
v 2 v 2 by2 2 1 (24 +25v) 2
eI e R B COLTER -4 Syl
O .

£
1 "
‘fMM‘d. +2EI315 G )Ydz
0

en dit is, voor voldoend gladde belasting, O[(iﬁz], behalve als b >> a..

i
i

i) Globaal evenwicht:

dQ,
—p—:nq

dz x?
en hieruit volgt
d?M

—— =
az2 qx .
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ii)} Bernouilli-hypothese

M -'—-EI u" L]
y y

Uit de bovenstaande vergelijkingen volgt de belangrijke relatie
a2 : .
n w
~ (BLu )=aq (2) . (7.42)
dz
Yoor E;y = constant gaat dit over in:

(sv) _ |
EFyu W qx(z) . (7.43)

We hebben dus een 4°-orde differentiaalvergelijking gevonden; we moeten dus
ook vier randvoorwaarden hebben. De volgende grootheden kunnen voorgeschre-
ven zijn (2 op 2=0 en 2 op z=£)._

i) verplaatsing: u

ii) hoekverdraziing: u'

iii) ‘buigend moment; dit komt overeen met u" voorgeschreven

iv) dwarskracht; dit komt overeen met u™ voorgeschreven.

Voorbeelden:

vrij: u" =u™ =0 .

_____ ——A opgelegd: u = u" = 0 .
_____ ——E ingeklemd: u = u' = 0 .

VII.3., Stelling van Castigliano voor balken

We zullen hier de in paragraaf V,3 afgeleide stelling van Castigiiano toe

gaan passen op balken.

We onderscheiden voor de elastische energie W de volgende gevallen
i} Buigingsenergie tgv. een moment.

Yoor

y fi(a)
R f ANy T (7.44)
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Hierbij is aangenomen dat de dwarskracht of het buigende moment langs een
hoofdas gericht was. Als we een dwarskracht of buigend moment hebben welke
niet langs een hoofstraagheidsas gericht is, ontbinden we deze langs de twee
hoofdtraagheidsassen. We krijgen dan '

Y ST XYTY '
¥ X
en dit geeft
) r_fr;: , M; , AL W .
WM=—2-I-*3— sz +;2—y ——'-xIxI }qr_dV . (7-45)
x - ¥

Omdat x en y hoofdtraagheidsassen zijn g&ldt

fxyd-s =0 ’
S

waarmee (7.45) wordt

£ Mz(z) M (Z)
W = J¢— i A dz + -1—1 X dz . _ (7-46)
e of Iy (=) * of L(2)

We mogen dus de‘energieén van Mi en M& superponeremn,
ii) Energie bij een normaalkracht.

Als we nog een extra normaalkracht hebben, krijgen we

%ﬁ Mx - N
5 X

Omdat x en y vanuit het zwaartepunt zijn genomen, krijgen we hieruit

2
N(z) 4,

£
1
W=V e Yo f e . (7.47)
o

iii) Torsie-energie.

. . ’ 1 T '
Voor een balk met een cirkelvormige doorsnede wordt de elastische energie

bij belasting door een wringend moment MZ:

£ M;(z)

L =2 f 12 dz . (SW : tbrsiestijfheid) . (7.48)
W( )y -
0
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We kunnen deze energie bij de buigingsenergie superponeren, Dus bij een bhe-

3
u

‘lasting door

krijgen we voor de totale elastische energie als x, y en 2z hoofdtraagheids-

assen door het zwaartepunt zijn

W = WMx +WMy + Wy + Wy . (7.49)

iv) Dwarskracht.

De arbeid tgv. een dwarslkracht was

Y
4 2
Wi ="z‘%f "(('51% A (7.50)
X o |

waarbij k een functie van de vorm van de doorsnede is.

We kunnen bewijzen, m.b,v. Schwartz-ongelijkheid, dat altijd k = 1 is, immers

£ £ .2
W, == | (42 +t2 )av > -k t2 35 dz = —& %2 d
\Qx T 2G Xz yZ - 2¢ zX 275 S(z) “% !
Y g 8

(7513

want uit

2 2
(ﬁ, dS) < ft as de ,
Xz X2
S S

5
en
J¥xz as =Q_(z) ,
bS]
2
volgt \ Qx(z )
t d5 = .
Xz S
S

Het aangeven van een bovengrens voor k voor willekeurige doorsneden is
moeilijker. Voor praktisch belangrijke doorsneden, zoals rechthoekige en

cirkelvormige, blijkt de k niet veel groter dan 1 te zijn.

Zowel een dwarskracht als een wringend moment levert een schuifspanning txz'
De arbeid van deze twee zal dus in het algemeen niet te scheiden zijn. BEr
is echter een punt in de doorsnede, nl. het dwarskrachtenmiddelpunt volgens
Ireftz, met de eigenschap, dat als de dwarskracht door dit punt gaat de to-

tale arbeid van dwarskracht en wringend moment te schrijven is als
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Opmerking: Indien de doorsnede een symmeirie-as heeft ligt het dwarskrach-
tenmiddelpunt op die as. '

De stelling van Castigliano luidt (zie H.V)

24 - aa\ﬂ; , | (7.52)
P

waarbij u(k) is de verplaatsing in de richting van P(k) van het asangrijpings-

punt van P k .

Formule (7.52) kan ook gebruikt worden voor het bepalen van zg, statisch on-

bepaalde reactiekrachien., Voor een ondersteund lichaam belast door krachten

en momenten gelden in het algemeen 6 evenwichtsvergelijkingen. Indien er -'-,7§
meer reactiekrachten zijn dan evenwichtsvergelijkingen noemen we een lichaam

statisch onbepanld.

Vobrbeeld:

Rl ¥ |
\T _ $ % 1-voudig statisch onbepaald.
B R R3 |

5tel we hebben een m-voudig statisch onbepaald systeem (R1 t/h Rm) bélastr

door n krachten (P1 t/m Pn). Dan is de elastische energie

W= W(Pq,...,Pn,RT,...,Rm) .

We nemen nu aan dat de ondersteuﬁingen star zijn, d.w.z. de verplaatsing
u(l) van het aangrijpingspunt van Ri_in de richting van Ri is nul. We slui-
ten dus verende opleggingen uit.

We krijgen dan de exira vergelijking voor Ri

u(i) =0 = éaf;'ﬂ' 7, | (i = js-'-‘s.m‘) y (7’53)

waaruit we de onbekende reactiekrachten kunnen bepalen.
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Cpmerking

_ a | ' Als we een verende ondersteuning
PRI~ ' i3

%a tp hebben, moeten we de veer bij het

systeem nemen en de elastische ener-

WT%M gie van het totale systeem (balk
< R

plus veer) bepalen.

Voorbeelden

Voorbeeld 1:

We beschouwen allereerst een statisch be-
paald probleem, met een belasting in het

vlak van de constructie. Dit is een inge-

klemde kwart cirkel, belast door een
kracht P; We veronderstellen dat de meet-
kundige configuratie zo is, dat alleen
vervorming optreedt in het vlak van de
kwart cirkel. Gevraagd wordt de horizon-

tale, verticale verplaatsing van en de

hoekverdraaiing in het punt A.

We voeren de hulpkracht & en het hulpmoment M in, Het oppervlek van de door=-

snede is A. Een coéfficiént typerend voor de doorsnede is k. De arbeid is

1 ‘
- -mfu%ds +—- Nds + o [D%as . (7.54)
Bij de belasting (P,Q,M) is
NLb=Pr(1—sin 8) + Qr cos & + M s

N

It

Pgin 6 - Q cos © s (7.55)

D

Pcos 8 +Q sin © )

waarin D de dwarskracht is (ingevoerd om verwarring met Q te vermijden).
We vullen (7.55) in {7.54) in en verkrijgen

n/2

W= —Z-g—I (Pr(1-sin 8)+Qr cos 6+K)°rdo +

0

n/2 n/2

—_— 2
+2‘£1A I(P sin 8- Q cos 6) rd6+2a (P cos 6+9Q sin e) 48

0 (7.56)
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De verticale verplaatsing v is

= @.Y_“..) (L 2) L= S Kk & Ir (7.57)
v \ . .
(aQ Qe10 ET * 4 EA 4 GA

be horizontale verplaatsing h is

3
5 Pr®  Pr . kPr |
n = (._._ - - + (7.58)
aQ)Q=M=O JRI ~ EA | 2GA 4

en de hoekverdraaiing is

2
- (gI—\BQ=M=O = (nf2-1) . (7.59)

Het is duidelijk dat de eerste bijdrage in (7.57), (7.58) en (7.59) van de
buiging komt, de tweede van de normsalkracht en de derde van de dwarskracht,

Yoor liet traagheidsmoment I kurnmen we schrijven

IT=p.h.d® (7.60)

waarin d een karakteristieke lengteparameter is van de doorsnede, A het op-

pervlak en p een constante van de orde 1. Met (7.60) zijn de drie bijdragen
- 2

te vergelijken. Het blijkt dat de buigingsterm (r/d)” groter is dan de an-

dere. Dasrom wordt vazk normaalenergie en dwarskrachtenergie verwaarloosd

i

H

i

i

i

o i
3
‘

tegenover buigingsenergie.

Voorbeeld 2:

- We bestuderen nu een statisch hepaalde
constructie, welke loodrecht op het vlak
wordt belast.

Een halve cirkel met straal r is ingeklemd
bij & en wordt tij C door een puntlast P
loodrecht op het wvlak belast.

Gevraagd wordt de loodrecht verplaatsing
van B.

In B brengen we de hulpkracht aan Q. We
hebben nu

-W=——beds+-———fMW s, (7.61)




indien Mb resp. MW het buigend en wringend moment zijn en S

tegen wringing.

We superponeren

R

de bijdragen resp. van P en Q en
ty = g i)

ﬁan wordt

Wy [0

De gevraagde verplaatsing is

- (), -mr i

1)

1) 4l

Nu is

.

81) = Pr(t-cos ¢)

",

22) = Qr(1 +sin o¢)

Ir

Pr gin ¢ s

2)

]

Qr cos @ R

waaruit volgt

R3[4, n=d
Yg = T2 HET TS

Yoorbeeld 3:
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aMl()2
9Q

*

2

o de stijfheid

(7.62)

(7.63')

Mba)) ds +-—-—f(r%{ +MW2)) ds . (7.64)

1 aI(z)
flww a . (7.65)

(7.66)

(7.67)

Mu volgt een statisch onbepazld pro-
bleem van een in het vlak belaste
constructie. Een ingeklemde ring
ABC, met de strazl r en de buige
stijfheid EI wordt in C door een
kracht P belast. Het punt C glijdt
in eenh bus en kan alleen verticasal
bewegen, Gevraagd wordt de zakking

van C.
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De reactiekracht door de bus uitgeoefend is Q. In de doorsnede D is het bui-
gend moment

= Prsing - Qr{1-cos @) . _ (7.68)

‘De energie W is

y
= Ea-—'j.Ma ds y , (7069)

waaruit volgt

W _ A [, ou |

uy = 0= 37 = 57 fm g 48 - (7.70) :

s E o

Ne invullen wolgt uit (7.70)

U= 5o - | (7.71)

De verplaatsing u.P 1s nu

LA n _
Up ¥ 3P EI ( 9n+8) . (7.72)
Voorbeeld 4:

We geven nu een voorbeeld van een

g';f
e
:
£

statisch onbepasald probleem, waar-

bi]j de constructie loodrecht op
het vlak wordt belast.

Ben halve ring DACB is bij D en B
ingeklemd. De straal is r, de be-
lagting P in A staat loodrecht op

het viak. Gevraagd wordt de zak-

king in A.

Op grond van de symmetrie zien we dat de reactiekrachten in B en D gelijk
P/2 2ijn. Evenwicht en symmetrie vereisen voorts dat, zowel in B, als in b,
een moment evenwijdig BD werkt, dat gelijk is aan -Pér- « De statisch onbepaal-
de is het moment IM, dat gelijk is en tegengesteld gericht in B en D.

Het buigend moment is in C

Mb = %r_ s.in P + (I‘.I-%)cqs cp 7 . (7'.73._)_

o berwijl het wringend moment in C is

My = %r_ (1-cos qa)l+ '(M—%)sin o . . | (7.74)
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De energie wordt

R"/2

1 Pr . = 2
Vs a7 (?sln ¢+M cos ¢) " rde

0
n/2
+ 5= | (F (1-cos 9) +M sin ¢)?ray (7.75)
°¢
als fem-= (7.76)

ernn. we ons beperken tot een cirkelvormige deoorsnede. i is bepaald door

Qg = 0 ’ waaruit volgt
aM
=~ . (7.77)

3 3
oW _Pr o 1y  EBEr /3n 2
Up = 35~ BT & - &) * oI (5 -1-3 . (7.78)

Is a de straal van de doorsnede, dan wordt (7.78)

3 2 2
PI‘ 1 -'4 31[ —8TC-—4
2n &

VII.4. Doelstellingen van de technische mechanica

Uit technisch oogpunt 2ijn de volgende eigenschappen van een constructie be-
langri jk:

i) sterkte,

ii) stijfheid,

iii) stabiliteit.

Bij de bepaling van de sterkte zmoeken we de bij een bepaalde belasting op-
tredende maximale sparming en kijken of deze kleiner is dan de toelaathare
spanning.

Voor het bepalen van de stijfheid berekenen we de verplaatsingen behorende
bij een bepaalde belasting (bv. met Castigliano),

Het onderzoek naar de stabiliteit is een veel moeilijker probleem. We kunnen

dit zien aan het volgende voorbeeld:
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Beschouw een ingeklemde staaf, wellkke belast

|

; ,

1 wordt door een normaalkracht P. Als P klein
: genoeg is zal de staaf alleen ingedrukt wor-
|

den. We maken nu P steeds groter; dan zal bo-

m#w« 1 ven een bepaalde kritische wearde (Pk) de
staaf gaan uitknikken. Voor P > Bk heeft het
probleen dus twee oplossingen:

i) alleen indrukking,
ii) uitbuiging en indrukkiag,

d.w.2. de oplossing is niet meer eeneenduidig. Dit is in strijd met de line-
aire theorie. Dus: het stabiliteitsvrasgstuk is een essentieel niet-lineair
probleem en past dus niet binnen het kader ven dit college. Dit type problemen
wordt behandeld in het hogere Jears college: Stabiliteit.
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VIII. BElasto-dynamica, Iineaire theorie

VIIL.1. Bewegingsverge 11 jkingen

We beschouwen alleen trillingen vean een voorgespannen snaar en een balk.
1« De snaar

Een snaar is een elastische draad

4 zonder buigstijfheid. In zijn rust-
£ toestand werkt op de snaar een rek-
_____ kracht T {de zg. "voorspanning" ).
i ;Q:‘ ----- . ! x We beperken ons tot kleine amplitu-

den. De uitbuiging wordt gegeven
door de functie y(x,t). In de evenwichtsstand ligt de snaar langs de x-as
van O tot L.

TedT We bekijken de beweging van een ele-
ment ds, geprojecteerd op de x-as
a s a+da als dx. Omdat we ons beperken tot
T kleine uitwijkingen geldt:
dx

sin a® a cos a &1 .

Dan is, in deze benadering, de horizontale kracht ter plaatse x :

Tcos am~T '
en ter plaatse (x+dx) :

T cos{a+da) & T ,

dus er werkt, in deze benadering, geen resulterende horizontale kracht op ds.

De verticale kracht op ds naar boven gericht is

(Ta), gy = (T2), = o= (Ta)ax + 0(a’x) . (8.01)
Omdat

a}c ’
volgt uit (8.01) voor de verticale kracht op ds :

Tiz‘gdx

(8.02)
ox

Indien p de magsa per lengte-eenheid van de snaar is, is massa maal versnel-
ling van het element ds gelijk aan
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a2 i s
pdx —;2’: ; , (8.03)
dt Lo :

eveneens naar boven gericht. Uit (8.02) en (8.03) vinden we volgens Newton

2 2 '
.a...;zt_ %Q_.ZEL= 0 , - (8.04)
ax ot

waarvoor we ook kunmnen schrijven

02y 1 %y o
r.l8r., , S | (8.05)
ax®  ¢° 8%
met
T .
Q= - . . . 8.06
V3 (6.06)
2, De_balk

We gaan uit van de vergelijking voor de statische uitbuiging van de balk,

wellkke in de hier gebruikte notatie wordt

32 ' '

(}:1 —-%) =q(x) = . . (8.07)
ax2 ox : _ ‘ :

Tndien de oppervlakte van de doorsnede ter plaatse x, S(x) bedraagt en de

dichtheid p(x), dan kunnen we voor gdx de traagheidskracht

2
- pS i gx
at?

invoeren volgens d'Alembert. Dan wordd (8 07)

2 .
2 2 2
ox 3t

Dit is de beweglnvsvergel"' jking veor de balk, Indien er nog krachten q(x,t)
per lengteueenhe:.d op de balk werken, wordt (8 09) gegenerahsseerd tot

2

ax %2 a“b

PRy
4
.»5;

*

, | . (s.08)

2 (EI J) + p3 —-«V-u alx, t) . o | (8.10)

T



VIII.2. Principe.van‘Hamilton

We zullen de bewegingsvergelijking voor de balk (8.09) afleiden met behulp
van het principe ven Hamilton. We beperken ons tot balken, waarbij aan de
randen geen energie in het sysfeem gestoﬁt kan worden (dus_geen Qerende op-
leggingen). | |

We beschouwen een verandering van het verplaatsingsveld 2 d1 waarvoor
geldt: '

i) Bui = 0 op die plaatsen, waar de verplaatsing is #oorgeschreven
(8.11)

. - Q. e

ii) (6ui)’j = 6ui,j en % (bui) = ol . | (8.12)

Dan geldt de volgende vergelijking

vfﬁﬁ, du, 4V +‘;fti. du, . dV - vfk. du, 4V - ‘ft. du, d8 =0 .
i i i ", ii i7"
V %] (8.13)

Bewijs:
M¥et (2.04) en (3.06) kunnen we afleiden:

‘[k. du, 4v +-hft. du, & =
i1 i 71
v S

fki du, av + f(tij bui)’j av =
i v -

It

f(k.+t.. Jdu, av + ft. (du,) . av =
i 715,371 ¢ 1V 71,

= fpu, du, 4V + |t,, du, . dv .
V) 1 1 1J 1sJ gee.d,

Mu is volgens (5.26)

‘,ftij du; , av - fki du; 4V - fpi du, &S = bU , (8.14)
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want, volgens (8,11)

j%i bu, ds = jki du, ds y . (8.15)
% > |
omdat du, = 0 op S .
1 u

Als we (8.13) integreren naar t, ven t, tot 1, , krijgen we met (8.14):

b, 5, 2
‘f 5Udt = _.J‘ {'Jbui bui &V]dt = - J1 fpui 6ui gt dv =
t1 t, V L
"o, t2 t2 b (G.:ZL)
= - qui du, dv + Jﬁ{ J’ 5—— dt} pdV . (8.16)
YV t1 Vot
We eisen nu bovendien dat
bu; =0 wvoor t=t, en t=4%, , o {(8.17)

waarmee (8.16) overgaat in

Ty t, 2 b,

f 53U dt =f féei) pdV dt = f 3T dt 3 (8.18)
t t, Vv

1 1

t1
met T: kinetische energie.

Hiermee is bewezen het principe van Hamilton

1

2 .
6~f Lit =0 L="T-T , ' (8.19)
4 .
1
voor continue systemen,

Yoor het geval van de balk is

£ N
32
T = %vj;s (5%) ax , - {8.20)
o _
terwijl
U = E-Jﬁzz< 2) dx . | (8.21)

0 ox

o
“
H

%
3
]
1
v
b
k|
'
4
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(8.19) wordt hier dus

t, £ a2 )

af ﬂps(éa‘tﬁ) -EI("‘I }dxdt 0 . (8.22)
ax

£ O -

Met (8.12) kunnen we (8.22) schrijven als

f I{ 5t at dy -~ EI a—f——a- by}dxdt . (8.23)
X 0x

We vormen (6.23) als volgt om

f fps 5t at dydxdt = f f pS d(&y)d_x =

t, £ 2
- _f fpS =L sy axat . (8.24)
& ot

Bij de laaiste stap is gebruik gemaakt van (8.17).
De tweede integraal in (8.23) wordt

f IEI —-;ﬁ d(-—- by)dt =

i

2 8%y 3 2
-f {EI Jé—ay] at +f fa {EI —-—X-}H—éydxdt
sz x X ax

t £ b, £
a 2%y 14
dt + f Py EI 5 1%y dt +

hd
t1 0 t1 0

]
'
——
]
—
=
H
@ jw
L<ro
o
Fan
3
e
—

2 2
o {EI a—x}by dxat . . (8.25)
%%

I
—

[\
(_ﬁ
o

In (8.25) zijn

131—16( en —9—-[&1—1—1 v
axz 9 Bx
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resp. de arbeid verricht door het moment en door de dwarskracht san de ran-
den. Aangezien we eizen dat aan de randen geen energie wordt toegevoerd,
moeten deze termen nul zijn.

Uit (8.24) en (8.25) volgt dan, dat Hamilton's principe voor de balk over-

gaat 1n
2 2
f * [EI oy
ata ax2 %

Daar (8,26) moet gelden voor willekeurige dy moet

lbydxdt= 0 . (8.26)

2
62 S'LI'—%}*I-F)S 9——-Y-=o . - (8.27)
0x dx at

Dit is weer de bewegingsvergelijking voor de balk (8.09).
Op analoge wijze kunnen ook andere bewegingsvergelijkingen worden afgeleid.

VI1iT.3. Trilvormen

We bekijken van de snaar en de balk harmonische trillingen; dit zijn tril-

lingen van de vorm )
v{x,t) = W(x)cos wt ) . ' l (8.28)

waarin w de hoekfrequentie is.

Substitueren we (8.28) in (8.05) en (8.09) dan krijgen we

voor de snaar

2w
4w +

dx® ' ' ©

én voor de balk

2
& (pr &) | osefw = 0 ]  (8.30)
dx? ax® '

De vergelijkingen (8.29) en (8.30) kunnen alleen worden opgelost, indien de

randvoorwaarden ‘gegeven zijn, Deze zijn homogeen, zodat deze vraagstukken

aanleiding geven tot eigenwsardeproblemen. Een triviale oplossing is steeds
W.= O, '

We zullen nu de gnaar en de balk afzonderlijk beschouwen.




1. De snaar
De.sﬁaéf is ingeklemd bij x=0 en xf=£, zodat ‘de randvoorwaarden wordeﬁ

.W =0 op x = 0 en op x =2 . | | (8.31)
De algemene oplossing van (8.29) luidt |

W(x) = A cos kx + B sin kx . (8.32)
Uit (8.31) volgt dan |

A=0 ’ L
en B sin k& = 0 , (8.33)
waaraan wordt voldaan door

B=20 ) (‘:’)W=O)

of B£O , k=’;—TE , n=12... . C(8.34)

De wazrden (8.34) van k zijn de eigenwaarden. De eigenfuncties zijn

L. nnx
E sin jE- .
Ve noemen
o an 2
(.\Jn = 48 [¢] ’ (8.)5)

de n° eigenfrequentie.

De totale oplossing voor de trillingsvorm van de snaar luidt

y(x,t) = & B, sin(g%z)cos(gﬁg t) . ' (8.36)
n

Bn volgt uit de beginvoorwaarden voor y(x,0) .

Een van de hoofdproblemen in de mechanica is het bepalen van eigenfrequenties.

2. De balk

We behandelen alleen de balk met constante buigstijfheid EI, dichtheid p en
doorsnede S. Dan wordt (8.30)

dw 4 4 _ 05 2

S _tw=o0 , K o= 22y . (8437)

a 4 =l

x

Om (8.37) te kunnen oplossen moeten aan elke rand twee randvoorwaarden ge-
geven zijn, welke kunnen zijn
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2,
i) opgelegd: W=S%4=0
ax?
T =W
ii) ingeklemd: W = ax = 0 .
2 3y
iii) wrij: mdf=—d'§=o .
ax dx

We behandelen als voorbeeld een balk waarvan het ene einde ingeklemd en het

andere vrij is.

De algemene oplossing van (g.37) luidt
W(x) = A sin kx + B cos kx + C sinh kx + D cosh kx . {8.38)

Uit de randvoorwaarden

W = i - C op x=20 ’

2 3

acw _ d'W _ 0 op x=4£ ,
a2 ax’

voﬁgﬁ dat W(x) te achfijven is als
W(x) = Alsin kx - sinh kx] + Blcos kx - cosh kx) , (8.329)
waarbij voor 4 en B de homogene vergelijkingen gelden
A(sin k€ + sinh k&) + B(cos k& + cosh kb) = O
A{cos k2 + cosh k&) + B(- sin k& + sinh kf) = O. . (8.40)

De vergelijkingen hebben alleen een niet-triviale oplessing, indien de de-

Serminant - 7 .
[(Sin kg + sinh k&) (cos k& + cosh k)
(cos ke +cosh k) (- sin ki + sinh kf) I
wat kan worden vereenvoudigd tot
| ~cos ki cosh kt = w1 - , (8440)

een transcendente vergelijking met de oplossingen
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k2= 1,875 5 kL=4,691... 5 k£=7,6548... ;

De eigenfrequenties zijn , .
-\EI (knﬂ)z_ | |
fn = p—s—'"_"'a_“ . (8'42)

eng

Viii.4. De methode van Hayleigh voor de approximatieve berekening der

eigenfrequenties

We beschouwen alleen de balkenvergelijking

2 2

4 (EI d——“’) —psfu =0 | (8.43)
2 2

dx dx

Vermenigvuldigen we (8.43) met W en integreren we over x van Q tot £, dan

ontstaat

Lo 2 < ’
fw —d——<EI d—‘—’) dx - o fpSWzdx = 0 . (8.44)
dx? dl?
o) 0
Door partiéie integratie vormen we de eerste integraal van (8.44) om tot
£ £
2 2 2
fw Q—-—(EI M) dx = W -%-(EI %) "
A Ve &t /)
£ £
. 2., 2 a2
path (EI 5‘-—% + IEI <u>dx ) (8.45)
dx 2 2
dx o & dx

Bij natuurlijke randvoorwaarden zijn de eerste twee termen van (8.45) nul,

£
2. \2
fEI(M) dx
» 3 dx?
W o= . . (B.46)

f oSW dx

0

zodat

We onderzoeken eerst de betekenis van (8.46)., Met
y(x,t) = W(x)cos wt ’

wordt de kinetische energie
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£ ‘ £
T =% fpS <%l_é—> dx = 5’ sinfut fpSW":l ax . (8447)
; terwijl de potentié€le energie U wordt

| % 2472 '
U=3% cos®uwt fEI (@_‘g{) dx . (8.48)
g ax ;
Formule (8.46) drukt dus uit dat ' 3
T=T (8.49) E
wasrin- T(U) de middelwaarde van T(U) over een periode is, op grond van : {1

costwt = sincwt = & . ' (8.50)

7oals direct uit (8.47) en (8.48) blijkt, komt (8.46) ook overcen met
T + U = constant

Rayieizgh's principe leert nu he‘tAvolgende:

Stel W(x) is de exacte oplossing. Beschouw een kleine afwijking van deze
oplossing: W(x) + 5W(x). Substitueren we deze oplossing in (8.46) dan vinden
we: w® +050’. Volgens Rayleigh is nu dw = 0 j d.w.z. ° is stationair te-

genover kleine veranderingen in de waarden van W(x).

14
n

We'gobruiken het principe ven Eamilton (8.19), dat hier wordt

t £ o £

B¢ o 20 2
o r
sl 13 6? sinfut Jpsv.r2 dx - 3 cos®wt |BI <ﬂ> axlat = 0 .(8.51)
J : ' : dx?
t o 0 : . ‘
1
De variaties moeten voldcen aan (8.17), dus moet
i o 8W(x)cos wt, = &W(x)cos wt, =0 , (8.52)
| . ‘ - . i | .
‘ U wedraan .\ﬁc_lda_;m 48 door de keuze
. tf B! ,tz. T ew o ‘ ‘ (8.53)

ke (855) wotdt (8:51) geIntegreerd over de ‘£i4d

- oA KT . v dgk 2 o 2 S . P . . ) . ‘»{:r
b fEI --'1> dx - w'd ~fpS‘W2 dx = O . (8.54) Co
dx? i

g |
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R i TR

y; £ ‘

2

dw = -——~£—1———-— {f.pswa dx » & J@:I @'2-‘9 dx +
[fpswzdx “ 0 0 e

0

Lo,
- fEI ﬂ) dx + b fpSWzdx}z
d_‘}[z
g S

£ 5\ 2 £
"-:E—'l'-——- beI ('{L';'g dx - waéfpswzdx = 0 ,
0

dx
f oS ax O

0

Uit (8.46) volgt

i

op grond van (8.54). eesd.

De praktische betekenis wvan Rayleigh is gelegen in het feit, dat in veel
techinische problemen het verloop van w2 in de buurt van de exacte oplossing

erg viak is. Het principe van Rayleigh is een minimum-principe, d.w.z. de

gevonden benaderingen voor w2 zijn altijd groter dan of gelijk aan de exacte
oplossing. De laagste waarde van het quotiént (8.46) geeft de grondfrequen~

tie,

Oprerking. We zijn er bij de voorgaande beschouwingen stecds van uitgegaan
dat aan de randen geen energie in het systeem gebracht kan worden {natuur-
lijke randvoorwaarden). Hieraan is bijv. niet voldaan bij een balk welke
ondersteund wordt door een veer. We moeten dan het totale systeem (dus

balk + veer) beschouwen.
Voorbeelden

1, We zoeken opnieuw de grondfrequentie van de balk, welke vrij-ingeklemd

is, Ben functie die aan alle randvoorwaarden voldoet is

Wix) = 0162(6,82 - 4% +x2) . (8.55)

Opmerking. Een goede probeerfunctie W(x) meet steeds voldoen aan de kinema-
tische (of geometrische) randvoorwaarden (dit zijn randvoorwasrden voor W en
%g }, maar hoeft niet noodzakelijk te voldoen asn de dynamische randvoor-
waarden (voor il en D).

Let (8.55) vinden we als approximatieve waarde van de grondfrequentie
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ET 1 .
Wt = %?12,46 , : (8.56)

D

waaruit volgt

. {1246 \/g-—sf

> (8.57)
2ng

De exacte co8fficiént is: 112,3623....
We verbeteren nu de benadering als volgt. Indien de balk belast wordi door

een geconcentreerde kracht op x=a is de doorbuiging

W(x) = c(3ax® - ) , O<sx<a
. (8.58)
W(x) = ca® (3x-a) , O<sx< g
Bij deze doorbuiging vinden we met Hayleigh
2 1281 ‘ 1 a
w = , ) a == . (8.59)
@f}m@f+f-3-4 4

o
35
We kiezen nu a (dus «) zodanig dat ©® minimaal wordt, Het meximum van de

woemer van (8.59) ligt nabij « = 0,75 en is ongeveer: 31/32. Hiervoor wordt

(8459)

W = %%1,2@_;1_ = 12,39 EI4 . | (8.60)
pa .l pS A

2.

We krijgen in dit geval een extra term in de kinetische energie t.g.v. de

massa M., Het Rayleigh-quotiént wordt dus

£

IE_I(W" ) dx
* =S S— . (8.61)

f psWP ax + 1° (2)

0

We proberen eerst

W(x) = ox(322-4x") o<x <% : (£.62)
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Dit is de statische uitbuiging bij een kracht in het midden van de balk.
- (8.62) substitueren in (8.61) geeft: ‘ '

o =E§.~«%%T- , mo= kS . (8.6%)
£ M+ 0 m

Als we voor W(x) nemen de vrije trilvorm voor het geval ¥ = 0O:

W(x) = sin(%%) ) (8464)
vinden we
2 EI ﬁ4
W = =
' £° 2(M+4m)

. | o (8.65)

De resultaten (8.63) en (8.65) zijn in redelijke overeenstemming,

3. % 4

, ’§: | >

Dit is een voorbeeld van een systeem met een verende ondersteuning. We moeten

nu dus ook de energie van de veer in rekening brengen. Dit betekent dat we in

de. poctenti€le energie een extra term krijgen t.g.v. de veer, welke gelijk is
aan (¢ = veerconstante )

y
ey® (%, t) .

Het Hayleigh-quotiént

y;
5T f W Pax + oW (é)

W2 - —2 . | (8.66)

L
eS (‘W‘zdx-
+J

0

Kiezen we als uitbuigingsvorm
() = o)

dan vinden we

2 n LT 2
W o= 2 : (8.67)
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Voor het verkrijsen van een betere benadering kunnen we proberen
W(x) = sin(®E) +a sin(%’i) : (« > 0) ) (8.68)
welke geeft

- 2 =*rt‘*EI (1+81a2) 4 2 (1-2a+a2)
52t (1+a2) PF (144R)

(8.69)

De beste waarde uit deze klasse vinden we voor die waarde van « wasrvoor de
uitdrukking (8.69) minimaal is. De waarde van o is

2 ' S 3
« =42 (1 ety , o ov=EL L (e0)

en vogor niet te grote waarden van c wordt dit

{xﬁé.% Y (8.71)

een geial det voor vy < 1 een W geeft welke weinig zal verschillen wvan

(8.67). Dus voor niet te stijve veren is (8.67) cer redelijke benadering

voor de grondfrequentie.

RCEE
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IX. Eindige elementen methode

IX.1. Inleiding

De lineaire elasticiteitstheorie is gebaseerd op een lineair stelsel partiele
differentiaalvergelijkingen (de Navier—Beltrami-vergelijkingen) met, dikwijls
gecompliceerde, randvoorwaarden. Slechts een bepefkt aantal van deze proble-
men is exact oplosbaar. Vanaf het ontstaan van de elastiéiteitstheorie is
dan ook gezocht naar benaderingsoplossingen. Voorbeeldenrhiervan zijn de bal-
ken- en de platentheorie.

Een andere methode, ontstaan aan het begin van deze eeuw, is de Rayleigh-Ritz-
Galerkin-methode., In dit geval worden de elasticiteitsvergelijkingen getrans-
formeerd naar een, equivalent, variatie principe, gebaseerd op een kwadrati-
sche functionaal. Door de eerste variatie van deze functionaal over een be-
paalde klasse gelijk aan nul te stellen, kan de oplossing van het elastici-
teitsprobleem worden verkregen. Voorbeelden van dit soort variatie principes
zijn de principes van de minimale potentiéle en complementaire energie.

De Ritz-techniek bestaat uit het construeren van een benaderingsoplossing van
dit variatie probleem door de oplossing te ontwikkelen naar een serie van
testfuncties, waarbij de coefficiénten van deze testfuncties worden bepaald
uit het variatie principe.

Hoewel het ook mogelijk is om in de eindige elementen methode uit te gaan van
de differentiaalvergelijkingen zelf (de directe methode), is het gebruikelij-—
ker om deze methode te baseren op een variatie principe. In feite wordt hier-
bij de Ritz-methode toegepast maar met een speciale keuze voor de testfunc-
ties. Deze testfuncties worden verkregen door het lichaam te verdelen in stuk-
ken (elementen) en door over deze elementen lagere graads polynomen voor de
testfuncties te nemen. Het grote voordeel van deze methode is de eenvoud van
formulering, een nadeel is gelegen in het feit dat de methode leidt tot zeer
grote matrices en zeer grote stelsels algebraische vergelijkingen. Alhoewel
het idee al oud is, heeft de methode daarom ook pas een grote vlucht genomen
na de opkomst van de digitale computer. De computer zorgt niet alleen voor

de oplossing van de uiteindelijke vergelijkingen, maar ook voor de formule-
ring (assemblage) van deze vergelijkingen.

Het is mogelijk om de eindige elementen methode te baseren zowel op minimum
potentiele energie (» verplaatsingsmethode) als op minimum complementaire
energie (= krachtenmethode), waardoor onder- en bovengrenzen voor de oplos—
sing aangegeven kunnen worden. Op practische gronden (hoge rekenkosten) wordt

echter meestal slechts een methode (voornamelijk de verplaatsingsmethode,
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welke eenvoudiger is) toegepast. Gegevens over de convergentie van de metho-
de zijn dan erg belangrijk. In de laatste jaren zijn ook de zogenaamde ge-—
mengde principes (Reissner) in zwang gekomen, speciéal voor plaatbuigings-

problemen (Herrmann).

In dit hoofdstuk zullen we een zeer inleidende behandeling geven van enkele

aspecten van de elementen methode. Zo zullen we in het kort de techniek van 4

A
4
f
A
i
+

de verplaatsingsmethode bespreken en zullen we enkele resultaten (existen~
tie, eenduidigheid, eisen voor toelaatbaar verplaatsingsveld, convergentie)
betreffende de mathematiek van de elementen methode geven, (zonder bewijzen).
Om een eerste indruk te geven van de elementen methode, bekijken we een pro-
bleem, dat in feite een klassiek voorbeeld is van de eindige elementen me-—

thode: het wvakwerk.

Dty

Hieronder'verstaén we een systeem van.staven welke door middel van schar-
nleren met elkaar verbonden zijn. We denken dit systeem belast door uitwen-
dige krachten en we vragen de verplaatsingen van het systeem en de krachten
in de staven. Aange21en de scharnieren geen moment kunnen overbrengen, moe-
ten de staafkrachten in de richting van de staven vallen.

De exacte oplossing van dit probleem moet aan de volgende eisen voldoen:

‘i)' Evenwicht.
We onderschelden.'
a) Globaal evenwicht: het hele stelsel moet in evenw1cht zijn, Dit geeﬁt

relaties voor de reactlekrachten in de oplegpunten.




- 116 -

b) Locaal evenwicht: de staafkrachten in een scharnierpunt (@f knoop-

punt) moeten met elkaar in evenwicht zijn. Bijv. in A (zZie figdhr).

Ky

- ar\ A Kzﬁnd = P
K .
|
P .
De evenwichtsrelaties hoeven niet voldoende te zijn om alle reactie-
krachten enfof staafkrachten te kunnen bepalen; in dat geval spreken

we van een statisch onbepaald vakwerk.

ii) Consistentie: de verbindingen tussen de staven moeten behouden blijven.

iii) Constitutieve vergelijking: in iedere staaf bestaat een verband tussen

de kracht L en de uitrekking A%, luidend:
b _K (9.01)

(%: lengte staaf; F: oppervlak doorsnede; E: elasticiteitsmodulus}.

We kunnen een vakwerk opvatten als een elementen netwerk door de staven als

elementen en de scharnierpunten als knooppunten te beschouwen.

We kunnen op twee manieren een benaderingsoplossing construeren:

1)

ii)

We kiezen stelsels knooppuntsverplaatsingen, die voldoen aan de eis van
consistentie en we drukken de verplaatsingen van de staven uit in deze
knooppuntsverplaatsingen, Het zoeken is dan naar een criterium dat be-
paalt welke keuze voor de knooppuntsverplaatsingen de beste benaderings-
oplossing geeft.

We kiezen evenwichtssystemen van staafkrachten en zoeken ook hier weer
een criterium voor de beste keuze,

Deze twee methoden zijn in feite illustraties van wat in de eindige ele-
menten methode de verplaatsings—, respectievelijk de krachtenmethode

wordt gencemd.
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In de elementen methode verdelen we een lichaam in stukken, die we elementen
zullen noemen. Zo verdelen we bijvoorbeeld een staafconstructie (vakwerk)

in &én-dimensionale staafelementen, een vlakke constructie (plaat) in drie-
hoekige of rechthoekige elementen en een drie-dimensionale constructie im,
bijvoorbeeld, thetraeders.

Het basisidee van de elementen methode zullen we toelichten aan een vlakke

cons tructie welke we verdelen in driehoekige elementen. We bekijken het i-de

element?

B

i

Voor ‘dit element kiezen we een benaderzngsoplosszng voor de verplaat51ngen in

een w111ekeurlg punt (x,y) van dat element:

u = u = f](X.Y_), Vs = £,(%,y) . (9.02)

De eenvoudigste keuze voor fl(x,y) en fz(x,y) is een polynoom. Beperken we

ons tot eerste graads polynomen, dan kunnen we de verplaatsingen van elk punt
van het i~de element uitdrukken in de verplaatsingen van de hoekpunten (knoop-
Bunten) van het element:

[

Hﬂhfﬁr—s“ﬂ‘

B

B - (9.03)

<.
— R G
|

<

<
R

,_
~
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De beperking tot eerste graads polynomen is niet essentieel, Bij hogere
graads polyﬁomen moeten we echter w&l meer knooppunten pef element nemen

(zie § IX.2).

Op deze manier kunnen we het verpléatsingsveld‘EQE) uitdrukken in de disecrete
parameters Ai (k = 1,...,6).

We doen dit eerst voor elk element afzonderlijk (locale analyse) en we gaan

daarna deze elementen zodanig samenvoegen (assembleren) dat we een kinema-

tisch toelaatbaar verplaatsingsveld krijgen (globale analyse). In het tweede

deel van dit college zal worden aangegeven dat een verplaatsingsveld u(x)

kinematisch toelaatbaar is als voldaan is aan de volgende drie eisen:

i)y  u(x) « Cl stuksgewijs.

11) u(x) « C0 voor het gehele gebied, inclusief de rand S, dat door het li-
chaam wordt ingenomen.

iii) ufx) = 3*(5) VOOT X € Su’ diw.z. u(x) voldoet aan de kinematische (of

gecmetrische) randvoorwaarden op Su'

De voorwaarde 1i) draagt er zorg voor dat de samenhang in het lichaam behou-
den blijft, d.w.z. dat er geen scheuren optreden (consistentie of compétibi—
liteit).

Door de keuze van een polynoom voor u(x) per element is triviaal voldaan aan
eis i). De assemblage van de elementen moet zodanig geschieden dat aan eis
ii) is voldaan. Aldus krijgen we een globale knooppuntsverplaatsingsvector A.
De dimensie van deze vector is veor een n-dimensionaal lichaam (n=1, 2 of 3)
gelijk aan n maal het aantal knooppunten van het totale netwerk.

Op deze wijze kunnen we de verplaatsing van elk punt van het lichaam uitdruk-
ken in de discrete parameters Ak en we kunnen nu ook de potentiele energie

U(§) volgens (5.27) uitdrukken in deze parameters

U(s) = E(Ak) )

Indien we er nu nog voor zorgen dat ook aan de hierboven gestelde eis iii)
is voldaan (we zullen in de volgende paragraaf aangeven hoe we hier op de
meest systematische wijze aan kunnen voldoen) dan hebben we als criterium
voor de beste keuze van het stelsel Ak het minimum principe van de potentiele
energie dat stelt dat de beste keuze van Ak die is welke de potentiele ener-

gie U(g) minimaal maakt.
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Aangezien ﬁ(Ak) een kwadratische functie wvan A, zal blijken te zijn, zal het

k
bepalen van het minimum, dat wil zeggen het stellen van

94 ! (9.04)

aanleiding geven tot een stelsel van lineaire, algebraische vergelijkingen
in de Ak's, dat op de computer kan worden opgelost.

Deze methode wordt de verplaatsingsmethode genocemd,

Een alternatieve methode wordt gevormd door de zogenaamde krachtenmethode:

hierbij wordt een statisch toelaatbaar stelsel geconstrueerd door polynoom—
ontwikkelingen voor de spanningen te kiezen. De basis van deze aanpak is het
minimum prinéipe van de complementaire energie.

We zullen in dit college alleen de verplaatsingsmethode bespreken en een be-
spreking van de krachtenmethode en andere, gemengde methoden (Reissnér,
Herrmann) achterwege laten.

In de practijk is het begrenzen van de benaderingsoplossingen door potentiele
en complementaire energie te duur gebleken, Wel is het mogelijk om, welis-

waar globale, afschattingen van de fout bij een eenzijdige benadering te geven.

In dit hoofdstuk zullen we twee aspecten van de eindige elementen methode

bespreken, zij het beide slechts zeer inleidend, nl.

'i) de techniek van de elementen methode,

ii)- de mathematische aspecten van de elementen methode.

In 1) zuilen_we aaﬁgeVen hoé we ﬁ(ﬁ) voor-het totale lichaam construeren, het-
geen we zullen illustreren aan het voorbeeld van een vlakke;.plaat met drie-
hoekige elementen. _

In ii) zullen we een aantal resultaten geven betreffende: de eisen welke we
aan het verplaatsingsveld'moeten stellen en de existentie, de eenduidigheid

en de convergentie van de benaderingsoplossingen, waarbij we bewijzen achter—

'Wege zullen laten.




I¥.2. Techniek van de elementen methode

We zullen in deze paragraaf een algemeen overzicht geven van de verplaatsings-

methode. Hoewel de opzet algemeen zal zijn, zullen we ons voor wat betreft de
toelichtingen beperken tot een twee-dimensionaal voorbeeld met driehoekige ele-
menten. Voor dit twee-dimensionaal probleem zullen we nemen de gegeneraliseer—
de vlakspanningstoestand. Een dergelijke toestand verkrijgen we indien we een
dunne plaat belasten in zijn vlak. Alvorens over te gaan op de verplaatsings~
methode, zullen we eerst in het kort toelichten wat we onder een gegenerali-
seerde vlakspanningstoestand verstaan en door welke vergelijkingen deze toe-—
stand wordt beschreven.,

Intermezzod Gegeneraliseerde vlakspanningstoestand.

ini

2h e
—

We beschouwen een dunne plaat, dikte 2h, welke in zijn vlak wordt belast. We
kiezen een assenstelsel met de ¥— en y—as in het middenvlak van de plaat en
de z-as loodrecht op de plaat.

Van de belasting van de plaat eisen we:

i) geen belasting op boven— en ondervlak van de plaat;

ii) alleen componenten in x— en y-richting;

iii) symmetrisch in z;

iv) niet te sterk verlopend over de dikte, d.w.z. we kunnen de belasting,
welke we t(z) zullen noemen, als volgt ontwikkelen

)4

t(z) = £(O)[1 + tz(%)"’l + ta(% Forual (9.05)

waarin de coéfficiénten tystyse s+ getallen van 0(1) zijn en & een leng-

teparameter die voldoet aan

L >> h . (9.06)
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Onder deze condities is te bewijzen dat we ook de spanningen naar (z/¢) kun-
nen ontwikkelen. Gebruikmakend van de symmetrie in de belasting krijgen we

dan voor de z~componenten van de spanningstensor
. (%,9,2) = a (x,7)E) + a,G,y) 31 +
xz ‘KoY RS 3 Y T veae
e (%,7,2) = b (5,50 (Z) + ba(ry) & + (9.07)
yz 1M [) 3" [ oo ’
E(x,y,2) = o (my) + o, (xy) )2 +
z2z P ] 0 ] 2 Iy \2 e o0

Uit de randvoorwaarden

Cz = tyz =t, = 0, opz=th (9.08)

die uitdrukken dat het boven— en ondervlak van de plaat spanningsvrij is,
1 b] en co: 0((h/2)2) zijn.

Onder de gegeneraliseerde vlakspanningstoestand verstaan we nu een benaderings-—

volgt met (9.07) dat de coefficiénten a

toestand waarin alle termen welke O((h/l)z) zijn worden verwaarloosd. We moe-

ten dus nemen:

t =t =t =0, ' -~ (9.09)

Hiermee vervalt de evenwichtsvergelijking in z-richting, terwijl de eerste twee

evenwichtsvergelijkingen worden

t + t +k =0,
XX, X XY,y X
en _ {9.10)

0.

t + t + k
Xy X YY,Y¥ y

Aangezien we ook hierin alle 0((h/£)2)—termen verwaarlozen kunnen we voor de

in (9.10) voorkomende spanningen en volumekrachten de gemiddelde waarden over
de dikte nemen. Hetzelfde kunnen we doen met de verplaatsingen en deformaties.

Uit het feit dat ., = 0, volgt met de wet van Hooke dat

e (e +e )=- (u +u ), (9.11)

ZZ ] - v XX vy = X,X ¥y
waarin

u = u=u(x,y) en u, = v = v{x,y) , ’ (9.12)

de gemiddelde verplaatsingen over de dikte zijn, welke overigens slechts

O((H/ﬁ)z) verschillen met die van het middenvlak.
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Met (9.11) en met de wet van Hooke krijgen we de volgende constitutieve ver-

gelijkingen voor de gemiddelde spanningen:

- 26 w26
bxx T T - W) (“,x * W.y)’ tyy (1 =) (V,y * vu.x)

(9.13)
t =G(u +v ).
Xy sy s X

_Hiermee hebben we een twee—-dimensionale theorie opgesteld voor de variabelen
g, Vv, txx’ txy en tyy’ walke alle functies vgn x en y zijn en welke moeten
voldoen aan de vergelijkingen (9.10) en (9.13). De theorie is nauwkeurig

tot op O((h/ﬂ)z)-ternen na.

Voor een wat meer uitgewerkte afleiding van deze theorie, verwijzen we naar

C1], pp. 253-256.

We gaan nu een systeem bekijken, dat we zodanig belasten en opleggen dat het
systeem in een evenwichtstoestand verkeerd. We willen de verplaatsingen en de
spanningsverdeling in het systeem berekenen.

Om een benaderingsoplossing voor dit probleem te vinden, verdelen we het 1li-
chaam in stukken (elementen) en kiezen we op ieder stuk een benadering voor
de verplaatsingen. Uit dit verplaatsingsveld kunnen we dan benaderingen vin-
den voor de spanningen en voor de potentiele energie.

We zullen dit toelichten aan het voorbeeld van een in zijn vlak belaste plaat
(gegeneraliseerde vlakspanningstoestand) welke we in driehoekige stukken ver—

delen:
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De driehoeken zijn de elementen en de hoekpunten van de driehoeken noemen we
de knooppunten (eng.: nodes). We zullen voor ieder element de verplaatsingen
van een willekeurig punt van het element uitdrukken in de verplaatsingen van
de knooppunten.

We zullen twee aspecten van de analyse van het mechanische probleem onder-

scheiden, te weten:

1) . de mechanica per element (locale analyse)

1i) de mechanica van het gehele systeem (globale analyse).

We starten met de locale analyse:

We beschouwen het i-de element en we verbinden een locaal assenstelsel aan

het element:

1

Teneinde de notatie eenvoudig te houden, laten we in de nu volgende locale
anaiyse de bovenindices 1 veoorlopig wég.
We benaderen de verplaatsingen in een punt (X,y) door de eerste graads poly-

nomen

il
H

u (6y) = u(x,y) = a; + a,% + ay ,

! (9.14)

uy(x,y) = v(x,y) = a, + agx + asy .

Omdat de verplaatsingen biharmonische functies.zijn, mogen we deze ontwikke-
1en:naar X en y. De,uiﬁdrukkingen {(9.14) zijn de eerste termeﬁ van deze ont-
wikkeling. ' k '
.wé;iunnen'nu ook de verplaatsipgen vgn_de kqooppunten: (0,0), (x2,0)_en
3$333y3) uitdrukken in Bpaererdg: Voor de verplaatsinge@ in xrichting krij-
gen we

| u(0,0) fu) [t 0 o
= a,| =t Ba , | (9.15)
u(xy,73) u Toxy ys)|a

i
c -
"
»
o
®

u(xz,Q) =

Wb
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of, omgekeerd, Alseresdy uitgedrukt in Upsees,Usgt

U.l‘ . ) -
a=g! u,| s | O 9.16)
'l.l-3J
met
-1 | (%74 o 0 |
Bo= Xy, 3 73 0 1. (9.17)

L(x3-x2) X3 X,

Door (9.16) te substitueren in (9.14) kunnen we de verplaatsing in x-rich-
ting van een punt (x,y) van het element uitdrukken in de verplaatsingen van

de knooppunten:

u(x,y) = Nou, + Nyuy, + Nau,y , (9.18)
met
= = —-I-— -— -
Nl = N}(X,Y) x2y3(X2Y3 Y3x xzy + X3Y) s
Nz = Nz(xsy) = ;z_yg'(y"sx = X3Y) ’ (9.19)

L= =3
N N3(XQY) y3 .

Op analoge wijze kunnen we voor de verplaatsing in y-richting afleiden:

vi{x,y} = va] + N2v2 + N3v3 . (9.20)

{9.18) en (9.20) kunnen we samenvoegen tot

u(x,y)
u(x,y) := = NA , 9.21)
V(xoY)
met
ru1~
Y9
u N N N 0 0 0
A = v3 , en N := l 2 3 . (9.22)
1 0 g o Nl N2 N3J
Y2
v
L 3)
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In (9.21) is dus u = u(x,y) een twee-dimensionale vectorfunctie van de pun-—
ten van het element; A de 6-vector van de knooppuntsverplaatsingen (dus on-

.afhankelijk van (x,y)) en de vormmatrix N een 2 x 6-matrix die weer wel van

(x,y) afhangt (in de engelse literatuur wordt N shape function genoemd}.

We voeren de vector van de deformaties & = g£(x,y) in door i

) ‘
w0 ®xx 3

3 || ‘

H D H 0 Tr— - . . i

= 1= 3y vy (9.23) i
v i

2 3 2e :

dy x| Xy b

net f
N Ny Ny 0 0 0 *
D= 0 0 Nl,y Nz,y NB,Y =
Ny My N3y Ny NMox Mg
¥, vy O 0 0 o
- x21y3 0 0 0 (x57%)) "Xy Xy - (9.25)
(x37%,) 7%y X Y3 vy 0

Doordat we ons. bij de keuze van (9.14) hebben beperkt tot ‘eerste graads po-
lynomen, is de matrxx D onafhankelijk van x en y. In het meer algemene geval,
dat wil zeggen voor hogere graads polynomen, zal dit niet meer het geval

21Jn en wordt D = D(x,y).

We voeren ook een vector voor de spanningen in:

t
XX
g = |t 9.26
g gy ( )
£
Xy

&n we schrijven de constitutieve vergelijking als -

a'= Ee = EDA . o . S (9.27)
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Voor de gegeneraliseerde vlakspanningstoestand is de matrix E gelijk aan (zie

verg., (9.13)):

I v 0
2G
E=g—=3v ' 0 | | (9.28)
1=V
° 0 =

N.B. Als gevolg van het bestaan van een elastische energie is de matrix E

altijd symmetrisch (vergelijk cijkl = ckﬁij: verg. (4.03) op pag. 42).

We kunnen nu de potentiele energie per element uitdrukken in de knooppunts-—

verplaatsingen. We bepalen eerst de inwendige elastische energie, uitgedrukt
in de deformaties,

Volgens (5.18) geldt
T
W= J_s__dV s (9.29)
v
waarin V het volume wvan het element is.
Met (9.27) wordt dit:
T
W= [ e Ee dv , {9.30)
Vv

wat met (9.24) weer te schrijven is als

W= ATk (9.31)

waarbij de symmetrische matrix k gelijk is aan

K = f DYED 4v . (9.32)
v

Voor een driehoekig element in de vlakspanningstoestand wordt k een 6 * 6-

matrix gelijk aan

k = f D'ED 2hdS . (9.33)
S
We hebben hiermee de elastische energie van een element uitgedrukt in de
knooppuntsverplaatsingen van dat element. De matrix k wordt de stijfheids-

matrix van het element genoemd. Aangezien k een integraal over het oppervlak

van het element is, kan k nooit van (x,y) afhangen, dus ook niet bij een ho-
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gere graads polynoom voor u. De stijfheidsmatrix k hangt alleen af van de
vorm van het element en van dé elasticiteitsconstanten.
De bepaling van de potentiele energie van de voorgeschreven uitwendige krach-

ten stellen we uit tot aan het einde van de nu volgende globale analyse.

Alvorens over te gaan tot de globale analyse, maken we eerst nog de volgen-
de opmerking: -

Als we de totale constructie gaanbekijken, moeten we de knooppuntsverplaatsin-
gen A van de verschillende elementen van elkaar onderscheiden. We voeren daar-
om in de notatie -

.li

&

voor de knooppuntsverplaatsingsvector van het i-de element betrokken op het
aan het elemenﬁ verbonden assenkruis. (We zullen van nu af aan alle groothe-
den betrokken op het i-de element aangeven met een bovenindex i, Het accent '
geeft aan dat de grootheden betrokken zijn op het locale assenkruis.)

Een tweede opmerking slaat op deze locale, d.w.z. aan het element verbondene,
aésenkrpisen:

Deze locale assenkruisen hebben t.o.v. elkaar in het algemeen verschillende

richtingen:

Y|
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We zullen nu alle vectoren en matrices gaan betrekken Op een vast assenkruis
X,¥. Geven we de verdraallng van het locale i-de assenkru1b t.o.v, het glo-
bale assenkruis aan door middel van de rotatie-matrix I" , met

7" =1, (I: eenheidsmatrix) (9.34).

en noemen we de vector van de knooppuntsverplaatsingen van het i-de element

betrokken op het globale xX-y-stelsel: é}, dan geldt

i_ il
A7 =T" A%, (9.35)
. '.
Op analoge wijze kunnen we ook de stijfheidsmatrix transformeren. Laat k- en

k' de stijfheidsmatrices zijn van het i-de element betrokken op het locale

respectieveli jk het globale assenkruis. Dan geldt

kW =T" ®W'Tr™ ., (9.36)

De inwendige, elastische energie blijft onder deze transformatie natuurlijk
invariant (hangt niet af van de keuze van het assenkruis). Daar is hier aan
. i . . . .

voldaan, immers als W~ de elastische energie van het i-de element is, dan

geldt volgens (9.31)

'iT" i i, T.1i 1 1T i,1 iT i,1
= §(T AT)TRTTT FAT = %é kAT, (9.37)

waarbij (9.34) is gebruikt.
Om de totale elastische energie te ﬁerkrijgen, moeten we sommeren over alle
elementen, Stel we hebben het lichaam verdeeld in p elementen dan is de tota-

le elastische energie:

Alvorens we deze uitdrukking in een potentiele energie principe kunnen gaan
gebruiken, moeten we er eerst voor zorgen dat het verplaatsingsveld kinema-
tisch toelaatbaar is, dat wil zeggen we moeten voldoen aan de drie op pagi-
na -118 — peformuleerde eisen. Door de keuze (9,14) is aan de eis 1) tri-
viaal voldaan. Aan de eisen ii) en iii) moet echter nog voldaan worden. We

zullen eerst laten zien hoe we aan de tweede eis kunnen voldoen.
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We eisen van de verplaatsingen dat ze zodanig zijn dat twee naburige ¢lemen-
ten aan elkaar blijveu zitten: er mogen dus geen scheuren optreden (de con-
sistentie moet behouden blijven). Dit houdt in dat twee knooppunten van ver-
schillende elementen die in het globale netwerk samenvallen gelijke verplaat-
singsvectoren moeten hebben. Zoals we later zullen zien verzekert dit de con-
tinulteit langs de gehele gemeenschappelijke rand van de twee elementen. For-
meel kunnen we dit als volgt in orde maken:

We voeren in de vector é?, zijnde de vector van alle knooppuntsverplaatsin—

gen, Dus, als rijvector geschreven,

T  ,T T T - |
LR N ST L (9.39)

Aangezien in een bepaald netwerk van eleménten altijd meerdere gezamelijke

R ST L A LU

knooppunten voofkomen, zal deze vector verschillende geliike knooppuntsver-
plaatsingen bevdtten. Door dit in rekening te brengeh en door de gelijke
knooppuntsverplaatsingen slechts eenmaal te tellen, kunnen we de dimensie
van de vector é? aanmerkelijk verlagen. De matrix die dit verzorgt noemen

we de assemblage matrix A (eng.: connectivity matrix).

1
Alvorens hierop nader in te gaan, zullen we de procedure eerst toelichten .
aan het volgende voorbeeld: : : - -%

Een rechthoekige plaat verdeeld in twee driehoekige elementen:

globaat
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We hebben hier dus twee elementen, we hebben vier knooppunten in het globale
netwerk, terwijl de twee afzonderlijke elementen samen zes knooppunten heb-
ben.

De vector éé heeft dan de vorm (geschreven als rijvector)

T .
e Py v 1 11 2 02 02 2.2 2

iﬁ_ (ul'uZ’u3’v|'VZ’V3’u]’uZ’UB’Vl’VZ.v3) . (9.40)

Echter, het eerste knooppunt van element 1 en het eerste van 2, alsmede het

tweede van | en het derde van 2 zijn gemeenschappelijke knooppunten. Om de

samenhang te waarborgen, moeten we dus elsen dat

1_ .2 1.2 1_ 2 1_.2

Uy = U vy Vi Uy Uz Y, vy o (9.41)
We kunnen ook kijken naar de verplaatsingen van de knooppunten van het glo~
bale netwerk. Geven we deze verplaatsingen aan met u en v, zonder bovenindices,

dan geldt (zie figuur)

S S
Uy T YT U 1 "Y1 7Yy

) _ 2
Uy = U Vo T Vy s

(9.42)

Uz = Uy T Ugp Va3 T V) 3

N _ 1
u, = ug, vy, Vq o

We geven de vector van de verplaatsingen van alle knooppunten van het globale

netwerk aan met A, dus

é? = (ul,...,ua,v],...,va) . (9.43)

De assemblage matrix A beeldt nu de vector 4 af op éé:

ée = AA . (9.44)

Deze assemblage matrix zorgt er dus voor dat er geen knooppunten worden dub-

bel geteld en dat de samenhang in het lichaam blijft behouden.
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Voor het hiervoor genoemde voorbeeld wordt (9.44)

f

—
s

LN

1 0 o o0 ¢ 0o o olfu

e

0 0 1 0 0 ©0 0 Olfu

[
[
[A*]

L) —

u 0 0 0 1 0 0 0 0|y
vi 0 0 0 0o 1 0 0 oy
% o 0 0 0 0o o0 1 oflv

|
<

u-—-
<o
[}
o
o
(=]
o
o
<

[ %]

|
|

SRS S S

ﬁ 1 0 0 0 0 0 0 Oflv,
u? 0 1 0 0 0 0 0 o0
2 | 4
u§ O 0 1 0 0 0 0 0
ﬁ' O 0 0 0 1 0 0 0
% O 0 0 0 0 1 0 0
v 6 0 0 0 0 0 1 o0
3] \ ’

\

De asemblage matrix is dus een matrix waarvan het aantal rijen gelijk is éan
twee maal het totale aantal elementen—knooppunten (= dimensie van Q?) en het
aantal kolommen aan twee maal het aantal knooppunten in het globale netwetk
(= dimensie van A), terwijl iedere rij een element gelijk aan één bevat en

voor de rest nullen.

Alvorens de totale elastische energie volgens (9.38) verder uit te werken,
stellen we eerst op analoge wijze als gedaan in (9.39), de totale stijfheids-

matrix samen uit de stijfheidsmatrices van de afzonderlijke elementen, dus:

(! Y

k' o o
__L_._.I._.__..._

K= 7777 T (9.46)

N1p)
| Uk
Hiermee wordt (9.38)
' el e e ' '
W= 3A" kA , (9.47)

Substitutie van (9.44) in (9.47) geeft tenslotte:

W= ié?Ké , , _ (9.48)
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waarin de globale stijfheidsmatrix K gelijk is aan:
T e : ' . o

K=A4k 4, (9.49)
Aangezien k® symmeﬁrisch is, is K ook symmetrisch.
Hiermee hebben we de totale ifwendige elastische energie W uitgedrukt in de
verplaatsingen van de knooppunten van het globale netwerk. Om de totale po-
tentiele energie te verkrijgen, moeten we nu nog de potentiele energie van
de voorgeschreven uitwendige krachten bepalen.

Voor de arbeid verricht door de voorgeschreven uitwendige krachten geldt
(zie (5.26))

;= Jf(;)g_*dv . JET(X)E_*ds : (5.50)

v S

AP
u

o

De bijdrage van de volumekrachten Ef voor het i—-de element is m.b.v. (9.21)

uit te werken tot

1T . 1T 3T . il
I_g (ﬁ)&dV=fANEdV=£E, (9.51)
Vl Vl
waarin
. T
Fois f N kTdv , (9.52)
Vl

en waarin de vectoren reeds zijn betrokken op het globale x—y-stelsel.

e .
Voeren we F~ in als

oI T T T _
FF o= (@F ,F ,...,FF ), (9.53)

— — —_ a—

dan geldt voor de totale uitwendige arbeid verricht door g*

LT . T
f St = § oAl r e, (9.54)
v i=]

wat na assemblage, dat wil zeggen na substitutie van (9.44), overgaat in

f WKt av = a'F (9.55)

v
met

F:=AF . (9.56)
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Blijft tenslotte nog over de bijdrage van de voorgeschreven randbelasting Ef.
We kunnen niet zonder meer (9.21) substitueren in de tweede integraal van
(9.50), omdat we nu uitsluitend die knooppunten in rekening mogen brengen
die op het 5 *oppervlak liggen. We vervangen daarom voor het i~de element de
vector A door S é y waarbij de matrix S ,» welke enkel hullen en enen bevat,
zodanig is dat st A alleen nog de verplaatsingen van de Sp-knooppunten bevat.
Hiermee gaat (9.21) over in
i i i

u(x) = Nshal = vl ‘ (9.57)

Substitutie van (9.57) in de tweede integraal van (9.50), genomen over het

i-de element, geeft

* iT [ oiT « iTi
f _qT(g)g ds = A f Y fds=4"T, (9.58)
Sl Sl
P P
met
‘ (T
T = fY tds . ‘ (9.59)
st )
P

. . e
Voor de totale arbeid verricht door t krijgen we dan

T * iT i eT : . )
IE(EE)EC‘S?E AT T =4 ° (9.60)
S 1=

P

. e .,
waarin T weer 1s:

oT T T T _
T = (z ’_T_ ,._'c.'zp ) . ’ ) (9-6])

Na assemblage gaat {(9.60) over in

[ P_T(BE)_t_*dS = _A__T_T_ R | (9.62)
. | |

| p

met
T = ATTC . | | (9.63)

Met (9.55) en (9.62) krijgen we voor de totale uitwendige arbeid ten gevolge

van de voorgeschreven krachten

aP) = 4T, | (9.64)
u —




o= L g g e e = T oy T ——— T

I T T
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waarin
P:=E+1I. | - . (9.65)

Voor de totale potentiéle energie U, welke gelijk is aan
u=w-a®P
u
hebben we dan met (9.48) en (9.64) gevonden

U=jAKA - AR . (9.66)

Alvorens we de stelling van de minimale potentiele energie kunnen gaan toe—
passen, moeten we er eerst voor zorgen dat het verplaatsingsveld kinematisch
toelaatbaar is, Teruggaande naar de op pagina 118 geformuleerde voorwaar—
den, zien we dat door de keuze van een polynocom voorlg(zg over het element
en door het invoeren van de assemblage matrix aan de eisen i) en ii), respec-
tievelijk, is voldaan. Blijft nog over eis iii),

We nemen aan dat het .totale oppervlak van het lichaam te splitsen is in een
Sp~ en een Su-oppervlak. We zouden nu zonder meer de verplaatsingen van de
knooppunten behorende tot het Su-oppervlak gelijk kunnen stellen aan hun
voorgeschreven waarden en vervolgens het minimum van U kunnen bepalen door
de uitdrukking (9.66) te differentieren naar de overgebleven knooppuntsver-
plaatsingen en vervolgens deze afgeleiden nul te stellen. We zullen hier
echter een andere methode volgen, welke, behalve een grotere systematiek,
als voordeel heeft, dat we direct de reactiekrachten in de Su—knooppunten
vinden.

Hiertoe splitsen we de globale knooppuntsverplaatsingsvector A als volgt

4

(=g
H

(9.67)
L,

waarin A2

netwerk welke op Su liggen, De vector AQ is dus voorgeschreven, of te wel

alleen de verplaatsingen bevat van die knooppunten uit het globale

by =8, . (9.68)
Op overeenkomstige wijze splitsen we ook de stijfheidsmatrix K:
'
K]l i 1{12
K = _...._:_—— 2 (9069)
K1 ! Ko
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met

Ky =%, | - (9.70)

Teneinde de reactiekrachten te kunnen bepalen, voeren we in gedachte het
volgende experiment uit:

We gaan het lichaam vrijmaken, dat wil zeggen: we maken de knooppunten op
het Su—oppervlak vrij (dus 4, wordt vrij) en we voeren in deze knooppunten
reactiekrachten R in. We veronderstellen voorlopig de R als voorgeschreven
en de 4, als vrij: We mogen dan de U zowel naar éq als naar 4, variéren en

Lo .. - Lk
we stellen pas na het varieren EQ geliijk aan zijn voorgeschreven waarden by

De variaties naar 22 leveren dan de vergelijkingen voor de reactiekrachten R.

Als we de reactiekrachten R als voorgeschreven beschouwen, moeten we deze

(b)

ook in de uitwendige arbeid A in rekening brengen. Dit betekent dat we

de uvitdrukking (9.64) moeten aanvullen met een term:
T
a' R,
zijnde de arbeid verricht door de krachten R. Uit deze uitdrukking blijkt
dat de componenten van R de krachten in de S ,knooppunten zijn in de rich-

ting van de bijbehorende knooppuntsve:plaat31nﬁ (i.e. in de. richting van de

bijbehorende componenten van A, )

We splitsen nu de vector P, voorkomend in (9. 64), op analoge wijze als 4 in

) (2
P= 1= s T (9.71)
B, (B, *+R
met
g] : voorgeschreven krachten,
Ez = P, *+ R: krachten in §,"knooppunten; B,: voorgeschreven (afkomstig van

volumekracht)'én‘g: reactiekraghten (onbekend).
Mét behulp van de betrekking:

T

‘—2K21 - 1 12'2 ' (9.72)

wé@ke volgt uit (9.70),,en met (9.67), (9.69) epA(9.71) kunnen we de poten-

tiéle energie volgens (9.66) herschrijven tot

U= §a7K 8, + 4K 0, 4 iA AP, - AP

8,Kp08y = 81F) ~ 4y (9.73)
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De uiteindelijke vergeli jkingen worden nu als volgt verkregen:

1)

ii)

We stellen de variatie van U naar Al gelijk aan nul, onder de conditie

dat QQ = Az, met andere woorden we stellen

aU :
T = 0 . ) (9-74)
94

Dit geeft de volgende oplossing voor gd:

i *
By = KBy - Kpby)|. (9.75)

Varieéren naar 4, geeft, m.b.v. (9.72),

B, = Ky by * Koob, , (9.76)

We substitueren hierin voor AI de uvitdrukking volgens (9.75) en voor A2

* . * 3
de voorgeschreven waarde 32. Dit leidt tot de volgende relatie voor de

reactiekrachten op het Su—oppervlak

]
= K, KII(P] K, b 2) + KZZA -2, (9.77)

Voor het practisch belangrijke geval dat de voorgeschreven verplaatsin-
gen gelijk aan nul zijn (Q; = 0), zoals bij inklemmingen of opleggingen,
gaan (9.75) en (9.77) over in

—l

£ 7 K0E 9.78)

en

-1
= K, KB, - B . (9.79)

(==}
1

. -1
OEmerkinE. De oplossing volgens (9.75) of (9.78) bestaat alleen als Kl] be-

staat, dat wil zeggen als K

1 niet singulier is. We zullen nu laten zien dat

de matrix K wel singulier is (det K = 0) maar K , niet.

11

. . .. ; . i
Hiertoe gaan we eerst kijken naar de stijfheidsmatrix per element k™. Aange-

. 1 . . . 1
zienk” symmetrisch is, kunnen we k= op hoofdassen brengen. Laten we ons, om

de gedachten te bepalen, beperken tot een vlak, driehoekig element. In dat

geval heeft k' zes redle cigenwaarden. A AZ""’AG

Op hoofdassen gebracht heeft k" dus de vorm
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k= . —_— (9.80)

10 6

Noemen we de zes bijbehorende, orthonormale eigenvectoren van é}: w(k) met

T
Efk) E(R) =-6k2 s . . (9.81)

. i . . . L. . .
dan is iedere vector A~ te schrijven als lineaire combinatie van deze eigen-

vectoren:

aw _ - (9.82)

S - S (k - 2 .
2W° = A" KA ) M3 3 W ) M3 s (9.83)

volgens (9.81).

Nu weten we dat er drie, van elkaar onafhankeli jke, verplaat51ngsve1den be-
staan, waarvoor W gelijk aan ‘nul is, namelljk de drie starre llchaamsver—
plaat51ngen van het, vlakke, element (twee translatles plus een rotatle)

BLJ een verplaatsing als star lichaam treedt er geen deformatle op en is dus
de elastische energie ge}ijk”aan nul. Hieruit concludefen we dat er drie eigen-

waarden gelijk aan nul moeten zijn, zeg:

A, = A, = A, =0, : (9.84)

Opgave. Schrijf de stijfheidsmétrix volgens (9.33) uit, laat zien dat hij
inderdaad drie eigenwaarden gelijk aan nul heeft, bepaal de bij deze eigen~
waarden behorende eigenvectoren en laat zien dat deze eigenvectoren de starre- 3

- lichaamsverplaatsingen voorstellen.

We weten verder, uit de klassieke elasticiteitstheorie, dat de elastlsche‘

energle voor het geval er wel deformaties optreden, p051t1e£ ig, Ult (9.83)

volgt dan ueteen dat A&’ ks en A6 groter dan nul moeten zijn.

A




Een analoge beschouwing kunnen we houden voor de globale stijfheidsmatrix K.
De matrix ke heeft nog 3p eigenwaarden gelijk aan nul, maar door de assem
blage m.b.v. A, waardoor de elementen met elkaar verbonden worden, blijven

ef in K nog maar 3 eigenwaarden gelijk aan nul over, namelijk die behorende
bij de 3 s;arre—lichaausverplaétsingen van de vlakke plaat als geheel (wbrdt
6 bij een drie-~dimensionaal lichaam), Dus K is singulier. |

We hebben aangenomen dat het lichaam in evenwicht is. Dit houdt ondermeer in
dat het lichaam zodanig is ondersteund dat het geen starre-lichaamsverplaat-
singen kan ondergaan. De voorgeschreven verplaatsingen van de ondersteuningen
worden ondergebracht in Az. Dit betekent dat de van de globale knooppuntsver-
plaatsingsvector A afgesplitste term él geen starre—lichaamsverplaatsingen
meer bevat, ook niet nadat het lichaam is vrijgemaakt. Dientengevolge is de
bij A

behorende elastische energie, welke gelijk is aan: Qlelgl, groter of

= 0, Hieruit concluderen

1

gelijk aan nul en alleen dan gelijk aan nul als él

we dat de matrix K]] alleen positieve eigenwaarden heeft en dus niet singu~

lier is. De inverse K, bestaat dus altijd.,

Tot besluit van dit hoofdstuk geven we nog een paar slotopmerkingen:

Slotopmerkingen.

i) Het toepassingsgebied van de in dit hoofdstuk beschreven methode beperkt
zich niet tot de lineaire elasticiteitstheorie, maar bestrijkt ook de
niet-lineaire theorie en de plasticiteitstheorie alsmede, buiten de me-
chanica, ondermeer nog de warmtestroming en de magnetoelectriciteit,

ii) We komen nog even terug op de eisen welke we aan het stelsel gesteld

hebben. In hoofdstuk V van dit college eisten we (zie pag. 54): Gi € C2.

Hier hebben we deze eisen aanmerkelijk verzwakt tot:

u; € CO, en stuksgewijs ct.

(We komen in het volgende hoofdstuk op deze eisen nader terug.)

Is aan deze eisen nu inderdaad voldaan?

We zullen laten zien dat voor een driehoekig element met een lineair
verplaatsingsveld inderdaad aan deze eisen is voldaan,

Op het element is voor u een lineaire polynoom gekozen (zie verg. (9.14)).
Binnen het element zijn de verplaatsingen dan oneindig vaak differenti-
eerbaar en dus in ieder geval: Ei € Cl, per element. We gaan nu kijken
naar de rand van het element en we beschouwen twee tegen elkaar gelegen

driehoekige elementen:



iii)

iv)

‘kromde elementen werken, dan benaderen we de rand meestal door een stuks—
_gewijhe vlakke rand.

3Bijvoorbee1d

“a) We kunnen de elementen vervangen door andere elementen.

'b) We kunnen het netwerk.verfijnen:
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Door de lineaire keuze van het verplaatsingsveld, zijn de verplaatsingen
van de lijn AB ook lineaire functies over AB, Door de assemblage worden
de verplaatsingen van A en B van element | en.van element 2 aan elkaar
gelijk gesteld, zodat nu de verplaatsing van een willekeurig punt van

AB beschouwt als punt van element | gelijk is aan de vetrplaatsirg van
hetzelfde punt van AB maar nu beschouwt als punt van element 2. De con-
tinufteit over de fénd van de elementen is dus gewaarborgd. Dit geldt
echter niet voor de afgeleiden, welke wel degelijk een sprong over de
rand kunnen hebben.

Indien we een lichaam hebben met een gebogen oppervlak, bijvoofbeeld

een plaat met een niet rechte rand, en we willen niet met,bestaande, ge—

;
De fouten die hierbij gemaakt worden Zijn een onderwerp van studie in de
elementen methode, maar wij zullen hier niet dieper op ingaan.

Om de oplossing te verbeteren, hebben we drie mogelijkheden:




V)

vi)
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¢) We kunnen hetzelfde element houden, maar we verhogen de graad van de
polynomen, bijv.iﬁ‘

Sep

u(x,y) = a +ax+ay+ax-2+a +ay2
»J (T Extazyra, 5% ¥ 3

en analoog v(x,y): _
De verplaatsing u(x,y) bevat nu zes coefficienten, dit betekent dat
we, om de ai's uit te kunnen drukken in de knooppuntsverplaatsingen,

per element ook zes knooppunten moeten kiezen!

Bij de assemblage eisen we weer aansluiting in elk knooppunt. Hierdoor
is de continulteit ovef de randen gewaarborgd.

Opgave. Bewijs de laatste bewering.

Behalve aan de in de inleiding geformuleerde eisen moet het verplaat-

singsveld van een element ook nog zan de volgende eisen voldoen:

a) het verplaatsingsveld moet de starre-lichaamsverplaatsingen van het
element bevatten;

b) het verplaatsingsveld moet de constante deformatietoestand bevatten.

De eisen a) en b) zijn noodzakelijk, omdat we anders nooit, door verho-
ging van de graad van het polynoom, tot een volledig polyncom kunnen
komen,

De stof in deze paragraaf behandeld, is verrre van volledig. Voor verde-

re studie verwijzen we naar [2] en naar de daarin gencemde literatuur.

Hiermee besluiten we deze inleiding in de verplaatsingsmethode. We zullen

echter nog eerst de belangrijkste stappen van deze methode recapituleren in

het nu volgende schema:

1) Verdeel het lichaam in elementen.

LOCALE ANALYSE.

2) Ontwikkel het verplaatsingsveld binnen het element naar een polynoom.

3) Druk dit verplaatsingsveld uit in de knooppuntsverplaatsingen A}:

.'l
(3.21): u(x) = N'a™ .
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v:o
4) Druk het deformatie~ en spanningsveld uit in é}:
Crs
(9.24): e(x) = D*A"

9.27): g(m = ED'A L
[ 33

3) Druk de elastische energie per element uit in é}:

. I
(9.31): W = Ja" xtAt .

GLOBALE ANALYSE.

6) Transformeer de locale assenkruisen naar een globaal assenkruis:

i1 iTr
9.35): At » ol =l Al

7) Tel elementen op -éé {((9.39)).
8) Assembleer:

9) Bepaal de totale W:

(9.48): W= §A"KA .
10) Bepaal de uitwendige arbeid verricht door de voorgeschreven belasting
* * :
Qﬁ en t }:

(9.63): _ALEP) =" .

11) Bepaal de totale potentiele energie:

(5.66): U = §ATRA = A'P .

i2) Breng de randvoorwaarden op Su in rekening:

o A (4
(9.67), (9.68): 4 = = | .-
2y vy

13} Maak het lichaam vrij en voer reactiekrachten in:

GJD:2-£= .
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14) Varieer naar 4,: dit geeft de knooppuntSvefplaatsingen van de vrije

knooppunten:

15) Varieer naar éQ: dit geeft de reactiekrachten in de Su-knooppunten:

*

&,

- -1 - * - |
G712 R =Ky Ry Ry = Kjphy) + Koy = By

IX.3. Mathematische aspecten

In het tweede deel van dit hoofdstuk zullen we enkele mathematische aspecten
van de eindige elementen methode bespreken.

We zullen uitgaande van een stelsel tweede orde elliptische differentiaal-
vergelijkingen de equivalentie van dit stelsel met een variatieprincipe, het
zogenaamde principe van Ritz, laten zien. We zullen aarngeven voor welke klas-
se van functies dit variatieprincipe geldt en we zullen een paar stellingen
geven betreffende de eenduidigheid en de existentie van de oplossing van dit
variatieprincipe., Het zal blijken dat de eindige elementen methode kan wor-
den gezien als een speciale vorm van de.Ritz—methode. Tenslotte zal een con-
vergentiestelling besproken worden, geldend voor een &én—dimensionaal pro-
bleem. Alle bewijzen van de stellingén worden achterwege gelaten. Voor de be-
wijzen wordt verwezen naar de literatuur ([(3], [4]) en voor de definities van
de gebruikte begrippen naar [51].

We beschouwen het volgende stelsel tweede orde differentiaalvergelijkingen,

geschreven in operatorvorm:
Au = f . {9.85)

Deze vergelijkingen representeren de elasticiteitsvergelijkingen of Navier-—
vergelijkingen (verg. (4.26) met —ki in het rechterlid) indien we f gelijk

nemen aan de volumekracht k en de operator A zodanig kiezen dat
Au = -() + 2u)grad div 4 + u rot rot u, (9.86)
of, in index notatie

~{Au}. = -A. . ,u, = R O U, .. (9.87)
¢ 2)1 lJuJ u_ulsJJ ( ®) J,J1

We nemen aan dat bij het stelsel (9.85) homogene randvoorwaarden horen. In

de elasticiteitstheorie betekent dit het volgende:
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Stel dat we het totale oppervlak van het elastische lichaam kunnen verdelen

in een Su“oppervlak plus een Sp-oppervlak, dan geldt

u =u 0 op Su ’

en (9.88)

t: =t
1

He % H+ 3

0op 5_ .
P %
In_dit geval is er dus geen energie-toevoer aan de rand van het lichaam:
J tiuidV =0 . (9.89)
S
Het is dan eenvoudig in te zien dat, voor (Au) volgens (9.86),
T .
J'E Au dV = 2W(u) , - (9.90)
v

waarin W(u) de elastische energie is.

Opgave. Bewijs (9.90).

De reden dat we de randvoorwaarden homogeen hebben genomen, is gelegen in het .ﬁ
feit dat we in de nu volgende beschouwingen steeds zullen werken met lineaire

ruimten; dat wil zeggen: als H een lineaire vectorruimte is, en

E] € H en 92 € H.

dan ook
(El.+ AEZ) e H .’

Voor elasticiteitsproblemen is de oplossingsruimte alleen dan een lineaire
ruimte, indien de randvoorwaarden homogeen zijn.

Immers, stel dat de randvoorwaarden niet homogeen zijn, bijvoorbeeld:

u=cfOopS,

en’ stel dat g]'en u, oplossingen zijn (d.w.z. u, en y, € H) dan
u, = c én u, = cop S5,

=1 - u

“maar

u, + AEZ = (1 + A)Ef# € voor A #.0 .

en dus ' . ' ‘
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+

T T
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(EI + AEZ) £ H.

De beperking tot homogene randvoorwaarden is niet essentieel, want we kunnen

randkrachten altijd transformeren naar volumekrachten, bijv., stel
* .
u=u #0o0p$S .
= = u

Dan voeren we een nieuwe functie u' in, door

L] *
u' = u-u ,

voor welke functie dan wel geldt

u'=0ops ,

- * . . .
terwijl u aanleiding geeft tot een extra volumekracht in de Navier—verge-

i jkingen voor u'.

We gaan nu weer terug naar de algemene vergelijkingen volgens (9.85)
Alxiulx) = £f(x), xeV, (9.91)

met homogene randvoorwaarden op de rand S, Hierin 1s A een tweede orde dif-
ferentiaal—operator met een definitie—gebied dat dicht ligt in de volledige

ruimte van de kwadratisch integreerbare functies L2. Deze Lz-ruimte is een

Hilbert-ruimte en we zullen vanaf nu de notatie HO in plaats wvan L2 gebrui-

ken.

We voeren de zogenaamde inproduct-notatie in, dat wil zeggen we schrijven

(a,b) voor

(a,b) = f (a,b)dv . (9.92)
vV

De norm in i geven we aan met H.ib:
lal? = 9.93
uHO = (u,u) . (9.93)
We nemen aan dat het rechterlid wvan (9.91) kwadratisch integreerbaar is:

£ er° ofllfl% <, (9.94)

Deze els sluit puntkrachten uit.
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Voor het definitie-gebied van A, dat we aan zullen geven met Hg, nemen we de

volgende ruimte:

2
u e HB

als
1) de gegeneraliseerde tweede afgeleiden van u(x) in HO liggen,

i1) u{x) voldoet aan alle randvoorwaarden.

Het is te bewijzen dat Hg dicht ligt in HO.

Opmerking betreffende gegeneraliseerde afgeleiden: We kunnen in dit kader

niet diep ingaan op het begrip 'gegeneraliseerde afgeleide'. Voor een defi-
nitie van dit begrip moeten we verwijzen naar het college: Lineaire Analyse 11,
of naar [3], § 6. '

Populair gezegd, kunnen we stellen dat functies waarvan de tweede afgeleiden

. .. . 2
§~functies zijn, niet tot H_ behoren.

B

. 2
De_rulmte,HB

is niet volledig in de M.!b-norm..ﬂet is echter wel zo dat H2
dicht ligt in HC (zie [31, § 2).

B

We zullen verder aannemen dat de operator A positief-definiet is, dat wil

zeggen, er bestaat een'getél c. > 0, zodanig dat

4 e

(Au,u) 2 chi% . | | O (9.95)
We merken op dat voor een elasticiteitsprobleem in evenwicht en met homogene 4

randvoorwaarden aan deze ongelijkheid is voldaan.

"We zullen nu het probleem (9.91) gaan vergelijken met een variatieprobleem Eyﬁ

voor de kwadratische functionaal F(u)}, gedefinieerd door:
F(u) := (Au,u) - 2(f,u) . ' , (9.96)

Wéfwijéen er op dat voor een elastische probleem F(u) tweemaal de potentiele
- éﬁérgie functionaal (volgens (5.27)) is. Het eerste variatie-probleem luidt"
ﬁﬂ'als volgt: Vindt een u ¢ Hg
ﬁiefﬁoor geldt: (zie [31, § 2).

waarvoor F(u) zijn minimale waarde aanneemt.
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Stelling 1. Indien er van (9.91) een.oplbssing'uo € H; bestaat: Auo = f, dan
is : .
F(ub) = min F(u) ,
2
ueHB

' 2 . .. . . - :
en omgekeerd: als uy € HB de functionaal minimaliseert, dan geldt:

-
]

We kunnen dit vhriatie-principe nog iets ruimer formuleren. Hiertoe gaan we
uit van het gegeven dat de operator A een tweede-orde differentiaal-operator
is.. In dat geval bevat (Au,u) tweede—orde afgeleiden van u. Door partieel te
integreren met behulp van de homogene randvoofwaarden, is (Au,u) terug te
brengen tot een integraal welke nog hoogstens eerste afgeleiden bevat: a(u,u).
In de elasticiteitstheorie krijgen we bijvoorbeeld:

{(Au,u) = = f [(}-+u)uj’jiui + “ui,jjui]dv =
Vv

3 [ Euui,j(ui;j-ruj'i) +A(ui’i)2]dv ¢= a(u,u) , (9.97)
v a .

]

de elastische energie.

Opgave. Bewijs (9.97):

. . . 1
We wvoeren 1n een nleuwe ruimte HE doo{:

o enl

als:

i) de gegeneraliseerde eerste afgeleiden van u(x) in HO liggen, . '

ii) u(x) voldoet aan de kinematische randvoorwaarden u = 0 op'Su. : /
- . -~ ~

Merk op dat : *

2 1
_HB c HE . . (9.98)

. 2 . L] -
Verder ligt HB weer dicht in HE'

Als norm in de HE voeren we in ) \

nl;uz1 - J (u,

., .+ u,u, dv o, (9.99)
1s] 1) i1 )
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.. .. 1 .
Het blijkt dat ook a(u,u) een norm is in HE. We noemen deze de energlenorm.
Het is nu te bewijzen dat dell.”t-norm de energienorm a(.) insluit, dat wil

zeggen, er bestaan positieve getallen C en K zodanig dat
2 2 |
dqul < a(u,u) = KIqu . (9.100)

We kunnen dus stellen dat de energienorm en de H.Hl-norm equivalent zijn. d
Bi jvoorbeeld: convergeren in de Hrﬁl-norm betekent ook convergeren in de

a(. }-norm.

o Mo
o
Al
:-ﬁ-k\-il’.-r&..." ﬁéi?:g-‘aam" st

Met (9.97) wordt F(u) volgens (9.96) en met u.c H

F(u) = a(u, u) - 2tf,u) . (9.101)

Als tweede, verruimde var1at1e-pr1nc1pe beschouwen we de variatie van F(u)

volgens (9.101) met u ¢ HE Hlervoor geldt: _ S~

—

",

Stelling 2. Er bestaat een eenduidige U, e‘Hé, welke zodanig is dat

T

a(u,uo) = (f,u), V¥ 1 W . o K B (9,102) | Eé

Ju € FE

en deze u, minimaliseert F{u) over Hé, en wel zodanig dat

min F(u) F(uo) éguo,uo) = _(f?UO) . (9.103)
ueHE ) SR

Bévenstaande stelllng; welke de existentie en de eenduidigheid van de zwakke.

-~

oplossing van (9.9])'garandaert,'wordt'de stelling van Riesz genoemd ([3],
5 3). - | i

Stelllng 2 zegt dus dat -
. , o : !

F(uo) = F(Ll), Yueﬁé ’ — \

-

(9.104)

l an ‘dat er een en slechts één punt Uy s gelegen in HE is dat F(u) mlnlmallseert.-
L . s
.fﬁmﬂlen f en de rand $ voldoende glad zijn, Ls Uy gelijk aan de exacdte oplossxng.

, het algemeen, d.w.z. als f discontinu is of als de rand § scherpe hoeken .. i
¢ft, zal u, slechts een zwakke oplossing van (9.91) Zijn, dat wil zeggen:
a5(x) E'ﬁé voldoet aan: y

i e
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iy a(u,ug) = (f,uw), Vueﬂ_fl: , -' ' ' (9.105).
ii) de kinematische randvoorwaarden (uiteraard),
iii) de dynamische randvoorwaarden op zwakke wijze; dus als Sp het deel van

S is waar dynamische randvoorwaarden zijn voorgeschreven, dan geldt

f fepuds =0, v

S
p

ueﬂé . | : : (9.196)

De ongelijkheid (9.104) komt in de elasticiteitstheorie overeen met het prin-
cipe van de minimale potentiele energie. Op dit principe is de verplaatsings—
methode uit de eindige elementen methode gebaseerd. In de verplaatsingsmetho-
de wordt een lichaam in elementen verdeeld en worden over deze elementen po-
lynoomontwikkelingen voor de verplaatsingen genomen. Het is daarom van be-
lang om te weten wanneer een dusdanig geconstrueerd verplaatsingsveld tot Hé
behoort., Er geldt nu dat, als u voldoet aan de kinematische randvoorwaarden,
dan: |

u e Hé, indien de polynomen overal continu aaﬁsluiten,

u Hé, indien de polynomen over de randen sprongen vertonen.
We kunnen ook zeggen: een functie u(x) die continu is in V en stuksgewijs
continu differentieerbaar behoort tot Hé. De verplaatsingsfuncties waarmee
in de eindige elementen methode wordt gewerkt voldoen aan deze eis (verge-

11jk de voorwaarden uit § IX.1).

Een klassieke (uit 1908) methode om het bovenbeschreven variatieprobleem op

te lossen vormt het Principe van Ritz (ook wel Rayleigh—Ritz-Galerkim).

co s - 1
Laat P k= 1,2,... een totale orthonormale rij in Hé zlijn (mk € HE: test-—

functies), Onder orthonormaal verstaan wij hier dat:

a(wk,mﬁ) = sz . {(9.107)
Ieder element u ¢ Hé kan dan worden geschreven als

u = E o By (9.108)

Door substitutie wvan (9.108) in (9.101) gaat de kwadratische functionaal F(u)}

over in het kwadratische polynoom ?(ak):

§<ak) = F(E 09,) - (9.109)
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Het minimum van F(u) is dan te vinden uit

%g_ =0, k=1,2,.u. , (9.110)
k
wat een stelsel lineaire vergelijkingen in O 50,0 . VOTTL.
In feite vormt (9.110) een oneindig stelsel, maar in de practijk breken we
dit stelsel natuurlijk na, zeg, N termen af. Dit betekent dat we u niet meer
kiezen uit Hé, maar ult de N—dimensionale deelruimte van Hé,‘opgespannen door

de testfuncties ¢1,¢2,...,¢N: SN

g N
u= )} o9 =wuce S, (9.111)

‘We kunnen dan het minimum van F(u) voor een bepaalde waarde van N bepalen en
we kunnen de oplossing verbeteren door grotere waardem voor N te nemen.

De moeilijkheid bij deze methode zit in de keuze van de testfuncties P Oor-
spronkelijk werden voor deze ¢k's_functies genomen welke over het gehele ge-
bied, minstens continu differentieerbaar waren. Hierdoor werd de methode erg
omslachtig zodat meestal moest worden volstaan met slechts enkele testfunc— |
ties, De stép welke essentieel is voor de elementen methode is nu, dat men

de functies Py slechts stuksgewijs Cl gaat nemen, waarbij over de elementen
zeer eenvoudige functies (lagere orde polynomen) worden genomen. Het voordeel
is dat men zeer eenvoudige formuleringen krijgt, maar het nadeel, waardoor
deze methode tot voor enkele decennia geen praétisch nut had, is gelegen in
het feit dat de orde wvan het #erkregen stelsel lineaire vergelijkingen erg
hoog wordt. Pas sinds de komst van de computer is het mogelijk geworden deze
stelsels op te lossen en sindsdien heeft deze methode dan ook een geweldige
vlucht genomen.

De werkwijze in de verplaatsingsmethode kunnen we als volgt beschrijven:

We nemen uit de volledige klasse H; een eindig-dimensionale deelruimte: Sh,
welke we verkrijgen door het lichaam in elementen te verdelen, over deze
elementen polynomen voor het verplaatsingsveld te kiezen, de elementen con-
piﬁu te laten aansluiten en aan de kinematische randvoorwaarden te voldoen.
Dé‘&imensie van Sh is gelijk aan de rang van de globale khooppuﬁtsverplaat-
singsvector. De factor h is een maat voor de afmetingen van een element. Door

verkleining van h, dit geeft verfijﬁing,van het globale netwerk, wordt de

klasse Sh vergroot:

s =28% alsh; <h,. _ ) (9.112)
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We gaan nu de functionaal F(u) minimaliseren over Sh. Indien voor u=u’ ¢ §"

dit minimum optreedt, dan geldt

PO 5 PG, Y g - (9.113)

Verder geldt ook, omdat Sh een deelruimte is van Hé, dat
| . h |
F(uo) £ F{u) , (9.114)

waarin U, de zwakke oplossing volgens stelling 2 1is.

Voor u gelden nog de volgende twee stellingen (zie [4], & 1.6).

Stelling .
alu --uh u -uh) =mn a(u. — u, u. — u) (9.115)
0 * U0 h 0 >0 . :
u€s
Stelling 4,
a(u, u ’ u » ueSh . .

(In woorden: uh is de projectie van u0 op Sh.)

De convergentie in de energienorm van de methode van Ritz is bewezen (zie
[3], § 8). Teneinde een indruk te krijgen van de convergentie van de elemen-—

ten methode, bekijken we het &é&n—dimensionale voorbeeld:
d
- I [p(x)u'(x)] + g(x)u(x) = £(x), x ¢ [0,m], (9.117)

met p(x) en gq(x) continu en

0 <p .

min < p(x) < Prax ©0 0 s q(x) £¢q R {9.118)

max

en met de randvoorwaarden

u(0) = 0 en u(m) = 0 (kinematisch)
of (9.118)
u'(n) = 0 (dynamisch) .
De oplossing van (9.117) kan ook, zij het wellicht alleen in zwakke vorm,
worden gevonden door de bepaling van het minimum van de kwadratische func-

tionaal;
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m

F(u) = J [p(u')2 + qu2 - 2fuldx , . (9.120)

. 1
over de ruimte E .

Cons
dele

h .
trueren we een deelruimte Sh door het interval [0,7] in N stukken te ver-

n, h is dan 1/N, en over deze stukken verplaatsingsvelden aan te nemen,

dan kunnen we het minimum F(uh) over deze klasse bepalen:
h . ‘
F{u') = min F(u) . 7 (g.121)
ueS
Dan geldt de velgende convergentiéstelling (zie [4], § 1.6).
Stelling 5.
h 2,
|iu0 u lb <. Ch Hf"o s | (9.122)

waarin C een constante is, die onafhankelijk is van de oplossing u

it
H.]%
cmpe
gsa“ét

Tot

i)

ii)

Oc

; . h . . :
deze stelling concluderen we dat u een minimaalreeks is in de nomm
h . . e . . . .
{(u is reeds apriori een minimaalreeks in a{.), op grond van het prin-
van Ritz) en dat, voor dit 2é&n~dimensionale probleem, de convergentie

als 0(%).

5he$1uit'nog de volgende twee opmerkingen:

‘Bij een probleem met gemengd-gemengde randvoorwaarden geldt dat deel van

de randvobrwaardenidatkinenmtisch is als criterium voor Hé, terwijl we de
overige randvoorwaarden in F(u) moeten opnemen.

Soumi ge pfoblemen uit de mechanica worden beschreven door hogere (dan 2)
orde differentiaalvergelijkingen. Zo- geldt bijVOOrbeeid voor een plaat-

buigingsprobleem (yr (x,y): doorbuiging):

DAAw = f.

' ; Kinematische randvoorwaarden zijn dan:

. a -
w‘-.O, N 0 op S .
De eisen Voor HE worden dan-ook strenger. we kunnen niet meer volstaan

met w € C (V) maar we moeten eisen (voor de plaatbulglng)




i
t
r
b

_ Q.5 w 0,-
. o we C (V) en 5N € cw .,

waarbij dw/oN de normalé afgeleide over de randen van de elenéntén voor—

stelt.
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