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Inleiding

Dit college zal bestaan uit twee delen. In het eerste deel zal de alge=-
mene theorie van de kinematica, de dynamica en de constitutieve vergeli jkin-
gen van continue media worden gegeven. In het tweede deel zullen enkele
speciale problemen worden behandeld.

We zullen in dit college alleen rechthoekige cartesische codrdinaten
gebruiken. Voor de vergelijkingen in kromlijnige codrdinaten wordt verwezen
naar de literatuur. _

We kumnen de deformatie van een continu lichaam in een ander contimu
lichaam opvatten als een afbeelding. Deze afbeelding moet continu zijn en
voldoende malen continu differentieerbaar en moet voldoen aan de volgende
topalogische eisen:

i) twee infinifesimaal dicht bij elkaar liggende panten blijven irnfinite-
simaal dicht bij elkaar;
ii) randpunten blijven randpunten en inwendige punten blijven inwendige
" punten.

Dit betekent dat scheuren, breuken, dislokaties e.d. worden uitgesloten.
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I. Meetlkunde

We zullen in dit hoofdstuk een aantal definities en theorema's geven,
welke we in de loop van het college regelmatig nodig zullen hebben. We ge-
bruiken naast elkaar twee verschillende notaties, namelijk:

i) de indexnotatie met de sommatieconventie, waarbij de componenten steeds
betrekking hebber op rechthoekige cartesische cobrdinatenstelsels,
ii) de tensornotatie. We zullen deze laatste niet meer gebruiken zodra we

te maken hebben met tensoren waarvan de orde groter dan twee is.

Definitie. Richtingscosinus:

= = ]
£, . cos<<_a_i,_e_"j> (gi,_e_j) . (1.1)

1J

' = = t
%] ﬁji Xy = %, £ij x) . (1.2)

Voor de ﬂij's bestean de volgende betrekkingen:

P Fg = A fae T by (1.3)
waarbij 6ij is de Kronecker-delta, d.w.z.:
_ 0, als i # 3, '
%5 =<1, als i - 3. (1.4)
Voor een algemene n°-orde tensor T geldt:

Ti i i = A . 5 £. i veo b i T, . . = i ;
172" "'n J J Intn dydpecedy 1Tz 1y

e TEE T . (1.5)




Laat a en b vectoren zijn, en A en B tensoren van de tweede orde. We
geven hier een aantal definities en stellingen (zonder bewijzen), welke we

in de loop van het eollege zullen gebruiken.

i} Inwendig of scalair product:
= . 1'
(8s2) = 2, b, (1.6)
ii) Uitwendig of vector product:
= = = .
e=(axb) o5 = 0558y b (1.7)
waarin'eijk de permutatie (of cyclische) tensor is, d.w.z.:
Cy, als twee of drie indices gelijk zijn,
1= <E£;:1, als i,j,k een even permutatie vormen, (1.8)

-1, als i, j,k een oneven permutatie vormern.

®i5k

iii) Spoor (trace) van A:

t:[' A HES Aii . (1‘9)

iv) Determinant van A:

1 .
det A = 7 ® % ®pm A, Ajm A - (1.10)
Er geldt:
det(AB) = (det A)(det B) . ' (1.11)

v)  Onderdeterminant van A:

K, . := de determinant van de matrix die ontstaat als van A de

1
i-de rij en de j-de kolom worden weggelaten.
Er geldt dan
det A = AiE.EiE. (niet sommeren over k). (1.12)

Een streep onder een index betekent dat over deze index niet gesommeerd

mag worden.

Stel A = 4(%), dan is de afgeleide naar t van det A gelijk aan

(det A)Aij = Eij Aij . (1.13)

d. __0
e (det &) = aAij




vi)

vii)

Getransponeerde van een tengor:

(af

Yo t= AL,

i3 -31
We noemen A symmetrisch als

T
A=h=b=hy,

en scheefsymmetrisch als

AT=_A=>A..="'A..Q
id

J1

Als A reBel is geldt:

(a,4p) = (4%a,b) .

Inverse van een tensor:
e
= (-1)°

-
(4 )ij - (det &) °?

Voor het product AB geldt:

S=i+jo

(AB)ij = AL ]3kj ,

en verder

(48)T = BT AT en (@aB)' =B
A is een orthogonale tensor als:

T -1

AT = A én det A=+1,

In dat geval geldt

T P
Ah=2 =70 Ay v A Ay T g

waarbij I de eenheidsténsor is:

I
o

1
o

I, ==&, .
ij ij
A is een positief definiete tensor, als voor elke u # 0 geldt

(Aw,u) > 0.

We zullen tot slot nog de volgende drie belangrijke theorema's

(1.14)
(1.15)
(1.16)
(1.17)
(1.18)
(1.19)
(1420)
(1'21).
(1.22)

(1.23)

(1.24)

geven;




Theorema I. Tedere symmetrische 2°-orde tensor is door besistransformatie te
schrijven als een diagonaalmatrix met als elementen (zogenaamde hoofdwaarden): ‘

T1, T2 en T3. Een dergelijke tensor heeft de volgende drie refle invarianten:

Ip=trT=T +T, +7T,

-1
I, = tr{T" )det T = 7,7, +T, T, +T, T, (1.25)

IIIT =det T = T1 T2T3 .

Deze invarianten veranderen niet bij een rotatie van het basisstelsel.

Voor bewijs zie bijv.: Collegediktaat "Toegepaste Mechanica", § I.4.

Theorema II. Theorema van Cayleigh-Hamilton: Voor iedere symmetrische 2°-
orde tensor T geldt:

T - 5,1° IITT1 - 111,1° = 0, (1.26)

(1° is een eenheidstensor). Hieruit vinden we:
3 2 1 0 o
T =F3(T T 4T ) . . £
Door (1.26) te vermenigvuldigen met T vinden we
i =F4(T2,T1,TO) .
Hieruit volgt, dat we steeds T (met n > 2) kunmen gchrijven als functie
2 0
van T, T en T .

Voor bewijs zie bijv. Jaunzemis, pag. 61.

Theorema III. Polaire decompositie. Elke 2°-orde tensor F, welke niet singu;

lier is (d.w.z. det F # 0) is te schrijven als: ;
F =RU = VR , (1.27)

met: R : orthogonale tensor,

U en V: symmetrische, positief definiete tensoren.
Bewijs. Stel v* = Fy, dan is met (1.17):
(2, v) = (Fy,Fv) = @'Fy, v) ,

en (1*!1*)>03

dus C = FTE‘: positief definiete tensor.




Ook is:
ot - (FTE‘)T =FF =0 ,

dus C is symmetrisch. Dan bestaat de tensor C1/é, en deze tensor is positief

en symmetrisch. We kiezen daarom:

U= c1/b

L]

We moeten nu nog bewijzen dat

R=FU" ,

orthogonaal ‘is:

en
Mu is

immers, vermenigvuldig voor met U:

T -1 T -1

FT = UUT'FY = UOF T

@ =p =77,

waaruit volgt:

Verder is:

R'R= (0" )Tru! = v BTRU! - v -

d.w.2.
det R =+1,

waarmee de orthogonaliteit van R bewezen is.
Opgave. Bewijs de eenduidigheid van de decompositie (1.17).
Uit het voorgaande volgen de twee relaties:

V = RURT en B = RCR® .

(1.28)




I1. Xinematica

We zullen hier eerst de meest algemene manier geven om de heweging van
een lichaam te beschrijven. later zullen we overgaan cp een eenvoudiger ma-

nier van beschrijven.
25

[l
[Ta]
w

Fig. 0.1

Laat de materi€le punten van een condinu lichaam op t = 0 het gebied B
vullen., De pogitie van een materieel punt J?Dizldit gebied kan worden aange-
geven door een kromlijnig ooﬁrdinatensysteem Xﬁ (a = 1,2,3) d door de
plaatsvector P uitgaande van O. Na de deformatie op tijdstip t is B overge-~
gean in b. De positie van het materi&le punt % kan nu worden heschreven
door een nieuw kromlijnig codrdinatensysteen X (1 = 1,2,3) of door de
plaatsvector p uitgaande van o. Voor de beschrijving van de beweging is het
dikwijls gemakkelijk om df de begintoestand op t = O 3f de gedeformeerde
toegtand op t te betrekken op een rechthoekig cartesiaans assenkruis., In dat
geval beelden we respectievelijk X, af op Za of X; OP 2.

Deze beschrijving is noodzakelijk, indien we niet bij voorbaat de moge-
lijkheid van convectieve codrdinaten willen uitsluiten (die o.a, gebruikt
worden in de boeken van Green-Zerna en Green-Adkins). Deze zijn te verkrij-
gen uit de voorgaande coBrdinaten door X, zodanig te kiezen dat voor iedere
1t de numerieke wsarde wvan X, voor een bepaald punt dezelfde is als die van
X&. Hierbij zijn dus twee codrdinsatsystemen nodig.

et oy



Asngezien wij in dit college weinig of geen gebruik zullen maken van
convectieve codrdinaten zullen wij hier een eenvoudiger beschrijvingsmanier
geven, waarbij alle -plaatsvectoren zijn betrokken op é&n vaste oorsprong en

één vast cartesisch assenstelsel,

t=0

[
I

Fig. I. 2,

'We beschouwen een materieel punt 2 van een materieel lichaam f)’, dat
op t ='O het gebied B inneemt. We noemen de plaatsvector op t = 0 van dit
punt: X, met componenten Xa in een rechthoekig cartesisch assenstelsel. Na
de deformatie neemt het lichaam % de ruimte b in. De positie van het mate~
rié€le punt ﬁ wordt nu aangegeven door de plaatsvector X, met codrdinaten X,
in hetzelfde rechthoekige cartesische assenstelsel. De beweging van X naar x

wordt beschreven door de afbeelding:
x=x(&, ). | (2.1)

Deze afbeelding is omkeerbaar, d.w.z.:

X=x""(x,t) =2 u(x, t) . (2.2)

Hierbij moet gelden:

ax
o

Bxi
J=det(~——>>0 . (2.3)
J is de Jacobisan. We nocemen

X: de materiéle of Lagrange codrdinaten,
X : de ruimtelijke of Fulerse cobrdinaten’




We gaan nu de deformatie van een lijnelement bekijken:

Fig.II.3

Voor dit lijnelement geldt op t = 0:

as* = (ax, ax) , (2.4)
en op t = ¢

ds? = (ax, ax) . (2.5)
Aangezien

x=x(X,1t),

bestaat er een afbeelding F zodanig dat

dx = FdX = dx, = Foo 3%, (2.6)
waarbij
ox,
ix axa iya ’
met : det F = J # 0.

Hiermee en met (1.17) leiden we af

d® = (ax, dx) = (Fdx,Fdx) = (F Fax, ax) . (2.7)

We definiéren:

C := FTF‘: rechter-Cauchy-Green-tensor,

of:
c =(FTF) - FL F =¥, F, =x x (2.8)
of ap ai “ip ia i iya™i,p " .
En:

B := FFT: linker—Cauchy-Green-tensor,




of :
15 = Pig cth = Yo e T Fi,a %5, (2.9)
Voor de lengteverandering vinden we:
as? - as? = (P FAX, dX) - (dX, dX) =
= ((\"F-1)ax, ax) = ((c-I)ax, ax).
We definiéren:
& :=0-1 {(I: eenheidstensor). (2.10)

E is de klassieke deformatietensor in Lagrange-beschrijving (Lagrange defor-

matietensor). Uitgeschreven vinden we:

ZEapa - cOEB - aaﬁ =X o % g T baB . (2.11)
TDus
as? - as? = &, q 0%, A%, (2.12)
In Buler-beschrijving krijgen we:
as® - 6° = (ax,dx) - @ 'ax, 7' ax) =
= (di, dJ_C) - ((FT)_1 P dx , dJ.E) =
= ((1- @) ag, ax) = ((T-2")ag, ag) .
We defini&ren:
%e 1= T1-B"'. | (2.13)

e is de klassieke deformatietensor in Euler-beschrijving (Fulerse deforma-~

tietensor). Uitschrijven geeft, met

- 3X,, |
=5, = Xan (2.14)
dat
2eij = aij - xa’i xa,j . (2.15)

We voeren in de verplaatsing u door:
uss=x~X. . ' (2.16)

Dan is




- 10 =

55 TU3 TR0 T Ygd B0 @=uE ) .

Opgave. Leid (2.17) af.

We gaan nu kijken naar de relatieve volumeverandering bij deformatie.
We beschouwen daartoe scharen van drie, niet evenwijdige, ruimtekrommen:
Eu(u), Gd(v) en qﬁ(w). Het volume-element dat door twee stelsels naburige

krommen wordt ingesloten is:

av = ey o 404 QH . (2.18)

Na. deformatie zijn de krommen overgegaan in £(u), g(v) en h(w) en het volume-

element in:
BT ey Oy 9By Ay =y Xy X5 0 W ) O, A6 8 (2.19)

We gebruiken de relatie:

®5 5k X1,a X5 8%,y = Capy det F , ‘ (2.20)
om (2.19) te schrijven als
dv = (det F)av = Jav , (2.21)

Dus de Jacobiaan J = dv/ﬂV ig een maat voor de relatieve volumeverandering.

Opgave. Bewijs (2.20), met behulp van (1.10).

Opmerking betreffende compatibiliteit: Stel gegeven de deformatietensor E o
(of ey ) We hebben dan zes vergelijkingen, waaruit drie verplaat31ngen U,
bepaald moeten worden. In het algemeen zal dit niet mogelijk zijn., De condi-
ties waaronder dit stelsel wél oplosbaar is, noemen we de compatibiliteits-
voorwaarden. Men kan aantonen dat deze voorwaarden overeenkomen met het nul

zijn van de Riemannse krommingstensor.

Poclaire decompositie van T

Volgens (1.27) kunnen we de in (2.6) gedefiniecerde tensor P schrijven
als

F=<RU="1R,

waarbij:

W =F'F, en R=°ry" ,
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We zullen eerst als voorbeeld een geval van zuivere afgchuiving beki jken
{zie Fig. II.4):

x =X +'KX2 , (K = constant) ,
x, = X, (2,22)
x =X .
3 3
2
-7
/
/
/
/
/
1
Fig, IOI.4
Uit {2.22) volgt voor F: \
1 K © 1 0
F=|0 1 0 ’ en FT =| K 1 .
O 0 1 0 0
Dan 1is: B
1 K 0 -
=rFr=| Kk (1483 o |.
0 0 1

We kunnen hieruit U berekenen:

2/ 4 +K K/ Vg +1C 0
U=| x/V4+8 (2+)/ 2+ o |,
0 0 1

en vervolgens R:

2/V4+2 x/Va+82 O
R=70""= |-x/1+8 2/{4+82 o
-0 0 1
Voeren we in een hoek o door:

-« = arctan(X/2) , . -
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dan kunnen we R schrijven als

cCoS o gin « 0
R=1-s8ina cos o 0
0 0 1

We zien hieruit dat in dit voorbeeld R een rotatie over de hoek o om de X -

richting voorstelt. We zullen aantonen dat dit algemeen geldt. Stel:

En = mm , (r: eigenwaarde, n: eigenvector) ,

met (m,n)=1.

In indemotajcie :

_ .2 -
RiknkRijnj-r n:.l_ni r .

N is, omdat R orthogonaal is:

R, R..= (RR ) K3 akj ,

dus
6kjnknj = njn. =1=1z |, (2-23)

waaruit volg:t dat r = + 1 eigenwaarden van R zijn. We drasien het assenkruis
zodenig dat n langs de 3-richting valt:

n = (0,0,na) = (0,0,1) .

Dan geldt voor de componenten van R in dit agsgenkruig:

R R 0
114 12 B
R = R, R, 0o ]. (2.24)
0 0 +1

R moet voldoen asan de relaties:

detR=i(RHRg2 en R =R

12 By ) =
Hieruit volgt dat (2.24) geschreven kan worden als

cos 9 sing 0
R=|-8ing cosg o . ~ (2.25)
0 0 41
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Uit (2.25) concluderen we dat R een draaiing over een eindige hoek p om de

n-richting voorstelt.

We noemen R de -rotatietensor.

snelheden
We defini&ren de snelheid v door:

x(t +5t) - x(t)

v = x = 1lim .
At -0 &%
Neen:
Ezl((_)g’t) ’
dan is

=v(X, %) .

I<
]

B
ot /X=c onstant

—

We kunnen y ook schrijven als functie van X en t:

¥ = XX, t) = Wulx, t),t) = ¥z, +) .
De versnelling a wordt gedefinieerd als

v
a=v=

at =§'._(l(_’ t) .

/2{_=c onstant

Met behulp van de kettingregel vinden we dat ook geldt:

&y o L
&= 9= =7 +a— v, =alx,t).
dt ot ¥=congtant axk k
We noemen
4 = D + v 2 : de materiZle afgeleide.
dt ot k Bxk
X=constant

Deformatiesnelheid (strain rate)

Beschouw

Fkoc - xk,oc - Xk,a(é’t) '

Dan geldt

- a a —
Fra = 3% xk,a(z” t) = X, 3t~ Vk,a

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

R o

A
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We defini&ren

L i= vi{j . (2.33)

Voor deze tensor L geldt

o . -
L =FF = Lij =F, Faj . (2.34)

Bewijs: Uit

V. =V
Xk

. X,
kya sd Tdya?

volgt )
Fka = ij Fja =F =1F .
Achter vermenigvuldigen met P~ geeft (2.34).
Uit de definitie van L volgt:

4 = 4 B - -
i () =55 (P ax ) = Piq 8y = Ly Py aX, = Ly ax; . (2.35)

We definiéren de tensoren D en W door:

-1 T - LY ~
D=5(L+L") =$Dij = 2<vi,3-+vj,1) ) (2.36)
T ~ o
W=';LL—L = . ="j; N P . .
d1-1") w46, -5, ) (2.37)

Hiermee winden we voor de verandering per tijdseenheid van de lengte van een

lijnelement ds:

d 2y . 4, - 4 -
gt (88%) = gy (ax; ax,) = 2%, 3y (ax;) =
= 2vi’j dxidxj = znij dx; de. . (2.38)

Dug D is een maat voor de verandering per tijdseenheid van de lengte van ds.

We noemen D daarom de deformatiesnelheidstensor.
We kumnen met (1.13) en (1.12) afleiden dat:

- &

8d . 2J
J dt

(det F) = e = )
1,0 i,a

1

J

It

Jdiv v . | (2.39)

Opmerking, Indien de kans op verwisseling klein is, zullen we het symbool ~
(of —), dat aangeeft of v moet worden beschouwd als een functie van xent

(dan wel van X en t), weglaten.
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Objectiviteit {frame indifference)

Het is een algemeen aanvaard principe in de continuumsmechanica, dat de
wetten die een mechanisch proces beschrijven onafhankelijk moeten zijn van
de plaats, de stand en de beweging van diegene die het proces waarneemt. Dit

heeft geleid tot het zogenaamde Principe van de Objectiviteit (principle of

frame indifference).

Dit principe zegt dat de behoudwetten en de constitutieve vergelijkin-
gen invariant moeten zijn ten opzichte van waarnemerstransformaties. Onder
een waarnemerstransformatie (change of freme) verstaan we een transformatie
van de ruimte en de tijd, gespecificeerd door een constante a, een vector

c(t) en een orthogonale 2-temsor Q(t), zodanig dat het paer {x,t} transfor-
meert in het paar {E?,t*} op de volgende wijzme

It

*=Q(t)x +c(t) , - (2.40)
t* = t-a . (2.41)

Een dergelijke transformatie heet een Buclidische transformatie, Zij bezmit

de eigenschap dat de lengte van een lijnelement en van een tijdsinterval en

de tijdsorde onveranderd blijven.
'De transformatie (2,40) - (2.41) stelt voor een drasiing (Q(t)) en een
translatie (o(t)) van een waarnemer 0% t,0.v. een andere waarnemer O plus
een verschuiving van de tijdschaal (a). Het is echter fysisch gelijkwaardig
of we een waarnemer laten bewegen t.0.v. een lichaam, dan wel of we dat li-
chaam een starre-lichaamsverplaatsing geven t.o.ﬁ. een waarnemer., Omdat we
de laatste zienswijze aanschouwelijker vinden, zullen we gaan de hand hiervan

het principe van de objectiviteit toelichten,
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Stel we hebben een materieel lichaam (B dat zich op tijdstip t in een
bepaalde configuratie b bevindt. De positie van een materieel punt P van
dit lichaam geven we aan met de plaatsvector X genomen vanuit een oorsprong

. We geven d3 een verplaatsing als star lichaam als volgt (zie Fig, II.5):

i) Eerst roteren we (B als star lichaam om de oorsprong O (gestippelde
stand). Deze rotatie wordt aangegeven door de orthogonale 2-tensor Q(t).
De plaatsvector x gaat hierdoor over in de vector Qx. Omdat Q orthogo-
naal is geldl:

T
Q- =1I= Qi ij = aij . _ (2.42)

ii) Vervolgens geven we (3 een translatie als star lichaam, gekarakteri-
seerd door de vector ¢(t)., Het lichaam neemt mu de configuratie b in,
en de positie van w wordt aangegeven door de plaatsvector x*, weer ge-

nomen vanuit 0. Uit Fig, IL.5 volgt dan direct dat het verband tussen x

en x* luidt
2 = Q(5)x + o(t) . (2.43)
Opmerkingen

i) Asngezien de verplaatsing van b naar b¥* een starre-lichaamgverplaatsing
is, moeten Q(t) en c(t) uniform zijn, d.w.z. onafhankelijk van de
plaats x,

ii) Door een verschuiving van de oorsprong van de tijdas is relatie (2,41)
te verkrijgen. In dit inleidende college is dit verder niet van belang,

zodat we deze transformatie buiten beschouwing zullen laten.

We maken de afspraak, dat we een grootheid in de b¥—configuratie zullen
aangeven met een *, We kunnen nu de volgende definities voor objectiviteit

geven,

We zeggen dat een scalair objectief is, indien ¢ in de configuraties b
en b* dezelfde waarde heeft, dus als

=g . (2.44)
Een vector V noemen we objectief, indien deze vector in b en b* dezelfde ge-

daante heeft ten opzichte van het lichaam (3, dus als (zie Fig. II.5)

QoW =Q ;. (2.45)




- 17 -

Vergelijken we (2,43) met (2,45) dan zien we dat de plaatsvector x geen ob-
Jectieve grootheid is. Ook de snelheidsvector v, gedefinieerd wvolgens (2.27),
is niet objectief. Stel namelijk dat (P in de b-configuratie een snelheid v
heeft; dan is het door een goede keuze van c¢(t) altijd mogelijk om de snel-
heid van P in de b*-configuratie ml te maken. We kunnen dit ook formeel

afleiden, Hiertoe nemen we de materi&le afgeleide van (2.43):
P=vr =k +Qx+8=qr+Ox+8, {2.46)
welke relatie voldoet aan (2,45).
e noemen een 2-tensor objectief als hi] een cbjectieve vector afbeeldt
Op een andere objectieve vector. Dus als V en W objectief zijn en als

T=SU=V, =50, (2.47)

dan is S ook objectief. Cmdat V en W objectief zijn, geldt volgens (2445)
™=Qr, Wr=a¥, (2.48)
waarmee we uit (2.47) krijgen
V* = S*¥T* = S* QW : ' (2.49)

Vermenigvuldigen van (2.49) met Q? geeft met (2,42) en (2.481)

v =ql qrev=Qlsean . (2.50)

Vergelijken we dit met (2,47) dan zien we dat

Qfs*q =5 , | (2.51)
of, omgekeerd

s* = gsqt , (2.52)
In indexnotatie luidt (2.52)

* = .
515 = S %44 Sig - (2.53)
Op analoge wijze verkrijgen we de algemene conditie voor het objectief zijn
van de n-tensor P (n = 0,1,2,...), welke luidt

=@ . Q . ...Q P, . ., (n=0,12,...)

Titareely L4914 *ndn dydpietdn (2.54)

Onder een proces voor een lichaam (3 verstaan we een paar {E’T}’ waar-
bij ¥ een willekeurige heweging van 2 voorstelt en T een willekeurig span-

ningsveld (definitie van spanning volgt in Hfst. III)., We noemen twee pro-




- 18 -

cessen equivalent indien zij met elkaar samenhangen volgens de relaties:

il

x*(Xt) = Q{t)x(X,t) +c(t) , (2.55)

l

(X, t) = Q(t)1(X, +)a(s) . (2.56)

Voor constitutieve vergelijkingen (zie Hfdst. V) moet gelden het Principe

van de objectiviteit van de materiasaleigenschappen, dat luidt: Indien het

proces {K;T} compatibel is met een bepaalde constitutieve vergeli jking, dan
moeten alle processen {Xf,T*} welke equivalent zijn nmet {Z!T} compatibel
zijn met dezelfde constitutieve vergeli jking.

Als voorbeeld zullen we de objectiviteit onderzoeken van de tensoren
Jg, v, C, B, E, ¢, F en R.

Uit de definitie van T volgens (2.6), met de kettingregel en met (2.43)
krijgen we

P o Efz-= Efi-ifi-= Q. F (2.57)
ia ~ 03X 8x 5 83X ij T ja? y
of
F* = GF . i (2.58)

Deze betrekking voldoet niet aan (2,5%2), waaruit volgt dat F een niet-objec-
tieve tensor is. Dit is fysisch te verwachten omdat F de niet-objectieve ro-
tatie R bevat {immers: F = VR = RU).

De tensoren Ven B (:= V°) zijn, zoals we nmu zullen aantonen wel objec-
tief. Volgens (2.9) is:

T,.T
B* = P*(7+)T = grrt Q= qeq’ (2.59)
Dus B is volgens (2.52) objectief. Asngezien B = s is V dan ook objectief.
Voor C geld:t volgens (2.8)

0% =-(F*)TF* =~ Pl QTQF = FTF =0, (2.60)

dus C, en dan ook U (want C = Uz), is niet objectief. De tensor gedefinieerd
door ]F‘C'Fr'[I is echter weer wel objectief; deze tensor is namelijk gelijk aan
B%, We zullen in Hfdst. VI van deze resultaten gebruik meken bij het aflei-

den van constitutieve vergelijkingen voor elastische materialen.

Opgave. Leid af dat E niet en e en FEFT wel objectief zijin.
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We gaan tot slot kijken naar de deformatiesnelheden. Volgens de defini-
tie {2,33) is

av*.{'
* = m—
Lij axg . (2.61)

Met (2.46), (2,43) en de kettingregel volgt hieruit

v 3 v, Bx 3
. o, M. S
By=Q s * Qs o = Yk 3w oar T Yk 3 -
j i 2 % J
= 8y Q,j,e Yep T Q4 ij ? (2.62)
of
¥ = a1’ + 47, (2.63)

waaruit volgt dat L niet objectief is.
Opgave. Leid, uitgaarde van de definities (2.36) en (2,37), af:

D*

T
DR~ = D%{J_ = Qg 2., D (2.64)

T

Il
£
B
+
o
O
4
I
&
o
=
+
O

ik L - (2.65)

Uit (2.64) en (2.65) volgt dat D wel en W niet objectief is.

Tijdafeeleiden

We beschouwen een willekeﬁrige functie £ als
£ =f(%t) .

De tijdafgeleide f wordt gedefinieerd als

. _af(..)gst) ‘
P . (2.66)
X=constant

We kunmen f ook schrijven als functie van x en t, immers
f=0%t) = f(u(xt),t) = F(xt) .

In dit geval wordt f
. df(x,t) a'f(x_,t)/ 8% (x,t) (
f = = t—m v, . 2,67)

at ot x=constant axi +
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Bij de afgeleide aarigegeven met ° blijven we steeds hetzelfde materiéle

deeltje volgen (want X = constant), We noemen daaron f de materigle afgeleide

van f.

Voor een 2-tensor S geldt

By o
i 78 TS,k e . 8y 5;5(=t)) . (2.68)

Stel 8 is een objectieve tensor. Dan blijkt S niet meer objectief te zijn.
Immers, omdat S objectief is, geldt:

s* = gsqT
en nemen we hiervan de materidle afgeleide dan krijgen we
& s T T .
5% = ofa” + GsQ’ + sd” . (2.69)

Omdat constitutieve vergelijkingen objectief moeten zijn, is het gewenst om
een nieuwe tijdafgeleide in te voeren welke een objectieve tensor wel objec-

tief laat, We defini&ren daartoe de convectieve afgeleide van een 2-tensor S

door
Jl-S 1= é N S T ¥ + 3., v =
D "ig T Pig T Pkg Vi1 T Sk Vi, s
=>Dlts =8 +1Ts +51, (2.70)

We zullen bewijzen dat desze afgeleide w&l objectief is, maar we willen er
gerst op wijzen dat dit niet de enige manier is om een objectieve afgeleide

te definiéren. De volgende twee afgeleiden zijn namelijk ook objectief

D!

—— =3, , - .V, -3, . =
D't Sij ij SkJ vl,k Slk vJ,k
1 .
=>1%G—s:=s-ls-5LT,
en
Do ]
]')‘;?Sij i= Si,j+Wki Skj+Wk,j Sik==>
Do 4 T
® S =5 +WS +sW, : (2.71)
0

Deze laatste afgeleide wordt de Jeumamnm-afgeleide genoemd.
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Bewiis van de objectiviteit van D/Dt en Do/bot: Voer in een operator M en

een bijbehorende 2-tensor m zodanig dat

MW =98 +r£1Ts + Sm , (2.72)

met de eigenschap dat

= Qnat + QQF . (2.73)

Aan deze betrekking voldoen volgens (2.63) en (2,65) de tensoren L en W.
Met (2.69) en de eigenschap dat:

T . T d T 4 _
Q7+ =g (@) =g (1) =0,
of

il - - &7,

kunnen we uit (2.72) afleiden dat
(5)" = &3 + 8sq + asdT +
+ (an" Q¥ + @dT)asa” + asq” (ama” +407) =
= o +u' s+ sm)” = Qs )T . (2.74)

We zien hieruit dat MS objectief is. Kiezen we m = L of m = W dan is de ope-
rator M gelijk aan respectievelijk D/Dt of Do/bot. Hiermee is de objectivi-

teit van deze afgeleiden bewezen.

De algemene uitdrukking voor de convectieve afgeleide van een n-tensor
P(n=0,1,2,...) luidt:

. n
= P, . =P, .t 2 7
Dt 11"‘ln 11...1n v

. . . c V... (2.75)
1 11...1V—1J1V+1..°ln J!lv .

We zien hieruit dat voor een scalair (n = 0) de convectieve en de materi&le

afgeleide gelijk zijn. Voor een vector V (n = 1) geldt

v, ov,
— + = e— = . .
STV +1y ol A vj A {2.76)

In de sparmingsleer, in Hfdst. III, zullen we gebruik maken van de bij

een Z-tensor S behorende convectieve tensor 3, welke wordt gedefinieerd door

§:=F SF=58_:=8 . x x. ..
ap ij "i,a T,P

(2.77)
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Hiervoor geldt de volgende geli jkheid
d

i 5

4

ax, dXB) - = (Sij ax; dx,) . (2.78)

§
Bewijs. Het linkerlid ven (2.78) is, omdat bij de materi&le afgeleide X con-
stant gehcuden wordt, gelijk san

o
Syp 0%, AXg

terwijl het rechterlid wordt
§.. dx. ax. + B, . V. X x.
ij i J 1] dJ

= [8

.. X, X, .V, . .. X,
1j "i,a T3, B ij "d,o T g,B 1 1,a

il

Eaﬁ ax, axg (2.79)

volgens (2.77). Hiermee is (2.78) bewezen.

Met behulp ven de kettingregel:

V. =V, . X. ,
1,& 1,3 7.8

kunnen we de uitdrukking tussen [ ] in (2.79) schrijven als

e — Dx, .
(éij * Py Vigi ik Vi, 9%, Na,p 0

waarmee we de belangrijke relatie

s = (X3

af = \Dt ij)xi,a %5, B ? (2.80)

hebben afgeleid.




IIT. Balanswetten en spammingstensoren

Beschouw de integraal
I4) = [P(x, t)av - [2G, vpar (3.1)
v v

waarin F(x, t) = of(x, t) een willekeurige functie is en V een materieel vo-
lume, d.w.z. V blijft steeds dezelfde deeltjes bevatten,
We kunnen bewijzen dat voor de materiZle afgeleide van I(t) geldt:

at

GI(t) _ fyy - f[ﬁ‘(zc-,t)+F(£,t)vi Jav . (3.2)
v

Voor het bewijs van (3.2) zie het collegediktaat Toegepaste Mechanica, pp.
33 - 36.
Kiezen we F(x, t) = ¢ dan wordt I(%) gelijk aan de totale massa W

M = j}dv .
v

Aangezien V een materieel volume is, is deze massa M constant, zodat met
(3.2) geldt:

M=20-= f(p +pvi,i)dv . (3-3)
v
Vergelijking (3.3) moet gelden voor ieder Willekeurig volume V, zodat hier-

uit volgt de locale massabehoudswet :
p + pvl,l = O . . (3'4)

Als we in (3.2) F(x, t) vervangen door pf(x, t) krijgen we

Jav . (3.5)

i,i

I(t) = lf[pf(zJ t) +pf(x, t) +pf(x, t)v,
v

Met (3.4) volgt uit {3.5) de belangriike formule voor de materisle afgeleide

van een volume-integrasl

I(t) = |f(x, t)pdv . (3.6)
ff '

We kunnen de dynamica van continue lichamen baseren op de volgende twee axi-

oma's
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De impulsstelling. We definiSren de impuls door

R := fp vdv , (3.7)
v

terwijl de totale kracht werkend op een materieel volume V is

K = fpgdv+f3ds, (3.8)

v 3
waarin
b .+ volumekracht,
t : oppervlaktekracht,

Dan Juidt de impulsstelling

K= é.s
of

fpidh fphdﬂ fzdS- (3.9)
vV v 5]

De impulsmomentsteliing. We defini&ren het impulsmoment door

H ;= f}_c_x vpdV . (3.10)
v

Het totale moment, bij afwezigheid van volumemomenten en oppervlaktemo-

menten is
L= [(xx pear + Jax ves . (3.11)
v 8
De impulsmomentstelling luidt dan
L= E;’

ofy, want x X v = v x v = 0,

f(:ﬁx v)pdV = f(zx bledv +\’f(§>< £)as (3.12)
v .

v

waarbij L en H genomen zijn t.o.v. &én referentiepunt, dat vast is in
de ruimte.

Het tweede axioma is niet af te leiden uit het eerste. Dit wordt wel

mogelijk indien we a priori asnnemen dat de spanningstensor symmetrisch is.

Nemen we (3.12) als axioma dan volgt hieruit de symmetrie van de Spanningen.
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Het is mogelijk om de dynamica van continue lichamen te bouwen op de
twee axioma's (3.9) en (3.12). Het is echter ook mogelijk om uit te gaan ven
één axioma, en wel de energie-balanswet, waaruit dan, door eisen van frame-
indifference, de vergelijkingen (3.9) en {3.12) als stellingen zijn af te
leiden. De methode is ontwikkeld door Green en Rivlin (Arch., Rat. Mech.
Anal,, 17 (1964), 113).

We postuleren de volgende energiebalana

E+K="P, (3.13)
waarin
E = ‘j;pdv : inwendige energie, (3.14)
v
K =-%-Lf(1, v)pdV : kinetische energie, (3.15)
v

en P is de uitwendig verrichte arbeid per tijdseenheid, welke we gelijkstel-

len aan

P=VfrpdV—thdS +vf(“g,@pdv+s[(3,g)ds . (3.16)

Hierin is:

r ¢ de warmteontwikkeling per tijdseenheid per massa-eenheid,

h : uitsiroming van warmte aan het oppervlak per tijdseenheid per
oppervlakie-eenheid,

(b, v): arbeid verricht door ‘de volumekrachten per tijdseenheid,

(t, v): arbeid verricht dcor de oppervlaktekrachten per tijdseenheid.

Met (3.14) - (3.16) wordt (3.13)

fépdV+ f(z,{_r)pdv= frpdv- fhds+ f(‘g,ﬂpdv+sf(‘i,~3)d8.

vV v v 5 v .
(3.17)

We eisen dat de energiebalans (3,13) objectief is, d.w.z. hij moet dezelfde

gedaante hebben in de b*-configuratie (zie Fig. II.5), dus:
B* o+ = Pr (3.18)

en dat 1, €, r, h en p frame-indifferent zijn. De volumekracht b zal in het
algemeen niet objectief 2ijn, omdat een waarnemer welke met een versnelling
t.0.v. een andere waarnemer beweegt schijinkrachten zal waarnemen. We zullen

aantonen dat, zoals te verwachten is, (b~-7v) wel objectief is.
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We gaan eerst bekijken de volgende transformatie
v (x*,t) = ¥v(x, t) + o, (3.19)

waarin g een uniforme, constante vector is. Met uniform bedoelen we onafhan-—
kelijk van de plaats x en met constant onafhankelijk van de tijd t. Dit be-
tekent dat we op de béwegingheen constante translatiesnelheid gesuperponeerd

hebben. Er is dan geen extra versnelling, zodat bij de transformatie (3.19)
de vector b objectief is.

Substitueren we dit in (3.18) en laten we de termen welke Llinks en

rechts gelijk zijn weg, dan houden we over

f(Lif.)pdV- f(lg,l)pdV- f(:s_,ga5=
v v s

f( ! . f(_ ! - _) f(_t s V + o dS .
.V. — )
Of

(g_, f(i-’g)pdv- f;dS) =0, (3.20)
Vv g .

Omdat (3.20) moet gelden voor elke homogene, constante o, volgt hieruit de
impulsstelling (3.9):

"fpidv = f’g_.pdv + fjc_ds .
v S
Vervolgens heschouwen we de transformatie
f(f!t) = E(E! t) + a(t) , | (3.21)

waarbij a(+t) nog wel uniform is maar niet meer constant. Dit is dus een
versnelde translatie zodat nu b niet meer objectief zal zijn. Substitutie
van (3.21) in (3.18) geeft:

‘J(l’ Y'_)Pdv - j\(:@_,}_?_)pdv - I(Es y_)dS =
v 5]
=Vf(1+g,i+é)pd\f— f(p.*,y_+g>pav~ f(z,yg)as. (3.22)
v '3 .

Door b* = b + & + 8 te stellen en (3.9) toe te passen gaat (3.22) over in:

(_@, \jg._pdv +Vf1p‘dv> =

o e
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0, zodat

en hieraan is alleen te voldoen voor alle a(t) als B

b* =1 +a .
Hiermee is bhewezen dat
(o-9)* = (-v) , (3.23)
(3.24)

dus de objectiviteit van (b ~v).
Kiezen we tenslotte de transformatie:
(x4 t) = wlx, ) + (%) x x
met Q(t) uniform, dan kumnen we hiermee de impulsmomentvergelijking aflei-
i
i

den, We zullen dit niet verder uitwerken.

Spanningen

Fig. I

LY

We nemen in een punt x van een continuum een orthonormaal stelsel ba-
sisvectoren g . (i =1,2,3) -ean. Dan is de kracht per oppervlekte-eenheid op
een vlakje dcor x met eenheidsnormasl n gelijk san:

(3.25)

(x,n) =t (x,n)e, .
Nemen we een vlakje, waarvan de normasl samenvalt met een van de basisvecto-
(3.26)

ren, zeg e_e_j, dan krijgen we

We definiéren nu de spamingstensor'Tij door:
(3.27)

- ti(;g,ga_j) ,
dus als de kracht per oppervlak in de i-richting werkende op een vlakje met

een normaal in de j-richting.
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We zullen bewijzen dat tussen T en t de volgende relatie geldt:
tx, ) = T ()n = b0, 2) = Ty (ny (3.28)

Hiertoe beschouwen we het evenwicht van een infinitesimaal tetrahedron met
top in x, zoals getekend in Fig. III.1. We zien dat de krachten op dit volu~
me-element t,g.v. de volumekrachten en de versnelling van de orde 57 zijn (&
is de hoogte) terwijl de oppervlaktekrachten een bijdrage van de orde 52
geven. We hoeven dus in de limiet ® = O alleen deze laatste termen te bekij~
ken. Noemen we het oppervlak van het schuine vlak van het tetrahedron A en
bekijken we de impulsbalans in de 1-richting, dan krijgen we

' 3
t (n)A - T, An - T, An, - T b+ 0(6°) = 0 . (3.29)

Deze vergelijking geldt analoog voor de 2- en 3-richting, zodat hiermee

(3.28) bewezen is.

Met behulp ven de stelling van Gauss kunnen we nu voor de kracht vol-
gens (3.8) schrijven:

K, = fpbi av + ijinde = f[pbi+’1‘ji’j]d'v . (3.30)
v ) v

Substitueren we dit in de impulsstelling (3.9) en bedenken we dat deze moet

gelden voor elk willekeurig volume V dan krijgen we hieruit de locele bewe-

gingsvergelijking

Tji,j + pbi =PV, - {3.31)

Vocr het moment krijgen we

Li = ‘f;ijk xj bk pdV + ‘j;ijk Xj Tﬁk n, a3 =
v 3

It
If

j;ijk Xj bk pdvV + ‘jkeijk}ﬂjTﬂk),ﬂ av
v v

feijk xj(pbk+Tﬂk”e)dV + feijk ¢jk av , (3.32)
v v
en dit is volgens (3.12) gelijk aan

H = feijk X v paV _ (3.33)
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(3.432) en (3.33) gelijkstelien leidt met (3.31) tot:
eijk Tjk =0,
waaraan alleen te voldoen is als
o = Ty - (3.34)
Dus de spanningstensor T is symmetrisch.
Met (3.31) en met
It. v, dS = fv. T.. n, dS = f[fr.. L v, +T.. v. .]av,
i1 A s R Ji,J i ji i, ]
S 3 v
kunnen we de energiebalans (3.17) schrijven als
epdv = +T,.. v, .)aV - | hds . .
f P f(pr i1 %, 5 f (3.35)
v b S
Voor de warmteflux h kunnen we gchrijven:
h=h n . ‘ (3.36)

Opgeve. Bewijs (3.36) docr, op analoge wijze als bij de spanningen, het

warmte evenwicht van een infinitesimaal tetrahedron te beki jken.

Met (3.36) wordt:

fhdS = fhi n, @ = fhi,i av . (3.37)
¥

S S
Substitueren we dit in {3.35) dan krijgen we voor de locale energiebalans

~pr =T =T, D.., (3-38)

pE + b, sy V.o .
i, Ji i,J Ji i3

i
waarbij de laatste stap volgt uit de symmetrie van Tij'

We hebben tot nu toe steeds gesproken over de spanningstensor T gedefi-
nieerd volgens (3.27) of (3.28). Deze spanningen hebben betrekking op de
echte kracht werkende op het echte, d.w.z. gedeformeerde, oppervlek. We noe-

men deze tensor de Cauchy-spanningstensor,

Er zijn echter nog andere manieren om een spanningstensor te definié&-
ren. We kummen bijvoorbeeld de spanning betrekken op het oorspronkelijke op-

pervlak, Op deze manier krijgen we de eerste Piola-Kirchhoff spanninggten-

gor. Deze is speciaal van belang bi] problemen'waarbij in de randvoorwaarden
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de spanningen zijn voorgeschreven. Deze spanningen zijn dan namelijk altijd

betrokken op het ongedeformeerde lichaam.

Beschouw een oppervlakte elementje dA(N), dat na deformatie overgaat in
da(n) (zie Fig. III.2). De werkelijke kracht werkende op deze oppervlgkken
is 4f.

Met:

dA = NdA en da =nda ,

en met (3.28) krijgen we

dfi = ti(g)da = Tji n;j dg = Tji daj . (3.39)

Voor het oorspronkeli jke opperﬁlak moet een analoge relatie gelden, namelijk:

af, = ti(E)dA =T, N, da=T. da . (3.40)

De in (5.40) gedefiniecerde tensor 7 wordt de gerste Piola-Kirchhoff-tensor

genoemd.

Gelijkstellen van (3.39) en (3.40) geeft:
Ty day =T A . | (3.41)

We zoeken nu het verband *tussen dAj en daj. Hiertoe beschouwenh we twee scha-

ren van krommen, welke oorspronkelijk worden beschreven door:
X, = Fa(u) y X, = Ga(v) s (3.42)

en na deformatie door
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x = 0,0 g - gy (1) . (5.43)
Dan is

ahy = (E() % da(v)), = ey aFg(u)de (v) (3.44)

da, = °5 ik dfj(u)dgk(v) = ek XJ!B dFB(u)xk:Y dGY(v) . (3.45)

Hieruit wvelgt dat

da, X o T Cigx Fig %58 Y,y dFB(u)dGY(v) =

= JeOC|3Y dFB(u)de(v) = Jaa, . (3.46)
Dus
’
Ah, = F %, 8y (3.47)
en omgekeerd
da, = in,a aa . (3.48)

Hiermee wordt (3.41):

1

Tji daj =T, T 55 daj , (3.49)

en dit moet gelden voor willekeurige da, zodat we hieruit de volgende rela-
tie tussen de Cauchy-spanningstensor en de eerste Piola-Kirchhoff-tensor
kunnen afleiden

1~ :
T,ji =7 Tai xj,(x , (3-50)
of, omgekeerd
Tyi = 9%, 5 Tyy - (3.51)

Uit (3.51) volgt direct dat de eerste Piola-Kirchhoff-tensor, in tegenstel-
ling tot de Cauchy-spanningstensor, niet-symmetrisch is.
In tensormotatie luidt (3.51)

T-gs . (3.52)

Hieruit volgt, gebruik makende van de symmetrie van T, dat de tensor (ﬁ%)

gsymmetrisch is, immers

T < 1T = = FF . (3.53)

of in indexmotatie
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=N
2

x. =T  x. . (3.54)

al ", o] T1,ax

Voor het afleiden van de bewegingsvergelijkingen uitgedrukt in T hebben we
het volgende lemma nodig:

Lemma,

- 0. (X =
(%, ), =05 (3 o)k = 0 (3.55)
Bewijs, Noem E& de onderdeterminant van J behorende bij N o dus:
o oo
I =% . ika (niet sommeren over a). (3.56)
Rl =
Met de relatie

Xk,a X&,ﬁ - 6k£

kunnen we hieruit afieiden

_—

I k™ By (3.57)

Dus (3.55') komt overeen met

§£a,a =0. ! (3.58)

Volgens zijn definitie is J gelijk aan

0x
- —y= 1
) det (a£>‘ 6 *km Capy “x,a %2,8 T,y (5.59)
en hiermee en met (3.56) krijgen we

X, = o] _ te e p' x ,
o axk o kim “opy “£,8 “m,y
b

waaruit volgt dat

(=

oy~ F Crenm eaﬁy(xﬁ,pa *m,y * *2,B Xh,ya) =0,

waarmee (3.58) en dus (3.55') is bewezen.

Voor het bewijs van (3.552) schrijven we

= 1

Xk = T %k, 0’
_ BX.
waarbi j Xﬁk de onderdeterminant is van T det (5;> ,'beho;??ée bij X&,k'

De rest van het bewijs gaat analoog aan het vorigg.
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Met (3.55) en (3.50) krijgen we

_lN _l ~
=TTy ) =T % Tai, s

. . <60
Jed 7y ] (3 )

T.. .
Jdi, ]

Substitueren we dit in de bewegingsvergelijking-(3.31) en gebruiken we de

p
0, _ AV
. Eégg =J, (3.61)

dan vinden we

relatie

T . x. +p b, =g v
aiyj F5,0 TPo P TPy Yy
of

Tai,a T PPy = Po ¥ (3.62)

(3.62) vormt cen stelsel van drie lineaire vergelijkingen voor negen onbeken-
de spammingscomponenten (want E;i %'$£a). De vergelijkingen moeten daarom
eangevuld worden met de drie symmetrierelaties (3.54): '

~ o
T . x, =T ., x. ’
al j,o o] i,a

welke niet-lineair zijn.

We definiéren de tweede Piola-Kirchhoff-tensor T door

= g o ) o e
T = or 2@ ") =Tyg o= IT X, Xg 5 (3.63)

' £
Uit deze definitie volgt direct, aangezien T symmetrisch is, dat T symme-

trisch is:

~ R 6

Tap = Too - (3.64)
Uit (3.63) volgt met behulp van de kettingregel

T, . :1—? X, X, . . (3.65)

ij  J Tap Ti,a T§,p

Substitueren we dit in (3.31), dan krijgen we met

&

1 _ 1 P 1
(J xi’a TO‘E’ Xj,?’)si B :Txisa(TaB Xj’ﬁ)si T J (TC‘ XJ!B)’“ ?

de bewegingsvergelijkingen uitgedrukt in T

3 . :
(Taﬁ xi,B),a TPy Ry = Po Vi * (5.66)
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(3.66) vormt een stelsel van drie niet-lineaire vergelijkingen voor zes on-

bekende spanningscomponenten (want ﬁ;B = %Ba).

We zien dus dat voor de eerste Piola-Kirchhoff-tensor de bewegingsver-
gelijkingen lineair zijn en de symmetrierelaties (= impulsmomentvergelij-
king) niet-lineair, terwijl dat voor de tweede Piola-Kirchhoff-tensor Juist

omgekeerd is,

We zullen nu een fysische interpreiatie geven van de tweede Piola-
Kirchhoff-tensor.

Eig. IIT. 3 )

Beschouw een infinitesimaal, materieel 1ijnelementje in de referentie-
toestand (t = 0): dX, dat na de deformatie (t = t) overgegaan is in dx.
Beschouw twee vectoren A (op t = C) en a (op t = t) met de volgende eigen-
schappen (zie Fig, IT1.3):

i) A en g2 hebben dezelfde richting als respectievelisk dX en dx,

4] ax]

ii) de verhouding van de lengten van Aen a: TET— is gelijk aan Ta;r .

In formule-vorm uitgedrukt geeft dit:

& =% A,y of A = xa’i B . (3.67)

Bedenk dat de componenten van A en a betrokken 2ijn op hetzelfde, cartesische
assenkruis.

Van een stelsel vectoren dat zich gedraagt op de hierboven beschreven
manier zeggen we dat: de vector é_mét de deformatie meegroeit naar de wvector
a.

Het blijkt dat de componenten ?;5 zijn: de spanningscomponenten:

i)  betrokken op het ocorspronkelijke oppervlak,

ii) van de "kracht" welke na deformatie groeit naar de echte krachtsvector.
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Dit volgt direct uit het verband dat bestaat tussen de eerste en tweede
Piola-Kirchhoff-tensor

~r
~

TaB = T xﬁ,k , (3.68)

welke relatie overeenstemt met (3.67).

~
We kumimen T ook nog op een andere manier interpreteren. Daartoe defini-
eren we een stelsel basisvectoren, welke in het algemeen geen eenheidsvecto-

ren zullen zijn, door

93X 8X
£3 :=6—£;=5_}§Xoc,i =Xoc,i By (3.70)

1t

waarin E (@ = 1,2,3) een cartesisch stelsel van eenheidavectoren voorstelt

gedefinieerd door

i )
. (5‘71
ch .

o

|

E 1=
=

(o))

We kunnen dan de tweede Piola-~Kirchhoff-tensor schrijven als:

ol Rj ~ ~d

T=Tu EgBp =Ty X3,i Zq Eg =Ty Eq gy - (3.72)
Hiermee kunnen we r’f af interpreteren als de spanningscomponenten:
i)  betrokken op het corspronkelijke oppervlak,

ii) van de werkelijke kracht gemeten t,o.v. de basisvectoren gy

Tenslctte defini8ren we nog een vierde spanningstensor, de convectieve
spamningstensor T, door

E i= FTTF =

=1

@B = 15 M0 %5, (3.73)

Defini&ren we de basisvectoren g5 door

;7% g By (3.74)

dan krijgen we

A TR NP PR LIPSy (3.75)

We kunnen B dus interpreteren als de componenten van de Cauchy-tensor T

t.o0.v. de basisvectoren g -
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Uit de definitie (3.73) volgt direct dat de convectieve spanningstensor

T symmetrisch is.

De convectieve spanningstensor is van belang indien we te maken krijgen

met sparmingssnelheden (rate of stress). Immers, volgens (2.80) geldt:

2 )

TaB ~ 97 Ti; *ia ®

3B

Voor de materi8le afgeleide wvan ? vinden we met

d i 2 axa
at (X‘xsk) "Bt (Xask)/ ¥ xa’k'e Ve T ax‘k (at /x=c> ¥ xﬂ,kﬂ Ve T
aX
-0 (_a_ -
N (ldt Xyt vﬁ) * Xa,kﬂ Ve
= - X X +

antk Ve T Xoys Yok T Xoyke Ve = 7 Xy, g Yo,k (3476)

en (2.39):

J = Jvk,k

de uitdrukking

a Y
E (%CCB) = JTM Xa’k Xp’j ’ (5'77)

waarin v de Truesdell-afgeleide aangeeft, welke gedefinieerd is door

v .
T =T

k6 = kg~ Tkm o,m ” Tme ¥

cym * Tt Yy (5.76)
De tenser T is frame-indifferent.

We zullen tot slot laten zien dat, indien in de constitutieve vergelij-
kingen spanningssnelheden vecorkomen, we niet kunnen werken met de materi&le
afgeleide

0T, .,

L _id
Tis =5 * i, Yk (3.79)

maar dat we de Jaumann-afgeleide R

D
0 L]
D7 Ti5 T i 7 Tik My T Ty Wik o (3.80)
moeten gebruiken.
Vergelijking (3.79) stelt namelijk de snelheid voor, waarmee de span-
ningscomponenten, betrokken op een vast in de ruimte staand assenkruis, ver-
anderen. Het volgende voorbeeld zal aantonen dat deze snelheidstensor on-

bruikbaar is in constitutieve vergelijkingen.
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Neem een staaf welke in zijn einddoorsneden belast wordt door axiale
krachten en laat deze staaf samen met deze krachten roteren. Dan zullen de
spanningscomponenten betrokken op een vast assenkruis veranderen, terwijl
het materiaal van de staaf degzelfde spanning blijft voelen. We zien hieruit
dat we in de sparmingsafgeleide nog een term, welke de rotatie in rekening
brengt, nmoeten meenemen,

We nemen in een materieel & s Waarvan we, omdat we hier speciaal de ro-
tatietermen willen bekijken, de snelheid voorlopig bhuiten beschouwing laten,
twee orthonormale stelsels van basisvectoren: €, en g‘i y welke op tijdstip
t samenvallen en waarvan het eerste vast in de ruimte is, terwijl het tweede
met de locale rotatie van &° meedraait, Nemen we een tweede punt @ dat in=
finitesimaal dicht bij (P ligt (afetand: dx), dan veranderen de cobrdinaten
dxé niet bij ecen rotatie waarbij dx star is, mear de dxj wel, namelijk met

een sneilheid

dv, = wij dx3 , (3.81)

waarin

- &y, - :

1,57 V5,10 T 7 Cage

met @ de locale rotatie-vector in # . Hiermee krijgen we op het tijdstip
(t +dt):

dxi(t +dt) = dxi'(t +dt) + Wij de!(t +dt)dt =

= (aij +Wij dt)dxa'.(t +dt) . (3.83)

We kunnen (6i,j + wij dt) opvatten als de richtingscosinussen van de draaiing
van het stelsel g_'i teo.v. e,

Voor de spanningscomponenten op het tijdstip (% +dt) t.0.v. de vaste
basis &, kunnen we schrijven

Tij(t +dt) = Tij(t) + I'*ij(t)dt . (3.84)

Door draaiing krijgen we dan voor de componenten t.o.v. g'i :

T:!Lj(t +a6) = (b, + W, dt)(a“ W dt)(Tkg(t)+Tkg(t)dt).(3.85)

Na verwaarlozing van de termen van 0((11:2) en met 'Wki = - Wik krijgen we uit
(3.85):
' = T - - =
Tij(t +dt) Tij(t) +[Tij(t) ij Tie = Wik Tkj]dt

[

D
: o}
T;4(t) + e (Tij)dt . (3.86)

R A T S
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We kunnen hieruit concluderen, dat de Jaumann-afgeleide van de spanningsten-

sor de verandering per tijdseenheid van de spanning is, zoals die door het
. D

materiaal zelf wordt gevoeld. Dus de spanningssnelheid: ﬁi% (Tij) is wél

bruikbaar in de constitutieve vergelijkingen. 0

We willen er nog op wijzen dat dit niet de enige mogelijkheid is. Ook

de convectieve afgeleide en de Truesdell-afgeleide mogen gebruikt worden.




- 40 -

IV. Thermodvnamica

De thermodynam;ca is gebaseerd op twee hoofdwetten:

1) Eerste hoofdwet:

L)

K+E=M+gq, (4.1)

waarin
K: kinetische energie,
E: inwendige energie,
M: uitwendig verrichte arbeid rer tijdseenheid,

Q : uitwendig toegevoerde warmte per tijdseenheid,

Deze wet geldt zowel globaal als locaal. De locale vorm Iuidt volgens

(i%%w%ﬁng=-gisgmmm
PE = pr + 4y gt Tij Dij . (4.2)

ii) Tweede hoofdwet:

We beschouwen eerst een homogene toestand. We stellen:
Q=9H-D, (4.3)
waarin
a

ebsolute temperatuur (8 > 0),
H: entropie,

D: dissipatie; g—: entropie-productie,
Dan luidt de tweede hoofdwet, ook wel Clausius-Duhem—ongelijkheid genoemd :

D=0 . (4.4)

Als D = O spreken we van een reversibel proces. De klassieke thermodynamica
beperkt zich grotendeels tot reversibele, homogene processen,

In een homogene +toestand zijn de temperatuur 6 en de entropie H uni-
form. De temperatuur kan dan op de klassieke manier (als in de kinetische
gastheorie) worden gedefinieerd.

In een niet-homogene toestand kunnen de 0 en de H niet meer op deze ma-
nier worden gedefinieerd. Ze moeten dan namelijk locaal worden gedefinieerd.
Hiertoe wordt het lichaam verdeeld in een zogenaamde grofkorrelige distribu-
tie (coarse grained distribution). Dit wil zeggen: het lichssam wordt ver-
deeld in gebiedjes waarvan de grootte groot is t.o.v. atomaire afstanden,
maar klein t.o.v. de uitwendige maten wvan het .lichaam, De 6 en de H worden

dan locaal gedefinieerd over zo'n gebiedje.
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De grondslagen van deze theorie liggen in de statistische mechanica,
Wij zullen hier verder sanmemen, dat er een temperatuur 9 als functie van de

plaats bestaat en dat we voor de entropie H kunnen schrijven:

H = fnpdV . : (4.5)
7

We weten verder dat

Q = ‘frpdv + ;qu n ds (4.6)
v S
Wwaarmee we volgens (4.3) voor de entropie-productie krijgen:
g
P2 fﬁpdV— f—%k—dS— f%gdv. (4.7)
v S v

Hiermee krijgen we voor de Clavsius~Duhem-ongelijkheid voor een niet-homo-

geen medium:

. .
I = fﬁpdv - f kenk ds - f%’-dv;p . (4.8)
' v S v
Stellen we
T = ‘jkpdv (4.9)
7 ,

dan kunnen we, met de stelling van Gauss uit (4.8) de locale tweede hoofdwet

voor een inhomogeen medium afleiden:

q.
v=i- 1) -Eso. (4.10)

We kunnen (4.10) beschouwen als een postulaat, dat gebaseerd is op de sta-

tistische mechanics.

Blimineren we r uit (4.1C) met behulp van (4.2) dan krijgen we

S VR WRTICIN SR PR (4.11)
8 "kt “ki 8/ e2 .k : *
Het heeft dikwijls voordelen, in problemen waarin de temperatuur een rol
gpeelt specisal, om de inwendige energie £ te vervangen door de vrije ener-

gie ¢, welke gedefinieerd is door

4):-_—5 -‘r]e - - . (4‘12)
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Hiermee gaat (4.11) over in
. L9
= - - = =0, 1
POY = Ty Dy = b - o8 + 6 ) =0 (4.13)

Als y overal nul is, spreken we van een reversibel proces.

We zullen de Clausius-Duhem-ongelijkheid gebruiken voor het afleiden
van constitutieve vergelijkingen. Hiertoe stellen we het volgende posiulaat:

de constitutieve vergelijkingen moeten voldoen aan het equipresentie-princi-

pe. Dit houdt het volgende in:

Stel we hebben een mechanische toestand, welke beschreven kan worden
door een aantal onafhankelijke variabelen plus een aantal afhankeli jke vari-
abelen welke functies daarvan zijn. Dan luidt het equipresentie-principe:
alle afhankelijke variabelen moeten, tenzij het tegengestelde is bewezen,
afhangen van alle onafhankelijke variabelen.

We zullen in een voorbeeld laten zien hoe we met behulp van dit princi-
pe uit de Clausiug-Duhem-ongelijkheid een aantal constitutieve relaties kun-
nen afleiden. Hiertoe zullen we een bepaalde toelaatbare thermodynamische
toestand (d.i. een systeem van variabelen met hun onderlinge relaties, dat
voldoet aan de Cleus ius-Duhem-ongeli jkheid ) vergelijken met alle andere toe-
laatbare thermodynamische toestanden welke we daaruit kunnen verkrijgen door
de uitwendige omstandigheden (volumekracht b, warmtebron r e.d.) te varis-
ren. De hier te volgen methode is voor het eerst afgeleid door Colemsn en
Noll (Arch. Rat. Mech. Anal., 1959 e.v.).

Als voorbeeld zullen we béschouwen een thermo-elastisch medium. We wver-
onderstellen dat de onafhankelijke variabelen zijn: xk a? e, e K Dan moet

volgens het equipresentie-principe voor de afhankellgke v&rlabelen T, g, 1
en ¢ gelden:

T = Thep O, 0898 1)
qk = qk(xk,a,e’e,k) b
;T](Xk’asese’k) s
b= bx ;00,0 ) -

(4.14)

=
I

Hiermee vinden we dat

L % &, 9 ¢
M TR - S
s &
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=% o LWy B .
= e + 0 ’
aaﬁ{,a ket “2y,a 36 ae’k ok

(0, =5 (0,)), (415

Met {4.15) geat de Clausius-Duhem-ongelijkheid in de vorm (4.13) over in:
q
oy =3 - (8 SR <1 T X
(Tkﬁ P o T4,0) "k, p(3g + M8 = p 39 L ok T 8 =0 (4.16)
b ] b

Deze ongelijkheid moet gelden voor alle mogelijke toelaatbare thermodynami-

sche toestanden. We kunnen bijvoorbeeld het temperatuurveld constant én ho-

mogeen nemen. Dan zijn 6 = e K 8 K = 0 en gaat (4.16) over in:
¥ ?
2
T, ~p b )v =0 . (4.17)
( ké axk,a Laa) kyk
Nu is de term in (4.17) tussen ( ) volgens (4.714) onafhankelijk van Vi g
y
zodat voor willekeurige Vi g 2an (4.17) alleen te voldoen is als
]
3
T sy, (4.18)
ké 5x.k,a £y 0

Hiermee hebben we een constitutieve vergelijking-voor de Cauchy-spammingen
afgeleid,

Omdat in (4.16) de co&fficiénten voor 6 en 8 X onafhankelijk zijn van
resp. 9 en é en {4.16) moet gelden voor W111ekeur1ge 6 en b i kunnen we

op analoge w13ze af leiden:

1.0t , (4.19)
en

B

3 . - 0. (4.20)

Uit (4.20) volgt dat ¢ onafhankelijk is van © k¢ en dan zijn volgens (4.18)
en (4. 19) T en 1 ook onafhankelijk van © X
t (4.18) - (4.20) reduceert (4.16) tot (want 6 > Q)

4 O >0 . (4.21)

We mogen nu niet meer de co&fficiént voor 8 K nul stellen, omdat 9y wél af-
hankelijk is van 6 k- Als we bijvoorbeeld aannemen dat het verband fussen Gy

en 9 lineair is (d W.2z. Wwe nemen aan dat de wet van Fourier geldt):
!

q = a:(xk a,e)e X (¢ = warmtegeleidingscosffici&nt) (4.22)
y ’ .

dan wordt (4.21)
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«B .8 . >0, (4.23)
waaraan voldaan is door o > O te kiegzen.

Als tweede voorbeeld kiezen we een visceuze vloeistof. Als onafhanke-

lijke variabelen nemen we: & (dit is een maat voor de druk), Vi gt 2 en ,
] |
0 X Voor de afhankelijke variabelen geldt dan
]
T , =T (-1- v 8,0 )
ki "kEp ! k,£'°? 7k’ ?
4 =g (1, v 6,6 )
k- et ke YKk 0
(4.24)
1
U—H(E,Vk’ﬂ,e,e,k),
_ 1
¢"¢('5’Vk,;z’e’9,k)'
Bedenken we dat volgens (3.4)
4 4y 1, 1
at \p ‘“pzp“p"k,k’
dan wordt de Clausius-Duhem-ongelijkheid (4.13):"
8¢ . 3 :
- v -p v -~ p{zE +1)o +
a(-;-) k,k v, Kyl 36
_o 5% ¢ 1
P ae,k e,k + T, i,z T8 % e’k =0, (4.25)

De coéfficiénten van &k 2 6 en 6 x Zijn onafhenkelijk van deze flucties,
] 1

zodat moet gelden:

O
p =0, (4'26)
avk’ﬂ
n=-, | (4.27)
en
i)
5-9—4’; ~0. (4.28)

Van (4.25) blijft dan nog over
=0

]
(T, + Hékﬂ)vk,ﬁ tg % 0y , (4.29)

waarin de hydrostatische druk II gedefinieerd is door
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I = - —a—‘:[;— . (4.30)
a(;)

Aan de ongelijkheid (4.29) is op de eenvoudigste manier te voldoen d.m.v. de
lineaire betrekkingen:

qk=ae,k. (a>o)$

Tkﬂ =-—H6k£ + aakﬂvk,k +'bvk’£ (a +

2
Vergelijking (4.31 )} is de Navier-Stokes vergeli jking.

Literatuur: Truesdell: Rational Thermodynamics, 1968, pag. 45.
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v, Algemene constitutieve vergelijkingen

We hebben tot nu toe alleen balanswetten behandeld. We hebben al enige
malen gezien dat deze wetten niet voldoende in aantal zijin voor het aantal
onbekenden dat we hebben., Daarom hebben we nog een stelsel asnvullende ver-

gelijkingen nodig, de zogenaamde constitutieve vergelijkingen, Deze verge-

lijkingen geven de relaties tussen de afhankelijke en de onafhankeli jke va-
riebelen.

Deze constitutieve vergelijkingen moeten aan de volgende principes vol-

doen:

« Principe van het Determinisme.

Stel we hebben een afhankelijke variabele T(X, t), welke een functie is
van de n onafhankelijke variabelen qi(z, t), i = 1,2,...,n, en van de plaats
X en de tijd t. Dan 1uidt het principe van het determinisme: de afhankelijke
variabele in een bepaalde plaats X en op een bepaalde tijd t wordt bepaald
door de onafhankelijke variabelen in alle plaatsen en op alle tijden. In

formulevorm is dit te schrijven als:
Xy t) = £(q Xt )y, (X 11), at) (5.1)

met X'-en t' willekeurige plaats en tijd.

Dit principe is dikwijls voor meer gespecialiseerde gevallen te alge-
meen. Enkele minder algemene principes, welke bijzondere gevallen van 1)
zijn, luiden:

1.1. Principe van de locale actie.

In dit geval hangt de afhankelijke variabele T(X, t) af van de onafhan-

kelijke variabelen in X op alle tijden. Dus:

T(Es t) = f(QT(E,t'),---,qn(K, ), .Jg!t) . (5-2)

1.2, Principe van de momentane actie.

In dit geval hangt de afhankelijke variabele T(X, t) af van de onafhan-

kelijke variabelen in alle plaatsen op tijd t. Dus:
D(X, ) = £q, (X')een,q (X58), X,8) (5.3)

1.3. Principe van de locale, momentane actie.

Dit is de combinatie van 1.1 en 1.2, waarvoor geldt:

T(X,t) = £(a, (X, t)yenuyq (X, t), X,t) . (5.4)




- 47 -

Hierbij hangen de afhankelijke variabelen in een bepaalde plaats en op
een bepaalde tijd alleen af van de onafhankelijke variabelen in dezelf-

de plaats en op dezelfde tijd.

Voorbeelden van 1.1, 1.2 en 1.3 zijn:

1.1: Viscoélastisch materiaal. Dit materiaal heeft namelijk een geheugen,
d.w.z. de toestand op een bepaald tijdstip is afhankelijk van wat er
vocr dit tijdstip gebeurd is.

1.2: Magneto-elastisch materiasl. Voor een maghetiseerbaar lichaam in een
uitwendig veld geldt namelijk dat de toestand in het inwendige van het
lichaam afhankelijk is van de uitwendige vorm van dat lichaam.

1.%: Elastisch materiaal.

Principe van de Equipresentie.

Dit principe houdt in, zoals we al eerder hebben gezien, dat, zolang
niet het tegengestelde bewezen is, alle afhankelijke variabelen moeten af-

hangen van alle onafhankelijke variabelen.

. Principe van de Toelaatbaarheid.

Dit betekent dat steeds aan de Clausius-Duhém-ongelijkheid moet zijn

voldasan.

Principe van de Trensformeerbaarheid.

We betrekken steeds alle componenten op één bepsald assenkruis {zie
Fig, I1.2). Stel dat we dit assenkruis over een bepaalde hoek verdraaien
(rotatiematrix: Q). Dan geldt voor de componenten van de plaatsvectoren

t.o,v. dit gedraaide stelsel (aangegeven met ') volgens (1.2):

X{;C = chﬁ XB ' }Cj'- = QZLJ XJ. . (5'5)

We nemen als voorbeeld een constitutieve vergelijking, waarbij de spanningen

T functies zijn van de deformatiegradiént F:
T=f(F)= Tij = fij(F) . (5.6)

Het principe van de transformeerbsarheid zegt nu dat de constitutieve verge-
lijking (5.6) ook moet gelden in het gedrzaide stelsel:

TREIICOR (5

Volgens (1.5) transformeert Tij zich als

iy = Qi Up Tep = Yy Uy T, (F) (5.8)
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Voor T geldt analoog:

T
Fis = Qik‘sz P, = F' = QrQ (5.9)

Zodat, volgens (5.7), algemeen moet gelden:
) D

We noemen f een igotrope functie, indien geldt:

£1=f ., (5.11)

Dus voor isotrope f wordt (5.10):
T
9y Qjﬂ £,0(F) = fij(QFQ ) . {5.12)

Principe van de objectiviteit van de materiaaleigenschappen.

Volgens dit principe (zie Hfdst. I1) moeten materiaaleigenschappen in-
variant zijn ten aanzien van starre-lichaamsverplaatsingen. Dit houdt in
(zie (2.55) en (2.56)), dat als tussen de twee processen {x,T} en {Kf,T*} de
relaties gelden

x*(Xt) = alt)x(Xt) +e(t) ,

o
™(Xt) = AH)T(L )4 (+) (5413)

dat dan voor deze twee processen degzelfde constitutieve vergelijking moet
gelden,

Uit dit principe kunnen de volgende conclusies getrokken worden:

i) Stel
T = £((Xt),q 000, % t) (5414)

Dan moet volgens het principe van de objectiviteit gelden:

f(z(K,t),q1,---,qnsK,t) = f*(z*(ZJt),Q?!---,Q;aﬁyt) . (5-15)

We superponeren een zodanige starre-lichaamsverplaatsing, dat de ver-
plaatsing ven het materiéle punt X in de b*-configuratie x*(X,t) ver-
dwijnt. In dat geval is f* onafhankelijk van x*(X,t). In overeenstem-
ming met (5.15) moet f dan altijd onafhankelisk zijn van x(X,%).
Conclusie: de constitutieve vergelijkingen mogen nooit expliciet van de

Eulerse colrdinaten

x = x(Xt) : (5.16)
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Stel
T = £(F) . (5.17)

De spamning T voldoet aan (5.13)2; dus

™ = g = r(F)aQ’ . (5.18)
Voor de deformatiegradiént F geldt volgens (2.58)

F* = QF , (5419)
waaruit met (5.15) en (5.17) volgt

T* = £X(F*) = £(F*) = £(qF) . (5.20)
Gelijkstellen van (5.18) en (5,20) levert de belangrijke relatic

af (F)eT = £(qr) . (5.21)

Schrijven we F = RU en kiezen we Q RT, dan gaat (5.21) over in:

RTe(P)R = £(RRU) = £(U) , (5.22)

dus, met (5.17)

T = £(F) = RE(U)R . (5.23)

De spanning T kan alleen op de wijze volgens (5.23) van de rektensor U

afhangen.

Door F = VR te nemen kunnen we op analoge wijze uit (5.21) afleiden
™= Qe(7)Q = £(QR) = £(Qv’) = £(m) ,

of, met (5.15)
T=£(V) . (5.24)

De spanning T kan dus wél rechtstreeks van de rektensor V afhangen. Dit
is een gevolg van het feit dat V wél en U niet objectief is (zie hfdst,
IT).

Stel er geldt de volgende constitutieve vergelijking:

- , mete =g(f), (5.25)

We beschouwen een transformatie, waarbijde ene configuratie over een be-
pazlde hoek verdrzaid is t.0.v. de andere (rotatievector w). Dan geldt:
x? = x, + bxi =x, + °5 %k v, % (5.26)

De deformatiegradiént F gaat dan over in

Ha = Fia ik Yy Keq 0 (5.27)

en de uitwendige energie € in
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de dc
* = = = . -
£ g +de =g + T 6xi,a g + ®5 ik ©; axﬁ,a X a (5.28)

Aangezien de ehergie € objectief is, moet de = O zijn, voor elke W,
waarmee uit (5.28) volgt:
de
eijk 3%, Xk,a =0 . (5.29)
i,a

han {5.29) is alleen te voldoen indien

de _
3x. _ “k,0 ~ Tik
i,a

symmetrisch is.

We hebben dus m.b.v. het principe van de objectiviteit de in de elasti-
citeitstheorie belangrijke stelling afgeleid:
Indien de inwendige energie alleen afhangt van de deformatiegradi-
ent en indien voor de spamming een relatie als (5.25) geldt, dan
is de spanningstensor symmetrisch.

We besluiten hiermee het algemene gedeelte Van dit college en zullen
hierna enige speciale materialen (zoals elastische, visco&lastische e.a.)
gaan behandelen. Alvorens dit te doen zullen we echter eerst een overzicht
geven van de verschillende gebieden van de continuumsmechanica met enige op

die gebieden van toepassing zijnde literatuur.
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Overzicht van de Continmuumsmechanica

~

Balanswetten
Truesdell-
Toupin, Hand-
buch der Phys.
Vol. III/1.
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vergelijkingen
Truesdell-
Noll, Handbuch
der Physik,

Vol. III/3.

e

h.

elasticiteit

{Love, A treatise on the math. th.
of elast.

Sokolnikov, Math. th. of elast.

{Mushkelishvili, Some basic probl.
of math. th. of elast.

lineair:

rubberelast.: Treloar, FPhys. of rubberelast.

niet_lin_:<::Green—Adkins, Large elast. deform.

L Green-Zerna, Theor. elast.

lineair: Bland, Th. of lin. viscoelast.

visco8las- 4 mniet-lin.: Jaunzemis, Cont. Mech. (H. 6).
ticiteit kruip:{?dqvist, Math. th. of creep and creep
B rupture.
r Hill, Math. th. of plast.

plasticiteit <

vlceistoffen ﬁ

koppelings- <«
gebieden

-

Prager-Hodge, Th., of perfectly

statisch: { plast.

YPhomas,lPlast. flow and fracture
in solids.

L dynamisch: Cristescu, Dynamic plast.

Lamb, Hydrodynamics
Milne-Thompson, Theor. hydrodym.

ideale vlst:

14 . Schlichting, Grenzschlicht-theor.
1n.v1sceus:<::l
Pai, Viscous flow th.

{Frederickson, Princ. and appl.
of rheologie.

niet-Newtons :<lColeman, Noll, Markovich,

Viscometric flows of non-
Newtonian fluids.

(beweg.-elast.: Fung, Intr. to the th. of aerocel,.

beweg.—vlst.:{RumiantsevéMoiseyev, Dyn. Stab. of
bodies containing fluids.

beweg.—elast.-vlst.:proport, Dyn. of elast.
containers.

thermo—elast. s Nowacki, Thermoelast.

lan-Parkus, Wirmespannungen,

electro—elast.:{Eringen, Nonlin, th. of cont.
media.

piezo-electriciteit: Cady, Piezoelectricity,

Mason, Piezoel. cristals.!

cto—elast. : Brown, Magneto-el, interactions,

- Akhiezer e.a., Spin waves.




- 52 -

VI. Elasticiteit

Een elastisch medium wordt gekarakteriseerd door de volgende constitu-
tieve vergelijking voor de spanningen:
T=g(F) . (6.1)

Uit het feit dat

volgt dat de functie g afhangt van de referentietoestand X. We zullen in de
elasticiteitstheorie, tenzij anders vermeld, steeds als referentietcestand

kiezen de natuurlijke toestand van het medium, dit is de ongedeformeerde,

gpanningsloze toestand van het medium.

We beschouwen eerst het algemene geval van anisotroop materiaal, d.w.z.
een materiaal met bepaalde voorkeursrichtingen. Meestal bestaan er echtier
groepen van transformaties H, welke we unimodulaire transformaties noemen,

met de eigenschap dat:

g(F) = g(¥H) . (6.2)

Neem als voorbeeld een materiaal met kubische syimetrie. Dan blijft de res-
ponse g gelijk bi; een dreaiing van het lichaam over 90°. Dus bij een ku-
bisch materiasl bestaat de groep van unimodulaire transformaties uit alle

draaiingen over 90°.

We noemen een materiaal isotroop, indien het geen enkele voorkeursrich-
ting bezit. De response g blijft dan gelijk bij elke draaiing van het li-
chaam, zodat in dit geval de groep van unimodulaire transformaties bestaat
uit alle orthogonsle transformaties Q. We zullen ons van hier af voorlopig

beperken tot isotrope materialen.

e hebben in het vorige hoofdstuk afgeleid (verg. (5.21)) dat, ten ge-

volge van het principe van de objectiviteit, moet gelden:

e(P)Q’ = g(aF) , (6.3)
of, voor Q = H:
He(F)E = g(HF) . (6.4)

Vervangen we in (6.4) ¥ door FH' dan krijgen we

Hg(FHV)H = g(HFH') . (6.5)
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Aangezien H, en dus ook HT, orthogonaal is, en omdat voor een isotroop medi-

um alle orthogonale transformaties unimodulair zijn, is volgens (6.2):

g(FE') = g(F) . (6.6)
Hiermee wordt (6.5)
Hg(F)H" = g (HFH) . (6.7)

We mogen in (6.7) H = R kiezen, want R is orthogonasl, waarmee vergelisking
(5.23) leidt tot:

T T =
7= Rg(D)R' = g(RURY) = g(V) - g(8%) =: £(8) .
We kunnen dus de spanniﬁgen T rechtstreeks in B uitdrukken door
T = £(B) . (6.8

Met C is dat onmogelijk, immers

T = Rg(U)RT = Rg(c%JRT = Bf(C)RT . (6.9)

Een andere, meer gebruikte manier om het verband tussen T en C zan te geven

kunnen we vinden door een functie h(C) in te voeren door:

T
g(U) = tn(C)u™ , (6.10)

waarmee we krijgen
T = R(C)UT RY = Fh(C)F® . (6.11)

We zullern nu een stelling gaan bewijzen betreffende de algemene gedaan-
te van £(B). Voor het bewijs van deze stelling hebben we het volgende lemma

nodig.
Lemma. De spanningstensor T en de linker-Cauchy-Green-tensor B hebben de-
zelfde hoofdrichtingen.
Bewijs. We gaan uit van (6.8)
T = £(B) .

"Met (6.7) vinden we hieruit:

ara’ = ar(s)Q’ - £(qmal) . (6.12)

We kiezen nu, in het punt onder beschouwing, een assenkruis dat samenvalt
met de hoofdassen van B. We geven tensoren, betrokken op dit asserkruis aan
met '. (6.8) wordt t.o.v. dit assenkruis
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Tt = £(B') , (6.13)

waarbij B' dus een diagonaalmatrix is.

We nemen voor Q:

0 ©
Q= (0 -1 O .
0O 0 -1

Omdat B' een diagonaalmatrix is, volgt uit (6.12):

ar'Q = £(qera’) = £(8') = 0 ,

of y uitgeschreven

v Mt _mt 1 1 '
T11 T12 Taa T4 Tis T13
T
YO o= ot 1 = mr = 1 t ] .
e = T21 Tzz T23 T T21 T22 Tzs
Mt 1 1 t ' 1
T31 T32 T33 T31 T3z T33

Hieruit volgt direct dat

=T =T =Mt =0
12 21 13 31

Nemen we wvoor Q:

-1 0 0
Q=10 ol ,
c 0 -1

dan kunnen we analoog bewijzen‘dat

' =Dt - Qo ,
T23 T32

Dus ook T' is een diagonaalmatriX, waarmee bewezen is dat de hoofdrichtingen

van T en B samenvallen.
We zijn nu in staat om de volgende stelling te bewijzen:

Stelling. Voor een isotroop, elastisch medium is het verband tussen de
Cauchy-spanningstensor T en de linker—Cauchy—Green-tensor B altijd te

schrijven als:

>
T=c, I+ c B + ¢, B, (6.14)

wearin Cye €, €1 C, functies zijn van de invarianten van B: I, II,, IIIL,.
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Bewijs. We onderscheiden de gevallen dat f(B) wel of niet een polynoom is.

i) Stel £(B) is een polynoom van de n°-graad (n': eindig):
f(B)=a I+a B +.., +a B .
o} 1 n

Uit het theorema van Cayleigh-Hamilton (verg. (1.26)) volgt direct dat

dit te schrijven is in de vorm (6.14).

ii) Noem de eigenwaarden van B en T resp. B, B, B enT, T, T . We ne-
men eerst aan dat:
B, # B, # B .
Dan luidt het verband tussen T en B volgens (6.13)
T, = fn(31,32,33) (g =1,2,3) . (6.15)

Indien in (6.15) de eigenwaarden van B worden verwigsgseld,moeten, fenge-

volge van de isotropie van het materiaal, de bijbehorende eigenwaarden

van T op dezelfde manier verwisseld worden, We mogen dan, door de drie

functies £ te vervangen door de drie andere functies Yo (B)) Y,(B),
_YZ(B), (6.15) ock schrijven als

T, = YO(B) + Bn'Y1(B) + B;-YE(B) n=1,2,3%. (6.16)

(6.16) vormt cen stelsel van drie vergelijkingen met drie onbekenden.
Oplossen geeft:

T B B2 1. 7 B
1 ! 1 1 1
_1 2 _1 2
Yo<ulT, B, Byl v, = 1Y% B
T B  B® 1 o B
3 3 3 3 3
1 B T 1 B B
1 1 1 1
y =+l1 B T A=|1 B B
2 A P 2| 2 2 ?
2
1 B, T, 1 B, B

waarbij A # 0, cmdat B1 % B2 # Ba' We zien dat Yor Y, €0 Y, Symmetri-
sche functies zijn van B, B2 en Bs' Nu bestaat er een algebra-stelling
(waarvan we hier het bewijs niet zullen leveren, zie bijv. Appendix II
van Jaunzemis) die zegt dat in dat geval v , v, en v, uit te drukken

zijn in functies ven Iy, II, en III,. We mogen dus schrijven
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Y (B) = ¢ (L,,1I,,IIL,) ,
waarmee {(6.16) overgaat in

2
Tnhco-1'01Bn-'-02]3n’

Aangezien de hoofdassen van T en B samenvallen is dit juist (6.14) ge-

transformeerd op hoofdassen. Terugtransformeren geeft dan weer (6.14):

= . = N - .B-- 01
m COI+01B+0232=?T:LJ coalJ+01B1J+c:23:]_k Kj (6 7)

Indien twee eigenwaarden van B gelijk zijn, moet (6.17) worden vervan-

gen door
T = c, I+ c, B,
omdat we dan slechts twee verschillende f 's hebben en we dus in (6.16)

alleen Yo e Y, kunnen kiegzen. Om analoge redenen wordt (6.17) als alle
drie de eigenwaarden gelijk zijn

T=cOI.

Hiermee is de stelling bewezen.
Volgens het theorema van Cayley-Hamilton is
B* = T, ¥ - II_ B + III, I
B T B B~ -
Vermenigvuldigen we dit met B~' dan krijgen we

2

-1 N
B =I,B-1II, I +1II B . (6.18)

Met (6.18) kunnen we B, elimineren uit (6.14). Dit leidt tot
-1
T=aOI+a1B+azB , (6.19)
waarin dys 8, €n a, weer functies zijn van I,y II, en I1L,.

We kunnen vergelijking (6.14) ook afleiden m.b.v. de ongeli jkheid van
Clausius-Duhem. We beperken ons hierbij tot uniforme temperaturen (dit is
geen essenti&le beperking); dit houdt in dat we thermo-elastische effecten
buiten beschouwing laten. Alg onafhankelijke variabele nemen we de deforma-

tiegradiént F
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T(X,t) = Mx ,X,t) ,
$(X,8) = o(x, o Xyt) (6.20)
en n(X, ) = nlx,, X,t) .

We hebven al gezien (verg. {6.11)) dat we in dit geval voor een iso-

troop materiaal ook mogen schrijven

T
T = Fh(C)F" = Ty = faB(C)xi,a p' (6.21)

J.B -
Dus de spanning T welke een functie was van de negen variabelen X 4 is uit
L4
te drukken in de zes variabelen C“B (= CBG).
Dit is ook direct te bewijzen met behulp van de volgende stelling wvan
Cauchy:

Stel f is een isotrope functie van de drie vectoren u, v en w:

f =f(‘i’E"i) )

den kan f alleen een functie zijn van de inwendige producten van degze
vectoren (dus (w,u), (u,v) ete.).
Deze stelling is te generaliseren voor meer dan &rie vectoren., Voor het be-
wijs van deze stelling zie bijv.:
Weyl, The classical groups,
of Eringen, Mechanics of continua (appendix).
Passen we deze stelling toe op ons geval, dan hebben we voor de drie vecto-

ren: x (¢ =1,2,3), welke als inwendige producten hebben
’

“ap T X, %, p
zodat we (6.20) ook mogen schrijven als

T(.JE, t) = T(chﬁ’ L’c) ’
$(X,5) = ¢(Chgs X5t) - (6.22)
(X, ) = n(Cyqs X,8)

De ongelijkheid van Clausius-Duhem (4.13) luidt dan (8 uniform)

a . .
Tij Dij -p -—‘*—acaﬁ CocB -8 =0 . (6.23)
M is
Cap = (X140 % 8,0 %,p) = (i, tV5,10%,a X5 =
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= 2Dij LI xJ.’B , (6.24)
waarmee (6.23) overgaat in

¢ >
(Tij - P 35 X ﬁ> DiJ. -pn8=0. (6.25)

X.
C‘B 1, Js

De codffici&nten van 6 en Dij moeten nul zijn, wat leidt ot

T)=O=)CIJ28, (6.26)
el
Loy 0% = gy 25 2
Tiy = 2 3y 122 5B * 8Cqp (1s 3),8 (6.27)
waarin
PR
i, %5),6 07 B0 0 T 0¥y % 6) (6.28)

Aengezien de inwendige energie £ een isotrope functie van C is, mogen we

schrijven

1
e(Cygr X5%) =p—0—z:(1,,z1,,IIIc,zs,t) , (6.29)

waarin Py de soortelijke massa in de ongedeformeerde toestand is. Vergelij-

king (6.27) gaat hiermee over in
Y

_ op  O1TL]
1J  p, 2l acaﬁ 811, aca

SIIL; 304 | X a %y,p 0 (6:30)

+

B

Uit de definitie van de invarianten (1.25) kunnen de volgende relaties wor-
den afgeleid:

3T, d1I,
—L s I, %, -C .,
acaB af ac“ﬁ c “ap ap .
(6.31)
aIIIc
‘-é—cg=0ay CBY - Ic Caﬁ +IIc 5(1[3 .
Substitueren we dit in (6.50)'dan krijgen we
R 9 05 __
15 " o, (axc Tl 3T, t e 3T ) e
3z an 3%
i <aIIc * % BIIL )Cas ¥ 3rr, Coy Cﬁv}‘i,a *5,8 "

a
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]

= [(22 oz )Y
o, 5T * I 311, + I1, P1IT, Bi,j +

5% o _ox
(aH * 1y aIIIB)Bik Ba * 3111, Pik Py Bk,eJ (6.52)

want de invarianten van B en C zijn gelijk, omdat B een orthogonale trans-
formatie van C is (B = RCR )

We passen het theorema van Cayleigh-Hamilton {1.26) toe en

P 1
—po—_ = J=det F = det(VR) = det V = det(8%) = {II1, , (6.33)
wat leidt tot:
2 oz % oz
T, = III ————a..+<——+1 —-——>B..+
ij JIIIE [ 8 9IIT, "ij 01, 8 3II, /i

3% .
- "aI—I.— Bik Bjk] . (6.34)

We hebben tot nu toe alleen de constitutieve vergelijking voor de
Cauchy-spanning T besproken. We zullen nu laten zien hoe we uit deze verge-
113k1ng een constitutieve relatie voor de eerste Piola-Kirchhoff-tensor T
kunnen afleiden. We gaan hierbij uit van verg. (6.27) geschreven in de vorm
volgens (4.18)

Oe P de 1 de ‘
=P %, =T0p X 0 = TP x: s (6.35)
i axi,a Js@  py TO axi’a Jsax  JFo axi’a Jya
volgens (3.61). Met (3.51) krijgen we dan
~ De de
Tai = TRy, 5T = Po 33, *5,8 %, 3 = P 3x, . (6.36)
. 1,8 ¢ i,o

Met (5.29) vinden we dat

de < _ _0e <
. = : 1
Bxi’a Jec axj’a i,

zodat voldaan is aan de symmetrie-relatie (3.54).
Opgave. leid zelf af de relatie voor de tweede Piola-Kirchhoff-tenaor:

& de
TaB = P aEaB ) (6.37)
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VII. Speciale problemen uit de elasticiteitstheorie

We zullen in dit hoofdstuk een tweetal eenvoudige problemen uit de
niet-lineaire elasticiteitstheorie behandelen, namelijk: de zuivere afschui-

ving en de torsie van een cirkelcylinder.

VIT.1. Zuivere afschuiving

We beperken ons tot homogeen, isotroop materiaal.

Fig. ¥0.1.

Zuivere afschuiving wordt gekarakteriseerd door

x=X+KY, y=Y, z2=32, (X=tany). (7.1)
Dan is

XK 0 1+ K 0 F1 K0
F=|0 1 o0|; B=| K 1 0]; B = |-k 1+®  ol. (7.2)
| o 0 1 0 0 1 0 0 1

De invarianten van B zijn hier

I,=11, =3 +K , IIL, =1, (7.3)

Uit IIIL = 1 volgt dat er geen volumeverandering is, dus

p=p . (7.4)

0

Door toepassing van (6.18) kunnen we (6.34) schrijven in de vorm

-1 '
T=a I+a B+s B , (7.5)

waarin
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2 ( 93 ar )
a,. = II + III y
0 'ﬁﬁ B aII 8 3III,
oz
a = \/_* 3T, (7.6)
_ 3T
a.2 = -2 IIIa BIIB

Hiermee krijgen we

2, o8 83 83
Typ = 20410) 55+ 2(24C) 811, * © BIII,
oS 8% o5
Y22 =251, *4 31T, * 2 5,
(7.7)
83
T33=2 +2(2 K2)a +28HIB ,

8% oz _
Tra = Tpy = 2K (az o11, ) T T

In de lineaire elasticiteitstheorie is bij een zuivere afschuiving alleen
T,, # Q.
We gaan nu berekenen de krachten welke werken op het vlakje BC (zie

Fig. VII.1) met normaal

- <\(11K2 ’ \1111;2"0) ' (7.8)

Op dit viakje werken de krachten (per oppervlakte-eenheid ):

t, =T, . n +7T =n +T n

3z
1 11 71 21 72 31 73 ,(‘1_;_ ( BII aIII ) ?

(7.9)

G
it
+

_ -2
N B ] (aII aIII ) ’

‘t3=0.

en

We vinden hieruit voor de normaalkracht N en de tangentiaalkracht S op BC:

2 i)Y 2 az . 3%
N = t1n1 + tz n, = (1 +K2) [BIB + (2+K7) aII + (14 K ) BIIJ_B]
en (7-'10)
-2k [ &z o5, ]
S=t n -t n = + .
172 27 (1+K2)[6I8 aII.
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We trekken uit dit resultaat de volgende conclusie: om in de niet-lineaire

theorie een zuivere afschuiving te realiseren is behalve een tangentiaal-

kracht ook een normaalkracht nodig. Dit staat bekend als het Poynting-effect.

Opmerking. De spamingen volgens (7.7) zijn uniform, d.w.z. onafhankeli jk

van x. Er is hier dus automatisch voldaan aan de evenwichtsvergeli jkingen.

We zullen nu laten zien hoe we door linearisering van de hierboven ge-

vonden resultaten uitkomen op de klassieke lineaire theorie, waarin geldt

du | v
t1'2 B “(ay t o/

overige ti,j =0,

(7.11)

Hiertoe gaan we over van de invarianten Igs 11, III, op I, IIL,, I1T.. Het

verband tussen deze invarianten kunnen we het gemaxkeli jkst afleiden uit

vergelijking (2.10), welke we op hoofdassen brengen:

2E_=C -1, (Ea.’ €,: hoofdwaarden van resp. E en
a=1,2,3)

Voor de eerste invariant van C geldt dan:

IC=I5=C1+02+C

1

5= (& +1) + (B, +1) + (EB,+1) =

il

2B, +B,+E,) +3=2I, +3 .

Op analoge wijze kunnen we uit de relaties
IL = II, =C1C2 -4-02(}3-&-0'30,| ’
en

ITL. = III. ¢c.c C

12 3!

]

afleiden

IL = II, = 3 + 4T, +4II, ,

1

IIIC = 111, 1+ 2L + 411, + 8III, .

Uit (7.13) er (7.15) volgt dat

el ==-3+1, ,
41T, = 3 -~ 2I, + II, ,

I, = - 1 + I, - II, + III, .

(7.12)

(7.13)

(7.14)

(7.15)

(7.16)
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We schrijven nu

E(I.,II’,III‘) = 2'(L,,IL,,I1I1,) ,

en gaan deze laatste ontwikkelen naar machten van E:

1= ' ' ) .
5 IpoH RS 4B 4., (7.17)

waarin 3! (n =0,1,2,...) alleen n°-orde termen in E bevat. Dus £' is een
constante en van geen betekenis, omdat 3! alleen in gedifferentieerde vorm
voorkomt. De 2; moet nul zijn, omdat deze aanleiding geeft tot restspannin-

gen, welke niet verdwijnen met de deformatie, want:

aw)
== = B! .
ok E=0 1

De ontwikkeling (7.17) moet dus beginnen met de kwadratische termen Zé, we 1-

ke een lineair verband geven tussen de spanningen en de deformeties. De der-

demachtatermen E; geven een tweede orde verband tussen de spanningen en de

deformaties en moeten dus in de lineaire theorie verwaarloosd worden, even-
1 1

als 24, 85 ete.

In de lineaire theorie is dus:

Z'= 5! =all +bII, . (7.18)

1
2
Voeren we de Lamé-parameters A en W in door
a=%(A+2p) en b =-2u,
te kiezen, dan gaat (7.18) over in
2= H(a+2w)1? - 2p11,
of

Eog (ea)(I -3 - $p(3-2, +1L,) . (7.19)

o] BRY

Uit (7.19) volgt dat

h

o1, = b+ E(Ar2) (T, -3) = w + 2021,

8% 3z (1.20)
= 1 =

8T, ~ "®*»  FTm, -9 -

Substitutie van (7.20) in (7.10) leidt tot




N = = [(A+20)1, - pk®] = o(k?) ,
e (7.21)
5 = - —E— [+ (A+2u)T,] = 0(K) ,
1+ %
want
I = 3(1,-3) = 3(3+K° -3 ) = 3%* . (7.22)
Dus in de lineaire benadering (K> = 0) is
N=0,
: (7.23)
S = - uk,

wat overeenkomt met de resultaten van de klassieke lineaire theorie (vers.

(7.11)).

Opmerking. Uit vergelijking (7.7) volgt het volgende verband tussen de span-

ningen bij zuivere afschuiving
Tyg = Tpp = KTy, o (7.24)

We beschouwen nu het geval dat het materiaal incompressibel is, d.w.z.
er is geen volumeverandering. Dit is een beperking (constraint) voor de de-
formatie. Een dergelijke constraint heeft altijd tot gevolg dat we een extra
onbekende krijgen. We kunnen dit hier als volgt inzien. Aangezien er geen
volumeverandering is, is de invariant IIIn constant en wel gelijk aan é&én.
Dit heeft tot gevelg dat de inwendige energie alleen nog een functie is van
Ia en II.:

Z=35(L,IL,) .

Deze twee grootheden zijn onvoldoende voor het beschrijven van een mecha-
nisch proces. We hebben dus nog een extra onbekende nodig. In dit geval is
dat de hydrostatische druk p., Dus voor een incompressibel materizal ig de
hydrostatische druk een principi&le onbekende. Deze moet bepaald worden uit
de randvoorwaarden. |
Vergelijking (7.5) gaat daarom, als we de hydrostatische druk afsplit-

sen, over in:

98 AL . -1
T=-pI+2-§-IT(B-I)—2a—II-’-(B -I), 7 (7.25)

of, met (7.2)
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1 0 0 .

X 0 0 K o
T=-plo 1 of+2E(x o O—ZSaIETK © 0. (7.26)
o 0 1 *lo o o 1o o0 o

Uit de eis dat desze spanningen aan de evenwichtsvergeli jkingen moeten wvol-
doen, volgt dat de hydrostatische druk p uniform is.
Stellen we als randvoorwaarde dat de spanningen op de vlakken z = con-

stant rul zijn, dan krijgen we voor de hydrostatische druk:
p=0.

Vergelijking (7.26) uitschrijven geeft dan

ax
T11 - 2K2 GIB !
an
T22 - - BIIE ’
(7.27)
: )Y Az
Tip = X (azl ¥ an,) '

T = Tpy = Tys =0

Voor deze spanningen geldt weer relatie (7.24).

Voor de normaalkracht N vinden we op analoge wijze als bij het compres-
g8ibele materiaal:

) ,
oK 3% 2. 3%

N=- + (24+%%) =] | .28

(1+x%) L% (. ) aIIl:l (7.26)
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VII.2. Torsie van een cirkelcylinder

k’

[

FigHWl.2

Voor het beschrijven van de torsie van een cirkelcylinder willen we ge-
bruik maken van cylindercodrdinaten. Aangezien dit kromlijnige co8rdinaten
zijn en omdat alle tot nu toe afgeleide resultaten gelden in cartesische
stelsels, moeten we hier eerst aangeven hoe we van een cartesisch op een
kromiijnig cobrdinatenstelsel kunnen overgaan. We doen dit in het volgende

intermezzo.,

Intermezzo
We beperken ons tot orthogonale codrdinatenstelsels. We voeren in het
cartesische assenstelsel x5 (i = 1,2,3) en het orthogonale, kromlijnige as-

senstelsel y_ (a = 1,2,3). Dan ge voor een lijnelemen :
telsel . 1,2,3). D 1ldt lijnel t ds

2
ds” = dx; dx, =0 o, , (7.29)

waarin % infinitesimaal is, maar geen exacte differentiaal. We kurmen voor

o nameli jk schrijven:

0, =T - | (7.30)
s |

Met een streep onder een index geven we aan, dat over deze index niet gesom-
meerd mag worden.

Nemen we als voorbeeld cylindercobrdinaten (y1 =Ty, =0,y = z)
dan is

2

da” = dr2 + r2d82 + d22 .
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Dit geeft dat

a

1l
o8
H

1 * Ve T '
of )

1
By =h =1, h == . (7.31)

Opgave. Bepaal de ha voor bolcodrdinaten.

Met behulp van de kettingregel kunnen we (7.29) schrijven als

2

ds” = dx, dx, = X o %4y dy, dy,, - ‘ (7.32)

We zullen nu eerst bewijzen dat uit de orthogonaliteit van de ya-cob’rdinaten
volgt dat

X a ¥y T O alsa#b. (7.33)
Noemen we de basisvectoren van het ya-stelsel e, en van het xi—-stelsel gj:; ‘
dan geldt, als x de plaatsvector is van een willekeurig punt:

0x 0x axi

£a” 3y, = 8%, oy, = X,a%i 0 - (7.34)
Omdat het y&-stelsel orthogonaal is, geldt

(ga,g_b) =0 als a#%b,
waaruit met (7.34) volgt dat

X a xj,b(-@-i , gj) =% %, =0 alsa #b.
Hiermee is (7-55) bewezen. Dit resultaat kan ook geschreven worden als

X8 % = Oap N& met N, := %8 %, * (7.35)
Hiermee gamat (7.32) over in:

2 I\11 2 N2 2 l\13 2
90 =0 Mg Wy By = 59 + 50, 50, | (7.36)
- h, h2 h3

met (7.30). Aan (7.36) en (7.29) kan alleen dan gelijktijdig en in ieder
punt worden voldaan als




- 68 -

of, met (7.35), als

h = ——— | (7.37)

Met dit resultaat kunnen we het probleem van de torsie van een cirkeleylin-
der behandelen. We geven de plaats van een punt véér de deformatie aan door:
R, 8, Z (algemeen YA) en nd de deformatie door: r, 8, z (algemeen ya).

We beschouwen nu een infinitesimaal lijnelement 0 als een rotatie van
het 1ijnelement dx:

Og = %y 3%5 - (7.78)

Yoorbeeld. Voor cylindercoSrdinaten is:

X, =T cos e , X, =r sin © , X, = 2.

Dit geeft:
dx1 =co8 B dr - sin 6 rde = g, cos 8 - o, gin 9 ,
dx2 = 38in & dr + cos 9 rdf = 9, sin § + o, cos 8,

dx, = dz =o_ ,
3

of, omgekeerd:

g = co8 B de + 8in 8 dx2 y

Q
It
1

m

!—3’.

©

j=1

]

+ cos @ dxb s

2
g = dx
3 3
Zodat hier _
cos 6 sin 6 0
qai = [-8in § cos B 0 .

0 0 1

Uit (7.30) krijgen we

S W I
a hﬂ hE a,i i’

waaruit we met (7.38) vinden dat

qai =

... | (7.39)

ayi

I‘”WI_l
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Op analoge wijze kunnen we voor een 1lijnelement v88r de deformatie schrijven

day

A1 -
B={ < HA'YA,oc Xy = Qo Xy (7.40)
met
;
Yo = E Yo (7.41)

Hiermee krijgen we voor de deformatiegradiént tensor betrokken op het YA— en
ya-stelsel:

¥y, . X HA X =

. =1 =
Fan = Tai Fia(Q' )aA B a,i “i,a oy A

i | e

" Yo, ° (7.42)

1
a

Opmerking. Vergelijking (7.42) kan ook afgeleid worden met behulp van de
vergelijkingen (2.4)- (2.6). We hebben namelijk:

1 1
ds, =5 9V, = h, Ya,a %

a
a
en
1
ds, = = dv, ,
L7 E T
~ zodat (2.6) wordt:
ds = — dY, =F_, 43, = == F , a4y
a"haya,A A7 Taa AT H Tan Hae

waaruit direct (7.42) volgt.

We gaan nu terug naar het torsieprobleem, dat wordt gekarakteriseerd
door de deformatie:

r=R, 06=0+KZ, z=2, (7.43)

1 : 1
h=h =H =H =1,h=;,H=§, (7'44)

1 0 0 |
F=1[0 1 R, | (7.45)
o o0 1
en
1 o o0
B=FF = |0 1+Kr% &e|. - (7.46)
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Voor de invarianten van B vinden we
2
IB=IIB=-.‘5+K21. , IIIp=1. (7.47)

We beperken ons hier tot het geval dat de cylinder gemaskt is van een incom-
pressibel materiaal (bijv. rubber).

De constitutieve vergelijking luidt dan, volgens (7.25):

T=-pI+a(ke)(B-I)+vy(ke)B'-1), (7.48)

waarin « en y door het materiaal bepaalde functues van Kr zijn, en de hydro-
statische druk p een principi&le onbekende is, welke volgt uit de evenwichts

vergelijkingen en de randvoorwaarden. Vergeli jking (7.48) uitschrijven geeft

Tp =~ p +a(kr) + y(kr) ,

Tog = = 0 + a(ke)(1 +Kr?) + y(kr) ,

T = -1 +a(kr) + y(ke)(1+K%2?) (7:49)
To, = Kela(kr) - y(kr)] , Trg = Tpy = O .

De evenwichtsvergelijkingen voor de Canchy-spanningen in cyiindercobrdinaten

en bij afwezigheid van volumekrachten luiden:

aT aT oT

re 1 "rg rz _ 1 _ N
ox Tr os T oz Tr (T~ Teg) =0
ar aT 8T, .
ro . 1 768 gz, 2 _
or ¢ 50 b8z ‘' 1 Tre =0, (7.50)
aTrz+laTez+6Tzz+lT .
dr r 36 Bz r “rz °
Substitutie van (7.49) in (7.50) leidt tot
_ 0%, daf{Kr)  dy(Kr) _
57 T dr T ap Kra(Kr) = 0 ,
9p _
ap = O (7.51)
3p _
az O L

Hieruit vinden we voor de hydrostatische druk
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p = p(r) = a(ke) + y(Kr) - € [pa(Kp)dp +C , (7.52)

To

waarin z, de straal van de cylinder is en C een constante, welke bepaald

wordt uit de conditie dat de mantel spanningsvrij moet zijn, of:

Tp = Tig=T,=0 wvoorr=r . (7.53)

Met (7.49) en (7.52) vinden we hieruit:

C=0. (7.54)

Substitutie van (7.52) en (7.54) in (7.49) geeft voor de Cauchy-spamingen
in een getordeerde, incompressibele cylinder

r

0
TI'I‘ =% pa(Kp)de ,

Lo
Too = - K [pa(e)dp + € 7° alxe) ,

r, | (7.55)
T -¥ |pa(¥p)dp + K ¥ v(kr) ,

T

Tq, = Erla(kr) -Y(Kr)] ,
Tr@ = Trz =0.

We zullen nu laten zien dat in de niet-lineaire theorie voor de torsie
van een cirkeleylinder niet alleen een wringend moment in de einddoorsnede
nodig is, maar ook, t,g.v. het Poynting-effect, een normaalkracht.

Voor het torsie-moment in een doorsnede geldt:

en T Lo
M, = f fr']i_‘ezrdedr = 21:Kf r*la(ke) - y(¥r)Jar . (7.56)
0 0O 0

Voor de normaalkracht in een doorsnede geldt:

2n T, Ty
N, = f szzrded.r S f[ot(Kr).- 2y(¥r)jr3dr . (7.57)
¢ q , 0
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Uit experimenten verricht Op een rubber staaf is gebleken dat Né een druk-

kracht is. Dus moet

a(kr) - 2¢(Re) > 0 . (7.58)

In de lineaire theorie, d.w.z. in de limiet K = O, worden a en Y constanten,

en als gevolg daarvan wordt:
M =0(K) en N =0(&).
z Z
Dus in de lineaire theorie is, zoals bekend, de normaalkracht NZ nul.

We kunnen dit probleem nog iets uitbreiden door een incompressibele cy-
linder zowel te torderen als te rekken. De deformatie wordt dan beschreven
door
r=MR, 6=06+Kz, z=0CGZ (4 Ken G constanten). (7.59)

hangezien het materisal incompressibel is, moet de volumeverandering nul

zijn, waeruit volgt:

2 1
A =z - “ (7-60)

Op analoge wijze als in het vorige probleem vinden we voor de deformatie-

gradiént G en voor de linker Cauchy-Green-tensor:

A 0O O A2 0 0
F= (0 A ¥f{ , B=/|0o a%+%® oxe| , (7.61)
0 0

o , 0 GKr ¢?

en voor de invarianten van B:

I = ? +'§-+G2r2 y Il =26 +j,:+ 2G1"2 , IIp =1 . (7.62)

De hydrostatische druk p wordt nu
T, ,
p = S orl) + 1 [oaiiag O (1.63)
I
en de spanningen T}r en Tezz
To
.= -K fpa(p)dp :
r
To, = Okela(ir) - LEEL] (1.6)
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In (7.63) en (7.64) is r, de straal van de cylinder né de deformatie.

Uit (7.64) vinden we voor de normaalkracht en voor het torsiemoment in

een doorsnede:

r I

o] 0
N = 2n (G2 -é—) u(G,kr)rdr - nx? f[a(Kr) - %GE)-] r dr ,
d 0
To
M = 2ncK fp(G,K’r)rs ar , (7.65)

]
met

0 (G, Ke) = a(ke) - L&)

G

In de lineaire theorie krijgen we, omdat o en y dan constant zijn:

o, \
Iétio < = &k u(@) =: 1(e) ,

(7.66)

. - a0 .
Ig_in:) N, = nR0<G-- G2> w(a) =: N (@),

r, 4o straal is van de cylinder v6ér de deformatie.

PN

waarin-RO =

Slotopmerking. In de niet-lineaire elasticiteitstheorie worden de volgende

manjeren van oplossen onderscheiden:

i) Exacte oplossingen, Dit is slechts bij een kleine klasse van problemen
mogelijk. Een eerste vereiste is hierbij een eenvoudige geometrie van
_het lichaam. "
Voorbeelden van exact oplosbare problemen zijn, behalve de hierboven
behandelde nog: het opblazen en torderen van een bol, het binnenste
bulten keren van een bol of bolachaal, het rekien en torderen van een
holle cirkeleylinder.
ii) 2°-orde-benaderingen, zoals de vijf-constanten-theorie. Hierbij wordt

in de uitdrukking voor de elastische energie volgens (7.18) behalve Z£
ook

E! =c§ +AT I, +e IIT,

meegenomen, zodat we dan vijf elagticiteitsconstanten hebben.
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iii) Systematische theorie. Hieronder worden verstaan oplossingen m.b.v.

storingstheorie, reeksontwikkelingen e,d.
Voor literatuur zie de boeken van Green-Zerna,

Green-Adkins en Bringen
(Non-linear theory of continuocus media).
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VIII, Buperpositie van een kleine deformatie op een eindige. Theorie van de

voorspanningstoestand

In dit hoofdstuk zullen we het volgende probleem beschouwen: we defor-
meren een lichaam (ongedeformeerde toestand X) eerst naar een eindig gede-
formeerde toestand E, welke we de nultoestand of voorspanningstoestand noe-
men, en vervolgens superponeren we op deze nultoestand een kleine deformatie
gekarakteriseerd door de verplaatsing u. Geven we de eindtoestand aan door

X, dan is dus:

X< +u .

(8.1)

Het klein zijn van de deformatie houdt in dat:

du.

< 1
oF .
aJ

We zullen voor het hierboven beschreven probleem een theorie ontwikkelen,

waarin we alle hogere machten van (aui/aaj) zullen verwaarlozen.

De theorie van de voorspamningstoestand heeft een belangrijke toepas-

gsing in de stabiliteitsthecrie.

,We zullen ons hier beperken tot elastische materialen, maar analoge re-

sultaten kunnen worden afgeleid voor andere materialen. We nemen aan det de

nultoestand een bekende toestand is, en we beperken ons tot statische nul-

toestanden. We geven grootheden welke betrekking hebben op de nultoestand

aan door een bovenindex: o.

De deformatiegradiént in de nultoestand is dua:

0E.
o _ _i_
Fig 3% = Bi,q ? (8.2)
g
en in de x-toestand:
dx,
=—'1‘=X .
ic BXa i,
Het verschil van deze twee noemen we 3F:
SF, :=F, -F = (x -E) - )
ia i . io i "i,a i,a
du, dE. )
= ===l ° ’ (8.3)
agj axa ij " ja
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waarin

H., 1= =% ., (8.4)

We zien hieruit dat dF bestaat uit een bekend stuk: FO plus een onbekend
maar lineair stuk: H.

We kunnen H ook schrijven als

du. axk du. auk du,
- 1 = 1 —_) i 2 _
RS 5L, b <6k,j * aga) %, + 00y )7 =y S, (8.5)

omdat we termen van O((ui j)z) verwaarlozen. We mogen (8.4) dus schrijven
’

als

waarbij het geen verschil maskt of ,j differentiatie naar Ej’ dan wel nasr

xj betekent.

Voor een elastisch materiasal geldt voor de Cauchy-spanning de volgende

constitutieve vergelijkiug:

Oe
acaﬁ i,a Tj3,B °

T..=2p (8.6);

1J

0 . . .
Schrijven we p = p~ + dp, waarbij po de soortelijke massa in de nultoestand

ig, dan luidt de continuiteitsvergelijking (3.4) in gelineariseerds vorm:

- 0
+ =0 .
P t+p ui,i 0

De oplossing van (8.7) luidt, omdat p° constant is, de nultoestend is immers

statisch,
0

p - P (1"'ui’i) [} (8;8)

of
_ o_ _ o0

p=p-p =-p TR
Voor xi,a geldt:

% a= (& ) o=k g 9.5 %, (8.9)
Ontwikkelen we O in een Taylorreeks om de nultoestand, den krijgen

«p

we:
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0 0
e ( Je ) ( 5e 6)
= + () aC _ + ... (8.10)
3C 3C C__ oC ® ’
op ap %qp °Cy Y
waarbij ) e
8¢, =0, -¢ =x  x , -, £ .=

o Yd Yo i,y 71,d 1,y "1,0

R AR TR ROLC PR LY I T

. . E. ) +u. . E. . + opee . 8.11
Ui, El,v EJ,5 %i,3 El,é EJ,Y ( )

Substitueren we (8.11) in (8.1C) en bedenken we dat CYa = CBY dan krijgen we

0 2
dg dc a°e )
= + 2 | u, .k, . + . 8.12
30, (acaﬁ> (ac ap Crp) iyd Biy 53,8 (8.12)

We substitueren (8.8), (8.9) en (8.12) in (8.6) en verwaarlozen de ter-
men van O((ui j)z), wat leidt tot
!’

0 0 0 0
T3 7 Ty 7 Mo ek Ty B T T Wy Qi Be,p 0 (8013)

waarin -
©, =228 ¢ g (8.14)
15 © P acmB 1,0 °3,p .

de, bekende, Cauchy-spanning in de nultoestand is en

Yiger = Gerig T Yy T Yyye 4P (ac ) “i,a 55,8 Bryy Ba,0 0 (8415)

coéfficiénten zijn, welke afhankelijk zijn van de voorspanningstoestand en
van het materiasal,
Voeren we in de lineaire deformatletensor € en de lineaire rotatieten-

sor R door:

—

-=-j; R '=—'1'- -
815 g(ui’j +uj,i) R Rij : g(ui’j uj,i) , (8.16)

dan gaat (8.13) over in:

N 0 _ = o _ 0 = _ 0 -
6Tij = Tij- Tij = Rik Tkj Tik Rkj Tij'tre +
- (o} 0 -
*ey Mo + T By + dijkﬂ € g (8.17)

ik “kj

of, in tensornotatie:

or = R7° - 1°R + L(3) , (8.18)
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waarbij L(e) een lineaire vorm in e voorstelt. Uit (8.18) zien we dat T

hiet noodzakelijk nul hoeft te zijn als € = Q.

We gaan nu de évenwichtsvergelijkingen voor 6Tij bepalen. Voor de af-
leiding zullen we een soort ecerste Piola-Kirchhoff-spanningstensor gebruiken
welke nu niet betrokken is op een oppervlak in de X-toestand maar op een in

de E-toestand. Noemen we deze spanning f, dan geldt, naar analogie met
(3.51):

3t

IR S |

T5=7 =y T3 , (8.19)
met

J=det H=1 +u, , + ... . (8.20)

i,i

Met

3t

Loy u) =, - .,

axk axk i i ik i,k
en

D .= T, 45T

e kJ kj?

en (8,20) gaat (8.19) over in:
o] 0
Tis = (M¥my g) Gy vy (T, Ty L) =

0

_ 0 0
= Tij + wij + Tij e 1 Tkj By Foeee (8.21)

. ,
Voor T en T° gelden, volgens resp. (3.62) en (3.31) de evenwichtsvergelij~

kingen
bl 0
aT,ji 0 aTji 0.0
=-p by ; =-p b, (8.22)
azj i agj i

waarin b en p? zijn de volumekrachten in resp. de x- en de t-toestand.
Vergelijking (8.22°) aftrekken van (8.22') geeft:

d A G 0 o]
5’2’; (Tji-Tji) +p (bi-bi_) = 0. (8.23)

Met (8.21) krijgen we hieruit:

0
0 aT'i 0 o
T (BTJ.i) + _'l"agj Uy T

. . - LWL o, .+
Jji uk,kJ Tkl uJ,kJ




_"{9_

ar°
ok O —1°%) =
. u; p te (by-bi) =0, (8.24)

of, met (8.22°) en omdat: Tli. °

1 %505 = Tap W 5 (j en k zijn dummy-indices)

°b9u
1

Kt po(bi-bg) = 0. (8.25)

0.0
(BTij)’j +p bkui,k -p
Voor de randvoorwaarden in de spanningen kunnen we het volgende afleiden:
Koem g? de normaal op een uitwendig oppervlak in de nultoestand., Dan geldt,

A
krachtens de definitie van T, voor de oppervlaktespanning in de x-toestand:

., = @.. ng . (8-26)
1 J1 )

Voor de oppervlaktespanning in de ¥-toestand geldt:
b =T, n) . (8.27)

Vergelijking (8.27) aftrekken van (8.26) levert:

_ _ o /B _ 0
8ty a= b -t = (B T?ji)nj . . (8.28)

Werken we dit uit met behulp van (8.21) dan krijgen we:
_ 0 o _ 0
ot; = 6Tji ny o+ T%i U g B ﬁii Uy g By (8.29)
Opmerking. De niet-lineariteit van de vergelijking kan bij zekere deforma-
ties aanleiding geven tot bifurcatiepunten. In deze punten moet de stabili-
teit van de verschillende oplossingen worden onderzocht. De hierboven be-
schreven theorie geeft een van de methoden om deze stabiliteitsvraagstukken

op te lossen.

Voorbeeld., We zullen als voorbeeld behandelen een prismatische staaf, welke

we eerst eindig rekken en daarna een klein beetje torderen.
We zullen eerst de rek bekijken. De rek in de lengterichting, d.i. de

z-richting, kan worden beschreven door:
X=AVX, y=AVY, z=V3Z. (8.30)

Hierin is V een gegeven constante, terwijl de constante A, welke een maat is
voor de dwarscontractie, nog nader bepaald moet worden. Voor een incompres-
8ibel materiaal wvolgt A uit de eis dat het volume onveranderd moet blijven;

dit geeft: =
.
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dxdydz = dXdYdZ ,
of

By o150 = (8.31)

v
Voor een compressibel materiaal volgt A, zoals we verdercp zullen zien, uit
de eis dat de mantel spanningsvrij moet zijn,
Uit (8.30) vinden we:

A0 0 22v2 0 0
F=[10 AV 0], B= o A*V o |, (8.32)
0 0 v ) 0 v
en
I, =~V (1+2%) I, = A% (2+2%) Ig = AV (8.33)

De invarianten zijn dus constanten.

Voor de Cauchy-spanningen vinden we met (7.5)

_ - 2 1
TXX—TW—6+QAV2+Y;L2V2 '
T, =0+ aP + j%- R (8.34)
T =T =T =20,

Xy Xz ¥z

waarin «, vy en & functies zijn van de invarianten van B en dus van A en V.
Nu moet de mantel spanningsvrij zijn, d.w.z. dat aan de mantel moet gelden
(nZ = 0):

+ T

ix Py T Tip Ry, =0, wvoor i=1,2,3 . (8.35)

Hieraan is alleen te voldoen als

Tox = Ty = 0

of, met (8.34)
1

P

Uit vergelijking (8.36) is A als functie van V te bepalen. Het is mogeli jk

5 +a A’ V¥ 4+ 0. (8.36)

om materialen te bedenken waarvoor (8.36) geen retle A als oplossing heeft.

We nemen hier echter aan dat (8.36) wel een redle A geeft.
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Door met (8.36) & te elimineren uit (8.34) vinden we voor de spanningen

= (1) {aV® - I— R
a0 "2"2> (8.37)
T =T =T =T =7 =0,

XX Yy Xy Xz vz

Dit voor wat het rekprobleem betreft. We noemen de toestand beschreven door
(8.30) en (8.37) de nultoestand en we superponeren hierop een torsie, welke

we beschrijven door

u =u=-Dyz, u =v=Dxz, u3=w=Dcp(x,y), (8.38)

met
Df << 1, (£: karakteristieke lengbe)

9(x,¥) : welvingsfunctie.

De constante D is gegeven, de functie ¢ (x,y) moet bepaald worden.
Vergelijking (B.17) geeft met het verplaatsingsveld volgens (8.38) en
de voorspanningen volgens (8.37):

Bl = B = BT, =8, =0,
_ 2
ST, = (NN 9 L -¥) , (8.39)
_ 2
bTyz = Du(V)(x ¢,y-+x) s
met
w(v) s= av? o —X— (8.40)

AZy?
Vergelijking (8.24) geeft, bij afwezigheid van volumekrachten:

(bTxZ)’x + (atvyz),y =0,

of, met (8,39)

Ao =9 0. (8-41)

o T ¥y T

De randvoorwaarde: mantel spamningsvrij, luidt volgens (8.29)
6sz n_ o+ 6sz ny =0,

of, met (8.39)

(qn’x-y)nx + (cp’y+x)ny =0. , (8.42)
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Voor de normaalkracht in een doorsnede z = constant geldt:
N =ﬂm dxdy = (1-22)u(V)a A2 v2 (8.43)
Z 22 0
A

waarbij AO het oppervlak in de ongedeformeerde toestand is (AO = A/(L?Vz)).

Het torsiemoment is gelijk aan:

MZ =‘[T(x:¥yz'-y.sz)dXdy = Dp(V)X , (8.44)
met
* Fff(xz +7 +2%xg _-Ayo Jixdy . (8.45)
1 ¥ ' X
A

Voor de torsiestijfheid volgt hieruit

u
(V) &= Tz = w(VX . (8.46)

Tengevolge van de rek verandert de doorsnede van de staaf gelijkvormig.
Noemen we de welvingsfunctie wvoor de ongerekte staaf: ®(X,Y), dan moeten als
gevolg ven deze gelijkvormigheid ¢ (x,y) en 2(X,Y) evenredig zijn., We kunnen
dit direct zien door de vergelijkingen (8.41) en (8.42) toe te passen voor

de ongedeformeerde doorsnede:

@’ﬂ + @,YY =0,
(8.47)

(@ o~Y)n, + (q>’1+x)nY =0,

+ X X

- x o
Met ny =n_enn, < n., met (8.30) en met &(X,Y) = Q(KV ,-%%) is dit te
gchrijven als

40 =0
y XX 1 ¥Y ! T
(8.48)
2,2 2.2 _
(A" v tIJ’x-y)nx + (A Vr@,y+x)nx =0,
Vergelijken van (8.48) met (8.471) en (8.42) geeft:
2 . 252
o(x,y) = V0 e(FF, &) = Vi e(xy) . (8.49)
Met de grootheid
K = || (@ +T +X® _-Y& )dxay , (8.50)
0 y ¥ s X . '

0
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welke alleen afhankelijk is van de ocrspronkeli jke, ongedeformeerde, door-

snede kunnen we voor de torsiestijfheid volgens (8.46) schrijven:

(V) ;i(V)ﬂ(x2 +y° +3 % x9 _-A%yo Ddxdy =
' + X
fy

It

w(vV)at v“ff(xz +7 +A2 Xe . - A2 Yo ,)axay -
A
o]

(O v (3 -23(3, =% )], | (8.51)

met

Jb = jjkx? +Y2)dXdX':;polaire traagheidsmoment van de ongedefor-
rs meerde deoorsnede.
0

Uit de klassieke, lineaire, torsietheorie is bekend dat voor niet-cirkelvor-

mige doorsneden geldt:

=~
J0 Kb .

We zien dan uit (8.51) dat de torsiestijfheid 7 nul wordt door

V=3 >0. (8.52)

Voor een incompressibele staaf geeft dit met (8.31):

J -K
0<V? =B cq, (8.53)
0 .

Dus: door indrukken van een staaf is de torsiestijfheid nul te krijgen,
d.w.z. de staaf zal reeds bij een te verwaarlogzen klein torsiemoment gaan
torderen. De ingedrukte toestand is dan instabiel. We Spreken hier van tor-
sieknik. Bij de meeste staven is deze torsieknik niet zo belangrijk, omdat
de kracht waarbij buiginik optreedt dikwijls veel kleiner is. Alleen bij
doorsneden waarvoor de buigstijfheid veel groter is dan de torsiestijfheid,
bijvoorbeeld slanke kruisvormige doorsneden, treedt torsieknik eerder op dan
buigknik. '

We hebben in dit voorbeeld gezien dat door de rek van de cylinder de
torsiestijfhéid werd beinvloed. Dit verschijnsel geldt algemeen; door de

voorspanningstoestand worden de materiaalconstanten veranderd.
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IX. Probleem van Knowles. Niet-lineaire trillingen van een cirkelvormige(/'

elagtische, incompressibele buis

Literatuur
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elastic material, Quart. Appl. Math. 18 (1960), 71-177.
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C. Truesdell and W. Noll, Non-linear field theories, § 62 en § 95.

We zullen in dit hoofdstuk het probleem bespreken van een cirkelvormige
buis, gemaakt van een isotroop, incompressibel, elastisch materiaal, welke

zuiver radiale trillingen uitvoert.

R, %

véér deformatie ni deformatie

Fig. IX. 1.

We geven de plaats van een materieel punt aan met de cylindercodrdina-
ten: R, 8, Z, v66r en: r, 6, z, néd de deformatie. We beschrijven de deforma-

tie door:
r=T(R,t), 6=0, z=2, (9.1)

Met de vergelijkingen (7.42) en (7.44) krijgen we hieruit

3R 0 0]
F=)0 & ol . - | (9.2)
c 0o 1
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Aangezien het materiaal incompressibel is, moet
det F =1,
wat, met (9.2), leidt tot:

dr(R,4) _ _ R ) )
3R (R, 1) (9.3)

De oplossing van (9.3) luidt met de conditie r = r1(t), voor R = R,

? = [7(r,t)]% = §® - R‘f +rf(t) . (9.4)

In (9.4) is R1 een bekende constante en r, (t) een nog onbekende functie van
de tijd +t.
Uit (9.2) volgt

52- o 0 = o o
T R
2 2
B=FF =| 0 I~ o) ®'=] o E 9 y  (9.5)
2 2
R r
0 0 1 0 0 1
en
R2 r2
II'_B=IIB=1+—-2-+-—2—- » IIIg=1. (9.6)
T R

Zoals bekend luidt de constitutieve vergelijking voor de Cauchy-span-

ning voor een isotroop, incompressibel, elastisch materiaal:
-1
T=—pI+aOB+YOB , (9.7)
wasrin a en y, functies zijn van Iy en IIg, of, volgens (9.6),

2 2 2 2
R T R r

. =a<1+—+—-) oy =T(1+-—+—> . (9.8)
0 0 r2 2 0 0 r2 RE

Schrijven we de relaties (9.7) uit in cylindercodrdinaten, dan krijgen we

R2 I'2
Typ == Pty Y, S,
r R
2 2
R
Tog = =P + 0 =4+ y ==
1] 0o _2 o 2 *?
R r , (9.9)

+3
1§
|
o]
&
R
=)
+
o—<

22
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Tre - Trz = TGZ =0

De nog onbekende p = p(r,e,z,t), welke hier niet de hydrostatische druk is,

moet worden bepaald met behulp van de bewegingsvergelijkingen en de rand-

voorwaarden.

Uit (9.9) vinden we

oo = (- 5 o) - (5 - ) (9.10)

waarbij
’ R2 1'2 ~
“:=ao_Yo=u<‘|+—2-+R_2)=u(I‘). (9-11)
iy

Voordat we de bewegingsvergeli jkingen kunnen opschrijven, moeten we
eerst de versnelling a = (a rBg8, ) berekenen. Uit het feit dat er alleen
beweging is in de r-richtlng volgt direct

a, =a, =0, (9.12)
Voor de snelheid van een punt krijgen we met (2.27) en (9.4):
_aE(R,y) _ 5 (8)F (8)

3t ':-:'(R,t) = F(R:t) ’ (9-13)

en hieruit volgt met (2.29) voor de versnelling

3F(R4) E(8) v, (8)F NOREAAD)

R=R(z,t) T r3

(9.14)

R(r,t) = Vﬁf +1° -:ﬁ(t) . {9.15)

Met (9.15) kunnen we de zg. extra—spanninéénkT-+pI volgens (9.9) ook als
functie van de Bulerse codrdinaat r schrijven. Substitueren we dit span-~
ningsveld en de versnelling volgens_(9.14) in de bewegingsvergelijkingen
(3.31), uitgeschreven in cylindercodrdinaten (zie (7.50)), dan krijgen we,
bij afwezigheid van volumekrachten:

0 TIT TI‘I‘ - ‘.'['ee

ar T

=0, — ~(9.16)

e i e T

s S et i . L el
mndtamuEathe JeloL A LR

i R

o

om T
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R _
T Bz 0.

Uit (9.16%) en (9.16) volgt dat p, en dus, volgens (3.9'), ook T, alleen
een functie van r en t kan zijn.

Met (9.10) en (9.14) is (9.16') te schrijven als

ar T - 3

r

oT__(x,t) {i-‘j‘(t)+r1(t)i:‘1(t) r‘?(t)f‘?‘(t)}
=p -+

[y e l‘;m (91
{ i ol T (9.17)

De algemene oplossing van (9.17) luidt, als we bedenken dat, t.g.v. de in-

compressibiliteit, de dichtheid p constant is,

ra(t)fz(t)
Trr(r,t) = p[{f?(t)-+r1(t)f1(t)} log r + -J———-?L——-} + ¢(t) +
2r

; f[—i—“z; t) _ g}'fit—)\mfldr , (9.18)

~ waarin ¢(t) een onbekende functie van de tijd is.

We schrijven de volgende randvoorwaarden voor

Trr = - P1(t) s Voor r = r1(t).
' (9.19)
T =~ Pa(t) , VOOT T = ra(t) ,
waarbi P1(t) en Pe(t) bekende functies van de tijd zijm.
We voeren in de volgende grootheden
r (t) 2
x=x(t) == p— , w=ulnt) = —E—
1 RS(r,t)
2 (9.20)
R2 _
Y i=—-1>0
R ’
]
en de functie
xé
A 1 du
£(x,y) = (M +u)iu+z-2) = (9.21)
2 u
Y+x

Y +1
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waarbi j ﬁ gedefinieerd is door
ﬁ(u-+§n-2) = p(1 +u_+£ﬂ . (9.22)

Upmerking: ﬁ wordt genocemd: de gegeneraliseerde glijdingsmodulus. Bij zui-
vere afschuiving geldt namelijk:

T
_%K = () (K volgens (7.1)).

Teneinde een differentiaalvergelijking te krijegen voor de variabele x(t),
waaruit de onbekende functie ¢(t) is ge€limineerd, schrijven we vergelijking

(9.18) voor r = r1(t) en r = ré(t) en trekken deze twee vergelijkingen van
elkaar af. We krijgen dan

P, (t)-P,(t)
x log (‘I + -E-):: + l:log (1 + J;) - '-—T—a-]f + f(x,v) = — 22 . (9.23)
X P4 Y +x %pR

We gaan eerst de vrije trillingen van de buis bekijken, d.w.z. we nemen

P1(t) -E(t)=0.
In dit geval kunnen we vergelijking (9.23) eenmaal integreren, We krijgen

3 1og (14 L) 4 v(y) - 0, (9.24)
X

met

X g2
-5 Je fz (1+u)fitu+l-2) B gg (9.25)
PR yke | ?
Y +1

Opmerking: Aasngezien, volgens (9.18) en (9.21), £(x,v) gelijk is aan de
spanning T bij afwezigheid van beweging, volgt uit (9.25) dat P(x,y) even-
redig is met de inwendige elastische energie.

Voor de kinetische energie T van de buis geldt:

r r
2 2
T = f 292 onrpdr = npfrvadr . (9.26)

Ir I
1 1
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Met (9.13) en (9.4) wordt dit

T=nprf(t>fﬁ<tf 2 = o (0)F] (t)log(-)=
1
B -F
= prpr? (0 (1) 20g(1 + 2L ) (9.27)

1

waaruit we zien dat de eerste term van (9.24) evenredig is met de kinetische
energie van de buis. Conclusie: vergelijking (9.24) komt overeen met Qe be-~
kende betrekking:

T + U = constant .
We nemen san dat we een materiaal hebben waarvoor | positief is. Uit
(9.25) volgt dan dat F(x,y) altijd groter dan nul is, behalve voor x = 1,

waar hij gelijk aan nul is. F(x,y) is dan monotoon dalend voor O <x < 1, en
monotoon stijgend voor x > 1 (zie Pig. IX.2).

Fix,y)

Fig. IX.2.

De integratieconstante C in (9-24) volgt uit de beginvoorwaarden. Stel dat
X=x , X¥= ib opt =20, (9.28)

dan is volgens (9.24):
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=322 log (14 %) +R(x 1) >0 (9.29)

*o

Lossen we uit (9.24) x op, dan krijgen we

) C-F(x,vy)

X = i\/ - . (9.30)
Ly X
=X log (1 + >

Mu geldt: de beweging is periodiek dan en slechts dan als de vergelijking

F(xy) = ¢, (9.31)

twee wortels heeft in het interval C < x < «, Noemen we die wortels a en b

(e > b) dan is periocde T gelijk aan
% log 1 + ;)
'I'—2 dx— f —F = ax (9.32)

Opgave. Bewijs dat, als ﬁ uniform naar beneden begrensd is, d.w.z. er be-

staat een getal A> 0 zoda.nig dat § = A voor alle positieve x en y, F(x,y)
onbegrensd is voor x - 0" en X —=co,en dat in dat geval vergelijking (9.31)
voor alle C > O precies twee enkelvoudige wortels a (O<a< 1) end (b> 1)
heefs,

We gaan nu de oplossing vereenvoudigen door een dunwandige buis te be-

kijken, dat wil zeggen dat R1 il 32 & R en y << 1, Dan geldt

x +1—2- 2
x -~
WE) =2 um P L A(e)as (9.33)
y=ot ¥ PR 5
Voor zeer kleine y gaat (9.29) over in
C-—%—xﬁ:‘cﬁ(—z‘+...>+%YW(x§)+... , (9.34)
X .
0
Zodat vergelijking (9.31) wordt:
W) =+ W) . | (9.35)

Vergelijking (9.35) heeft twee wortels: a, en b, welke voldoen aan
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omdat

zoals volgt uit (9.33).

Voor de periode van vrije trillingen voor een dunwandige buis krijgen

we
1/&0 )
T - zf [ +W(x2) - W(x*)] % ax . (9.36)
8JO

We kunnen de resultaten nog op een andere manier vereenvoudigen, nameli jk

door een speciaal materiaal te bekijken. We zullen hier een zogenaamd

"Moorey-Rivlin-materiaal' nemen, dit is een materiaal waarvoor a en vy, (en
A = .
dus ook p en fI) constant zijn.
We kunnen (9.7) ook schrijven als
-1
T=-pI+u(z+p)B - p(3-8)8" , (9.37)

met i en P materiaalconstanten. De constitutieve relatie (9.37) is af te

leiden uit de energiefunctie
pL = du[(Z+p)NI5-3) + (3-8)(115-3)] . (9.38)

Riviin heeft verscheidene experimenten verricht aan rubber staven, waarvan
hij bericht in het artikel:
Rivlin, Torsion of a rubber cylinder, J. Appl. Phys. 18 (1947), 444 - 449.
Deze experimenten tonen aan dat het Mooney-Rivlin-materisal een zeer goede
beschrijving voor rubber geeft, zelfs bij rekken tot 400 & 600% .

Voor het speciale geval dat B = % spreken we van "neo-Hooke 's-materi-
aal", De hierbij behorende energie & is afgeleid met behulp van de, discre-

te, theorie van de rubberelasticiteit.
Uit de conditie dat & = O moet zijn, volgt:
Ww>0, -if=sps<i, (9.39)
Voor een Mooney-Rivlin-materiaal gaat ¥(x,y) volgens (9.25) over in

1+ L

Flov) = = (1o ) 0(—) (9.40)

2pR1 , T4y
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terwijl voor een dunwandige buis (9.33) vereenvoudigd wordt tot:

W(x®) =(:_c2 + —12— - 2)—L . ' (9.41)

X
Vergelijking (9.35) is nu exact op te lossen. We krijgen

2 4 2 _4

-2 2
X pR X X p R
) 0 1 ] 1
a,o= 5 +'—2—+-—2—'—%-('———2—-+xg+7+
H 2xb K x,
1
2 $2oR?  2iipRS \E|®
P m + - ) ’ (9'42)
X
0
4
b = —
o a,

De uitdrukking voor de periode (9.36) wordt zeer eenvoudig, namelijk

T = nR'\/fT , ' (9.43)

waaruit blijkt dat de periode T niet meer afhangﬁ van de amplitude.

‘Tbt slot zullen we nog een eenvoudig geval van een gedwongen trilling

beki jken, en wel:

P () -2, (t)

1 o2 =<

5931

0, tso

. (9.44)
P, t>0 (P: constant)

We nemen aan dat de druk P wordt aangebracht in de ongesparmen toestand, dat
wil zeggen

In plaats van (9.24) krijgen we nu de vergelijking:
35 20g (14 L) 47 (n1) = 365 e (9.45)
x

Er treedt een periodieke beweging op als de vergelijking

F(x,v) = #(x*-1)P , (9.46)

een positieve wortel a # 1 heeft. Alg P> 0 zal a > 1 zijn en bij P <O

hoort a < 1.
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De evenwichtsstand x =
(9.23) door % =
uit:

b waarom de buis gaat trillen vinden we uit
x = 0 te stellen. We zien dan dat b gelijk is aan de wortel

f(X!T) =P . (9-47)

De periode van trillen is gelijk aan:

a log <1+-;L> )
T =2 1] x\/P(X2 I _2;“2(}”) ax| . (9.48)
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X. Lineaire viscoélasticiteit

Literatuur

Fredrickson, Principles and applications of rheologie, 1964, H6 (lineair) en
H7 (niet-lineair).

Jaunzemis, Continuum mechanics, H6.

Bland, Theorie of linear viscoelasticity.

Parkus, Instationfre Warmespannungen, 1959, HVI (lineair).

We zullen ons in dit hoofdstuk beperken tot de lineaire viscoélastici-
teitstheorie voor isotrope media. We zullen laten zien hoe, door middel van
laplace transformaties een analogon met de lineaire elasticiteitstheorie is
te verkrijgen.

We geven daarom eerst een overzicht van de lineaire elasticiteitstheo-
rie voor isotrope media (zie bijv. Collegedictaat "Toegepaste Mechanica",

Alblas). Deze theorie is gebaseerd op de volgende vergelijkingen:

i) het verband tussen deformaties en verplaatsingen:

W=

(ui,j-+u. ) - (10.1)

..
1] Jyl

ii) de bewegingsvergelijkingen:

tij,j *tpby = pt, , (10.2)

iii) de wet van Hooke:

tij = hbijekk + 2usij , (A en p: Lamé-parameters). (10.3)
In (10.2) en (10.3) zijn tij de spanningen; in de lineaire theorie bestaat

er geen verschil tussen de Cauchy-spanning en de Piola-Kirchhoff-spanningen.
De wet van Hooke is ook te schrijven in de, in de technische literatuur meer

gebruikeli jke, vorm:

1 .
e =3 [txx-v(tyy-+tzz)] , (cyclisch),
| (10.4)
S (cye lislch)
w 2G_ }{y. b 3

met:
E: elasticiteits- of Young's modulus,
v: dwarscontractie-codfficisnt of constante van Poisson,

G: afschuif- of glijdingsmodulus.
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Tussen deze drie materiaalconstanten bestaast het verband:

E

G = Erqugy . (10.5)
De vergelijkingen (10.1) - (10.3) vormen een stelgel van 15 vergelijkingen
Eij en u, .
De bij deze wergelijkingen horende.randvoorwaarden luidens:

voor de 15 onbekenden tij’

. - *
op Sp oty ny = (ti voorgeschreven ) , (10.6)
op 5,: u; = ut, (ug voorgeschreven) . (10.7)

SP en Su zijn dat deel van het oppervlak, waarop de sparmingen respectieve-
lijk de verplaatsingen zijn voorgeschreven.
Door uit (10.1) - (10.3) tij en € te elimineren, verkrijgen we de

Navier-vergelijkingen:

coae F(1=2v)u, .. =pa, - ¢b, . 10.8
us 53t (T=2v)uy o= ey - pby (10.8)
We voeren in de deviatorische spanningen (Sij) en deformaties (eij)

door:
- 1
Biy = b3y - 3 bij b (10.9)
6., 1= B, - x5, . £ . (10.10)
ij ii 3 "ij kk

8,.=~e.. =0, ' (10.11)
11l 11

De wet van Hooke gaat hiermee over in:

g8,. = 2Ge, ., ,
1] 13
(10.12)
_d=-2v)
&4 =T E® by -

Voor een lineair viscoé€lastisch medium krijgen we in plaats van de wet van

Hooke (10.12) de volgende algemene constitutieve vergelijkingen:

P(D)sij = Q(D)eij ,
(10.13)
F(D)tii = H(D)sii .
_ .. : . . ()
Hierin zijn P(D), Q(D), F(D) en H(D) polynomen in de operator D := I

Dus
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2 o, 2 )= 3 n, 23 (10.14)
PD)= & p_—,...,HD) = 5 h <= . 10.14
n=0 ®at® no T at"

De materiaalcoéfficiinten Pn""’hn kunnen van de tijd en de plaats afhan-
gen. We beperken ons hier echter tot constante en uniforme co&ffici&nten.
De vergelijkingen (10.1) en (10.2) zijn onafhankelijk van de materiaal-

eigenschappen en gelden dus ook in een visco&lastisch medium.

Opmerking. De vergelijkingen (10.13) zijn niet objectief. We zouden dan na-

D
melijk in plaats van de tijdafgeleiden g% y de Jaumann-afgeleide .3QF moe -
0

ten gebruikén. We zullen echter toch de vergelijkingen (10.13) gebruiken,

vanwege het grote praktische belang van deze vergelijkingen.

De vergelijkingen in de lincaire visco&lasticiteitstheorie kunnen aan-
merkelijk vereenvoudigd worden door het toepassen van Laplace transformatie.
We defini&ren de laplace trensformatie van een functie £{x,t), welke nul is
voor t < O, door

(=] .
= -at
f(x,8) = (7" £(x,t)dt . . (10.15)
O

Voor de terugtransform geldt:

£(x,8) = 5= [T(x,8)e°" as (10.16)

L
waarin L een rechte, evenwijdié ean de imaginaire as (in het complexe s-vlak)
voorstelt, met de eigenschap dat er rechts van L geen pdlen van f(x,s) lig-
gen.
Passen we deze transformatie toe op bijvoorbeeld vergelijking (10.13'),
en nemen we aan dat voor t < 0 de spanningen, verplaatsingen, snelheden, en

ook belastingen nul zijn, dan krijgen we:

B(a)5; () = @(s)5, ,(e) (10.17)

P n
P(s) = & P, 5 - (10.18)
n=o0
We kunnen dit ook toepassen op de andere vergelijkingen en krijgen dan het

volgende overzicht:
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Lineair elastisch Lineair visco- L.V., Laplace getrans-
elastisch formeerd
Constitutieve vergelijkingen:
S;5 2Geij P(D)sij = Q(D)eij P(s)sij(s) = Q(s)eij(s)
_{-2v) _ T - =
&4 = F tyy F(D)tii = H(D)eii F(s)tii(s) = H(s)eii(s)
Definities:
1 = 1= -
c.o= gl L . . L.o= 2la, LraL .
&5 = Buy 54y 4) ITIACHEE Y
8,. =1t., - 1-6 + il =1, - 1-6 %
1J ij 3 "1ij kk ij iJ 3 i kk
1 - = 1 -
®15 7 %15 7 3 P15 O i3 7 %43 75 %15 Ok
| Baegingsvergeli jkingen:
tij,j + pbi = pUy tij,j + pbi =ps uy
Randvoorwaarden:
op 5S¢ t .= ¥ op S.: t = ¥
Popf 3™y T ¥ i A F P T
: = u¥ :u, =u*
op Su' u; =u op Su u, = u¥

We nocemen een probleem guasi-gtatisch, indien we de traagheidstermen
mogen verwaarlozen. We mogen dan de term pﬁi (en dus ook p52 @) in de bewe-
gingsvergelijkingen weglaten. We zien dat in dit geval de vergelijkingen in
de eerste en de derde kolom van het schema identiek worden, mits we in de
eerste kolom G en v vervangen door respectievelijk:

._ H(s o H(s)P(s) - Q(a)F(s
G(s) &= 2p(s) ° v(s) := 2H{s )P(s) + Q(s)F(s

Dit analogon gaat alleen op als SP en Su niet van de tijd afhangen.

We kunnen een quasi-statisch, lineair visco&lastisch probleem dus op-
lossen door eerst het analoge elastische probleem (dat dikwijls al opgelost
is) op te lossen, vervolgens G en v te vervangen door G(s) en v(s)} volgens
(10.13) en dan de gevonden resultaten terug te transformeren. We zullen deze
methode aan enkele voorbeelden illustreren.

Dit zogenaamde gquasi-statisch analogon is afgeleid door:

E.H. lee, Stress analysis in visco-elastic bodies, Quart. of Appl. Math. 13,
(1955), 183.

. (10.19)
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We hebben tot nu toe alleen de algemene constitutieve vergelijking
(10.13) besproken., We zullen nu een aantal speciale gevallen van deze verge-
lijkingen geven. Tn.alle vico&lastische materialen die wij zullen beschouwen
is

F(0) = Uz2v)

2G(1 +v) L“'132\;) , H{(D)=1, (10.20)

Dit houdt in dat de volumeverandering steeds elastisch geschiedt (zie:
(10.12%)).

Enkele voorbeelden van lineaire (visco)elastische materialen zijn:
i) Hooke's-materiaal, waarvoor:
P(D) =1, Q) =-26. (10,21)

Dit materiaal heeft als model een lineaire veer:
—AWWWWWWWA—
ii) Mexwell-materisal, waarvoor:
P(D) = 1+ & QD) = 26 2= (10.22)
o " a8t at * . °

"(10.13") wordt in dit geval:

asi. 1 aei.
_“lat +Esi;j = 26 —-—-J-at . (10.23)

Voor 6 = co krijgen we weer het Hookes-materiaasl. © is een maat voor de
demping: hoe kleiner 8, des te groter is de invloed van de demping.
Dit materiaal is te schematiseren door een lineaire veer en demper in
serie geschakeld:

—“-WWwwwwW——-o}—

Uit dit model zien we, dat als we op dit materiaal een constante kracht

zetten, de verplaatsingen oneindig groot zullen worden.

iii) Kelvin-materiaal, waarvoor
B(D) = 1, Q@) =26(1 +0 ), (10.24)

zodat (10.13') nu overgaat in

de.
= —id
855 = 26 (eij +0 3% ) ' , (10.25)
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Voor 6 = 0 krijgen we weer het Hookes-materiaal. Het model bestaat hier

uit een parallelschakeling van een lineaire veer en demper:

s |
d

Doordat de demper hier parallel met de veer zit, zullen de verplaatsin-

gen bij een eindige kracht eindig blijven.

iv) Standaard-lineair-materiaal, waarvoor

P(D) =1 + 0, aa_t ;o ad) = =1 +e aa_t) , (10, 26)

waarmee (10.13 ) wordt

ds . . de. .
—id - —1il
o, 3 + 34 5 2@(92 el eiJ.> . (10.27)

Dit materiaal is voor te gtellen door:

——VWWM—, - -
-*J“N“N“P—- ‘L—— of T

Voor een quasi-gstatisch proces luiden de Navier-vergelijkingen voor een

elastisch medium (10.8), bij afwezigheid van volumekrachten

‘w4 (1a . ..=0. 10,
Y5,5i _( 2vJay 43 (10.28)

Passen we op deze vergelijking het eerder beschreven anglogon toe, dan krij-
gen we voor een visco€lagtisch medium de getransformeerde Navier-vergelij-

king:
u- 3. I 1' 2 E- ) O - 10.2)
J’Jl [ v(S) l!JJ ( )

Voor een Maxwell-materiaal krijgen we met (10,20) en (10.22) uit (10.19)
1 %1-2\»; '
~+3 - 8
v(s) = g ) . (10.30)
gt 28 + {?—:—;% &

Substitutie van (10.30) in (10.29) leidt tot:
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s(1-2y [

1 -
Tov) 94,33 1 + o 2(e +8)]d. .. =0, (10,31)

Jrdl
Perugtransformeren van (10.31) geef't de "Navier-vergelijking" voor een

Maxwell-lichasam:

(-20) 5 Gy )+ )+ 8, g

s . ..o =0, 0.
ot i, g 39 uJ’Jl (10.32)

We gaan nu een aantal eenvoudige problemen oplossen:

Een tweezijdig ingeklemde staaf van een Maxwell-materiaal, waarvan de tempe -

ratuur op t .= O plotseling met T° C wordt verlaagd. (Zie Parkus, pag. 115
e.v. )

U, /l” /73
»
i

Fig. X.1.

We nemen aan dat de inklemming van de staaf zodanig is dat alleen de span-
ningscompconent txx ongelijk nul is.

Indien de staaf gemaskt is van een Hookes-materiaal geldt
t . =aET, (10433)

waarbij a de lineaire uitzettingscosfficisnt is. Omdat alleen txk % 0, is

2
bBig =t oM 8 = 3 by - (10.34)

De volumeveranderlng €; bestaat uit een bijdrage tengevolge van t =’ welke
volgens (10.13%) en (10 20) gelijk is aan

(1=-2v) %

E xx ’
Plus een bijdrage tengevolge van de afkoeling:

- 3al ,
zodat

_41=-2v)
&1 T TR t = 3T . (10.35)
Omdat de balk aan beide einden is ingeklemd, is

En =0 . . . (10.36)

B i s

i lmE

P A



- 101 -

Met (10.10) krijgen we dan

o _“L&v_lt +aT

o' . 3R XX

. (10.37)

Omdat de spanning hier uniform is, is triviaal voldaan aan de evenwichitsver-
gelijking. De constitutieve vergelijking (10.23) wordt met (10.34) en
(10057):

g_dtxerit O I k™

3 4t 30 "xx 3B at  ?
of, met (10.5)

‘5 at b

(1+v) at "~ g -0 (10.38)

De oplossing van (10.38) luidt
2 t
tH = aBT exp {"3 (1+v) -é—} . (10.39)

Uit deze oplossing blijkt dat als © negatief zou zijn, de spanning on-
gelimiteerd met de tijd zou aangroeien., Dit is in strijd met de fysische er-
vering, zodat moet gelden:

=0, (10.40)

Als O = oo krijgen we de oplossing uit de lineaire elasticiteitstheorie:
(10.33).

Vergelijking (10.39) is ook te vinden met behulp van het analogon. We
schrijven hiertoe (10.33) met (HO.S) ala:

b= 2(1 +v)eT(t) ,

waaruit we krijgen

%-H = 2a[1+v(s)]a(s)P(s) . (10.41)

We nemen voor T(t) de stapfunctie:

T(t) =
\T, als t > 0,

waarmee zijn getransformeerde wordt

oo

T(s) = fm-e'st at i
S |

(10.42)

@ |+3




- 102 -

Met de vergelijkingen (10.19), (10.20), (10,22) en (10.42) kunnen we (10.41)
schrijven als:

— "o BT

o - (10.43)

%0
De terugtransform van (10.43) is (10.39).

Hetzelfde probleem als *. maar nu voor een Kelvin-materiaal.
Eet wordt aan de lezer overgelaten om te bewijzen dat in dit geval de
oplossing luidt:
3 t

txx = oET {1 +Ce f1-2vj

¢ (10.44)

Voor € = 0 gaat (10.44) over in (10.33). Omdat de spanning moet afnemen moet
ook hier gelden: 6 > 0.

. Ben-dimensionale golfvoortplanting. (Zie Alblas, On some linear extensions

of Hooke's law, Simon Stevin, 35 (1961), 3-13.)

Pty

oU

=310

SsVTNQR
o

Fig. X.2.

Een ingeklemde staaf wordt in zijn vrije einddoorsnede op t = 0 plotge-
ling btelast door een constante normaalkracht P, Gevraa.gd. de verplaatgingen u
van de staaf als functie van x en t.

Dit is een dynamisch probleem; we kunnen hier het analogon dus niet
toepassen. We nemen ook hier aan, dat alleen de spanning t ohgelijk nul
is, Voor het elastische geval moet de verplaatsing in de x—rlchtlng voldeoen
aan de golfvergelijking:

62u 1 32u \/ff
-2 _ L83 _g (c =\/=2) . (10.45)
3x® o2 3t P

; = . ou i .
Voor de spamning txx = ngx’ en de rek € = 3% ° geldt:. de?elfde vergeli j-

king. De randvoorwaarden luiden
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ou
-'-<.. = T—— = =
t G, u 3t t:oc Sxx o,
t>0, x=0, u=0, . (10.46)
P
t>0, leg’ t =E_1’

met: F doorsnede van de balk.

De oplossing van (10.45) en (10.46) luidt:

s,e) ds . (10.47)

Voor t < (£-x)/c krijegen we uit (10.47):
uw =20,

Residu-ontwikkeling voor t > (4-x)/c van (10.47) laat zien dat de spanning

tx:x bestaat uit de statische oplossing P/F, plus een reeks van ongedempte
golven,

We gaan nu demping toevoegen. Hiertoe nemen we in plasts van de wet wvan
Hooke de constitutieve vergelijking )

0t
t. +7T —

de ‘
= XX
x % B¢ EGxx T, Bt ) . (10.48)
Dit is de constitutieve vergelijking voor een standaard-lineair-lichaam in
X-richting. In y- en z-richting zijn geen spanningen.
Substitutie van (10.48) in de bewegingsvergelijking

ax=p

leidt tot de volgende vergelijking voor u(x,t):

2 N | 2 3
1—2 ou ‘21 +T & 1;) = &u =+ T 32“ . (10.49)
c ot 0t 0x ox~“ 0t

De randvoorwaarden blijven hetzelfde. Vergelijking (10.49) Laplace transfor-
meren geeft

2 2m
1 = "4 ad
- (s® +'ris3)u = --% + g, —=

ox 2 ox?

g

N e
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of
&g _ § -
(1 +ST2) ;f;-= —;—(1 +s¢1)u . (10.50)
X e

Door vergelijking (10.50) op te lossen en daarna terug te transformeren,

waarbij we gebruik maken van de randvoorwaarden (10.46), krijgen we

/‘I +s’r1
1+s¢ 1+812

u(x,t) —EF 2m f ‘I+s1‘ ==~ ds . (10.51)
2

De polen van de integrand in (10.51) zijn: een enkelvoudige pool in p = O,

plus de wortels van de vergelijking

gt ! +ST1 )
cosh . 1—_}_—8'?2— =0, (10.52)
De pool in p = O geeft de statiache oplossing: t =:§ - De wortels van

(10.52) zijn gelijk aan de wortels van

1133 + 8 + ai'% 8 +'ai =0, (10.53)
waarbij
a = (zx+1) 2, (10.54) .

Deze wortels geven tijdsafhankelijke termen. De conditie dat deze wortels

voor t -+ o naar nul gaan luidt:
Re 8 <0 . (10.55)

Volgens het Routh~Hurwitz-theorema (zie intermezzo aan het einde van dit

voorbeeld) voldoen de wortels van (10.53) aan deze conditie als

- > = _ == >
T 0 T, ! T, 0, T, o,

2
: ’ (Tz ) e &
of als

T, >0, T,>T . | {10.56)

Dit is in overeenstemming met het schema
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AAAAAAAARA

ba L
——AWWWWW—-
ui
j__
n (ui-u'!ln > 0)

WaaATrvoQr
= 0 R (
T s T = s 10-5?)
2
1. p1 + ks p“2
zodat aan de voorwaarden (10.56) is voldaan.
Intermezzo. Theorema van Routh-Hurwitz
Beschouw de vergelijking
A ra A" 4Ll 4 A+a =0,
1 ~1 T
Definieer
a 1 0
a1 1 !
A1 = 8.1 y A2 = N ’ A3 = 8-3 8.-2 a-1 3 ve ey An t= aan An_1
a
3 2 a a a
5 4 3

Dan is de voldoende én noodzakelijke voorwaarde, opdat alle wortels van bo-

venstaande vergelijking een negatief refel deel hebben,
A1>0,A2>O, ...,An>0.
(Zonder bewijs.)

Dikwandige buis onder inwendige overdruk. (Zie ook: 4lblas, Simon Stevin 35,
(1961), 3-13.)
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rekken is dit wel het geval, zodat de uitwerking dan moeilijker wordt. We

beperken ons tot de axiale rek €n® We krijgen hiervoor na terugtransforma-
tie

Pa? P Sty g)
a2 T T2 a2 ond lf s 26(3) [1'f%(s)] ds . (10.64)

Voor een incompressibel materiaal (v = v(s) = %) krijgen we hieruit

t
2Pa? 1 t[ e”" p(s
€ == . ds . (10.65)
BZ 3(b2-a2) 2ni - s 8 |

Ol

Deze integraal bestaat als

. 1 E(s)
Islln_n.oo ;é;% = 0. {10.66)

Voor een incompressibel Maxwell-materiaal krijgen we

1, st
- Pa® ! (s * e ds (10.67)
€p2 T~ 2 2, 2mi 2 ) - 67
3G(b - a ) L 8 “

Deze'uitdrukking is evenredig met:

1 eSt
L f——ds .
2l S2
L
want

2
A st _ N
2 2
8

w |c+

O B

L (14st+de22+,..) = L4
g2 52
Dus €z bevat een term welke lineair met de tijd toenecemt, wasruit volgt
dat de axiale rek in de tijd ombegrensd is,

Nemen we in plaats van een Maxwell-lichaam een Kelvin-lichaam dan blij-

ven de rekken wel begrensd,

Dikwendige buis, inwendig verwarmd. (Zie Parkus, 1959, pag. 121-123,)
We hebben een dikwandige buis, waarvan de temperatuur asn de binnenkant

T: C en aan de buitenkant 0° C is. We voeren in een nieuwe materiaslconstan-~
te K door

K = L xy)

= 4(1“\)) aT1 L

Voor het elastische geval luidt de spanningsverdeling

e e

Wl o

ot

e R o

AT R e
e Ep e R e

Betah ARt g

1
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2
b
Tlog% (r2 - 1)
t__ = - 4GK - = ,
rr - b 2
log = (‘b )
a [(=—-1
2
- a
2
- b
log(2) - 1 <r2 i 1>
tpp = = 46K — 3 + = , (10.69)
og = (b i
a —_— - 1 N
L 2 4
& g
[ b
2 log(=) - v oy 4
t_ = - 40K = b= ¥
ZZ b 2 5
log = b )
L a - -1
2
a

Voor het visco&€lastische probleem nemen we voor T1 weer een stapfunctie =zo-
dat

=]

T, (s) =s—1 : (10.70)

We nemen een Maxwell-materiaal, Het quasi—statiséh-analogon geeft :

§
3
E
3
3

%rr = - 4G(S)K(s)c(r) ’ _ (10-71)

waarbij o(r) is de witdrukking tussen [ ] in (10.69").
Met (10.19) en (10.22) vinden we na enig rekenwerk

1
1+v)(s+§) T, i
6(s) ~—=—¢ , K(s) =L | (10.72)
1 ’ 1- 1 g g
G+ 3 M) e e b
4
met o
- ]
01 = 1-v o p
T+v) 77
zodat :
Err = ——iﬁﬂgr—-o(r) . (10.73) A
‘ (s + =) E:
o . o
i
Terugtransformeren van (10.73) geeft b
-t ~t/B!
b= e / -4GKG(?)= 6"t/ (trp)etast, - (10.74)

Op volkomen analoge wijze kunnen we voor 1b¢ afleiden
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t = e_t/e'( )

- tw clast, ° (10.75)

De uitdrukking.voor tzz in het visco&lastische geval is iets moeili jker

te vinden omdat in (10.69) de v in de uitdrukking tussen [ ] voorkomt. We
krijgen nu

- 2 log =
t,, = - 46(s)K(e) | — 5| - 46(s)K(s)v(s) -
log —
=1 - 2 . (10.76)

b
log = (b )
a _.__1
52

Substitutie van de uitdrukking voor G(s), K(s) en v(s) voor een Maxwell-
lichaam en terugtransformatie leidt uiteindelijk tot

£ = - 4oK | ———E | 7t/
2z log b
a
.1 - ] - .b 1"
- 40K - - =t (788" 12 v)em2Vt/0"] (10.77)
log = (‘o )
a — -1
2 .
8 ‘
met .
j
o3y

6. Rotatie-symmetrisch Boussinesque-probleem.

Fig. X.4.
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We beschouwen een oneindige halfruimte belast door een puntlast P. De
oplossing voor het elastische probleem luidt (zie bijv. Collegediktaat "Li-

neaire elasticiteitstheorie", pag. 60-63):

2
g - 2 d=2v) 3rz .
rr 21 |[R(R+z) & :
~E e z _ 1
tcP‘? T oon I:“ EV) {RB R(R +z)}j| ’ (10.78)
1
%% en g !
e en 5 trm tzm =0,

eI

Voor het visco&lastische probleem nemen we voor P weer een stapfunctie. Ver-
der beperken we ons tot incompressibele materialen: v = y(s) = %,

Voor een Maxwell-materiaal krijgen we dan

- 1
E—PS L&_PE(S-}.G)

- - ‘ . (10,80)
4nG(s) g3 4nG g3 g2
waaruit na terugtransformeren volgt
o P rz 1 (stf1, 1]
Ll darely ‘f; (s + 2) ds . (10.81)
R I Bs

Deze integraal is identiek aan die in (10.67), zodat ook hier de verplagt-

singen linedair met de tijd toenemen.

Voor een Kelvin-materiaal krijgen we

= __ P rz 1
Y= InG 3 8(1+6s) 7 (10.81)

waaruit volgt

(10.79) .
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_ P zz 1 SR
u = 4nG 53 2ni s(1+6s) -
L

s

P rz 1 st [1 )
G 3 EEE'.f; [s ~ z?ﬁrggj] ds . (10.82)
L ' '

De integrand heeft ma twee enkelvoudige polen, namelijk een in s = 0 (geeft

de statische oplossing) en een in s = - %' (geeft een uitdempende oplossing),

De verplaatsingen blijven dus voor een Kelvin-materiaal beperkt.

Cpmerking, Afgaande op deze voorbeelden kunmen we stellen dat een Maxwell-

lichaam een meer visceus karakter heeft, terwijl een Kelvin-lichaam meer
lijkt op een elastisch materisal met demping,
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