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Voorwoord

Dit dictaat is samengesteld uit colleges gegeven door Prof.dr. J.B. Alblas

in de voorjaarssemesters 1967 en 1971. In het eerste hoofdstuk wordt een

overzicht gegeven van de algemene theorie van de lineaire elasticiteit met

enige bijbehorende wiskundige aspecten (o.a. potentiaaltheorie). In de vol-

gende drie hoofdstukken worden enkele problemen uit de lineaire elastici-

teitstheorie exact opgelost. Problemen met gemengd—gemengde randvoorwaarden

worden in dit deel van het college niet besproken. (Zie hiervoor lineaire
elasticiteitstheorie II.)

In het laatste hoofdstuk worden een aantal benaderingsmethoden gebaseerd op
energieprincipes afgeleid. Onder andere wordt een methode besproken die be-
naderingsvoorwaarden geeft voor de materiaalconstanten van niet-homogene ma-

terialen. ‘
Aangezien dit dictaat de stof over twee colleges beslaat, kan voor het ten— ﬁ
tamen worden volstaan met de bestudering van een gedeelte van het dictaat, K

Men make hiertoe een afspraak met de desbetreffende hoogleraar.




I. Inleiding

In de lineaire elasticiteitstheorie zoeken we de oplossingen van een
stelsel lineaire partiele differentiaalvergelijkingen, de zogenaamde Navier—
vergelijkingen, onder goed gedefinieerde randvoorwaarden. We besteden aan-
dacht aan existentie- en eenduidigheidsstellingen en bovendien zullen we, in-
dien de oplossing niet expliciet te bepalen is, benaderingsoplossingen zoe-—

ken,

I.1. Wiskundige begrippen

Definities:

Klasse C" van functies: de klasse van n maal continu-differentieerbare func-
ties.

Reguliere boog: de boog y = f£(x) heet regulier als f(x) en de raaklijn £'(x)
continu zijn.

Reguliere kromme: verzameling van een eindig aantal reguliere bogen.

Op amaloge wijze definieren we een regulier oppervlakte element (continu ver-

anderd raakvlak) en een regulier vlak: verzameling van eindig aantal regulie-

re oppervlakte elementen,

De snijpunten van reguliere bogen heten toppén; de snijlijnen van reguliere

oppervlakte elementen: randen.

Regulier gebied: een gebied begrensd door reguliere vlakken. De stelling van
Gauss geldt in een regulier gebied.

Een gebied heet enkelvoudig samenhangend, als iedere gesloten kromme in het
gebied tot &&n punt van het gebied kan worden samengetrokken en meer-

voudig samenhangend als dit niet het geval is.

1-voudig 2-voudig




Een gebied heet convex, als iedere rechte lijn door ieder tweetal punten van

het gebied geheel in het gebied ligt.

conhvex

Een gebied heet stervormig met een kern, als ieder punt van de kern met ie-
der punt van het gebied verbonden
kan worden door een rechte lijn wel-
ke geheel in het gebied ligt. We kun-

nen dan alle punten van het gebied

beschrijven met bolcoordinaten met

corsprong in de kerm.

I.2. Mechanische begrippen

We zullen in deze paragraaf eem kort overzicht geven van de belangrijk-
ste begrippen en vergelijkingen van de lineaire elasticiteitstheorie. Voor
afleidingen en bewijzen wordt verwezen naar de eerste vijf hoofdstukken van
het collegedictaat toegepaste mechanica.

We beschouwen een continu, deformeerbaar lichaam. We geven de verplaat-
sing van een punt van dit lichaam aan met: U, (i=1,2,3).

We definiéren:

de deformaties:

= 4u, . +u. L), (1.01)

wyj = ;(ui;j - uj,i) . (1.02)
waarin
aui
u., ., 1= —— ,
1,] 9X



De noodzakelijke en voldoende voorwaarden:opdat uit zes gegeven deformaties

drie verplaatsingen te bepalen zijn, worden gegeven door de zes compatibili-

teitsvergelijkingen
2
3 e de e de
XX _ 3 (- yz , 2.3 xy)
3ydz ox X Yy az * ?
(1.03)
Bzexy azexx 82e§y
2 = + ,
0X3y ayz axz

plus nog vier andere vergelijkingen, welke worden verkregen door de cyclische

verwisselingen:
CKyYaZ T FeZyX T Z,X,¥ .
Verg. (1.03) zijn ook te schrijven in index-notatie

eij;ki + ekz,ij - eil,jk ~ eik,it =0, (i,j,k,% = 1,2,3), (1.04)

(n)

We definiéren de spanningsvector t werkende op een vlakje met eenheidsnor-

maal: n, door
i .
t. /= lim —= , (1.05)

waarin AT, de kracht is werkende op het oppervlakte-elementje AS. De spannings—

tensor tij wordt gedefinieerd door
t. = t,, n,. (1.06)

Voor deze spanningen gelden de volgende twee vergelijkingen:

evenwicht:

t,, . + k, =0, k,: volumekracht, (1.07)
ij,3 i i
momentenstelling:
tij = tji' (gé8n volumemomenten), (1.08)

Uit (1.08) volgt dat we zes onbekende spanningen hebben, waarvoor we slechts
drie vergelijkingen (1.07) hebben. Als extra vergelijkingen hebben we het ver-
band tussen de deformaties en spanningen nodig, dat 'in de lineaire elastici-
teitstheorie wordt gegeven door de wet van Hooke, welke in zijn meest algemene

gedaante luidt




i3 T Cijke ®ke (1.09)

Verg. (1.09) geldt voor anisotrope, inhomogene (als c,.

1ikL afhankelijk is van

de plaats) materialen.

Uit de symmetrie van eij en tij volgt dat cijkﬂ: 36 onafhankelijke componen—
ten heeft; als we bovendien het bestaan van een elastische energie aannemen,
blijven er nog: 21 over. .
Voor homogene lichamen is cijkﬁ onafhankelijk van de plaats en voor isotrope
lichamen is Cijkﬂ invariant ten opzichte van starre-lichaamsrotaties.

Voor homogene, isotrope lichamen geldt

)

8 : . .
M b u(-ik L] * GllakJ)’

ikt = 2045 %ke (1.10)
waarin de constanten A en p de Lamé-parameters worden genoemd.
Substitutie van ¢1.10) in (1.09) geeft de wet van Hooke voor homogene, iso—

trope materialen

=A5. PP .
tij _ ijekk + 2ue1J _ (1.11)

Een andere, meer technische, schrijfwijze van (1.11) luidt

= { +w)
ty; = 26le s + Ty 850 (1.12)

waarin de afschuivingsmodulus G en de dwarscontractiecoefficiént v afhangen
van A en ¢ volgens
G=y, en v==mi (1.13)
? 2(A + u)
Een verdere, belangrijke materiaalconstante is de elasticiteitsmodulus E wel-

ke gelieerd is met G en v volgens

E

=7+ (1-14)
We zullen ook nog de wet van Hooke in zijn inverse vorm nodig hebben,
e..=~l-—[t -—-A-—é t .1 (1.15)
ij 20 71 (3% + 2u) ij kk*?
of
.. = 4= [t = ot &, . . ], (1.16)
ij 2G -] (1 +v) "1 kk
We nemen aan dat er een elastische energie W bestaat
W= J Ws dv, (1.17)

v



met
I . ‘s . .
WS E'tijeij' specifieke elastische energie, (1
Met behulp van (1.09) is WS te schrijven als functie van de deformaties
O PN
Wy = W "(e40) = 7 Ci5ue®ii®ke (
waaruit direct volgt
aw(e)
s ‘
'3?— tij . (]

Door (1.09) te inverteren krijgen we
= ¥.. 1
eij YleR.th.’ (

waarmee we Ws kumnen uitdrukken in de spanningen

(t) 1
= . = = . » P 1.
Ws Ws (tij) 2 Yljkﬂtljtkﬁ’ (
waaruit volgt
awﬁt) |
3. %4 a.
ij.

Voor een homogeen, isotroop medium vinden we met (i.11) en (1.15)

(&) _ 1 2
W 2[l(ekk) + 2uei.e..],

3 1]
en (1
(t) _ 11 - A _ 2
Vs it T ror T oo ()
Deze uitdrukkingen zijn positief~definiet, dwz. alleen nul als eij = t,

en anders groter dan nul,

Resumerend kunnen we stellen dat we 15 onbekenden hebben, namelijk

ui(3), eij(6) en tij(G),

waarvoor we de volgende 15 vergelijkingen hebben
de definities van eij:'(I.OI): 6 )
de evenwichtsvergelijkingen: (1.07): 3

en de wet van Hocke: (1.09) ‘(of (1.11)): 6.

ij =

.18)

.19)

.20)

21)

22)

23)

. 24)

It
[
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Na eliminatie van eq; om tij krijgen we hieruit de Navier-vergelijkingen,

welke voor homogene, isotrope lichamen luiden

. ﬁ~k. =0, (i=1,2,3). (1.25)

‘ Ay, + SAEW
i u i

. i.3i

5it is een stelsel elliptische partiele differentiaalvergelijkingen, dat ge-

koppeld is met €&n van de volgende randvoorwaarden (r.v.w.)

a) r.v.w. van de eerste soort: iangs het gehele oppervlak van het lichaam
zijn dé spanningen voorgeschreven (== Neumann-probleem),
b) r.v.w. van de tweede soort: idem de verplaatsingen voorgeschreven
(= Dirichlet-probleem),
c) gemengde r.v.w.: op een deel van het oppervlak (SP) zijn de spanningen
voorgeschreven en op een ander deel (Su) de verplaatsingen.
d) gemengd-gemengde r.v.w.: op &&nzelfde deel van het oppervlak zijn zowel
spanningen als verplaatsingen voor-
geschreven; bijvoorbeeid starre stem—
pel met gegeven indrukking (un) en

gladde onderkant (= t = 0).

We definiéren een reguliere evenwichtstoestand S(x) door
S(x) 1= {t..(x), e..(x), u.(x) | u, ¢ C2 e.. ¢ C1 t.. € Cl} (1.26)
' ij * Uij L 1 i L | ? Tij s *
en zodanig dat voldaan is aan (1.01), (1.07) en (1.09) en aan de randvoor—
ﬁaarden.

1

Als het lichaam oneindig groot genomen wordt, moet

- od = o¢d = o0(ds = 0(&
ui = 0(']:__')’ elj = 0(?)9 ti_] = O(rz)s fi 0(r3) (1027)

VOOY T - o,

Theorema van Betti (reciprociteitstheorema)

Stel: S'(x) en 9'(x) zijn reguliere evenwichtstoestanden behorende bij de

belastingstoestanden: (ki,ti) en (kg,t;) resp., dan geldt

ki, -
J %9V * J tjuyds = J kluidv + J tlu!ds. (1.28)

In (1.28) is te de spanningsvector op S.



Eenduidigheidsstelling van Kirchhoff:

Beschouw een, eindig, regulier lichaam. Stel S, (x) en Sz(x) reguliere even-

wichtstoestanden, beide met ki’ t: op Sp en uzlop Su voorgeschreven., Dan moet
Sl(x) = Sz(x) op starre translaties en rotaties na.

Deze stelling is uit te breiden tot oneindige lichamen mits voldaan is
aan (1.27).
Deze afleiding geldt niet meer-voor singulariteiten (zoals puntlasten). De
eenduidigheid gaat dan verloren. We moeten daarom de singulariteiten over een

oppervlak uitsmeren en dit oppervlak naar nul laten gaan.

Voor de existentie van de opldssing is nodig dat het lichaam regulier is en
dat de uitwendige belasting stuksgewijze continu is. We gaan hier niet ver-

der in op existentie-bewijzen.

Voor wat betreft de regulariteit van de oplossing kunnen we zeggen dat:
indien van de oplossing de eenduidigheid en de existentie is bewezen, de
oplossing in het binnengebied (niet de rand) oneindig vaak differenti-
eerbaar is, mits ki dat ook is. (Dit is een uitbreiding van het lemma
van Weyl (1940}).

Beschouw de Navier-vergelijkingen (1.25) voor het bijzondere geval dat ki =0:

w, Lo+t o, (1.29)
1,731 u JsJ1

Differentiatie naar i geeft

Aui =00 (1.30)

Dus de relatieve volumeverandering: e is een potentiaalfunctie.

Verg. (1.29) tweemaal naar k differentieren, geeft met (1.30)

AAui = 01 (1031)

Dus de verplaatsing u, is een bipotentiaalfunctie.

Door substitutie van de wet van Hooke (1.15) in (1.04) krijgen we met behulp
van (1.07) de compatibiliteitsvergelijkingen voor de spanningen. Deze verge-
lijkingen luiden (zie [6], pp. 74-76)

1

tij ,kk + m ;thk,ij = 0, (l,J = 1,2,3)- (1.32)




"Vermenigvuldigen met Gij geeft

At = 0. O (1.33)

Dus het spoor van de spanningstensor is een potentiaalfunctie.

Verg. (1.32) tweemaal differentiéren naar 2 geeft met (1.33)

dde s = 0. , (1.34)

Dus de spanning tij is een bipotentiaalfunctie.

I.3, Potentiaaltheorie

Dé vergelijkingen uit de lineaire elasticiteitstheorie zijn sterk verwant aan
de potentiaalvergelijking. We zullen daarom hier een overzicht geven van en-
kele stellingen uit de potentiaaltheorie. Voor uitgebreidere informatie raad-

plege men [2], [3] of [4].

Divergentiestelling {Gauss) :

Zij V een begrensd gesloten gebied met als rand het reguliere oppervlak § en

2 de naar buiten gerichte normaal op S, dan geldt

i,i
v v s s

J div a dv = J a, . dv = % (2.3)ds = § a;n, ds. (1.35)

In twee—dimensionale vorm luidt deze stelling:
Zij S een begrensd gesloten oppervlak met als rand de reguliere kromme R, dan

geldt

X
S \ R

J CEE + %%)dxdy = § [u cos(n,x) + v cos(n,y)Ids. (1.36)

Stelling van Stokes:

Zij S een begrensd gesloten oppervlak met als rand de reguliere kromme R en

zij T de eenheids-raakvector aan R, dan geldt

> >
J eijkak,jni ds § (a.1)ds = § aidxi. (1.37)
S S R R
Rotatievrij vectorveld:
Zij

-
rot a = 0,



dan is 2 te schrijven als
2= grad &.
Omgekeerd geldt, dat uit

a = grad ¢
volgt

rot Z = Q.

Divergentievrij vectorveld:

Zij
div 2 = 0,
. -+ .
dan is a te schrijven als

-> -->
a = rot V¥,
met

div ¥ = 0.

Theorema van Helmholtz:

- 1 . ..
Iedere vector u ¢ C' is te schrijven als

4 = grad ¢ + rot ?;

met

. -+
div ¢ = 0,

Lemma T1: -

Zij A = A(x,y) ¢ C en B = B(x,y) ¢ C'» en zij

E+—a-§=
X oy 0,

dan bestaat er een f(x,¥) e 02
A=—’ B=-——c

Met (1.42) is triviaal voldaan aan (1.41).

Bewijs: Voer in

y

f}(x,y) 1= J A(x,n)dn + g(x),

Yo

“met g(x) nog willekeurig.

zodanig dat

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)

(1.43)




- 10 -

Dan is

Bf1

53;‘ = A(x,y), (1.44)
en

ot ’ JA(x,n) 7 3B ‘

T ' —
= J-—-—-—;i:c——dn+g(x)—— I_%“L”_)dn*,gv(x).—,
Yo Yo
= - B(x,y) + B(X,yb),+ g'(x), (1.45)

en dit is gelijk aan: ~B(x,y), als

B(x,yy) + ' (x) = 0,
of
X
g(x) = J B(E,yy)dE + C. (1.46)

%o

Kiezen we f(x,y) gelijk aan fl(x,y) volgens (1.43) met g(x) volgens (1.46)
dan is voldaan aan (1.41) en (1.42). qg.e.d.

Uit bovenstaand bewijs volgt dat f(x,y) bepaald is op een constante na. Een

andere keuze van Yo € Xq geeft alleen een verandering in deze constante.

Airy-functies

Aan de evenwichtsvergelijkingen (met k, = @)

t" i3 = 0,
11,1
voor i,j = 1,2, is triviaal te voldoen door
2 2
a U 3 U au
£t = t = t == — (1.47)
xx sz > yy ayf * Txy axdy °

waarin

U = U(x,y): Airy-functies.

Met behulp van voorgaand lemma is direct te bewijzen dat er altijd zo'n func-
tie U(x,y) bestaat.
Immers:

De eerste evenwichtsvergelijking luidt



—l]_

it

ot
xx-l--—-:—{ln 0.
oy

ax

Er bestaat dus een functie A(x,y) zodanig dat

T 1

Cxx ¥y ' xy ax

(1.48)

Analoog volgt uit de tweede evenwichtsvergelijking dat er een B hestaat met

S _ _ 9B
byx Ty Yyy T T

Uit £t = t__ velgt dan
Xy yx

dus er bestaat een functie U(x,y) zodanig dat

W . .2
A E, B ax.

Combinatie van (1.48), (1.49) en (1.50) geeft (1.47).

Identiteiten van Green:

1° identiteit: (V en S volgeris (1.35))

J AB .. dV + J A B, dv = é
,1ii b1 ,1
A S

Voor A = 1 wordt dit
_ [ aB
J B g & = f—-—an ds,

en als B een potentiaalfunctie is

3B 435 =
S

e , el .
2 1ldentiteit:

I AB,ii dv - J BA,ii dv = é (A

v v

8

oB
A o0 ds.

JB

Bn

JA

- B —=)dS.

an

~

(1.49)

(1.50)

qg.e.d.

(1.51)

(1.52)

(1.53)

(1.54)

2 T e R



Als A &n B potentiaalfuncties zijn, krijgen we

3B dA
§ (A -3—1; - B -g;l-)ds 0.
S

3% identiteit:

(1.

. > + > -+ 2
Zij £ een punt van V, r(x,8) t= f(xi - Ei)(xi - Ei) en A(x) € ¢ (V), dan

geldt

AA JA
4ra) = - J 2 v - & (A= @ -1 Pus.
v s

Als A(;) een potentiaalfunctie is, krijgen we

e 1 1 9A 3 1
A(5)=4—1T § ?SE“A-S-E(?)-]dS.

5

- -+
Definieer de hulpfunctie v(;,g), bij vaste §, door
. 1
Avy =0, in V, en v = - T op S.
Voor het bewijs wvan de existentie van v zie [4].
Kies B = v in (1.54):
av 1 A

- J vha dV = § A S +
v 5

T 3095

en dit geeft met (1.56):

3G

o ds,

4TAE) = - J G(x,E)MAdvV - é A
v S

waarin

G(x,8) 1= v( ,E) + ??i?fi ¢ Greense functie.

Voor AA = 0 geeft (1.60)
r O 3G
A(E) = in § A o ds.
3
Voor G geldt de relatie
G(;,E) = G(E’;)-

{(bewijs: zie [4]).

Q1

(1

(1

(1

Q1

(1.

(1.

(1.

55)

.56)

.57)

.58)

.59)

.60)

61)

62)

63)



..]3_

I.4. Oplossing Navier—vergelijking. Potentialen

Alle in deze paragraaf af te leiden resultaten gelden voor enkelvoudig samen-
hangende gebieden., We schrijven de Navier—-vergelijking (1.25) met behulp van
(1.13) in de vorm

u, .. + ————l——— u. ,. =
i,3] (1 - 2v) 73,i]

1 : '
E-ki , (1 =1,2,3). (1.64)
Een particuliere oplossing van deze vergelijking, welke is gevonden door

Lord Kelvin, luidt

5@ = 82 (G- L D |

(1 - v) v r(;,g)
1 ‘ > 9 1 *
- b = E. . — . .6
7 55 7 8 KB g ) O (1.65)

Zie hiervoor bijvoorbeeld [5], pp. 183-185.
We hebben hiermee de particuliere oplossing gevonden. We zullen ons daarom
voortaan beperken tot de behandeling van de homogene vergelijking (ki = (),

In dat geval zijn, volgens (1.31) en (1.34)}, u; en tij bipotentiaalfuncties.

Stelling: Iedere bipotentiaalfunctie kan worden uitgedrukt in potentiaalfunc-
ties. |
Bewijs:
' We hebben voor het bewijs het volgende lemma nodig:
Lemma: Gegeven de bipotentiaalfunctie ¢ (AAp = 0).
Dan bestaat er een potentiaalfunctie § (AY = 0), zodanig dat

L (1.66)

Tx

IRt < C T AN

Bewijs lemma:
Definieer een functie a, niet noodzakelijk een potentiaalfumctie, door

W . '
x| Lee _ (1.67)

Dan is

B o aao o
™ .AAm - 0,

dus

Ay = £(3,2). (1.68)
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Definieer A(v,2) als een oplossing van

2 2

9" A 3 A
AA:.——Z-[-—-——Z—:—f(y,z)’

oy L}

Dan is Y een potentiaalfunctie, want
M = AV *+ M = £(y,2) - £(y,2) =0,

en verder is

volgens (1.70), en B, welke laatste gedefinieerd wordt door

B:=¢*%XID-

Deze B is een potentiaalfunctie want

2
AB

f

ax

We hebben dus

o =B +

Dat wil zeggen, er moet gelden

P =Bty G = b,

1
82*'5%2 ’ (--—=Aq)),

Ag).

i
By 7 2y Gz

Do - AGp X)) = 8y - 22 (=Y) - 5 X

(1.69)

(1.70)

(1.71)

(1.72)

g.e.d. lemma.

We kunnen nu de bipotentiaalfunctie 9 uitdrukken in de potehtiaalfuncties v,

(1.73)

(1.74)

(1.75)

qg.e.d.

In (1.75) is de x willekéurig: we kunnen in plaats van x ook y of z nemen.

(1.76)
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Optellen van deze drie vergelijkingen en gebruikmaken van de definities

=1 e L -
B = 3 (B] + 82 + 83)’ ni et 3 lpiﬁ (1 = ]|2,3)s (1-77)
leidt tot
- ] . = = =
=R + 3 X T met: “i,i Ag. en AB Ani Q. (1.78)

Neuber-Papkowich-potentialen

Beschouw de Navier-vergelijking (1.64) met ki =0

1

i es ¥ T u, .. = 0. 1.79
Yi,ii (1 - 2v) %4,ji ( )
We definiéren de functie a(x,y,z) door

Ao = tUr +a (1.80)

Uit het feit dat u; 4 een potentiaalfunctie is (volgens (1.30)) volgt dat o
»
een bipotentiaalfunctie is.

We substitueren (1.80) in (1.79)

1
8lu; + a;d=bn; =0, (1.81)

{1 - 2v)

waarbij de potentiaalfunctie ng is gedefinieerd door

_ |
"R =y Yi Y o (1.82)
Verg. (1.82) differentiéren naar X leidt met (1.80) tot

n =L At + u, . = (2 - 2v)

iiTT- i T2 M (1-83)

Aangezien o een bipotentiaalfunctie is, kunnen we volgens (1.78) schrijven

(2 -~ 2v)

_1 - - -
—(-1-_—2\)) = > Xiﬂi (2 2v)uw, met Aw 0. (1.84)

Met (1.82) krijgen we hieruit voor de verplaatsingen

1

U T T =y KLt e (b= 12,3, (1.35)

Hiermee hebben we de verplaatsing uitgedrukt in de vier potentiaalfuncties:

nysnyeny en w. Dit zijn de Neuber-Papkowich-functies.

Opmerking: Bij bovenstaande afleiding moet v # § zijn, Maar (1.85) geldt ook

voor v = }; alleen de afleiding wordt dan anders.

S

T iRl AT el T
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Reductie van vier potentiaalfuncties paar drie, voor 4v # geheel

'getal.

We beperken ons principieel tot een stervormig gebied. We kunnen

dinaten invoeren:
(x,¥52) = (r cos 6 cos ¢, ¥ cos B sin ¢, r sin @).
Definieer p(x,¥,2z) als de oplossing van

4(1 = v)p - Xip,i = - 4(1 - Vuw.

Als we overgaan op bolcoBrdinaFen
p(x,y,2) = p(r,8,9)

wordt (1.87)
4(1l - v)p - %% == 4(1 - Vw,

immers

oxX. .
p _dp Fi_Fioap

ar 9X. 9dr r oX,
i i

De oplossing van {1.88) luidt

%? {pr_4(1—v)} = 4(1 - v)mr(h5+4v),
of
r
P = r4(]_v) J 4(1 - U)Mp(-5+4v)dp .

0

Doordat we ons beperken tot stervormige gebieden is p eenduidig.

Uit (1.89) is af te leiden dat
Ap = 0.
Voer in de nieuwe potentiaalfunctie Yi door

Yi =N TPy

waarmee {}.85) overgaat in
u, = - 1 (x.Y.) . + Y.,
i 4C1 = v) 3737 ,1 i

De verplaatsing is nu dus uitgedrukt in drie potentiaalfuncties:

-dan bolcoor-

(1.86)

(1.87)

(1.88)
|

(1.89)

(1.90)

(1.91)

(1.92)

YI’YZ en Y3.
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Bijzondere potentialen (zie bijv. (71, pp. 169-172).

Een aantal bijzondere oplossingen van (1.79) luiden: (of deze oplossingen

bruikbaar zijn is afhankelijk van de randvoorwaarden)

1)

ii)

iii)

iv)

u; = Q,i’ met A% = O, (1.93)

Voor deze oplossing.is de volumerek u. . nul.

Rotatie-cplossing
= 9y - 9 - =
Ook deze oplossing geeft: L 0.
]

Andere combinaties van x,y,z zijn natuurlijk ook mogelijk.

= g OF = g OF =z 9E _ (3=
x - % 3% uy z 57 ° u, =2z (3 - 4V)F, (1.95)
AF = 0,
In dit geval is
oF
ui,innz(l_zv)ﬁ?' . (1.96)

Deze is te verkrijgen door in (1.93): & = (1 - 2v)A, en in (1,95):
3
F =;§% te stellen en deze twee op te tellen. De functie A is een poten-

tiaalfunctie. Deze oplossing is te gebruiken bij problemen waarbij in

8én vlak (zeg: z = 0) de schuifspanningen nul zijn.

We krijgen
2
3% _ 24
Yx T 2 3mz v a 2v) ox °’
32A 3A
uy =z 3792 + (1 - 29) 3y ° {(1.97)
2
3°A _ _ ., 8A
uz=z——2- 2(1 \J)'a-z—
dz

Met de wet van Hooke (1.12) krijgen we hiermee de spanningen

1 A, 3%, , A

2 2
X 52 ax 8y2

’ 5
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1 d"A 3 A 37A
Wy -2 2t 2t 3>
9y 3z 9y X
. ., 224 _ 2%
=g S-S
2G “zz 323 Bzz
L, .,
- H
2G yz ayazz
L t,_ =z B3A
= »
2G "xz 8x8z2
3 2
%E £ o= XA (1 - 2v) %—%- .
Xy dxdydz xoy

Uit (1.98) 4 en 5 volgt meteen dat tyz en

zijn,

Galerkin-functies

(1.98)

tXz op z = 0 gelijk aan nul

Volgens het theorema van Helmholtz (1.40) kunnen we de verplaatsingsvector

u, schrijven als

u, = (1 - 2v) A,i -2(1 - v)eijkBk,j

Volgens (1.39) kunnen we B, dan schrijven als

k

o«
B ™ kem Cm, 2

Definieren we

+ (9t willekeurig)

dan geldt ook

Bk " ®kim Cm,i'
Tevens is dan

C =c +9 .

m,m m,m o I

Door ¢ zo te kiegzen dat

- - *
hp = A= Cp oo

, met B = 0,

K,k (1.99)

(1.100)

(1.101)

(1.102)

(1.103)

(1.104)
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krijgen we

C = A, ' (1.105)

Hiermee gaat (1.99) over in

Uy (1 - 2v) Cj,ji

ik %k Cn, 25 C

]

- 2(1 - v)ei

_C. --+21-\)C- ) 10106
JsJ]1 ( )1’JJ ( )

Substitutie van dit resultaat in de Navier-vergelijking (1.79) leidt tot de

volgende vergelijking voor de Galerkin-functies Ci:

-C ! {-c

i,ikk T2 VG e Y Ty * 201 = e

i ik k, 3k
of

AACi = 0, (1.107)

Voor het bepalen van de Galerkin-functies moeten we dus deze bipotentiaalver-

gelijking oplossen.

Spanningsfuncties van Maxwell en Morera

Aan de evenwichtsvergelijkingen

t.. .
13,]
is triviaal te voldoen door de keuze

t,, = e. e, F . 1.108
ij ipr jqs rs,qp ( )
De functies Frs = Fsr_worden de: spanningsfuncties genoemd. Deze spanningsfunc-
ties zijn niet eenduidig, omdat de vergelijking

0

eiprequFrs,qp T

oplossingen heeft van de gedaante

Als wij van de tensor FrS de componenten F12’ F]3 en F23 nul kiezen, krijgen
we de oplossing volgens Maxwell en nemen we Fll’ F22 en F33 nul die volgens
Morera. De aldus verkregen tensoren zijn echter niet invariant tegen draai-
ing van het codrdinatensysteem.

Met het uitgangspunt van Maxwell worden de uitdrukkingen voor de spamningen

1=20
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BZF22 azF33 azF33
en bij Morera
2%F 3F 3F 5F
gt = IR SAPALF - I Wl T N 1o
xx 3y3z  * Txy 3z o 3y 3z )° ete- (1.110)

De functies Frs moeten verder voldoen aan de compatibiliteitsvergelijkingen

voor de spanningen (1.32). Dit leidt er toe dat bij Maxwell:

AAFll = AAF22 = AAF33 = 0, (1.111)

en bij Morera

12 AAF]B AAF23 0. (1.112)

 AAF

Voor meer uitgebreidere informatie over spanningsfuncties zij verwezen naar

(61, pp. 334-336, en speciaal naar de daar genoemde literatuur.
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II. Torsie van cylindrische staven

II.1. Probleemstelling (Zie [1], HVI en [2], H4)

We zoeken steeds exacte oplossingen.

a) de cylindermantel is onbelast;

b) de schuifspanningen op het eind-

gens (2.03) en (2.22), Zie [1]. Een

andere verdeling kan met deze slechts

een evenwichtsbelasting verschillen,

en deze laatste dempt volgens de
Saint-Venant uit. (Zie ook HIV.7))

We nemen de z-as door de zwaartepun-—
ten van de doorsneden (niet-essenti-
eel). Beschouw het enkelvoudig samen-
hangend gebied R met rand C.
n en s : eenheidsvectoren.

: >
{x,n) = (n,x) = hoek tussen x-as en n,

etc.
o _ cos(x,s) = sin(n,x) = — cos(n,y) = ~ 2y » (2.01)
s an
%% = cos(y,s) = sin{x,s) = cos(x,n) = %% . (2.02)

t =t =t =t =0. (2.03)

We zullen aantonen dat we met deze veronderstelling aan alle vergelijkingen
kunnen voldoen, zodat, volgens de eenduidigheidsstelling van Kirchhoff,
(2.03) een correct uitgangspunt is.

De eerste twee evenwichtsvergelijkingen worden hiermee

3z 3tzz : | 5
5z oz 0. & (2.04)

Hieruit volgt

We maken dasrom een aantal resticties:

vlak zijn '"goed verdeeld" (d.w.z. vol-
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b T 11007 (2.05)
ty, = £, (x,¥)
En de derde evenwichtsve;gelijking geeft
_EEE + EEZE =0 (2.06)
ox oy ' .
De randvoorwaarden op de mantel zijn
Py = ijnj =0 ; n = (cos(x,n), cos(y,n), 0} .
Dit geeft in x-ri: 0 =0 ,
y-ri: 0 =0 ,
z-ri: € 0t tzyny = 0
of: to cos(n,x) + tzy cos(n,y) =0 . (2.07)

Dit systeem is statisch onbepaald, want we hebben Eén vergelijking met twee

onbekenden (txz’tyz)'

We hebben nog een vergelijking nodig en wel de wet van Hooke

_ L qgou . oW
taz = 26 &7 = GGz * W
(2.08)
av ow
= - —— T —
tyz 26 eyz G(Bz 9y
Naar z differentiéren geeft met (2.04)
2 2
(] _ _ 3 u AW
3z txz =0 =6¢( 2 * azax) ’
oz
(2.09)
2 2
9 0V 0w
-t = = G.(__. + —.-----—)
3z y=z 322 B?By
t ., en tYz substitueren in 3° evenwichtsvergelijking (2.06):
2 2 2 2
3 u ,3v . 3w W
+ =0 . (2.10)
3X9Z  OVIEZ ax2 ay2
Uit:
b = tyy =t,,= 0,

volgt
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e x = eyy e, = o,
dus
du _ v _ 3w _
dx 9dy 9z 0. ' (2.

d 2
__% = __% =0, (2.
3z 3z
en (2.10):
2 2
_8__v2.7 + _a_‘; = Q N . (2'
dx dy
(2.12) integreren geeft, m.b.v. (2.11):
u=1£,(y + @)z
(2.
ve=g & +g,x)z
Uit txy = 0 volgt met de wet van Hooke:
du IV _ '
W+E-—O. . (2.
(2.14) substitueren in (2.15) geeft
df df dg dg
1 2 1 2
&ttt tm 2t .
(2.16) moet gelden wvoor alle z, dus
dy dx ’
(2.
df2 dg2 .
dy dx '
Aan (2.17) is alleen te voldoen als
f2 = ¢y + a, s 8 = - CX + b2 ’ o
f1 = dy + a > 8 = —ldx + bl .

Dus

u = dy + cyz + a, + a,z

v =-dx -~ cle+ b1 + bzz .

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

De coefficiénten &> b, en d geven alleen verplaatsingen als star lichaam.
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We nemen deze nul. Noem c = -d, zodat we krijgen
u = -ozy + azz s
v = Qzx + bzz .
3
Volgens (2.117) moet
w = ab(x,y) - a,% - b2y + d1 . (2.20)

52’ b2 en dl geven enkel starre-lichaamsverplaatsingen, zodat we deze nul kun-

nen nemen. (2.13) wordt dan:
=0 . (2.21)

Voor de spanningen krijgen we uit (2.08)

a0
Golz- - ¥)

t =
Xz
(2.22)
a¢
tyz = Ga(g; + x) .
De randvoorwaarde (2,07) uitgedrukt in & wordt:
& - yyeosm,x) + G2 + x)cos(m,y) = 0, (2.22a)
X 3y
op de cylindermantel,
Is het systeem (2.22) oplosbaar?
Bekijk:
a9 12 -3¢ 3x 3% 3y _de 2
o cos(n,x) + 5y cos(n,y) % ' n + 3y " Bm _ dn (2.23)
ﬁiermea wordt de randvoorwaarde:
do (2.24
LY cos({n,x) — x cos(n,y) . «24)
Het rechterlid van (2.24) is een gegeven functie bij een bekende rand.
Het probleem is dus herleid tot
AP =0, (2.25)

met %% = voorgeschreven langs de rand.

Dit is een Neumann-probleem.
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%§ integreren langs de rand:

32¢

§ % ds = ﬁ [%i— cos (n,x) + %31 cos(n,y)lds = ” —

R 9x

De eis voor oplosbaarheid is dus:

é% = é [Y COS(n,x) -3 cos(n’y)]ds = 0 R

of

§ty§§+x§§3ds=§;‘—su(x2+y2)1ds=o-

Het probleem is dus oplosbaar.

We gaan nu kijken naar JJ txzdxdy.
R

Deze moet nul zijn, omdat er geenresulterende dwarskracht is.

JJ txzdxdy = JJ Gu(%% - y)dxdy = (met (2.21))

R

]

c

Volgens randvoorwaarde (2.22a).

+

9
)

Zq

——iodS =0.
¥

Ga JJ E%; {x(%% -yt + %; fx(%? + x)}Hdxdy =

Ga § {x[cg§ - y)ecos(n,x) + (%% + x)cos(n,y)l}ds = 0

De schuifspanning t s volgens (2.22)1 geeft dus geen resulterende dwarskracht,

Hetzelfde geldt voor tyz'

Voor het torsiemoment vinden we

M, JJ (xtyz - ytxz)dxdy =

R
ad

22 30 .
Go Jj x® +y° +x 3y 3§}dXdy = Da ,
R

waarbij D de torsiestijfheid is:

. 2, .2 3¢ _ . 3¢
D := G JJ (x"+y +x 5y y ax)dxdy .

(2.26)

(2.27)
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Uit fysische overwegingen volgt direct dat D > 0 moet zijn. We zullen bewij-
zen, dat daaraan inderdaad voldaan is.

Beschouw:

JJ (x %% -y %%)dxdy = JJ EB(XQ) - 3*A(Yq})]dxdy =

ay X
R R
= = § ¢y cos(n,x) - x cos{n,y)]lds = {met (2.24))
C
de : . . .
= - § ¢ o ds = {met (1.51) in twee dimensies voor A = B = 3)
C
- _ _ 39,2 39,2
= JJ ¢’k¢,kdxdy = JJ {(ax) + (ax) ldxdy .
R R
Dus
30 90 . 38,2 . 30,2 _
J-J‘ [x -é-; y -3—1; + (—a-;) + (-é--y-) ]dXdy =0 . (2.28)
R
(2.27) optellen bij (2.28) geeft:
p=c ([ 1AL+ 0%+ @ - y)2axdy , (2.29)
ay RS

R

en dit is altijd > O en alleen gelijk aan nul als

Ll od

y > o3x
wat ommogelijk is, omdat dan

3 B2y 43 (3%
% 9y T oy G

Dus bewezen: D > 0. gq.e.d.

I1.2. Geconjugeerde functie en torsiefunctie

Beschouw
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en

da¢
(37 rang = BOBEVeR, (Neumann-probleem) ,

We voeren in de zgn. geconjugeerde functie ¥Y(x,y), welke zo gedefinieerd is,

dat

9 _ av¥ ad ¥ (2.30)

—=-5-—i-’

ax
Uit een bekende ¢ is dan een ¥ te bepalen, terwijl
A = 0, geeft A¥Y =20 . (2.31)

Uit (2.30) volgt

40 _ 3¢ ox 3% 3y 3¢ 3y ¥ o 2x, _d¥
IS "Pa T3 " "9y s x U3 T a5 (2.32)

Dus voor de geconjugeerde functie wordt het torsieprobleem:

AY = 0,
av _ _ ] sy g dE L d o2, 2
I f(rand) = y cos(n,x) - x cos(n,y) =y PR il F(x"+y9).

]

Dus langs de rand c: ¥ i(x2 + yz) + constante.
Aangezien we ons beperken tot enkelvoudig samenhangende doorsneden kunnen we

de constante nul kiezen. We krijgen dan
AY = O met ¥ = i(x2 + y%, langs de rand. (2.33)

Dit is een Dirichlet-probleem.

Formulering d.m.v. de torsiefunctie F(x,y),:die gedefinieerd wordt als

2 2
F(x,y) = ¥(x,y) = 4(x" + y7) . (2.34)
Dan geldt aan de vrand C: F = 0.

En verder is

AR = AY -~ 2 = -2, (2.35)

De spanningen worden:

£ = Gu(%%

o aF
xz y) Go (W v) Ga 3y

en | ' ' (2:36)
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Voor hét torsiéfidfient krijgen we

AN 3F 9F
M= JJ (xtyz - ytxz)dxdy - Go, JI (x i +y Eg)dxdy =
R R

- - G JJ (ang)-+ aggF))dxdy + 26 J[ F dxdy . (2.37)
R R

Nu is

JJ (agiF) + agiF))dxdy = 4 F(x cos(n,x) ¥ y cos(y,n)ds = 0 ,

R C

want F = 0 langs C.

Dus
M = 2Ga JJ F dxdy . (2.38)
Toepassing
2 2
Ellipsvormige doorsnede C: 37 + XE -1=90,
a b
Probeer
x2 y2
F=C(—2-+;§-1) .

Dan is F = 0 op rand C, en

2.2
wmeldyrdy =2 e =Bl
a b a +b
Dus
a2b2 2 2
F = (- - ) >0 .
;5‘:‘;2 V] b2

Torsiestijfheid voor ellips:

nGa3b3

2 .

D= 2G JJ F dxdy =
a +b

Opmerking: We zullen laten zien dat de grootste schuifspanningen bij een el-

lips aan de rand optreden.
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Definieer

T = /£Z_ + tZ_ .

xz yz

Bij een ellips blijkt

(x,y) XY /7

Z

Te bewijzen: langs & is T maximaal in randpunten (4 willekeurig).
2': geconjugeerde van £, (x' = % X, y' = % ¥).

Dan is:

T(x,y) = 2G0‘.ab Vo) ey S

a+b

dus T maximaal als (x'2 + y'z) het grootst is, dus in de randpunten.

Stelling
Algemeen geldt: T bereikt maximum aan de rand.
Bewijs:
oF, 2 BF 2
-\ B
dus ‘
2 2 2 9F, 2 aF, 2
T G a [(3;) _ (a 1°]1 .
Dan is
2 2 ' 2 2
2 3 9 2 2.2 9°F. 2 I°F 2 F.2
A" = *"—2+—'2')T = 2G [("""2‘) 2(—'5"") (—)]"0.
oK dy x

Een functie ¢ waarvoor A% > 0 heet een subharmonische functie. Nu geldt: een
gubharmonische functie heeft maximum een rand. Bewijs:
Stel: maximum in 1nwend1§ punt (xo,yo)

Dan is r
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30 _ 9% _ .
-a§ Ay =0 ' in (xo’yO) .

&(x,y) ontwikkelen om (xo,yo):

¢(x0 + Ax,yo + Ay) - @(xo,yo) =

2

2
& 0 +
ax

2
v 3, ey ¢ 5(§y—§)0(m2 + 0’ .

Hieruit volgt dat de conditie voor een maximum is:

%0 2% _ (32¢ 2 5
. 2
sz ay2 X3y
en
2 2
8 2 . 0 en §~% <0
3x 3y
Uit
‘ 2 2
AG = 28,32, 0 (subharmonisch) ,
2 2 ’
ax 9y
volgt
BZQ 32¢
77 "2
ay 0x
2 2

a ¢

3y2

Dus stel 2—% < 0, dan ~— > 0, dus geen maximum in inwendig. Hiermee is bewe-
0x

zen dat het maximum op de rand moet liggen.

IT.3. Conforme afbeeldingen (Zie (2], pp.

Theorema van Harnack:

Y:=eenheidscirkel

f

137-165)

Laat f(o) en ¢(o) continue re-
ele functie zijn van ¢, gedefi-

nieerd op de eenheidscirkel v.
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Als
f(o)do _ gp{o)do
J ~ -z J o -7T° (2.39)
Y Y

voor alle © binnen ¥y, dan is f(o) = ¢(o), terwijl (2.39) voor alle f buiten
¥, geeft

f(o) = 9(0) + const. .

Voor het bewijs van deze stelling zie bijv. [2], 84l.

Dirichlet—probleem op eenheidscirkel

Beschouw een functie u(g), (¢ = £ + in), waarvoor geldt:
Au = O binnen y, en u = £(6) op ¥y, £(o): Holder-continu.

Omdat Au = 0 bestaat de geconjugeerde functie v(Z) met de eigenschappen:

u v du_ _2v i

_E - an ? an ag en AV 0 ]
Noem

F(z) := u(g) + iv(g) .
Definieer:

F(T) = u(Z) + iv(®), £ := £ - in ,
en .

F(z) := F(T) := u(@) - iv(®) .
Dus

F(Z) = u(®) - iv(2) .
Op Y geldt dan de volgende relatie

F(c) + F(o) = 2f(0) .

Deze relatie vermenigvuldigen met: §%T-E§§—E en integreren langs de eenheids-

cirkel geeft

1 [Fdo, 1 {E@ 4 . L [ £ ,

211 Jo-¢ 21l | ov¢ Ti | o-¢ ’
Y Y X

(2.40)

welke vergelijking volgens het theorema van Harnack equivalent is met de

- vorige.
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Volgens de residustelling (zie [2] of [31)

F(

oy
271

Y

F(0) ontwikkelen

6) -
5= 49 = F(O) .

1

om o = 0 geeft:

F(0) + F'(0)o + $F"(0)o® +... ,

+

F(3) = F(0) + F'(0)o + ... = F(0) + F'(0)o +... ,

F(o) =

F(0) =
en dus

F(o) =
Dan wordt

1
271
Y

want

F(0) + F'(0) %-+ 1F1(0) 15 .. G =-§) .
(8]
F(o)do _ = 1 do =, 1 do ~ !
T F(0) o7 J s-t*F (0) 5= J o= trr T i
Y Y ’
= F(0) + F'(0)0 + F"(0)0 +... = F(0) , (2.42)
do 0, alsn >0 ,

1
271

(2.41) en (2.42)

F(g) +
Stel

F(0) =
dan

F(0) =
dus

F(§) =

F(0) =

(o - ©) 1, alsn =0 .

substitueren in (2.40) geeft

F(0) = %T J £(0)do + (= bekende functie van r). (2.43)

Y

u(0) + iw(0) = a. + ib_ ,

0 0

a; = 1b0 ’

1 f(a)do _ .

L JE—:_c— ag * ib - (2.44)

Y
!
(2.44) voor 7 = 0 geeft: {
. _ 1 f(o)da _ \
a0+1.‘t>0—-Hl--——Cr ag * iby .

Y
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Hieruit volgt:

0 2ri o
Y
Dus
-1 L4y do,
F(¢ T J £ (o) =1y " o + 1b0 . (2.45)
Y

b0 blijft onbepaald, want v is slechts bepaald op een constante na.
Dus voor gegeven f£(0) is F(Z) te bepalen uit (2.45).

Noem

dan geeft (2.45):

2 2, _, i8
u = Re F(g) = 1 J (1 -p7) f(e ")d®
2 1 = 2p cos(8 - 9Y) +p

= 5 . (2.46)

M.b.v. deze twee vergelijkingen kunnen we alle torsieproblemen, voor enkel-

voudig samenhangende doorsneden, oplossen.

Y= eenheidscirkel

z-viak {-vlak

Volgens de conforme-afbeeldingsstelling ﬁan Riemann kunnen we een enkelvou-
dig samenhangend, twee-dimensionaal gebied afbeelden op de eenheidscirkel
door middel van z = w(z). (Zie bijv. [23,§ 43, of [31, H VII.2.)

We combineren de welvingsfunctie ¢(x,y) (volgens (2.20)) met ziju geconju-

geerde ¥(x,y) (volgens (2.30)) tot de functie
F(z) :=¢ + iv , 4 z=x+* iy ,

Volgens (2.33) moet aan de rand C gelden

¥ o= i(xz + YZ) = d(x + iy)(x - iy) = } zz .

Afbeelden op het r-vlak geeft

F(z) = Flu(g)) =: £(Q) ,
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of
E(5) = ¢(w(g)) + i¥(w(T)) =: o(T) + iYp(g) .

Dus langs de eenheidscirkel y geldt
Rel £(0)] = ¥(0) = } 22 = } u(o) a(3) .

Dit is een speciaal geval van (2.44), met F(g) = % £(g), u=> ¢y en

£(0) = 4 w(o) w(v), zodat we krijgen

1 1 w(o) w(a@) . _ .
I-f(c) = on J P do ag + 1b0 . (2.47)
Y
Dus
£(2) %F J m(g)f(g) do + const. = ¢(r) + ip(g) . (2.48)
Y
Voorbeeld
, o
|
1
e P
Z-vlak 0 4e g-vlak

Cardioide: r = 2c(l + cos g).
De afbeelding is: z = w(z) = c(l + C)z.

Bewijs:

z =%+ iy = (1 + c)z = ol + cos 9 + i sin @)2 =

e ¢l (1 + cos w)z - sinzwl + 2ie(l + cos ¢)sin 9 .
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i Dus
: 2 , 2
x=c(l +2 cos ¢ + cos" 9 - sin ¢) =
4 , 2 2
= c(4 cos (9/2) - 4 sin"(¢/2)cos” (9/2)) .
y = 2¢c sin ¢(l + cos @) = ¢
= ¢(4 sin(9/2)cos{qf2) . 2 cosz(¢/2)) .
Geeft:
r2 = x2 + y2 = 16c2 cos4(¢/2) = [2c¢(]l + cos qJ)]2
of
? r = 2¢{l + cos ¢) = cardioide.
Dus '
: 2 4
w@ad =2+ ola+Htoc D
g g 02

(2.48) geeft hiermee:

2 4
1 J c (1 +a) do + const. = icZ(CZ + 4z + 6) + const.

HO t o 02(0 - z)

, Nu is

Dit geeft

F(z) = f(w-l(z)) = iczég + 2\/§-+ 3) + const.

z=x+1iyen F = ¢ + i¥ geven dan ¢ en Y.

Literatuur.

[1] cCollegedictaat Toégepaste Mechanica.
[2] sSokolnikoff, Mathematical Theory of Elasticity.
{3] Collegedictaat Wiskunde V.
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III. Buiging van cylindrische staven (Zie [11, H. VII., [2], H. 4, of [3],
H. V., XV-XVII) '

III.1. Buigingstheorie

z2waartepunt

bbb$ébjbbé0é§§
;

X

Opmerkingen:

i) We beschouwen de balk belast door een dwarskracht W aangrijpend in de eind-
doorsnede z = &. _

2) We kiezen de x— en de y-as langs hoofdtraagheidsassen van de doorsnede en
W langs de x-richting. Dit is geen essentiéle beperking, want een kracht
langs de y—as geeft een analoog probleem. We kunnen dus een willekeurige
kracht ontbinden langs de x- en de y—as en deze twee problemen afzonder-
1ijk oplossen. Omdat we werken met lineaire theorieén kunnen we daarna
beide resultaten superponeren,

3) We laten W aangrijpen in het zwaartepunt van de doorsmede. Als dit niet

het geval is kunnen we W verplaatsen met invoering van een torsiemoment.,

We proberen de volgende spanningsverdeling (welke we hierna als juist zullen

aantonen (Kitchhoff)):

t =t =t _ =0, (3.01)

- - Mx W@ - 2)x
2z i T ’ ' (3.02)
waarbij
M = buigend moment in doorsnede z = W(& - z) ,
en
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De evenwichtsvergelijkingen worden dan:

It ot
Xz = __—1%— = 0 .
9z oz ’
en
at ot W
LD R S
Ix oy I y

Randvoorwaarden: spanningen statisch equivalent met W en de mantel is

ningsvrij.
Schrijf 3% evenwichtsvergelijking (3.04) als:

ot

X2z d Wxys _
9x * 3y (tyz T )= 0.

Dan bestaat er een functie F(x,y) zodanig dat

t _E- t =—3_F.—M
X2 3y ? vz DS I °’

waarmee triviaal aan de evenwichtsvergelijkingen voldaan is.

Compatibiliteitsvergelijkingen in de spanningen (1.32) luiden hier

2
1 3 _
Atxz Y T¥Y 590z (Fxx * tyy * tzz) =0
. At +;—a——(t +t +t )=0
vz 1 + v oyodz xX ¥y zz

De overige geven identiek nul.

Met de aannamen voor de spanningen, krijgen we uit (3.07):

Atyz =0 ,

+ o—
Atxz (1 + v)

W _
=0

(3.06) substitueren in (3.08) geeft:

_ OF _ Wxy, | 9 -
A g~ = 0=z &F=0 ,

oF 1 W 8 W

— ——— — E - e—
A Iy (1 +v) 1 0= 9y aF (1 +vI°

(3.09) integreren geeft:

— W -
AF = ﬁ_"'L\’ﬁ ZGO., {

(3.03)

(3.04)

span-

(3.05)

(3.06)

(3.07)

(3.08)

(3.09)

(3.10)

waarbij o een constante is, welke bepaald wordt uit de conditie dat W door
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het zwaartepunt gaat.

Er geldt:
3
Ll - = Al- ——W 2 -
-y - W= M gayp vy 2 U b e
2 2 ~
- 4 Go(x" + y7)] =: AP, P :="0...0) . (3.11)
Geeft
A(F - P) = 0 .
Voer in ¢](x,y) door
¢I :=F - P, = 4y, = 0, (w] : harmonisch) .

Dus

W

3
W 2 V¥4 _8Ga 2 2
TR} [} vx"y + (1 2) 3 ] 5 =" +y9) . (3.12)

F=29

Noem ml(x,y) de geconjugeerde van wl(x,y):

Bml Bwl 3@1 3¢‘

ox oy ay ox
Dan is ook

(3.08) wordt nu

a0
_8F _ 7't e W w1 - 2 3.14
te =3y "m0 T I ewr VXY Uyl 3.14)
en
30
1 _ W2+ v) 3.15
tyz = 3y + Gox 7C1 + V)T Xy . (3.15)
Stel
W
= - ————— A =A = - 3-16
¢1 Gag T} X , met Ay X 0 ( )

Dan worden (3.14) en (3.15):

W

= 39 _ - ¥
t G“(ax y) TO + )T

) 2 Y 2
Xz {si + 4w+ (1 7)y }

(3.17)

- 2 _ W 3 _
tyz = Gu(g% + X) T+ 9T {3§'+ (2 + v)xyl .

i
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En verder was

o - WA - 2)
ZZ I x .

t
% en X zijn harmonische functies, die volgen.uit de randvoorwaarde:
t ey cos(n,x) + tyz cos(n,y) = 0, aan de mantel . (3.18)

Stel

t = t(])(rp) + t(z)(x) s

en eis, dat zowel t(l) als t(z) aan bovenstaande randvoorwaarde voldoet.

Dus stel
R 4 b o0p _ ay ._ _ W 9x . 2 _ V.2
Cey 7 Go (3 ), tez T 2(1 + W)I {Bx 4t + 2)y b,

m 3¢ 2 _ _ W 3
tyz = GDL(~5§ + x), tyz 1= m ‘[% + (2 + vixy},(3.19)

t(]) =0, t(z) = - HS&—:—EA X .
zZZ zz 1

We hebben dan de volgende twee problemen:
(i) Torsieprobleem (opgelost in H., II.)
VAm =0,
" met

(g—z = y)cos(n,x) + (%;% + X)cos (n.y) =0,

langs de rand.

(ii) Buigingsprobleem: Ax = 0 , ' (3.20)

met als randvoorwaarde:

[g-,x; + 4 vl + (1 - %)yZJCOS(n,XJ + [% + (2 + v)xylcos(a,y) =0 ,
of

%ﬁ = - [} vx2 + (1 -'gayzjcos(n,x) - (2 + y)xy cos(n,y) . (3.21)

dax

Aan de eis voor oplosbaarheid: § in

ds = 0, is hier voldaan, immers
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ﬁ% as = § L wd (- Py my - L@+ VT s =

=” {—g;[-ivxz- (1--2\1)}*2]—-3-;[(2+v)xy]}d5=-2(l+v) ”xd8=0.
S s

want de x-as gaat door het zwaartepunt.

Het probleem is dus gesplitst.in een torsie- en een buigingsprobleem. De nog
onbekende o volgt uit het feit dat W door het zwaartepunt gaat, zodat het

wringend moment om het zwaartepunt nul is, wat met (2.26) leidt tot de be-

trekking
2 2 %9 _ 3p
Go ” (x" +y +x By v a—x)dxdy +
R
w X _ . 3x _ v 3 v, 2 _
Y30 VI JJ Ly 3¢ ~ % 3y (1 Z)Y (2 + 2)x yldxdy = 0 ,
R (3.22)

en hieruit volgt @ (¢ en X bekend).
Hiermee is in principe dit probleem opgelost.

Voor de verplaatsingen krijgen we met de wet van Hooke uit (3.17)

we-ozy+ o= (v - D& -y + e’ - 120,
W
v = oxz + o {v(x - 2)xyl} , (3.23)
: 2
W ‘ 2
w=ap - T {x + x{8z - %—) +xy°},

afgezien van starre lichaamsverplaatsingen.

Vergelijking met de elementaire theorie: (Zie [1], H. VII.)

Neutrale vlak, is het vlak waarvoor geldt:

e = v _ x{(2 - 2) =0=>x=0.
zZz z

Op de centrale 1lijn (0,0,z) zijn de verplaatsingen:




- 41 -

N-
}
e
H
!
i)
o
Y
|
U

y' =y = Q (3-24)

N
it

wWtz=2z+ a9 (0,0) - %T x(0,0) .

(x',y',z') zijn de codrdinaten van de centrale lijn na de deformatie.
Voor de kromming van de centrale lijn geldt dan:

dzu
dz'2

M
BT °

~
~

(3.25)

] - - o
R (2 - 2)g7

Dus de uitdrukking voor de kromming van de centrale lijn in de technische

(Bernoulli) theorie komt overeen met de exacte uitdrukking.

III.2. Dwarskrachtenmiddelpunt!

Doorsnede z:=.#;
I,0 : hoofdtraagheidsassen,

Laat W aangrijpen in (xo,yo). Dan is het torsiemoment t.o.v. Z

M, = xOW& - oWy » (zie figuur) , (3.26)
en dit is tevens gelijk aan

M, = JJ (xt , - ytxz)dkdy . ‘ (3.27)
R

R
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ﬁe schrijven de spanningen (vergelijk IIIL.1) als:

t = utcl).+ t(z) ’ (t(l) en t(z) onafhankelijk van o) .

Substitueren in (3.27) geeft

Mz = g JJ (xtéé) - ytii))dxdy + JJ (xtéi) - ytii))dxdy . (3.28)

R
Definileer x, en y, door
(2) _ @), . _
IJ (xtyz Yty Ydxdy = xDWy YDWx . (3.29)

R

We noemen xp, ¥y de coordinaten van dwarskrachtenmiddelpunt D.

Uit (3.28) volgt dan met (3.26) en (3.29):

o jj (xtéi) - yti;))dxdy = (xo - xD)Wy - (y0 - yD)Wx . (3.30)
R
Dus als Xy = Xp en ¥o = ¥p» dan is de totale torsiehoek a gelijk aan nul.
Dus bij W door D: "torsievrije" buiging.
We hebben nu dus gedefinieerd: torsievrij als ¢ = 0. Wat houdt dit in?
Beschouw de locale rotaties

0, = 5(%% - g—;) . (3.31) |

Deze w, is van punt tot punt variabel, dus in het algemeen is niet w, overal
nul te krijgen.

Nu is

duw 2 2 2 2 2 2
]
z _ 5(3 s 4y - Q(B v _dw du oW )

az 9x9z - dydz 9xdz 9xoy 9yoz Xy
at ot
e - N U £ A
=Gz ®yz ~ 3y 2’ 2G (=% Y ). (3.32)

Als W valt langs I (x langs I) dan wordt (3.32) met (3.06)
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du 2 2
2Ll &F _ Wy 3F _-1 Wy, .
2 S 27T 2) =76 UF 1) = (3.100)
X 3
-1 L - Wy eg -y Wy
BT I S ae T ¢ Ry e i (3.33)
Dan is
sz
JJ e dxdy = 08 - 0 = a8 , (want y door Z),
R
Dus
Bmz sz
o = (EE_) = gemiddelde (3;~) over doorsnede.
Hieruit volgt: o = 0 betekent:
1 sz
R

Dus "torsievrij" betekent hier dat de gemiddelde draaiing per lengte-eenheid

om de z-as nul is (definitie I).

N.B. Symmetrie-—eigenschap: als de doorsnede een lijn van symmetrie heeft,

ligt D op deze 1lijn.

Andere definitie (II) van "torsievrij'": we noemen de buiging torsievrij als

de totale arbeid (A) kan worden gescheiden in de arbeid t.g.v. de buiging (Ab)
en de arbeid t.g.v. de torsie (At): A=A+ At (dus geen koppeling). Deze
definitie geeft het dwarskrachtenmiddelpunt volgens Trefftz [4].

Neem W langs I (x langs I), dan

e 23 L Wy
Xz 9y ve 9x I

_ W
AF = TT_:XUTT + C.

Vroeger hadden we C genoemd: -2Ga.

en

Nu noemen we

WR *

C = TT—:";TT - 2Ga (3.35)

B : nog onbekende parameter.
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Dus
AF 71 2Ga . (3.36)
Stel '
| Fmfa +F, =F +F, *
=fjo +F)=F +F,, Fp~ad,
met
A, = =26, = AR, = -26a"
- ¢ ' (3.37)
Wy -8
oy a0+ I °
En stél
| _ . 2)
t, <ty (Fl) + ;yz (F2) > (en analoog tyz) .
Dus
aF - oF
m .0 M 2L
txz o3y ? tyz ¢ X * ‘ (3.38)
oF oF '
@ _ "2 . () . ___2 _Wxy
t ¢ 5y ° tyz : = T (3.39)

Definitie: zuivere buiging is-de oplossing van stelsel (2), mits 8 "goed
gekozen" ‘is.

Onder B "goed gekozen" verstaan we: B zodanig dat A = A+ A

Randvoorwaarde: mantel spanningsvrij:

€y cos(n,x) + tyz cos{n,y) = 0 .~

We zullen hieraan onafhankelijk voldoen (voor 1 en 2) door aan de rand te ne-

men
F, =0
dF .
2 W dx
s I 3HE . | (3.40)

De totale arbeid is volgenn‘(l.24)2

aF,  OF aF . OF
-l 2 2 : 1 2,2 1 2 . Wxy.\2
A= J £, 4V + 7= lJ {(——---ay * 5 Yo+ Gt t _il) }axdy . (3.41)
v .

et - — i — —
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De torsie-arbeid (alleen Fl):

oF oF

e |[ 1,2 1.2,
At = 4_G JJ {(-5;;_) + (_By_) }dxdy .

R

En de buigingsarbeid (alleen F2):

oF
1 2 L [ 2.2
A - [tzzdmmﬂ (D7 s

v R

Nu moet (eis voor B): A = At + Ab of A - At - A.D

Dus moet

We definieren

2
z e Wx™y
| F2 : F2 + 57 -
Dan is
o, - oFy _kxy o (2) _ oF
9x X 1 yz 9x
¥, ) w5
dy ay 21 Xz y
en
F e Wy _ _WG - 8) Wy
AF, = OF, + 7 a0 +wI I
of '
- W v - . -
AFZ T (]-l‘—\)) (y By , met B

De randveoorwaarde voor §2 {3.40), wordt

¥y gy
ds 21 ° ds

Hiermee wordt de conditie voor B (3.44):

+ w?y)z}dxdy .

+ W§y)}dxdy =0 .

+

F — —
{3 1 (an ) sz) 8F, 3F,
3y ‘ay 21 9X 3x

R

}dxdy = 0 .

(3

(3.

(3.

3

(3.

(3

(3.

3

(3

.42)

43)

44)

«45)

46)

47)

48)

.49)

-50)



aF aF
- S B O O T I § -
Nu is 3T IJ 55 x"dxdy 5T J X 5y dy dx
W 2 ,
=-57 | ¥ Fl(rand) dx = 0 . (uit (3.40)) (3.51)
Hiermee wordt de eis voor R:
- o5
{BFI 3F2 . BF] Fz}dxdy - 3.52)
9x  9x 9y 3y - y
R
of JJ (grad Fl.grad ﬁz)dxdy = JJ div(Fl.grad Fz)dxdy - JJ Flaﬁz dxdy =
R R R
oF, _ _
| = % Fl e ds - JJ FIAEZ dxdy = - ”' FIAFZ dxdy = 0 ., (3.53)
C R R
Substitutie van (3.48) in (3.53) geeft
B = JJ Fly dxdy / JJ FI dxdy . (F1 is bekend: torsie- (3.53)
R R probleem)
F1 is evenredig met o" en dus is 8 onafhankelijk van o,
Verder is JJ F1 dxdy altijd = ~—§; # 0, (zie (2.38)).
. 2Go.
R
Volgens (3.29) is (want W valt langs de x—as):
oF oF 2
= - 2) _ 3 2) - 2, .. 2 Wy
Wy = JJ [xtyz vt }dxdy [x == T Y 5y 5T Jdxdy .
R
c 2 r . B o=t =41
We schrijven F2 als F2 F2 + F2, met
dF ! 2
= 2 _Wx dy
1= —Z = BX
AFZ 0 en T 57" 38 langs C ,
AF" = oW (y -B) en F' =0 langs C .
2 (1 + v)I 2
Dan krijgen we
aﬁl ai.'t 2 aEn afn
= 2 2 _ Wx'y o2
WVD"” (X5t Y3 21 ]d"dyJ'” [x 55 * ¥ 55 Jdxdy -
R R




_47_

De laatste integraal is nul, want (met (3.37]) en (3.40]))

=il =~ :
BFZ 8F2 _ -2 _
JJ [x = Y 3§—dedy = 2 JJ Fg dxdy = = JJ F;AF! dxdy =

R R 2o 3
| _ _ dF dF})
= - e ] w1 = =
= o {” F AF dxdy + § (F2 T o Yds}
R c
o1 i = -
= = T 91 JJFI(Y B8)dxdy = 0 ,
Go R :

volgens (3.54}.

Dus

|
b4

oF ! oF ! 2

2 2 _Wx'y -
JI [x 5t 3y Jdxdy

R

1 F! -2 F! -1 2
§ Fz(x dy + y dx) 7 JJ F2 dxd 5T JJ X'y dxdy .
R

C R

Definitie III: speciaal voor .dunwandige constructies. (Zie [5], H. II1.2)

D dwarskrachtenmiddelpunt als voor W door D geldt:

(3.55)

De achtergrond van deze definitie (we nemen symmetrie t.o.v. de x-as) is de
volgende  redenering.
Stel

_ W
T=Ty+7 J yhds . (3.56)
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De potentiele emergie is

r2 2 T

U"é'z"c—;'hds—§-2(;—hds , (T":'E).
Geeft

U § 2T 3T _ 4

= . 5 .

BTO 2Gh BTO

Nu is L . 1. Dus voor I-ds = (Q geldt LU 0.
aTO h ? 0

Dus deze keuze van D geeft een minimale schuifspanningsenergie.

Opmerking: Bij definitie I is D afhankelijk van v en bij II niet.

Voorbeeld:
) . 8 3+ 4y
B Volgens 1I: Ny ST 1T+ a ,
. = 8a
IL: nyp = 55
Dus v =20 : nI = ”11 .
v=0,33n = 0,548a ,
: nII = 0,509a .

. . . 2 , ..
Voorbeeld van exacte buiging: cirkelecylinder (x + y2 = az) belast in zijn

zwaartepunt.
Hiervoor is:
M b
3 .v2 13,2
X == (Z-+ 2)a x + 7 (x 3xy ) .
Hieruyit volgt:
A
o = Sog e (@ - = Y
27a (1 + v)
1 +
ma (1 + v)
_ _ 4w _
tzz = A {2 Z)}% .

wa
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Als we deze resultaten vergelijken met de elementaire balkentheorie

zien we dat

1 Tez = Yz s

2) Tyz =0 # tyz .

3) Tz # txz » (sz is onafhankelijk van y).
Literatuur.
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IV. Twee—dimensignale problemen

IV.1. De vlakke vervormingstoestand (Zie [1], §§65-69)

De vlakke vervormingstoestand wordt getypeerd door
w=0, en u-= fl(x,y), v =1,x,y) . (4.01)

Hieruit volgt direct:

Cox ezy T ez; =0,
Lax = tzy =0, (4.02)
Ly = v(txx + tyy) .

De nog onbekende spanningen zijn dus:

tex® Exy® gy ¢

We houden nog twee evenwichtsvergelijkingen over (aan de derde wordt triviaal

voldaan)
thx thy
5% T 3y 0,
(4.03)
at at
LY A ) S
% dy '
Verder geldt voor de deformaties
Ju dv du av
[ ) = — = —  a— N
xx  9x °* eyy 3y * exy i(ay ax’ ? (4.04)
terwijl de wet van Hooke wordt
tij = k(e]] + ?22)6ij + 2ueij (1,j = 1,2) . (4.05)

We hebben dus een stelsel van 8 vergelijkingen met 8 onbekenden. Hieruit vin-

den we de 2 Beltrami-vergelijkingen:

wbug + (A + )8 . =0 C) 3 Lo=1,2) . (4.06)
»

[
®
=
+
o

Een fysisch voorbeeld van een vlakke vervormingstoestand is een oneindig
lange cylinder belast door van z (lengte-richting) onafhankelijke krachten,

We moeten dus de invlioed van de randen verwaarlozen.

De tegenhanger van de vlakke vervormingstoestand is de vlakspanningstoestand.

Deze treedt bijv. op bij dunne platen, welke in hun vlak belast worden., We
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middelen alle grootheden over de dikte en nemen tzz = 0 (dit is niet exact,
maar voor z = + h is tzz = %Z tzz = 0, dus voor kleine h is het een goede

benadering),
De vlakspanningstoestand is asymptotisch (voor h + 0) exact. Wij zullen hier

vooral de vlakke vervormingstoestand bespreken.

We definiéren de Airy-functie X(x,y) met

2 2 2
SRS SRR R S . (4.07)
XX Jy Xy Xoy ¥y %

Hiermee is automatisch aan de evenwichtsvergelijkingen (4.03) voldaan.

(4.04) geeft de compatibiliteitsvergelijking:

i 2 2
a e 3 eyy 3"e
+ =2 =, (4.08)
ayZ axz Bxay
Met de wet van Hooke (1.16), en met (4.02)3 krijgen we hieruit
)2 2 thxy
a*yf{txx"\’(txx*' t.yy)}"‘;;f{tyy-\)(txx"' tyy)}-_— Zw-

Substitutie van (4.07) in (4.09) leidt tot de bipotentiaalvergelijking

3¢ 3%
(= + —-2) X = b4y =0 , (4.09)
X oy

IV.2, Transformaties (Zie [2], H. 1 en H. 2).

We zullen in dit hoofdstuk vaak te doen krijgen met oneindig grote lichamen.
We kunnen dan dikwijls gebruik maken van Fourier-transformaties e.d.

Beschouw een functie f(x).

We veronderstellen dat f(k) voldoet aan de zgn. Dirichlet-voorwaarden, d.w.z.:

1)  £(x) heeft een eindig aantal discontinulteiten.

2) f£(x) heeft een eindig aantal extrema.

Deze Dirichlet-voorwaarden zijn voldoende (maar niet noodzakelijke) voor-

waarden voor het mogen toepassen van de volgende theorieen.

SHTLR L
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Als verder

-]

I |£f(x){dx < = , (4.10)

00

dan geldt

oo o

J dA J £(&8)coslA(E =~ x)JdE =  §[f(x + 0) + £(x - 0)].(4.11)

- OO -

NI-—-
=3

(= £(x), als f(x) continu is in het punt x).

We zullen nu een aantal transformaties definiéren.

1) Fourier-transformaties

Definieer:
1 iax
F(a) 1= — J f(x)e Tdx
T ’
(4.12)
. 1 -iax
dan is f(x) = — J F(a)e da .
2r :
Bijzondere gevallen:
F () -—\/-2- £ (x)cos (ax)d
c =\ x)cos(ax)dx ,
]
(4.13)
2
dan f(x) =\/;. J Fc(a)cos(ax)da .
o
2 \
of Fs(a) :=\f;~ J f(x)sin(ax)dx ,
0
(4.14)
2 . .
dan f(x) n\};— j Fa(a)31n(ax)du .

0
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We zullen ook nog gebruiken de Convolutie-integraal:

-]

J g(E)f(x - §)dg ,

waarvoor geldt

o -3

J g(E)E(x - E)dE = J:F(t)cct)e"itxd

-—00 —)

Bewijs:

Q0 ©

t . (4.15)

e

J g(E)E(x - £)dE = —m— J g(E)dE J Feye TEEE g, o

V2n

0O -0 -
oo oo

J F(t)e THEqe J g(g)elthag =

{+ -] -0

1
=

= I G(t)F(t)e”it#dt .

—C0

Opmerking: als we definieren
F(a) := J f(x)elaxdx .

-

dan f(x) = %? J F(a)e-im

X
dx .

Met deze definitie wordt (4.15):

«© T

[s@ee - pas =& [reeee™

-00 -Co

We zullen zowel (4.12) als (4.16) gebruiken.

q.e.d.

(4.16)

Bax . 4.17)
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2) Laplace-transformatie

Definieer
=]

o(p) := J f(E)e-pEdE. p=y+in, y,n : reeel, y >0,

0
Dan is ¢(p) de Fourier*transforﬁ van: f(g)e_Yg, en deze heeft als terugtrans-—
form
Y+ie ,
= pE
f(g) = -Z_T.T—l- ¢(P)e dps E >0 » (4-18)
Y-ie

mits volgens (4.10)

J e % |€(€)|dE < =, met vy > c .

— O

3) Mellin~transformatie

Definieer

F(s) := J f(x)x(s-l)dx .

0
(4.19)
ctie

dan f(x) = E%T J F(s)x-sds .

c-iw
F(s) bestaat, als er een k bestaat (k > 0) zodat

I x(k“])[f(x)ldx < w ,
0

Dan moet: ¢ > k.

Samenhang met Fourier—transformaties via:

log x
xC!:eCG g I
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4) Hankel-transformatie (rotatie-symmetrisch):

We stellen

o

J |£(x)|dx < =
0

Definieer (voor v 2 - }):
F(u) := J yE(y)J, (uyddy ,
0
{(4.20)

o0

dan  _f(y) = J uF(u)Jv(uy)du .
0

(Jv: Besselfunctie).

Met behulp van deze transformaties kunnen we 2-dimensionale problemen tot

1-dimensionale terugbrengen:

Definieer:
.
FF ) 1= L J Q—%emxdx. (4.21)
Y2m

r . : r-1 . | .
J d’f eloX, d- ' f elOX /4o J d- °f o 10X
r r=1 -—00
dx dx

— . 00

Dus, als de afgeleiden van £(x) voor x = + © nul zijn, geldt

F @) = - 1ar Do) (4.22)
Beschouw de bipotentiaalvergelijking

—t+t2— 2+a.4)x=0- (4.23)

9% 3x“ay° oy

Noem
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e

i J’ ity -
-—_— x(x,y)e™”"dy =: x(x,§) , . (4.24)
Y2n oo :

dan is volgens (4.12)

@

1 " -ify
X(x,y) = — J x(x,&)e dg . 4.25)
4 VT (

Substitueren we (4.25) in (4.23) en bedenken we dat aan de aldus ontstane

vergelijking moet worden voldaan voor alle y, dan krijgen we

X2 dXy 50, (4.26)
dx dx

De oplossing van (4.26) luidt:

X(E,x) = (A + B:::)e--lglx + (C + Dx)eIEIX . (4.27)
Hierbij is verondersteld:

1) het bestaan van de transformaties ,

2) "goed" gedrag in = (d.w.z. de stoktermen moeten nul worden).

Bij mechanische problemen gedragen de spanningen zich altijd goed; de ver-

plaatsingen vaak niet,.

Voorbeeld:

strip: X

) rand wordt rond gebogen :

dan gaat u in o naar oo,
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We moeten dan de verplaatsing in het oneindige (u ) aftrekken: (u - u ) is

dan wel te transformeren.

IV.3. Toepassing Fourier-transformaties op vlakke vervormingstoestand (Zie

[2], H. 9. De hoofdstukken 9 en 10 bevatten verschillende drukfouten)

In een vlakke vervormingstoestand geldt (4.09): Ady = O.

Stel -

o

X{(x,¥) T J i(X.E)e_lgydE.

-0

o0

J X (x,y)etay .

-

]

dan g i(xsg)

vit .on)'

32
£ =—%
XX ?
dy
volgt
t. = °°t 674 .= fiil 14y = %3
XX XX y 2 ¥ Xs
3y
- —C
. 9x ..
mits X en 3; nul zijp voor:y = + o,

. B 2 2
Eis: txx =0 voor (" + vy %‘+ w

Analoog
72— -
E = .(.l—é. = ;" t = 1E —-X- = 1E v
- A dx X -

De echte spanningen vinden we dan uit:

m .
1 - —iry
t = J E Y4, ete.

-0

De spanningen moeten voldoen .aan de eis: tij + 0, als (x2 + yz) + o,

Met de wet van Hooke (1.16) en met (4.02)3 vinden we

ov
26 . — =t - vt + t .
3y Yy ( XX yy)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)
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Integreren geeit:

Dus
v = L [(1 = v)X" + vEZQJ
2GE i
en
. -, 9-_ o1&y
V=Z_;EJ [¢1 - v)X" + vEx1 £ 3

—CO0

Voor de bepaling van u gebruiken we:

Integreren:
L -]
igy Bu, vy, .1z
J ¢ (By * @x)dy G txy
of
-iEl-l""\—r‘ _2(["’\))" ,
G
Dus

4TG

u= 1+ v J [(1 = v)x"' = (2 - v)Ezi']

-0

De factor 5-2 kan bij £ = 0 divergentie geven.

dg .

-igy

2

daz.

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)
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Voorbeeld:
Beschouw een halfruimte (x 2 0) belast door
een druk p = p(y). Voor dit probleem geldt
de vergelijking
Ahy = O
7 ’
;/// /422£ met de randvoorwaarden
% 7 |
Halfvlak. , Cex © Py, txy = 0, voor x = 0, (4.39)
Onafhankelijk van 2z - richting, .
_ 2 2
t =t =t =0, voor (x° +y7) + =,
XX Xy vy

Uit deze laatste conditie volgt dat in (4.27) C = D = 0 moet zijn, zodat

x = (& + Bx}e_'E|x . (4.40)

De randvoorwaarden voor x = 0 geven (met (4.29) en (4.30)) A(t) en B(§),

waaruit

|
FanY

£)

52

(1 + [g|x]e-lg|x , (4.41)

>
il

waarin

@ = | pwelPy
Hieruit volgt:

=]

£ = o J s |EIXH [y 4 g xlae,

XX 2

=

-0

t = :l J B(g)e_lglx-igy [1 - lglx]dg ,

(4.42)

oo

_ -ix = -|€|x-igy
txy = o J EP(E)E dg ’

— OO

' -V - -TEix-iéy
tzz T J P(g)e dE y

..
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en
s = 75 J W%TE@)E'-"E"‘“*Y' {20 - ) + [g]x}de ,
(4.43)
v = - J éE(s)e“l‘E"“EY {1 - 2v) - |g|xhae .
P Als we als belasting kiezen:
o
i p=p0voor |y|Saen
7, -a ALY (4.44)
/§§§/ /4457 /4222 p=0 voor |y| > a
: e
krijgen we:
a 2p. sin &a
p(g) = 2p, J cos Eydy = —0——-5-— ) (4.45)
0
en

t =
XX

oo

2p -
- _;Q J l'z 23 e Ex sin Ea cos EydE etc. (4.46)

0

Laat nu a - 0 met Py = g;—, met P eindig (1lijnbelasting).

Dan
2p, sin &a
p(£) = lim 0 F = %g-. %i =P,
a0
geeft
p [ —: 2Px°
£ o= == (1 + Ex)e " cos Eydf = -~ —5——5—5
< - 2 2,2
. T(x" +¥7)
(4.47)
. ey . o 2mly
o a4 yH? STt
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We kunnen nu een probleem met continue be-
lasting oplossen door integratie van boven-
staande formules ((4.47))
2 J p(n)dn

[x* + (v - n)?2?

etc.

(4.48)

-—r

(4.48) is ook af te leiden door convolutie uit algemene Fourier-integraal
(definitie (4.16) en (4.17)):

(=]

1 _ _ s

t e = "5 J P(E)e |€|x 18y [1 + |g|xlde =

=3 J -p(£)6(x,E)e g, (4.49)

met

G(x,E) := e*IEIx L1 + lglx] = J k(x,y)eigydy‘, (4.50)
waarbi j

1 - -lg)x-ity 2x>
k(x,y) := o J e [1+ IElx:]dE_: = — 33 * (4.51)
. n(x" + y7)

Volgens de definitie van de convolutie (4.17) geldt dan (uit (4.49)):

Q@ =]

t. = - j p(M)k(x,y = n)dn = ~ 2%’ J p(n)dn (4.52)
e ‘ T [x2 + (y - n)2]2

-

Voorbeeld. Dikke plaat:

op x = + b/2: t . en txy gegeven,

%;%%}//%— :ZZ: zu;m gaan de spanningen

Vergelijking voor y: Ady = 0

N\,

k\\\

geeft:

X = (A + BEx)cosh £x + (C + DEx)sinh £x .
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A, B, CenD dit tandvoorwaarden.
Oplossing splitsen in symmétrisch en keersymmetrisch deel t.o.v, de 1ijn :

x = 0.

IV.4, Tcepassing van Mellin-transformaties op een wig (Zie [2], pp. 439-444,
of [311)

Definitie (4.19)

F(s) 1= f £)x S ax |

0
dan
ctiw
f(x) = L F(s)x_sds
27l _ ?
c—ie

waarbij verondersteld is dat

J x(k_l) |f(x)|dx <w wyoor 0 <k<c (c,k reeel).
0
Niet voor iedere £(x) bestaat een Mellin-transformatie, bijv. voor f(x) = x !

bestaat geen, voor f(x) = (1 + xz)“1 bestaat wel een Mellin-transformatie.

-
|
]

doorsnede :

belasting langs de rand
(B:=ta) en onafhankelijk van Z.
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We gaan over van het x-y-stelsel op het n-t-stelsel. In dit laatste stelsel

luiden de evenwichtsvergelijkingen:

at ot
nn

nt
m " oe - 0
(4.53)
3t . . L - o
an ot v

Aan dit stelsel is te voldoen met de Airy-functie yx(n,t) gedefinieerd door:

= 9X - & < X
tnn = 5 t = t. = . (&4.54)

We gaan nu over van (n,t) op de poolcoordinaten (r,8). Dan volgt uit (4.54):

- 3% _ 1 32x 1 9y
e Tt T2 22 T
ot r- 36
2 2
‘= =a_X=_a__x ’
Lo = Fet 2 2’ (4.55)
an or
2 1 2 i
t = t =-B_X___=—__a_l..+._il .
g nt anat r arag r2 38

Met (4.55) is triviaal voldaan aan de evenwichtsvergelijkingen in poolcocr-

dinaten :
at ot
rr 1 "rg 1 _ -
5t TT 5 T T Cer T e 700
(4.56)
ot at
e ,1_%6, =0
ar r 238 r Th
Uit de compatibiliteitsvergelijkingen volgt dan
2 2 ‘
A > +_%_%; + 15_3 }?ZX =My =0 . | ' (4.57)
ar r 238
Definieer
) <«
i(s,e) = J x(r.e)r(s_l)dr . (4.58)
0

We gaan (4.57) integreren:




T 2 2
‘ . (B8+3) .9 . 1 3 2 .
g= | £B®IA LA L L2 52 edr =0 . (4.59)
2 r dr 2 .2
it ¥~ 36
0
Door (4.59) partieel te integreren, waarbij we aannemen, dat de stoktermen

wegvallen (dit moet achteraf worden geverifieerd), krijgen we:

2 2 ‘
J = (§~7 + 52)(9-5 + (8 + 2)2)x =0 . (4.60)
do de

De oplossing van (4.60) luidt:

X(s5,8) = A sin(s8) + B cos(s®) + C sin(s + 2)6 + D cos(s + 2)8 ,

(4.61)
A, B, C en D zijn functies van s, die volgen uit de randvoorwaarden.
Stel op
g=+o0:t, =f (), t,,=£() ,
rd 1 a8 2 (4.62)
9 ==qQ tre = g](r) ] tee = 82(1') .
Op 6 = a is
J teer8+ldr = J f2(r)rs+1dr = (ook) J E—2(2--r5+1dr = s(5+1)§(s,a),
0 0 o °F
(4.63)
en
s+l _ s+l,  _ ax
J trer dr J fl(r)r dr = (s + 1)(55 om0, (4.64)
0 0
Met een analoge procedure voor 8 = — o, vinden we vier randvoorwaarden voor
; waaruit A, B, C en D zijn te bepalen.
De spanningen volgen uit
® 2
- L s+1 I S
by iT J b T dr (dez 8)x . (4.65)

0

Dus '
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ctim 9
_ d7x _ =\ _(-s-2)
trr EHT J ﬁ;;f s¥)r ds ,
c=i=
analoog
ct+iw -
_ 1 dx _(-s-2)
tre m_ (S + l)_d3 r dS ’ (4-66)
c=im
ctie
l - - -2
tee = 5?[.; J S(S + I)XI‘( s )dS *
c-iw
Voorbeeld:
Op6=+ta:t,=0,
-~ t =® - v <
P 08 P 00T T a,
« 0 wvoorr > a,
geeft: (voor & = + a):
© a
(s+1), _ _ (s+1) .
J tggt dr Pg r dr
0 0
Poa(s+2)
'\‘\ = (s + 2)
c(<—i~ : Randvoorwaarden voor 6 = + o !
i' =0 ,
(42) (4.67)
- Pya
s(s + DX =~ —g 53y -

Ten gevolge van de symmetrie in 6 zijn (in (4.61)) A en C gelijk aan nul,

B en D volgen uit (4.67). We vinden:
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ct+iw

tee = T 7t J (%)(S+2)‘{sint(s + 2)alcos(se) +

- T+ 7y sin(sa)cosl(s + 2)el} ﬁ(g?sy
(4.68)
c+iw

Pg J & 2y(s+2) (s + 4)

r 5T X)) sin(sa)cos[(s + 2)8] +

ds
H(a,s)

sinf (s + 2)alecos(s9)

ct+ie

trg =~ E%I J (%)(S+2) {sinl(s + 2)alsin(s®) +

ds

- sin(sa)sinl (s + 2)8]} e,y

met
H(a,s) = (s + 1)sin{20) + sinl2(s + 1)al.

Indien we ons beperken tot waarden voor « tussen 0 en 7m/2, zien we dat het
enige nulpunt van H(a,s) in de strip =2 < Re(s) < 0 ligt bij s = -1.

De lijn-integraal in (4.68) kan daarom worden vervangen door integralen van
~» tot 0 en van 0 tot «» langs de 1lijn Re(s) = -1, min(vi) maal het residu
in het punt s = -1,

Voor (4.68) vinden we dan, na enig rekenwerk:

[}

LES _ _ 8in o cos @ _ . a.
5556 (tog trr) 0 + sin 20 J P(u)sin(u log r)du s
0
=]
Tr _ -7 sin o cos @ _ . a
2ap0 (tee + trr) " " 2a + sin 20 J [P(u) . uQ(u) Jsin(u log r) +
: 0 .
- [Q(u) + uP(u)lcos(u log %0 E—-EB—E; ’
1 +u
TE _ a
2ap0 to = J R{u)cos(u log ?Jdu .

0



P(u) en Q(u) volgen uit:

rP(u) = sin(a - e)cosh[(d + 0)ul] + sin(a + 6)coshl(a - 8)ul ,
rQ(u) = cos{a - e)sinh[(a + 0)ul] + cos(o + 8)sinhl(c ~ 6)ul ,
FR(u) = sin{a - 8)sinh[ (¢ + 8)ul — sin(e + @)sinh[(a - 8)ul ,

en

I' = u sin(2a) + sinh(2au) .

N.B. Bij een willekeurige belasting moeten we deze splitsen in een symme-
trisch en een antisymmetrisch deel en deze twee problemen afzonderlijk op-

lossen,

Literatuur:

Quart. J. Mech and Appls Math. ! (1948), 125,

Sneddon: Fourier Transforms, pp. 439-444.

IV.5. Toepassing van Hankel-transformaties op rotatie-symmetrische problemen
(zie [21, §851 en 53) '

We gebruiken cylindercoordinaten: r, 6, z.
Vanwege de rotatie—symmetrie zijn teg? tez’ u, en alle termen met %@ gelijk
aan nul. Overblijven dan nog: U, U, trr’ tee, tzz en trz .

De evenwichtsvergelijkingen luiden (aan de tweede, in 6~-richting, is iden-

tiek voldaan)

It at t -t
rr  __Yrz ,  _Irr 66 _ 0
ar 3z T ’
(4.69)
ot atzz Crz '
r e T 00
We voeren een Airy-functie in door
=-dtuy, 0 =20y (4.70)
Yy u sz ° ,rz = 3rdz’ ° '
w A2 AT H,
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Op deze manier is triviaal voldaan aan de compatibiliteitsvergelijkingen &n

aan de eerste evenwichtsvergelijking, maar niet aan de tweede.

1) Compatibiliteitsvergelijking: (de overigen zijn triviaal)

2 2 2
3 3 - 3

7 %2z * 7 Cer 2 3zar Cor (4.71)
ar 9z

(4.70) geeft

€2z " X "z 1§ Q,zzz ’
- _ Aty _
LI ” ,rrz (4.72)
2e = -2llo L RTIE (g - 21U ,
U +yITZZ U ar i ,2rr
L L) T ..E___ = .a_
et op. Niet geldt: e A A el want
2 2 !
_ 3 1 3 ] 9 _
A—?*'r—r“‘a—zz, (metﬁ—O).

Door de deformaties (4,72) te substitueren in (4.71) zien we dat aan de com—

patibiliteitsvergelijking is voldaan.

2} Door met Hooke de spanningen uit de deformaties te bepalen, kunnen we la-

ten zien dat ook triviaal aan de ecerste evenwichtsvergelijking is voldaan.
3) De tweede evenwichtsvergelijking geeft de bipotentiaalvergelijking:

2 2

3 19, 3" .2 _

(—2 + ?—ar + _2) @ - 0 [ (4-73)
or Jz

Voorbeeld

rotatiesymmetrische belasting

x -halfruimte
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Hankel~transformatie:

L]

B(E,2) = J o(r,2)el (Ex)dr © (4.74)
0 Jox}
1
J (Er) : 0 -orde Besselfunctie: ~\\\\\ — —
O \—/ X
Partieel integreren geeft:

=3

J ane.xJ (Er)dr = (S - 5% =0 . (4.75)
0 dz

De algemene oplossing van deze gewone differentiaalvergelijking luidt:

3(t,2) = (A + Bz)e " 4+ (C + D2)e*® | (£> 0) . (4.76)

Voor =-halfruimte moet weer C = D = 0,

De verplaatsingen vinden we door

©

®(r,z) = f EI(ET) 8(E,2)dE
0

te substitueren in (4.70). Met de betrekkingen

dJO(Er)
—3F " EJI(EI) ’
an
dzJO(Er) gD,
P R i A

dr
(zie bijv., [4] of [5]), en door partieel te integreren krijgen we dan

hre]

_Atw [ 248
ce i [ 2 ena
0
(4.79)
_ i (d2$ AR 2 250 eyg ' ;
uz- Edzz m E )ogr E . ::"
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Met de wet van Hgoké vinden we uit (4.79) voor de spanningen: ’ !

J L0+ 20T = () + 4ET N endE , (= D),
0

~+
]

ZZ

J E2OF" (0 + 2085830, (en)dg
o |

rt
I

rz

(4.80)

w [++]

J EOF" 4 (4 + 20)E°8" M (Er)de —-3£i—§—31 f £33 (gryae

0 0

t
1}

rr

o |

2(n + )
r

I gZE'JI(gr)dg .

rt
I

aut 2-,
g = A [ g{o"' - £%¢ }JO(Er)dE +

0 0
Waarbij
3(£,2) = [A(E) + B(E)zle % .

A(E) en B(E) volgen uit de randvoorwaarden.

Bijv.: op z = 0: t,, en t . gegeven (geen gemengde randvoorwaarden). Uit

tzz(O) en tzr(O) volgen dan resp. t,, en t o z*= 0 en hieruit volgen A

en B.

Stel bijv. t, = -p(r), t., =0opz=0

4

Substitutie van E(E.Z) in (4.80)1’2 geeft !

4]

t = J zsze—gz{(h +)ch + ln + (2 + u)Ez]B}EJO(Er)dE R

zz

0

- J 26272 {(n + wyEA - Dh - (4 + u)gz]B}eJl(ar)dE ,

rz

0
waaruit volgt

[++]

J rt_, Jo(ér)dr = 2626752 {1 + wEA + [u + (A + WEzIB) ,

(4.82)

Ze—Ez

J re_J, (Er)dr = 2¢ {(+ wea -0y - (0 + wezdBl .
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Definieer

[

Z(E) 1= - EP(E) 1= - & J 2P (1) I (Er)dr.
0

Dan volgt uit (4.81) en (4.82)

E2[2(n + w)EA + 2uB] = Eﬁ%l ,

262{(A + W)EA - AB} = O .

Geeft
B(g,2) = 2B (g B2 W) R (4.83)
| 2(x + W &

Hieruit volgen direct de spanningen en de verplaatsingen, bijv.:

” ” J. (Er)
- -z -€z 1 =gz 1
T B L R G e IO P ey O
0 0
t,, = 2 J EZ(E)eszJO(Er)dg + J Z(g)e_EzJo(gr)dg, etec.
0 0
De berekening bestaat nu uit de volgende stappen:
1) Bepaling van Z(£) uit gegeven p(r) (zie bijv. [5]).
2) Bepaling van u; en tij (meestal niet meer in gesloten vorm mogelijk).
Puntlast:
Neem p(r) = _Ef , 0<r<a,
Ta

p(r) =0 , t>a.

Dan is
‘ a a
Z(E) = - E 3 (gr)dr = - 2 J (Ex)dr = - == J (£a)
rPdgler z | ™ IR AL
0 ™ 9
P |

want: rJo(gr) I {rJl(Er)}, ([4] of [51) .

Voor puntlast (a -+ 0} krijgen we dan:




- 72 -

J. {£a) ‘
. P71 :
Z(E) = = 1lim — ————— = - -:?-5— ’ (4.84)
T 2m
a0
en dit geeft:
: - _F 323
»
zZZ 2n (r2 + z2)5[2
(4.85)
2
e, = - %? . 3rz2 =77 ete. (Boussinesq 1880)
(r™ + z)

IV.6. Halfruimte (z = Q) met niet—symmetrische normaalbelasting

Beschouw een halfruimte met op het bovenvlak z = 0

L, = tyz = 0, tzz $ 0.

Dit 3-dimensionale probleem is volledig terug te brengen tot een potentiaal-

probleem. We gaan uit van (1.97) en vervangen hierin A(X,y,z) door

l
LT ${x,v,2) zodat

2

3°8 ' 39
2Gux—2m+(l —2\))5-}-{-,

32¢

dydz

9%
2Gu = + (1 = 29)— , 4 .86)
uy z ( v)ay (

2
a7 od
z —s = 2(1 - v)EE"

322

2Gu
z

Als ¢ dan nog voldoet aan

2 2 a2
Ab = ( p) + 5 + 2)@ =0, (4.87)
X 3y dz

dan is automatisch voldaan aan:
1) Navier— (Beltrami-) vergelijkingen.

2) Aan de randvoorwaarde t__ = t =0 wvoor z=90.
Xz vz

Dan hoeft alleen nog maar voldaan te worden aan tzz voor z = 0 (voorgeschre-

ven). De oplossing gaat analoog als u, is voorgeschreven op z = 0.
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De spanningen worden volgens {1.98)

3 2 2
3 3 ‘
dx oz Ix Jy
3 2 2
a7 ¢
t =z 5 +-§——§+2\)E-%,
vy 3y“sz 3y ax
. _za3¢ 3%
= —= T T
zZz az3 8z2
(4.88)
3 2
a7 979
txy = ? 3xdyoz +a zv)axay ?
3
txz = 2 - CI)2 ’
9xdz
. -, 230
vz ayaz2
Hieruit volgt: voor z = Q0 geldt t__ =t = 0.
xz vz
Noem tzz voor z = 0: f£(x,y). . {(4.89)
Dan moet
2
ate
(__7)z=0 = -f(x,y) . (4.90)
9z

Verder moet de spanning in het oneindige naar nul gaan.
We lossen vergelijking (4.87) met de randvoorwaarde (4.90) op met de Fourier-

transformatie

-]

E(g,n,z) = }J ¢(x,y,z)eiEX+inydxdy . (4.91)

Substitueren in A¢ = 0 geeft

2_
3_% - (52 + n2)¢ =0 . (4.92)

3z

{4.93) heeft als oplossing
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~EZmZ, 2 VeZinZ. z

b = A(E,n)e + B(E,n)e (4.93)

De laatste term van (4.93) geeft oneindig grote spanningen voor z - « dus
moet B{(f&,n) = 0.

Dus

o>

JJ A(E,n)e_[ £Z4n? , z+itx+iny]

A
4w2

#(&,n,z) dedn . (4.94)

-0

Hieruit volgt

[++]

&y =L ” (€% + n2)ace,ne M agan = £(x,y)

3z 41

—00
wat na terugtransformatie geeft

ACE,n) = —5—— E(E,0) . (4.95)

(" + n™)

Hiermee is ¢(£,n,z) bepaald, waaruit we door terugtransformatie %(x,y,z) kun-
nen vinden. Met (4.86) en (4.88) kunnen we dan de verplaatsingen en de span-

ningen berekenen.

IV.7. Twee axiaalsymmetrische problemen voor een cirkelcylinder

We gaan uit van vergelijking (1.92), waarin we de Neuber-Papkowich-func-

ties Y, vervangen door: 4(1 - v)Bi:
o, = 4(1 - v)Bi - (ijj),i , (i,i = 1,2,3) . (4.96)}

Als we overgaan op cilindercoordinaten is

Bx = Brcos P - B¢31n Dy
= 3 +
By B sin g chos 9 (4.97)
B =B
z 2

Dan is

x;B, = xB_+ yBy + 2B, = rB_+ 2B . (4.98)
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Als we ons beperken tot problemen, welke onafhankelijk van ¢ zijn, krijgen

we hiermee uit (4.96)

2
u, =40 - U)Br ~ 3y (B + ZBz) ’
)
u(p = 4(1 \J)Bq: > ('5-6' = 0) ’ (4.99)

- - -3
u, = 4(1 \))Bz - (rB_ + zB ) .

Volgens (4.97) is

B + iB

(B_ + iB )e'®
b y r P

Omdat Bx-en BY potentiaalfuncties zijn, volgt hieruit
. - . ip, _
A(Bx + 1By) A[(Br + LB¢)e ] o . (4.100)

Uit de verg. (4.99) volgt de volgende splitsing
a) B,#0, B =B =0,
dan

uqJ $#0, u_ = u, = 0 , (torsieprobleem).

r
b) BqJ =0, Br 40 , Bz £0,
dan
u.cp =0, u $£0 , u # 0, (torsie-vrije probleem).

1€ probleem: Een halfoneindige cylinder belast door schuifspanningen op het
| eindvlak z = 0, die als resultante het wrin-
gend moment M hebben. De schuifspanningen
w behoeven niet "goed" (volgens H. II.) ver-
deeld te zijn. Dit is een torsieprobleem,

! i = =
: ) ' dat wil zeggen we nemen Br Bz 0.

Verg, (4.99) geeft dan

u, =u, =0, u, 4(1 ~ v)Bm(r,z) $#0, (4.101)

terwijl (4.100) overgaat in




. 2 W2 2
g, _ (3 13 1 '3 9 ip, _
ABET) = gtz B =0,
by r 99 9z
of
2 2
3 19 9 1
(=5 + 7=+t —3)B =—5B (4.102)
8r2 r dr 3z2 ¢ r2 ¢
De algemene oplossing van (4.102) luidt
oo —Akz
4(1 - VB = Brz + kzl‘ ae I 000, (4.103)

met B, Ak en Ak

Deze algemene oplossing moet voldoen aan de volgende twee voorwaarden:

nog nader te bepalen.

(i) de mantel moet spanningsvrij zijn.

(ii) op z = 0 zijn de schuifspanningen voorgeschreven, dat wil zeggen

th = f(r), voor z = 0 . (4.104)
Met (4.101) en (4.103) krijgen we voor de spanningen:t . = t¢¢ = tzz =t = 0,
3u u oo -\, 2z J. (A r)
- o(—2 - % o k.4 1k
tr¢ G(ar r ) = kzl GAke T3 ( r ’
{4.105)
Bum e —Akz
tmz=G-—5-£—=-kZI GA e A (A x) + GBr .

De laatste term in (4.105) is de elementaire oplossing (volgens H. IL.).
Voor voorwaarde (i) moet

t. =0, voOor r = a,
ry

wat leidt tot

oo =i Z Jl ()\kr)
L Ake a3 (__—F___)/r=a =0. (4.106)

Deze vergelijking heeft alleen dan een oplossing met niet alle Ak's gelijk
aan nul als de Ak's de nulpunten zijn van de vergelijking

d Jl(Aa) ) dJl(Aa) _ Jl(Ka) }

& 32 ( a ) = da a 0,

of van (zie [4] of {5])
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3,(Aa) = 0 . (4.107)

J'Z(x)

De transcedente vergelijking (4.107) heeft oneindig veel nulpunten.

Voor z = 0 krijgen we volgens.(4.104)

t

vz f(r) = GBr - G {1 AN T(yT) (4.108)

k=

waaruit B en Ak zijn te bepalen (zie bijv. [51).

De spanningen volgens (4.105) geven als moment

a
Mz = j rt¢z(r,0)2nrdr =
0
a . - a
3 2
= 27BG J r’dr - 276} AN J r°3, (A r)dr =
k=1
0 0
- %_ﬂBGa4 , (4.109)
want
a .
J rZJI(Akr)dr =0, (4.110)
0

Bewijs: (zie voor de te gebruiken recurrente betrekkingen voor Besselfuncties
[4] en [5]).

We gaan uit van

a a
rJ, (ax)dr = 1 J (lr)dr2 = ler (i)
2 2 2 2 2
0 0

. a

a 1 Jo 2 sz(Ar)

-f r -—-————
0

dr.

0 dr
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Dit geeft voor A = A met (4.107)

k
2 43, (3, )
J 3,00 + jr —=——ldr = 0,
0
of
a
J r[ler](Akr)]dr =0,
0
waaruit direct (4.110) volgt. q.e.d.

Uit (4.109) blijkt dat de termen met Ak in (4.105) geen bijdrage tot het mo-

ment geven: deze extra-spanningen vormen een evenwichtssysteem. Aangezien
-A Z

deze termen een factor: e bevatten en A, = 0(k/a) dempen deze termen snel

k
uit. (binnen z = enkele malen a) Dit is in overeenstemming met het principe

van de Saint-Venant:

Een spanningsstelsel dat een evenwichtssysteem vormt (d.w.z. geen resul-
tante heeft) dempt binnen een afstand gelijk aan enkele malen een of

andere karakteristieke maat uit.

We zien dus dat we op enige afstand van de einddoorsnede alleen nog te ma-

ken hebben met de elementaire oplossing volgens H. IIL,

2¢ probleem: Een oneindige cylinder welke rotatie-symmetrisch wordt belast
langs de mantel.

Dug, voor r = a

ty = £(z), trz = g(z) . (4.111)

Dit is een torsievrij probleem. We kunnen dus B@ = 0 kiezen. Het probleem

bestaat dan uit twee potentiaalproblemen

i
AB_ = A(Be Yy =0,

of

B
X

2 L]
r

AB

0., ABr(r,z) = (4.112)
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Het probleem is ook te beschouwen als &&n bipotentiaalprobleem. We gaan dan
uit van (4.70) |

u = - Aru o) ’
r u 2 TZ
ok + 2u _ At
u, " AD v ¢,zz . G.113)
u¢ =0,
met
2 ' 2
3 3

AAB(r,2) = (3--f + %3—1: + ——7)2 ¥(r,z) = 0 . Ch.114)

ar oz

We lossen dit op met de tramsformatie

-]

¥(r,z) = J ¢(r,z)ei;zdz s (4.115)

-
waarmee {(4.114) overgaat in

2
d 1d 2.2 =
(;;5 + T dr ) _Q(r,C) =0. (4.1186)

De oplossing van deze vergelijking luidt

o(r,g) = A(Z) I,(sr) + CrB(g) I (zx) , (4.117)

waarin I0 en II : gemodificeerde Besselfuncties zijn {(zie [4] en [51).
De functies A{z) en B(z) kunnen we bepalen uit de randvoorwaarden op de man-
tel. De verdere uitwerking van dit probleem gaat op analoge wijze als bij

voorgaande problemen.
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V. Energieprincipes

V.1, Potentiele en complementaire energie

We zullen in deze eerste paragraaf enige begrippen en stellingen uit
het college toegepaste mechanica herhalen. Voor bewijzen van de stellingen
zij verwezen naar [1].

We definieren een reguliere evenwichtstoestand S als het stelsel

S = {ui’eij’tij} . (5.1)
dat voldoet aan
. 2 1 1
i} u; € c, eij € C , tij e C , (5.2)
) TR W I e

ti5 T Cijka®ke ¢ OFF €55 = YisieSky) ¢ (5.3)

t., . +k, =0,

11,3 1
P *
iii) u; =u; , op Su.’

N (5.4)
tijnj = ti s OP Sp s

. * * . . . .
waarin u, en t. respectievelijk voorgeschreven verplaatsingen en opper-
vlaktekrachten zijn en Su en Sp dat deel van het oppervlak waar de ver—

plaatsingen respectievelijk de spanningen zijn voorgeschreven.

Definitie: kinematisch toelaatbaar stelsel

~

3 = {u.,e..} , (5.5)
1" 1]

d.i. een stelsel dat voldoet aan

. ~ 2 ~ 1

i) u. € c”, eij e C ,

ii e.. = d(u, . + u, . (5.6)
) i 3( i, 3,1) »

i ~ g

iii) u, =u. , Op -
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Definitie: potentiele energie

5) = (E) - J T . - J ,.‘ .
U(S) = W' (S) k,u,dv t;u.d§ , (5.7)
v s
P
met W(e)(s) volgens (1.19) en k: de voorgeschreven volumekracht.
Hieruit volgt voor de potentiele energie van de kinematisch toelaatbare toe-

r~

stand S

v = w'® G - szﬁidv - J tzﬁids . (5.8)

v S
P

Voor de aldus gedefinieerde potentiéle energie geldt de volgende stelling:

Stelling van de minimale potentiele energie

U(S) = min U(S) . (5.9)
s

Voor het bewijs zie [1], pp. 54-56.

§=1{t..}, . ©(5.10)

i) Lij e C ,

i +k =0 5.11

ii) Lij,j ;=0 | (5.11)
*

iii) £y =t , op sp . (gi = Eijnj) .

Definitie: complementaire energie

') = wtls) - J t,uids , (5.12)

S
u

met W(t)(S) volgens (1.22).
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Hieruit volgt- voor de complementaire energie van de statisch toelaatbare

toestand’

U*(é) = w(t)(g) - J giuzds . (5.13)

S
u

Voor de complementaire energie geldt de

Stelling van de minimale complementaire energie

U(S) = min U (S) . (5.14)
2

Het bewijs van deze stelling is amaloog aan het bewijs van (5.9).

Voor het verband tussen de potentiele en de complementaire energie geldt

Stelling:

Uws) + 1S =0 . | (5.15)

Voor het bewijs zie [11, p. 57.

Uit (5.9), (5.14) en (5.15) volgen de volgende insluitvoorwaarden voor de

potentiele energie

Ut (g) < -uT(8) = u(s) = U . (5.16)

Toepassingen van de energieprincipes zijn o.a.:

i)

ii)

iii)

Als U(S) evenredig is met een of andere mechanische grootheid, bijvoor-
beeld de torsiestijfheid, dan kunnen we met (5.16) boven— en ondergren-
zen voor deze grootheden aangeven (zie bijv. [t], VI.4).

Approximatie van de oplossing door middel van elementaire polynomen
(bijv. eindige elementen methoden).

Het bepalen van effectieve elasticiteitsconstanten voor inhomogene, an-

isotrope lichamen. Zie hiervoor § 3 van dit hoofdstuk.
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V.2. Variatieprincipes van Friedrichs en Reissmer ([21)

De beide energieprincipes uit de vorige paragraaf maakten gebruik van neven-
condities, zoals evenwicht, compatibiliteit en de wet van Hooke.
In deze paragraaf wordt een energieprincipe (van Friedrichs) afgeleid, dat

geen nevencondities gebruikt,

Definitie:

v s
. u

De eerste drie termen representeren volgens (5.7) de potentiele energie. Aij
is een onbekende parameter. We nemen de tensor Aij symmetrisch.

N.B. Wanneer de verplaatsingen en deformaties een kinematisch toelaatbaar
stelsel vormen, zijn de laatste twee integralen identiek nul (zie 5.6)

en gaat U over in de potentiéle energie.

We eisen dat 5U1 = 0 voor willekeurige variaties van de 18 onafhankelijke va-

i 5 ou. iy AL .
rlgbelen U, elJ, i en p.

Er geldt
BW(E) * *
Su, = J £ de,,dV - k,8u,dvV - t.du,dS +
1 Bei. ij it i i
v J v S
P
- J [A,.8e.. + e..60,, —u, .6A.. = A,.8u, ,ldv +
- 1] 13 1,1 1] 11 1,]
v
*
- J 5pi(ui - ui)dS - J piduidS =0 . (5.18)
s s
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Hierin hebben we gebruik gemaakt van de symmetrie van Aij' Wanneer we alleen
eij varieren en alle andere onafhankelijke variabelen comstant houden, volgt

uit (5.18) met (1.20)

BW(E)(e..)
A, st e, (5.19)

1] Beij ij

Als we alleen Aij variéren, volgt uit (5.18), wegens de symmetrie van hij

.. = .. Fu. L) o 5.20
€3 ﬁ(ul,J uJ’l) ( )

Volgens (5,19) geldt

J X, .8y, .dV = I t,.8u, ,dV .
1] 1,] 11 1,]
v v
Met de stelling van Gauss kunnen we afleiden

j t..8u, .dV J (t..8u.,) . - J t.. .Su.dV-=
1] 1,] 1] 17,1 11,3 1t
Vv v v

J t..n,8u.ds - J t.. .0u.dV =
- 11] 1 1], 1
S

J t.8u.ds + J t,du,ds - J t,, .6u,dvV ,
i i i1 ' 1j,] 1
S 8 v

u p

waarmee (5.18) te herschrijven is als

(e)
BWS * *
= - PP . . - . . 6 .
6U1 J . Seijdv J (tl_],] + kl)auldv J (1:1 tl) uldS +
A 13 v S
P
- J [x..8e., +e..8h,. —u. .6A,.1dV +
1] 1 1] 1] ’ 1]
v
*
- J Gpi(ui - ui)dS - J (pi - ti)GuidS =0, (5.21)
S S

u u
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Als we alleen p; en vervolgens alleen u; over Su varieéren, vinden we achter-

eenvolgens uit (5.21)

*
u; =u;, op S, (5.22)
P; =t; » op S . (5.23)

Bij variatie van u. over V resp. Sp vinden we

*
tij’j Tk, =0, (5.24) 4
= +x 525)“
t; =t;, op Sp . (5.

We definiéren U, door in U, A,, met t.. en p, met t, te identificeren. Dit
_ 2 I i) ij 1 i

levert

U, = J w(e)dv - J kiu,dV - J t¥u,ds +
2 s 11 11

v Vv S
p

*
- J [eij - %(ui,j + uj,i)]tijdv - J ti(ui - ui)dS . (5.26)
v Su

We herleiden

j t,.u. ,dvV
1] 1,]

J (t,.u.) .dV - J t.. .u.dv
1] 17,7 11,1 1
v

v v
= J t,u.dS + J t.,u,ds - J t,. .u.dV . (5.27)
11 11 11,7 1
) S . v
u P
Dit resultaat gesubstitueerd in (5.26) levert ons U3
U, = - J [t,.e.. ~ W(e)]dv - [t,, . + k,Ju.dV +
3 1] 1j 8 1i,] 171
+ £.uidS + (£, - *)u.ds
14 ti ti)ui . (5.28)
S s
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Er geldt volgens (1.18)

¢ - w®) o oople) Jgle) | L) (e}
s s s 5

ijij 8
We eisen dat 6U3 = 0 voor willekeurige variaties van de 15 onafhankelijke va-
riabelen: u., e,. en t..;
i? 1] 1]
awé‘) .
8u, = - 5t..dv - J [t.. . + k, J6u.dV +
3 at, . ij 13, i777
v v

- J §(t,. .Ju.dv + J St.u.,dS + J St.u,ds +
11,1 1 171 11

v S S
u p
+ *Y6u.dS = 0
(ti ti) ug § = . (5.29)
S
P
Met
S(t.. )V = J u.8t..) ,.dv - J u. .6t,.dV =
j 1 ( 1JsJ) ( 1 1 )»J ’ 1]
v v A
= J u.St,.n.dS - J u, .6t,.dV =
i Tij , ij
S v

n

J u.dt.ds + J u,8t.ds - J u, .6t,.dV ,
ii il i, 1]
8 s v

u P

is uit (5.29) af te leiden

awét)
= u, . + u. .
atij %( 1,J J,l) »
.. +tk =0,
1],] L
* {5.30)
u; =u;, op Su s
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We definiéren U, door in U, : A,. = t.. te stellen
4 1 ij ij

U4 1= J [it, . Cu., . + u. ,) - W(t) - ko u, WAV +
ii v i,] i,1i s ii
\'

- *u.d - u)p.d (5
tiui S (ui ui)pi S . 31D

S S
P u

We eisen dat 68U, = 0 voor willekeurige variaties van de 12 onafhankelijke va-

4
rigbelen: tij’ u; en p., hetgeen leidt tot het principe van Reissner 4

6U4 = J [ise..Cu. ., +u. .) + t,.8u., . — e..0t,, - kf&u.]dv +
1] 1,] 1,1 1] 1,] 1] 1] 11
\'
- *Su.d | (u. - u )6p.d §u.ds = 0 2
t,ou, ] ug ui) P; 5 p;ou, sy (5.32) #
s s S i
p u u -

waarin e is gedefinieerd door

awét)
eij = (5.33)
ij
Na enige bewerkingen is uit (5.32) af te leiden
ejj = duy 5 vy
t,, . +k, =0,
ij,] i
* (5.34)
Ui T ¥ . 0P Su ?
_ *
ti = ti s ©Op Sp ,
t; =P;» 0P S,
Volgens (1.18) en (1.21) geldt: . i
_gle) _ -
t13%3 T Ws T deiytis T MYisketieti; (5.35)
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Met (5,35) kunnen we U, herleiden tot

3
A *
U J Ehijkztkltij + (tij,j + ki)ui]dv +
A
* * 6
+ tiuids + (ti ti)uidS . (5.36)
S S
u P

U5 is ook uit U4 af te leiden met behulp van (1.22), (5.34)5 en

J t..u., .dV = J t.u.ds - J t.,. .u,dvV . (5.37)
ij i,] i ij,j 1
v s

*
Als we in U_ de nevencondities t.. . +k, = O en t, = £y op S_ invoeren
5 13,3 i 1 1 p
(d.w.z. de spanningen vormen een statisch toelaatbaar stelsel!), gaat U5 over
in
= 1-. ‘. + * . .
Ug J 271;k2tk2t13dv J t;u,ds (5.38)
A s
u
U, is de complementaire energie volgens (5.12).
Zo zijn we, uitgaande van een minimum energieprincipe op een maximum prin-

cipe terecht gekomen; deze gedachte is afkomstig van Friedrichs.

Het variatieprincipe van Hashin en Shtrikman (zie V.4) bepaalt grenzen voor
de effectieve constanten bij inhomogene materialen.
De vergelijkingen, waaraan steeds voldaan moet worden, zijn (we laten volume-

krachten buiten beschouwing)

t.. .=0

1],] ?

;= i(ui,j + uj,i) , (5.39)
t.. =

17 7 Cigre®erg = S @y g

N.B. iike is een functie van de plaats x bij inhomogene materialen!
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Uit de eerste en derde vergelijking van (5.39) volgt

(eijra@y ) 5 =0,

of

.o .. . =0, .40)
ijk2,5%,2 ¥ Cijkatc,8y = ° (5.40)

1 , . .
We nemen cijkE € C', de klasse van eenmaal continu differentieerbare func-
ties, i

We beschouwen een representatief volume-element VP, dit is een deel van het

volume, dat klein is t.o.v. het totale volume, maar toch groot genoeg is om
een groot aantal inhomogeniteiten te bevatten.
We definieren:

Een volume V heet statistisch (of macroscopisch) homogeen, als de kans op

het aantreffenm van een bepaald aantal inhomogeniteiten in elk representatief
volume-element VP even groot is.

We definieren de middelwaarde van cijki(z) over een volume-element VP als

= = 1 .
cijkl : 5P J cijkﬂ(E)dv 3 (5.41)
wo

cijkl is een comstante voor het volume—element VP en bij een statistisch ho-
mogeen lichaam ook een constante voor het hele volume V.
We eisen dat de belasting weinig varieert van element tot element en defini-

eren

1] vP
vP
- 1 .
u, = —-1;- J uidV s (5.42)‘
v
vP
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Bovendien voeren we in
' .= ‘ -
fira(® 27 55 ® 7 Ciapg s

CX) - tlJ (x) , (5.43)

e;-j (E) = eij(i) - eij (i) .

N.B. De vector x in t J(x) moet worden gezien als de plaatsvector van het
volume—element VP bij ieder volume—element hoort een t, ij° zodat t

afhangt van de plaats van het volume—element.

Er geldt:
] = B = 1 =
cijki eij tij 0. (5.44)
Tevens 1s
t.. =L @av == | e ey GV = T -
1] vP P ijki = ©iik2°ij
vP vP

' = 7 T
(eiikn * 13k2)(ekn &) = Cijke ket Sijke®ke (5.45)
wegens (5.44).
We herleiden de laatste term van (5.45)

¢

. ' . ' Y -
J dv J cijkkuk,zdv

©iike®ke ©5 k1%k2 P
vP vP

2 emm— f ' - _l___ 1 ' =
J SR O A 5 k2, 2%Y
yP yP

=1 ' ' -1
J ©5 ka2 48 " J ¢! sxen, %3V
gP P

In het algemeen is c.., .e.  # O.
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We definieren

* P 1] 9
i T Cigle F e, - (5.46)

*
(cijk£ heet de effectieve constante) dan is (5.45) te herschrijven als

- * -

tij = cijkmekz . (5.47)

* . #
N.B, Bij statistisch homogene materialen is cijkE onafhankelijk wvan de plaats. i

We leiden voor statistisch homogene lichamen een uitdrukking af voor de elas-
tische energie, welke dezelfde vorm zal hebben als bij homogene lichamen. V

is het totale volume, opgebouwd uit "veel" representatieve volume-elementen
v, dus

=} vP, (5.48)
L%

De elastische energie per volume is

. (k)
H:_l_ =-]— P:
V"3 J £i5%3% W E £i3%5  Vk
v .
(k)
= l_ ' Y (e vy -
75 L Vg (g5 + el ey + el )
k
=] P (k) (k) (k)
5 E Vk (tij eij + tijeij ) . (5.49)
Nu geldt
P _-“_T_(k) = ! '
Yk t1J ij I (t ij 1J)dV J (tlJ 1,3)dv
P P
v A

il
—,

(tl.ul) .dv - J (&', .ul)dv =

ij 1 2] ij,j i
P P
Vk Vk
= J t;.u'n.dS - J ! uldv .
11 1] 13,] 1
sP yP
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De laatste integraal is nul omdat wegens (5.39)

' - : 1

.. . t.. . — Jt.o .dV=0.
ij,j = i, P ij,]

(5.42)" en (5.43)%

(5.50)

We eisen, dat de belasting zo glad is, of het representatieve volume-element

zo klein 1is, dat t{j en ui continu verlopen over het oppervlak tussen twee

aangrenzende volume—elementen. Voor elk oppervlak tussen twee volume-elemen-—

p p .
ten Vk en Vk+l geldt dus:

]} ti.un, =0,
k,k+1 313

zodat alleen het buitenoppervlak S een bijdrage levert

E J t!.,uln,ds

k 11 1]
sP §
k

131 ]

ti en op Su: u, =

immers op Sp geldt £ = t;

J t'.uln.ds =0 ,

*
u. =

1

en op Su: u{ = 0. (5.49) wordt met (5.50) en (5.52)

L ST —®) _ Ly
v o2y k 13 k
Na de limietovergang: Vﬁ + 0 gaat dit over in
wo Ll e e,.e ,dV
V- 70 Cijke 3%k 2
v

of
N e..e .dV
= éCijkz ®13%k2
v

=
|

(k) ——(k)

1Jlm ij ®om

Hiermede is een statistisch homogeen lichaam "gehomogeniseerd".

Gi’ zodat op Sp: t

(5.51)

(5.52)

1]
fan}

(5.53)



-.-93_

We beschouwen de energieprincipes voor dergelijke '

'gehomogeniseerde' statis-
tisch homogene lichamen,

We nemen kz =0 en &f Sp =0 of Su = 0, dan blijkt met (5.8) en (5.12):

a) U(8) = W(S), potentiele energie als Sp =0

(5.54)
b) U*(S) = W(5), complementaire energie als Su =0 .
Het energieprincipe (5.9), behorende bij (5.54)1 luidt
* - - ~
<
%cijkl J eijekldv < WS, (5.55)
als S een kinematisch toelaatbaar stelsel is.
Het energieprincipe (5.14), behorende bij (5.54)2 luidt
N t,.t, ,dV < W(3 (5.56
Piner | Eyiteed? < W +36)

‘T

als S een statisch toelaatbaar stelsel is.

Van grote praktische betekenis is het speciale geval, dat ;ki = a, is con-

*
stant. Dan is = a ,X, op § , waarmee (5.55) overgaat in
Y T ke*y ut V8

* 1 : ~ o~
L
i ikeke?ij =V J ©13ke®1% 3V - (5.57)
v
x

Als we aannemen, dat tyg = bkl 15 constant, dan is ty

= bki“l op Sp’ waarmee
(5.56) overgaat in
* 1

<
i ikePiiPke =V J ¥ 51251 523V (.38)
v

V.4. Het variatieprincipe van Hashin en Shtrikman ([31)

We beschouwen twee lichamen die qua vorm en uitwendige belasting identiek
zijn, met volumekrachten nul.

. , . ¢ s s 0
Het ene lichaam is homogeen, isotroop met elasticiteitsconstante c, het

ike’
andere is willekeurig, dus inhomogeen en/of anisotroop met modulus cijkz(i)'
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0 , . ..
Als Cijki bekend is, kunnen we voor Cijkﬂ grenzen afleiden met het principe

van Hashin-Shtrikman.

Er geldt:
O 0 0
i3 Sijke%ke ?
(5.59)
815 7 Cijnelie
We definieéren de polarisatiespanning P door
P.. = t., = 09. e ., = (e - co Ye (5.60)
ij ij i]k&7ks ijkt ijke 7k )
We definieren de volgende verschilgrootheden:
. 0
u! ==u, - u;, ,
i i i
e! 1=e - eO (5.61)
k% ki ki °® *
R 2= -
ijke T Cijke -~ Cijke c

Verder is Hijki de reciprcke van Rklmn

= (8. 8, . 6.
Hijkleﬁmn 2 im jn * dlndjm)

Het variatieprincipe van Hashin-Shtrikman luidt als volgt: de integraal

= U - - b el - 0 14v
U, =y~ 4 J LB, s qPisPre ~ Pijeig ~ 2Piei57dV o .62)
v

met

U, =1 J t?.e?.dV s (de elastische energie van het homogene
0 1] 1] .
v lichaam)

genomen over het volume van het inhomogene, anisotrope lichaam, is stationair

onder variaties van pij en eij onder de condities

0 ' <
(efikatre ¥ Pig),; =0
(5.63)
t = =
us 0 op S Su ’
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als voldaan is aan

pij = Rijkﬁekz . (5.64)

Verder is de stationaire waarde Up van UP een absoluut maximum als R, sz po-
sitief definiet is en een absoluut minimum als R. 1ik% negatief definiet is.
De stationaire waarde Up is gelijk aan de werkelijke elastische energie, op-

gehoopt in het lichaam.

N.B. We beperken ons hier tot het randvoorwaarde probleem van de tweede socort j
(8§ = Su’ Sp = 0). We kunnen een analoog verhaal houden voor problemen

van de eerste soort (S = SP, Su = 0),.

De eerste vergelijking (5.63) betekent dat de evenwichtsrelatie identiek is
voor beide lichamen: ts. = tO

ij,] ij ,J :
De tweede vergelijking (5.63) volgt uit het feit dat de verplaatsingen op :

beide lichamen op gelijke wijze zijn voorgeschreven.

We berekenen eerst SUp voor een willekeurige variatie van Up = Up(eij’pij)'

N.B. We schrijven verder U in plaats van Up.

Met
iU = oy Se., + ou 8p.,
de 1] Ip; . 1]
i ij
krijgen we
0
= - - L} - ] -
8U J EHijklpijﬁpkl %pijaeij %eijspij eij6pij3dv » (5.65)
v
wegens Hle = Hklij'
Uit p., = en (u! ., +u! .) wvolgt
Pij ~ Pji Ty rupp) vole

' - 1 - - '
J Pijseijdv .J pijﬁ(ui’j)dv J Su! iPs anS J pij .GuidV .
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Omdat u, voorgeschreven is op S, is Sui = 0 op S, dus

Ge dV J Suldv .
J p ij lesJ 1
\Y

Met (5.63)l kunnen we dit herleiden tot

0 '
J P. JGe AV = J leQ kg’JGuldV . (5.66)

V) v

Nogmaals Gauss toepassen en bedenken dat Gui = 0 op S levert

0 0
1 = - = -
J pijéeijdv Cijki J kkau .dV c1Jk2 J kl dV . (5.67)
\Y v A
2
Wegens (5.61)  geldt
' 0
1 ' = _ 1.t
2Gpijeij + Gpijeij eijapij §eij6pij . (5.68)

Met (5.67) en (5.68) kunnen we (5.65) herschrijven

= - 1o 0 1 _ 1,1 =
su J UH i %Pus T Cgietke®®iy T %13%Pig T tej.0p; 1AV
Vv
0
= - - 1 1 T
J [Hleipllﬁka eijépij]dV 3 J {eijﬁpij + 1jke kﬁGe ,1dV. (5.69)
Vv
Wegens cg = cO .. geldt: c?. el Bel. = 0 .5e'  en hiermee kunnen we
ijk& k2ij 1ijk&7k2 1] 1Jk£ 1] kL

de tweede integraal in (5.69) schrijven als

-1 J ej;lopy; + Osz er Jav . (5.70)
v
Definieer
Sij 1= cgjkleﬂz + Pij , {(5.71)
dan is volgens (5.63)
=0 = &(5.. .) =0. (5.72)

S.. .
13,] 13,1
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(5.70) wordt nu
-1 J el,8S,.dv = -} J u!ss,.n.ds + { J u;gss., .dvs=20
ij "ij 171 171],]
v S v

want u] = 0 op S en 68,. . = Q.
i _ 13,]
(5.69) wordt hiermee

0= J kP 0Py T epg0Py5 AV (5.73)
Met Hijkzpij cﬁpkg = Hijkﬂpkzapij volgt uit (5.73) dat 5up = 0 dan en slechts
dan als

i5 = BijeePre
of (5.74)

Pe2 = Reomn®mn

We herschrijven (5.62) met (5.61)2

0
U= U, i J [Hijkzpijpkﬂ pijeij pijeij]dv . (5.75)
v ‘
U neemt zijn stationaire waarde aan voor eij = Hijkipkl’ zodat
v =u + 3 | p..el.dv. (5.76)
0 ijij
v
We herschrijven (5.76)
5 0.0 _ 0.0 _ 0 _
U” = | J eij[tij + pij]dV =1 J eij[tij + tij Cijkzekz]dv
v v
=} J [e?.t?. + t..eg. - t?.e..]dv =
11 1] 1] 1] 11 11
_ J [-t0.e!, +t..e0,0av , (5.77)
11 1] 1] 1]

wegens (5.39) en (5.61).
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Toepassing van de stelling van Gauss en u{ =0 op 5, levert

- 0 t - 1 0 1 =
1 [ tijeijdV 1 J tij’juidV 0, (5.78)
\' A
omdat t?. . = 0.
11,]
Dan wordt (5.77)
s= 0 = _ 1] = 1
u 1 J tijeijdv i J tij[eij eij:HV ! J tijeijdv (5.79)
v v v

want j tijeijdv = 0 om dezelfde reden als (5.78).
v

(5.79) laat zien dat y® precies gelijk is aan de elastische energie van het

lichaam.

& .. .
We onderzoeken nu, wanneer U een minimum of maximum aanneemt. Er geldt

all U
= PR P P
Uleys * 8e;0y Pyg * 8py0) = Uleyoopy o) + [ Geyo + o épy 4]
1] 1]
2 2 2
EL) 3 U s U
+ {[————— be,.8e, + 2 ——— Se..bp,, + ———— SP..8p, .1 +... (5.80)
Beijaekz i1 ke Beijapkg i3 ks apijapkz ij ke
We kunnen dit schrijven als (definitie van &U en 62UI)
2
U(eij + Seij, p]._j + Gpij) = U(eij'pij) + §U + 87U +.,, {(5.81)
Uit (5.62) wvolgt wvoor 62U (bedenk: Se!. = §(e.. - eg.) = fe..!)
) ij ij ij ij
2 .
= -4 . - ..Ge.. . 5.82
§°U } J [Hijkzéleﬁpkz aleGelJ]dv ( )
v

Met Gauss wvinden we

8p..&e, .dV §p,.6u,) .dV - §p.. .6u.dV =
J P13%813 J (@py58u3) 5 J Pij,i%
v A v
8p..8u,n.ds + co se! .&u,dV .
ij i] ijke” RR,] L
s v
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Hierin is gebruik gemaakt van (5.63). De laatste integraal kunnen we door .

nogmaals Gauss toe te passen, herleiden tot

- 0 L ]
J °ikelekgbeidv o
v

waarmee (5.82) overgaat in (bedenk dat Gel'c2 = Gekﬂ)

2 0 ‘
B J (o kadPi3%Pun ¥ Cijua®ei0ie 14V - (5.83)
Vi

De elasticiteitsmoduli c,., , en zijn positief definiet.

0
ijke " Sijke

We onderscheiden de volgende twee gevallen:
a) R en H zijn positief definiet in ieder punt van V {(dan is ¢ > cO).
0 . 2
> . .
Met Hijkispijépki >0 en cijkﬂae 6eij 0 volgt uit (5.83) dat §°U <0

ki
. 0 . s .
> .
Dit betekent dat, als cijkl cijkﬂ’ dan 1s U een maximum
.. . . . 0
b) R en H zijn negatief definiet in ieder punt van V (¢ > ¢ ).
. 0
D ... ,0p..8 < .. Se,. > 0.
an is Hl]kﬂ le Py 0 en cleEGekl e1J 0 )
We kunnen nu a priori geen uitspraak doen over het teken van 8°U, We zul-

, 2 s . s .
len echter laten zien, dat nu §°U > 0, zodat U” een minimum is.

. 0 . 0
Definieer daartoe Yijkl als de inverse van cijkl'
0 0 _

Yijklckﬂmn B i(aimsjn * Ginajm) ! (5.84)
en I als

re= | y). 6p..0p av (5.85)

ijk&2 Fij ke T
\)

Volgens (5.71) is

§p.. = ‘CQ. Se! + 88,., met 85,,.=20.
1] 11pq P4 1]

Hiermee gaat (5.85) over in
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0 0 . 0
= ‘e e - . - Sa'! =
! \ J Y1Jk2{6S11 cl]pqaequtéskl 1 mn emn]dV
v
0 0 0 0
= 6 Se!
J Ylel SegdV J 1Jk2 i3pq kim epqdemndv *
v A
- o .0 ' 0. 0 .
J Yiikeiipa>®paSindV ~ J Y1 3ke ktmn*emn 5139V - (5.86)
v v

Met (5.84) is de laatste integraal te schrijven als

J 6e GS dv
v v

J §8 Su' 4dv =
mn n

m,

]

j 8§85 Su'm dS - j Su'ss av =0 .,
mn mn m  mW,n
8 v

De eerste integraal is nul wegens Gué =0 op 5 en de tweede is nul wegens
S = 0,
mn,n
Analoog is ook de voorlaatste integraal in (5.86) nul.
Dus voor I geldt, na gebruikmaking van (5.84)

7= j 0 s 85V + J Q. ser sel.av . (5.87)
1Jk1 ij ijpq pq 1]
v

De beide integralen in (5.87) zijn positief, zodat

I > j c9. Se' Se!.dv . (5.88)
ijpq pq ij
v
Met (5.85) en (5.88) gaat (5.82) over in
2 0

= — - 1 >
87U = -4 J By xndPy30PyedV — 2 J ¢; jrederpdeisdv
v v

0
- - 1
> -1 J Hy ika 815008V — 2 J Vi3%2%P11PedV
v \'

Dus
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2 0
520 > -4 J By oy * 15389 560 4V - (5.89)
v
Definieer Aijkg :=_;Hijk2’ dag i? Aijk£0p051t1ef_?efln1et en symmetrisch en
er volgt met H=R = (¢ - ¢ ) dat ¢ = ¢ + A ', zodat
0 0,- -1,-
Yo = e s ah

Hiermee kunnen we (5.89) schrijven als
T } J {a - (c + A7 )—]}Gp. ép, ,dV .
ijk® ijks ijkt ij Tk
Vv

We moeten dus aantonen dat, als (E,AE) > 0 voor elke vector x %‘g, dan ook

geldt

1

G, (A= (+aH ) >o0. (5.90)

Herschrijven van (5.90) levert
-1 -1 -1 -
(x, JLIC RN 2(c + A H7la 5}A5£) >0,

}

is, gedefinieerd door AiA

de eenduidig bepaalde, positief definiete en symmetrische matrix

4

waarin A
='A en I de eenheidsmatrix is. We herleiden ver—

der tot

(A£§, {1 - (1 «+ A% c A&)—I}A%E) >0 .
b

aan door A. (j = 1,2,.,.,9), dan worden de

Omdat ¢ en A positief definiet zijn, is ook A

b

eigenwaarden van {I - (I + A% c A%)_l} gegeven door

positief definiet. We

geven de eigenwaarden van A

1 .
U.=l‘—]-+—>\'-, (J=1,2,...,9).
J
Omdat iedere Aj positief is, is uj (3 =1,2,..4,9) ook positief. We conclu-—

deren hieruit, dat de matrix

I- (1 +alcaly’

positief definiet is, waarmee (5.90) bewezen is,

, . . . . s . . .
Conclusie: (Hijk2 + Yijkﬁ) is negatief definiet en U is minimaal, want

GZU > 0, E]
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Stelling: Beschouw twee lichamen van gelijke vorm, waarvan het ene homogeen,
isotroop is en het andere willekeurig gestructureerd. Voor beide lichamen
is aan het oppervlak hatzelfde verplaatsingsveld voorgeschreven.

Door aan het homogene lichaam een volumekracht ki’ gegeven door

toce te voegen, krijgen we in dit lichaam dezelfde deformaties als in het

niet-homogene lichaam. In (5.91) is e , het deformatieveld van het niet-ho-

k&
mogene lichaam en is Rijki gedefinieerd volgens (5.61).

.B. Grootheden, die betrekking hebben op het homogene, isotrope lichaam,
0

0
worden weer aangegeven met , bv. ere

Het bewijs van de stelling loopt als volgt:
er geldt oorspronkelijk (ki = 0)

0 _ ok ( * "
ui = ui = ui s Ui Voorgesc reven) 3
5,5 = Cigratue?,; =0 s

s _,0 o. _

5,5 - Cijeetrnd,; <0

De volume?rachten k. = (Rijkﬂekﬂ),j geven aanleiding tot een extra deforma-
tieveld eij’ waarmee de totale spanning wordt

* 0 o 1 _ 0 0 1
tij 1= tij + cijkzek£ = cijkﬂcekl + ekl) . {(5.92)
W t t dat = e + !
e moeten aantonen dat e, = e , + € .
We gaan uit van de evenwichtsvergelijking voor het homogene lichaam
Y. =-k, = -(R ) (5.93)
£i5,5 77 % T TRk’ '
Volgens (5.92) geldt
* 0 0 1
R .+ Y 5.94
tlJ,] cljkl(ekE,J ekR,J) ( )
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Combinatie van (5.93) en (5.94) levert met (5.61)

(e ikt T cgjkﬂ,ekﬂ.),j = cgjki(egﬂ,j * 3112,5) : (5.95)
Wegens tij,j = 0 in het willekeurige lichaam, geldt

(e5 52000 ,5 = 0 (5.96)
waaruit veor (5.95) volgt

cgjkl(ek!&,j B egz,j } elin,j) =0. (5.97)
Definieer Eij door

g = cgju(ewl - evy ~erg) (5.98)
dan zien we uit (5.97) dat

Eij,j =0, | (5.99)
Definieer ﬁk door

- 0

RS T
dan is

0 ] _ Lse ~

et * e T Ckp T HE p t G ) (5.100)

Omdat op de oppervlakken van beide lichamen dezelfde verplaatsingen zijn

voorgeschreven, geldt uy = uﬁ = u; en ui = 0, waaruit

ﬁk = ug + u; -y = 0 op S . {(5.101)
Beschouw de elastische energie
0
.= L ~ = 4 .4 > .
W= 4 J Eijui,jdv 4 J cijkluk,iui,jdv 0. (5.102)

v v
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Met Gauss herleiden we op grond van (5.101) en (5.99)
20 = J (£..4G.) .dv - J £.. .§.dv =0 .
11 1°,] 1.1 1

We concluderen, dat W = 0, waaruit volgt:

-~ - - & =
ul,j 0, i3 0,
en dan is
_ 0 1
e g = g * ey g (5.103)

N.B. Deze stelling geldt alleen in de lineaire theorie,

V.5, Verband tussen klassieke energieprincipes en Hashin-Shtrikman principe

We onderzoeken nu de relatie tussen de klassieke energieprincipes en het bo-—
ven behandelde Hashin-Shtrikman energieprincipe.

Neem in het homogene, isotrope lichaam cgjkﬁ
eindig slap, dan volgt voor de polarisatiespanning pij uit (5.60)

= 0, d.w.z., het lichaam is on-

pij = tij . {(5.104)

Eveneens volgt dan uit (5.61)

Riske = Cisee ®® Hige = Yijee ¢ (5.105)
o _ . 0 _ 0 0
Cmdat tij = 0, immers t:ij = Cijklekz’ geldt
- ¢ 0 _
UO =1 J tijeijdv =0 . (5.106)
v
Formule (5.62) gaat dan over in
U =-} [y t,.t., - t,.el. = 2t..e(.).]dV . (5.107)
p ‘ 1jke7ij ke Tijij ij i

v
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0 .
] - 3
Met e.lj eij eij 18 af te leiden dat

0

C
1 - =
) J [tijeij + Ztijeij]dv =} J [tijeij + tijeij]dv

v A

} J (2t,.e.. - t,.e!.JaV = J t,.e..dv ,
ij71i] ij7ij ij 1]
v V

omdat volgens (5.77) en (5.78) geldt
J t.,.el.dV = J t,.u'n.ds - J t.. .u)dVv =0 .
11 1] 1] 1] 11,11
v S v
Met Gauss kunnen we (5.108) nog herleiden tot
J t..e,.dV = J t..n.u.ds = J t.u,ds ,
1] 1] 1] 11 ii
V'l s S
waarin weer gebruik is gemaakt van teo 5 = 0 in V.

2
Met ey = Yijrabij = Yigijtij o0 (5-109) gaat (5.107) over

—Up = J e ot dV - J tiuids .
v S

en volgens (5.12) is dit precies de complementaire energie,

ons geval,

s . .. . . 0
N.B. RijkE 18 in dit geval positief definiet (immers cijki
5 *3 , .
Up = -U ~ een maximum is,

(5.108)

(5.109)

in
(5.110)

want S = 0 in
P

= (), zodat

Conclusie: Als we een inhomogeen, anisotroop lichaam vergelijken met een

. . . e . 0
homogeen, isotroop lichaam met elasticiteitsmodulus cijkﬁ

= 0, gaat het

Hashin-Shtrikman principe over in het klassieke energieprincipe van de mini-

male complementaire energie.
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Vervolgens nemen we in het homogene, isotrope lichaam cgjkk

lichaam is star). Opdat de spanningen tgj eindig blijven, zal moeten gelden

+ 2 (d.w.z, het

volgens (5.59) e.v.

o '
Eij +0, zodat eij -+ eij . (5.111)

Omdat egj + 0 zal gelden

_ 0 0
U0 = | J tijeijdv -0 . (5.112)
v

Volgens (5.60) geldt

Pii = Risee®ka ™ 855 T HijugPig o (5.113)
zodat

BiskaPisPee = CkePre = Ckefieij®iy T Rijke®ii®ue - (5.114)
Verder vinden we

B 0 _ 0 _ _ 1

pijeij + 2pijeij —lpijeij + pijeij 2pijeij pijeij R (5.115)
door herhaald toepassen van (5.61).
Met (5.114) en (5.115) gaat (5.62) over in

i " =
ZUP = J [Rijkﬂeijekﬂ 2pijeij + pijeij]dv

Y-y - 2R., ..+ R, S, ]av =
[lekleljekﬂ ZRLJkEekﬁelj * 1Jk£ekzeljjd

! 0 e}, ]dv =

(R 0®ii®ke ~ Cijke®ke®ij T Cijke®ka®ij

0 0 v

1}
= - ) Y- .. ' jav =
[Cijkzeijekm ©iike®ii%e T Cijke®ke®ij Cljkleklelj}d
= [c 0 0 &0 v, (5.116)

17k0%13% T Cijke®ii®ke

-
|
|
|
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want

O 0 T - 1 _
J ©iike®ii%kedV = J Cijkzekzeijdv =0.
v v

Dan is met (5.112)

zup ) J cijkzeijekzdv s . (5.7
v
en volgens (5.7) is dit precies de uitdrukking voor de potentiele energie,

immers k, = 0 en §_ = 0,
1 P
N.B., Hier is Rijkl negatief definiet, zodat U; = U° een minimum is.

Conclusie: Als we een inhomogeen, anisotroop lichaam vergelijken met een ho-
mogeen, isotroop lichaam met elasticiteitsmodulus ngkz + ®, gaat het Hashin-
Shtrikman principe over in het klassieke energieprincipe van de minimale po-

tentiele energie.

Tot slot zullen we laten zien, dat omgekeerd ook het principe van Hashin-
Shtrikman uit de klassieke p;incipes is af te leiden. Beschouw weer de be-
kende twee lichamen: lichaam I is homogeen, isotroop, II willekeurig. De ver-
plaatsingen zijn bij beide lichamen op gelijke wijze aan de rand voorgeschre-

ven, Verder nemen we Sp =0 en ki = 0.

In lichaam II nemen we een kinematisch toelaatbaar stelsel: eij’ Gi' Wegens

de stelling van de minimale potentiele energie (5.9) geldt
.= < ~o
20 J cijkﬁeijekldv J cijkﬂeijekkdv , (5.118)
v v '

waarin eij de deformaties zijn, die behoren bij een reguliere evenwichtstoe-

stand. (5.118) is te schrijven als

-2U =z = J cijkleijekﬂdv . (5.119)
v
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In lichaam I is

e 0 0 0
2U0 = J cijkﬁeijekﬂdv . (5.120)
v
Als we definiéren e!. = e., - e9., dan is
‘ ij ij ij
- 0 o0~ _ = '
2UO = J cijkieij(ekk ekz)dv . (5.121)
Vv
Na toepassing van de stelling van Gauss, en met ;; =0 op S en tgl 0 = G,
3
vinden we
0~ -
J tklekzdv =0,
v
zodat (5.121) overgaat in
~ 0 0~
2U0 = J cijkﬁeijekidv . (5.122)
v
We definidren t.. en ;.. door
1] 1]
~ _ ~ B 0 ~
tij = pij + cijklekﬂ, s (5!123)
én zodanig dat in ieder geval is voldaan aan
t =0, (5.124)

t.. .

11,1
De vergelijkingen (5.123) en (5.124) geven negen vergelijkingen voor de 12
onbekenden ;ij en Eij; we hebben dus nog drie graden van vrijheid om te
varieren.
(5.122) kunnen we met (5.123) herleiden tot

0 0o~ ~ ~ 0
= s . .. = c. = Pp.sles. . .12
20, J cl;kleljekﬂdv J (t1J le)eleV (5.125)
v v

~

(5.119) en (5.125) leveren met J E..ef.dv =0
1] 1]
v
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~2(U - U,) = - J p..e 0 54V + J (Eij - )e 59V (5.126)

v v

1 1k ki

Onderstel nu, dat R, ) en H 2 negatief definiet zijn, dan

~

(tij - cijklekl)eij = (tij - Cijkﬁ.ekﬂ,)Hiququmnemn

- ~ = - 0 ~ - - ~ >
ti3 -Cijkﬂekﬁ)Hiqu[(tpq Cpqmnemn) (tpq cpqmnemn)] -

]

~ ~ 0 ~
‘15 7 ik i 5pqpq T Cpqmnmm

v
~

):

~ ~ ~ ~ o~ ~

.. = R.,. e H.. = p..[H.. -e..] .
P15 ™ Ri5ke®ka’MiipqPpq ™ Piil8iipqPpq ij

Hiermee gaat (5.126) over in

~ 0 ,
2(U - UO) = J s [Hljklpkl eij eij]dV . (5.127)

v

In (5.127) herkennen we het principe van Hashin-Shtrikman: bij negatief de-
finiete R en H neemt U een minimum aan voor Py = Rkﬂmnemn (zie (5.74)).
Uit (5.123) zien we, dat dit overeenkomt met het principe van de minimale

potentiele energie (5.9), dat zegt dat U zijn minimum aanneemt voor

tij = cijkﬂeki (zie (5.3)).
Wegens de stelling van de maximale complementaire energie en stelling (5.15)

geldt

* *
-2U0 = 20 = J Yijkﬂtijtkldv -2 J tiuidS <
v 5

*
J Yifiebishen 2 J £;u.ds (5.128)
i S

~o

waarin t.j een statisch toelaatbaar spanningsstelsel is.

. * .
Met de stelling van Gauss, met ug =u, = u oop S en Eij 3 = 0, kunnen we in-~
’
zien dat
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zodat (5.128) overgaat in

_ _ 0
2U < J Vi sraky jfgeadV 2 J Egse5dY - (5.129)
v v

Definieer % en p;; door

0 - -
Cijka%ke T 54 T Rij (5.130)

en zodanig dat Eij compatibel is en de hieruit af te leiden u; voldoet aan

u, = u: op S. Dan wordt (5.129)

~i
0 0 0
- < ' . - s 14 . [ A ) =
2(Uy - ) J Yljkggijgkldv 2 J gijeljdv + J tljeleV
v ‘ v v
= t..t, dV - 2 t..e..dV + t.e..dv
ViR i Req ~ij™i] i Rac A
v v v
omdat J t,.e'..dV = 0 wegens Gauss, t.. . = 0 en g' = 0 op S, als
BCRAREEN T13,]

3 7T &3 7 %iy°
Met (5.130) kunnen we herleiden

0
— < — bt =
2(U0 U) < J Yijkﬂt'jtl jadV 2 J t.je.jdv + J (1:.j p.j)eijdV
\' v \'

0 _
= J Tijkefigfad? J R;;8:59Y J &i58397 T
\Y v v

0
J B;;8i;4V * J &3 gatke ~ %5797 -
\' v

Neem nu Hijkﬂ positief definiet, dan analoog aan de afleiding bij het vorige

geval
Oisealen ™ 89085 < Ri5HigeaPee ~ %450 °

zodat
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- - _ .0
2(Uy —~ U) < J;ggij[rlingkal &4 eij]dv. (5.131)

o . . . 8 . . .
Dit is weer het principe van Hashin-Shtrikman; U  is nu een maximum, immers
R en H zijn positief definiet. Dit komt overeen met het principe van de mini-

male complementaire energie.

V.6. De ongelijkheid van Friedrichs (Zie [41, H IV)

We beschouwen een lichaam V, met volumekrachten f, met verplaatsingen nul op
de rand S

u=0, op S. (5.132)

De Navief—vergelijkingen luiden -

My pg T Muy o+ E =0, k=1,2,3, (5.133)

We onderstellen dat f ¢ LZ(V), d.i. de klasse van kwadratisch-Lebesgue inte-
greerbare functies op V.
Definieer de operator

A = -uIA - (p + A)grad div , (5.134)

dan kunnen we (5.133) schrijven als

Au = f . (5.135)

We voeren een inproduct op V in volgens

(Etﬂ) : J viwidV = J (Vlwl + v.W, + v w3)dV . {5.136)

272 3
A A

Lemma: Voor alle u ¢ CZ(V), die voldoen aan u =90 op § geldt

(Au,u)

2 j W (@dv . (5.137)
v
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Bewijs:
= = [ . .. A I | D =
(Ae,0) J wagug g5t O Mgy v

= -2 Ju.u. ..dV - u J (u.u, .. + u.,u. ,.1dV =
1 3,13 1 1,]] 1 3,1]

= =X J (u,u, .) .,dV + A J u. .u. .dV +
1 3,1, 1,1 1,]
v v

s]
v v

-u J (uiui,j + uiuj,i) .dV + u J‘ ui,j(ui,j + uj’i)dv =

J ey )7+

v

1l

o=

(ui,j + uj,i)(ui,j + uj’.l)}dV y {(5.138)

na toepassing van Gauss en met u. = 0 op S.

Volgens (1.24) geldt voor de specifieke elastische energie

W, (W)

2 -
%[J\(ekk) + 2ueijeij] =

2
1 o4
2D\(uk’k) * 3 (ui,j + Uy ), .+ u; )] (5.139)
zodat uit (5.138) volgt

(Au,u) = 2 J Ws(x__l_)dV . a
v

We definieren op de gebruikelijke manier de norm
Ivil = ! . (5.140)

Stelling (ongelijkheid van Friedrichs): Voor alle u € C2(V), die voldoen aan

u =0 op S, geldt

(Au,w) = Cu,w) = clul®, (5.141)

waarin C een constante is, C > 0.
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N.B. Een operator A, die aan (5.141) voldoet, heet positief definiet.

Bewijs: We bewijzen de stelling eerst voor A = 0 en laten vervolgens zien
dat de stelling ook geldt voor A > 0,

De A behorende bij A = 0 noemen we Ay, dus
Ay = ~uI& ~ u grad div . (5.142)

Er geldt nu

_uuk,ﬂ,!, - uuﬂ,,kl . (5.143)

Uit (5.137) en (5.138) zien we dat

(A 0_,u) =2 JWOS(E)dV R (5.144)
\'

waarin

=3 ‘
WOS(E) 7 (ui,j + uj,i)(ui,j + uj,i) . (5.145)

Uit (1.65) vinden we de verplaatsing in het punt x in de k-richting onder
invloed van een eenheidskracht in y, werkend in de i-richting door fj in
(1.65) gelijk aan 5 Sy - B te nemen.

Deze verplaatsing noteren we met v (x,y) en noemen we de Somiglianatensor.

Na enig rekenwerk krijgen we

2

3
i 0 A+ 10w) ik A+ w2 3 1
&Y == ey Y GE T Bx 0% @3
1
waaruit door A = 0 te nemen, volgt
2 2
5 T 9 1
v (x,z) = [Z 8, + =— e (=)] . (5.146)
24ﬂu r ik 2 Bxiaxk r
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Lemma: Voor alle u € CZ(V) met u = 0 op S geldt

o = Juk,gcz)ﬁv;,z(z,x) + vy Pl 1212,
v (5.147)

Bewijs: We nemen een eenheidskracht in het punt x, werkend in de i-richting,
terwijl buiten x overal geldt f = 0.

Dan is volgens (5.135)
Aoil(iial) =f( =0, y*x. (5.148)
We nemen een bol Be met straal € om x, dan geldt volgens (5.148)

J (uly), Aozi(z,z)_)dVy =0, (5.149)

V-B
£

Definieer V := V - B_, dan geldt volgens (5.143)

i i i .
AT A AR I EA A AJ G g%, ¥ e Va1 090 =
v

= -u( J + J )(ukvlic,ﬂ, + ukvi’k)nlds + U J uk’ﬁ(v:;’2 + v;’k)dv =
S v

i i i i
uk(vk’g + vﬂ,,k)nﬂ,ds + u J uk,lcvk,ﬁ + vg’k)dv . (5.150)
S v

Hierin is gebruik gemaakt van de stelling van Gauss en u = 0 op S.

Wegens (5.149) volgt uit (5.150)
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J Uk,g(;[)[v;,g(gt_,l) + v;'k(_;_:_,l)]dvy =
V-B
£
J uk(l)[VLt,,Q,(isZ) + v;,k(g,z)]nzdsy . (5.151)

S
£

We laten nu € + 0 gaan, dan geldt, zoals we hierna zullen bewijzen

1im ( J uk(z)[vljc' ,?,(i’-y-) + vi k(i’z)]nﬂ,dsy) = % ui(g_c_) . (5.152)
e+0 S ’ ’
€

zodat uit (5.152) en (5.151) volgt dat

1 ' ; -
ﬁ‘“i(i) = J uk,z(z)[v;,l(z’z) + v;.k(§,z)]dvy y 1=1,2,3 ., 0
v

Er rest ons enkel nog (5.152) te bewijzen:
Uit (5.146) en

% &y -2 o G - Yk)) _ 30 Ty Oy my) 6y |
Bx.axk r 9% . 3 5 3
1 1 r r r

is af te leiden dat

- - )
rxy) = A 2 L3 (e =y ) (x5 - yp) _ L ik
kT = M %k T 2 3 27t
g, x, =y )&, - y.)
_ 1 ik *x k i 1
=g 90+ 3 3 1. (5.153)
Met de betrekkingen
oy M)
Bxg r r3
en
3 (xi - }'i)(x-k - Yk) _ -3(xi - Yi)(xk - yk) (xQ, = YQ)
( ) = +
X 3 5
L T - r

Go = %80 Gy — 38,
+ +
3 3
T r
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volgt voor v;,g(zc_,z)

9(}{2‘ - Yﬂa)aik. g(xi = Yi)(xk - Yk.)(xﬂ. - YE)

i -
i, B = 75w 3 S

+

3(x, - v,)8. 3(x, - y.)$
. i R S U i i’ k2

3 3 '
r T

Hiermee krijgen we voor de som

i i _ 1 _ _ _
vk,EQﬁtz) + Vg,k(f!l) = 3 Llx; = y;08,0 — (xg —y)8 +

3(xi -y - Yk)(xg - yg)]

- Oy T I8 T )
T

Met dit resultaat gaat het linkerlid van (5.152) over in

n
) . _ _
Lim ( J u () =g LGy = I8, = Gy = 7)85 = (e = 98, *
e+0 S §mur
<

3x, -y I(x -y )(x, = ¥g)
N T YN - K T T ey
T

Nu_ geldt voor y op Se: Yo = Xg T EDg, mpm, = i
Uit
n = (sin 6 cos 0, sin 6 sin ¢, cos 8); 0 £ 06 s m, 0 = ¢ = 27
is af te leiden dat
41 2

J nmds =8, et .

SEI

Met bovenstaande betrekkingen, krijgen we |
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. 1

lim {- J {(¥)n, (n.d T 3n n,n )dS}

o0 Brucl . UM e T Pk T i

£

. 1

= lim { J u (y)u,n,(8. + 3n,n )dS} =
o0 Brmc’ . RS2 L ARSI i"k
€

= 1lim { l 7 J u, Qz)dS} + 1im {
>0 8mue

(y)n.n ds} =
s £+0 8ﬂu32 s J R
£ £

il
&
3
~
2

) 1
;&) Wui(i) = ui(z)

zodat (5.152) en tevens (5.147) bewezen is
Omdat |xk - yk| |§_- zj, zien we uit (5.153) dat

i 1
vlt(is.y_) = J(ﬂ) » x- il >0,

zodat

i
Vk,E(EsZ) = J( 2) ’ |£ - z_l ~ 0 .
- 3
We zien dat vk o hiet niet kwadratisch integreerbaar is, zodat de stelling van
Schwarz niet zonder meer op (5.147) toepasbaar is

r en vermenigvuldigen

We delen daarom W door
k. & met r., We krijgen dan
]

@ <% | e ®)

i
vk gt Vz,k)ldvy =
v

(P, v .
< % [ J uk,R' :125,2 YJi[ J rz(Vk . , VR' k) (v;,g +
v

i }
v ’k)dVy] .
v

volgens de stelling van Schwarz.

d i av
J A

(5.154)
Nu is de tweede integraal < C omdat

v

convergeert, zodat volgens (5.154)
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() (y)dv
IuiCE)I < %'Cl [ J uk,ﬂl uk,lz y]%
v X~ ll

Hieruit volgt

av
la. ()% = J W)V < ¢ J av J N, 8,07y
1= i=—="x 2 X

2
v v v x - 3
dVx
= C2 J uk,guk’p“dvy J 5 C3 J uk’guk’gdv s
v v T v

waarin

uch av_

e e — < G,
€, =3 en ¢, J 2 3
r
Tenslotte geldt
2 3 2
= S = =
lull 21 lu, 1° = 3c, Juk,luk’ldv c, Jeklekgdv
1= v v
= C5 J WO (u)dv ,
v
i 1= :=_1_

waarin C4 : 3C3 en C5 y C4.
Uit (5.144) lezen we nu met {(5.156)

(Au,u) =2 J Wyg (Wav 2 é—-l!_l_l_”z = CI|E||2 , C>0,
5
v

waarmee stelling (5.141) voor A = 0 bewezen is.

(5.155)

(5.156)

(5.157)
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Omdat volgens (5.145)

2
W vV = .. = Y- =
I Os(y_)d M J eijeljdv j [iA(ekk) + uelJelJ]dV
v v v
= JWS(P_)dV’
v
immers X > 0, zien we dat ook geldt
2
(Au,u) 2 Cllul™ , <C¢>0,
waarmee de ongelijkheid van Friedrichs bewezen is. 0

V.7. Een minimumprincipe in de verplaatsingen

We formuleren een minimumprincipe voor de verplaatsingen u, dat nauw verwant
is met het principe van de minimale potentiele energie.

We definieren de klasse M
M= {u '.E € CZ(V), u=20op 8}. (5.158)

Klasse M is niet volledig; er zijn rijen functies in M die convergeren naar
een functie, die slechts eenmaal continu, differentieerbaar is, dus niet in

M ligt. We definieren de klasse H , bestaande uit de elementen van M &n e~

0’
ventuele limietelementen; iedere ¢ ¢ H0 kan worden verkregen als limiet van

een rij functies 9, € M. We vermelden zonder bewijs dat H, dicht ligt in de
ruimte LZ(V), de ruimte van kwadratisch-Lebesgue integreerbare functies. Ook
M ligt dicht in L2(V).

Volgens lemma (5.137) geldt voor alle u € M

(Au,u) = 2 J WS(E.)dV = 2W(w) . (5.159)
v
Definieer F(u) door
F(E) = (AE_:P_) - 2(_?_!2) ’ ue€ M, {(5.160)

waarin i volumekrachten voorstellen.
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Uit (5.7) zien we dat {F(u) de potentiele energie voorstelt, gedefinieerd op
de klasse M, die een kinematisch toelaatbaar stelsel vormt.
In overeenstemming met stelling (5.9), de stelling van de minimale potentie-

le energie, formuleren we de volgende stelling.

Stelling. De functionaal F(E)’ gedefinieerd in (5.160) neemt zijn minimum
aan voor een zekere Y, € HO’ waarvoor geldt AEO = £ (in gegeneraliseerde zin),
mits de operator A positief definiet is en lfll < =,

Bovendien is de oplossing u, eenduidig. (Zie [51, pag. 103).

Bewijs. Eerst laten we zien dat F(u) voor u € M naar beneden begrensd is.

F(u) (Au,u) - 2(f,u) 2 C"Ll."z - 2||_f_||.l|2|l =

1]

cllull - HED® - WEN = - HEN

al—

£

In de afleiding is gebruik gemaakt van de ongelijkheid wvan Friedrichs (5.141)
en de stelling van Schwarz.
Omdat F(u) naar beneden begrensd is, bestaat er een infimum, dat we aangeven

met d, dus
Fuyzd, ueM. (5.161)

Wanneer we de waarde van F(u) niet in de klasse M, maar in de klasse HO be-
schouwen, verandert d niet: immers, stel d is de ondergrens in de klasse M
en d, in de klasse H,. Dcordat M C'HO geldt d, = d. Neem nu aan dat d, < d,
dan is er een u € HO waarvoor geldt

(AU,u) - 2(f,u) <d ,

maar er bestaat een rij u € M, met Hgn - ull + 0, zodat voor voldoende gro-
te n het verschil tussen F(E) en F(u ) willekeurig klein gemaakt kan worden;
dit betekent dat dan ook F(En) < d zou zijn, hetgeen in tegenspraak is met

de bewering dat d het infimum is van F(u), u € M.

Conclusie:

F(u) 2d, ueHy. (5.162)
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Volgens (5.162) kunnen we bij iedere willekeurige positieve & een element

u(e) € Hy vinden, zodat geldt

F(Eﬁe)) <d+ € én F(Hﬂe)) 2d . (5.163)
Stel € = %-, met n een willekeurig positief geheel getal. De functie Eﬁ%)
geven we aan met u ener geldt volgens (5.163)

d<Fu)<d+4, n=1,2,.... (5.164)
-1 et

Na de limietovergang n > « vinden we

lim F(y ) = d . (5.165)

n+re

We zien dat de functies u een minimumrij voor F(u) voorstellen.

De volgende stap bestaat eruit, te laten zien, dat de rij 4 nasr een limiet

u, € HO convergeert. Daartoe nemen we weer een € > 0 en kiezen N zodat
1 _ € 1 . € 1 _ €

—_w = > > -_— < = _—C =

N7 Voor n > N en m > N geldt dan - <zen 5 en dus

€

d<F(u)<d+x en d=Fu)c<dH+ (5.166)
-n 2 -m

r2f o
.

Kies t, 0 < t < 1 en beschouw w(t) := tgn + (1 - t)gm, dan kunnen we schrij-

ven wegens (5.160), de definitie van F(u)

F(t)) = F(ew + (1 - tu) = 008G, = u), (- gn]~

<+

2t[(Aum, Cl um)) - ((un - um),f)l + (Aum,um) -

2(um,f) R (5.167)

waarin voor het gemak de strepen onder de vectoren zijn weggelaten.
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" F(w(t)) is é&H parabool met positieve coefficient van tzi hatgeen betekent
dat het concavé deel tiaar boven gericht is,
Flw(ty | Beschouw het stuk van de parabool voor
0 <t <1, dan is duidelijk dat het maxi-
mum van F(w(t)) op 0 £ t £ ] aangenomen
\\\ //' wordt in t = 0 6f £t = 1. Nu is F(w(0)) =
t T = F(um) en F(w(i)) = F(un). Volgens (5.166)
geldt F(un) <d + g-"n F(um) <d + % . Dan
moet F(w(t)) < d + g-voor alle ¢, 0 <t < 1.
Ook geldt F(w(t)) 2 inf F(u) = d. Stel nu

t = } dan is w(})

%(um *u ) en

u +un
d < F(-‘P-z——) <d+s. (5.168)

€

Uit de vergelijkingen (5.166) en (5.168) leiden we af

vn t un 2
—e < F(u) + Flu) - 21«"(:"7-—) <e, mn>N>=, (5.169)
(5.169) betekent dat
. u + un
1im [F(u ) + F(u ) - 2F(——2)1 =0 . (5.170)
n m 2

n, e
Met (5.160) kunnen we de uitdrukking in (5.170) herleiden tot

nlifw [(Aun,un) + (Aum,um) - %(A(un + um), (un + um))] =
H)

= lim [i(A(un - um), (un - um))] =0 . (5.171)

n’m-)-oo

Met de ongelijkheid van Friedrichs (5.141) volgt uit (5.171)
. 2
lim Jlu - u " =0 . (5.172)
n ™
N , M0

Hy is een volledige ruimte, zodat uit de stelling van Fischer—Riesz volgt,

dat er een u, ¢ H, bestaat, waarvoor geldt

lim u =u € H (5.173)

- 20 » Yo 0 '

(Zie bv. {51, pag. 88).
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De aldus gevonden functie Y, maakt F(u) minimaal: wegens (5.173) geldt ook
(Agn,gn) - (AEO’EO) en wegens de continuiteit van het inproduct geldt

(u s£) > (uy,£). Hiermee zien we dat
Fla ) = (Au ,u ) - 2(u_,f) » (Aug,ug) = 2(uy,5) = Flyg) (5.174)

en wegens (5.165) volgt

F(go) = d = inf F(E) , ueM, u, € HO . (5.175)

Tenslotte moeten we nog aantonen dat Au, = f als Yy € M en Ago = f in gege-

0
neraliseerde zin als Uy € HD/M; in het laatste geval heet u, een zwakke op-

lossing.

Hiertoe formuleren we het volgende lemma.

Lemma. Beschouw de vergelijking

Au = f, A positief definiet, u € M . (5.176)

a) Als vergelijking (5.176) een oplossing yu, € M heeft, dan is F(go)'< Fu)

voor alle u # u,, u € M,

0
b) Omgekeerd geldt ook: als (er een Y, bestaat waarvoor) F(EO> < F(E)v Y, €

voor alle u e M, u # Y45 dan is deze Yy de oplossing van (5.176).

Bewijs. Het deel a) van het lemma bewijzen we als volgt: zij 4, de oplossing

van (5.176), dan is AEO =f en

F(uw) = (Au,u) - 2(f,0) = (Au,u) - 2(Ay,,u) =

(Au,u) = 2(Ag,,u) + (Ayg,uy) = (Ago,go) =

]

Uit (5.177) zien we dat F(u) zijn minimum dan en slechts dan aanneemt voor

4=y, We merken op dat min F(u) = F(EO) = -(Ago,go).

Hiermede is bewijs van deel a) van het lemma voltooid.

M
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Nu volgt het bewijs van deel b): omdat F(go) het minimum ‘is van F(u) geldt

voor alle v € M
waaruit met (5,160) volgt

(A(u0 + v), (u0 + v)) - 2((u0 + v),f) 2 F(uo) ,

of

(Auo,uo) + 2(Au0,v) + (Av,v) - 2(uo,f) - 2(v,£) ZVF(uO) .
Omdat

(Auo,uo) - 2(u0,f) = F(uo)
geeft dit

(Ayy - £,9) + J(av,v) 20, (5.178)

met (Av,v) 2 CHEHZ 2 0 wegens ongelijkheid van Friedrichs.
Omdat (5.178) moet gelden voor elke v € M, volgt noodzakelijkerwijs wegens

het niet invariant zijn van het teken van de eerste term in (5.172) dat

hyy - £=0, (5.179)

Hiermede is ook deel b) van het lemma bewezen.

We hadden (zie 5.175) aangetoond dat er een uy € HO bestond, waarvoor F(u)

minimaal werd. Volgens deel b) van bovenstaand lemma volgt dan Ago = f als

Y 0

raliseerde zin; immers Au

€ M. Wanneer u, € HO/M, geldt (At__:0 - £,v) = 0 voor elke v € H, in gegene-

0 is dan niet gedefinieerd.
Met deze uitbreiding volgt Au

(zie bv. [51, pag. 68 e.v.)

0= f (in gegeneraliseerde zin), met Y € Hye

Tenslotte moeten we nog laten zien dat de oplossing u, eenduidig is.

Stel er zijn twee oplossingen van de vergelijking Au = f: Ay, = f en Au, = f.
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Omdat de operator A lineair is, geldt

ACu, ~u,) =0

1 -2)
en dan ook

(Al - wy), (g ~4y)) =0
na vermenigvuldiging met (gl - 92).
Wegens het positief zijn van A geldt nu

0= (A(g] "), (31 - gz)) 2 Cllg1 - gzﬂz s (5.180)

waaruit noodzakelijkerwijs volgt:

L3 z By o

Hieruit volgt dat de functionaal F(u) zijn minimum in &&n punt u, aanneemt.

Opmerking. Als f voldoende regulier is, kan men bewijzen dat geldt u. € C (V).

-0
(Lemma van Weyl!)

Literatuur:

[1] Collegedictaat Toegepaste Mechanica.

[2] Reissner, J. Math. & Phys., 29, (1950), pp. 90-95.

[3] Hashin, Z,& S, Shtrikman, J. Mech. Phys. Solids, 10 (1962), pp. 335-342,
(4] Mikhlin, The problem of the minimum_of a quadratic functional, H. IV.

(5] Mikhlin, Variationsmethoden der Mathematischen Physik, pp. 103-106.




	Inhoudsopgave
	Voorwoord
	I. Inleiding
	II. Torsie van cylindrische staven
	III. Buiging van cylindrische staven
	IV. Twee-dimensionale problemen
	V. Energieprincipes
	Literatuur

