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1. REK VAN BALKEN

Beschouw voor de vraagstukken wit deze paragraad alleen de genelaxeende
(Eén-dimensionale) problemen.

1.1. Beschouw
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1) Bepaal de sparningsverdeling in de staven.
ii) Bepaal de uitrekkingen en de totale stijfheid.
1ii) Bepaal de totale elastische energie. Vergelijk deze met de deoor P

verrichte arbeid.

1.2. Bereken de spanningsverdeling en de axiale verplaatsing van:
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1.3,

1.4.

1&54

Een cylindrische staaf met rechthoekige doorsnede (2a x 2b) wordt in de

ainddoorsneden belast door een gelijkmatig verdeelde normaaldruk p en

op de zijvlakken (mantel) door een gelijkmatig verdeelde normaaldruk:

ap.

Gevraagd:

a) de spanningen, deformaties en verplaatsingen in dé staaf;

b) de waarde van @ opdat de axiale verplaatsingen van de einddoorsneden
nul zijn;

¢) de waarde van ¢ opdat de normale verplaatsingen van de zijvlakken nul
zijn;

d) voor welke waarde van vV zowel b) als c¢) geldt.

De volgende constructies, waarin al en a2 lineaire uitzettingscoefficienten
[+
zijn, worden uniform T K in temperatuur verhoogd. Bereken de spannings-

verdelingen-en de axiale, verplaatsingen,
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~ Een slanke staaf roteert met constante hoeksnelheid w om een vast punt 0,

a) Zet Qe rotatie stil en bepaal de t.g.v. de traagheidskrachten optredende

volumekrachten,
b} Bereken de normaalspanninggverdeling in de staaf.

¢) Bereken de uitrekking van de staaf.




" 2. BUIGING VAN BALKEN

2.1. Beschouw een cirkeleylinder, welke in de doorsnede z = O is ingeklemd

en in z = { wordt belast door een normaalkracht P, welke aangrijpt op

een halve straal van het middelpunt van de doorsnede.
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a) Formuleer het gerelaxeerde probleem.

b) Bepaal de spanningen, de deformaties en de verplaatsingen.

c¢) Bepaal de plaats van dé neutrale 1lijn.

d) Bereken de totale elastische energie (als functie wvan P).

2.2. Beschouw een cylinder met rechthoekige doorsnede, in z = 0 ingeklemd

en in z = g belast door een normaalkracht, aangrijpend in een hoekpunt

van de doorsnede.
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FPormuleex het gerelaxeerde probleem.

Bepaal de spanningen, de deformaties en de verplaatsingen.

Bepaal de plaats van de neutrale 1liin.

Bgpaal de verplaatsing van het middelpunt van de einddoorsnede. Valt
de projectie van deze verplaatsing op het z~y-vlak iangs de diagonaal
door P? ‘ |

Bereken de totale elastische energie (als functie van P).
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2.3. Beschouw de hieronder getekende U-balk, belast door een buigend moment

in de einddoorsnede:

a)

b}

¢}

d)

e)
£}

Beschouw onderstaande constructie van twee aan elkaar gelaste cirkeleoylinders

met verschillende stralen maar van hetzelfde materiaal.
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Bepaal let centrale hoofdtraagheidsassenstelsel van de doorsnede en

bereken de oppervlaktetraaghsidsmomenten Ix en Iy. Neem hierbij: t << a

(Verwaarloos O{t/a)~-termen).

Bepaal de spanningen.

Bepaal de snijlijn van het neutrale vlak met de doorsnede. Valt deze
samen met de richting van M?

Bereken de verplaatsing van het zwaartepunt van de einddoorsnede., Staat 3

deze loodrecht op het neutrale vlak of op M?

Neem ¢ = 0 en bereken de hoekverdraaiing van de einddoorsnede.
Bereken (voor g # 0) de totale elastische energle van de balk (als functie

van M en o).
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a) Geef de gerelazeerde formulering. Bepaal de bijbehorende spannings-

b) Bepaal de doorbuiging van de neutrale lijn.

verdeling.
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Een eenzijdig ingeklemde balk krijgt een temperatuursverhoging T(x), met

T(x,y,2) = a+ bx .

{,X T{I)

a) Bepaal de deformaties in de balk
Hint. Gebruik:

(1 + v) )
L, T et . = - . t + .
elj E tij E éij kk aTGij

Hoe groot is in dit probleem tij?

b} Bepaal de neutrale lijn.

c) Neem a = 0 en laat zien dat het deformatieveld dan overeenkomt met dat

van een zuivere momentenbuiging veor het geval v = -1,

EEN-DIMENSIONALE BUIGINGSTHEORIE ‘

Leidt m.b.v. de balkenvergelijking af de zogenaamde "vergeet-mij-nietjes":

u' (L) = u(l) =
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3.2. Bepaal van:

a) b) i
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i) de reactiekrachten;

ii) de doeorbuigingslijn;

iil) de plaats en de grootte van de maximale trekspanning. .

3.3. Bepaal van de volgende horizontale balken, welke belast worden door hun

elgan gewicht:

a) ya b) z

l l S St ¥ l 2

Pas p-S

de réactiekrachten, de doorbuigingslijn en de maximale trekspanning.

3.4} Een balk aan een zijde ingéklemd en aan de andere zijde ondersteund k¥ijgt een
temperatuursverhoging T volgens: T = T(x} = ax, (a : constant).
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-+ bBepaal de reactiekrachten en de doorbuigingslijn.
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3.5,

A T B Van nevenstaande constructie wordt de
(4 T ? \ balk AB uniform T X verwarmd. Gevraaqgd
wordt ‘ _ :
- a) de spanningsverdeling in en de lengte~
- 4 - / - verandering van AB; -
) de normaalspanningsverdeling in en de -
e uitbuigingslijn van AC en BD.
cocd
C D




3.6. Een ingeklemde balk met rechthoekige doorsnede (2a x 2b) wordt in zijn
vrije uiteinde belast door een dwarskracht P welke een hoek o met de x-as

maakt. Bepaal de hoek tussen go(z) en de werklijn van P,

3.7, Beschouw weer een ingeklemde balk met rechthoekige doorsnede belast door
ean dwarskracht P in de x~richting. Stel:

_ _ .2 2 . _
tzz = fi{z)x , txz = ox a) , overige tij =0 .

~a) Laat zien dat deze spanningsverdeling voldoet aan de randvoorwaarden
©op de mantel.
b) Bepaal c en f(z) zodanig dat aan de locale én de globale evenwichts-
vergelijkingen is voldaan.
c) Bepaal de deformaties.
d) Bewijs dat bovenstaande aanname voor v # 0 niet overeenkomt met de
exacte oplossing, maar voof v = 0 wel (kunt U hier een fysische ver~

klaring voor geven).

3.8. Baschouw hetzelfde probleem als bij 3.7, maar nu voor een cirkelvormige
' doorsnede.
Bepaal hiervoor de exacte spanningsverdeling.
Waarom moet hierbij {voor y # 0) de spanning tyz ongelijk aan nul zijn?

© Hint: Ga ult van:
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4. TORSIE VAN EEN CIRKELCYLINDER

. Een ‘holle cirkelvormige buzs, blnnenstraal Ry, buitenstraal R,, wordt

1
balast dooxr- eén wxlngend moment M.

f“Bepaal de spannlngsverdel;ng in de buis, de hoekverdraaixng van de eind-
."Qtdoorsneden t.0.v. elkaar en de torsiestijfheid.

w Bekijk het geval dat R, = R; = d << R,.
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Twee cirkelcylinders met verschillende afschuifmoduli, G1 resp., G2, 'lk
maar overigens gelijk, zijn aan elkaar gelast en worden belast door een i
wringend moment M - ' : ;‘i
Bepaal de spanningsverdeling, de hoekverdraaiing per lengte-eenheid ff

en da totale torsiestijfheid.

4.3.

/. / -

M, ' My

Als 4.2, maar nu met verschillende doorsneden, stralen R, resp. R,, maar

1 2

gelijke G's.

Bepaal, voor het gerelaxeerde probleem, de spanningsverdeling, de hoek-

_verdraaiing7per iengte-eénheid en de totale torsiestijfheid. ‘

_ Waar zullen de grootste verschillen tussen de exacte en de gerelaxeerde
oplossing optreden?

- Wanneer zal de “"gerelaxeerde" torsiestijfheid een goede benadering voor

de "echte” torsiéstijfheid 2ijn?

4.4+ Een ¢1rkelcylznder wordt belast door een wringend moment M en een normaal-
‘ ]kracht Ne )

:Bepaal &e spann;ngen, deformatzes en verplaatsingen van de cylinger.
Qp welke plaats(en) zullen de. grootste: spanningen optre&en’ Bepaal hiexr

Qe hoofﬁspannanen en de maximale schuifsPanning Toax"




4.5. Beantwoord dezelfde vragen als bij 4.4 voor een sirkelgylinder belast
door sen wringend moment Mz en een buigend moment Mx.
4.6. Beschouw een cirkelcylinder, waavan de

begindoorsnede op zijn plaats wordt

gehouden, terwijl de einddoorsnede

z = £ wordt gedwongen te roteren om het
pﬁnf (x,y) = {-a,0) over een hoek 8(%)
volgens:
vx
ulx,y,%) = -6(L)y ; vix,y,8) = 8(2) (x + a) ,

terwijl we verder de normaalspanningen in deze doorsnede nul nemen:

(1) tzz(x,y,ﬁ) =0 .

Laat zien dat deze deformatie niet tot stand kan worden gebracht door een
wringend moment alleen, en geef aan welke andere belastingsgroctheid hier-
voor dan nog benodigd is,

Vervang de veorwaarde (I) door:
(II) wix,y,%) =0 .

Welke extra belastingsgrootheid moet U nu dan nog invoeren?

Bepaal, binnen het kader van de technische balkentheorie, de waarden (uit-
gedrukt in 0(%) en a) van de belastingsgrootheden zowei voor (I) als voor
{(1I).

Vergelijk bovenstaand probleem met een ingeklemde cirkelcylinder, in ziijn
vrije einddoorsnede belast door een dwarskracht P in y-richting, die aan-
grijpt in (~a,0). Bepaal hiervcor de spanningsverdeling. Voor welke waarde

van a i1s er "torsievrije" buiging?

5. TORSIE VAN EEN CYLINDER MET WILLEKEURIGE DOORSNEDE

5.1, Een cylinder met ellipsvormige doorsnede, waarvan de rand gegeven is door:

+
Tl
]

—

wordt belast door een wringend moment M.
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a) Bepaal de spanningsverdeling, de hoekverdraaiing per lengte-eenheid
en de torsiestijfheid D.

b) Bepaal de plaats(en) waar de maximale schuifspanning optreedt en
bereken daar de hoofdspanningen en Toax®

c} In de technische balkentheorie wordt de torsiestijfheid meestal gelijk

genomen aan: GIP, waarin IP het polaire oppervlaktetraagheidsmoment is: i

I = J (x2 + yz)ds .
P
s
Bepaal IP voor een ellipsvormige doorsnede. Vergelijk GIp met de bij a)
gevonden waarde voor D. Geef voor b/a = 1; 0,9; 0,75; 0,5 de procentuele
afwijkingen tussen GIp en D,
d) Bepaal de welving van de doorsnede. Bewijs dat zowel de gemiddelde

welving als zijn eerste momenten nul zijn, d.w.z. bewijs dat

Jw(x,y,z)ds = J Xw(x,y,2z)ds = J ywix,y,z)d5 =0 .
s s

(Hint: gebruik verband tussen F en 3).

e) Beantwoord vraag a): wveoor het limietgeval b << a.

Ay

5.2.

Een:cylinder met een doorsnede in de vorm van een gelijkzijdige driehoek,

zijde a, wordt getordeerd. De hoekverdraaiing per lengte-eenheid is ..
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a) Geef de voorstellingen in x- en y-codrdinaten van de rechten waaruit
de omtrek van de driehoek is opgebouwd.

b) Geef met behulp hiervan een uitdrukking voor de spanningsfunctie
;(x,y), welke identiek aan de randvoorwaarde ; = 0 wvoldoet.

¢} Bepaal hieruit de spanningsverdeling in de cylinder (als functie van
o).

d) Laat zien dat de grootheid T gedefinieerd door

maximaal wordt op het midden wvan de zijden.

e} Gaef een uitdrukking in integraalvorm voor de torsiestijfheid.

Beschouw de torsie van een cirkelcylinder met een cirkelvormige inkeping
volgens onderstaande figuur (let op keuze van de ocorsprong van het assen=
kruis)}. - a) Bewijs dat de spanningsfunctie F(x,y)

hier gelijk is aan:

x2 + 2 R asz a2
R P = 20— - Sx+ -

2(x° +v°)

2 . 2. 2.
= g W B gRCOS 9 A,
= -20{ 7 > Y cos § + > " 4)

(r,9: poolcoordinaten volgens figuur).

b) Bepaal de spanningsverdeling.
c) Bewlls dat de maximale schuifspanning Tmax optreedt in het punt A:
{2,0) en kereken de waarde van T -
max
Bepaal voor het geval dat a << R de spanningsconcentratie in A; dit
© ig de waarde van Tmax veoor de doorsnede met inkeping gedeeld deor de

Tmax veor een zuiver cirkelvormige deorsnede.

R e

T,




6.2.
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Beschouw de torsie van een cylinder
S W met rechthoekige doorsnede (2a X 2b)
door een wringend moment M.
23! > a) Formuleer de randvoorwaarden op de
! mantel,
b) Bewijs van het volgende spannings-
- 2b T - stelsel.
Cz %ﬁ::i'y(xz -ah Yoz T 7 % a3t3 xy? - %),
t = tyy =t = txy =0,

dat het voldoet aan de evenwichtsvergelijkingen en aan de randvoorwaarden
op de mantel en dat het als enige snedegroctheid het wringend moment M
levert.

c) Toch vormt dit stelsel niet de exacte oplossing.

Waarom niet? Bewijs Uw antwoord.

VLAKKE VERVORMINGS- EN VLAKSPANNINGSTOESTAND

Een lange, cirkelvormige buis, binnendiameter R,, buitendiameter R,,

1
wordt belast door een inwendige druk p. Bepaal voor het geval dat de eind-
doorsneden: a) vrij, b) ingeklemd, zijn: de spanningen en de deformatjes
in de buis.

Bepaal de limietwaarden voor t:==R2 - R1 << Rl'

it
77 7 g | J
- l_ ._F__Jﬁaff___; Rl Ri

— . — e e o —

"/ ' // Y0 st

Gegeven een cirkelcylinder, straal Rl' en een cirkelvormige buis, binnen-

straal R, - &, 0 < g << Rl' buitenstraal R. .

1 2
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1) Hoeveel °K moet de buis worden verhit,opdat zijn binnenstraal gelijk N

is aan Rl?

ii) De buis wordt nu over de cylinder geschoven en het geheel wordt af-

gekoeld tot de oorspronkelijke temperatuur. Hoe groot zijn nu de

e
o o L

spanningen in de cylinder en de buis? Aangenomen mag worden dat de

krimpverbinding alleen aanleidinggeeft tot normaalspanningen.

h Y

4%-.4 e S AL e 2

Y

-1 e A
» 2a

Op een glad star vlak ligt vrij een balk, lengte &, met rechthoekige

doorsnede, hoogte h, breedte 2a. Het bovenvlak van de balk wordt belast

B
4

door een lineair verlopende, normale druk p(x).
i) Bepaal de spanningen, deformaties en verplaatsingen in de balk.
. ii) Beantwooxrd dezelfde vragen als bij i) voor het geval de axiale

varplaatsingen van de balk in zijn uiteinden wverhinderd zijn,

be in 6.3 beschreven balk zit nu in-

4 L/

/1

]
| 7 geklemd tussen drie starre gladde wanden
h / en wordt T K in temperatuur verhoogd.

% Beantwoord zowel voor het geval dat

y -4 4 de axiale verplaatsingen aan de uit-

P s e

- Ja - einden:

a) vrij, b) verhinderd,
zijn de volgende vragen.
i) Hoe groot zijn de spanningen in de balk?

i1i) Hoeveel is de hoogte van de balk toegenomen?
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Een lange balk met rechthoekige doorsnede (2a x 2b) wordt aan zijn mantel-
oppervlak belast door loodrecht op de as van de balk staande schuif-
spanningen 1, welke constant van grootte zijn en verdeeld volgens hoven-
staaﬁde figuur.

1) Bawijs dat het systeem globaal in evenwicht is.

1i) Bepaal de spanningen.

iii) Bepaal de deformaties.

iv) §Schets de vorm van de doorsnede na deformatie.

v) Heoe groot zijn de hoofdspanningen en in welk vlak treden zij op?

vi) Bepaal de totale elastische energie van de balk (lengte van balk is &.)

7. RE¥. VAN PLATEN, GEGENERALISEERDE VLAKSPANNINGSTOESTAND

I

7.1, T Een rechthoekige plaat (2a * 2b) wordt

I langs de randen x = * a en y = £ b belasgt

Y . :
T b door een uniforme trekspanning ¢ resp.

x drukspanning .

‘Bewlijs dat in de plaat een exacte vlak-

X T F 1 ~ spanningstoestand heerst en bepaal de

P ©_ spanningen en de'format‘iés in de plaat.

 Wat is de dikte van de plaat néﬂ&é deformatie?




7.2,

7.3.

- 15 =~

2b

O"(I.Z) 2a

Een rechtheekige plaat (2a x 2b) wordt langs de randen y = * b belast

door een normaalspanning o (x,z) welke lineair is in x:
gi{x,2) = alzlx .

i) Neem aan dat ¢(x,z} in z-richting "goed" verdeeld is, d.w.z. zodanig
verdeeld dat in de plaat een exacte vlakspanningstoestand heerst.
Bepaal deze "goede" verdeling en bereken de bijbehorende spannings-
verdeling in de plaat.

ii) Beschouw dit probleem als een gegeneraliseerd vlakspanningsprobleem.
Bepaal de doorsnedegrootheden Nx' Ny en ny en de spanningen als de

gemiddelden van deze grootheden, dus

t = —L-N etc.
X

iii) Vergeliik de resultaten van 1) en ii).

/ | 2h

SN

N

-
4
:)ﬂ
4
ol



- 16 -

Een rechthoekige plaat (2a x &) is op y = 0 ingeklemd en op ¥ = % belast

door een dwarskracht P in x-richting. Beschouw dit probleem als een ge-

generaliseerde vlakspanningstoestand. Neem aan dat de spanningen in de

doorsneden y = (¢ en y = & goed verdeeld zijn, d.w.z. dat de normaalspanning

tyy een lineaire en de schuifspanning txy een kwadratische functie in x is.

i) Bepaal de expliciete vorm van deze verdelingen.

ii) Bepaal de Airy-functie voor dit probleem (ga hier voor uit van de bij
1) gevonden vorm voor de spanninéen aan de rand).

1ii)} Bepaal de spanningen in de plaat.

iv) Bepaal de deformaties. Laat zien dat de doorsnede y = 0 niet viak
blijft, zodat dus niet exact aan de voorwaarde dat de plaat op ¥y = 0

is ingeklemd kan worden voldaan.

- it - ()

Z S
N r A

s vl

2a

S .

Een rechthoekige plaat (2a X 24) wordt langs de zijden y = * & , belast door

normaalspanningen, welke verdeeld zijn volgens:

g cos(lgﬁ , (~a = x 2a) ,

De randen x = % a zijn wvrij.
i) Toeon aan dat bovenstaande spanningsverdeling een nulbelasting vormt,

ii) Formuleer de randvoorwaarden op y = £ L en x = * a.

1li) Kies een Alry-functie U(x,y} van de volgehde vornm

Uix,y} = f(y)cos(jgs .

Laat zien dat hiermee aan alle randvoorwaarden op &&n na kan worden
voldaan. Welke is deze ene, en aan welke eisen moet £(y) voldoen
opdat aan de andere is voldaan.

iv) ‘Bepaal de algemene vorm van f(y) opdat U{x,y) aan de bipotentiaal~
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vergelijking voldoet. Bedenk hierbij dat f({y) symmetrisch in y moet
zijn, d
v} Bepaal de in de onder iv) gevonden uitdrukking voor £(y) voorkomende a

ceonstanten.

vi) Nzem % >> a. Bepaal nu een benaderde uitdrukking voor f(y) door
daarin termen van O(eﬁs), met B := wl/a, te verwaarlozen.

vii) Bepaal met het resultaat van vi) de spanningen in de plaat. Laat zien
dat deze voor |y] < L zeer snel uitsterven. Met welk algemeen prin-

cipe is dit resultaat in overeenstemming.

a} Een cirkelvormige plaat, straal R, wordt aan zijn rand belast door een
uniforme trekspanning o.

i) Laat zien dat in deze plaat een exacte vlakspanningstoestand
heerst,

i1i)} Bepaal de spanningsverdeling.

iii) Bepaal de verplaatsingen. Hoe groot is de dikte van de plaat na
de deformatie? ' ‘

b) Hetzelfde probleem als hierboven maar nu voor een plaat met een gat. De
rand van het gat is vrij. Dit probleem (en alle nu volgende in dit hoofd-
stuk) mag worden opgelost als een gegeneraliseerde vlakspanningstoestand.
i) Bepaal de spanningen in de plaat. '

ii) Neem de limiet (a/R) - 0. Komt deze limiet overeen met probleem a)?

Zo neen, hoe groot ig dan de spanningsconcentratie?
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7.7,

i)
ii)
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Een cirkelvormige plaat, straal R,

wordt langs zijn rand belast door een

normaalspanning volgens:

= 2 =
trr = 0 cos B , opr =R.

Bepaal de algemene vorm van dé Airy-functie.
Welke term{en) moet U in deze functie verwerpen omdat de plaat
het punt r = 0 bevat? Bepaal de coefficienten van de overige termen

uit de randvoorwaarden.

i1ii) Bereken de spanningen en de deformaties,

iv)

a)

2)

k)

Bepaal de verlenging van de middelliin langs 8 = 0,

&

b)

Een cirkelvoimige plaat roteert met een congtante hoeksneiheid W oom

een as loodrecht op zijn vlak. |

1) Zet de rotatie stil en bepaal de van de centrifugaalkrachten
afkcmstige‘volumekracht. |

ii) Bepaal de spanningen in de schijf.

iii) Waar zijn deze spanningen maximaal en hoe groot zijn ze daar?

Als bij a) maar nu met een gat met straal a.

i) Beantwoord dezelfde vragen als bij a).

ii) Beschouw de limiet (a/R) » 0. Is deze gelijk aan de oplossing

van a)? Zo neen, hoe groot is dan de spanningsconcentratie?

.
¥
i




7.8, Een cirkelvormige plaat, straal R,
met een gat, straal a, is aan de
buitenrand ingeklemd. De binnen-
rand is vast verbonden aan een
starre schijf met straal a. De
schijf wordt loodrecht op ziin

vlak belast door een moment M,

i) Bepaal de spanningsverdeling.
ii) Bepaal de verplaatsingen,
1ii) Hoe groot is de hoekverdraaiing van de schijf?

iv) Waar treedt de maximale spanning op en hoe groot is deze,

7.9, Een cirkelvormige plaat met een gat,
binnenstraal Rl' buitenstraal R2,
waarvan de binnenrand is ingeklemd
en de buitenrand wrii is, wordt T K
in temperatuur verhoogd.

i) Bepaal de spanningen.

ii) Bepaal de toename van de buitenstraal.

i1ii} Beschouw de limiet (RI/RZ) -+ 0,

7.10. s In het midden van een vierkante plaat,

g T f J zijde Z2a, zit een cirkelvormig gat,
7 7 lha straal R. De rand van het gat is vrij
; { en de buitenranden van de plaat zijn
’ CQE:) ; ' zodanig cpgelegd dat normale verplaate
/ / singen verhipderd zijn. De plaat
’ Tty J wordt T K in temperatuur verhoogd.

We nemen de afmetingen van de plaat zo groot {(a >> R, in feite a + = )
dat we aan mogen nemen dat langs de buitenrand van de plaat een uniforme

normaalspanning heerst,
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i) Bepaal deze uniforme spanning (is onafhankelijk van het gat).
ii) Bepaal de spanningen in de plaat.

iii} Bepaal de spanningsconcentratiefactor.

i
ki

8., BUIGING VAN DUNNE PLATEN

In de nu volgende vraagstukken beschouwen we steeds rechtheoekige platen

van de volgende dimensies:

- 2b -
)
d-’.ké &: Zh
2a ; _J

De belasting g, indien aanwezig, werkt steeds in de z-richting.

8.1,

“z

X

L-f s

NZ N .

Een rechthoekige plaat wordt langs zijn randen x = * a belast door een

My

uniform buigend moment M1 in de, negatieve, y-richting en langs de randen

y = & b door uniforme buigende momenten M2 in de, positieve, x-richting
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(M1 en M2 zijn beide momenten per lengte-eenheid),

a) Neem aan dat de momenten goed verdeeld (d.w.z. lineair in 2z) over
de dikte van de plaat ziijn.
i) Bepaal de, exacte, spanningsverdeling in de plaat. ﬁ
ii} Bepaal de deformaties. ‘
iii) Bepaal de kromtestralen in %~ en y-richting van het middenoppervlak
na de buiging. “
iv) Bewijs dat het middenoppervlak het neutrale vlak is.
v) Bewljs dat normalen nd de buiging nog loodrecht op het midden-
oppervlak staan,
b) 1) Los dit probleem op met de klassieke platentheorie; d.w.z. bepaal
de doprzakking w en de snedegrootheden Mxx' Myy’ Mxy' Qx en Qy.

ii) Vergelijk deze resultaten met die van a).

Een rechthoekige plaat, welke aan alle randen is cpgelegd, wordt belast
door een belasting g(x,y) in z-richting.

a) Neem: q(x,y) = q, cos{%ﬁ%cos(%%&.

i) Bepaal de doorzakking van de plaat.
il) Bepaal Mxx' Mxy' Myy’ Qx en Qy'
iii) Waar treedt de maximale doorzakking van de plaat op en hoe groot
is deze?
b} Neem: g(x,y) = q0(= constant), en beantwoord dezelfde vragen als bij a).

(§chrijf Uw antwoorden als een dubbele Fourierreeks).

Van een rechthoekige plaat zijn de randen x = % a opgelegd en de randen
y = % b vrij, De belasting g is constant.
1) Formuleer de randvoorwaarden voor dit pfobleem.

i1} Laat zien dat uit deze randvoorwaarden volgt dat een lijn x

i

constant
na de buiging niet meer recht kan zijn.
111} stels

' v mtx
wix,y) = m=§ BWm(y)cos{-Ezd + wl(x) ,

met

4 22 4
wl(x) = Clx + C2a X + C3a .
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Kies Cl' C2 en C3 zodanig dat wl(x) een particuliere oplossing van

de plaatvergelijking is en dat wl(x) aan de randvoorwaarden op X = * a

voldeet,
han welke vergelijking moet Wm(y) dan voldoen. Hoe luidt de algemene E
oplossing van deze vergelijking, onder de restrictie: Wm(-y) = Wm(y)? ;

Hoe luiden de randvoorwaarden voor Wm(y)? !

Bepaal hieruit Wm(y). (Hint: schrijf {x2 - a2) in de vorm van een

Cos-reeks:

o

(* ~ah) = ] o cos(EX) |

m 2a
m=1,3

Beperk U voor de volgende twee vragen tot de eerste term in de ont-

wikkeling (geef een schatting voor de hierbij gemaakte fout),

e e £ 4_-.4?‘_.; P S

SO

iv) Stel: a >> b, Bepaal de doorzakking voor het limietgeval: (b/a) - C.

Vergelijk de doorzakking in (x,y) = (0,0) met die velgens de klassieke
balkentheorie,

v) Beschouw: a << b, Bepaal voor dit geval de doorzakking (onder ver- ;T
waarlozing van termen van O(e_B), met B = 1b/2a) en laat zien dat de
plaat op enige afstand van de randen vy = * b nagenoeg cylindrisch
uitbuigt (d.w.z. w(x,y) is onafhankelijk van y = rechten x = constant

| zijn ook na buiging nog recht),

vi) Neem aan dat de plaat langs de randen y = * b wordt belast door
buigende mcomenten per lengte-eenheid: M(x).

Hoe moet M(x) dan gekozen worden opdat de plaat zuiver cylindrisch
uitbuigt?

a) Een cirkelvormige plaat, straal R, wordt langs zijn omtrek gebogen door
constante buigende momenten M.
i) Formuleer de randvoorwaarden op r = R.
ii) Bepaal de doorbuiging (neem aan dat de rand r = R niet verplaatst).,
iii) Bepaal de buigende ﬁomenten en dwarskrachten in de plaat,

b) Beschouw hetzelfde probleem als hierboven, maar nu voor een plaat met




..2_3..

een gat, straal a. De rand van het gat is vrij. Bepaal de doorbuiging. 8

Beschouw de limiet (a/R) + 0. Komt deze overeen met geval a). E

8.5,

! eSS
! y
R Q Q

%
%
4

RN

Een ingeklemde cirkelvormige plaat, straal R, met een gat, straal a,

wordt langs de rand van het gat belast door een constante dwarskracht

per lengte-eenheid Q, met

i} Formuleer de randvoorwaarden op r = Ren r = a,

ii) Bepaal de doorbuiging w(r) van de plaat.

iii) Bepaal de helling w'(x) in r = a, en laat zien dat deze helling
voor a + 0 continu naar nul gaat.

iv) Bepaal: '

lim w{a) ,
a0

en bewijs dat deze gelijk is aan de doorbuiging van een volle piaat

met een puntlast P in het midden, welke laatste gelijk is aan:

PR2 r2 2r2 r
W(r)=-m[1-—'§+?log(§)], (r > Q) .

(Zie Timoshenko: Plates and Shells, pag. 74, verg. (92).)

8.6.

=1

NAAAANNAANNNY

F\ AN ,JE},
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Een opgelegde, cirkelvormige plaat, straal R, bevat een starre, cirkel-

vormige kern, straal a, welke aan de plaat is gelast, De kern wordt

belast door een kracht P.

Bepaal de doorbuiging van de plaat. Laat zien dat deze doorbuiging in de

limiet a + 0 overeenkomt met de doorbuiging van een volle, cpgelegde plaat

onder een kracht P in het midden, welke laatste gelijk is aan:

EBE{(3+\J) 2

_ r r, 2 x
w(z) - m(l - =) + (-ﬁ) log(i)} .

(zie Timoshenko, pag. 65, verg. (k)).

1 B

LI
b

\
-a_i
.

a) Een cirkelvormige plaat, straal R, wordt belast door een constante

B)

normale druk .

Bepaal de doorbuiging van de plaat en de buigende momenten en dwars-

krachten in de plaat.

Beschouw hetzelfde probleem, maar nu voor een plaat met een vrij gat,

straal a.

Bepaal weer de deoorbuigingslijn. Laat zien dat in de limiet (a/R) - O

weer de resultaten van a) worden verkregen,

Vi77774 ¥/ /77078

A
Y
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b P A 2 T e

o3 R EIR e e

1
v
%
4




- 25 -

Tussen de middelpunten van twee identieke cirkelvormige platen, straal R,
is een rechte staaf, lengte £, met cirkelvormige doorsnede, oppervlak F,
bevastigd. De straal van de staaf is veel kleiner dan die van de plaat.

De platen zijn aan de randen ingeklemd. De staaf wordt T°K in temperatuur

verhoogd.

Bepaal de lengteverandering van de staaf en de normaalkracht in de staaf.
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2
(e x + %clx } o+ T CY

u=v(1f§:)

E

(1- \J2)
v=-*-——E---—(C1+c2x)y, w=20.
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©6.4. a) (VST)

i) 'txx = =-oET , overige tij = 0

q
ii) Ah = (1 + v)aTh .

k) {(vwWT)
_ - aET . _
) =t = RS overige tij =0.
oTh
i1) oh = (1 - vy °*
6.5, 1i) t = -t , overige t£,, = 0 .
Xy ij
T
144) exy =-35 overige eij =0 .
v) 01 = -1, 02 =0 , 03 =T , onder 45° met X~ en y-as.
2
ablt
i W= —————,
vi) S
Hoofdstuk 7
7.1, txx = g, tyY'= -7 , overige tij =0.
U+ v oA+ V) . - _ -
®xx © E g vy E G ezz"‘exz'_eyz"exy"—o‘
Dikta'onveranderd.
Te24 1) Goede verdeling als: a2z} = o = constant.
t = ax , overige t,, = 0 ,
Yy 1]
h
. = = N o= N
L14) Nx ny 0 2 y, X J' o(z)dz
=h
414) iy 2 ii) als af{z) = a .
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3P 3p 2 2
7.3- i) ! = 0 1t = - X ’ = - (X - a ) ]
Yy 4ah xy 8a’h
3p 2 2
y=L:t =0, t =~ (x° - a“) .
Yy Xy 8a3h

11)  Ulx,y) = —?-3- (v - 2) (x° - 3a%)x .

1ii) txx = Q, t = - 3§ L -yix , tx = - 3§ (x2 - a2),
Yy 4a’n Y 8a h
3vp ip
iv) ey = 3 (% - yix , e = - 3 {2 - y)x ,
4Ea”h Yy 4Ea’h
o - -ALrwe 22
Xy BEa ' h
= + = JX, =
i4) y=3% L tyy ¢ cos{ a) ' txy 0.
X =%a:t = t =0 .,
xx Xy
w4
iid) txx (x =% a) #0 .
azc
£(£2) = - 5. f'¢L) =0 .
m
iv) fly) =a cosh(-T-ray-) + B ¥ sinh (E;f-)
‘ 2 (sinh 8 + B cosh B) azcr B sinh B
v) A= .28 (sin o ' B =

1T2 (8 + sinh B cosh R) w2 (R + sinh B cosh B) '

o1
g= X,
v £y = - 2 TPy hoosn Y - B sinnBlya + 0(e™h) .
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- 2eBrq - By, _ By .. 8y X, :
vii) T 2e [ (p 1}cosh( 2) . sinh( 2)10 cos | a) ' \
e 267Br s sinnEL) - BY oo By 1o ain (EX
tiy 2e "[R sinh( 2) R cosh ( 2)]0 sin{ a) ‘ %
3
- 2e7B By, _ By _ . BY mx, 4
tyy 2e "[(B + 1)colsh( R,) -3 sinh( JL”G cos(a) ! 1,2
7.5, a) ii) o = tBB =g , .overige 1:ij = 0.
: _ - ve _ ' - _ 2vg
i) ur—-—-—-—--—E r , ue—O, u, = 5 Z .
(dikte) . = (1 - 2y (qikte)
na E ) yoor
2 2 2 2
aR a oR a
b) i) t = (1 - —) ’ t e ————d— (1 + _) r t = O . *
rr (R2 -a2) r2 6o (R2 - a2) r2 ré ¢
id) 2 .
2 2 4 © ‘
7.6. i) U{r,8) = Al log ¢ + Clr + [Azr + B2r + ;—5 + D2]cos 28 .
J,i) AI = C2 = D2 =0 ,
g g g
C, = = I3 A = - -, B = .
1 4 2 4 2 12R2
- g o r2
lé.i.‘t.) trr == (1 + cos 28) , tre =5 {~1 + ?)sin 20 ,
g 2r2
tee =3 {1 - (1 + --E-)cos 29} ;
R
_ 0 2Vr
err = Etl v+ {1l + vy 4+ R2 Ycos 28] ,
g 2r2 .
eee=-2-ﬁ{1—u—(1-u+-;5—)c05'283,
(1 + o 2
e . = =wmmemtlroq 4+ 5= gip 207 .
re 2E R2
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20R v
iv) E (L + 3) .
7-70 i = =
a4 e =ee’r,  pf, =0,
(3 +v) 2 2 2 {3 +v) 2
ii) trr = 8 p(.u (R - r ) ' tee - —8_ pm R
- . - _ {3 + V) 2.2
iii) opr=20: trr(O) tee(o) 5 pw“R
2.2
, {3 + 2 2 R 2
b) i) trr— 3 pu (R™ + a° - Z-r)'
r
e od3rw 200 2 a’r? (1 + 3v) 2,
% 8 2 G+rw ©
ii)y 2 .
Mz 1
7-8- i) trr = tee = 0 ’ tr e_ - _Z'Trh . :"2- .
{1 + V)M R2
i) u =0, ug = (r - =) .
* ®  omr’E r
2 2
i44) & +“}5R2 a.) M_
2vha R'E
iv) ](t ) | = ., voor r = a .
ré max 2wha2
Ri Ré
78 4 e TBU - gy =B,
r r
met
aTER2
. 1
B - - 2 8 2 .
[ - VIR, + ({1 + v)RZJ

2

_ 1+ 3v) 0

2
wr

2
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R2 + v(R2 - R2)
' 2 2 i
ii) > - = uTR2
({1 = V)R, + (1 + WR.]
1 2
7.10. 1) -gET/ (1 - v} .
aET R2
) e A U
r
ii4) 2.
HOQFDSTUK B
3M1 3M
B8.1. a) i} txx=-—-—32, t =~ ——
2h YY 2h
i) e === - M)z, e
- - r
XX 2Eh3 1 2 vy
xy  “xz ~ Syz T O, e, =
2
114) -31—=3-"i2-= 33 (M, = v,
X ax 2Eh
b) i) Moo= oM, L
3 2
wix,y) = —3 E(M1 vMZ)x -
4Eh
16a4b4q %
8.2, a) i) wix,y) cosg (==
TT4(a2 + b2)2D 2a
4a2b2q 2
id) M= = 9
*X L (a2 + b7
4a2b2q
M - 0 (a2
Yy 1r2(a2 + b2)2

vaZycos (%) cos (LL
>3 (b” + va )cos(za)cos(zb)

+ ubz)cos(gg)cos(%%)

aET

(1 = w)

Y.
cos(2b)

2
R
(1 + -TQ P tre =0 .
r
t =t =t =0 .
Xz vz zz
)z,
(M2 le) .
= O -
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3.3
- 41-vab IX, . TY.
xy | 2,2 2.2 sin(gg)sinimn

% (a” +b") .é

2
2ab"g
R I Ix, Ty
Qx > 2 sin(za)cos(Zb) f

m{a + b")

2a°bq X Ty
Q = - cos (z=)sin(==) .
Y n(a2 + b2) Z2a 2b
v 16a4b4qO
iii) w(0,0) = .
1:4(a2 + b2)2D
o ‘}";
b) 1) wix,y) = ) L B cos(E X cos (B4 , i
m=1,3 n=1,3 ™ 2a 2b i
met
256gq 4 (m+n)
B = - 0 (_1) -
mn DTT6 2 n2 2
mn ('-3- + —'5')
a b
. ° o 2 nm, 2 X i
ii} M =D EJT-. — L .n_l
xx m=§,3 n=§,3[(2a) +.U(2b) ]an cos 2a)COS( 2b) '
M =D Df cf vEL %+ @528 cos (5=2) cos (54
vy m=1,3 n=i.3 22 2b mn 2a 2" !
’ 4y
M = (1-vD ¥ ] T sin@EXsin (B
Xy m=1,3 n=1,3 4ab mn 2a Zb
. S . ¢ T mr.2 - nm 2 . mTX nmy
Qx Dm'-jz.:‘fin)l: 3'.2-51{( a) * (2b) ]an Sln(Za)cos(Zb) !
L or =1 ’ ’
v v 2 2
_ nT_mn nm : mTx nm
Q ==0D G0+ &= == ol
' m=§,3 n=§’353i 2a (Zb) 1 mn cos(Za)Sin(Zb)
w o 256a4b4q0
13d) w(0,0) = J I B =gt
m=1,3 n=1,3 T + b }°D
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2
3.4) x=t+ta:w=~i%ag,
3x
;-sz W 33w 33w
Yy =2%Db: 5t 5 = 3+ (2 = v) 5 =0.
Y 3x Y X 3y
i § =-—i-.. e =5
i) ¢ =535 c, D ! €3 = Zip -

'

- alm nry. m) y oy,
wm(y) A" cosh{ 2a) a2 sinh(za)

Randvoorwaarden:

2
W) - vED 2 (b) = (o) ¥@-D léyga® %)
’ 2e Dm3'n'3

Wllr mn 2 . _ ¢
m ® - (2= v ED%NE) =0,

Eerste term:

4
W;y) - - 64vqa '{[Ei f:; s, -mBCm]cosh(EEX) +
Dmn) " {(3+v)C S - (1 - vimBR}
m m
DSY & i (Y
+ x Sm sinh{ - v},
met:
Cm = cosh{pm) , Sm = sinh(Bm} , B = %% .
4 2.2 4 64v2 a4 X
iv) w(x+y)==§%—(x - 6a“x” + 5a") + ——xL2_. oog(2X)
D 2 5 2a
(1 -v )Dm
v) wix,y) = 5§5 (x4 - 6a2x2 + 5a4) +
4 | o
S --—65&&-3 e-B{[{-}-{—\%— - B] cosh(-%-) + be sinh(%)}(l +O(e-'8)-:
{3 +V)Dr v S
5 L T R I T e =
mbover (7 - a%) = ] (-phidZa. oo
- a
m=1,3 mom
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vi} M(x) =-;-q(x - a’) .
B.4. a) 1) r =R : w'ir) +—w'(r)—--g-, %(Aw(r))=0.
iy _ M 2 2
ii) wir) 71 + 9D (R r }
iii) Mrr=Mee=M' Qr=0.
2 2 2 2 2
MR {(R™ - r) MR a r
o) wir) = - - log (3)
2(1 + wD (R2-a2) (1—v)D(R2-a) R
8.5. 1) r =R : wir) =w'{xr) =0,
_ . " _y._ 1 = _(_i_ = - P
r—a.w(r)-i-rw(r)-o, 3r (Aw(r)) = TmaD
PR2 (1 -\J)R2+a [2(1 +v)log(a/R) +3+v] r2
ii) wir) = - o { > 1 -= +
2[(1-\))R + (1+v)a™] R
+ 2a° E(l'ﬂa’)log(a/R) +2J log (& 2 (—) log(i)} .
[(l—v)R + (1 +v)a’]
PR2 L(3 + )R + {1~ )a (2 log(a/R) +1)] r2
B8.6. wir) = -é';T-E{ Y v J > —2) +
2{(1+\J)R + {1 - va] R
2a2[1 - logl(a/R)] x r, 2 x
+ = 5 log(@) + (D7 log(D)) .
[{1+WR™ + (1 - vya“]
' 2_2 4
3+ 2 2 2 2:
M__ () =-‘-—1-‘é’—9-cn R NCIEE - SE RN S C R WP
Qr(r) = ~hgr .

R i A e s L L
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4
_ 4 _ 4_,;2B+v) 2 2 8a a ., 2 2 |
wir) = E%[R v - TR - @) 4 Pemlog (D) F RS - 7) 4
(R ~a”) 3
4a%R? 4{1 +v)a® a r 22 x g
+ ol (3 +V) + -——----a—log(—) }log(=) +8a"r” log(® . L
{1 = v) 2 2 R R R by
(R - a) .
N - ‘ At = 0maTm:.q .
Ly Q@+ 22
87D = EF EFR
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TENTAMENS

De nu volgende tentamens zijn deeltoetsen Fysica 40 over de vakken:

Variatieprincipes (Menken; 1€ opgave) en Elastostatica en Plastici-
teitstheorie (Alblas).
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4y ,944,///77> Een elastische tapse staaf is bij x = 0

verticaal opgehangen en wordt belast door
zijn eigen gewicht. De lengte in onbe-
laste toestand is &, de elasticiteits-
modulus E, de massa per volume-eenheid p
en de versnelling van de zwaartekracht g.
l De tapsheid is zo gering, dat een lijn-
spanningstoestand verondersteld mag wor-
9 ' den.Voor het oppervlak A(x) van een dwars-

doorsnede ter plaatse x geldt

Alx) = A(Q)(1 - ﬁ-) .

De axiale verplaatsing is u(x). De rekken

.+ q— o —

zijn zo gering dat de lineaire elasticiteits-

theorie gebruikt mag worden. ke

i) Formuleer de potentiéle energie functionaal en definieer het kinematisch
toelaatbaar stelsel.

ii) Leidt hiermee de in de axisale spanning tox uitgedrukte lokale even-
wichtsrelatie af. '

iii) Hoe luidt de in u(x) uitgedrukte Euler-Lagrange-vergelijking en de
natuwirlijke rendvoorwaards.

iv) Benader ui{x) met de functie

'1u(x) » bx

sn bepaal met de methode van Ritz de waarde van b.

v) Geef een uitdrukking voor de bij deze benadering behorende spanning
., Welke consistent is met het variatieprincipe.

vi) Bepaal met de stelling van Castigliano een zo eenvoudig mogelijke

integraaluitdrukking voor de verplaatsing u(2).




2

- 4G -~

Een dikwandige buis, binnenstraal
R, buitenstraal a, van een homo-
y geen, isotroop, lineair thermo-

elastisch materiaal zit alzijdig

opgesloten in een onvervormbaar

gat. De bujs wordt T°K in tempera-

5:///’z;{§f>ﬁ/}//2; tuur verhoogd.

; E!; :j De buitenafmetingen van de buis

//ﬁ : : ; zijn zo groot (a >> R), dat O(R/a)-
;. : f j: g termen verwaarloosd mogen worden.
; : i: 7’. Dit houdt in dat op r = a een uni-
/1 R,%4| jf forme normaalspanningstoestand

j: ": ¢ heerst welke onafhankelijk van
/.—a——:_l" ; het gat is.

/////%}/// e

i) Heerst in de buis een:

vlakke vervormingstoestand,
vlakspanningstoestand, of een

gegeneraliseerde vlakspanningstoestand?

Geef de definitie van de door U gekozen toestand.
ii) Bepaal de spanningen in de buis.
iii) Hoe groot is de binnenstraal van de buis na de deformatie?

iv) Bepaal de spanningsconcentratiefactor; dit is de waarde van het quotient

Ecee(r - R)]met at

= ]
t‘ee(r R):Izcmdel:' gat

voor R + O.

CINE - P S T VPRIt S

anE i b 2T

3
i
4
*.‘.
N
i
£
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2
wtifffmemy
X

X

Ty

Een cylinder, lengte £, met cirkelvormige doorsnede, straal R, van een
homegeen, isotroop, lineair elastisch-ideaal plhstisch materiaal wordt in
de einddoorsneden belast door buigende momenten M. De cylindermantel is
onbelast. De spanningen in de einddoorsneden zijn '"goed verdeeld"

(we beschouwen alleen het gerelaxeerde probleem).
i)  Druk het moment M uit in de spanningen in een loodrechte doorsnede.
Beschowy voor de vnagen ii) t/m v) alleen elastische deformaties (M < M*).

ii) Bepaal de spanningsverdeiing.
iii) Waar treedt de maximale spanning op?
.iﬁ) Schrijf voor dit probleem de vloceivoorwaarde van von Mises uit,

Waar treedt voor het eerst vloeien op?

.#)- Bepaal de waarde M* van M waarvoor vloceien begint.

B@achauw voor de viagen vi)_z/m x)'etaa;o-ptaoxiéché'deﬁonmaiieé M < M < MY,

vi) Verdeel de doorsnede in een plastisch en een elastisch gebied. Waar

. zal het plastisch gebied liggen? '

vii) Bepaal de spanningen in het elastische en in het plastische gebied.

viii)Uit welke conditie kunt U de gréns van het plastische gebied bepalen?
Schrijf deze voorwaarde uit (zornider de integralen uit te werken!)

ix) Bépaal het bezwijkmoment M.

x) We ‘é_lné'];asten de balk. Verklaar waarom er na het ontlasten nog residu-

: cpdnhingen in de balk kunnen optreden en bepaal deze residu-sbanningen.

Schets het verloop van deze spanningen over de doorsnede.
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BASISVERGELIJKINGEN ELASTO- & PLASTOSTATICA

Verband deformaties en verplaatsingen:

ey = Huy g v w9

Evenwichtsvergelijkingen:

t.. . v+ pf. = 0 .
ij,j ~ Phi
Constitutieve vergelijkingen (lineair (:hermo)elastiach)

1
76 tij Y —_:—f- 61Jekk( l - 2v 8; GT) ’

met
E

G = ORI

Compatibiliteitsvergelijkingen:
32e 2

a e x
y S5 A .
3x3y 'T _¥Z (cyclisch) ,
B e de de de
XX _ 3 . _ Yz zx Xy )
dyaz % ( % T3y * 3z ) (cyclisch) .

Rotatie-symmetrische problemen: uitwerking in cylindercoordinaten:

2u u .2
€rr “3r* %00 " T ' %2z Bz i( ar) .
at at t -t
rr . rz . _rr 68 . 0,
ar 9z T
acrz atzz trz
s T Ty m 0
en (compatibiliteit)
B€g5 _ %rr _ ®sp _ 0
or T '
azerz azerr Bzezi
2 - + = .
oraz Bz2 : at2
Vloceivoorwaarde van von Mises!
2 2 2 2 2
(txx cyy) + (tyy tzz) + (txx tzz) + G(txy + tYz

%

-+
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ANTWOORDEN TENTAMEN 17 - 6 -~ 1978

i :-_—429.& = _4_
iv) b o ! v) txx 5 pgl .
L .
. og [ (322 - axz + 42%) pgel 3
v e = 2% - %) ax =55 9
0
QET R? ET
1) Cer T T TTo2wy (- :2") ¢ tee = T TTozwyt t
tre = trz = tez =0.

, (1 + vigr ,
iid) [1 T30 IR iv) 2 .
i) tzz=-—i%-x. v)M*='£-kR3/3-.

TR
ix) M= %—kR3/§ .
X) tézes)=kf3-+ Mix, -R S x £ -a,

TR
=-—k‘/§-x+—4bix, ~a £ X = a,
a TR
=-k/5'+ibi-x, asx<R,
TR

met: X = I a : grens tussen elastische en plastische gebied.
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4 v

Een ingeklemde balk met constante buigstijfheid EI wordt belast door twee

even grote krachten P (zie figuur). Onder invlced van deze belasting ver-

vormt de balk in het vlak van de tekening.

i) Bereken de doorbuiging van het rechteruiteinde van de balk met de me-
thode Ritz bij een veronderstelde doorbuigingsvorm

%
w(x) = a(l - cos ZE) .

ii) Bereken deze doorbuiging ock met de stelling van Castigliano.
i1ii) Geef in een grafiek het bij de aanpakken i) en ii) behorende verloop

van het buigend moment en interpreteer de verschillen.




"iv) Bereken het.moment dat op de schijf moet worden uitgeocefend om deze
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Eovdal v

e Mg e i

A,

Een dunne, cirkelvormige plaat met een gat, dikte h, buitenstraal R, binnen*#

straal a, is aan de buitenrand ingeklemd. De binnenrand is vast verbonden

aan een starre schijf met straal a. De schijf wordt in het vlak van de plaat |

verdraaid over een gegeven hoek o om zijn middelpunt. De plaat is van een %

lineair elastisch materiaal en het probleem mag worden beschouwd als een ge~£

generaliseerde vlakspanningstoestand.

i) Welke zijn de onbekenden bij dit probleem? Van welke codrdinaat zullenmi
deze onbekenden alleen afhangen? Geef de benodigde vergelijkingen. .
Formuleer de randvoorwaarden.

ii} Bepaal de verplaatsingen in het vlak van de plaat. Laat zien dat deze
verplaatsingen zuiver tangentieel zijn,

iii} Bepaal de spanningsverdeling in de plaat.

over een hoek o te verdraaien.
V) Waar zal voor het eerst vlioeien optreden? Bereken het moment, met de

bijbehorende verdraaiing o, bij het begin van vloeien, onder de v;oei~wg

voorwaarde van von Mises.




~cylindermantel is onbelast. {(We beschouwen alleen het gerelaxeerde probleaﬁ%
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2b | =

7 2
o !

Een lineair elastische cylinder, lengte &, met rechthoekige doorsnede, ;

2a x 2b, wordt in de einddoorsneden belast door wringende momenten M. De _
de spanningen in de einddoorsneden zijn dus "goed verdeeld"). a

Ga uit van de volgende veronderstelling voor het spanningsveld:

t = t =t =t =0 .
XX YY Xy zz

i} Bewijs, m.b.v. de evenwichtsvergelijkingen, dat txz en tyz onafhankelij

van z zijn.

ii) Druk txz en t z uit in een spanningsfunctie F({x,y), zcdanig dat iden-

I

tiek aan de evenwichtsvergelijkingen is voldaan.

SN

iii) Formuleer de randvoorwaarden op de mantel in'txz en tyz en in F(x,y} .

iv) Stel:

F(x,y) = Cle, + ¢ x2 +c y2 + X yz) ’
1 2 3
uit de randvoorwaarden op de mantel (C is nog:}

.

SR

en bepaal Cys €, €n C,

willekeurig).

Bepaal de bijbehorende spanningen. ey

=
v)  Geef het verband tussen C en M. E
v

vi} Waarom vormt het hierboven gevonden stelsel niet de echte oplossing?y"

Bewijs Uw antwoord. . : .V&
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BASISVERGELIJKINGEN

Verband deformaties en verplaatsingen:

e . =&{u, . +u. ) .
1] 1,3 J.1

Evenwichtsvergelijkingen:
t,, . +pf, =0,
ij.3 i

Constitutieve vergelijkingen (wet van Hooke) :

CEE e D e

1 \ B
—— = é = —
26 Y13 T %15 T To2v Cigtkkt Mt C T Ty ;
Compatibiliteitsvergelijkingen: ;
azex Bzexx 82e i
2 A + —L | (cyclisch) , E
ax 2y 2 2 i
oy ax 3
, !
3 e 5 ae z aezx Bex "
dyadz ='§;(— 3% | 3y * 3z ). (cyelisch) .

e = _a..‘_l.. = E + .-1... _a_! e = ...1..(_1_ —?—E + ..a...\i - !)
xrr 3r ' 88 r r 38 ' Tr# 2°'r 38 8r «r  ?
(u = u ., v= ue) .
Vliceivoorwaarde van von Mises:
2 : 2 2 2 2 2 G
t - S - - = :
{ xx tyy} (tYy tzz) + (txx tzz) + 6 (txy + tyz + txz) €

el B ER
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ANTWOORDEN, TENTAMEN 28 -~ 10 - 1978

i)

ii)

ii)

iii)

iv)

v)

iv)

v)

3 3
128(4 -¥Y2) P Pg
w(2g) = 12804 ~72) R R IR E
3
7 P
w(2i) = Vi
2 2
aa R
I By aam L
(R™ - a")
‘ - aazE R_z_
ré (0 + v (RE - a2y £
ZﬂathzE

M:

[ A
(1 +v) (R ~ a2)

M* = 2ra’hk .

F(x,y) = C(a® - x2) (b2 ~ y%) ,

2 _ .2 - 2 _ .2
txz = =2Cy(a X%y , tyz 2¢cx (b ¥y

oM
¢= 33

32a’b
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(Variatieprincipes).

1 267 . A
Y
Z Y X
/12 Wx) |
i / : / P
~ - -

Gegaeven de in de figuur getekende, bij x = O ingeklemde Dbalk met ver-

e i

springende dikte. Under invloed van de kracht P ter plaatse x = 2 ver-

vormt de balk in het vlak van tekening. De relevante buigstijfheden

¥ . o i

zidn EI en 2EI (zie figuur}.

i) Bereken de zakking w(2f) van punt A met de stelling van Castigliano,
11) Geef ook de benaderde zakking van punt A met het principe van de

minimale potentiéle energie bij een aangenomen zakkingsfunctie:

-2
w=a-+ bx + cx

welke geldt voor het géhele gebied [0,22].

1i4) Teken in één figuur de werkeliijke momentenlijn en de bi} de in 1i)
verkregen benadering horende momentenlijn.

iv) Beredeneer de betrekkelijk grote discrepantie tussen de bij i) en 1ii)

gevonden resultaten
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2. Beschouw een rechte, sianke balk (lengtecoordinaat z) met een normale
belasting per lengte-eenheid: gl(z) in x-richting. De buigstijfheid van

de balk is EI. De doorbuiging geven we aan met u(z)

i Leid de globale evenwichtsvergelijkingen af.
11} Geef de in de technische balkentheorie gebruikelijke constitutieve
vergelijking voor het buigende moment.

iii) Leidt uit i) en ii) de balkenvergelijking af.

q(z)

o B
f X ] -Z/ =J
I

Een balk AB, lengte g, is in & {(z = 0) ingeklemd en in B (z = ) vrij,

T

ACRR R
Fe———
e

De belasting van de balk is:
2
glz) = g(l « Z) ¢+ (g : constant)

iv) Bepaal de uitbuigingslijin van de balk.
v) Bereken de zakking van B.
vi) Bereken het maximale buigende moment in de balk en de plaats waar

dit optreedt,

: k-~
ANANANNY

| =
AN

Begchouw dezelfde balk alwg hiervoor, maar nu ondersteund in B.

vii) Bepaal de reactiekracht in B,

RN A E PRGN M R S e I S
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buis is opgebouwd uit twee cylinders met verschillende elasticiteits-

3.
£,

4 b ,

y ey % g ,1 . 1:.

777 777 T T 77

"_' N ~ \ [N '. \\‘./\\ \' N ” .‘
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P i o { i 7
_;,_._ ] ) - .

- P

) I

A BN AR RS B Y )
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. | ‘
Een dikwandige buils, waarvan in de einddoorsneden de axiale verplaatsingen %
2ijn verhinderd, wordt belast door een constante inwendige druk p. De ;

moduli:

< < : =
R1 r R2 E El '

<rSR:E—‘=E2- '

R2 3

De dwarscontractiecoéfficidnt v is overal gelijk.
Ga er van ult dat de spanningsverdeling in een homogene buis met
binnenstraal a en buiténstraal b en met een inwendige druk Py eri éen

ultwendige druk-pu bekend is, en wel gegeven door:

2. 2.2

a%s - b b ( y
¢ moli P 2P PuT Pl
2'
xe (b2 N a2) (b2 _ a2) .
2 2 2.2
. _2py bpu-ab(pu pi)._l...
e 2 2!
(b - a2) (b2 - a2) r

2 2
2v -
(a P, b pu)

zz (b2 " 62}
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1i)

iii)

iv)
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Bepaal hiermee een spanningsverdeling vocor de hier boven beschreven
gelagerde buis, waarin nog é€én onbekende parameter voorkomt. Wat
stelt deze parameter voor? Geef aan (zonder dit al in detail uit

te werken) hoe U deze parameter kunt bepalen,

Bepaal voor het geval dat het materiaal van de buisrincompressibel

is (v = %) en dat R+ R, en R, zijn gegeven door

3

R, =R, R,=2R, R. = RY7 ,

de spanningsverdeling in de buils.
Formuleer de vloeivoorwaarde van von Mises voor dit probleem (met

de numerieke waarden volgens ii)}. Voor welke waarden van de ver-

heouding
e = E2/E1
treedt het begin van vloeien niet op aan de binnenrand r = R, = R?

1
Waar begint het vlceien dan?

Bepaal de waarde van p (p*) waarvoor de buis begint te vleceien.

(Bedenk dat deze waarde afhankeliik is van e).




BASISVERGELIJKINGEN

Vlakke vervormingstoestand, rotatie-symmetrisch:

- 62 -~

€r T ar ! €98

_du

8o 09

dt t -
rr . _rx tBB =0
dr r ’
(1 + v)
e . = = [(1 vit
tzz = v(trr * tee *
Vlcelvoorwaarde van von Mises:
2
(t. -t )"+(t -t
XX vy vy zz

—
—
+
<
-
ot e e e A e A i« R e




ANTWOORDEN, TENTAMEN 20-1-1979.

3 3
. _ 3p2 , _ 4pL”
1. 1) w(28) = 2ET . ii) wi(28) = 35T "
g’ 2.2 2.3 z.4 2.5
2. iv) ulz) = 7ogay (107 - 107 + 5 - (P 1 .
a2’ {2 1
v) 08T vi) E—qz . vii} k) at .
3. ii) R £ r < 2R:
p 28R2
trr I (7 - 3e - r2 ) (e E2/E1) '
p 28R
% “3e+ Ty Tt 5
r %
_ (7 - 3e} = _ - .
Y2 " 3o ¥ ) P Ero = Faz T bz T 00
2R < r £ RV7
£ = dep ) 7R2)
rr  3{e + 7)( r2 !
2
___4ep 7R
Y99 3@ + 7y bt r2) ’
- _4ep - - =
Loz 3(e + 7) ' tro = Yoz T ty2 0.
iii) iv) Vloeien op:
E
3{e + 7
r=R =R, als E% < 4, voor p = ( 5B ) k ;
E
2 Jle + 7)
r = R2 = 2R, als - > 4, voor p = e k.

R

B
R
%
X

Sl mE
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(Variatieprincipes).

X 29 9 . B

f——l. - —————— . i el . ——

BARNANANNY

) / / -

Jra

Gegeven de in de figuur getekende, bij x = 0 ingeklemde homogene, cylindri-
sche trekstaaf. De elasticiteitsmodulus is E en de oppervlakte van de dwars-
doorsnede A. Op de staaf werkt een verdeelde belasting met de grootte per
lengteéenheid 2q voor x € (0,%2) en q voor x « (§&,2¢) (zie figuurj. De axiale

kracht in de staaf geven we aan met N = N(x}.

i} Bereken de axiale verplaatsing u{2) van het punt B met de stelling van
Castigliano.
ii) Geef ook de benaderde verplaatsing van het punt B met het principe van

de minimale potentiéle energie en een aangenomen verplaatsing:
u=a + bx ,

welke geldt voor het gehele gebied [0,20].
iii) Teken in een grafiek met de assen N/gl en x/ 0

- het werkeiijke verloop N/qk.

~ de bij iif horende benadering voor N/gk,

iv) Beredeneer de discrepantie tussen beide resultaten.
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Ll

2. Fen rechte, slanke staaf, lengte 2%, met I
constante doorsnede, oppervlak S, en met
elasticiteitsmodulus E en dwarscontractie— Z z

codfficiént v, is verticaal opgehangen in

T
"

zijn bovenste punt. De massaverdeling in

de staaf is niet homogeen, maar verdeeld f

volgens:

P =Py voor O £ z < &,

—

=

P = p,, voOr L < z 5 20 .

¥

(z is de axiale codrdinaat, zie figuur).
De staaf deformeert onder invlced van zijn eigen gewicht; de versnelling van

de zwaartekracht is g. We beschouwen alleen het gerelaxeerde probleem.

i) Welke spanningen, deformaties en verplaatsingen neemt U ongelijk aan

nul? Geef de bijbehorende vergelijkingen. Formuleer de (gerelaxeerde)

randvoorwaarden en aansluitcondities.

ii} Bepaal de spannihgsverdeling.

iii) Bepaal de deformaties van de staaf. Zijn deze deformaties compatibel?
Blijven loodrechte doorsneden bhij deze deformatie vlak?

iv) Bepaal de axiale verplaatsingen van de zwaartepunten van de doorsneden

als functie van 2(w(=z)).

V) Bepaal de totale verlenging van de staaf,
vi) Bespreek het verschil tussen de gerelaxeerde oplossing en de exacte Qp-
lossing. Aan welke exacte vergelijkingen, randvoorwaarden en aansluit- ‘
condities zal de gerelaxeerde oplossing niet voldoen? In hoeverre wer-
ken de afwijkingen in de gerelaxeerde oplossing door en op grond waar-

van? Waaraan moeten de afmetingen van de staaf dan voldoen?
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- £ - _2b_
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Een holle cylinder met rechthoekige doorsnede, buitenafmetingen 2a % 2b,

dlkte h, lengte £, wordt in een hoekpunt van zijn einddoorsnede belast door

een normaalkracht P (zie figuur). De begindoorsnede is ingeklemd.

i)

ii)

iii}

iv)

vi}

*)

Formuleer het gerelaxeerde probleem. (Beantwoord alle volgende vragen
voor dit gerelaxeerde probleem.)

Bepaal de spanningsverdeling.

Bereken de deformaties.

Geef een vergelijking, waaruit de meetkundige plaats van de neutrale

lijn is te bepalen. Gaat de neutrale lijn door het zwaartepunt van de
doorsnede? Teken, voor a = 2b, in een doorsnede de meetkundige plaats
van de snijpunten van de neutrale lijn met deze doorsnede.

Bepaal de hoek tussen de component in de deorsnede van de verplaatsing

van het zwaartepunt van de einddoorsnede en de werklijn van het buigend

moment in deze doorsnede. Wanneer is deze hoek gelijk aan 7/2?

Op welke plaats(en) is de spanning maximaal en hoe groot is hij daar?
. *

Bepaal met de vloeivoorwaarde van von Mises de waarde P van P waarvoor

de cylinder begint te vloeien.

*)

Het doorsnede-oppervlak S en de traagheidsmomenten I en IY zijn gegeveh.

door (h << a(b))

S ~ 4(a + b)h; Ix%‘—q-hbz(3a+b); I =-§-ha2(a+3b).

3 ¥

wand—

2a :

AT i i i i

e

re

gt

EF R P

s
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Basisvergelijkingen

Verband deformaties en verplaatsingen:

e, . = %{u, , +u, .) .
1] 1.3 3.1

Evenwichtsvergelijkingen:

t,., . +pf, =0 .
3.3 i

Constitutieve vergelijkingen (wet van Hooke):

1L+ ) _ v
5 TE TRy T o Sustad

Compatibiliteitsvergelijkingen:

82e 32e 826
2 Bxaxy = ;x + gy ' (cyclisch)
Y oy ax
Bzexx 3 Beyz aezx aexy
= (- 1i .
ay3z Bx( 9x * oY * 3z ) (cyclisch)

6 -t 123t ~t )24t -t )7 re(td 4t
XX YY ¥y A h. 84 22 Xy
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ANTWOORDEN, TENTAMEN 30-3-1979.

2 2
598 S5ql
1. i) T ii) >En -
2. ii) 0= 2z € g: t = —pig(z - ) + p?_gl ;

L £z < 28 t = —ng(z - ékf .

iii) (e =

P9 5 (p1 +p,)gd

el e e

5 < - 2 em  ——

iv) 0 < z £ &: wiz) 55 2 + = z
2 i
p.g 2p.gl (p, -~ p,lgl %
L€z < 20: wiz) = - —=— g% 4 —2 5 4 —1 2 . b
2E E 2E 4
i
v) wi(2Rk) = (Dl i 302)92 %
- 2E * g

P

3a + b))y, 3(at D) x,

3.4 k= B+ ma 7% Gam@!

zZz 4{(a + b)h

: = L - IR
iii) 2 °F tpp ¢ Cgx = eyy =gt
2b
L
o _ala+ 3b)
a1 tan B T Ga T o
___ Lk Y
7 of T T
B=o als a=b .
4 r
/’I \M
.(.{a ‘ -
Fx
vi) P* - (a + b) (3a + b) (a+ 3b) 4khf_.

‘(15a2 + 34ab + 15b2)




*)

acwl\sa

Twee identieke, slanke staven AB en BC met cirkelvormige doorsnede, lengte

L, straal R, zijn in B aan elkaar gelast. De staaf AB is in A ingeklemd. De

assen van de staven liggen niet exact in elkaars verlengde, maar maken een

kleine hoek o {(a << 1) met elkaar (zie figquur)., Het stelsel wordt in C be-

last door een kracht P in de richting AB.

i) Bepaal de spanningen in AB, uitgedrukt in P, o, R, L en x. [2]
ii) Bepaal de maximale waarde van deze spanning:omax. [2]
iii) Bereken het quotiént g = (Gmax)a#O/(cmax)a=O' . (2]
iv) Geef de numerieke waarde van g voor het geval dat o = gﬁ-rad(~ 1°) en
1
(R/L) = I¢ . £2]
*)

Voor de opgaven ! en 2 was * 1.5 uur beschikbaar.
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Een thermoelastische staaf met cirkelvormige doorsnede, lengte 2L, straal .é
b, is ingeklemd tussen twee identieke cirkelvormige platen, straal R, dikte
2h (h << R). De staafas gaat door de middelpunten van de platen. De platen
zijn aan de bultenrand (r = R) ingeklemd en bevatten een cirkelvormige, con-
centrische starre kern met straal a (a > b), waarbij a = R/Jg_(e = 2,718;
log e = 1).
Vanuit de spanningsloze, ongedeformeerde toestand wordt de staaf T °C in

temperatuur verhoogd; de temperatuur van de plaat verandert niet. De lineai-

re uitzettingscoéfficiént van de staaf is o. De elasticiteitscoéfficiénten *

(E,v) van staaf en plaat zijn gelijk.

i) Beschrijf kort ifh woorden wat er met de constiuctie zal gebeuren t.g.v.
de temperatuursverhoging van de staaf. ‘ [1]
ii) Welke zijn de onbekenden voor de staaf en welke vergelijkingen heeft'U.
hiervoor? ' [tl
iii) Idem voor de platen. £1Jt
iv) Welke aansluitcondities heeft U nog nodig om het probleem volledig te
kunnen oplossen (tussen de staaf en de starre kernen van de platen is
geen wrijving). ' | [11
v) Geef de algemene oplossing van de plaatvergelijking voor een rotatie-
symmetrische uitbuiging w(r) van een cirkelvormige plaat (hint: druk w. %
uit in (r/R}). , ) £2]
vi) Formuleer de randvoorwéarden voor wir). ) :
vii) Noem de totale verlenglnq van de staaf 24L (bedenk dat AL nog onbekend‘
is). Druk de spanningen in de staaf uit in AL. (27"
viii)Bepaal de expliciete uitdrukking voor w(r) als functie van AL. [27
ix) Bépaal de dwarskracht in de plaat als functie van AL, [23
%) Geef de expliciete uitdrukking voor de nog bencdigde aansluitconditie

en bepaal hiermee AL als functie van T. [a]




- 71 -

BASISVERGELIJKINGEN {(Elastostatica)

.. = ..+ JE t,, . =0,
elj 1':(u]_'j uj'l) 4,1 ;
a = Ll_t-»\i{t — L (S ] 4 0‘-T6 .
ij E i3 T U+w Y%k iy

cirkelvormige plaat met rotatie-symmetrische uitbuiging w(r):

plaatvergelijking:

2
Adw(r) =0, (A = a_ + L
2 r

dr

buigend moment:
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ANTWOORDEN, TENTAMEN B-6~1979,

i} t 2 = ——-——P2 + ___401P4L x .
z TR TR
ii) o = —P—(l + -4—‘?—11) .
max 2 R
™
_ 4alL
iii) q=1+ =
iv) qg=2,
wii) t = EAI; - aET .
zz L
g - 2 10qE - (52 - Ly (5200 E
viii) wir) = {1 + = log(z) @7+ 201 = 2 (P log(P) JeAL ,
met 5
E = 3 e .
' (" « 3e + 1)
_ 8D 1
ix) Qr = - = (r - e)EAL .
rR
AL ol
X) ———— T
L 16DL 1
{1+ 55 (1 - E)e}
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