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1. REK VAN BALKEN

Beschoww voon de vhaagdtukken wit deze paragraag alleen de gerelaxeende
(Eén-dimensionakle} problemen.

1.1. Beschouw
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i) Bepaal de spanningsverdeling in de staven.
i1} Bepaal de uitrekkingen en de totale stijfheid.
iii) Bepaal de totale elastische energie. Vergelijk deze met de door P

verrichte arbeid.

1.2. Bareken de spanningsverdeling en de axiale verplaatsing van:
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1l.3. Een cylindrische staaf met rechthoekige doorsnede (2a % 2b) wordt in de

1.4.

1.5,

einddoorsneden belast door een gelijkmatig verdeelde normaaldruk p en

op de zijvlakken (mantel) door een gelijkmatig verdeelde normaaldruk:

ap.

Gevraagd:

a) de spanningen, deformaties en verplaatsingen in de staaf;

b) de waarde van ¢ opdat de axiale verplaatsingen van de einddoorsneden
nul zijn;

¢) de waarde van o opdat de normale verplaatsingen van de zijvlakken nul
zijn;

d) voor welke waarde van v zowel b} als c) geldt.

De vclgende constructles, waarin a1 en a, lineaire uitzettingscoefficienten

ziijn, worden uniform TK in temperatuur verhoogd. Bereken de spannings-

verdelingen en de axiale, verplaatsingen.
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Een slanke staaf roteert met constante hoeksnelheid w cm een vast punt 0.

a) Zet de rotatie stil en bepaal de t.g.v. de traagheidskrachten optredende
volumekrachten.

b) Bereken de normaalspanningsverdeling in de staaf.

¢) Baereken de uitrekking van de staaf.




2, BUIGING VAN BALKEN

2.1, Beschouw een cirkelcylinder, welke in de doorsnede z = 0 is ingeklemd

en in z = L weordt belast door een normaalkracht P, welke aangrijpt op

een halve straal van het middelpunt van de doorsnede.
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Formuleer het gerelaxeerde probleem.

Bapaal de spanningen, de deformaties en de verplaatsingen.
Bepaal de plaats van de neutrale lijn.

Bareken de totale elastische energie (als functie van P).

2.2, Beschouw een cylinder met rechthoekige doorsnede, in z = 0 ingeklemd

en in z = £ belast door een normaalkracht, aangrijpend in een heoekpunt

van de doorsnede.
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Formuleer het gérelaxeerde probleem.

Bepaal de spanningen, de deformaties en de verplaatsingen.

Bapaal de plaats van de neutrale lijn.

Bepaal de verplaatsing van het middelpunt van de einddoorsnede. Valt
de projectie van deze verplaatsing op het x-y-vlak langs de diagonaal
daor P?

Bareken de totale elastische energie (als functie van P).




2.3.

2.4.

Beschouw de hieronder getekende U-balk, belast door een buigend moment

in de einddoorsnede:
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Bepaal Het centrale heofdtraagheidsassenstelsel van de doorsnede en
I g

o
—

bereken de oppervlaktetraagheidsmomenten Ix en Iy. Neem hierbij: t << a
{(Verwaarloos O{t/a)-termen).

b) Bepaal de spanningen.

c) Bepaal de snijlijn van het neutrale viak met de doorsnede. Valt deze
samen met de richting wvan M?

d) Bereken de verplaatsing van het zwaartepunt van de einddoorsnede. Staat
deze loodrecht op het neutrale wvlak of op M?

e) Neem ¢ = O en bereken de hoekverdraaiing van de einddoorsnede.

£f) Bereken (voor o # 0) de totale elastische energie van de balk (als functie

van M en o).

Beschouw onderstaande constructie van twee aan elkaar gelaste cirkelcylinders

met verschillende stralen maar van hetzelfde materiaal.
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a) Geef de gerelaxeerde formulering. Bepaal de kijbehorende spannings-
verdeling.
b) Bepaal de doorbuiging van de neutrale lijn.



2.5.

Een eenzijdig ingeklemde balk krijgt een temperatuursverhoging T(x), met

T(x,y,z) = a + bx .

Vx b7 )

a) Bepaal de deformaties in de balk
Hint. Gebruik:
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Hoe groot i1s in dit probleem tij?

b) Bepaal de neutrale lijn.
c) Neem a = 0 en laat zien dat het deformatieveld dan overeenkomt met dat

van een zuivere momentenbuiging voor het geval v = -1.

EEN-DIMENSIONALE BUIGINGSTHEORIE (FACULTATIEF} |

Leidt m.b.v. de balkenvergelijking af de zogenaamde "vergeet-mij-nietjes”:
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3.2.

3.3,

3.4.

3.5.

Bepaal van:
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1) de reactiekrachten;
ii) de doorbuigingslijn:

iii) de plaats en de grootte van de maximale trekspanning. .

Bepaal van de volgende horizontale balken, welke belast worden door hun

eigen gewicht:

a)

e
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de reactiekrachten, de doorbuigingslijn en de maximale trekspanning.

Een balk aan een zijde ingeklemd en aan de andere zijde ondersteund kZijgt een

temperatuursverhoging T volgens: T = T{(x) = ax,

V4

{a : constant).
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Bepaal de reactiekrachten en de doorbuilgingslijn.
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Van nevenstaande constructie wordt de

A ~T B _ N
[ N 3 balk AB uniform T K verwarmd. Gevraagd
wordt
a)} de spanningsverdeling in en de lengte-
d 4 - f verandering van AB;
b) de normaalspanningsverdeling in en de
uitbuigingslijn van AC en ED.
|
Feiscd




3.6. Een ingeklemde balk met rechthoekige doorsnede (2a x 2b) wordt in zijn
vrije uiteinde belast door een dwarskracht P welke een hoek o met de x-as

maakt. Bepaal de hoek tussen go(l) en de werklijn van P,

3.7. Beschouw weer een ingeklemde balk met rechthoekige doorsnede belast door
een dwarskracht P in de x-richting. Stel:

- - 2 2 -
tzz = f{z)x , txz = ¢c(x a’)., overige tij =0,

a) Laat zien dat deze spanningsverdeling voldoet aan de randveoorwaarden
op de mantel,

b) Bepaal ¢ en f(z) zodanig dat aan de locale én de globale evenwichts-
vergelijkingen is voldaan.

¢) Bepaal de deformaties.

d} Bewijs dat bovenstaande aanname voor v # 0 gigg_overeenkomt met de
exacte oplessing, maar voor v = Q wel (kunt U hier een fysische ver-

klaring voor geven).

3.8. Beschouw hetzelfde probleem als bij 3.7, maar nu voor een cirkelvormige
doorsnede.
Bepaal hiervoor de exacte spanningsverdeling.
Waarom moet hierbij (voor y # 0} de spanning tyz ongelijk aan nul zijn?

Hint: Ga uit van:
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4. TORSIE VAN EEN CIRKELCYLINDER

4.1. Een holle cirkelvormige buis, binnenstraal Rl' buitenstraal Rov wordt
beglast door een wringend moment M.
Bepaal de spanningsverdeling in de buis, de hoekverdraaiing van de eind-
doorsneden t.o.v. elkaar en de torsiestijfheid.

Bekijk het geval dat R, - R, =4 << Ry




4.2,

4.3,

4.4'
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Twae cirkelcylinders met verschillende afschuifmoduli, G, resp. G

1 2!
maar overigens gelijk, zijn aan elkaar gelast en worden belast door een
wringend moment Mw'

Bepaal de spanningsverdeling, de heoekverdraaiing per lengte-eenheid

en de totale torsiestijfheid.

4 V4 —

Als 4.2, maar nu met verschillende doorsneden, stralen R

gelijke G's.

1 resp. R2, maar

Bepaal, voor het gerelaxeerde probleem, de spanningsverdeling, de hoek-

verdraaiing per lengte-eenheid en de totale torsiestijfheid.

Waar zullen de grootste verschillen tussen de exacte en de gerelaxeerde
oplossing optreden?

Wanneer zal de "gerelaxeerde" torsiestijfheid een goede benadering voor

de "echte" torsiestijfheid zijn?

Een cirkelcylinder wordt belast door een wringend moment M en een normaal-
kracht N.

Bepaal de spanningen, deformaties en verplaatsingen van de cylinder.

Op welke plaats(en) zullen de grootste spanningen optreden? Bepaal hier

de hoofdspanningen en de maximale schuifspanning Tmax'




4.5. Beantwoord dezelfde vragen als bij 4.4 voor een cirkelcylinder belast

door een wringend moment Mz en een buigend moment M .
X
4.6. (facultatief; zie § 3).

Beschouw een cirkelcylinder, waavan de
begindoorsnede op zijn plaats wordt
gehouden, terwijl de einddoorsnede

z = 2 wordﬁ gedwongen te roteren om het
punt (x,y) = (~a,0) over een hoek 6(2)

volgens:

ulx,y,R) = -8{2)y ; vix,y,L) = 0{R)(x + a) ,

terwijl we verder de normaalspanningen in deze doorsnede nul nemen:

(I) tzz(x,y,l) =0 .

Laat zien dat deze deformatie niet tot stand kan worden gebracht door een
wringend moment alleen, en geef aan welke andere belastingsgrootheid hier-
vooy dan nog kenodigd is.

Vervang de voorwaarde (1) door:
(II) W(XiY:z) =0 .

Walké extra belastingsgrootheid moet U nu dan- nog invoeren?

Bepaal, binnen het kader van de technische balkentheorie, de waarden {uit-
gedrukt in 6(%) en a) van de belastingsgrootheden zowel veoor (I) als voor
(II).

Vergelijk bovenstaand probleem met een ingeklemde cirkelcylinder, in zijn
vrije einddoorsnede belast door een dwarskracht P in y-richting, die aan-
grijpt in (-a,0). Bepaal hiervoor de spanningsverdeling. Voor welke waarde

van a is er "torsievrije" buiging?
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ENERGIEPRINCIPES

Beschouw voor deze vraagstukken (tenzij uitdnukkelifk anders vermeld)
alleen de gerefaxeende vrobfemen.

Beschouw vraagstuk 1.1. Neem P voorgeschreven. Bereken met de principes
van.de minimale potentiéle en complementaire energie de effectieve trek-
stijfheden (2 P gedeeld door de relatieve lengteverandering) van beide
constructies.

Wat valt er te zeggen over de nauwkeurigheid van deze oplossingen?

. Beschouw vraagstuk 2.4. Neem M (= My) voorgeschreven. Bereken boven-

en ondergrenzen veor de effectieve buigstijfheid (= M/QQR), ©: hoekver-
draaiing van einddoorsnede). Wat valt er te zeggen van de nauwkeurigheid

van de gevonden waarde (n) voor de buigstijfheid.

Hint: Kies voor S: ({(zie verg. (38), 82.3, C.D.)

- 2 2 2 -_ —_
u, = b Cl(z + vxT - v, uY = vclxy, uz = —Clxz, voor 0 £ z < & ,

en analoog met C1 - C2 voor 2 <z £ 22 .
Beschouw:
a) vraagstuk 4.2,

b) vraagstuk 4.3.

Neem Mw voorgeschreven. Bereken boven- en ondergrenzen voor de effectieve
torsiestijfheid (= Mw/(¢/22), 9: hoekverdraaiing van einddoorsnede). Wat

valt er te zeggen over de nauwkeurigheid van de gevonden waarde(n).

VA, 4 Ez)

s M.

Y o

\\\\] ey

Beschouw een staaf (lengte £, doorsnede A) onder uniforme rek (normaalkracht P).
De einddoorsneden zijn schuifspanningsvrij en de axiale verplaatsing van de

doorsnede z = 0 is nul. De  elasticiteitsmodulus E hangt af van z volgens

az
E = E(z) = Ej(1 - 7) (¢ « 1).
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i} Kies een kinematisch toelaatbaar stelsel van de vorm
a = -vu'{z)x, Gy = -vu'({x}y, Gz = u(z) .

Neem u({z) lineair in =z.

Bepaal de beste hierbij behorende waarde voor de potentié&le energie-

i functionaal U(S). Bereken hiermee een bovengrens veor de effectieve
trekstijfheid cy-

ii) Kies een statisch toelaatbaar stelsel en .bereken hiermee een ondergrens
voor de effectieve trekstijfheid.

iii) Hoeveel verschillen beide grenzen?

iv) Bepaal de bij i) en 1ii) behorende Ezz resp. t__.

—ZZz
Wat is het maximale verschil tussen beide.

5.5 2b
ﬁ ~Qa(z)
7 P '
. _; z E ) e e :5 2a(z)
¢ | ]
2 4’ xY

Een staaf met lengte £ en met rechthoekige doorsnede met breedte 2b en met

een in z-richting verlopende hoogte 2a{z), volgens
a(z) = a(l - %;9 . @ << 1,

wordt uniform gerekt met een kracht P,

i) Kies een kinematisch toelaatbaar stelsel (zie 5.4. i) en bepaal hiermee
een bovengrens veoor de effectieve trekstijfheid €.
ii} Tracht een statisch toelaatbaar stelsel te construeren. (Welke condi-

ties voor $§ geven hierbij moeilijkheden?).

,,21/ | /*2L

z -
— - - ' - - - — . - -;5_

"2’ 1 x
Een cylindrische staaf, lengte 2L, met rechthoekige doorsnede, 2a % 2b,
wordt in zijn einddoorsneden z = + L belast door normaalspanningen, welke zijn

verdeeld volgens




De schuifspanningen in de einddoorsneden zijn willekeurig verdeeld, maar

wel statisch equivalent met een nulbelasting (gerelaxeerd probleem).

i)

ii)

iii)

iv)

Kies een kinematisch toelaatbaar stelsel van dezelfde vorm als in

5.4. i) (met u(z) lineair). Bepaal de beste U(3). Bereken benade-
; 0,0,4% t .

ringen voor uz( 0, )entzz

Kies een statisch toelaatbaar stelsel van de vorm:

2 .
t = -—7x" , overige =0 .

%

% -
Bepaal U (§) en beschouw het verschil met -U(S) volgens i).

Verbeter het statisch toelaatbaar stelsel door de volgende keuze:

£ =0+ £(x)e 32/
—ZZ

E‘KZ = glx,z) , Exx = h(x,z} ,
t =t =0 .

= £
Xy Yy ¥z

Bepaal f£(x}, g({x,z) en h(x,z), zodanig dat dit stelsel statisch toe-

laatbaar is. Geef een fysische interpretatie van het verloop van deze
spanningen.

Bereken U*(§), maar verwaarloos hierbij C(a/f)-termen. Wat kunt U nu

zeggen van een vergelijking met i).

Vergelijk het werloop van de benaderde spanningen Ezz (volgens 1i)) en
Ezz (volgens iii)). Hoe groot is het maximale wverschil en waar treedt

dit op?

5.7. Beschouw vraagstuk 1.2. Neem de doorsnede rechthoekig: 2a X 2b.

i)

ii)

Kies een kinematisch toelaatbaar stelsel van de vorm 5.4. 1), maar met
u(z) nog willekeuriq.

Geef de algemene uitdrukking voor u(d).

Kies (z) lineair in z. Bepaal de beste waarde van U(8). Berecken de

hierbij behorende waarden voor GZ(O,O,Q) en'E;j.
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iii) Kies u(z) kwadratisch in z en beantwoord dezelfde vragen als bij i}.

Vergelijk de antwoorden op i) en ii).
iv) Kies een statisch toelaatbare toestand met alleen Ezz # 0. Bepaal

&
U (§). Vergelijk de resultaten met die van i) en ii).

5.8. i (p |
_: =z _ ‘ R(’{ o e/t

W

Een staaf met een cirkelvormige, in z-richting verlopende doorsnede, met
straal R{z), wordt getordeerd. Hierbij is de hoekverdraaiing van de eind-

doorsnede: @(l) voorgeschreven.

i) Kies een kinematisch toelaatbaar stelsel van de vorm

'ux = -p(z)y, Uy = g(2)x, u, = 0.
Aan welke eisen moet ¢(z2) dan voldoen?
Bepaal, voor algemene R{z) en ¢(z), een uitdrukking voor U(g).

ii) Kies een statisch toelaatbaar stelsel, zodanig dat

C
R4(z)

= r
1-:Gz !

{laat zien dat dit een constant (dwz. onafhankelijk van z) wringend

moment oplevert) en

Ere = 1({r,z) , overige Eij =0 ,

Bepaal t{r,z) en daarna U*(§D.

iii) Neem voor de nu velgende vragen
R(z) =R (1 -0 , 0 <a<<g.

Bepaal nu de beste U*(§) en bereken de bijbehorende spanningen. Ver-

waarloos hierbij O(az)-termen.
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iv) Kies p{z) lineair (let op dat ¢(f) is voorgeschreven). Bepaal u(sy,
wederom onder verwaarlozing van O(az)—termen. Bereken de bijbehorende
spanningen en vergelijk het resultaat met iii).

v) Bereken boven- en ondergrenzen voor de torsiestijfheid D.

6. TORSIE VAN EEN CYLINDER MET WILLEKEURIGE DOORSNEDE

6.1. Een cylinder met ellipsvormige doorsnede, waarvan de rand gegeven is door:

2 2
+%=1,
b

mw'x

wordt belast door een wringend moment M.

a) Bepaal de spanningsverdeling, de hoekverdraaiing per lengte-eenheid
en de torsiestijfheid D.

b) Bepaal de plaats(en) waar de maximale schuifspanning optreedt en
bereken daar de hoofdspanningen en LI

c) In de technische balkenthecrie wordt de torsiestijfheid meestal gelijk

genomen aan: GIP, waarin Ip het polaire oppervlaktetraagheidsmoment is:

2 2
I = (x" + 148 .
P I Y

S

Bepaal Ip voor een ellipsvormige doorsnede. Vergelijk GIp met de bij a)
gevonden waarde voor D. Geef voor b/a = 1; 0,9; 0,75; 0,5 de procentuele
afwijkingen tussen GIp en D,

d) Bepaal de welving van de doorsnede. Bewijs dat zowel de gemiddelde

welving als zijn eerste momenten nul zijn, d.w.z. bewijs dat

jw(x,y,z)ds = j xw(x,y,2}ds = I yw(x,y,2z)ds = 0 ,
s s S

(Rint: gebruik verband tussen F en ).

e} Beantwoord vraag a): voor het limietgeval b << a,



Door een foutieve nummering ontbreekt deze bladzijde.
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Een cylinder met een doorsnede in de vorm van een gelijkzijdige driehoek,

zijde a, wordt getordeerd. De hoekverdraaiing per lengte-eenheid is «.

a) Geef de veoorstellingen in x- en y-cogrdinaten van de rechten waaruit

de omtrek wvan de driehoek is opgebouwd,.

b} Geef met behulp hiervan een uitdrukking veoor de spanningsfunctie

E(x,y), welke identiek aan de randvoorwaarde F = 0 voldoet.

c) Bepaal hieruit de spanningsverdeling in de cylinder (als functie van

Q).

d) Laat zien dat de grootheid 1 gedefinieerd doorx

maximaal wordt op het. midden van de zijden.

" e) Geef een uitdrukking in integraalvorm voor de torsiestijfheid.

6'3'

Beschouw de torsie van een cirkeleylinder met een cirkelvormige inkeping

volgens onderstaande figuur {(let op keuze van de ocorsprong van het assen-

kruis).

a)

Bewijs dat de spanningsfunctie F(x,y)
hier gelijk is aan:

2 2 2 2
F=-2a(§—%-z--§x+ 2 Bx -Ea-)

2(x% +v2)

2 2
a R cos @ _ a,

r R
= -20(1r - =~ r cos ¢ + > T 3

2

(r,9: poolcoordinaten volgens figuur).
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b) Bepaal de spanningsverdeling.

c) Bewijs dat de maximale schuifspanning T pax optreedt in het punt A:
{(a,0) en bereken de waarde van T .

max :
Bepaal wvoor het geval dat a << R de sEanningsconcentratie in a; dit
ils de waarde van Tmax voor de doorsnede met inkeping gedeeld door de
Thax VOO¥ een zuiver cirkelvormige doorsnede.
6.4. Beschouw een cylinder met een ellipsvormige docorsnede, waarvan de rand R

wordt gegeven door

2
+¥—2-=1_
b

m'xw

W

De balk wordt getordserd, waarbij de hoekverdraaiing van de einddoorsnede

g{2) (of o = p(2)/2) is voorgeschreven.

i) Kies een kinematisch toelaatbaar stelsel, waarin de welvingsfunctie
¢{x,y) nul genomen wordt. Bepaal hiermee U(S) en een bovengrens voor
de torsiestijfheid D.

ii) Kies een statisch toelaatbaar stelsel mbv. een spanningsfunctie F(x,y),
zodanig dat F{x,y) triviaal nul is op de rand R, en bereken de bij-
behorende U*(§). Indien dit spanningsveld nog een willekeurige con-
stante bevat, hoe bepaalt U dan de beste waarde van deze constante?
Bepaal hiermee de optimale U*(§) en een ondergrens voor de torsie-
stijfheid D.

iii) Vergelijk de antwoorden op i) en ii). Voor welke waarden van (a/b)
zijn de verschillen tussen i) en ii) het kleinst en hoe groot zijn
2e dan?

Kunt U dit antwoord verklaren?
iv) Xies een kinematisch toelaatbaar stelsel als bij i) maar met
t{x,y) = (—bz":—"i;') XY -
(b + a”)
Bepaal weer U(S) en D en vergelijk weer met ii). Wat kunt U nu zeggen

over het gekozen welvingsveld?
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- i — Beschouw de torsie van een

cylinder met rechthoekige door-

2a

l snede (2a X 2b}, waarbij

a = ¢{L) /% is voorgeschreven.

i)

ii)

iii)

iv)

v)

X

Tocon aan dat het spanningsveld

Exz = Cy(x2 - az), Eyz = —Cx(y2 - b2), Exx = ny = Eyy = Ezz =0,
statisch toelaatbaar is. Welke spanningsfunctie F(x,y) hoort hierbij?
Bereken U*(§) behorende bij het veld volgens i). Bepaal de beste waarde
voor C. Geef de bijbehorende ondergrens voor D.

Bepaal een bovengrens voor D door uit te gaan van een kinematisch toe-
laatbaar stelsel S met d(x,y) = 0. Beschouw het verschil tussen de re-
sultaten van ii) en iii) als functie van (a/b)}.

Verbeter het resultaat van iii) wvoor een vierkante doorsnede (b=a) dmv.

de keuze
Pi{x,y) = c(yx3 - xy3) .

Bepaal de optimale ¢ en bereken de bijbehorende bovengrens voor D.
Vergelijk dit met de bij ii) gevonden ondergrens vcor D.

Neem voor een smalle rechthoek (a << b}:

P{x,y) = xy .
Verwaarloos O(a/b)-termen en bereken boven- en ondergrenzen (met ii)}

voor D.

Beschouw de torsie van een c¢ylin-
der met een doorsnede in de vorm
van een halve cirkel, straal R,
waarbij o = p{&}/% is voorgeschre-

ven. Elke doorsnede draait om zijn

zwaartepunt Z.



i)

ii)

iii)

i}

ii)
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Bepaal de x-coordinaat van Z (= xo).

Geef een kinematisch toelaatbaar stelsel met ¢ = 0. Bereken hier-
mee een bovengrens voor de torsiestijfheid D.

Toon aan dat de spanningsfunctie

F = C(r2 - R2)r cos 6 = Cx(x2 + y2 - Rz) ’ ]

tot een statisch toelaatbaar stelsel leidt. Bereken de bijbehorende
=
U (S). Bepaal de gunstigste C en bereken de optimale ondergrens voor

D. Vergeliik dit resultaat met ii) en met de exacte waarde:

Dexact = 0,294 GR4 .
‘H Een dunwandige, opengesneden buis,
binnenstraal R, wanddikte d
{8/R << 1), wordt getordeerd,
R Y waarbij a = @{2) /% is voorge-
5 schreven.

Kies een kinematisch toelaatbaar verplaatsingsveld (in poolcoordinaten)

als

Gr = 0, u, = arz, Gz = ad(r,8) .

Bewijs dat de bijbehorende potentiéle U(3) kan worden geschreven als

2
A 2 22)
u(S) = &ca" 1 J [(ar,
S

2
1 3d
+ (r 33 + r) ]rdrdﬂ .

Bereken met i) en voor ¢=0 een bovengrens voor de torsiestijfheid D.

Ontwikkel naar (d/R).
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iii) Idem voor

¢ = cR28 .

Vergelijk Uw antwoorden op ii) emn iii). Verklaar het grote verschil
tussen beijde antwoorden. '

iv) Bewijs dat voor een spanningsfunctie F = F{r,8) met F = 0 op R,

2
U*(§) = kG J [(%%) + .%'%g - 4aF jrdrde .
s . :

) Neem F{r,8) uit de klasse

F(r,2) = Cr cos (A8) (r2 + a,xr + a2) '
en kies A, a, en a, zodanig dat F leidt tot een statisch toelaatbaar
spanningsstelsel (C is dan nog willekeurig). Bereken hiermee een onder-
grens voor D en vergelijk het resultaat met iii) (de nauwkeurigheid van

Uw antwoord mcet weer O(d/R) zijn.)

Hint: Ontwikkel F eerst naarp := (r - R}/R, (0 £ p < 4/R) en naar
8(§ := d/R << 1) en substitueer pas daarna in U*(§).

7« VLAKXE VERVORMINGS- EN VLAKSPANNINGSTOESTAND

7.1. Een lange, cirkelvormige buis, binnendiameter Rl' buitendiameter R2,
wordt belast door een inwendige druk p. Bepaal voor het geval dat de eind-
doorsneden: a) vrij, b} ingeklemd, zijn: de spanningen en de deformaties
in de buis.
Bepaal de limietwaarden voor t ﬁ=R2 - R1 << Rl'

7.2.

T 777 ///-—JE----- J
2

_IRee

T LT

Gegeven een cirkelcylinder, straal R,, en een cirkelvormige buis, binnen-

straal R1 -g, 0 < ¢ <<R1, buitenstraal R2.
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i) Hoeveel ° moet de buls worden verhit,opdat zijn binnenstraal gelijk

is aan Rl?

iil) De buis wordt nuy over de cylinder geschoven en het geheel wordt af-

gekoeld tot de gorspronkelijke temperatuur. Hoe greoot zijn nu de

spanningen in de cylinder en de buis? ARangenomen mag worden dat de

krimpverbinding alleen aanleidinggeeft tot normaalspanningen.

W\*P""‘: C,+ ¢, X

Y

- e
— ia

een glad star vlak 1li vrij een balk, lengte %, met rechthoekige
op g gt

doorsnede, hoogte h, breedte 2a. Het bovenvlak van de balk wordt belast

door een lineair verlopende, ncrmale druk p(x).

i) Bepaal de spanningen, deformaties en verplaatsingen in de balk.

ii) Beantwoord dezelfde vragen als bij 1) voor het geval de axiale

verplaatsingen van de balk in zijn uiteinden verhinderd zijn.

-
RN

SAORNNNRNANSRNANNN

T >
- 2a

a) vrij, b) verhinderd,

zijn de volgende vragen.

De in 6.3 beschreven balk zit nu in-
geklemd tussen drie starre gladde wanden
en wordt TQK in temperatuur verhoogd.
Beantwoord zowel voor het geval dat

de axiale verplaatsingen aan de uit-

einden:

i) Hoe groot zijn de spanningen in de balk?

ii) Hoeveel is de hoogte van de balk toegenomen?
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L

2a

Een lange balk met rechthoekige doorsnede {2a x 2b) wordt aan zijn mantel-
oppervlak belast door loodrecht op de as van de balk staande schuif-
spanningen 1, welke constant van grootte zijn en verdeeld volgens boven-
staande figuur.

i} Bewijs dat het systeem globaal in evenwicht is.

ii} Bepaal de spanningen.

iii) Bepaal de deformaties.

iv) Schets de vorm van de doorsnede na deformatie.

) Hoe groot zijn de hoofdspanningen en in welk vlak treden zij op?

vi) Bepaal de totale elastische energie van de balk (lengte van balk is 1.)

7. REK VAN PLATEN. GEGENERALISEERDE VLAKSPANNINGSTOESTAND

8.1. ,7?0' Een rechthoekige plaat (2a X 2bk) wordt

[~ langs de randen x = ¥ a en y = £ b belast

Y
T b door een uniforme trekspanning J resp.

x drukspanning G.

Bewijs dat in de plaat een exacte vlak-

spanningstoestand heerst en bepaal de

spanningen en deformaties in de plaat.

- 2a
Wat is de dikte van de plaat na de deformatie?
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Een rechthoekige plaat {(2a x 2b) wordt langs de randen y = % b belast

door een normaalspanning o(x,z) welke lineair is in x:
g(x,z) = alz)x .

i) Neem aan dat o(x,z) in z-richting "goed" verdeeld is, d.w.z. zodanig
verdeeld dat in de plaat een exacte vlakspanningstoestand heerst.
Bepaal deze "goede" verdeling en bereken de bijbehorende spannings-
verdeling in de plaat.

ii) Beschouw dit probleem als een gegeneraliseerd vlakspanningsprobleem.
Bepaal de doorsnedegrootheden Nx' NY en ny en de spanningen als de
gemiddelden van deze grootheden, dus

4
1'.xx T Nx etc.

i1i) Vergelijk de resultaten van i) en ii).

X Een dunne, rechthoekige plaat,

axb, dikte 2h, wordt langs zijn
b randen belast door spanningen
welke in dikte-richting (d.i.

z-richting) constant zijn. Deze

spanningen zijn verder voorgeschre-

ven als: (B is een positieve con-

31 stante; voor Xen ¥ zie figuur)
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op x =0 txx = 6By ., txy =0 ’
X =a txx=63y ’ txy=-283~:
y =0 tyy=0 ,txy=—2sx,
y=b tYY = 28b , txy = -2Bx .

i) Teken deze randspanningen in de figuur.
ii) Laat zien dat de plaat in zijn geheel in evenwicht is.
iii) Bepaal de bij dit probleem behorende Airy-functiet)en bereken
hiermee de spanningen in de plaat.
iv) Bereken de deformaties in het vlak van de plaat.
V) Bepaal de verplaatsingen in het vlak van de plaat (voor de opleggingen:

zie figuur). Schets voor het geval dat v = 1/3 de gedeformeerde plaat.

*) Hint: Ga uit van de volgende voorstelling voor de Airy-functie U{x,h):
(k+2)=4
k 2
Ulx,y) =} A, XY . (B, =0).
k., =20

Bewijs dat elke term van deze reeks op zichzelf (met uitzondering wvan
de term met A22) aan de bipotentiaalvergelijking voldoet. Bereken
hieruit de spanningen en bepaal dan mbv. de randvoorwaarden welke van

de coéfficiénten Akl ongelijk aan nul moeten worden genomen.

Z 2h

Ja

T ..
Y
N

o
o

X
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Een rechthoekige plaat (2a x 2) is op y = 0 ingeklemd en op vy = % belast

door een dwarskracht P in x~richting. Beschouw dit probleem als een ge-

generaliseerde vlakspanningstoestand. Neem aan dat de spanningen in de

doorsneden y = 0 en y = L goed verdeeld zijn, d.w.z. dat de normaalspanning

tyy een lineaire en de schuifspanning txy een kwadratische functie in x is.

i) Bepaal de expliciete vorm van deze verdelingen.

ii) Bepaal de Airy-functie voor dit probleem {ga hier voor uit van de bij
i) gevonden vorm voor de spanningen aan de rand).

iii) Bepaal de spanningen in de plaat.

iv) Bepaal de deformaties. Laat zien dat de doorsnede y = 0 niet vlak
blijft, zodat dus niet exact aan de voorwaarde dat de plaat cp y = 0

i1s ingeklemd kan worden wvoldaan.

el

- 2/

¥ S
A

2a

N .

Een rechthoekige plaat (2a * 2&) wordt langs de zijden y = * R, belast door

normaalspanningen, welke verdeeld zijn volgens:

™
ccos(?) ' (-a =x =a) .

De randen X = * a zijn vrij.
i) Toon aan dat bovenstaande spanningsverdeling een nulbelasting vormt.
ii) Formuleer de randvoorwaarden op y = % L en x = % a,

iii) Kies een Airy-functie U(x,y) van de volgende vorm

Uix,y) = f(y)cos(lgh .

Laat zien dat hiermee aan alle randvoorwaarden op €én na kan worden
voldaan, Welke is deze ene, en aan welke eisen moet f£(y) voldoen
opdat aan de andere is voldaan.

iv) Bepaal de algemene veorm van £(y) opdat U(x,y) aan de bipotentiaal-
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vergelijking voldoet. Bedenk hierbij dat f(y) symmetrisch in y moet
zijn.

v) Bepaal de in de onder iv) gevonden uitdrukkxing voor f(y) voorkomende
constanten.

vi) N=em & >> a. Bepaal nu een benaderde uitdrukking voor £(y) door
daarin termen van O(e-B), met B := m&/a, te verwaarlozen.

vii) Bepaal met het resultaat van vi) de spanningen in de plaat. Laat zien
dat deze voor Iyl < 2 zeer snel uitsterven. Met welk algemeen prin-

cipe is dit resultaat in overeenstemming.

A4
8.6. k 1 [ 1 .
— o et | | ] -
\ /
\
|
) i»
o (2]
- — — - — ——— x

Een dunne, rechthoekige plaat 2a x a, dikte 2h, wordt langs zijn randen
belast door spanningen welke constant zijn in dikte-richting en verder zijn

voorgeschreven als {0 : constant; voor x en Yy zie figuur)

g
y =0 : txy =" 3% tYY = 0 p
- .9 =
vy =a : txy = a:{ ' tyy ) P
cva: b =-%y e =<0
x=ra: by T &Y xy +
i) Bepaal ;; en t; langs de verschillende stukken van de rand R en

werk hiermee de uitwendige arxbeidsterm:

{p} _ * * - = - =
Au = 2h J (txu + tyv)ds, (u ux, v uy) .

R

verder uit.
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ii} Xies als kinematisch toelaatbaar stelsel
T:.u-= clxy ;, vV = cz(x2 - y2)

Bereken de hierbij behorende u(S). Bepaal de beste waarden voor Sy

en <, en de cptimale U(S).
iii) Zoek een statisch toelaatbaar stelsel door uit te gaan van een Airy-

functie U(x,y) van de vorm
2 3
Ui{x,y) = dlx ¥y + d2y .

Bepaal d1 en d2 zodanig dat U(x,y) inderdaad leidt tot een statisch
toelaatbaar stelsel. Bereken de bijbehorende complementaire energie
u (9).

iv} Vergelijk de resultaten van ii) en iii). Welke conclusie kunt U hier-

uit trekken?

L it e e e

p
e

0x’
Een dunne, rechthoekige plaat, a * 2b, dikte 2h, is langs zijn rand x = 0
ingeklemd (zie fiuguur). De randen y = + b worden belast door een normaal-

spanning: gqn Neem v = 1/3.

i) Schrijf de randvoorwaarden in formulevorm. Geef aan welk deel van de
*

rand SP— en welk deel Su-oppervlak is. Bepaal t op sb'
ii) Kies voor een statisch toelaatbaar stelsel de eenvoudigst mogeliike

Airy-functie uit de klasse

k 2
Ui{x,y) = Ak2 X vy ’ k.2 =0,1,2,... .
*
Bereken de hierbij behorende U (8). Bereken, mbv. Hooke, de bij Eij be-

horende deformaties. Zijn deze compatibel? Zo ja, bereken dan de ver-

plaatsingen. Ga na of U aldus de exacte oplossing gevonden heeft.




iii)

iv)

v)
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Neem als kinematisch toelaatbaar stelsel
u = clx L, v = czxy .

y n ¢, en bereken de optimale U(S).

Vergelijk de resultaten van ii) en iii}. Voor welke waarden van b/a

Bereken U(§) = U(cl,cz), bepaal ¢

krijgt U de beste overeenstemming en voor welke de slechtste? Geef
hiervoor een verklaring.

Neem de plaat vierkant: a = 2b. Hoe groot is nu het relatieve wverschil
tussen U(S) en —U*(§). Bereken de bij $ en S (volgens ii) en iii)) be-
horende spanningen en vergelijk met elkaar. Hoe groot is het maximale

verschil?

Een dunne, vierkante plaat, zijde a, dikte 2h, is langs de randen x = 0

en v = 0 ingeklemd (zie figuur)., De randen X = a en y = a worden belast

T
door lineair verdeelde schuifspanningen: ;Y resp. gqc. Neem v = 1/3.

i)

ii)

iii)

Schrijf de randvoorwaarden in formulevorm, Geef aan welk deel van de
*

rand Sp— en welk deel Su-oppervlak is. Bepaal t op Sb-

Ga voor een statisch toelaatbaar stelsel uit van een airy-functie

van de vorm:

2 2 2 2
U(x,y) = A xy + A, x +Ay +A XYy + Asxy .

1 2 3 4

Kies A1 t/m A. zodanig dat U(x,y) inderdaad tot een statisch toelaat-

5
*
baar stelsel leidt. Bereken de bijbehorende U (S)

Kies een kinematisch toelaatbaar stelsel van de vorm

u=Cxy . V= Coxy .

Toon aan dat op grond van de symmetrie in het probleem (welke?) moet

gelden: ¢, = ¢, = ¢. Bereken u(S) = U(c), bepaal de beste ¢ en bereken

1 2
de optimale u(s).
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iv) Vergeliijk de resultaten van ii) en iii). Vergelijk ook de bij ii) en
iii) behorende spanningen (Eij resp. Eij)' Geef aan hoe U het ver-

schil tussen beide benaderingen kunt verkleinen.

8.9. y

7?’
m_(_.. /L_'x

\\.!./

Een dunne, vierkante plaat, zijde 2a, dikte 2h, wordt langs zijn rand

belast door normaalspanningen, welke zijn verdeeld volgen:

x=+4+a : t = g cos ¥ . (£ =0) ,
- xX a Xy
X
= 4 : + = —— = .
y=+a vy ¢ cos — (t 0}

Neem v = 1/3.

i) Bepaal de meest eenvoudige Airy-functie U(x,y}, welke leidt tot een
*
statisch toelaatbaar stelsel. Bereken de bijbehorende U (§).
ii) Xies als kinematisch toelaatbaar stelsel:

2

2
u=c,Xx+ CLRY v = c3y + CXY .

1

Toon aan dat op grond van de symmetrie moet gelden:

C3 = C1 en C4 = Cz -

Bereken U(S) = U(cl,cz), bepaal c, en ¢, en bereken de optimale u(S).
iii) Vergeliik de resultaten van i) en ii}, en speciaal de daarbij te

vinden spanningen, met elkaar.
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8.10. i t 1

a) Een cirkelvormige plaat, straal R, wordt aan zijn rand belast door een
uniforme trekspanning g. |
i) Laat zien dat in deze plaat een exacte vlakspanningstoestand
heerst.

ii) Bepaal de spanningsverdeling.

iii) Bepaal de verplaatsingen. Hoe groot is de dikte van de plaat na
de deformatie?

b) Hetzelfde probleem als hierboven maar nu vocr een plaat met een gat. De
rand van het gat is vrij. Dit probleem (en alle nu volgende in dit hocfd-
stuk) mag worden copgelest als een gegeneraliseerde vlakspanningstoestand.
i} Bepaal de spanningen in de plaat.
1i) Neem de limiet {(a/R) -+ 0. Komt deze limiet overeen met probleem a)?

20 neen, hoe groot is dan de spanningsconcentratie?
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8.12.

i)
ii)
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Een cirkelvormige plaat, straal R,
wordt langs zijn rand belast door een

normaalspanning volgens:

= 2 =
trr =0 cos 6 , op r=R.

Bepaal de algemene vorm van de Airy-functie.
Welke term{en) moet U in deze functie verwerpen omdat de plaat
het punt r = { bevat? Bepaal de coefficienten van de overige termen

uit de randvoorwaarden,

iii} Bereken de spanningen en de deformaties.

iv)

a}

a)

b)

Bepaal de verlenging van de middellijn langs & = 0.

(&>

b)

Een cirkelvormige plaat roteert met een constante hoeksnelheid w om

een as loodrecht op zijn vlak.

i) Zet de rotatie stll en bepaal de van de centrifugaalkrachten
afkomstige volumekracht,

ii) Bepaal de spanningen in de schijf.

iii) Waar zijn deze spanningen maximaal en hoe groot zijn ze daar?

Als bij a) maar nu met een gat met straal a.

i) Beantwoord dezelfde vragen als bij a}.

ii) Beschouw de limiet (a/R) -+ 0. Is deze gelijk aan de oplossing

van a)? Zo neen, hoe groot is dan de spanningsconcentratie?
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8.13. Een cirkelvormige plaat, straal R,
met een gat, straal a, is aan de
buitenrand ingeklemd, De binnen-
rand is vast verbonden aan een
starre schijf met straal a. De
schijf wordt locdrecht op zijn

vlak belast door een moment M.

i) Bepaal de spanningsverdeling,
ii) Bepaal de verplaatsingen.
iii) Hoe groot is de hoekverdraaiing van de schijfz

iv) Waar treedt de maximale spanning op en hoe groot is deze.

8.14. Een cirkelvormige plaat met een gat,
T binnenstraal Rl’ buitenstraal R2,

NN waarvan de binnenrand is ingeklemd
( en de buitenrand vrij is, wordt T K

oy

in temperatuur verhoogd.

1) Bepaal de spanningen.
ii) Bepaal de toename van de buitenstraal.

iii) Beschouw de limiet (Rl/R2) - 0,

8.15, In het midden van een vierkante plaat,

b zijde 2a, zit een cirkelvormig gat,

1a straal R, De rand van het gat is vrij

~

. Y
N AR A Y A

en de builtenranden van de plaat ziijn
zodanig opgelegd dat normale verplaat-
singen verhinderd zijn. De plaat

A

wordt T K in temperatuur verhoogd.
Wiy

We nemen de afmetingen van de plaat zo groot (a >> R, in feite a + = )
dat we aan mogen nemen dat langs de buitenrand van de plaat een uniforme

normaalspanning heerst,
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i) Bepaal deze uniforme spanning (is onafhankelijk van het gat).
ii} Bepaal de spanningen in de plaat.

iii) Bepaal de spanningsconcentratiefactor.

8.16. Een dunne, cirkelvormige plaat, straal R, wordt aan zijn rand belast deor
een constante normaalspanning g. De dikte van de plaat, 2h{r), is ver-

lopend volgens

h(r) =h0(1-e—§-) . 0 < g << 1, *)

i) Kies als kinematisch toelaatbare toestand

u=cr , v=20,.

Bereken U(g) = U(c), bepaal ¢ en bereken de optimale U(S), alles
onder verwaarlozing van 0(62)—termen.
il) Kies als statisch toelaatbaar stelsel

= _h® =
S Tt TR ° ¢ Ee =0 -

(Bedenk dat dit overeenkomt met

Nrr(r) = Nee {(r) = constant = 2h(R)o.).

Bereken U*(§D.

iii) Laat zien dat de bij i) en ii} gevonden u(8) en U*(§) hoogstens 0(82)
verschillen. Vergelijk ook de bij i) en ii) behorende spanningen
(= de gemiddelde spanningen over de dikte van de plaat). Verschillen

deze ook slechts 0(&2)?

*) Bij een plaat met zwak verlopende dikte mogen de standaardformules voor

*
U en U worden gebruikt, alleen met h{xr) onder het integraalteken.
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Een dunne, cirkelvormige plaat, straal R, dikte 2h, is langs zijn rand
ingeklemd. De plaat bevat een starre, cirkelvormige kern, straal a
. *
{a klein tov. R). De kern ondergaat een voorgeschreven verplaatsing u

naar rechts. Neem v = 1/3.

i) Ga voor de keuze van een kinematisch toelaatbaar stelsel uit van

4 =u= (A1 + A_fnr)cosb ;G Zn r)sin®.

= = +
. v (B1 B

2 ] 2

Bepaal A_, A B, en B. zcdanig dat deze verplaatsingen inderdaad

1 27 1 2
kinematisch toelaatbaar zijn. Bereken de bijbehorende waarden van u(S.

ii) Kies een statisch toelaatbaar stelsel van de vorm

r‘-rr %cose, p_ee=-§-cose, Er9=%sine.
Bewijs dat, wil dit stelsel inderdaad statisch toelaatbaar zijn,
moet gelden C = B.
Druk de arbeid tgv. de voorgeschreven verplaatsingen (Au(u)(§)) uit
in A en B. Bereken U (§) = U*(A,B). Bepaal A en B en bereken de
optimale U*(g).

iii) Noem de kracht benodigd om de kern te verplaatsen: P. Voer in de
stijfheidscoéfficiént ¢ door c = P/u* . Geef aan hoe U met boven-
staande resultaten onder- en bovengrenzen voor ¢ kunt vinden

(gebruik hiervoor U(S) + U (S) = 0 en 2W(8) = a_(8).

8.18. Een dunne, cirkelvormige plaat, straal R, dikte 2h, met een vaste, starre
kern, straal a, wordt langs zijn buitenrand belast door een constante
schuifspanning 7. De elasticiteitsmodulus van de plaat is verlopend

volgens
E(r) =E0(1 —s%) , (0 < g<<1) .

Poisson's ratio v is constant.
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i) Kies een kinematisch toelaatbaar stelsel dat in vorm gelijk is aan

de oplossing behorende bij uniforme E, dwz. ga uit van

u =u=20, 4 =v = + Br ,

ga na welke van de constanten A en B U kunt bepalen uit de eisen
voor kinematische toelaatbaarheid, bepaal de eventuele overblij-
vende constante(n) uit het principe minimum potentiéle energie en
bereken de bijbehorende potentiéle energie tot op 0(52).

ii) Kies een statisch toelaatbaar stelsel gelijk aan de exacte spén-
ningsverdeling bij uniforme E. Bereken de bijbehorende complemen-
taire energie tot op 0(52).

iii) Laat zien dat de bij i) en ii) berekende U(3) en-U"(8) slechts
0(52) verschillen. Bereken de bhij i)} en ii) behorende spannings-
verdelingen; ga na of deze ook slechts 0(52) verschillen.

iv) Noem de hoekverdraaiing van de buitenrand van de schijf: ¢ .

Definieer de effectiéve elasticiteitsmodulus ﬁ als:

{1t + v) (R2 - a2)

2
a

3>

. X
e
(Vergelijk dit met het exacte verband tussen E en 1/¢ voor uniforme E).
Bewijs dat E omgekeerd evenredig is met U(S) en leidt mbv. boven-
A 2
staande resultaten een uitdrukking af voor E, welke tot op Of{e’)

nauwkeurig is.

Figuur { figuur 2

Van een dunne plaat in de vorm van een open ring, dikte 2h, binnenstraal a,
buitenstraal b, staan de einddoorsneden een hoekje 20 uiteen (a << 1).
(figuur 1). Deze twee eindvlakken worden nu tegen elkaar gebracht en vast-

gelast (figuur 2), De randen r = a en r = b zijn spanningsvrij.
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i) Formuleer de bij dit probleem behorende randvoorwaarden.

ii} Kies een kinematisch toelaatbaar stelsel van de vorm

ur =u=24a, ue =v = cler + c2r .
Bepaal ¢, en ¢, zodanig dat het wveld inderdaad kinematisch toelaat-
baar is. Bereken dan U(S) = u(a), bepaal de beste A en bereken hier-

mee de optimale U(S). Noem (b - a) = t en veronderstel t << a.
Geef nu een benadering voor u(8) tot op 0(t/a).
iii) Kies een statisch toelaatbaar spanningsveld van de vorm:
t =C,r +C.r+C, ; ¢t =C r2 +C.r+C_; t =0
—rr i 2 37 =66 4 5 6 ' =re )
Laat zien dat uit de eisen voor statisch tcelaatbaarheid wvolgt dat
er van C, t/m C

1 6
en dat het bovenstaande veld dan overgaat in

nog slechts één onafhankelijke constante overblijft

_t':rr=C(r-a)(r-b) = Cpl{p - t) ,
599=C[3r2' 2{a + b)r + ab] = c[2ap - at + 3;:2 - 2pt] ,
t =0

met p=r-aent=b-a, (0=£p=<t).

Bereken de bij dit spanningsveld behorende potentiéle energie van
de voorgeschreven verplaatsingen (-Au(u)(§p. Ontwikkel deze term tot
op C{t/a ).

iv) Bereken W(t)(§) behorende bij het veld volgens iii) tot op 0{t/a)
nauwkeurig. (Gebruik hiervoor de formulering voor Eij in p en t en
schat eerst, voordat U de integraal uitrekent, de integrand af;
bedenk hierbij dat p en t klein van dezelfde orde zijn). Bepaal hier-
mee de benaderde U*(§) = U*(C), de beste waarde voor C en de optimale
™ (3.

v) Vergelijk de resultaten van ii) en v). Vergelijk ook de bij beide

stelsels te vinden spanningen.
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Een dunne plaat in de vorm van een open ring, dikte 2h, binnenstraal a,

buitenstraal b, wordt in de twee einddoorsneden belast door twee tegen-

gestelde, in het vlak van deze doorsnede gelegen krachten ter grootte

van P. De verdeling van P over deze doorsnede is vrij en de overige randen

van de plaat zijn onbelast.

i)

%N
H-
—

iii)

Beschouw de spanningsverdeling

t T{r - a){r - b} cos 6§ ,

rd
tBe = -r[4r2 - 3{a + b)r + 2ab]l sin 8 ,
trr = =1t(r - a)(r - b) sin 08 .

Bepaal 1 uit de conditie dat deze spanningsverdeling de krachten P
moet leveren.Toon daarha aan dat deze spanningsverdeling aan alle
eisen voor statisch toelaatbaarheid voldoet.

Bereken de bij het veld volgens i) behorende U*(§). Doet dit tot op
o(t/a) = 0{{(b - a)/a) na (voer weer inp =r ~aen t=>5- - a

en benader eerst de integrand). ‘

Noem de verplaatsing van het aangriippunt van P in de richting van

P : §. Voer in de stijfheidscodfficiént ¢ door ¢ = P/8. Bewijs dat

*
‘U (§) omgekeerd evenredig is met ¢. Bepaal met ii) een benadering

voor c. Vergelijk dit met het volgende resultaat, afkomstig van een
technische-mechanica-benadering voor slanke gekromde balken, dat

stelt

5 = 6ma

P.
Eht3
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ANTWOORDEN

Hoofdstuk 1

P P
1.1, a} 1) 0 <2z < 2t tzz 5 L < 2z g 20 tzz =5
1 2
P
i) 05z <t w=samy z<zszz=w-_—E”s +-—-—E"S (z = %)
11 171 272
E,E.5_.8
172712
Stijfheid: ¢ = .
{3151 + E252)£
(E,S, + E.S )Pzg 2
144) W= —t——22 ( = £
2E1E25152 2c
E,P
k) 1) gtaaf 1 : £ = '
2z (Elsl + E252)
EZP
staaf 2 : ¢t = .
Z2Z (Els1 + Ezsz)
Pz
ii) w= .
(Elsl + 3282)
E.S, + E_S
Stijfheid: ¢ = —— - 22,
2 2
P2 P 2
iii) W= (= =——=) .
2(EIS1 + EZSZ) 2¢
= - Mg | = Mg,z _ pg 2
1.2, LI pgls - 2) +F w(0,0,2) {pgf + S)E g Z
1.3, a) Cyx T tyy =-ap, ., = Py txy = tyz =tz T .
= = - - 2 = _ 1R
ey = eyy' v a(l v)]E - (2va 1)E '
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e
Xy vz Xz

u=[v-all - V)]%; y v=I[va-a{l - v)]%f , w = {2va - 1)%? .
b) g = o= Q) g = d) v =%
2\’ ’ 1 -y ¥ Vv -
{a, + @, }E,E.T
1.4. a) T e
z 1 5
a, (E, = E,) + E_(a, - a,)
%t 2 2% 2
w = (E1 T E) Tz , voor 0 <z < ¢
2
- aI(E1 - Ez)'FEz(al"az) . a2(E2 - El) + El(a2 - al) e ’
= - ’
(E1 + E2) (E1 + E2)
Voor £ £ 2 5 28 .
(e, = &,)E,E,T
) 175152
L) Staaf 1: tzz = T+ B0 '
1 2
(a, = a,)E.ET
i 27172
Staaf 2: tzz = B+ B .
1 2
. (0 By + ayFy) s
(E1 + Ez)
2
1.5. a) pfz = pw Z .
2, 2 2
b) tzz—’ipm(ﬂ.-z)-
pul 5,2 _ 2
G) w o= e (327 - 2z7)z .
|
| Hoofdstuk 2.
|
I P 2%
2-10 b) txx = tyy‘- txy -'" txz = tyz = 0 r tzz - 2(1 - R) H
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e = e = VP (1 2x) e
= == I ’
XX yY nERZ R ZZ
e = e = @ =0,
Xy ¥z Xz
g = - va2+ 193[22_‘_\)(}:2._1,2):| ,
TER TER
v = uP% + 2UP§§_ ,
TER TER
w = Pz _ _ 2Pxz
11'ER2 'I'TER3
2
c) x0=‘zR. d)w=99‘2
TER
2.2. b) txx = txy = tyy = txz = tyz =0 ,
- B 3y _ 3%
= = - £ 3y _ 3
exx"eyy_ 4a.bE“+b )
e = e = e =0,
Xy vz p¥
u= - 4vanxE - 3\)P§! + 312: [22 + vix
4ab"E 8a bE
4a bE 8ab E
v 41;;3 B 3§xz * 3p§z .
4a bE 4ab’E
3x 3y
O = 1 L]

¢} Neutrale lijn (xo,yo) uits - - %

P

TER

2%

(1 -=) ,

R
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B 3L 32
d) E(0,0,l) "'4 E (2al 2bl 1) L]
Neen {(mits a # b).
2
_ 7P%2
&) W"SabE'
2.3. a) Yo = 4@
4 _ 5 3 _8 3
e
 x
M .3 12 , ) _
B) €, 3. [5* cos @ + ¥ sin al , overige iy = 0.

¢) Noem B hoek tussen snijlijn en y-as:

tan3=§-2-tanc:.

5
a) u0x=3Mc<;saz2' uo =6M§.ina22-
16Ea”t Y sga’t
ML
e) QJ(Q):- 3 .
BEa t
M 3 2 6 . 2
£) W= (— cos” a + = sin” o) .
3 16 5
Ea t
2.4. a) Ccz<irt =--2 g,
zz 4
ER
1
L <235 28: t =—4Mx,
z2 4
'ﬂ'R2

overige tij =0.
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b) 0 <2 s L uo(z) = 2M4 z2 '
TER
1
pszs2mugle) = B 222, B, )2
4
7ER TER
1 2
2.5. a) e x = eyy =e = ala + bx) , exy e = eyz =0 .
a
b) ="5"
Hoofdstuk 3.
3.2, a) i) R= (1 +20)P
2. 3 W‘R) > .
| z , P
| e
[P -RE] T ,
B 3
ii} u(z)=--&%&-(£z-z), 0<sz <4,
a2+ G203, 2z < (14N
6EI 2
AP 22 2
=E%[(9+6A+21)2+3(1+21)z], (1408 <z s 28 .
- APZ -
iii) (tzz)max = T Xpax ! t.p.v. Z 1 .
3M
z ) (3L -R0)
AR 4
M.
(7 RO g2
— z —
i) u{z) = BETL (z L 022 < 4§
M (413-8122+5222-23), L < 25 28 .

T BEIL
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M
i1d) (tzz)max = -2—1- xmax ' tupeve 2 = £ .
3-3- a)
£
1 p0f Y
v 124 y
\ B I ,‘ q ,_jf_/oj/
\ et ' e
AN e
ui{z) = '2%%1_ (zf~ - 2272 + 24) .
&9’L_2 2
¢ zz)max = 81 xmax 4 tePeve 2 = E .
1 2
? A My = 75 P9l
Lo )
- '
(]
" ~ 47! ey,
2 , 2/)}
uf{z) = 2iEI (z4 - 2z7 + .9,222) .
pgt’
(tzz max = 191 xmax ’ t.p.v. 2=0, of 1.
= - 308
3.4. RP R = a: -
=z
] R
R
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3.5. a}) In AB normaalspanning ¢ velgens:

g JEIaT
r
se? (1 + 32)
288
_ aTl
(AE)AB = 3
{1+ 2)
284
31
(N.B. voor slanke balken: 1 + 5 = 1),
252
b) (z-as langs CA)
_ 3aET _
Loz T 2 5T o Eix
271 + 2)
2510
ul{z) = > aT 3T (323 - zzﬂ,)
227(1 + 2)
28L
3.6. Noem hoek tussen EO {2) en x-as: 8.
Dan
a2
tan B = = tan a .
b
_ P Pz - %)
3.7. b) c = - 21 ’ f(z) T
Y Y
vP
c) exx = ew = - EL (z RYIK
(1 + V)P 2 _ 2
®xz 2EI (a” = x7)

3.8. Zlie collegedictaat: § 2,7.

4 3
(Iy—Bab)
P
E-f(z—l)x,
e =0,
Yz
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2TR 4
£ Mla . d << R) ,
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(= 2ﬂGR3d ' d << R)
2M 2M
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1 4 ' B 4
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! 1'rGR1
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2 4!
ﬂGR2
2M 2Mx
Yz~ -—%’ tyz T3
TR TR
=0 o _ 2My
= ' = 4'
Xy XZ 768
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2
= 4abto
u(s) = - —
o= ,% =¢.
-4 E ZZ
2
vt (s) = 7,2
= E
3x° x, 2 2 —{(%-z)/
£(x) = o(= - 1) , glx,2) =--°—3(x - a®)e ‘TEIA
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- 4pgab J u{z)dz - Mgu(l) .
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- 1 223 22 Mg
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2
- _ pgl Mgl
u, (0,040 = ==+ Tgap
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tzz Ry pr e overige tij o .

- 1 4 2 2 3 22 M2q2£ 2,2
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2
- _ .pgl Mgt 2,2
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rtl
il

Mg .

E o= = P i, — x
xZ 2(1 + v) PIx . vz 2(1 + W) Y XX Xy vy




iv)

5.8. i)

ii)

iii)

iv)

)

- 49 -

* 1 Ja 22 3 2,2 , M°g“2

U(g)—2E [3pgab9. +ngﬂ.+4ab].
2
u(s) =%G J rRY(2)9' (2) %4z .
0
T(r.z)=§5—(-z—)— -r2,
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Hoofdstuk 6
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a) Yy +-% a’3 = 0, yW3 +3%x-a=0, y/3-3x-a=0.
~ 1 3 3 2 1 3 2 3 2
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6.6. i) X, = =R .

ii) u
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(=X
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D s 0,502 GRY.

iii} D =>0,272 .
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Hoofdstuk 7
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7.1. a) V-S-Tl H b) VOVQTI (H = pRl/(R2 - Rl))
ag R
trr=H(1-'—2), tee‘ﬂ(l'f'—z'r
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Limietwaarden:
R,.=-r
2 PR
t. = -pl! —1 . tog = T e>le Do
7 = =t
02& i) T G.R -
1
ii) buig: 2
Eg R1
brr = B "3, -
1 R
2
gxlinder:
EeR R2 EeR R2
£ sk (1 -2 ; ot = — (1 +—
rr 2 2 89 2 20 ¢
2R r 2R r
2 2
tre = trz = tez = tzz =0 (overal) .

2 1 3
7.3. i) (VST). Hint: ga uit van Airy-functie: U = -Eclx - 0% .

tex ” txy =0 tyy = TC T ek Sz © tyz =t = .
= = 2{ + ) e = - i%c +c, %) e = =a =0
Cxx T Szz TEVCL T M Yy E'1 270 ! Xy yz Xz :
v 2 v 2 S22
BEg X AR Tgg St T w Y
=-1 + Yy = 24 + c X)z
v=-gleg * Xy ¥ EEYG 2 .
if) (V.V.T.)} txx = txy =0 , tYY = -c1 - c2x ' txz =‘tyz =0 , tzz==-v(c1-+c2x)
{1 +v) {1 v2)
Y _______- . = =a. = =
exx ==z (c1-+ czx); eyy-— 5 (c1 +c2x), exy ezz exz eyz 0,
vi{l + v) 2 (1 - vz) 2
U= (egx Ry X ) 4 e oy
2
(1- v -
v = E (c1 + czx)y ' w 0.
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7.4, a) (VST)

i) t.x = "OET , overige tij =0,

i1} d&h = {1 + V)aTh .

b} (vvT)
S f o _oET_ .
H ot =t,= T - ! overige tij =0 .
1i) Ap = QEQL * 2v) o
(1 - V) ’
7.5, i) txy = -1 , overige tij =0 .
T
144 - - L -0 .
) exy > ! overige ey 0
v) 0, =T+ 0y = 0, 0y =T, onder 45° met x- en y-as.
; _ ablt
vi) W= -l
Hoofdstuk 8
g = t = =- i = .
8.1 txx g vy g overige tij 0
e =AM e = o ALtV e =e =e
xX E ! vy E ! zz xz  yz

Dikte onveranderd.

8.2. 1) Goude verdeling als: a(2) = a = constant.

t = gx overige t. ., = 0 .
vy ’ 9 i3

i) N =N =0 , Ny = X J a{z)dz .

i1ii) i)

ii) als a(z) = a .
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3 2
8.3. ,y) = ; - - - _ )
iii) U(x,y) By~ + Bx'y txx 6By, tyy 2By, txy 2fx
) _2(33-w8 _2(1 - 3v)8 2(1 + v}B
iv) exx —E Yo eYY = E Yr Xy = E X .
3 -
v) ulx,y) = EL—E—-\”—B-XY, vix,y) = E;B" Loy - 3\J)Y2 - (5 + v)x2] .
3P4 3P 2 2
8.4, 1) y=0:¢t =- X t = - (x° = a“)
Yy 4a3h ' Xy 8a3h '
3P 2 2
= 2 : =0 = - X - .
— Yy ' Xy 8a3h ( =)
i) Ulx,y) = —PE ly - ) (x° - 3a%)x .
4a
iid) ¢ = 0, t = = 3P (2 - y)x , t = - 3E (xz-az),
xx Yy 4a’n 4 8ah
iv) exx=—3v—§(£-y)x, e = - 3P3 (L - yvIx ,
4Ea”h Yy 4Ea’h
a =————3(1;V)P (xz-az) .
Xy 8Ea h
— X =
8.5. 1ii} y=%2: tyy-ccos(a) . txy 0.
X=%2a:t = =0 .
XX Xy
= 4+
iid) txx (x=2%a) #0 .
azo
f(iﬂ.)=-—-2—, £'(r) =0 .
T
iv) fly) = A cosh (Eg-) + B % sinh (Iax)
2 2
a“c (sinh 8 + B cosh B) _adg B sinh B

V) A= - ’ B =

1r2 (B + sinh B cosh B) _“2 (B + sinh B cosh B) '

2
a
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2a20

2
"

vi)  £(y) = - P8 + 1osnEY - B sinnE 3+ 0e™) .

= -2 Br(q - By, . By By, b
vil) tox 2e "[ (8 1) cosh({ 2) 7} sinh( 2)]0 cos(z;) '
t. = Ze-B£B sinh(gx) -&x cosh(-B-x) 1o sin(ﬂ)
Xy 1 [ 1 a’ !
t = 2e"B[(B + 1)cosh(£¥-) - & sinh(éz)]c cos(w—x)
vy 2 [ 2 a’ *
- * — a * _—
8.6. i) y=0:t, =7Xx; ty =0,
® (o *
y=a:tx=—5x,ty=0;
¥ i3 x*=$§Y’tY*=_°'
a
Au(p) = EEE { J [x{u(z,0) - u(x,a)} + av(x,a)]dx +
-a
a
- J {y{ufa,y) - u(-a,y)} + a{via,y) + v(—a,yl}]dy} .
0
s _ _ 1+ vig
ii} c1 = 2c2 ==
U@ =- 8(1 + \J)ha202
3E
22
- N * _ 8{1 + viha'o
lll) d1 - 2a ’ d2 - 6a r U (§) - 3E
8.7. i) x=0: u =ua =0. (58),
X ' u
X = a t = =O,t*=0,(S);
XX Xy = —
y = *b =0, t_ =Zx; ¢t =0,t" =2%x, (s)
xy Yy a X y a
ii} U(x,y) = ji-xa =2t =t =0 t =k
Y = Ea x| =xy "oy oa
e =225 e =2 g e = 0
—xX aE = ' =yy  aE ~ ' =xy
u = - = (vx® + 2)' u ==
Zx T T Zag ‘V* y i 4, =3 ¥ -

I
o

Niet exact: voldoet niet aan ux(O,y) =
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1id) 3= e €1 7 e
a 3{(11a” + 469 E
- 64h33b02
u(s) = ~ > > .
g({lla”™ + 4b")E
- x o
v xx 0 ! txx N (E- 1)6 !
x - X 1
t =5-0i t (— ~ =)o ,
= 2b 2b 18
vy YY
= . £ = X
£ 0 ' Xy &b g
Xy 1
Maximale verschil: Ec .
i) x=0; y=0: u=v=0,(S__u),
T * _ * _ T
x T *
y=a:t_ =-=-x,t =0 t =-x,t =0, {(s_})
Xy a ¥Y X a Y
L _ - =X = = - L
ii} Al = T, A2 A3- 5 ! A4 AS 5a
* ‘n'r2a2
U (S) = 0,944—— .
— E
y _le T . _ _o,3p3hTas
iii) c=3305 u(s) = -0,323~= .
iv) =1 -5, o= 2E e
1 “xx a'’ XX 11'a a '
- _ ¥y, A JUEN. S 2
EYY - T(l a)l tyy 11(3a a)T r
X Y. - 2 % v
t =st(-1+-+D); t ==+ IT.
- a a 11 'a a
Xy Xy
a2 ™= ll’l
i) U({x,y) = +;§-0 cos(-?)cos(a) .
* 4h02a2
u'(S) = o .
2 2
200 600 LI ho a
ii) Gy =5+ €y =- 55 U (S = 2.274--—-—--—-—-E .

1317E 1377a E
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i = = - Ix Y, . DR, » S
iii) tex Eyy 0 cos{)cos{-): Eey o sin( a)s:.n(—az-) .
2 2 ' 2 2
T = 4 _x _ .y T - 4 X
ey = 00175003 - =5 - 33, £ = 0,1750(3 ~ 3% - X-z—) ,
a a a a
t  =o0,701c X,
XY 2
a .
g.t10. a) ii) t = tee =0 , overige tij = 0.
_ {1 - v)o _ _ _ 2vo
iis) u, = S— r, ue-O, u, ==z,
_ 2vg ;
{dikte)na = (1 _E } (dlkte)voor .
2 2 2 2
oR a gR a
bB) i) t = ——— (] = =} , t = (1 + =3 , t
rr 22 2% 2 80 ~ T2 _ .2 2 o
ii) 2.
2 2 4 2
g.11. 1} u{r,8) =&, logr + C,r  + [A,r" +Br +—<+D lecos 26 .
1 1 2 2 r2 2
ii) A1=C2=D2=0.
g a a
C, = — , A, ===, B, = .
1 4 2 4 2 12R2
g g :c:2
iii) t:r:r =3 (1 + cos 28) , tre =3 (-1 + -R-E)sin 28
t =2{1 - {1 +2£—)cos 28}
08 2 2 !
R
g 2vr2
err=-é-E—[1-v+(1+v+ Rz)cos%],
g 2r2
eee=-2-ﬁ{1-v—(1—v+-;-§—)co529]:

2

_ 0+ Vg r_
ere———i-g-—[l+nzsin2e].

il
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20R v
iv} = (1 +§)..
8.12. a) i) pf_ = pw’r pf. = 0
- . ¥ [ 8 L]
_ B3 +vy 2 .2 2 _ 3+ v 22  (1+3v) 22
11} trr = 5 pw (R r) , 1:ee = puw R 5 pw r- .
_ . _ _ (3 + V) 2.2
iii) opr =201 trr(o) = tee(O) =S ew R .
2.2
_ 43 + v} 2, 2 2 _aRrR_ _ 2
b) 1} trr— = pw {R° + a > ) ,
r
(3 + V) 2, 2 2 azR:2 (1 + 3v} 2
tee=—'—'—8—-—'pw{R +a+r2-(3+v)r}-
i1y 2 .
Mz 1
8.13. 1) trr = tee =0 , t:]__e = - e :5 .
(1 + vIM 2
14) u =0, uy = —-——2—-2— E_ .y .
2whR“E ¥
2 2
+ -
144) i “)Z(Rz aly .
2tha R E
| i
iv) {(t. .} = R VOor r = a .
réimax’  oiha
Rg Rg
g8.14., i} trr = B(i - —5) ' tee = B{l + —2) '
r r
met
GTER2
1
B=- 2 2.
Lt - \J)R1 + {1+ v)R2]




g9.15.

Q)
L]

s
[+}]

8.17.

8.18.

ii)

i)

ii)

1id)

i)

ii)

iii)

i}

ii)

iii)

i)

2-

_60_

R + V(RS - RD)
2 2 1
> > cv.'I‘R2 .
[ - VIR, + (1 + V)R.]
1 2
-aET/ (1 = v) .
2 2
oET R QET R _
L TR I L ag T W+ te=0
r r
) 2 2
2n(l1 -v)o h. R
- 4
<ol v o ud =- (1 4% & + o(e?)
. 2n(l - v)02h0R2 4 2
U (s = (1 +—¢ + 0(e™)) .
= E 3
T =% =o0ll-43), £_ =t =all - (1-5el
rr 09 3Y° Zrr -69 R )
_ u
S :u=- m-é—/—g)ln(r/mcose .
u*
v = F('R—/';)'ln(r/R)Slne ’
= 3'n'hEu*2
US) = 5 h(r7a)
A8 = 2rhu* (A - B); A=s2A,B=--2X, (A= _EBu
a = ' 1 ! 16 7’ iIn{rR/a)" ~
*2
U*(S) - _ 2 ThEu
= 8 1n(R/a)
9ThE 3thE
8 In(R/a) ~ ° ~ 2 in(R/a) °
1 (1+\))1‘R2 2a 2
B="_2Ar A_--—--—-—-—E [1+(R+a)€+0(€)3r
a 0
-~ 2uh(t + w)t2 2 2. R® 2a 2
u(s) = - EO (R—a);a[l-l'mE-FO(E)].
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ii) v ($) = - ud) (volgens 1)) .
= - - - RZT 2a r 2
iii) 5 t = thg = 0, tg = :;?-[1 -(R4-a - E)e + 0™y 1,
2
B _ _RTT
S trr = oo 0 o - 2 ¢
r
iv) E=E (1 + 22 £ + 0(22))
0 (R + a) -
19, i) r=ga eén Y =Db : t = t =0 ,
rr rt
8 =0 : u8 = - Qr , tre =0 .
G=m1T: u = ar r E =0
a rd
_a - . - _a - a
i) QLT % o A mln{b/a) *
B hE 2(b - a)
ud) = ——— 2. __ {(b + a)ln(b/a) ~ 2(b -~ a)} =
m(1-v7)1ln(b/a)
2.3
- DEE T 4 oo(t/a)) .
6w{l - v a
iii) 2 () = anac|3? - ah) - Za+ by - ad) Frab % - 2Y) | =
u — ) 4 3 2
= - %—huat3(1 + 0{t/a))C .
33
iv) (g - 2mhat 2. . _ o8
- 3E 2
2Ta
3
* _ Eht 2
S = 6ma
- v oE = 1 B =
v) Lt = ——— —p ; t,=————°—¢*p; t =0,
rr (1 - v2) Ta 51 Qa - v2) Ta rd
_ G . _SE. ,
“rr = 2 p(p t) r tee Tra(p !'ft) , tre 0.

(alles tot op O(t/a)}.




i)

ii)

iii)

iv)

v)

vi)
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Tentamen 17-6-1978

*)

| . .
PP PP PPN Een elastische tapse staaf is bij x = 0O

[} verticaal opgehangen en wordt belast door
zijn eigen gewicht. De lengte in ombe-
Yz. laste toestand is %, de elasticiteits-
modulus E, de massa per volume-eenhsid p
en de versnelling van de zwaartekracht g.
! De tapsheid is zo gering, dat een lijn-

spanningstoestand verondersteld mag wor-

9 I den.Voor het oppervlak A(x) van een dwars—

doorsnede ter plaatse x geldt

A(x) = A(0Y(1 - 52

De sxiale verplaatsing is u(x). De rekken
zijn zo gering dat de lineaire elasticiteits-
theorie gebruikt mag worden.

Formuleer de potentiéle energie functionaal en definieer het kinematisch
toelaatbaar stelsel.

Leidt hiermee de in de axiale spanning € uitgedrukte lokale even-
wichtasrelatie af.

Hoe luidt de in u(x) uitgedrukte Euler-Lagrange-vergelijking en de
natuurlijke randvoorwaards.

Benader u(x) met de functie
u(x) = dx

an bepaal met de methode van Ritz de wasrde van b.

Geef een uitdrukking voor de bij daze benadering behorende spanning
€ox welke consistent is met het variatieprincipe.

Bepaal met de atelling van Castiglianc eem zo eenvoudig mogelijke

integraaluitdrukking voor de verplaatsing u(l).

*} Behoort biij variatieprincipes.
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Een dikwandige buis, binnenstraal
R, buitenstraal a, van een homo=
geen, isotroop, lineair thermo-

elastisch materiaal zit alzijdig

opgesloten in een onvervormbaar

gat. De buis wordt T°K in tempera-

LL //'fz/y/
A : : T % tuur verhoogd.
] . .
;1 : - 5 De buitenafmetingen van de buis
j : : 5 zijn zo groot (a >> R), dat O(R/a)~
? V]! ;f y ternen verwaarloosd mogen worden.
i i
:; :if ;, Dit houdt in dat op r = a een uni-
; R ,‘N ; ; forme normaalspanningstoestand
I L .
% 1 heerst welke onafhankelijk van
y s ST 7 het gat i
A ' et gat is.
VPOl

i} Heerst in de buis een:

vlakke vervormingstoestand,
vliakspanningstoestand, of een

gegeneraliseerde vlakspanningstoestand?

Geef de definitie van de door U gekozen toeatand.
ii) Bepaal de spanningen in de buisg.
iii) Hoe groot is de binnenstraal van de buis na de deformatie?

iv) Bepaal de spanningsconcentratiefactor; dit is de waarde van het quotient

[tea(r - R)]met_&at

-~ L ]
[tee(r R)Tzonder gat

voor R -+ 0.
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M N

X

Tx

Een cylinder, lengte %, met cirkelvormige doorsnede, straal R, van een
homogeen, isotroop, lineair elastisch—ideaal plastisch materiaal wordt in
de einddoorsneden belast door buigende momenten M. De cylindermantel is
onbaelast. De spanningen in de einddoorsneden zijn "goed verdeeld"

(we beschouwen alleen het gerelaxeerde probleem).
i) Druk het moment M uit in de spanningen in een loodrechte doorsnede.
Beschouw voor de vragen ii) t/m v) alleen elastische  deformaties (M < M').

ii) Bepaal de spanningsverdeling.

iii) Waar treedt de maximale spanning op?

iv) Schrijf voor dit probleem de vloceivoorwaarde van von Mises uit,
Waar treedt voor het eerst vloeien op?

v) Bepaal de waarde M* van M waarvoor vloeien begint.

Beschouw voor de viagen vi) t/m x) elasto-plastische deformaties (M* <M < M),

vi) Verdeel de doorsnede in een plastisch en een elastisch gebied. Waar
zal het plastisch gebied liggen?

vii) Bepaal de spanningen in het elastische en in het plastische gebied.

viii)Uit welke conditie kunt U de grens van het plastische gebied bepalen?
Schrijf deze voorwaarde uit (zonder de integralen uit te werkenl)

ix) Bepaal het bezwijkmoment M,

x) We ontlasten de balk. Verklaar waarom er na het ontlasten nog residu-
spanningen in de balk kunnen optreden en bepaal deze residu-spaunningen.

Schets het verloop van deze spanningen over de deorsnede.
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BASISVERGELIJKINGEN ELASTO- & PLASTOSTATICA

Verband deformaties en verplaatsingen:

+ . . .
85,1

e,. w j(u, .
i] i 1,3}
Evenwichtsvergelijkingen:
t,. . + . =0,

ij,j *ePE ™0

Constitutieve vergelijkingen (lineair (thermo)elastisch)
- v SR -

!
26 T=2v °ij

mat
E

G~ 2(1 + v) °

Compatibiliteitavergelijkingen:

3 exy 3 e x ) eyy
2 = + ’ (cyclisch) ,
XY ayf_ o
323 Je Je Je
XX o9 - Yz zX Xy .
3yoaz 3% ( T 3y M ) (cyclisch) .

Rotatie—symmetrische problemen: uitwerking in cylindercoordinaten:

!la—u II-E- n-a.‘!- - .9.9'. l‘:’.
err "3 * %0 " T ' Caz z ' Sz *(az * ar) '
atrr + a':I:z + trr B tBG - 0

ar 9z T ’
a':rz at:zz Crz
i az = - 0.
en (compatibilitceit)
o0 _ Srr ~ w0 _
ar r ’
a2e 32e 32e
2 xz rr zz
2roz 2 2 ¢
9z ar

Viceivoorwaarde van wvon Mises:

Z 4 (t

(¢ -t ) vy

" tyy ~ e ) (e~ )
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ANTWOORDEN TENTAMEN 17 - 6 -~ 1978

< 4pgt _4
1. iv) b o5 ! v) txx 5 pgl .
2
vi) u(g) = &4 (32? - axs + 42 dx (= ogt” & = log 2))
2E (22 - %) = T2E 2 o9 .
0
2 2
_-__C(-ﬂ_ _-'R—... = ——-E:-E—T—— -.R...... = -
2. 14 fex ST - U772 “o0 G-zm Y20t
trentrz=tBZ=O *
111) (1 - L IR, ) 2 .
3. i4) tzz=—-ﬂ}x. v) M*=-z-kR3/_.
TR
ix) M = -g- k23 .
%) t(res) = x/3 + 4aM X, RS xS -a,
zZ 4
TR
=-£—‘/-€ x+—ﬂx, -a S x < a,
a 4
TR
=-k/3?+—4b1x, asxsR,
™

met: x = * a : grens tussen elastische en plastische gebied.

aET

{1 -2v)

!
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Tentamen 28-10-1978,

1. %)

NOUONNNN

z 4

Een ingeklemde balk met constante buigstijfheid EI wordt belast door twee
even grote krachten P (zie figuur). Onder invliced van deze belasting ver-

vormt de balk in het vlak van de tekening.

i} Bereken de doorbuiging van het rechteruiteinde van de balk met de me-

thode Ritz bij een veronderstelde doorbuigingsvorm
X
w(x) = a{l - cos 42)

ii}) Bereken deze doorbuiging ock met de stelling van Castigliano.
iii) Geef in een grafiek het bij de aanpakken i) en ii)} behorende verlocp

van het buigend moment en interpreteer de verschillen.

—— . i 0 S T o T o i AR A T T s e Bk i

*) Behoort bij variatiesprincipes.
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Een dunne, cirkelvormige plaat met een gat, dikte h, buitenstraal R, binnen-
straal a, is aan de buitenrand ingeklemd. De binnenrand is vast verbonden
aan een starre schijf met straal a. be schijf wordt in het vlak van de plaat
verdraaid over een gegeven hoek a om zijn middelpunt. De plaat is van een
lineair elastisch materiaal en het probleem mag worden beschouwd als een ge-

generaliseerde vlakspanningstoestand.

i) Welke zijn de onbekenden bij dit probleem? Van welke coSrdinaat zullen
deze onbekenden alleen afhangen? Geef de benodigde vergelijkingen.
Formuleer de randvoorwaarden.

ii) Bepaal de verplaatsingen in het vlak van de plaat. Laat zien dat deze
verplaatsingen zuiver tangentieel zijn,

iii) Bepaal de spanningsverdeling in de plaat.

iv) Bereken het moment dat op de schijf moet worden uitgecefend om deze
over een hoek a te verdraaien.

v) Waar zal voor het eerst vloeien optreden? Bereken het moment, met de
bijbehorende verdraaiing a, bij het begin van vlceien, onder de vlcei-

voorwaarde van von Mises.
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Een lineair elastische cylinder, lengte 2, met rechthoekige docrsnede,

2a x 2b, wordt in de einddoorsneden belast door wringende momenten M. De
cylindermantel is onbelast. (We beschouwen alleen het gerelaxeerde probleem:
de spanningen in de einddoorsneden zijn dus "goed verdeeld").

Ga uit van de volgende veronderstelling voor het spanningsveld:

i} Bewiijs, m.b.v. de evenwichtsvergelijkingen, dat txz en tyz onafhankeli jk
van z zijn.

ii} Druk txz en tyz uit in een spanningsfunctie F(x,y), zodanig dat iden-
tiek aan de evenwichtsvergelijkingen is voldaan.

iii) Formuleer de randvoorwaarden op de mantel in txz en tyz en in F{x,vy).

iv} Stel:

F(x,y) = C(c1 + c2x2 + c3y2 + x2y2) .

en bepaal Cir G en ¢, uit de randvoorwaarden op de mantel (C is nog
willekeuriqg).
Bepaal de bijbehorende spanningen.

V) Geef het verband tussen C en M.

vi) Waarom vormt het hierboven gevonden stelsel niet de echte oplossing?

Bewijs Uw antwoord.
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BASISVERGELIJKINGEN

Verband deformaties en verplaatsingen:
& = l’(ui,j + uj'i) .
Evenwichtsvergelijkingen:
i3, + pfi =0 .

Constitutieve vergelijkingen (wet van Hocke) :

1 A E
36 B9 = %3 T To 2y Si9%kk’ POt G T Tievy

Compatibiliteitsvergelijkingen:

] exy 9 exx . eyy
2 = + , (cyclisch) ,
xdy 3Y2 3x2
2
] . x 3 aézz anx aexy
dydz = EE(- Az T 3y t ez {cyclisch) .

Gegeneraliseerde vlakspanningstoestand: uitwerking in poolcodrdinaten

Lo, Tm o o,
acre L1 atee . 2tre o =0
or r 36 x ] '
err “Etrr T V%e6’ %50 “E'te0 T Vi) ¢
®re T = ; - tre ¢
err=—2%' 868—§+%%\i' ®re —%‘%%+—g¥-§) !
(w =u,vs= ue) .

Vliceivoorwaarde van von Mises:

(6 -t )2+ (t -t 12+t -t )2 +6(t2 +t
XX Yy YY 2z xx zz xy z
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ANTWOORDEN, TENTAMEN 28 - 10 - 1978

i)

ii)

i1)

iii)

iv)

v)

iv)

v)

w(28) = A EL
T
3
7 PL
W(Zﬂ.) = -Z--ET .
aa2
u =0, u, = =
r g8 (R2 N
t - = aazE 33
re Q + v)(Rz _ 32) r2
ZnathzE
M= 5 3 o .
(1+w)@R" -~ a")
M* = 2ra’hk .

F(x,y) = Cla® - x) (% = y2) ,

t

XZ

128(4 - vT) Pg>

= -20y(a? - &) ,

(= 3,37

t
yZ

2
EI” °

= 20x(b% - y

2

) .
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Tentamen 20-1-1979.

(variatieprincipes),

Ywix) ]
y
—i— Zz P

Gageven de in de figuur getekende, bij x = 0 ingeklemde Dbalk met ver-

springende dikte. Onder invloed van de kracht P ter plaatse x = 24 ver-

vormt de balk in het vlak van tekening. De relevante buigstijfheden
zijn EI en 2EI (zie figuur).

i)
ii)

iiy)

iv)

Bereken de zakking w(2&) van punt A met de stelling van Castigliano.,
Geef ock de benaderde zakking van punt A met het principe van de

minimale potentiéle energie bij een aangenomen zakkingsfunctie:

2
w=a+ bx + cx ,

welke geldt voor het gehele gebied [0,28],

Teken in één figuur de werkelljke momentenliin en de bij de in ii)
verkregen benadering horende momentenlijn.

Beredeneer de betrekkelijk grote discrepantie tussen de bij i} en ii)

gevonden resultaten
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2. Beschouw een rechte, slanke balk (lengtecoordinaat z) met een normale
pelasting per lengte-eenheid: g(z) in x-richting. De buigstijfheid van

de balk is EI. De doorbuiging geven we aan met u(z)

i) Leid de globale evenwichtsvergelijkingen af.
ii) Geef de in de technische balkentheorie gebruikelijke constitutieve
vergelijking voor het bulgende moment.

1ii) Leidt uit i) en ii) de balkenvergelijking af.
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Een balk AB, lengte £, is in a (z = 0) ingeklemd en in B (z = g} vrij.
De belasting van de balk is:

gq{z) = gl -~ %0 ’ {qg : constant} .

iv) Bepaal de uitbuigingsliin van de balk.
v) Bereken de zakking van B,
vi) Bereken het maximale buigende moment in de balk en de plaats waarx

dit optreedt.

3(2)

I
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Beschouw dezelfde balk als hilervoor, maar nu ondersteund in B.

il

vil) Bepaal de reactiekracht in B.
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Een dikwandige buis, waarvan in de einddoorsneden de axiale verplaatsingen

ziin verhinderd, wordt belast door een constante inwendige druk p. De

bulg is opgebouwd uit twee cylinders met verschillende elasticiteits-

moduli:

< < :
R1 r R2

R2 <r s R3 H

E

E

Ey

De dwarscontractiecoéfficiént v is overal gelijk.

Ga er van uilt dat de spanningsverdeling in een homogene buis met

binnenstraal a en buitenstraal b en met een inwendige druk p, en een

uitwendige druk p bekend is, en wel gegeven-doorz

2 2 2.2
a’p, ~b'p, abip, - Py} 1
ter T T 27 7 2. 2
(b - a’) (b” - a r
2 2 2 2
. ‘api-bpu :';\b(;,:»‘l_‘-pi).i
T2 h 2 '
b8 (b - a2) (b2 - a2) r
2v(a2pi - bzpu)
t = ' t =t __ =t, =0
zz (b2 _ az) rz ro 6z
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Bepaal hiermee een spanningsverdeling voor de hier boven beschreven
gelagerde buils, waarin nog €én onbekende parameter voorkomt. Wat
stelt deze parameter voor? Geef aan (zonder dit al in detail uit

te werken} hoe U deze parameter kunt bepalen.

Bepaal voor het geval dat het materiaal van de buis incompressihel

is (v = k) en dat Rl' R2 en R3 zijn gegeven door

R =R, R,=2R, R = RV7 ,

de spanningsverdeling in de buis.
Formuieer de vlioeivoorwaarde van von Mises voor dit prchleem (met

de numerieke waarden volgens ii)). Voor welke waarden van de ver-

houding
e 1= E2/E1
treadt het begin van vloeien niet op aan de binnenrand r = R1 = R?

Waar begint het vloeien dan?
*
Bepaal de waarde van p (p ) waarvoor de buis begint te vloeien.

{Bedenk dat deze waarde afhankeliijk is van e).
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BASISVERGELIJKINGEN

Vliakke vervormingstoestand, rotatie-symmetrisch:

e 2
86 r '

_ {1+ )
eee_..._..E_[(]_ v)tBB
1662 +t° +¢f ) = 6k2

X yz

dtrr . trr B tee =0 o - du
ar r ! rr dr '’
4+ v
rr E Lo It \’teti):I r
tzz = v(trr + tae) .
Vloeivoorwaarde van von Mises:
2 2 2
- (txx tyY) * (tyy tZZ) + (txx tZZ)

vt
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ANTWOORDEN, TENTAMEN 20-1-1979,
3 3
_ 3P _ 4Pk
1. 1) w(2A£) = 2T i1} wi28) = 3BT
324 z, 2 z. 3 z 4 2 5
2, iv) u(z) = oo (107 - 10607 + 57 - AR
et 1 2 {
v} 30ET vi) E'ql . vii) 10 = [ A
3, iiy = < 2R:
P _ _ 28R _
trr Tle < 7) (7 3e - (e = E2/E1) R
- —B - 28R”
tee 3(e + 7) (7 e + )
r
. A7 - 3e) = .
tz 3{e + 7) ' rd =t T 0
2R < r = Rf?
£ = dep (1 ~ 7R2)
rr 3(e + 7) 27!
r
2
e 4ep TRE,
Y90 “Ie + L Y3 .
r
de
tuq'ﬂe+7)' tre = tm"o'
iii) iv) Vlioceien op:
E
_ . 2 _3le+ 7N
r-Rl—R, als E1<4, voor = 58
E
2 3(e + 7)
r = RZ = 2R, als Er-> 4 , voor p e
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Tentamen 30-3-1979.

(variatieprincipes).
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Gegeven de in de figuur getekende, bij x = 0 ingeklemde homogene, cylindri-
sche trekstaaf. De elasticiteitsmodulus is E en de oppervlakte van de dwars-
deoorsnede A. Op de staaf werkt een verdeelde helasting met de grootte per
lengtecenheid 2q voor x € (0,%) en q voor x ¢ {(%,27) {(zie figuur). De axiale

kracht in de staaf geven we aan met N = N(x}.

i} Bereken de axiale verplaatsing u{2%) van het punt B met de stelling van
Castigliano.
ii) Geef ook de benaderde verplaatsing van het punt B met het principe van

de minimale potentié&le energie en een aangenomen verplaatsing:
u=a+ bx ,

welke geldt voor het gehele gebied [0,22].
iii) Teken in een grafiek met de assen N/gl en x/i:

- het werkelijke verloop N/qf.

- de bij ii) horende benadering voor N/gf.

iv} Beredeneer de discrepantie tussen beide resultaten.
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2. Een rechte, slanke staaf, lengte 2f, met )

v
constante doorsnede, oppervlak S, en met l
elasticiteitsmodulus E en dwarscontractie- [

codfficiént v, is verticaal opgehangen in

zijn bovenste punt. De massaverdeling in

de staaf is niet homogeen, maar verdeeld 7
volgens: l 9

N /

©
1

= pys VOOT 0 £z <

p = pz, voor L < z < 28 . 1

{z is de axiale codrdinaat, zie figuur).
De staaf deformeert onder invlced van zijn eigen gewicht; de versnelling van

de zwaartekracht is g. We beschouwen alleen het gerelaxeerde probleem.

i) Welke spanningen, deformaties en verplaatsingen neemt U ongelijk aan
nul? Geef de bijbehorende vergelijkingen. Formuleer de (gerelaxeerde)
randvoorwaarden en aansluitcondities.

ii) Bepaal de spanningsverdeling.

iii) Bepaal de deformaties van de staaf. Zijn deze deformaties compatibel?
Blijven loodrechte doorsneden bij deze deformatie vlak?

iv) Bepaal de axiale verplaatsingen van de zwaartepunten van de deoorsneden
als functie van z(w(z)).

v) Bepaal de totale verlenging van de staaf.

vi) Bespreek het verschil tussen de gerelaxeerde oplossing en de exacte op-
lossing. Aan welke exacte vergelijkingen, randvoorwaarden en aansluit-
condities zal de gerelaxeerde oplossing niet voldoen? In hoeverre wer-
ken de afwijkingen in de gerelaxeerde oplossing door en op grond waar-

van? Waaraan moeten de afmetingen van de staaf dan voldoen?
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Een holle cylinder met rechthoekige doorsnede, buitenafmetingen 2a % 2b, wand-

dikte h, lengte %, wordt in een hoekpunt van zijn einddoorsnede belast door

een

i)

ii)
iii)

iv)

v)

vi)

normaalkracht P {zie figuur). De begindoorsnede is ingeklemd.*)

Formuleer het gerelaxeerde probleem. (Beantwoord alle volgende vragen
voor dit gerelaxeerde probleem.)

Bepaal de spanningsverdeling.

Bereken de deformaties.

Geef een vergelijking, waaruit de meetkundige plaats van de neutrale
1ijn is te bepalen. Gaat de neutrale 1lijn door het zwaartepunt van de
doorsnede? Teken, voor a = 2b, in een doorsnede de meetkundige plaats
van de snijpunten van de neutrale lijn met deze doorsnede.

Bepaal de hoek tussen de component in de doorsnede van de verplaatsing
van het zwaartepunt van de einddoorsnede en de werklijn van het buigend
moment in deze doorsnede. Wanneer is deze hoek gelijk aan n/2?

Op welke plaats(en) is de spanning maximaal en hoe groot is hij daar?
Bepaal met de vloeivoorwaarde van von Mises de waarde P* van P waarvoor

de cylinder begint te vloeien.

*)

Het doorsnede~oppervlak S en de traagheidsmomenten I_ en I ziyn gegeven
door (h << a(b)): X Y

4

- 2
S=~4(a+bih; I _~%hb (3a+b); zy=13‘-na2(a+3b).
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Basisvergelijkingen

Varband deformaties en verplaatsingen:

e,. = &(u, ., +u. ) .
i} i,] 1.1

Evenwichtsvergelijkingen:

. .t pE, =0 .
tlJaJ Py

Constitutieve vergelijkingen (wet van Hooke):

_ (1 + v)[t

Y
4 E i3 T T+ Sigtd -

Compatibiliteitsvergelijkingen:

2%e 3%e } a%e
5 axaxy - ; + gy ., leyclisch)
¥ dy 9x
2
3 @ % 3 a?yz aezx Bexy
Byez  ax\ ax T 3y ¢ wm ) 0 (SYeHseW

Vloeivoorwaarde van von Mises:

(t -t )2 + (t -t )2 + (t -
XX vy vy zz XX

2

£t )T+ 6(t2
zz Xy

+

t
YZ

2

+

t

2
XZ
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ANTWOORDEN, TENTAMEN 30-3-1979,°

2 2
5g4 592
i) T ii) T
ii) 0 £ z € 2: tzz = -plg(z - L) +p
L €z < 20 1 Fzz = -ng(z - 22) .
iii) (e = l-t }
zz E zz'

|

iv) 0 s 2 € 2: wiz)

9 5 (py + p,)gl

zgl H

-

2E E
P,9 2p 98 py, = B )922
2 2 2 1 2
£ €z s 28: w(z}) = - T z + = z + oF
2
(pl + 302)91
v) w({22) = o5 .
~ P 3(a +b),y, _ 3la+b)x
)t i T oE l*HRaror®  (ar oyl
ii =L —e =->¢t
1) e, 5% S22 ¢ Cxx - Syy E zz '
2k
L _ala + 3b)
20—~ L tan 8 = v 732 + b)
I N R
A
B=a, als a =
rs
y 4 M
Y | -
x

* _ {a + b)(3a + b) (a + 3b) 4khv3

vi) P 5
{15a” + 34ab + 15b")

r

b
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Tentamen 8-6--1979. (Elastostatica-deel}
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Twee identieke, slanke staven AB en BC met cirkelvormige doorsnede, lengte
L, straal R, zijn in B aan elkaar gelast. De staaf AB is in A ingeklemd. De
assen van de staven liggen niet exact in elkaars verlengde, maar maken een
kleine hoek o (a << 1) met elkaar {(zie figuur). Het stelsel wordt in C be-

last Aoor een kracht P in de richting AB.

i) Bepaal de spanningen in AB, uitgedrukt in P, a, R, L en x. £2]
ii) Bepaal de maximale waarde van deze spanning:omax. f2]
iii) Bereken het quotiént q = (Umax)a#o/(cmax)a=0' 1 ] (2]
iv) Geef de numerieke waarde wvan g voor het geval dat a = ga-rad(~ 1) en

(R/L) = 1= . [2]

Voor de opgaven 1 en 2 was * 1.5 uur beschikbaar.
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Een thermoelastische staaf met cirkelvormige doorsnede, lengte 2L, straal

b, is ingeklemd tussen twee identieke cirkelvormige platen, straal R, dikte
2h {h << R). De staafas gaat door de middelpunten van de platen. De platen
zijn aan de buitenrand (r = R) ingeklemd en bevatten een cirkelvormige, con-
centrische starre kern met straal a (a > b}, waarbij a = R/Ve (e = 2,718;
loge = 1),

Vanuit de spanningsloze, ongedeformeerde toestand wordt de staaf T °c in
temperatuur verhoogd; de temperatuur van de plaat verandert niet. De lineai-
re uitzettingscoéfficiént van de staaf is a. De elasticiteitscoéfficiénten

{E,v) van staaf en plaat zijn gelijk.

i) Beschriijf kort in woorden wat er met de constructie zal gebeuren t.g.v.
de temperatuursverhoging van de staaf. _ [1]
ii) Welke zijn de onbekenden voor de staaf en welke vergelijkingen heeft U
hiervoor? [1]
iii) Idem voor de platen. [1]
iv) Welke aansluitcondities heeft U nog nodig om het probleem veolledig te
kunnen oplossen {tussen de staaf en de starre kernen van de platen is
geen wrijving). f11
v) Geef de algemene oplossing van de plaatvergelijking voor een rotatie-
symmetrische uitbuiging w(r) van een cirkelvormige plaat (hint: druk w
uit in (r/R}}). . [2]
vi) Formuleer de randvoorwaarden voor w(r}. . (1]

vii) Noem de totale verlenging van de staaf 2AL (bedenk dat AL nog onbekend

is). Druk de spanningen in de staaf uit in AL. [23
viii)Bepaal de expliciete uitdrukking veor w(r) als functie van AL. 2]
ix) Bepaal de dwarskracht in de plaat als functie van AL, [2]

x) Geef de expliciete uitdrukking voor de nog benodigde aansluitconditie
en bepaal hiermee AL als functie van T. [4]
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BASISVERGELIJKINGEN (Elastosta tica)

e,. = X(u, . +u, ), t,, . =0,
1] i.] 1.1 13,1
e = M{t - _.....l’...—— 8 ] + oT§ .
i3 E i3 T T+ S13%kk ij ‘
cirkelvormige plaat met rotatie-symmetrische uitbuiging w(r):
plaatvergelijking:
2
Mwi(r) = 0, (A =§—-—+li-) .
2 r dr
dr
buigend moment:
2
M = ...D(M + 2 aw
rr 2 r dr
dr
dwarskracht:
s
g =D drmw)
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ANTWOORDEN, TENTAMEN 8-6-1979,

i)

ii)

iii)

iv)

vii)

viii)

met

ix)

X)

t = P2 +ﬂ%x .
zz TR TR -
max = _23(1 + £§£) '
mna TR
4oL
g=1+ R "
q = 2 .
EAL
tzz =T aET .
= {1+21 X - (5)2 + 2(1 - L & 2109 (5 Year
W(r) - & °g R R e R g R f
2
e = £
(e2 -3e +1)
o =-8—Dz(1 - Lyear .
r +R e
E,._ aT
L 16DL 1
{1+ = (1 - e)s}

Eb R
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Tentamen 6-10~1979. (Elastostatica-deel)

N
b
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Een ingeklemde, dunwandige cirkelvormige pijp (lengte R, straal a, wanddik-
te t;% 2 a, t € a) wordt in zijn vrije uiteinde belast dobr een dwarskracht -’
P, aangrijpend in het middelpunt van de dcorsnede. Voor het gerelaxeerde pro-

bleem wordt de volgende spanningsverdeling gegeven (voor x,y,2z en e:.zie figuur,

t = t =t =0,
XX Xy Yy
_ P ., 2 P 2
“xz T mag oM 8T Yy o
ma t

Yy Tat Sin cos 3 Xy .

Ta t
t = - EL&:jﬂ-cos 8 = — BL&—:—z—)x .
zz

Ta t ma t

Ga na in hoeverre deze verdeling aan de volgende condities voldoet: (be-

argumenteer Uw antwoorden en geef de bijbehorende berekeningen) :

i) De spanningen zijn in globaal evenwicht met de krachten en momenten

in een doorsnede ter plaatse z(0 < z < %). £3]
ii) De spanningen voldoen aan de locale evenwichtsvergelijkingen. [3]
iii) De spanningen vcldoen aan de randvoorwaarden op de mantel, [3]

iv) De bij deze spanningen behorende deformaties zijn compatibel, [31
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Een dunne cirkelvormige plaat, straal b, dikte h, met een gat, straal a, is
aan de binnenrand vastgelast aan een staaf met een cirkelvormige doorsnede,
lengte Ll' straal a, en aan de buitenrand aan een cirkelvormige buis, lengte
Lz, binnenstraal b, buitenstraal ¢. De buis en de staaf liggen in elkaars
verlengde. De buis is ingeklemd en de staaf wordt in zijn vrije uiteinde be-
last door een wringend moment M. Voor de nu volgende vragen mag, voor wat

de staaf en de buis betreft, worden volstaan met de gerelaxeerde oplossing.

i) Bepaal de spanningsverdeling en de hoekverdraaiing per lengte-eenheid

van de staaf. [3]

ii) Repaal de spanningsverdeling, de hoekverdraaiing per lengte-eenheid en
de hoekverdraaiing van de einddoorsnede (z = L,) van de buis. [3]
iii) Bepaal de spanningsverdeling en de verplaatsingen van de plaat. (5]

iv) Bepaal de hoekverdraaiing van de einddoorsnede van de staaf

(z = L, + L2) . [2]
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BASISVERGELIJKINGEN (Elastostatica)

Locale evenwichtsvergelijkingen {geen wvolumekracht)

. . =0.
i3,3

Idem, in cylindercodrdinaten

Btrr 1 atre atrz
ar ' r 36 * 3z T Prr T Teg) T O«
ro , 1 %% 2% +2¢ =0,
or r 28 dz
atrz 1 Btez atzz
ar + r 98 * 3z T _'trz =0.
Wet van Hooke
_{l +v) v E
%15 = T Lty T+ %5 %! ¢ T
Compatibiliteitsvergelijkingen .
azexy Bzexx azeyy
2 %3y 5+ S (cyclisch)
dy ax
2
a exx 3 agyz aezx aexy
= — - + i
3y oz 3% 7 Tox 5y 3z ) + (cyclisch)
Gegeneraliseerde vlakspanningstoestand ; in poolecedrdinaten
Evenwichtsvergelijkingen:
zie (I) met: trz = tBz = tzz =0 .
e, =i(t - vt =L ¢ t)
rr E ' rr 80’ * ®s0 T E 'Tge T V&' ¢
{1 +v)
®rg E rg *
au w1 av 1 .1 3u v
a = = — — = - — —
rr ~3r ' %9 "rtTae’ °re 7 T 36 Tz

=G )

(1)



ANTWOORDEN, Tentamen 6-10-1979.

i}, ii) en iii) wel; iv) niet.

i)

ii)

iii)

iv)

- 01 -

t =_2_lﬂl, t ="'2'b£r (Of:
xZz 4 vz 4
Ta Ta
2M
+ =——~—-—L—, t =
Xz w(c4 _ b4) vz e
2M
a = ) 4 r qJ(Z =L2)
mG{c - b}
t ., = ! (overige t,, =
— , o=
ré 21rhr2 ]
2
v=-—2 (r - 29 4 oL,
4nGhb
2
M,
(L, + L) = 9(L,) + —— 2(]3-2—
4mGhbh~ a

t, =—)

6z

mGa
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Tentamen 19-1-1980, (Elastostatica-deel)

1. Een cylinder, lengte L, met een enkelvoudig samenhangende maar verder
willekeurige doorsnede wordt in zijn einddoorsneden belast door een wringend
moment Mw. De torsiehoek per lengte-eenh;id noenen we Q.

Neem de z-as axiaal en door de zwaartepunten van de dcorsneden en de x- en y-

as langs hoofdtraagheidsassen van de doorsnede,
i) Neem voor de spanningsverdeling aan dat

t =t = t = t =0.
xx YY zz Xy

Toon aan dat op grond van de evenwichtsvergelijkingen de overblijvende

spanningen txz en th ziin uit te drukken in &én spanningsfunctie
F({x,y) en geef deze ultdrukkingen. {Neem hierbij F dimensieloos door

hem te normeren op G.) ‘ [21

{i) Bepaal uit de randvoorwaarde: de mantel is spanningsvrii, de waarde

van Fi{x,y) op de rand R van de docranede. {21
iii) veronderstel dat de verplaatsingen zijn te schrijven als

u =u=-qyz, 4 =T Vveaxz, u =w = adi{x,y).
% Y:Y r Yy (JY

Bewljs dat dan de volgende relaties tussen ¢ en F moeten bestaan

ad 1 3F 2% 1 9F
L. 13F EL O 2
= Yt 3y ' 3y X< ax (2]

iv) Bewijs verder, er van uitgaande dat er een tweemaal continu diffe-
rentieerbare F(x,y) bestaat, dat het voor het bestaan van & (x,y)

noodzakelliijk is dat

2 2
pe=232,3%,.,. r23
2 2
ax 3y

v) Leid op analoge wijze, uitgaande van het bestaan van d(x,y) ¢ Cz,

een differentiaalvergelijking voor F(x,y) af. [2]
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Een dunne plaat, dikte h, heeft de vorm van een halve cirkelvormige ring met

binnenstraal a en buitenstraal b, De plaat wordt aan de binnenrand {(r = a)

belast door een uniforme druk p, terwijl de buitenrand (r = b) spanningsvri]

is. In de einddoorsneden © = 0 en © = 7 werkt een normaalspanning, verdeeld

volgens een nog onbekende functie f(r), maar wel zodanig dat de plaat in

evenwicht is. lLangs de totale rand van de plaat zijn de schuilfspanningen nul.

1) Als verder gegeven is dat de normaalspanningsverdeling f(r) zodanig is

dat de oplossing in de plaat volliedig onafhankelijk is van 0, bereken

dan de spanningen in de plaat en bepaal deze f(r). (6]

11) Bereken de resulterende krachten en momenten in de einddcorsneden

(0 =0 en 0= 1) afkomstig van f(r). Controleer of inderdaad aan het

globale evenwicht voldaan is.

[s]

iii) Bepaal de verplaatsingen in het vlak van de plaat. Blijven de loodrechte

doorsneden (d.w.z. de doorsneden O = constant) na de deformatie vlak?

Zijn de einddoorsneden © = 0 en @ = 7 na de deformatie nog evenwijdig

aan de x-as? Bereken de toename van de binnenstraal van de plaat.

Schets, in één figuur, de gedeformeerde en de ongedeformeerde plaat. [4]
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BASISVERGELIJKINGEN (Elastostatica).

Locale evenwichtsvergeliikingen {geen volumekracht)

Wet van Hooke

v

3 + —-_1-2\.1 Gijekk) I (G

) .

E
t 4 = 26Gley = 2(1+v)

3

Verband deformaties en verplaatsingen

rr 1 rd i

5t Tz 56 T e rr " Beed =0
at_g L1 3tgg T

ar r a8 r rd !

1 1
“E(trr'\’t Y . e = =(t - vt ),

rr Be 60 E' 88 rr
(14+v) &

ré E re’

rr odr ' 66 r r 368 '

ar

1.1 3u v
=3z % *air

@
K
Rid

{u= v, Ve ue) .



- 95 -

ANTWOORDEN, Tentamen 19-1-1980.

\ _ _8F _ ar
i) Yz = dy ' tyz =G v
ii) F =0 langs R .
2 2
v) AF = E—% + E—% = - 2q .
Ix Ix
a2 b2 a22
1 rr R I R B R
(b™ - a™} r {(b” - a”)
a2 b2
£(r) = —F— (1 +2y .
2 2
(™ ~ a’) r
b
ii) N =aph , M= - % abph {1 - __EEEE_E_ In(=1} .
a
(b™ - a)
azp b2
iii) u = 5 2{(1-\J)r+(1+v)?}.v=0

-
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Proeftentamen El'astostatica 26-4--1980.

be

Zz o b
e

Een ingeklemde cylindrische staaf, lengte &, met rechthoekige doorsnede, 2a x 2b,

wordt in zijn vrije einddoorsnede (z = 2; zie figuur ) belast door normaalspan-

ningen welke ziijn verdeeld volgens

3 X, 2
Coz =291 -3 -
i} Bepaal de snedegrootheden in een doorsnede ter plaatse =z, C
ii) Fermuleer het gerelaxeerde probleem en geef hiervan de oplossing. L
iii) Bepaal de neutrale 1lijn. [

iv) Bereken het maximale verschil op z = & tussen de spanning tzz behorende
bij de exacte oplossing en de gerelaxeerde waarde. Wat wvalt er te zeggen

van het verschil tussen de exacte en de gerelaxeerde oplossing 7 L
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" L Py Een cylindrische staaf met (ongedefor-
? - o meerde } lengte % en een vierkante
5 , doorsnede, Za x Za, staat verticaal en
; is ingeklemd tussen twee vaste horizon-
; ] tale vlakken, die op een afstand L van
P/ ' elkaar staan. De inklemming is zodanig,
; i dat in de doorsneden z = 0 en z = ¢
| I F“‘*/’ga/V dc..e ax%ale verplafmtsirllg.;en (d.::.. in z-
t richting) wvolledig zijn wverhinderd,
* /24777%/ 7 maar de verplaatsingen in het vlak wvan
_4_451__,1 de doorsnede vrij zijn (de einddoor-

sneden zijn dus schuifspanningsvrij). De staaf wordt belast decor zijn eigen

gewicht (volumekracht : f = pggz).

i)

ii)

iii)

iv)

V)

vi)

vii)

Kies een kinematisch toelaatbaar verplaatsingsveld van de volgende vorm

- - - a
= - ' » = - ' - = V=
u, wi' (z)x u, w'(2)y : u, = w(z), ( 35 -
Aan welke eisen moet w(z) dan nog voldoen ? (1]
Bepaal de potentiéle energie functionaal U(S), uitgedrukt in w(z). (2]

Neem voor w(z) een tweedegraads polynoom in z. Bepaal de hierbij behoren-
de beste waarde voor U(S) . - [1]

Neem een statisch toelaatbaar spanningsveld volgens

t =glz) , t_ = =t = = 0.

= t =t
-zz -xx =Xy Xz  -yy -YZ
Geef een expiiciete uitdrukking voor g(z), waarin echter nog wel één of

meer nader te bepalen constanteén mogen wvoorkomen. (2]

Bepaal hiermee de complementaire energie functionaal U*(g) en berekoen

de gunstigste waarde hiervan. [ 2]
Vergelijk de waarden van U{S) en U*(g) volgens iil) en v) met elkaar.

Welke conclusie kunt U hieruit trekken omtrent de exactheid van S en §_? [1]
Bereken de spanningen behorende bij S en S en vergelijk deze met elkaar.
Indien deze spanningen verschillen, van welke orde van grootte is dit

verschil dan? 1]
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Ya

Y

Y|
¥.= - >

Een dunne,rechthoekige plaat, a x b, dikte 2h, wordt langs zijn randen belast

dcor spanningen, welke in dikte-richting( d.i.z-richting) constant zijn. De
verdeling van deze spanningen is (B,c1 en c, zijn constanten; voor X en y zie
figuur) :
o =0 : t__ = = -
P X <x o, txy 2By
=0 : t =0 t = ¢, %
Y Xy ' vy TS
=a =c = -
X txx 5 v txy 28y .
y=b : t = -2R8b t = 6B8x
Xy "o Tyy

De plaat is globaal in evenwicht. Voor de oplossing mag worden volstaan met
die behorende bij een gegeneraliseerde vlakspanningstoestand.

i) Teken de spanningen in de figuur en bepaal ¢, en ¢, als functie van 8

uit de eis, dat de plaat glckbaal in evenwichl moetzzijn.

ii) Bepaal de bij dit probleem behorende Airy-functie en bereken hiermee
de spanningen in de plaat.

iii) Bereken de deformaties in het vlak van de plaat.

iv) Bepaal de verplaatsingen in het vlak van de plaat. Schets de gedefor-
meerde plaat. Hierbij mag worden aangenomen, dat het punt O: (%,y) =
(0,0} op zijn plaats blijft en dat het punt A : (x,y) = (a,0) alleen

; ; . 1
in x-richting kan verplaatsen. Verder mag v = E-worden genomen.

[2]

£31
[2]

31



BASISVERGELIJKINGEN

Locale evenwichtsvergelijkingen

t.. . +pf =0
1,] L
Wet van Hocke
_ E \Y _ {1+ W _ \
by T Gy T % %k Py T ' T T
Verband deformaties en verplaatsingen
1
e.. ==(u _ +u, ) .
3 2" 1,3 3.1
Potentiéle energie
g=w® - JOf.u_dV- f t,u,.ds ,
1 11
v S
p
met
(e) E v
= —— .t e av
v 2(1+ V) J o8y ¥ T 25 °kx T
v
Complementaire energie
*
U = W(t) - J t., u, ds ,
1 1
S
u
met
(t) 1
= — v - .
W 5B J{(1 + )tij tij vtkktu}dv
v 3
Gegeneraliseerde vlakspanningstoestand (txz=tyz=tzz= e 1#)]
ot at th ot
Mo oo, s+ -0, £=0 ,
9x 3y 9x Ay = =
1 {1 + v)
e == - = = (t - vt e = —
- E (txx \)tyy) . eyy E { vy v xx) ' Xy E Xy
-, S e =l wau vy,

= = + —
®xx 9x eyy ay Xy 2 9oy 3x x

v 6ﬁ tkk

)



biry-functie :

XX

met

AAU

w
"
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2

_3°u
S 2 txy

A4 X
R

2, 2
Ix sy ay4
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ANTWOORDEN, Tentamen 26-4-1980,

1. 1)

ii)

iii)

iv)

ii)

iii)

iv)

V)

vii)

2

N = 40ab M = 2 = = = =
ab, v ga'b, Qx Qy Mx Mz o .
£ =gl - 3%), overige t,. = 0
2z 5a) + Overige i = .
2 2
_ o, _ 3 3y
v = E (= x+ 4a 4a) !
- - Yo, _ 3xy
V= E 34 2a o
_ 0, _ 3x=z
w-E( ——-—a).
2a
N.L..x-—T.
max | t(exact) t(relax) I =8
ZZ ZZ 2
w(0) =w(l) = 0 .
2 2 2\)2a2 2 2 *
2 L] P SR | | -
U(S) 2a’E J [w'(z)})" + 301 F ) w"(z) 1dz 4a J pgw(z)dz .
0 0
2 2a223
u(d) = - —£4 )
; 4v2 a2
6'E{1'|"."‘_—'—(1+v)z-§'
= - =7
t, pgz + ¢, (c=7) .
* 02g23223
R
t =t =% = = —Pgav T mn P
Bax T Py T tyy O %y i rw X YN TtTa e Yo
- L 1
t  =apgls-2) , (a= =1+ 0(a/L))
ZZ 2 2
1+ 4v a
(1 +v) 2
= (ﬁ-— z) overige t,, =0
-ZZ P93 ! g i3 .
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. i) cl=68.02=2Ba.
ii) Uix,y) = Bxyz + Bx3.
txx = 2Bx, tyy = 6Bx, txy = =28y .
111) e = Bt-3v, e =G, o =~ T4y
iv) u=8’g—2<1-3u)-%3—(5+u),v=%‘¥-(3—v)
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Tentamen 16-6-1980.

Een dunne cirkelvormige schijf, middelpunt 0, straal R, dikte h, heeft een
vrije rand. Een om 0 gelegen cirkelvormig deel van de plaat met strazl a

{a < R) wordt T°c verwarmd {de rest van de plaat blijft op de corspronkelijke
temperatuuf).

Voor de oplossing van dit probleem mag worden volstaan met de benadering bin-

nen het kader van de gegeneraliseerde vlakspanningstoestand.

i) Wat zijn de onbekenden van dit probleem en welke vergelijkingen heeft

U daarvoor tot Uw beschikking? £2]
ii) Bereken de spanningsverdeling in de plaat en de verplaatsingen in
) het vlak van de plaat. [5]
1ii) Hoeveel is de straal van de plaat toegenomen? [t]
iv) Stel R >> a. Bepaal de spanningsverdeling in de plaat voor de limiet
{R/a) + . Kunt U dit resultaat verklaren? 2]
A

M A

Vi ]

 x
Een cylinder, lengte ., met een enkelvoudig samenhangende maar verder wille-

keurige doorsnede, doorsnede-oppervlak 8, wordt in zijn einddoorsnede belast
door een wringende moment Mw' De torsiehoek per lengte~eenheid is a. De cy-
lindermantel R is spanningsvrij. Neem de z-as axiaal en de x- en y-as in het

vlak van de doorsnede.




L)

ii)

NEEM
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Neem voor de spanningsverdeling aan dat

Bewils dat aan de drie evenwichtsvergelijkingen is voldaan als

aF oF
b2 "%y e T TS ' T T Flx.y) -
Aan welke conditie(s) moet de in i} gegeven spanningsverdeling nog
voldoen opdat ze statisch toelaatbaar is en tot welke conditie(s)

voor Fx,y) leidt 4it? Onderscheid hierbij de gevallen:
a} het wringende moment Mw is voorgeschreven;
b} de hoekverdraaiing van de einddoorsneden ten opzichte van elkaar

is voorgeschreven, dat wil zeggen a« is voorgeschreven.

VOOR DE NU VOLGENDE VRAGEN o VOORGESCHREVEN,

1ii)

Bewlijs dat de torsiestijfheid D, gedefinieerd decor

MW
D=5

avenredig is met de potentiéle energle U(S} van de exacte oplossing

[1]

(2]

en

druk deze evenredigheilds-~constante uit in a en £&. (Gebruik hiervoor de

relatie:

u(s) +us) =0 .

[21



iv)

v)

i)
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r
/ Beschouw een cylinder met een
- doorsnede in de vorm van een halve
¢
x cirkel met straal R (zZie neven-

staande figuur).

Laat zien dat de spanningsfunctie
F(x,y) = Cx(x2 + yz - Rz) '

een statisch toelaatbaar spanningsveld

- _ 8F - or _ _ _
S= {Exz B GE; ' Eyz - GET Sx = Eyy =t = Exy = 0},
geeft voor elke waarde van C. [1]

Druk U*(§) uit in P(x,y)} {(zonder de wvoorkomende integralen uit te
[2]

werken} .
Geef aan, zonder dit in detail uit te werken, hoe U met behulp van het
voorafgaande een benadering voor de torsiestijfheid D kunt vinden.

Geef hierbij speciaal aan hoe U de constante C kunt bepalen.

vVindt U op deze wijze een grotere of een kleinere waarde voor D? f2]
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BASISVERGELIJKINGEN: Elastostatica-Plasticiteit.

Locale evenwichtsvergelijkingen

+ f = O >
B13,9 T PR
Wet van Hooke
v __E
€yy = 260e 5 + 7755 Siyfd 6 = Firn -
of
1 v

elj=-é?;-(tij-—"‘—1+vsijtkk) .

Verband deformaties en wverplaatsingen

1 .
€13 T2y ,5 Y Yy

Gegeneraliseerde vlakspanningstocestand: in poolcodrdinaten, (thermo-elastisch).

at at
rY 1 ro 1
3r + r 568 + ;(trr tee) =0,
ot 1 L T
3r r 238 r rH !
= L - = 1
err x‘:‘:(t “tee’ + of, eee E (tee - Utrr) + ol .
{14+v)
®re E  ‘re’
-2}1 a .E+‘1_._3_V
Crr " 3x ! 68 r r 38 ‘'
1,1 3u v v
ere ° 2(r gt ar r) '
(u = U, Vo= ue) .
Potentidle energie
- {b) * *
U{s) = wW{s) - a g8} = - -
Y oA (S) = W) vfpfiuidv spj t, uds
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Complementaire energie

u™(s) = w(s) - A&“’(S) =w(s) - tijnqudS
s
u

met

hY

w(s) ijeij + T

f

av=c [ {e (e %} av =
\'

1
-——ft e
2V ij ij

-1 I 2 2
= vf{tijtij T+ v (e 1OV




- 108 -

ANTWOORDEN, Tentamen 16-6-1980.

1. ii)
iii)
2. ii) a)

b)
v)

2

=_ LY _a_ -
r < a: trr = tee = - 2(1 R2)ecli‘.T ' t]___e =
1 a2
u==[(1+v) +(1-w=—7IJaTr , v =
2 2
R
a2 R2 a2
r>a: t =3 -=aET, t =51
2R r 2R
a2 RZ
u= -—-5[(1 - v} + (1 + v)-—z-]a’I‘r .
2R r
a.2
Rna {1 + '"-2— aT}R .
R
M
F=0, opQR FAs = —
' d 26
S
F=20, opQR,
2 2
* 1 oF IF
UT(S) = 56R J{(By) + (3 - doFlaxdy .
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~

Tentamen 4-10-1980. (Elastostatica-deel)

i 9,

| A_ star

star A T T T T T T . T T

Z
- - - - - —’ - - -
T
- 1( 4R
R

r 2 <
x h
A 1/2/:’3)7- B Y

Aan een c¢irkelvormige buis, binnenstraal Rl' buitenstraal R2, zijn twee

starre platen gelast. Een slanke staaf AB, lengte 21 , oppervlak van de

doorsnede A, is scharnierend verbonden met beide platen. De staaf AB is
evenwijdig aan de hartlijn van de buis, De afstand tussen AB en deze hart-

Iijn is h > Rz. De buls en de staaf zijn van hetzelfde materiaal. Het stel-

sel is oorspronkelijk spanningsvrij. De staaf AB wordt dan °C verwarmd.

i) Noem de normaalkracht in de staaf AB voorlopig N. Druk de spannings-
verdeling in de buils en in de staaf uit in N. (U kunt steeds volstaan
met de gerelaxeerde oplossing;. [3]

ii) Druk de verplaatsingen in z-richting wvan de punten A en B, opgevat
achtereenvolgens als punten van de buis en als punten van de staaf,

uit in N en, eventueel, T. [2]

iii) Geef eerst aan hoe U de normaalkracht N kunt bepalen en bereken daarna
deze kracht als functie van T. 3]
iv) Indien gegeven is dat de staaf AB knikt als
‘n’zEI

’
12

-N 2

bepaal dan als functie van‘(EI/QZ) de maximaal toelaatbare T waarvoor

de staaf AB niet knikt. £21
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Een eenzijdig ingeklemde, cylinderische staaf, lengte 2, met cirkelvormige
doorsnede, straal R, wordt getordeerd. Hierbij is de hoekverdraaiing van de
vrije einddoorsnede, 9(L)}, voorgeschreven. Het materiaal van de cylinder is
niet homogeen; de glijdingsmodulus G hangt op de volgende wijze van de plaats
af

r
G =G(r) = Go(l + ei? ’

met r = /&2 + yz en 0 < e €1 .

Gevraagd worden onder- en bovengrenzen vcoor de torsiestijfheid D (D = M/a;

a = 9{2)/L), welke hoogstens 0(82) van elkaar verschillen,

i) Bewijs hiertoe eerst dat

- ...2....(_]*(5) £p s LU(E) . ) [33]
2 - 2
a R a L

1i) Kies kinematisch toelaatbare verplaatsingen en statisch toelaatbare span-
ningen, welke in vorm overeenkomen met de oplossing behorende bij uni-
forme G, Geef, voor het geval dat deze velden nog &én of meer willekeu-
rige constanten bevatten, aan hoe U deze constanten kunt bepalen. .
Bereken de bijbehorende potenti&le en complementaire energie. [51

iii) Bepaal met de resultaten van 1) en ii) onder- en bovengrenzen voor D.

Laat zien dat deze hoogstens 0(52) verschillen, [2]
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BASISVERGELIJKINGEN: Elastostatica~Plasticiteit.

Locale evenwichtsvergelijkingen.

tij,j +pfi=0 .

Wet van Hooke (lineair thermo-elastisch)
1
iy E[(l + v)tij vaijtkk] + uTGij .
Verband deformaties en verplaatsingen

=%—(u + u ),

¢ 137 79,4

i]
Potentiéle anargie

u(s) = W(8§) - A‘:b) (s) =wis)y - | pr u,av - f t;'_ u,as
v Sp

Complementaira energia

* () "
UT(S) = W(S) - A" (S) = W(S) - ] ) t,yn,u,ds
u

met
W(S)-lftedv-Gf{ee + — )2}dv-
2,/ "13%3 v 1% 1 - 2v 'Kk
1 v 2
“ % v!{tijtij ST (B v
Insluittheorema

-u*(s) s - UT(s) = u(s) = U(s) .
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ANTWOORDEN, Tentamen 4-~10-1980.

i)

ii)

iii)

iv)

ii)

iii)

N
Buis: t;;) = 3 > {1 + 24hx > 1
TT(R2 - Rl) (R2 + Rl)
(2y _ _ N .
Staaf: t, =%’ (N > Q) (overige tij
2
Buis: w(1) _ 2N4 + 8Ngh
: B 2 2 4 4
1TE(R2 Rl) 'ﬂ‘E(R2 - Rl)
(2) _ _ 282
Staaf: WB = ) + 2aTL .
ﬂEA(R: - R?)QT
N = =: nT
2 2 2 4 4
(4h™ + R2 + R1 YA + ﬁ(R2 - Rl)
szI
Knik als T = 5 (n volgens iii}).
nl
S . Gx = -~ Qyz, Gy =  QXZ, Gz =0,
™ 2 4 4
u(d) = 7 O WGR (1 +ce) .
§ s Exz = - ¢y, Eyz = cx, (of Eez = cr),
* T 2 4 4 2
U (8) == 7o AGR (1 + = e+ Ole)) .
L 4 4 2
D= E-GOR {1 + 3 g + 0™)) .

=0) .

overige Eij

0
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