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VOORWOORD

Het doel van het deel Elastostatica van Fysica 40 is het toepasbaar maken
van de theorie, welke is gegeven in het voorafgaande college Fysica 30 van
Prof. Esmever, door het geven van oplossingsmethoden voor een aantal proble-
men ult de lineaire elasticiteitstheorie.

De, bekend veronderstelde, basiskennis van dit college bestaat voor wat
Fysica 30 betreft uit de theorie van de lineaire deformaties (verband ver-
plaatsingen - deformaties, compatibiliteit), de, lineaire, locale balanswet-
ten, speciaal de impulswet (evenwichtsvergelijkingen), plus de materiaalver-
gelijkingen voor lineaire elastische materialen {(wet van Hooke).

In dit college zullen van een aantal elementaire problemen, zvals rek, bui-~-
ging en torsie van cylindrische staven alsmede rek van (dunne) platen, waar
mogelijk de exacte formuleringen worden gegeven met daarnaast de in de
sterkteleer gebruikellijke benaderingen, zoals bijv. de gegeneraliseerde
vlakspanningstoestand. Aangegeven zal worden wanneer deze benaderingen mogen
worden toegepast en hoe groot dan de orde van de gemaakte fouten zal zijn.
Verder worden energieprincipes besproken, zoals minimum potentiéle energie
en minimum complementaire energie, welke de basis vormen van benaderingsme-
thoden in de technische mechanica, zoals onder andere de eindige elementen
methode. In dit college zullen deze principes o.a. worden toegepast op het
bepalen van benaderingen voor de torsiestijfheid van staven met willekeurige
doorsneden en op het zoeken van benaderingsoplossingen voor dunne platen

onder rek.

Het dictaat is opgedeeld in twee stukken:

1) De directe toepassingen op praktische problemen. Deze delen zijn met
een riormaal lettertype getikt en vormen de feitelijke tentamineerbare
stof,

ii) De meer theoretische achtergronden. Deze delen zijn speciaal bedoceld
voor die studenten die wat dleper op de stof willen ingaan en behoefte
voelen aan een meer fundamentele kennis. Deze stukken zijn in script

getikt en behoren in principe niet tot de tentamineerbare stof.

We willen er echter met nadruk op wijzen dat deze syllabus slechts een hulp-
middel is bij de bestudering van het college en dat de te tentamineren stof
uiteindelijk bepaald wordt door hetgeen op de colleges en de instructies be-
handeld is.

Tot slot wijzen we er nog op dat naast dit dictaat nog een vraagstukkenbundel

verschijnt, welke de ocefenstof voor de instructies {en de tentamens) bevat.




HOOFDSTUK 1., BASISVERGELIJKINGEN

Locale vergelijkingen

We beschouwen in dit college alleen statische vervormingen van homogene,
isotrope, isotherme, lineair elastische lichamen.
Een drie-dimensionaal probleem uit de lineaire elasticiteitstheorie

heeft over het algemeen 15 onbekenden, te weten:

6 deformaties eij (= eji) ’ (i,3 =1,2,3) ,

& spanningen tij (= tji) v

3 verplaatsingen u; -

Ogmerking

De spanningscomponent tij is hier gedefinieerd als de kracht per oppervlakte-
eenheid (= spanningsvector) werkend in de xi-richting op een vlakje waar-
van de normaal in de xj—richting staat. De spanningen tij in een punt han-
gen samen met de spanningsvector E(n) op een vlakje door d4it punt met nor-

maal n volgens

De spanning tij wordt positief genomen, indien hij, werkend op een vlakje
met de normaal in de positieve (negatieve) xj—richting, wijst in de posi-

tleve (negatieve) x, -richting.

i

Hiervoor hebben we het volgende stelsel wvan 15 vergelijkingen tot onze

beschikking:
(1) verband deformaties en verplaatsingen: *)
(1) e, =2lu . +u, )

ij 271,73 jei’ '

(i) evenwichtsvergelijkingen:

*)

We geven in dit hoofdstuk alle vergelijkingen zonder afleidingen. Hiervoor
verwilzen we naar Fysica 30 van Prof. Esmeyer.




2 t,. + pf, =0 ;
(2 is,3 v PE

(iii) wet van Hoocke:

(3) t.. = 2G(e., . + ——m §
1]

ij T =2y %1%k’ ¢

of, uitgeschreven in x,y,z~-codrdinaten,

= E _
txx - (1 + Wil - 2v) L1 v)exx + U(eyy + ezz)] , etc.

(3")

txy = 2Gexy . etc.
Hierin is p de dichtheid (Z massa per volume-eenheid) welke in de lineaire
theorie gelijk genomen mag worden aan po, de dichtheid in de ongedeformeerde
toestand; pf is de volumekracht en G en v zijn materiaalconstanten (afschuif-

resp. dwarscontractiecoéfficiént).

Een derde, belangrijke, materiaalconstante is de elasticiteitsmodulus E,

welke met G en v samenhangt volgens

E

(4) G = T+ "

Door {3) te inverteren vinden we de deformaties als functies van de spanningen:

= S
(5) ®i3 =36 (%5 T T+ v S19%kkd

of, ultgeschreven in x,y,z~codrdinaten:

1
e x = E{txx - v(tyy + tzz)] , etc.
(s")
1
_—.,--—t .
exy 56 Cxy ! etc

Door uit (1) t/m (3): eij en tij te elimineren, krijgen we de Navier-ver-
gelijkingen:

1 2 - =
{6) Au, + + s £, =0, (Aui ui,jj) .




1.2,

Bij een gegeven, voldoend differentieerbaar, verplaatsingsveld u{x)
kunnen we uit (1) altijd de deformaties bepalen. Omgekeerd is het echter

niet altijd mogelijk om bij gegeven e , (x)'s de bijbehorende verplaat-

i]
singen te vinden. De vergelijkingen (1) vormen dan namelijk zes (6
gegeven eij's) vergelijkingen voor drie onbekende verplaatsingen v, .
Een noodzakelijke en voldoende voorwaarde opdat uit gegeven deformaties

verplaatsingen zijn te bepalen is dat de eij's voldoen aan de compati-

biliteitsvergelijkingen:

azexy 32exx 82e
2 = + 44 ' (cyclisch) ,
XY 5 2 axz
(7) Y
2
3 exx 3 aeyz aezx aexy
Sz " ix (- i 5y + = ) . (cyelisch) .

Door de cyclische verwisseling
Y2 F YiZpX > Z,X,Y »

krijgen we nog vier andere vergelijkingen.*)

Randvcoorwaarden

De vergeliikingen (1) t/m (3), welke gelden in het inwendige van een
lichaam, kunnen alleen opgelest worden indien in elk punt van het
oppervlak van dat lichaam drie randvoorwaarden zijn gegeven, welke fysisch

congistent moeten zijn. We kennen:

{i) Randvoorwaarden van de eerste soort:

over het gehele oppervlak zijn in elk punt drie spanningen voor-

geschreven:

(8) to.n, =ty (t: : voorgeschreven) .

(11) Randvoorwaarden van de tweede soort:

over het gehele oppervlak zijn in elk punt drie verplaatsingen

*) voor de transformaties wvan de in deze paragraaf gegeven vergelijkingen
naar de orthogonale kromliinige coordinaten (i.h.b. cylindercoordinaten)
verwijzen we naar de Appendix aan het einde van dit dictaat.




voorgeschreven:
* *
(9) u, =u (ui : voorgeschreven) .

(i1i) Gemengde randvoorwaarden:

op een deel (SP) van het oppervlak zijn de spanningen voorgeschreven
(volgens {8)) en op het resterende deel (Su) van het oppervlak de
verplaatsingen (volgens (9)).

E ldt: = =

(Exr ge s Sp U Su' sp n Su 2.

(iv) Gemengd-gemengde randvoorwaarden:

op een deel van (of op het totale) oppervlak zijn een of twee

spanningen &én twee of een verplaatsingen gegeven.

Bedenk dat niet elk willekeurig gesteld probleem fysisch zinvol is en

een oplossing heeft,

Energie

Voor de inwendlige elastische energile W geldt

1
(10} W = 5 Jtij eij av =: IW av,

waarin W, de specifieke inwendige elastigche energie {(per volume-eenheid)
is.
Met de wet van Hooke (3) resp. (5) kunnen we ws schrijven als
v
(e) )2}

(11) Ws = W’s (eij) = G{eij eij + 'i-:?—\;' (ekk

t

of als:

wit

= = L oy 2
(12) W N (tij) T {tijtij T (tkk)}.

Uit het feit dat G positief is en dat -1 < v £ &, volgt dat LA




Positief-definiet is, d.w.z.

(13) WB =20,
en
W =0, alleen als alle e, , = 0.
s — ij

Uit (11) en (12) volgt:

awée)

(14) t,, = e
de ’ j

ij i3 ij atij

Verder geldt nog de volgende energiebetrekking:

w*

_— * *
W priuidv + J tiuids + J tiuidS '

v S 5
P u

(15)

waarin de sterren wijzen op voorgeschreven waarden,

Uit (15) en (13) volgt de eenduidigheidsstelling:

Een goed gesteld lineair elasticiteitsprobleem heeft

hoogstens één oplossing.

Korte schets van het bewijs:

Neem aan dat er twéé oplossingen zijn. Aangezien we een lineaire theorie

Lhabben, is dan op grond van het superpositie-beginsel ock het verschil

van deze twee oplossingen een oplossing, maar deze is in evenwicht met

Volgens (15} is dan W gelijk aan nul, en op grond van het positief-
definiet 2ijn van W kan dit alleen maar als de verschiloplossing gelijk

ls aan de nuloplossing. In dat geval moeten de in het begin aangenomen

twéé oplossingen dus identiek zijn.

Cpmerking
We noemen twee oplossingen identiek indien de bijbehorende spannings-
en deformatievelden gelijk zijn; de verplaatsingen mogen dan nog een

starrelichaams—-translatie of ~rotatie verschillen.




1.4. Principe van de Saint-Venant

Vaak is het moeilijk om de exacte oplossing van een randvoorwaarde-
probleem te bepalen; soms is het zelfs al onmogelijk om de exacte
formulering van de randvoorwaarden te geven (denk aan een in een
muur ingeklemde blak}. Het‘is dan nuttig, of zelfs noodzakelijk,

om een zeer verwant probleem te vinden, dat in de randvoorwaarden

slechts weinig verschilt van het corspronkelijke probleem, maar

waarvan de oplossing eenvoudiger te bepalen is. Een dergelijk vereen-

voudigd probleem noemen we het gerelaxeerde probleem. Het vervangen

van het ocorspronkelijke probleem door het gerelaxeerde heeft natuurlijk

alleen nut indien de bij beide problemen behorende oplossingen ook zeer

verwant zijn. Uitsluitsel hierover geeft het Principe van de Saint-

Venant.

Voor we dit principe formuleren, definiéren we eerst de begrippen

"nulbelasting" en "nulcplossing”.

Onder een "nulbelasting" verstaan we in dit kader een belasting welke
aangrijpt op een klein deel van het totale oppervlak van het lichaan

en welke geintegreerd over dit kleine oppervlakje een resulterende

kracht en een resulterend moment gelijk aan nul oplevert.
onder een "nuloplossing” verstaan we dan de exacte oplossing behorend
bii een lichaam onder een nulbelasting.

Het Principe van de Saint-Venant zegt nu:

De"nuloplossing" gaat asymptotisch naar nul; d.w.2.
op een afstand van het deel van het oppervliak waar
de belasting aangrijpt die groot is t.o.v. een karak-
teristieke lengtemaat van dit oppervlak zijn de

waarden van de spanningen en de deformaties o(l).

Cp grond van dit principe mogen we vaak het exacte, moeillijke, probleem

vervangen dooxr het gerelaxeerde probleem, dat min of meer geliijkwaardig

is aan het oorspronkelijke probleem, maar waarvan de oplossing veel

gemakkelijker is te bepalen. Dit is een in de sterkteleer veelvuldig

toegepaste methodiek, en wij zullen hiex in de nu volgende hoofdstukken

ook regelmatig gebruik van maken.




Vragen

1.

Hoeveel onbekenden heeft een willekeurig, drie-dimensioneel probleem
in de lineaire elasticiteitstheorie en welke zijn dat? Hoeveel en

welke vergelijkingen heeft U hiervoor tot Uw beschikking?
Gelden de evenwichtsvergelijkingen ook in een niet-elastisch lichaam?

Bewijs, uitgaande van de Navier-vergelijkingen, dat bij afwezigheid
van volumekrachten de volumerek (ekk) een potentiaalfunctie is en
dat de cartesische componenten van de verplaatsingsvector (ui) bi-

potentiaalfuncties zijn.

Leidt (naar analogie van de Navier-vergelijkingen) de Beltrami-vergelijkingen

voor de spanningen, bij afwezigheid van volumekrachten, af:

1
i YT Yi, iy

At

Bewijs met deze vergelijkingen dat:

ﬂtkk = Aﬂtij =0.

-)

Hoe luiden de compatibiliteitsvergelijkingen en waartoe dienen za

Beschouw:

a) Gegeven:

- SF(X,y) e = - JE(X,y) e =e =e =g =40
XZ 3y ' vz Ix ' XX vy zZz xy :

Aan welke vergelijking moet F(x,y) voldoen opdat dit deformatiewveld

compatibel is?

2
b) Gegeven: e =cy , e =+ cx , e = e = e = e = 0.
XX vy Xy Xz yz 2z

Welke van deze twee velden is compatibel? Laat zien dat uit het
niet-compatibele veld geen verplaatsingen zijn te bepalen. Bereken

de verplaatsingen behorende bij het compatibele veld.




6.

10.

R R SR A _
¢} Gegeven: e = ely® + 2vix"™ -« y9 1, exy = cxy . ey = TEX

e = @ = g = .
Xz ye zZ

Bepaal ¢ opdat dit veld compatibel is en bepaal dan de bijbehorende

verplaatsingen.

Hoeveel randvoorwaarden moeten in elk punt van het oppervliak van een
elastisch lichaam gegeven worden? Geef voorbeelden wvan randvoorwaarde~
problemen wvan de 10, de 20, de 3O en de 4° soort. Aan welke conditie
moeten randvoorwaarden van de 4 soort voldoen opdat. een oplossing

existeert?

(e)(e,.) en/of w(t)
s ij s

ean exacte definitie van dit begrip). Welke relaties (grenzen) voor

Bewijs dat W (tij) positief-definiet zijn (geef

E, G en Vv hebt U hiervoor gebruikt? Geef een verplaatsingsveld on-

galijk aan nul, waarvoor toch W, o= 0.

Bawijs de relaties

sw'® au 't
t,. = 5 en e = - ’
i3 Beij ij atij
, (e) {t) ..
ultgaande van de uitdrukkingen voor WS (eij) en ws (tij)' Zijn deze

relities niet in strijd met:

W = &t,6 e . 7?
s ij i3

Bepraal W voor een lineaire veer, veerstijfheid ¢, indien:

a) de kracht P, b) de uitrekking u,

gegeven is. Laat voor beide gevallen zien dat 2W gelijk is aan de

uitwendig verrichte arbeid.

Bawijs dat:

i i
\' S s
P u

A * *
W=k pr,u_dv + & J t. uds + & ft,u,ds .
i 1 1l X

Formuleer deze relatie in woorden.




11.

13,

1.5,

- 10 -

Op welke twee belangrijke principes is de eenduidigheidsstelling gebaseerd?
Geldt deze stelling ook nog in de niet-lineaire theorie, en zo neen, waarom

niet?

(1y (1) (2y (2) ({2) .
i3 ,eij uy i3 ey N } behorende bij

dezelfde voorgeschreven belasting wvolledig identiek?

2ijn twee oplossingen: {t } en {t

Formuleer het Principe van de Saint-Venant algemeen en voor het geval van

gen cylindrische staaf welke alleen in zijn einddoorsneden belast wordt.
Beschouw een lichaam L, dat op twee verschillende manieren belast wordt door
spanningsverdelingen EI en E;, waerkend op een klein deel (Sp) van het opper-
vlak wvan L. Indien deze spanningsverdelingen statisch equivalent zijn (wat
betekent dit exact?), wat houdt dit dan in voor de bij EI en bij E; behorende
oplossingen? Is dit niet in strijd met de eenduidigheidsstelling?

Waarom is het principe van de Saint-Venant praktisch van zulk groot nut?

Energieprincipes

In § 1.3 hebben we ingevoerd de elastische, potentiéle, energie W als

{1a) W= JWS av,
v
met
(17} ws = l:eijtij .

de specifieke elastische energie (per volume-eenheid).

Tevens hadden we daar gezien hoe we, m.b.v. de wet van Hooke, Ws konden uit-
drukken in alléén eij {(verg. (11): Wée)) of in alléén tij {verg. (12}: wét)).
Uit deze uitdrukkingen blijkt dan dat Ws positief-definiet is {mits G > O en
-1 < v< k), dat wil zeggen:

w5 >0 als eij £0 ,

(18) v )
W =0 alse, . =20, 1,3el1,3]
s 15

De elastische energie is de energie die t.g.v. de deformaties in een elas-

tisch lichaam is opgeslagen {denk aan een uitgerekte veer: indien we deze
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loslaten gaat de veer trillen, d.w.z. de in de veer opgeslagen elastische,
potentiéle, energie komt vrij in de vorm van kinetische energie). Deze elas-
tische energie is echter niet de enige potentiéle energie die in een elas~-
tisch, gedeformeerd, lichaam is opgeslagen. Om een lichaam te deformeren
meeten er uitwendige krachten op dat lichaam worden uitgecefend. Bij defor-
maties (> verplaatsingen) verrichten deze krachten arbeid. Er is dus ook nog
potentiéle energie van de uitwendige krachten, welke geliijk maar tegenge-
steld is aan de arbeid verricht door deze krachten,

Om dit te kunnen formaliseren definiéren we eerst de reguliere evenwichts-

toestand (of cplossing) § als de verzameling

*

S ={u i

* *
£, e V, t
i

¢ i

Esu}.

X € Spr u

150 Tyt

waarbij v, eij en ti. aan alle vergelijkingen en randvoorwaarden voldoen,

Hierin zijn verder:

*
pfi: voorgeschreven volumekrachten in V,
*
ti: voorgeschreven oppervlaktespanningen op Sp;
*
u, voorgeschreven verplaatsingen op Su'

We definiéren dan de totale potentiéle energie van de reguliere evenwichts-

toestand door

* *
(19) U(S) = wi(s) - pri uidv - jti uidS .

v S
P

In {19) vormen de laatste twee termen tezamen de potentiéle energie van de

uitwendige, voorgeschreven krachten.

Opmerking. De bovenstaande definities gelden in feite alleen voor die situa-
; a . .

ties dat u & Sp volledig geschelden oppervlakken voorstellen (dus geen

gemengd-gemengde randvoorwaarden) en hetzelfde geldt voor de nu volgende

bewijzen. De hierna komende stellingen gelden echter ook voor gemengd-

gemengde problemen, alleen moeten dan de uitdrukkingen voor de energie-

functionalen enioszins worden aangepast.

We definiéren een kinematisch toelaatbaar stelsel § als de verzameling

S ={u ot our
{ui, e s tij‘ u; € Su} '
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welke voldoet aan

1) G.ec?, e .ect, T ec
i ij ij

{deze eisen zijn voldoende, maar niet noodzakeliijk},

11} eij = %(ui’j-+uj'i) '
- - v -

1ii} tij = 2G(eij + T30 éij ekk) ’ (Hooke} ,
- *

iv) u, =u; op Su'

Dit stelsel hoeft dus niet aan alle vergelijkingen en randvoorwaarden te
voldoen, namelijk niet aan de evenwichtsvergelijkingen en aan de randvoor-
waarden op Sp; dientengevolge is dus ook S niet eenduidig. Er zijn in feite
oneindig veel kinematisch toelaatbare stelsels. De volledige klasse van alle

S vormt een «~dimensionale ruimte.

We kunnen nu ook voor § een scort potentidle energie definiéren. We noemen

dit de potentiéle energie-functionaal U(8) (bedenk dat dit niet de echte

potentiéle energie is, omdat S in het algemeen niet de echte oplossing is),

welke we definiéren door

Sy - wl® iy o * - B * =
{20) u(S)y =w ' (8) [ofi u, av fti u, ds

Voor deze energie-functionaal geldt nu de volgende

Stelling.
(21) U(S) = min U(S) .
S

In woorden: de potentiéle energie~functionaal U(S) neemt zijn minimum over
de klasse van alle kinematisch toelaatbare stelsels § aan in de reguliere
evenwichtstoestand S. Dus de waarde van U(8) is altiijd groter dan de exacte

potenti&le energie, behalve in het geval dat S = S,

Bewijs. Voor het bewijs van (21) voeren we een nieuw stelsel 8' in door

(22) §t =3 -5,
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Dan is dus, bijvoocrbeeld, ui = ui-—ui en aangezien

* *
u, = u, op S én u, =u, op 8
i P Sy

1 1 u 1

geldt dus

L
(23) uf 0 op Su .

Nu wvolgt direct uit de definities dat

g Q * o - *
(24) U(S) -u(S) = WiS) -w(s) - pri uidv Iti ug as .
v s
P
We werken eerst W(gJ uit:
wmS = J’t—:,.é,,dv= I(t! +t, )(e!, +e, )4V =
ij i3 ij iy’ i3 i3
\Y v
= ft..e,.dv+ It.’.e.‘ dav + J(t!.e..+t..
13 i3 ij ij ij "ij
v v v

il

(25) 2W(8) + 2w(S8'") + f(tl!.e..+t e! Jav .

j 1] 13 7ij
v

Voor de verdere uitwerking bewijzen we eerst het volgende

Lemma.
{26) t!.e,. = t, e,
1] 1) 13 1}

Bewijs. Elimineer tij met Hooke:

v
2 ] ' =
G(eij + T 5% dij ekk)eij

P -
i§ 7ij

2G(e! R ——
@ 58 9% T2 2y Skk %1t

)

Y
2 t o m—— ]
Glej ei3* To3y 11 %k

v
G . e —— . '_ = i '
2Gley 5 + 773y %4y Sk’ ®i3 = FigCiq v

weer volgens Hooke.
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Hiermee wordt (25)

(27 wid) = w(S + w(s" + ft..e!.dv .
i) i3]
v

De laatste integraal nog verder uitwerken geeft (bedenk dat tij de exacte

spanningen ziin)

Jt.. e! dav ft ch(u' L +uw' )dv = (want t,, = t..)
ij 7ij ij i.3 Jei ij ji

v v

i

ft..u' .dv = J(t..u!} . dv - Jt .o.urdv =
ij 1,3 ij i, 3 ij,J i
v v v

{met de stelling van Gauss en de evenwichtsvergelijkingen)

]

[} * 1 —
ftij ui nj ds + [pfilﬁ'dv

] \Y

* *
2 = ' '
(28) Jti us 4as + fpfi uy dav ,
5 v
P

' =
want ug 0 op Su.

Substitutie van (27) en (28) in (24) geeft dan

(29) uS) - us) = wsH .

Aangezien
wis'y z 0,

en alleen gelijk aan nul als S8’ = 0, d.w.z. als § = 8§, geldt dus ook:
u(S) = u(s ,

waarbij het gelijkteken alleen geldt als S=38.

Hiermee is (21) bewezen.

Met de stelling van de minimale potentiéle energie kunnen we een bovengrens
voor de potentiéle energie aangeven. We zoeken echter ook een ondergrens.

Hiertoe voeren we in de complementaire energie U*(s) door

* _ _ *
(30) U (8S) = wW(s) Jtilﬁ_ds .

)
u
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De laatste integraal in deze uitdrukking stelt voor de uitwendige arbeid
verricht door de voorgeschreven verplaatsingen (onder zg. "dead load" condi-
ties).

We voeren tevens een nieuwe klasse in, namelijk de klasse van statisch toe-

laatbare stelsels §! gedefinieerd door

* *
S = {gij, ey £ € Vit € sp} .

zodanig dat

: 1 1
1) Eij e C , Eij e C (veldoende maar niet noodzakelijk),
i) + ofr =0 t,, =t
* =13,3 7P T en Iy T oLig
1i1) e == [t,, - —2— 5. .t 1,
-ij 2G ~-ij (1 +v) ij -kk
iv) t..n, =t op S
=3 T 1 %P Tp-

De statisch toelaatbare gij hoeven dus niet compatibel te zijn, d.w.z. bij
een § hoeven geen verplaatsingen u, te bestaan. Bestaan deze u, wel, dan

hoeven ze nog niet te voldoen aan de randvoorwaarden op Su (doen ze dit wel

dan hebben we de echte oplossing S).

We definiéren de complementaire energie-functionaal behorende bij de sta-

tisch toelaatbare toestand § door

(31) v = w9 - Jt_-.i upds
5
u

waarin

Ei = Eij nj (op Su) .

Hiervoor geldt de velgende

Stelling.
(32) v*(8) = min vN($) .
3
Bewijs. Voer in:
§'=8§-85.
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1 - -
Dan geldt voor tij = Eij iy dat
33) t', . =0 en t!' =t!.n. =0 ops5 .
( i3, i i3 P
Uitgaande van

(34) v (§) - vh(S)

bewijzen we eerst dat

W(S) - w(S

waarmee (34) wordt

v () - vt (s
of

=

U (§) = u*(8)

waarbij het gelijkteken

Hiermee is {(32) bewezen.

(zie (26))

dav

tf,u, |
1] 143

wis" + J
1
(zie (33)7)

(zie (33)9)

weer alleen geldt als § = § (§' = 0).
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Voor het verband tussen U{S8) en U*(S) geldt de

Stelling.
(35) u($) +uS) =0.

Bewijs. Voor het bewijs van (35) gaan we uit van de definities van U(S) en
vt (S volgens (19) resp. {30), welke geven
* * ¥ *
u(S) + U (8) = 2w(§) - jpfiuidv - Jti u, ds - [ti u, ds
v L) 5
P !
en dit is nul op grond van verg. {15) uit §1.3, a

De voorgaande drie stellingen zijn nu samen te voegen tot het volgende

insluittheorema:

(36) -uM(S) 5 -uN®) = U < uld .

Met dit theorema kunnen we boven- en ondergrenzen voor de potentiéle energie
aangeven. We moeten er hier echter wel aan denken dat U(S) een globale maat
is (i.e. een integraal over het totale volume). Dit houdt in dat als

u(8) = U(S), dit nog niet wil zeggen dat elke locale grootheid uit § (ﬁi,
eij of tij) cok. persé groter is dan de overeenkomstige grootheid uit §. Zo
hoeft dus bijvoorbeeld niet te gelden

Bl > ol Ve

We hebben hier een methode beschreven om onder- en bovengrenzen voor de
potentiéle energie af te leiden. De vraag is of we hier veel aan hebben.

We noemen daarom twee toepassingsgebieden:

1) In veel gevallen is U(S) evenrediyg met een mechanische grootheid, bij-
voorbeeld een stijfheidsco&fficiént. In dat geval geeft het insluitthe-
orema onder— en bovengrenzen voor deze mechanische grootheid.

ii) De in deze paragraaf besproken energieprincipes vormen de basis van de

eindige~elementenmethode.
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Recapitulatie. Insluittheorema

-Uu"(8) £ -t (8 = v < ud ,

met

en

- - *
S={u,... | u, = u; op Su,...}

(hoeft niet te voldoen aan evenwicht en aan de randvoorwaarden op Sp),

(e} 3, _ - = v - = =
WS = JG{eijeij+ o7 ke Sl VT
v
= J a(e® + 32 + a2 w282 +28° + 232 4
vy z2 xy yz XZ
v
v = .z .2
* o (exx+eyy+ezz) }av,
en met
*
v*(S) = w'® (8 - Jgi u, ds
S
u
an
S = {t t +pE =0, t =t opsS }
2% thygeeen Dy, 5 PR TP Sy Ry T P Spreee

(hoeft niet compatibel te zijn),

(t) oy _ 1. _ v -
W s J 16 (85 55~ ooy Sk Sat Y
v

It

f—l-{t2 +t2 +t2 +2t2 +2t2 +2t2 +
4G "-xx ¥y ~zz -Xy -yz -Xz

v 2
TS (Exx'kgyy'*gzz) }av.
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Vragen .

Ga na of de veolgende beweringen altijd waar zijn:

1) De spanningen behorende bij een kinematisch toelaatbaar stelsel S vol~
doen niet aan de evenwichtsvergelijkingen.

ii) In een statisch toelaatbaar stelsel §_bestaan geen verplaatsingen.

1ii) De klassen S en §_hebben slechts &én punt gemeenschappelijk.

iv) De spanningen behorende bij een statisch toelaatbaar stelgel zijn in
elk punt van het lichaam groter dan de spanningen behorende bij de re-

guliere evenwichtstoestand,

Teken Venn-diagrammen van de klassen S en §; ga speciaal na of deze klassen

elkaar wel of niet overlappen.

In Wiskunde 40 wordt de stelling van Gauss gegeven in de vorm

fdiv v dv = f(y,g)ds .
v o ]

Laat zien dat dit identiek is met de stelling van Gauss zoals die gebruikt

is in het bewijs van (28) (wat is de vector v in dit geval?).

Bewijs dat de in (19) gedefinieerde U(S) eenduidig is.

Bedenk hierbij dat van S: e en ti' eenduidig zijn, maar u, niet (er kunnen

1]
nog starre-lichaamsverplaatsingen optreden). Neem nu Su = 0, zoedat er starre-
lichaamsverplaatsingen kunnen optreden, en laat zien dat in een evenwichts-
toestand de waarde van U(S) niet wordt beinvlced door starre-lichaamsver-

plaatsingen.

(Voon de beantwoonding van de viagen 5 t/m § kan kennis van de §5 2.2, 2.3
en 2.5 benodigd zifn.)

Beschouw een balk onder
i} uniforme rek,
ii) momentenbuiging,

iii) torsie.

Geef voor alle drie gevallen expliciete uitdrukkingen voor W(e) en W(t).




6.

Leid voor de drie bij vraag 5 gencemde problemen op eenvoudige wijze af dat
de trek-, buig-, resp. torsiestijfheid evenredig is met de potentiéle ener-
gie.

Hint: Ga uit van de relatie (15) uit §1.3.

£AY )
y = ~ P

. L.__A!

Beschouw een trekstaaf onder uniforme rek. Neem de axiale verplaatsing (w)
in z = 0 gelijk aan nul. Laat P de trekkracht zijn en AR de uitrekking van
de staaf,

Onderscheid

a) P voorgeschreven,

b) AR wvoorgeschreven.
Beantwoord zowel voor probleem a) als veor b) de volgende vragen:

1) Bereken U(S) en U*(S).

11) ¥Kies een §, die lineair is in X, d.w.z. kias:

=E="‘\)CX, u

u U, =W = C,2 .
-X Y -z - 1

Is ¢y in beide gevallen nog vrij? Zo ja, hoe bepaalt U dan de beste

keuze voor Cl?
Bereken de beste U(g).

i1i) Kies een § met constante spanningen, d.w.z. kies:

t,, = ¢, overige Eij =0 .

Is 5 in beide gevallen nog vrij? Zo ja, hoe bepaalt U dan de beste

keuze voor €5 ?
*
Bereken de beste U (S).
iv} Hoe kunt U met bovenstaande resultaten boven- en ondergrenzen veoor de

trekstijfheid bepalen? Denkt U dat U zo de exacte trekstijfheid kunt

krijgen?




7% P  x

Beschouw een ingeklemde balk met rechthoekige doorsnede (2a x2b) in zijn

einddoorsnede belast door een dwarskracht P.
i) Bepaal voor dit probleem een statisch toelaatbaar stelsel van de vorm

L, - f@x, t =glxaz), gxx=t_:xy=§yy=_tgzy=0 .

ii} Bereken de hierbij behorende elastische energie W(t)(§). Wat kunt U
zeggen van de verhouding wvan de bijdrage aan w(t)(g) afkomstig van Exz
en die van Ezz {speciaal wvoor slanke balken: a << 1} ?

In hoeverre rechtvaardigt dit de volgende relatie voor w(t)(§) voor een

balk onder (willekeurige) buiging om de y-as:

W(t)(g_) = X f:y__dz .
v Yy

waarin gy(z) een statisch toelaatbaar buigend moment is.
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HOOFDSTURK 2. BALKEN

2.1. Inleiding. Snedegroothaden

We zullen in dit hoofdstuk de deformaties en de spanningen bepalen in

balken onder verschillende klassen van belastingen (rek, buiging, torsie},

Onder een balk verstaan we een cylindrisch (of prismatisch} lichaam,

met lengte I en oppervlak van de doorsnede S, waarvan we bovendien meastal,

zonder dit steeds expliciet te vermelden, aannemen dat de lengte veel

groteyr is dan de docrsnedemaat (slanke balken: £ »» v, met r = karakter-

igtieke doorsnedemaat).

Voor de beschrijving van het elastische gedrag van een balk gebruiken

we een assenstelsel Oxy:, waarvan we de z-as steeds in de lengterichting

van &e balk kKiezen, en de x- en de y-as in een leodrechte doorsnede leggen.
ﬂl Beschouw een willekeurig assen-

kruis 0'x'y' gelegen in het vlak

i van de doorsnede. We definiéren

dan de positie van het zwaartepunt

Z van de doorsnede door (zile figuur!:

JX'dS ’ (x' = (x",y',0)) .
s

I .ot vervelg zullen we de oorsprong O van het Oxy-stelsel steeds in

We o v oartepant 2 leggen zodat dan

yds = 0 .

‘
5 z

In hev Cxy-stelsel met corsprong in Z definiéren we de volgende oppervlak-

tztraagheidsmomenten

h] ) i
. - A PR T - xyds ; J = [ xds
(3) JXX J Y ¥X y g J

73]
7]
45
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Deze grootheden vormen een symmetrische tensor en zijn dus op hoofdassen

te brengen, waarvoor geldt

(4) J = J = - f Xyds = 0 .,
Xy ¥X
S

De assen waarvoor (4) geldt noemen we hoofdtraagheidsassen van de door-

snede.
In het vervolg zullen we voor de x- en y-assen steeds centrale (d.w.z.

door het zwaartepunt Z) hoofdtraagheidsassen nemen, zodat dus steeds (2)

en (4} gelden.

In Fysica 20 (eenheid 13) zijn reeds op globale wijze zogenaamde snede-
grootheden (i.e. normaalkracht, dwarskracht, buigend moment, wringend
moment) geintroduceerd. Hier zullen we het verband tussen deze snede-
grootheden en de locale grootheden, dus de spanningen, geven. We beschouwen
een deoorsnede van de balk waarvan de normaalvector in de positieve z (of
x3*) richting werkt. De spanningsvector in een punt van de doorsnede

3 .
geven we aan met t( ). Er kunnen in zo'n doorsnede alleen spanningen werken,

waarvan de tweede index: 3, of z, is, dus t , t en t
Xz Yz zz
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De totale kracht. K op de doorsnede is dan
(5) K = J £ 3ag
of, in indices,

N (3) _ _
(&) Ki = j ti 4as = f ti3dS .

S s
Docr deze kracht te ontbinden in z-, x- en y-richting, resp., krijgen we
de volgende relaties voor de snedegrootheden:

normaalkracht:

{7) N{(= K) = J t ds ;
Z ZZ
s
dwarekrachten:
Qx{= Kx) = J txzds d
S
(8)
Q (= K) = f t ds .
Y Y Yz
s

Op analoge wijze krijgen we veoor het totale moment M om O van de spanningen

in de doorsnede (x = (x,y,0) is de positievector van het oppervlakte-

elementije dS t.o.v. O):

(9) !ji[:_(xgu)ds.

Ontbonden in x-, y- en z-richting levert dit
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buigende momenten:

M = f vt zdS i
S

(10)
M =- J xt_ ds ;
Y ZZ
S
wringand moment:
(11) Mz = f(xtyz - ytxz)ds .

Vragen

1. Welke spanningen zullen in een loodrechte doorsnede optreden bij de

volgende problemen:

af - @
Yx /11
g - d
:/ z z
1 / M
r x P \Fx

2. Geef de definities, uiltgedrukt in de spanningen in een loodrechte door-

snede, van de doorsnedegrootheden: N, Mx' My' Qx’ Qy en Mz'

3. Bereken de doorsnedegrcotheden behorende bij de volgende spanningsver-

delingen (x, y zijn centrale hoofdtraagheidsassen van de doorsnede):
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a) taz = tyz =0 bz T C ¢
b) t)(Z = Cl 'l tyz =0, tZZ = C“x v
c) txz =X+ Y tyz = Cyx toc,y , tzz =0 .

Raek van balken

Als eerste voorbeeld bekijken we de rek van een cylindrische staaf of

balk:

We veronderstellen de balk in zijn einddcorsneden belast door een normaal=-

spanning tzz volgens:
(12) tzz(x,y,O) = Uo(x,y), tzz(x,y.ﬂ) = Ul(x.y) '

(co(x,y) en cl(x,y): gegeven (voorgeschreven) functies), terwijl alle
andere spanningen in deze doorsneden nul zijn (txz = tyz =0, voor z = 0
en ). De mantel van de staaf is spanningsvrij. Verder nemen we de ver-
delingen co(x,y) en al(x,y) zodanig dat ze als enige resulterende snede-
grootheid een normaalkracht N opleveren. Aangezien txz =0 en tyz = 0,
op z = 0,8, volgt triviaal dat de dwarskrachten en het wringend moment
nul zijn, terwijl uit (7) en (10} volgt dat co(x,y) en ol(x,y) zodanig

moeten zijn dat

ft ds = N,
2

en S
{13

{ xtzzds = f ytzzds =0, opz = 0, of f.
s S

Het probleem geformuleerd door (12} is voor willekeurige co(x,y) en cl(x,y)




- 27 -

zeer moeilijk oplesbaar. Indien nu de lengte van de balk & >> r (r is
een karakteristieke lengtemaat van de doorsnede) mogen we op grond van
het Principe van de Saint-Venant het probleem volgens (12) vervangen

door het gerelaxeerde probleem, dat als randvoorwaarden heeft :

{14) tzz(x,y,O) = tzz(x,y,ﬂ) =g ,

waarin ¢ een constante normaalspanning is. Volgens de Saint-Venant is

dan op enige afstand van de einddocrsneden (enige malen r) de oplossing

van het gerelaxeerde probleem bij benadering gelijk aan die van het oor-
spronkelijke probleem.

Omdat o een normaalkracht N moet opleveren, moet gelden dat:
(15) N=|t as=os=g=2X
zZ ; g = s’

2,3
terwijl aan (13)7' is voldaan op grond van het feit dat x en y vanuit

het zwaartepunt zijn genomen.

Recapitulerend kunnen we het gerelaxeerde probleem dus als volgt formuleren:

Voor de 15 onbekenden: ui, eij en tij hebben we de 15 vergelijkingen (1),

{2} en (3} van Hoofdstuk 1, aangevuld met de randvoorwaarden:

N
1) opz = 0ocf 2 : txz = tyz =0, tzz =3
ii) op de mantel (bedenk dat daar nZ =0, dus n = (nx,ny,O)):
tixnx + tiyny =0 , (i =1,2,3) .

(16) t=E, L=t =t =t =t =0.

We krijgen hieruit de volgende deformaties:

vN VN N

e = e — = = e— T —,

XX ES ' eyy ES '’ zz  ES
(17)
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De bijbehorende verplaatsingen zijn, afgezien van starre-lichaams-

verplaatsingen,
u = _-\—)Ex v =1 —...lbl
x ES y EsY !
(18)
N
W= 0 = e .
z ES
e o z
We zullen hier ock nog bekijken
7 de rek van een verticale balk
cnder zijn eigen gewicht.
4 dV Dit eigen gewicht brengen we in
? rekening door invoering van een
P?dv— volumekracht volgens:
1.
(19) of,x=pfy=0. pf, = rg9 .

We veronderstellen*) weer alle spanningen behalve tzz gelijk aan nul en

t.. alleeneen functie van z. In dat geval blijft van de evenwichtsverge-

lijkingen {2) alleen cover:

dt
ZZ

dz

(20) ¥ pg = 0

Verder 1s gegeven dat de doorsnede z = % spanningsvrij is:

(21) tzz(z =4) =0,

waaruit velgt de oplossing:

it - = - 3 = = = t = = 0
{(22) . pg(t -2z}, tox txy tyy <z tyz

formaties

[

XX E vy E zz E
(23)

[=] = g = e = 0 -
Xy Xz Yz

*) Het uitgaan van een bepaald spanningsveld is gerechtvaardigd, indien we

hiermee aan alle elasticiteitsverg. (i.e. ({1}, (2) én (3))en alle rand-
voorwaarden kunnen voldoen. Op grond van de eenduidigheidsstelling hebben

we dan de enige goede oplossing te pakken.
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Dit deformatieveld is triviaal compatibel (waarom?) en levert, indien

we beletten dat het punt (0,0,R) verplaatst, de verplaatsingen:

, v=—¥%9-y(n—z)

u = - 2%1 x(L - 2z}

(24)
w=-—eﬂ (z2 + vxz + vyz - 28z) .

Merk op dat uit het verplaatsingsveld (24) volgt dat bhij rek onder eigen

gewicht vlakke doorsneden niet meer vlak blijven.

Vragen

1. Geef de exacte en de gerelaxeerde formulering van:

S -

P/S

een prismatische staaf, welke in zijn einddoorsnede z = [ belast wordt
door een gelijkmatig cover de doorsnede verdeelde trekspanning: P/S,

terwijl de doorsnede z = 0, zodanig is ingeklemd dat alle verplaatsingen
van deze doorsnede nul zijn. Verder is de mantel spanningsvrij.

Waarom is het niet-gerelaxeerde probleem veel meeilijker dan het gere-
laxeerde? ‘I'eken voor beide problemen de staaf in de gedeformeerde toestand,
Betekent het gegeven: de mantel is spanningsvrij, dat in een punt van de

mantel alle spanningen nul ziijn?

2. Geef de uitdrukking voor de elastische energie W voor een geval van een-~

assige rek.




2.3. Momentenbuiging van balken

We beschouwen een cylindrische staaf met doorsnede 5 en lengte 2%,

walke we in zijn einddoorsnceden belasten door een buigend moment,

M N M

y i Y

e L4 —4-/—.{{

We nomen weer de x- en y-assen als centrale hoofdtraagheidsassen van de

(¥4

doorsneden en de z-as door de zwaartepunten van de doorsneden. We ver-
onderstellen verder dat het buigend moment valt langs de y-as: My.
Indien het moment niet valt langs een van de hoofdtraagheidsassen moeten
wa het moment ontbinden langs deze assen en de twee aldus ontstane
preblemen afzonderlijk oplossen. Op grond van de lineariteit mogen we
dan deze twee oplossingen optellen {superpcneren), hetgeen dan de totale
oplessing oplevert.

Voor dit probleem is de cylindermantel spanningsvrij; de belasting moet
dus afkemstig zijn van spanningen (txz' tyz'
doorsneden. We beschouwen alleen het gerelaxeerde probleem, waarbij we

tzz) aangrijpend in de eind-

aannemen dat in de einddoorsneden de schuifspanningen txz en tyz nul zijn

en dat de normaalspanning is voorgeschreven, dus:

*
(25) t =t =0, t = t {x,y) , 1in de einddoorsneden.
XZ yo zZz z

DPeze spanningsverdeling moet echter zodanig zijn dat hij als enige door-

snedegroctheid het buigend moment My oplevert. Er moet dus gelden

. M ijn triviaal 1
(Qx Qy en M zijn triviaal nu )

(26) N=|t ' (x,y)ds =0, M =| yt (x,y)dS =0 ,
z X z

5 S
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(27) M = - J xt” (x,y)ds .
Y -4
5

Een verdeling die aan (26) voldoet is:

(28) t:(x,y) = - ax ,

immers

(29) f t;(x,y)ds = —q J xds = 0 ,
3 S

an

(30) J yt:(x,y)ds = -q J xyds = 0 ,
s 3

cp grond van (2) en (4). Aan (27) is dan nog te voldoen deor a zodanig

te kiezen dat:

* 2
- - S = = =M
(31} J xtz(x,y)dq a !x ds aIy o
5 s
of
T S
(32) o = I =» tz = -7 X .
Y Y
waarin
(33) I = J x2as( = 3. )
y oyy!
S

Wwe formuleren nu de randvoorwaarden voor het gerelaxeerde probleem van

de momentenbuiging van een balk als volgt:

M
t =t =0, t '_"_'fxx.r 0pz=i£f
Y

(34)

tijnj =0 , op de mantel, (n = (nx,ny,O)).
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We proberen als oplossing (dus voor de hele balk}
M
(35) t = - Ex'x , t.o=t. =t =t =t =0,
Y

Deze voldoet aan de randvoorwaarden en aan het evenwicht, aangezien de

enige overblijvende evenwichtsvergelijking luidt:

(36) t =0 .
ZZ,Z

Uit de wet van Hooke volgt met (35}

Ty Ty
®xx " Sy TEL_ ' %2z 7 T EI y
y Y
(37}
e = e = @ =0,
Xy yz XZ
We zien hieruit dat op de lijn gaande door de punten [(x,y) = [(0,0) de

rek e = 0. We noemen deze lijn, die dus néch langer noch korter wordt,

de neutrale lijn. Voor momentenbuiging valt de neutrale lijn dus samen

met de lijn door de zwaartepunten: de z-as.
Bij meer gecompliceerde problemen (bijvoorbeeld rek-buiging) hoeft dit

echter niet het geval te zijn.
De deformaties volgens (37) zijn lineaire functies van x en dus triviaal

compatibel en leveren, afgezien van starre-lichaamsverplaatsingen, het

verplaatsingsveld:

(38) v o= =X xy

]




Noemen we de verplaatsing in x-richting van de neutrale lijn: uo(z)

dan volgt uit (38)1

M
2
(39) ug(z) = u(0,0,2z) = 'E'EJ:E—Z ,
¥
en dus

(40)

Nu geldt in een lineaire benadering tevens dat

dzuo(z) |
(41) —_——
dz2 R

waarin R de kromtestraal is (en 1/R de kromming}.

Dus:

o1 {
(42) EIY =R of MY = EIy'E .
ofwel:

het buigend moment is evenredig met de kromming. De evenredig-

heidsconstante: EIy heet de buigstijfheid.

De vergelijking (42) wordt de wet van Bernouilli gencemd en geldt binnen

de lineaire elasticiteitstheorie exact voor de buiging door een moment,

. 3 . ; . . .
Uit (38)° zien we dat de verplaatsing w in z-richting voor een vaste
doorsnede t.p.v. z evenrediqg is met x. Hieruit concluderen we dat vlakke

doorsneden {2z = constant) ock na de buiging vlak blijven.

Z

doorsnede

pealral. ly

L g
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Uit (38} wvolgt dat:

duo(z)

(43) dz %z  EI !
y

waaruit we concluderen dat een doorsnede, welke voor de buiging loodrecht
op de neutrale lijn stond, na de buiging nog steeds loodrecht op deze
lijn staat. We zeggen: normale doorsneden blijven normaal.

Recapitulerend hebben we dus dat bij een momentenbuiging:

i) vlakke doorsneden vlak blijven;
ii) normale deoorsneden normaal blijven;

iii) de kromming evenredig is met het buigend moment.

Al deze resultaten gelden binnen de lineaire theorie exact,

Oemerkingen

i) We hebben in het voorgaande gezien dat bij een buigend moment langs
cen hoofdtraagheidsas de neutrale lijn verplaatst locdrecht op dat
moment {(bijv. My geeft uo(z) # 0, vo(z) = Q). Indien het moment niet
langs een hcofdtraagheidsas valt, moeten wij het ontbinden in een
Mx— an een My—moment, welke aanleiding zullen geven tot verplaat-
singen: vo(z) en uo(z) respectievelijk. Rangezien deze verplaatsingen
evenreodig zijn met de buigstijfheden in x~ en y-richting resp., en
omdat voeor een willekeurige doorsnede deze stijfheden in x- en y-
richting niet even groot hceven te zijn, zal de resulterende verplaat-
singsvector EO(Z) = {uo(z),vo(z)) in het algemeen niet meer loodrecht

op lLhet buigend moment staan. We spreken dan van scheve buiging.

11) Technisch belangrijker dan de buiging door een moment is de buiging
door een dwarskracht. Bij buiging door één dwarskracht gelden de
hier boven genoemde resultaten i) en 1i) niet meer exact (er treden
dan schuifspanningen op welke aanleiding geven teot afschuiven van de
doorsneden) maar resultaat i1ii) nog wel., Bij buiging door meer dan
een dwarskracht of een verdeelde belasting geldt ook iii) niet meer
exact. Voor slanke balken zijn de afwijkingen over het algemeen erg
klein {O(S/Ez)) en de punten i), ii) en 1iii) worden dan ook in de

technische mechanica als basishypothesen aangenomen.
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Recapitulatie: Pure momentenbuiging:

Buiging door MY

M
t =.._Y.x t = = = =3 =
zz I, ! XX txy vy Yz tyz 0
Ty oy
a =e = . = = =
XX yy EI " * Czz ET_ ' Cxy eyz ®xz 0
Y Y
M 2 9 M M
u = §E¥;(z vx - vy ) ., = ETK Xy w = - Ef? XZ .

Verband moment-krommings:

M
— =
EI

Y

1 "
- Y.

Vragen

Beschouw een balk welke wordt yebogen door een moment om de y-as. Hoe
wordt voor het gerelaxeerde probleem de spanningsverdeling over de deoor-
snede genomen? Bewijs dat voor deze spanningsverdeling de normaalkracht

en het buigend moment om de x-as nul zijn.

Bepaal de elastische energie vecor een balk onder zuivere momentenbuiging

(neem M = My). Indien M niet langs een hoofdtraagheidsas valt, hoe groot

is dan W?

Bij mcmentenbuiging is de mantel spanningsvrij.

Betekent dit dat in een punt van de mantel alle spanningen nul ziin?

Blijft bij momentenbuiging:

a) de vorm van de doorsnede onveranderd;

b} de doorsnede vlak;

¢} de doorsnede loodrecht op de centrale lijn?

d) Bewijs Uw antwoorden op a), b) en c).
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5. Leidt uitgaande van de spanningsverdeling wm.b.v. de wet van Hooke het
deformatieveld af. Waarom is dit deformatieveld triviaal compatibel?
Leidt uit dit deformatieveld de verplaatsingen af, onder de conditie

dat in het punt ({(x,y,z) = (0,0,0) zowel de verplaatsingen als de hoek-

verdraalingen nul zljn.

6. Hoe luidt de Bernouilli-~hypothese? Geldt deze exact bij} zuivere momenten-

bulging?

2.4. Een-dimensionale buigingstheorie voor rechte balken (FACULTATIEF)

QLO : gx(z)

M o 4 | -

0 -
/ Y.

We beschouwen een balk welke in de x-richting wordt belast door een wille-

xeurig verdeelde belasting per lengte-eenheid qx(z).

Klemmen we de balk in op z = 0 dan treden daar een reactiekracht en een

reactiemoment op, welke volgen uit het totale evenwicht en gelijk zijn aan:
L L

{44) on = J qx(z)dz ’ MyO = J qu(z)dz .

0] o]

We maken een snede ter plaatse z:

Oxo o) T
—

“l
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Uit het evenwicht van het (2 - z)-stuk volgt voor de doorsnedegrootheden
op z:

L
f qx(ﬁ)d‘: )

Zz

Qx(z)

(45)
L

J (¢ - z)qx(c)dc

It

M (z)
Yy
z

Door deze relaties naar z te differentidren krijgen we de globale even-

wichtsvergelijkingen:

de(Z)
dz

[}

(4e) - qx(z) )

dM (z)
. A
dz

(47) - Qx(Z) ’

en, na substitutie van (47) in (46):

d2M {z)
—y

(48) - =g {z) .
dz‘2 x

Uit voorgaande afleiding blijkt dat deze evenwichtsvergelijkingen exact

gelden.
We kunnen deze vergelifhingen ook aflediden wit de Locale evemwichts-

vengelifhingen tezamen met de nandvoomwaarden op de cylindenmantel. We
verondenstellen hdienbiy dat de belasting q (z) agkomstig 48 van een
velumekracht £, o dat de manted spanningsurdij {4:

{(42) t,.n, =0, (Q = (ﬂx:nyro)) ' op R,

waawn R ode rand van de deonsnede (5.
We starten met de ecaste evemvichtsvengelijhing en de eenste randvoomvaarde,

welhe ulfgeschreven Ludden:
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50 XX | Xy XZ —
(50) % 3y Aarvals fx 0,
en
(51) txxnx + txyny =0, opR.

We integhenen {50} over de doorsnede, hetgeen met de stelling van Gauss
[2-dimensionaal) en met (&) en (51) Ledidt tot

thx at 3t 2
(= + -5 4 }Jds + X ds + f ds
ay dz X
5

9x
S S
dg, (z)
= J (txxnx + txyny)ds + T + qx(Z) =
R
dg_(z)

(52) + qx(z) =0,

dz

waarin q {z) {5 gedefinicend atls

(533 qx(z) = J fde .
s

Opmerking:Indicn de belasting niet als volumekrachi aanghijpt, maar aan
de mantel, gaat bevenstaande afledding analoog, alleen moet dan het
nechtenlid van (51) ongebosh aan nul genomen worden., De verdeedde be-
Lasting komt dan van de (ntegraal Langs de rand R van dit rechtentid.
Do vergeldifking {47) kan werden afgeledd wit de dende evemwichtsven-

gel (iling me ¢ wndvoowaaade:

atxz atyz Btzz
(34) 5x ay Tz T °
en
(55) t 0+ =0, opR
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We vewneigvuldigen (54) met x en integrenen oven S, hetgeen met (§)
en (10} Ledidt tot:

Btxz atyz atz
Z
J[x o + X 5y + X —3;—J 4as =
s
2 d a
= J[Bx (xtxz) + 3y (xtyz)]ds - J txzds + ey J xtzzdS =
3 s S
aMm (z)
N J x(txznx * tYZny)ds - Qx(z) - dz -
R
dM (z)
(56} = - Qx(Z) - ——Y—-—-dz =0 .

Op deze wijze hebben we dus de globale evenwichtsvergelijkingen afgeleid
door integratie over de doorsnede wvan de locale vergelijkingen, Hiermee
zijn de drie-dimensionale evenwichtsvergelijkingen teruggebracht tot een
stelsel een-dimensionale vergelijkingen (twee vergelijkingen voor twee
onbekenden, bijv. Qx en My). Ofschoon deze vergelijkingen op zich vol-
doende zijn om de buigende momenten en de dwarskrachten te bepalen: de

ean-dimensicnale balkentheorie 1s statisch bepaald, kunnen we hieruit

geen conclusies trekken omtrent de deformaties van de balk.

Om deze te bepalen, nemen we aan dat de in de vorigeparagraaf afgeleide
resultaten voor de momentenbuiging (d.i. de punten i), ii), en iii) op
pagina 23) ook hier geldig zijn; en meer speciaal dat voor de uitbuiging

uo{z) van de neutrale lijn geldt:

2
(57) e RS ik
dzz EIY

de Bernouilli-hypothese.

Hiermee, en met (47}, verkrijgen we de volgende constitutieve vergelijkingen

vaoor het buigend moment er de dwarskracht: (voor constante EIy)
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2

d uo(z) d3uo(z)

(58) M (z) = EI H Q (z) = -~ EI ’
Y Y d22 x Y d23

terwijl (48) leidt tot

d4u0 (z) g (z)
(59) 4 = xI
dz E y

Deze laatste vergelijking wordt de balkenvergelijking genoemd. Om deze

vergelijking te kunnen oplossen, hebben we nog vier randvoorwaarden nodig.

Hiertoe moeten we op twee verschillende punten van de balk (bijv. z = 0

en z = ) telkens twee van de volgende vier grootheden voorschrijven:

1) de verplaatsing u.,
0
duO
ii} de hoekverdraaiing p .
dz 2
du
1ii) het buigend moment; dit komt overeen met S voorgeschreven,
d3u, dz
iv) de dwarskracht; komt overeen met T -
dz

Veor het aangeven van de randvoorwaarden wordt de volgende symboliek

gabruikt:

duO
(60) a———-——————--— ingeklemd: Uy =5 < 0.

¢

d2u0
(61) e - m opgelegd: u.=M=0=y, = =
Aﬁg 0 0 2
- dz
d2u0 d3u0
(02) _— vrij: M= Q =0 = 5 = > =
dz dz

In het bovenstaande is aangetoond, dat het buigend moment en de dwarskracht
evenredig zijn met de tweede resp. de derde afgeleide van de doorbuiging
uo(z). Dit betekent dus dat er bij discontinuiteiten in de momenten-

en/of dwarskrachtenlijn {bijv. bij puntmomenten of -krachten) ook sprongen
in de tweede of derde afgeleide van uo(z) zullen optreden. De balken-

vergelijking (59) geldt in dat geval dus slechts stuksgewlijs, d.w.z. alleen
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in de trajecten tussen twee discontinuiteiten, In deze discontinuiteits-
punten moeten dan aansluit- en sprongcondities worden geformuleerd om

de doorzakking over de gehele balk te kunnen berekenen.

Oemerkingen:

1) De globale evenwichtsvergelijkingen (46} en (47) kunnen ook worden
afgeleid door het evenwicht van een stukje dz van de balk te be-
kijken. Voor de details van deze afleiding verwijzen we naar
Fysica 20.

ii) De constitutieve vergelijking (57) is hier gepostuleerd. We willen
laten zien dat deze overeenkomt met de aanname dat normale, vlakke

doorsneden bij buiging normaal én vlak blijven.

voor buiging

N
na buiging

R : kromtestraal neutrale ljn (N.L).
Op N.L. géén rek, dus:
;2c4cl = dz .
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Als normale vlakke doorsneden normaal en vlak blijven, geldt voor

de rek van een vezel t.p.v.: -X:

_ AR - x)da - dz _ (R - x)da - Rda _ _
(63) €2z © dz o Rda N

%

Verwaarlozen we de spanningen txx en tyy dan geeft Hooke:

Ex
(64 Yoz T By T R '
en hierult volgt:
EI
= - - E 245 = —X
(65) My = J xtzzdS -y J x ds8 = R '
s S

de Barnouilli-hypothese. Aangezien echter voor bulging door een willekeurig
vaerdeelde belasting het uitgangspunt dat normale, vlakke doorsneden normaal
en vlak blijven niet meer exact opgaat, geldt ocvk relatie (65) niet exact.

De afwijkingen zijn echter voor slanke balken in het algemeen erg klein

0(s/2%)).

Recapitulatie: Een-dimensionale buigingstheorie.

Bulging in x-z-vlak:

Evenwichtsvergelijkingen:

ag_(z) aM_(z) a’m (z)
an = -qx(z) ; -—y——-dz = -Qx(z) ; —-—x-—-dzz = qx(z) ’

Constitutieve vergelijking:

2
d uo(z) %y(z)
2 EI

dz ¥
Balkvergelijking:
4
d uo(z) _ qx(z)
4 ~ EI °

dz v
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Randveoorwaarden:
duo
ingeklemd - 2 ——
g e u0 an o,
d2u0
opgelegd : u, = =0,
0 2
dz
d2u0 d3u0
vrij H = 3 = 0.
dz dz
Vragen

1. wat is de basishypothese van de technische balkentheorie?
2. Welke van de volgende vergelijkingen gelden exact en welke niet:
! = - s 1 = . = " ?
Qx(z) qgf{z) ; My(z) Qx(z) ; My(z) EIuO(z) ;

Wat is de grootte-orde van de fout? Voor welke soort balken geldt de

technische balkenthecrie dus en voor welke niet?

3. Leidt de glcbale evenwichtsvergelijkingen voor buiging in het y-z-vlak
t.g.v. een verdeelde belasting qy(z) af uit:
a}l de locale evenwichtsvergelijkingen;
b) de snedegrootheden.

Let op de tekens!

4. Geef de definitie en voorbeelden van een statisch bepaalde en een statisch

onbepaalde balk. Hoe is een statisch onbepaalde reactiekracht te bepalen?

5. Hoe luidt de een-dimensionale balkenvergelijking?

Geaf de algemene oplossing van deze vergelijking voor:
q{z) =0, glz) = g(= constant) .
Bewijs dat de algemene oplossing kan worden geschreven als

FA

= t " 2 l w 3 ___1____ 3
ulz) = w0} + u'(0z + Hu"(0)z" + g u” (02" + = J {z-7) alpdeg .

0




6.

7.

2.5,
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Formuleer de randvoorwaarden in z = 0 en z = £ voor:

B - S

n -
3 ' 4';;l1[l 4'1;llln
z 7z 1 =z Vg 7 z /
Beschouw:
P
M 9

s
>
~Ne
Y
o}
AN
™
.
.
™
n)

Geef precies aan voor welke trajecten de een~dimensionale buigingsverge-
1ijking geldt. Treden er in de punten B t/m F discontinuiteiten in de
doorbuiging u(z) of zijn afgeleiden op en, zo ja, welke. Formuleer de

sprongcondities in deze punten in termen van u(z) en zijn eerste drie

afgeleiden.

Torsie van een cirkelcylinder

M

r
We beschouwen een cylindrische

staaf, lengte g, met cirkelvor-
mige doorsnede, straal R, welke
in zijn einddoorsneden wordt be-
last door een wringend moment Mz'
! We kiezen een x-y-z-stelsel met
] | de z-as langs de cylinderas en de
A X~ en y-as in het vlak van de
doorsnede,

-F-- Ten gevolge van het wringende

w - « o
R -Y moment Mz zullen de doorsneden van
X 1 de staaf t.o.v. elkaar verdraaien

M om de z-as. We houden de doorsnede
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z = (0 op zijn plaats en nemen aan dat de doorsnede z verdraalt over

een hoek & (z). (Rangezien we ons beperken tot lineaire thecrieén

zullen we aannemen dat [8(z)| << 1).

We zullen hier alleen het gerelaxeerde probleem oplossen {(we komen daar
later op terug).

We gaan uit van de volgende aannamen voor het verplaatsingsveld, (waarmee
aan alle elasticiteitsvergelijkingen én randvoorwaarden kan worden vol-

daan, zodat deze keuze dus correct 1s)
(66) 6(z) = az .,

waarin o de hoekverdraaiing per lengte-eenheid is, én

u = ~2y
{e7) v = QZX ,
w=Oo

Dit verplaatsingsveld stelt een starre rotatie van de z-doorsnede over
ean hoek nz voor. Zoals we in de volgende paragraaf zullen zien gaat de

keuze: w = 0 voor elke andere dan de cirkelvormige doorsnede niet meer op.

Uit (67) volgen de deformaties

e = e = e = e =0 ,
XX Yy ZZ Xy

(68)

«z - & ay , eyz = & agx ,

e

waaruit we dan met de wet van Hooke de spanningen:

t =t =t =+t =20,
XX vy zz Xy

(69)

- Go T = Gax
Xz Yo vz !

T

krijgen, welke spanningen, zoals zeer eenvoudig is in te zien, aan de
avenwichtsvergelijkingen voldoen.
Wwe moeten dan hog aan twee voorwaarden voldoen:

i} Dpe schuifspanningen moeten het moment MZ cpleveren:
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= _ - 2 -
Mz = J(xt ytxz)ds = Go J (x* + y )ds =
b3} S
(70}
= Go f r ds = Gal ,
S
met
R
(71} I = J erS = J r22nrdr =2 R4:
P 2
5 r=0

het polaire oppervlaktetraagheidsmoment.

Bij gegeven Mz volgt a dus uit:

(72) @ ®

il) De randvoorwaarden op de mantel. De mantel is spanningsvrij, d.w.z.
de spanningsvector op een willekeurig oppervlakte-element van de

mantel is nul:

(73) ti n =t =0, opr =R,

Voor een zuiver cylindrische staaf staat de normaalvector n op de mantel

loodrecht op de z-as, dus

(74) nz =0, of n-= (nxrnyto) ]

waarmea (73) uitgeschreven wordt:

t n +t n =20,
XX X Xy ¥
(75) t n +t n =20,
¥X X YY ¥
t. n +t n =20, op r =R.

Met het spanningsveld (69) is aan de eerste twee randvoorwaarden triviaal

voldaan, terwijl de laatste geeft:

(76) Got("ynx + xny) =0 , op r = R .




- 47 -

We geven een punt op de mantel

aan met:

(77) x = Rcos B, y =R sin 0 ,

en de normaal n door:

R {(78) n_ = cos 8 , n_ = sin 8 ,
X Y
waarmee (76) overgaat in:
(79) Ga{(~R sin 6 cos & + R cos 8 sin A) = 0 .

zodat dus ock aan de randvoorwaarde op de mantel wvoldaan is.
Merk op dat:de mantel is spanningsvrij"niet wil zeggen dat in een punt van

de mantel alle spanningen nul zijn. Immers, definiéren we

dan volgt uit (69) dat
(80) T = Gar ,
en zien we dat de maximale schui fspanning

{81} Toax o Gar ,

optreedt aan de rand R. Deze spanning werkt echter niet op een oppervlakte-
alement van de mantel maar op een vliakje lcodrecht op de mantel.

Met (72) gaat (8B1) over in:

RMZ EMZ
(82) Tmax T 1T T 3 °
P TR

OEmerking:

We hebben tot nu toe nog niet gesproken over de verdeling van het moment
Mz over de einddoorsneden, Het zal duidelijk zijn dat de spanningsver-
deling (69) alleen dan de goede spanningsverdeling is,indien de span-
ningen ook In de einddoorsneden op deze wijze verdeeld zijn. We noemen
de spanningen dan "gced verdeeld”, en spreken van het gerelaxeerde
probleem.

Indien het moment niet-goed verdeeld is, is het verschil tussen dit

probleem en het gerelaxeerde een zogenaamd nulprobleem. De oplossing
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van dit probleem dempt volgens de Saint-Venant snel uit op enige afstand
van de einddoorsneden. De hierboven beschreven gerelaxeerde oplossing
kan dus worden opgevat als de asymptotiek van de echte oplossing op

een afstand van enkele malen de straal R van de einddoorsneden.

Recapitulatie: Torsie cirkelcylinder.

u = -azy , v = azx , w =20,
t = t - = = = - =
XX vy 2z txy o, txz Gay , tyz Gax ,
2M
a = z
T
mTGR

Vragen

Waarom is de oplossing gebaseerd op de veronderstelling:
u = - azy , v = azZx , w=20,

de enlge juiste oplossing van het (gerelaxeerde) probleem van de torsie
van een cirkelcylinder?
Laat zien dat bovenstaande verplaatsingsveld een starre rotatie van de

doorsnede om zijn middelpunt voorstelt, Van welke belangrijke, wveronder-

stelling is hierbij dan uitgegaan?

Aan de rand van de cirkelvormige doorsnede zijn txz en tyz ongelijk aan

nul. Hoe 1g dit te rijmen met de eis dat de mantel spanningsvrij moet

ziin?
Stel dat we i.p.v. 8 = az, ult zouden gaan van:

8 + 22
alz a2 .

Waaruit volgt dan dat oy = 0 moet zijn?
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Construeer een "niet-goed verdeelde" schuifspanning, welke statisch
equivalent is met een wringend moment Mz. Waarom 1s dit probleem veel

moellijker dan het gerelaxeerde probleem,

Waarom zal het gerelaxeerde probleem van de torsie van een slanke staaf

een goede benadering geven voor de torsiestijfheid van die staaf?

Waarom 1s het probleem van de torsie van een staaf met veranderlijke
cirkelvormige doorsneden zoveel moeiliijker dan dat van de torsie van

een cirkelcylinder?

Torsie van een cylinder met willlekeurige doorsnede

pk We beschouwen weer een cylinder
met lengte £, maar nu met wille-

+ keurige docrsnede, welke in de

| einddoorsneden wordt belast door

J een wringend moment Mz. De mantel
van de cylinder is onbelast en
verder kunnen de punten van de
einddoorsneden vrij verplaatsen in
axiale richting (de welving van de
einddoorsneden is niet verhinderd).
) Het x-y-z-stelsel kiezen we op de
gebruikelijke wijze langs de cen-

-— 17"~ trale hoofdtraagheidsassen.

——— .
\
’

Y We proberen als oplossing van het

gerelaxeerde probleem de spannings—

verdeling:

(83)

Uit de evenwichtsvergelijkingen in x- en y-richting volgt dan dat
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atxz It ”
(84) 3z 3z 0
of
(85) txz = txz(x,y) en tYZ = tyz(x,y) ’

terwijl de derde evenwichtsvergelijking geeft:

ot at
(86) 2 X2 -9,
’ ax 9y

Aan deze vergelijking is te voldoen door invecering van de spanningsfunctie

F(x,y):
- . g XE
{(87) tey = ©C 3y | tyz =-G3- -

Met Hooke kunnen we nu ook de deformaties uitdrukken in F(x,y). We

krijgen dan:

e = @ = @ = e =0,
xX Yy zz Xy
(88)
- aF _ _, oF
®xz ~ £ ay ! eyz 5 ax

bDeze deformaties zijn niet triviaal compatibel. In feite zal uit de compa-

tibiliteitsvergelijkingen de nog ontbrekende vergelijking voor Fx,y)

volgen.

We beschouwen eerst de vergelijking (zie (7), H.1.)

2
\
c exx - 8 |_ geyz + Bezx + aexy
ayosz ax ax ay 3z !

wat met (88) leidt tot

2
a aF 3 F
2 2 ’
T ax ay
of
] 32F BZF
(89) % (aF} = 0 , {AF = — +‘*jf) .
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Op analoge wijze volgt uit de compatibjliteitsvergelijking, welke we
uit de bovenstaande verkrijgen door de cyclische verwisseling:

X)¥sZ * ¥,2z,x de relatie
(90) 2 (aF) = 0
5y .

Alle overige compatibiliteitsvergelijkingen zijn met (88) identiek

voldaan (ga dit zelf na).

Uit (89) en (90) volgt de vergelijking voor F(x;y):
(91) AF = C .

De in (91) voorkomende constante C is nog een onbekende van het probleem,
Hij volgt uit de eis dat de schuifspanningen het wringend moment Mz
moeten opleveren. Alvorens dit echter uit te werken, gaan we eerst kijken
naar de randveoorwaarden op de mantel,

De veorwaarde dat de mantel spanningsvrij is, levert op analoge wijze als

in de vorige paragraaf de randvoorwaarde:

(92) txznx + tyzny =0, op R,

waarin R de rand van de doorsnede is.

<k

(n.x) : hoek tussen n en x-as

(r.y): hoek Lussen n en y-as
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Voor een verdere uitwerking van de randvoorwaarde (92) hebben we de

volgende relaties, welke volgen uit bovenstaande figuur, nodig:

- = 3% o 3y
n_ cos{n,x) Y 3e

(93)

2x

= E—B-ln—
ny cos(n,y) P, PR

Met (B7) en (93) gaat (92) over in

F 3y _ o 3F . 3x, _ . 9F _
¢ 3y 3s € 3x ( as) ¢ 35 0,
of:
(94) F = constant langs R .

F komt in het voorgaande alleen als afgeleide voor; we mogen daarom de
conacante in (94) gelijk aan nul nemen. Dit gaat echter alleen op voor
enkelvoudig samenhangende doorsneden. Bij meervoudig samenhangende
doorsneden krijgen we meerdere, gescheiden randen en daardoor meerdere
congtanten. We kunnen dan slechts &én van deze constanten gelijk aan
nul kiezen.

Dus, voor enkelvoudig samenhangende doorsneden, waartce we ons verder

zullen beperken, geldt

(95) F=0, op R .

Dit is de bij de differentiaalvergelijking (91} behorende randvoorwaarde.

We moeten nu nog de constante C bepalen. We hebben:

]
aF 3F
M, = J (xtyz yt )ds = -C J'(x Tty -a?)ds
S

D 3 .
= -G f La—x(xF) + ﬁ(yF”dS + 2C J FdsS ,
S S
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hetgeen met de stelling van Gauss, in twee dimensies, en met (95) leidt

tot:

(96) Mz - GJF[xnx + yny]ds + 2G J Fds = 2G J FdS ,
R S S

want F = 0 op R volgens (95) .

Door F(x,y) te verwangen door E(x,y) d.m.v.

(O7)  EGay) = CFGuy) , of Fley) = KR

gaan (91) en (95} over in

AF = 1,
en

(98)

o1

=0, opR,

waaruit F(x,y) op eenduidige wijze te bepalen is. De constante C volgt dan
uit (96):

MZ
26/ Fds

5

(99) Cs=

Als aan (91) voldaan is, kunnen we uit (88) de verplaatsingen bepalen.

Wa hebben:

(100)
au aw-aF av _a_w___BF
3z  3x 3y " 9z 3y 3x

Uit de 3° vergelijking volgt

(101) w = W(fo) r

en daarmee, aangezien ook F = F(x,y), uit de laatste twee vergelijkingen
dat u en v hooguit lineair van z kunnen afhangen. Nemen we u en v gelijk

aan nul op z = 0, dan moet op grond van de eerste en tweede vergelijking

van {100) gelden:
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(102) u = fiylz , v = gi{x)z .

Substitutie van (102) in de vierde vergelijking van {100) geeft

df (y} _ dgix) _

(103} oy i o,
waarult volgt:
(104) £ily) = - ay + Cy v glx) = ax + S, ¢ (a,cl,c2= constanten)

hetgeen, afgezien van starre-lichaamsverplaatsingen {(we houden de z-as

op zijn plaats) leidt tot verplaatsingen:

(105) u= - ayz , v = axz .

Hieruit blijkt dat o de draaiing van de doorsnede om de z-as per lengte-

egenheld is.

Opmerking: Indien c, en c, wél zouden worden meegenomen, leidt dit tot

twee extra termen in w, namelidjk:

—Clx - CZY i

we zlen hieruit dat c, en c, een starre lichaamsrotatie om de y-as resp.

1 2
de x~as voorstellen {(Ga dit zelf na).

uit (105) volgt dat

3 ,av 3u
(106) o =% EE(BX 3;ﬂ .

Hiermee kunnen we het verband tussen o en C bepalen. Door de vijfde ver-

gelijking van (100) naar y en de zesde naar x te differentiéren en van

elkaar af te trekken krijgen we:

2 2

2u v 8 3v_3u _ p-
(107) 3z3y  9zax az(ax By) AF =C .

Vergelijken van (107) met (106) geeft:
(108} ¢ = -2a .

Met (97), (108) en (B7) vinden we txz en tyz als functie van F(x,y):
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oF aF
t = - ———— = ——
{109} Xz 2Gaay ' tyz 2Gaax

Bovendien veolgt uit (99) het verband tussen a en Mz:

(110) ]

e
Q
Y
ok
B
1]

waarln D := Mz/a de torsiestijfheid gencemd wordt. Deze is dus te bepalen

uit
(111) D = - 4G j FdS .
S

Blijft nog over te bepalen de welving w = w{x,y). Differentiéren we de
vijfde vergelijking van (100) naar x en de zesde naar y en tellen we

deze bij elkaar op dan krijgen we m.b.v. (105):

32w 32
(112) XY e =0,
2 2
ax Ay

Het is gebruikelijk om w te normeren op a; d.w.z. we voeren in een

functie ¢{x,y) door

{(113) wix,y} = ad{x,y) ,
waarvoor dan cok geldt:
{114) A® = 0 .

De randvoorwaarde voor ¢ vinden we weer uit (92). Hiertoe drukken we
eerst de spanningen t ., en tyz m.b.v. de wet van Hooke en met (105)

en {113) uit in ¢. We krijgen dan:

- a2t _ . - ¢
{115) txz = Ga(ax ¥) i tyz = Ga(ay + x) .

Hiermee gaat (92) over in
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ad o _
{116) Ga(ax y)nx + Ga(s; + x)ny =0, op R,

of met (93}

(117) 0 3x 20y 3 _ -xn_ . op R,

3% oan Oy an  am x

waarin het rechterlid een, bekende, functie van de vorm van de doorsnede
is. De functie ¢(x,y) moet dus in het inwendige van de doorsnede voldoen
aan de potentiaalvergelijking, terwijl op de rand de normale afgeleide
is vooxrgeschreven. Een dergelijk probleem heet een Neumann-probleem.
Voor het torsie-probleem heeft dit stelsel altijd een oplossing en deze
oplossing is eenduidig op een, irrelevante, constante na.

Voor een cirkelvormige doorsnede is het rechterlid wvan (117) gelijk aan

nul (zde (77) - (79)). We krijgen dan dat

(118} A = O ; -— =0, cp R,
walke als cplossing heeft, afgezien van een arbitraire constante,

(119) b =0 =ww=20.

Bij een cirkelcylinder treedt dus inderdaad geen welving van de doorsneden

op. Dit is tevens de enige doorsnede-vorm waarvoor dit het geval is.

Voorbeeld: Ellipsvormige doorsnede.
Als voorbeeld bekijken we de torsie van een cylinder met een ellips-

vormige doorsnede, waarvan de rand wordt gegeven door

2 2
(120} R:—z—+1’7=1.
a b

Een functie E(x,y) welke nul is op R is

2 2
(121) Flx,y) = A(%+ L-1n.
a b

Hiermee is tevens voor een bepaalde keuze van ) te voldoen aan (98)1.

Immers
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AF = A (2 + 2y =1,
P p)
a b
mits
azb2
A = —
2@ + p7)
of
N R 2 2
(122) Flx,y) = (3‘-2-+ XE' 1 .

2
2(a” + b2) a b

Voor de torsiestijfheid D krijgen we met (111)

2 2 2 2
pe - B [ L e
(@ + b)) a b
(stel: x = ar cos ® , y = br sin 6 , 0Csr=s1, 0508 2 21)
13
(123) D = gGa b2 .
{a~ + b7

De hoekverdraaiing per lengte-eenheid vinden we dan uit

M (a2 + b2)M
Z

A
y = == =
(124 a D

3.3
1Ga b
Door a = b = R te nemen, krijgen we weer de resultaten van § 2.5 voor

de cirkelcylinder.

OEmerkingen

1) In de technische mechanica is het gebruikelijk om de torsiestijfheid
D gelijk te nemen aan GIP. Voor doorsneden waarvan de vorm nogal sterk
verschilt van een cirkel kunnen hierbij echter behoorlijke afwijkingen
optreden. Door de Ip's te nemen behorende bij de groctste binnen de

doorsnede passende cirkel en de kleinste de hele doorsnede omvattende

cirkel kunnen we echter wel onder- en bovengrenzen voor de torsie-

stijfheid aangeven.
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ii) De zakking van een vlak membraan, waarxvan de rand is ingeklemd en

dat belast wordt door een constante druk, voldoet aan dezelfde

vergelijkingen als F(x,y). Dus een membraan van dezelfde vorm als

de doorsnede van de torsiestaaf onder beschouwing en belast door

een constante druk, heeft een zakking welke evenredig is met F.

Bovendien is het zo dat (zie (96)) het wringend moment Mz {en ook

D) evenredig zijn met het doorgezakte volume. Dit heet het:

membraan-analogon. We kunnen dat gebruijken om de na (94) gemaakte

opmerking over meervoudig samenhangende doorsneden te illustreren.

Neem als voorbeeld een tweevoudig samenhangende doorsnede (zie fiquur).

We krijgen dan het analogon van het torsieprobleem, indien we de

buitenrand R, inklemmen

en de binnenrand R2 vast-
maken aan een vrij,

vlak, star plaatje. Be-
lasten we nu dit membraan,
dan zien we dat de zakking
van R, nul is (wat over-

1
eenkomt met F = 0, op Rl)’

maar de zakking van R, weliswaar constant maar ongelijk aan nul is,

2

Recapitulatie: Tcrsie

Seanningen:

t =
XX

t =
Xz

met F(x,y) uit:

-2Ga o H t = 2Ga 3, .
3y Yz ax

AF = 1; F =0, op R.

Hoekverdraaiing per lengte-eenheid en torsiestijfheid:
M o~
a = 7? ' met D = —-4G J Fds .

S
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vVerplaatingen:

u = -ayz , v = azx , w = ad{x,y) ,
met ¢(x,y) uit: A = 0 ; 30 _ n - xn R
'Y : P Y x y op .

Verband F(x,y) en ®(x,y) (uit (109) en (115))

o ~

¢ L3, 38 ., aF
(i26) ax-—y 23)" 3y x+23x'

Voosrbeeld

We beschowven de torsic van een cylinden met een cinkelvormige doorsnede
waarin een cirkelvonmige inkeping {4 aangebracht (zie giguur). De straal
van de ghote cinkel is R en van de kleine citkel, waarvan het middefpunt
op de omtrek van de grote cirhel Ligt, 48 de strnaal a. We kiezen een X-y-
stelsel (n het vlak van de doonrsnede met corsprong in het middefpunt van
de Rleine cinkel (dus
niet in het zwaartepunt
van de doorsnede!) en
voenen £.o.v. dit assen-
- kruis de pooleoondinaten
nen 9 in,
Om (98) op e hunnen Los-
sen, splitsen we F eenst
in een particuliene op-

: ~ 2 2
Lossdng: F o= (x" + y7) = yr° ,
pLus een homogene oplossing ;1, dus :

(127) F=F + txz + yz) ‘
en dan 44
(128)  AF, =0 , F,o=-4x® +y9) =-%zx2, opR.

1

De rand R wondt, 4in n en ¢, beschreven doon

r = a: RLeine cirkel ,

r = 2R cos ¢: grofe cirnkel .
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We proberen daarom de oplossing van (12§) te separeren als:
;(r,w) = f(r)-cos ¢ .
De twee fundamentele oplossingen van de potentiaalvergelijhing zijn dan

(130) ;fl)(r,w) = Eeg_i E;z’(r,w) =r cos ¢ ,

(bedente dat steeds: ¢ za >0},

We kunnen hiewmee de volgende oplossing voor Fir,q) samensitellen, welhe
bovendien voldoet aan F = 0, op R:

~ :r:2 R a2R az
{131} F(r.q:)=-&-—*é-rc05cp+-—2~;—coscp-—4-.

Dat {131) indendaad nul is op R is het makkelijkste te zien door hem te
schnijven als

;(I'N = ’:(r?‘ - a2)(1 - Z?R cos @) ,

li
o
~

op R, wvolgens (129),

In x en y uitgedrukt fuidt F:

2
~ 2
(132) Flx,y) = h(x? + y2 - a%) — hRx + —8 RX — .
2(x7 + y7)
3°F 2%
{contrcleen hlenmee dat {nderdaad: AF = =5+~ = 1.
ax y

Met (125) kunnen we hieruit de schudfspanningen bepafen. We vinden dan:

2
= =2 - —-—i.&x.x.._ =
tz Gal by 2o
1 {(x" + y7)
(133)
2a2

I

Gol 2R cos @ ~ rlsin ¢ ,
r
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en
2 2_2
tyz = 2Ga[%x - 4R + ; R = - ; Rx > ] =
2(x” + y7) (x +y ?
(133)2
2 2
= Galr cos ¢ - R + 31§ - 2255 cos2 el.
r r

Nu treedt bif tonsie de maximale schudfspanning altijd op Langs de rand
van de doonsnede. In dit voonbeeld blifkt hif op te treden Langs de
kleine cinkel waar geldt (stel r = a in (133):

2 2
{134) T 3= V%xz + tyz = Ga{2R cos ¢ ~ a) ,

waarudit volgt dat de maximale schuifspanning optreedt bif ¢ = 0 en gelish
L& aan:

(135) Thax = Ga(2R - a) .

Indien a << R wondt dit

(136} T = 2GaR .
max

Voor een cinkel is deze waarde volgens (§1) gelisk aan: Gor . We aon-
cluderen hieruit dat bif een heel hleine Ankeping een spanningsconcentratic

met een gactor 7 optreedt,

Opmealeing: Uit (134}, of (133), volgt dat in de snifpunten van de grote
en ae kledine cinkel (daar i8: 2R cos ¢ =a) de schuifspanningen nul zijn.

Vragen

. i) Verandert bij torsie de vorm van de doorsnede?
ii) Blijven bij torsie vlakke doorsneden vlak?

1ii) Treedt er bij torsie rek in de z-richting op?
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Formuleer, in woorden, het principe van de Saint Venant voor de torsie
van een lange cylindrische staaf. Aan welke conditie (s) moet een "goed

verdeelde" spanningstensor in de einddoorsneden voldoen?

In hoeverre wordt het torsieprobleem moeilijker, indien de welving van
de einddoorsneden verhinderd wordt. Zal bij welvingsverhindering in de

einddoersneden een normaalkracht optreden?

Bewlijs dat wvoor een spanningsverdeling volgens (83) en (87), met F = 0

op R, de volgende doorsnedegrootheden:

N, Qx, Qy, Mx en My '

nul zijn.

Bewijs dat bij een verplaatsingsveld volgens
u = - ayz , vV = axz , w o= ad(x,y) :

1) de doorsneden in hun vlak niet deformeren;
ii) een doorsnede t.p.v. z roteert om zijn zwaartepunt over een hoek az
om de z-as;:

iii} er geen welvingsverhindering is.

Bewijs dat het uitgangspunt
u = -ayz , v = axz , w = ad(x,y) ,

corraespondeert met het uitgangspunt

3F aF .
= - —— = i t =) = = =
txz 2Ga oy ' tyz 2Ga % ! XX tyy tzz t 0

en geef het verband tussen ¢({x,y) en F(x,y).

Tet welke vergelijkingen voor E(x,y) en/of d(x,y) leiden:

i) de evenwichtsvergelijkingen;

ii) de compatibiliteitsvergelijkingen;

111} de randvoorwaarden op de mantel;

iv} het globale evenwicht tussen de schuifspanningsverdeling en het

wringend moment.
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2.6.1, Energieprincipes toegepast op torsie. Benaderingen voor de torsiestijfheid

We zullen hier de in § 1.5 afgeleide energiestellingen gaan toepassen op
torsieproblemen. Speciaal zullen we hier laten zien hoe we m.b.v. deze stel-
lingen boven- en ondergrenzen kunnen bepalen voor de torsiestiijfheid, welke

in (110} is gedefinieerd als

waarin M dus het wringend moment is en o de hoekverdraaiing per lengte-
eenheid.

We beschouwen eerst het probleem van een cylindrische staaf, lengte {, met
willekeurige doorsnede, welke wordt getordeerd, waarbij we de hoekverdraai-
ing van de einddoorsnede {z = {) t.o.v. de begindoorsnede (z = 0} als vocor-
geschreven beschouwen. Het wringend moment M is dan een onbekende van het

probleem.

6.4 8

S

wl)

T~

o

Voor het gemak nemen we de doorsnede z = 0 ingeklemd. Dan is dus de hoekver-

draaiing van de einddoorsnede
(134) p(f] = af ,

voorgeschreven (we mogen dus ook zeggen dat o is voorgeschreven). Meer spe-
cifiek moeten we stellen dat op het Su-oppervlak: z = &, zijn voorgeschreven

(vergelijk (105))
* *
{135) o =- ye{l) = - aly ; uy = xp{l) = alx , opz = 1.

Verder zijn in dit geval de volumekrachten en de veoorgeschreven spanningen

{(op de mantel) nul:
(136) £ =tf=0.
i

vit (15}, §1.3, volgt met (136}

i

S S
u

(137 W(S) = k% ftill*ds = M fti(x,y,l)u:(x,y,ﬂ)Xmdy,
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of met (135) en met {(geen welvingsverhindering)

tz(erfZ) =0,

en
(138} M= J(xt -yt )d4as ,

vz %2

s
dat
* *

(13 WSy =% J(tx ux+ ty uy) - as = ¥gp(t) J(xtyz-ytxz)ds =

S s

LMe(2) = HMal

Deze relatie is fysisch direct te interpreteren als: "de inwendige energie
W(S) isgelijk aan de helft van de uitwendig verrichte arbeid (bij constante
M): Mg (R)".

Met D volgens (110) gaat (139) over in

(140) W(S) = Ypa’l .

Voor de potentiéle energie als gegeven in {19), §1.5, leidt dit dan met (136)

tot

(141) u(s) = w(S) = 11D0t2£

Dit betekent dus dat bij voorgeschreven hoekverdraaiing o de potentiéle

energie evenrediq is met D of, meer specifiek,

u(S)

(142) D=
5&22

Met het insluittheorema (36), § 1.5, kunnen we onder- en bovengrenzen voor
U(S) afleiden, waarmee we dan tevens via bovenstaand resultaat onder- en

bovengrenzen voor de torsiestijtheid D gevonden hebben.
Voor de verdere uitwerking kiezen we nu eerst een:

i) kinematisch toelaatbaar stelsel van de vorm

(143) S: Gx = - ayz ., Gy = Xz , ﬁz = ad(x,y)

Dit verplaatsingsveld voldoet dus aan de randvoorwaarden op Su: de hoekver-
draaiing is nul op z = 0 en ¢(2) = ol op z = . (Bedenk dat de hoekver-

draaiing om de z-as gelijk is aan:
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Verder 1s dit verplaatsingsveld in overeenstemming met (105) en (113).
Alleen stellen we hier aan $(x,y} geen verdere eisen.
Uit {143) vinden we wvoor de deformaties

T = Lol S - nadl T =
(144} e, = %a(ax e eyz = haiay +x) , overige eij o .

Substitutie van (144) in (20}, § 1.5, leidt tot

u® =w® (@ =26 I(éz +32 yav =
Xz  yz
v

5 Ga’r J[(Eﬂi-y)2 + (%%u)zjds.

(145) %
s

ii) Vervolgens kiezen we een statisch toelaatbaar stelsel S volgens

aF _ ar . _
(146) S: £y = C 7y Eyz = - G 3=, overige Eij o,
met
Fix,y) =0, op R (3 mantel) .

’

Dit spanningsveld voldoet, voor alle F(x,y), aan de evenwichtsvergelijkingen

en met de tweede eis voor F{x,y) tevens aan de randvocrwaarde dat de span-

ningen op de mantel (= Sp—oppervlak) nul moeten zijn. Met deze keuze vinden
we dan dat
2 2
(t) 1 2 2 BF) 3F
= e = —_— + {—
(147) W) = [{Exz + t_:yz)dv L GL J [(ax‘ 5y, |45
v 5

terwijl, bedenk dat op z = & (= Su-oppervlak) {136} geldt,

r
*
{Eilﬁ_ds = p() J(xEyz'“yExz)dS =
S 5
u
[ aF IF
= - Gaf J(x§;+ya—§)ds=
s

3 d _
- Gaf f{-a-;- (xF) + 'a';' (yF)} - 2F} ds =
s
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2 Gag deS - Gol f(xnx+yny)Fds =
S R

(148) 2 Gag fpds ,

s

want F = 0 langs de mantel R.

Met (147) en (148) vinden we voor de complementaire energiefuncticnaal

2 2
(149) v (S) = Lot f {(%5) + (—aﬁ) - 4(1F} as .
-t x ay

s

Toepassing van het insluittheorema met (142), (145) en {149) levert de vol-

gende onder- en bovengrenzen voor de torsiestijfheid D:

| 2 2
(150) S J {m - (B—F-) - (ﬁ) }ds <D<
a2 Ix 9y,

8

o [{@-) s (@) e

S

We kunnen deze uitdrukking nog iets vereenvoudigen deor (bedenk dat o gege-

ven is) F(x,y) te vervangen door

(151) Fix,y) = Bey)

-2a '

waarmee {150) onafhankelijk wordt van o:

2 ~ 2
(152) - 4G oF + ﬁ) + 3—F) }ds <D<
9%/ 3y

Met dit uiteindelijke resultaat hebben we het gereedschap verkregen om boven-
en ondergrenzen voor D te berekenen. Wat we nu nog moeten doen is het kiezen
van expliciete uitdrukkingen voor &(x,y), welke ncg willekeurig mag werden
gekozen, en voor F(x,y), welke alleen hoeft te voldcen aan F(x,y) = 0 op R.

Hoe beter onze keuze voor ¢ en E, des te beter zijn de grenzen van (152).
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Indien de keuze voor & en/of F nog een of meer parameters bevatten, kunnen
we de optimale waarden voor deze parameters vinden door de minima voor u(8)

*
en U (§} te zoeken.

alle voorgaande resultaten zijn afgeleid onder de conditie dat de hoekver-
draaling als voorgeschreven wordt beschouwd. Als alternatief probleem kunnen
we het wringend moment als voorgeschreven beschouwen (de hoekverdraaling is
dan een onbekende van het probleem). Deze formulering is echter veel minder
elegant dan de vocrafgaande en aangezien we, door het lineaire verband tus-
sen 0 en M, de hoekverdraaiing altijd als voorgeschreven kunnen beschouwen,

laten we deze laatste formulering hier achterwege.

Recapitulatie. Energieprincipes - torsie.

Beschouw ¢ voorgeschreven, dan

2z ~y 2
- 4G 2E+(-§-E)+3’5 ds = D <
_OX 3y

S
2 2
3¢ ) (251
ucf{(ax v +\ay+x)}ds
S
met
F(x,y) =0, op R
en
F(x,y) € c2 i (x,y) € C2 {voldoende, niet noodzakelijk).
Vragen

Geef aan, waarom het verplaatsingsveld volgens (143) in het algemeen, d.w.z.

voor willekeurige &, niet exact zal zijn.

Bewijs dat het spanningsveld volgens (146) inderdaad statisch toelaatbaar

is. Geef aan waarom dit spanningsveld in het algemeen niet exact zal zijn.

Pas de insluiting (152) toe op een cylinder met cirkelvormige deoorsnede.

Laat zien hoe dit dan leidt tot de exacte torsiestijfheid.
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2.7. Bulging van een cirkelcylinder door een dwarskracht.
*)

Exacte theorie

We beschouwen een Lange staag, Lengle &, met cirkelvonmige doonsnede,
strnaal R, welke in de ene edinddoorsnede (z = 0) £is ingeklemd en in de
andere (z = L) belast wondt doon een dwarskarcht p in de x-rdichting
welke aangrifjpt in het zwaantepunt van de doorsnede.

7 R
o

1z R N

% l

] ) p P
. " x

We bekifhen weer alleen het gerelaxeerde probleem; d.w.z, we nemen aan
dat de spanningen in de einddoorsneden "goed verdeeld" (nadere definitie
velgt] zifn. loals we verdenop zullen zien, heeft dit fot gevolg dat
in de doorsnede z = 0 de verplaatsingen niet exact nul zifn. De hien
te construenen oplossing geldt dus, volgens de Saint-Venant, alleen op

*] Deze panaghaaf is facultatief, behoornt dus niet tot de te tentamineren
Atof.
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voldoende agstand van de beide edinddoonsneden.
We gaan uil van de volgende veronderstelling voor het spanningsveld:

e = tyY - txY =0, txz #0 ., tyz #0 .,
{153)
t,, == x - , (1=1 =7R).

Uit de eenste en tweede evenwichlavenrgelifhing volgt dan

thz at z

tewnijl de dende geegi:

3t at ot

(135) ox oy " Tez T T I X:

De mantel van de cylinder is spanningsvaij. Dit Levert drnie randvoorwaarden
op de rand van de cirkel, waarbij aan de eerste twee triviaal {8 voldaan,
tewwd f£ de dende Ludldit:

{156) t n +t n =20, opr:=¥x2+y2=R'

X2 X Yz ¥y

We zoeken nu ecexst cen particuliene oplossing van (155), welke bovendien
aan {156) voldoet. Een particuliene oplossing van {155) is:

- _ .k 2 -
(157} txz = 31 x + fly) ., tyz o,
en doon:

SR A
{158) fly) = 51 (R Y ) .

te kiezen 48 dan tevens aan [(156) veldaan.
Let op:dat de oplossing (157), (158] niet de totale oplossing kan zifn
omdat zo niel compaitibel (s,

We kunnen dus aan (154) en (155) voldoen doon te stellen {vengelifk (87))
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- %, 2 2 _ 2 _ 2 __ 3%
{159) txz = oy + 57 (R x v) tyz = - m
met
(160) ¢ = d(x,¥) .

Hicnmee wondt (156]):

3¢ 3¢
n —

(161} 3y "x a—xny=0' opr =R,

hetgeen op analoge wijze als in & 2.6 ((93) t/m (95)) kan wornden herleid
tot

(162) $¢=0, opr=R,

voor enkelvoudig samenhangende doonrsneden.

De funciie ¢(x,y) han worden bepaald uwit de compatibiliteitsvergelijfhingen.
Door uit het spanningsveld volgens (153} en (159) m,b,v. Hooke de defon-
maties te bepalen en deze te substitueren in de compatibiliteitsvergelijkingen
krijgen we de nelaties (Ga dit zel{ na)

{1 + 2v)P

d -
T’ 37 (B9 =0 .

3 -
{163) Y (Ad) =
Opmenrhing: Deze relaties kunnen ook wonden verkregen wuit de zgn. Belinami-

vergelifhingen, welke Luiden {zie opgave 9 uit H.1. van de vraagstukken-
bundel)

1
A, .+ =0,

—————
ij T+ V) kk,ij

doon hienin {153) en (159} te subatitueren.

it [163) volgt

{1+2v)P

{164) LAY = 1T+ I

y + C.

We bepalen eenst de constante C. De bij ¢ behorende oplossing van (164}
en (162) Luidt:
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(1650 o =L+ 47 - D,
hetgeen Leidt tot de schuifspanningen

= < =-£
(166) txz =T Y tyz - 7 X .
welke op hun beurt weer aanleiding geven tot een wningend moment even-
nedig met C. Aangezien er geen wringend moment L&, moet dus c = 0 ge-
nomen worden. (We hadden in § 2.6 al gezien dat de constante c het
tonsieprobleem karakteriseert.)

Opmerking:We hebben hierbij aangenomen dat de dwarskracht p in het middel-
pwit van de doorsnede aangaifpi. Indien dit niet het geval {s, 4is ¢ wel
degelijk ongelifk aan nul. :

Als oplossing van (164), met ¢ = 0, en (165) proberen we de functie

(167) 8(x,y) = clx* + y° - RY)y ,

welke in ieder geval aan {165) voldoet. Het bijkt dat ook aan {164) , met
C = 0, 48 voldaan als

_ {1 + 2y)P

(168) =B+ wI"

Met [167) en (168} vinden we dan wit (153 en (159) de volgende spannings-
vendeling in de cylinden

_P(L =~ 2)x

txx = tyy = txy = 0 ' tzz = I ’
B+ 2P 2 2 (1=2y) 2
(169) ez TBOU T VIR "X TGy Yl

N ¢ U0 -
vz 31 + w1

Opmeskingen:
L) We hadden in het begin van deze paragraad gezegd dat de spanningen
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"goed vendeeld” moesten zifn oven de einddoorsneden., Dit nu is het
gevak indien ¢, oz Mty ook 4in de einddoonsneden z = 0 en z = 2
verdeeld zijn uoﬂgené (169). ALs dat zo is, vormt [169] de Eﬂﬁﬁb
exacte oplossing van dif probleem.

i) We hebben tot nu foe nog niet gecontroleerd of de spanningen

volgens {169} .in elhe doonsnede als enige doorsnedegrootheden het

baigende moment

My(Z) =P(L-2z),

en de dwarskracht: 0, = P,oplevenen,. Wif beweren dat dit inderdaad
het geval is, maar we faten het bewijs als een oefeningdopgave aan
de Lezen zelf oven.

uit (169) vinden we voor de schuifspanningen in een doorsnede Langs de
honizontale middellifn: x = 0:

{3 + 2v)P (1 - 2v} 2]
'

(170) txz(Uay) = m(R "G Y tyz(O,y) =0,

De maximale waarde van t , (0sy) Zheedt dus op iny = 0 en L& gelifk aan

(3 + 2v)PR2

-

a7y txz(0.0) =

8(1 + v)I
In de nrandpunten y = * R {4
1712) € (0, 2w = LT 2wrR
(172) 0.2 AT+ W1

we zien dat t__ van v aghangt. Voor v = 0,3 hrijgen we

P P 2
{173) txz(0,0) = 1,38 i txz(O, * R) = 1,23 3 (S=17R) .

De elementaire (technischel bathentheonie veronderstelt dat t . uniform
{d.w.z. onafhankelifk van y} 48 Langs x = 0. Ex geldt dan volgens deze
theorie dat
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@l

4
(174) txz {0,y) = 3

Doon (174) te vergelijhen met {173) zien we, dat voor dit probleem de
verschillen tussen de exacte oplossing en de technische gebmuikelijke
benadering van de onde van 4% zijn. Merk op dat dit onaghankelifk is
van de "slankheid" van de balk (= verhouding ®%/%°%).

Uit de spanning volgens (169} kunnen we m.b.v. de wet van Hooke de
defonmaties bepalen. Aangezien deze compatibel zijn {zo was o(x,y)
{mmens bepaald) kunnen we hieruit de venplaatsingen bepafen. We £Laten
de details van de berekeningen weg en geven direct het eindresultaat:

P 1 3 1 2 A 2 2
u=srl-g2” + 32" + 50 - 2)(x" -y ],
= VB -
(17%) v o= o7 (¢ - z2)xy ,
P 1 2 1, 3 2 3 V, .2
w EI[(!LZ 2Vz.)x+4!(x +xy)—(4+2)Rx].

(Controleen zelf, doon differentieren, de juistheid van deze refaties).

De neutrale Lijn Ls dus:{x,y) = (0,0). Langs deze Lijn zifn de ver-
plaatsingen:

P 23 2.22
(176) uc(z)='é-f(--6—+—§—) ' vo=w0=0.

Hienuwlt vinden we dat

2
a uo(z)

(177) 2 =
dz

P(h-2) M
EI ET °

Conclusie:de wel van Bernoullli geldt hien nog exact.

Echten, de twee resultaten:vlakke doorsneden blijven vlak en nonmale
doonaneden blijven nowmaal gelden hien niet meer,
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Hientoe bekijhen we eerst hoe de positie van een punt van een z-doon-
snede verandert, De coordinaat z gaat na buiging over .in: z + w , en
dit 48 volgens (175)3 cen functie van x en y, waarin tewmen als x°

en yz voonkomen: de doorsnede blijft dus niet viak.

Vervolgens vengelijhen we

Ju P z
(== (0,0,2) =——2(2 - = ,
on 3z EI 2
{178) 2
s SR -2y 320 PR
Gx) (0:0,2) = g2k - 3) 2 EI °

We zien hieruwit dat deze hoeken niet precies gedifk zijn:de doonsneden
beijven dus niet nowmaal. De afwijhingen zijn echter kfein (0(r%/1%)).
Met (169) hunnen we aantonen dat de hoek tussen de z- en de x-as na
defonmatie gelijh 448 aan:

txz(0,0)

ki
7 - XE—1.

Het niet meea nowmaal zijn van de doorsnede {4 dus cen gevolg van de
agdchuiving doon de schuifapanning L

Opmerking: Uit {175} volgt dat de verplaatsingen op z = 0 niet nul zijn.
Dit L8 in strnifd met de voorwaande dat de siaaf daar {ngeklemd {s. De
venplaatsdingen zifn echten hlein (0(32/22)) en bovendien £s, volfgens

de Saint-Venant, de L{nvloed van dif effect beperkt.
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3. TWEE-DIMENSIONALE PROBLEMEN. PLATEN

3.1. Vlakke vervormings- en vlakspanningstocestand

Een ylakke vervormingstoestand wordt gekarakteriseerd door:

(1) u = ulx,y} , v = vix,y) , w=20 .

Op grond hiervan zijn alle mechanische grootheden (deformaties,

spanningen) onafhankelijk van z:
9 _
(2) 5z 0.

Een voorbeeld hiervan is een cylinder, welke aan zijn mantel belast
wordt door een belasting welke onafhankelijk van de z-richting, i.e, de
axiale richting, is en welke aan zijn einddoorsneden dusdanig is inge~
klemd dat axiale verplaatsingen verhinderd worden.

Op grond van (1) is

(3) ®z = Spz T eyz =0 .

Met de wet van Hooke krijgen we dan voor de spanningen:

. E
Cex = (1 + v){(1 ~ 2w ca - v)exx + veyy] '
£ = E [ve. + (1 - vie ]
yy (1 + v)(1 - 2v) xx yy' '
(4) vE

2z = TR ) (exx + eyy) (= V(txx + tyy)) )

t 2Ge ' t = t =0 .
Xy xy XZ yz

Een vlak-vervormingsprobleem heeft acht onbekenden (tzz is wel # 0,

maar geen fundamentele onbekende) te weten:

u, v, e ,e ,e ,t ,t ,t .

XX Xy Yy XX Xy Yy

Hiervoor hebben we behalve de drie verbanden tussen verplaatsingen en

deformaties
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=2 = pY , v A4
(5) exx ax r exy 5(ay + ax) ’ eyy = 5;' 1]

en drie Hooke-relaties voor txx' txy en tyy volgens (4) nog twee

evenwichtsvergelijkingen:

e ot

5x T Tay TPE =0,
6 3t at

3x+-_ﬂay +pfy=0.

Aan de derde evenwichtsvergelijking (in z-richting) is identiek veldaan,

mits,en dit is een noodzakelijke voorwaarde voor het kunnen bestaan van

een vlakke vervormingstoestand, de volumekracht in z~richting nul is.
pfz =0 .

Technisch belangrijk is het speciale geval dat ook:

(7) pf = pfy =0 .

In dat geval kunnen we aan de evenwichtsvergelijkingen (6) voldoen door

het invoeren van een Airy-functie U = U(x,y), zodanig dat

2 2 2
(8) t = én—u R t = -a—n—U ’ t = - 3 u -
xX Byz Yy ax2 Xy Ixdy

Met de wet van Hocke, in feite de inverse van (4), kunnen we nu ook

de deformaties in U uitdrukken. We krijgen dan

2 2

3" U u
ex=£._;._£[(l_\;)u.7_vi—2_]'
* ay ax
©) . o ftrv) 2%u
Xy E axdy '

3
Yy E ax 3y2
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De nu nog ontbrekende vergelijking voor U(x,y) vinden we uit de
conditie dat de deformaties volgens (9) compatibel moeten zijn.
Van de in H.l. geformuleerde compatibiliteitsvergelijkingen blijkt
er hier nog slechts één over te blijven (alle overige geven iden-
tiek 0 = 0) namelijk

326 32e Sze

(10) ;X + gy = 2 xy

3y ax

Door (9) in (10) te substitueren vinden we de volgende vergelijking

voor U(x,y):

4 4 4
(a2 T+ 2 g 0+ 2 2= AdU =0,
ax ax oy ay
waarin
£ &
ﬁ——"—2'+"'—2,
ox oy

de twee-dimensionale Laplace-operator. Een vexgelijking van de vorm

(11) noemen we een bipotentiaal-vergelijking en we zeggen dat de Airy-

functie U(x,y) een bipotentiaalfunctie is.

Om de functie U(x,y) volledig te kunnen bepalen zijn behalve {11) nog
twee randvoorwaarden nodig. We moeten dus in elk punt van de rand in

het x-y-vlak twee grootheden voorschrijven, bijvoorbeeld de twee compo-
tma(tun
z

v moet nul zijn).

. {n)
nenten van de spanningsvector: tx en

Sterk verwant aan de vlakke vervormingstoestand is de vlakspannings-

toestand. Deze wordt gekenmarkt door
= =t =20.
(12) txz t
Voor de overblijvende drie spanningen (txx' tyy en txy) gelden dan weer
de evenwichtsvergelijkingen (6}, terwijl de deformaties volgen ult:

1

= = -V
exx E(txx tYY) ’
13) e =+ -ve )
vy E yy = '
e - ALtV)
xy E xy '
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Hoawel deze toestand formeel gelijkwaardig lijkt met de vorige is er
toch een groot verschil: het uitgangspunt (12) sluit niet uit dat de
mechanische grootheden nog van z kunnen afhangen. In dat geval hebben
wa dus geen echte twee-dimensionale toestand.
Indien we aannemen dat we wel een echte tweedimensionale toestand
hebben (dus geen z-afhankelijkheid}, krijgen we vanwege het feit dat
azz ¥ 0 ean aantal extra condities waaraan moet worden voldaan, opdat
zo'n toestand mogelijk is. We hebben in dat geval namelijk niet alleen
de compatibiliteitsvergelijking (10), maar bovendien nog {(zie het
stelgel (7) uit § 1.1)

] e, ~ d e, . ~ Bzezz - 6

ax2 ayz Xy

Volgens (.‘l3)4 betekent dit, dat dan ock:

% 32 52

We concluderen hieruit dat het voor het kunnen bestaan van een twee-
dimensionale vlakspanningstoestand noodzakelijk is dat de som van de
rekken e €N € v hooguit een lineaire functie in x en vy is.

Een vlakspanningstoestand welke wél twee-dimensionaal is, treedt

slechts bij zeer speciale problemen op {zie bljv., opgave 1 uit § 7.

van de vraagstukkenbundel). Technisch belangrijker is daarom de toestand
zoals die optreedt bij de rek van dunnen platen. In dat geval is in

het algemeen niet exact aan (12) voldaan, mear wel in zeer goede be-
nadering., Gemiddeld over de dikte gelden de relaties (12) en (13) dan

wal. We spreken dan over een gegeneraliseerde vlakspanningstoestand.

Wae zullen in de nu volgende paragraaf echter laten zien dat in een plaat
walke aan zijn zijrand wordt belast door een goed verdeelde spanning
{nadere definitie velgt) een exacte vlakspanningstoestand kan optreden,

We kunnen dan tevens de fouten-orde aangeven van de gegeneraliseerde

vliakspanningstoestand.
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Alvorens we dit gaan doen, geven we echter eerst nog de elasticiteits-
vergelijkingen voor een twee-dimensionale toestand, uitgeschreven in

poolcodrdinaten: r en B.*) In poolcodrdinaten zijn de onbekenden van

ean vlakke vervormings- (of spannings-) toestand: u(:s ur), v(s ue),

s t .

e en t
b

rr' %60’ re’ “rr' oo 0
Hiervoor hebben we de volgende vergelijkingen:

evenwicht
atrr . l_atre + trr - tBB + of =0
or r 2o r iy d
(14}
3352+}.atee+i:_.ﬁ.+ £ =0
r r 096 r Pty *

varband deformaties en verplaatsingen

- 2w e =4, 13y
Crr r' 88 r r o8 '
{15)
1.1 3u av v
o 23 T D °

plus

de wet van Hooke:

deze heeft dezel fde vorm als {4) resp. (13), alleen moeten we daarin

e , e ., t

L)
XX YY Xy

vervangen door resp.

P S
XX yy xy

Crr’ 00’ o’ brrt Ype’ tro ¢

De deformaties moeten voldoen aan de compatibiliteitsvergelijking:

2
o) 2L oz 13 (20, 17% P
r ar 20 r 3r or r ae2 ar °

Bij afwezigheid van volumekrachten (fr = fe = 0) kunnen we aan de
svanwichtsvergelijkingen voldoen door inveering van een Airy-functie

U{r,8) zodanig dat

*) vVoor de afleidingen van de nu volgende formules verwijzen wij naar
Fysica 30. Zie ook de Appendix aan het eind van het diktaat.
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e oLlau, 1 2%
r 2 ’
r r 3r r ae2
2
_ ‘U
(A7) %gg = =%+
or
2
e =l3 1 __ 3 13u
rd r2 8 r 3ra3e ar 'r 3 *

Dit spanningsveld is compatibel indien U een bipotentiaalfunctie is,

d.w.z.
(18) AAU = O ,
met
2 2
] 1 o 1 3
{(12) b & m— e oeRe
ars T T 2 542

Deze vergelijkingen vereenvoudigen aanzienlijk voor een rotatie-symmetrisch

probleem. In dat geval is
- )
v=0, én 33 =0 .

Dientengevolge zijn dan ocok: ere en tre gelijk aan nul (echter niet:

eee en tee L

We hebben dan nog vijf onbekenden over:

ul= ur) v e €gp trr en tee .

walke alleen neg van r afhangen en welke buiten de wet van Hocke, die
niet verandert (twee vergelijkingen wvoor trr en tee), nog moeten voldoen

aan de vergelijkingen:

dtrr trr " tee
dr * xr * pfr =0,
(2Q)
e o Su e =4
rr dr ‘! pe r °

Uit bovenstaande formules voor e pene volgt direct dat de volgende

vereenvoudigde compatibiliteitsvergelijking moet gelden:
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Uit bovenstaande formules voor e, en eBe volgt direct dat de volgende

vereenvoudigde compatibiliteitsvergelijking moet gelden:

d
(21) ar (reee} ~e = o .

Bovendien kan op een eenvoudiger wijze dan volgens (17) een spannings-
functie worden ingevoerd, waarmee identiek aan (20)1 wordt voldaan,
voor het geval dat pfr = Q. Immers, door voor dit geval de evenwichts-

vergelijking te schrijven als

K-

{22) ar

T

zien we direct dat hieraan is te voldoen door invoering van een spannings-

functie F(x) volgens

B _ dF(r)
{23) t = 00 = “ar

rr F(xr) , t

R~

Met de wet van Hooke kunnen we dan ook de deformaties in F(r) uitdrukken.

Voor de vlakke vervormingstoestand krijgen we dan

S D) - Flr) _ dF{r)
€rr E La - r ¥ ar 1
{24)
_ {1 +Vv) . Fir) _ drF (r)
egg = = (=v — + (1 - v) ar ],

en door dit te substitueren in de compatibiliteitsvergeliiking (21)

krijgen we de volgende vergelijking voor F(r}:

2
25y & Fér) + %- - r =0, (of: AF = 3% ) .
r

dr r

De algemene oplossing van deze vergelijking luidt: (stel F(r) = ArA)

B
(26) F{r) = Ar + T
De constanten A en B moeten bepaald worden uit de randvoorwaarden. Er
moeten dus steeds twee randvcorwaarden voor F(r) worden gegeven. We
wijzen er tenslotte nog op dat indien het punt r = 0 een punt van de
plaat is, de co&fficisnt B = 0 gepomen moet worden, omdat anders de

spanningen in r = O oneindig zouden worden. In dat geval is er dus

nog slechts &&n randvoorwaarde voor F(r) nodig.
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Recapitulatie

Vlakke vervormingstoestand:

u = uix,y} , v = ﬁ(x'y) ’ w=0, (§E.= 0)
= 'QE =z -ai 2.!. = 3V
®xx = 3x ’ Cxy l’(E)y T vy T3 ' %k eyz“ezzgo'
= E req - _(1+v)
tx:ic (1 +u)(1-2\))"(1 v)exx+veyy]' t exx -—E':_[(l-v)txx_Ut 1.
- E r - _(i+v) _
Yoy S TTTv (Togort Vet (! ")eyylo we s lve (1 -v)tYY] ,
= B _ A1+ v)
txy 1T+ exy ’ - exy ___E txy .
txz=tyz=0, ~exz=eyz=0,
t_=v{t +t )}, “we =90,
zz xX vy zZ
thx ot at 3t
Ix * y * pfx =0 Ix * 3y * pfy =0 (fz =0 .
Aliry-functie (£, = fy =0)
320 (x, y) 32U (x,y) 2%y
t = —-———LL . t = —-—-{L , t B = m—
xx 2 vy 2 Xy Ixdy
oy ax
met
4 4 4
a0 =224 2 o2 8.0
9x 9% dy 3y

Formulering in poolcoérdinaten:

J
u = ur(r,e} R v = ue(r,e) ' w = 5% 0.
= 2u =&, 193y =l 30 v _ v
er T 3 ! 60 Tt T 38 ¢ ®ro H(r % 3% ¢




- 83 -

E (1 + v)

t = s - = sveemecm— - -
rr (1 + v}(1 - Zv)L(1 v)err-+veea], €rr E ta v)trr vteej,
== E I - ___(1+V) -
tae T T o= 2v)LUerr + (1 v)eee], eee = -—-15——-[ vtrr + (1 v)tee],
- E _ {1+ v)
tre =TT+ ) e ® 0 T E o '
trz = tez =0, erz = eez =0,
tzz = v(trr M tee) ! €2z 0.
t -
atrr + 1 atre + XX tBG +0f =0
3ar r 28 X Pty '
atre+_1_atee+2tre+ o
ar | r 98 x Pg .
Airy~functie (fr = fe =0) , (U = U(r,0))}
rr r ar 2 2 ! a6 2’
r 46 ir
e - L2u_13%
rd r2 EY:) r 9r3g !
met
2 2
AAU=(-?-§+%%+—12——3-5-)2U=0.
ar r a8
Vlakspanningstoestand:
t = t = t = 0 ,
xz yz 2z

Als boven, met uitzondering van wet van Hooke:




1.

2.,

3.

5.

- B4 -

1 E
a = - - =
xx = (txx vtyy ’ ﬂ»txx o vz)(e + veyy) .
e =i(t - vt ), et = E {ve + e '
Yy E XX Yy (- uz) XX Yy

{1 + v) E
Cxy E Yxy ' "y T T Sxy
exz = eyz = 0 ’ o xz = tyz =0 R
@ = - —m— (e + et =0
zz (1 - V) Cxx T Syy’ v zz = °

(zie cok § 3.2) .

Vragan

i) Wat zijn de basiscondities wvoor de wvlakke vervormingstoestand (V,.V.T.)?

i1} Welke zijn hier de essentiZle onbekenden?

iii) Hoe luiden hier de evenwichtsvergellijkingen en de wet van Hooke?
Beantwoord dezelfde vragen woor de vlakspanningstoestand (V.S.T.).

i) Wat zijn de verschillen tussen V.V.T. en V,S.T.7?
ii) Leid wvoor beide systemen de Navier-vergelijkingen af.

1ii) Hoe kunt U formeel de resultaten van het ene systeem transformeren

naar die van het andere?

Hoeveel compatibiliteitsvergelijkingen blijven er over in de V.V.T. (of

V.S.T.). Was dit aantal & priori te verwachten?

i) Wat is een Alry-functie U?
il} Dbruk de spanningen en deformaties uit in U,

iil) aan welke vergelijking moet U voldoen? Waaruit is deze vergelijking

afgeleid?
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iv) Hoeveel randvoorwaarden zijn er nodig? Geef een wvoorbeeld voor

deze randvoorwaarden (uitgedrukt in U),

6. Beschouw een rotatie-symmetrische vlakke vervormingstoestand. Wat zijn
dan de onbekenden en welke vergelijkingen gelden hiervoor? Laat zien dat
de spanningsverdelingen

C
_ _ 2
xr gp = Cy + @ Cyr = " Y = 2

aan al deze vergelijkingen wvoldoen.

3.1.1. Voorbeeld: Cirkelvormige pijp onder in- en uitwendige druk

Als voorbeeld van een vlakke vervormingstoestand behandelen we het
volgende probleem, dat echter met enkele kleine aanpassingen ook als

een vlakspanningsprcbleem kan worden beschouwd:

Een lange, holle cirkelcylinder,
binnenstraal RI' buitenstraal Rz,
wordt zowel inwendig (pi) als
uitwendig (pu) door een uniforme
druk belast.

We nemen de uiteinden van de

buis zodanig ingeklemd dat axiale

verplaatsingen verhinderd worden.

We hebben dan een vlakke vervormings-
toestand, Dit probleem zullen we
hier beschouwen,

We hadden echter ook de uiteinden

ﬁx vrij kunnen laten. In dat geval

zouden we een vlakspanningstoestand gekregen hebben.

Dit probleem is duidelijk rotatie-symmetrisch. Velgens (23) en (26) hebben

we dan de algemene oplossing




_ 1 ~ B
Crr T FEI = A=,
r
{27)
t = dF(r) = - -E_
68 dr r2 *

De constanten A en B volgen uit de randvoorwaarden:

trr R °p T =Ry,
(28)
trr = - pu P op r = R2 ’
waarult wvolgt
2.2 2 2
Ri®Blpy - pyd | PR - PR,
ter T Y R R R N
R =K & - R
{29
2 2 2 2
RiRyfpy = By) | PRy - PR,
£t = - —_—
08 p) 2 2 2 y
(R2 - Rl) r (RZ - RI)

Doordat de axiale verplaatsingen van de buis zlin verhinderd (ezz = 0}

cntstaat er in de buis een axiale normaalspanning gelijk aan

2
2v(pin B puR2)

{30) t o =w(t _+t_ ) =
zZ rr (Rg _ Rf)

Zijn daarentegen de uiteinden vrij, dan is

t._ =0,
zz

en hebben we een, exacte, vlakspanningstoestand.,
We merken nog op dat voor beide toestanden de spanningen trr en tee voldoen
aan (29), maar dat de deformaties verschillen in beide toestanden.

Nemen we de uitwendige druk nul (pu = 0) dan krijgen we
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2 2
PR R2 P R2 R2
(31) €=t 1 -2 tge =~ (1 + =) .
(R, - R,) r (R, = R|) r
We zien hieruit dat trr een druk- en tee een trekspanning is. tBe is
maximaal voor r = R1 en daar gelijk aan
&+ )
(32) (tee)max = mpi .
2 1
3.2. Rek van dunne platen, Gegeneraliseerde vlakspanningstoestand
Z
-Y

|

F |

f n

l Vx Iy

! |

! .

I “Z :

I |

We beschouwen een dunne plaat met dikte 2h. We noemen een plaat dum,
indien h veel kleiner is dan de een of andere karakteristieke maat in
het vlak van de plaat (R). We kiezen x- en y-assen in het middenvlak
van de plaat en de z-as loodrecht erop.

wWe belasten de plaat alleen langs de zijrand (de vlakken z = * h zijn
dus spanningsvrij en er zijn geen volumekrachten) en wel door een

belasting welke geen componenten in de z-richting heeft. Verder beperken
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we ons 1ln deze paragraaf tot randbelastingen welke symmetrisch in z zijn,

We zullen in deze paragraaf eernst een exacte twee-dimensionale §ormu-
Lerning van het hiervoor beschreven probleem geven. Hientoe moeten we
echter aannemen dat de spanningsvecton E(n) aan de zifrand "goed ven-
deeld" is. Zoals we verderop zullen zien houdt dit {n dat deze
spanningen aan de rand parabolisch verdeeld moeten zijn, volgens

2
(33) E(n) - t_:én) (x,y) + Mz Ez(n) (x,y) , (E(n) - (t)(‘n),t;n))) '
waarin Ec(nn) willekeurig kan worden voorgeschreven, maar Ez(n)da" niet
meei,

We kunnen de nandvoorwaarden nu dus als volgt fonmulenren (R is de nand
van de plaat in het x-y-viak)

z==h t =t =t =0 .
Xz yz zZ
(34)
A _ . (n) 2 _(n) _
langs : tijnj = to {x,y) + Lz t2 (x,y) , (i,3 =1,2)
1 i

We zoeken nu een bdif deze randvoomwaarden behorende opfossing welke een
exacte vlakspanningstoestand s, dus wetke voldoet aan

t =t =t =0,
Xz yz zz

overal in de plaat,
We trachten dit te berediken door uil te gaan van het volgende venplaatsings-
veld lbedenk dat u en v symmetrisch in z zifn en w antisymmetrisch):

2
ulx,y,2) = uy06y) + S u, )
z2
{35} vix,y,z) = vo(x,y) + —z-vzlx,y) ’
wix,y,z) = zwltx,y) .
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Hieruit kunnen we de defonmaties bepalen en daauuit met Hooke de
spanningen.

Voor de schuifspanningen o, e tyz vinden we aldus:

ow dw

- 1 _ 1
{36) t = Gz(u2 + ), tyz = Gz(v2 + TET )

Xz adx

Omdat deze, volgens {34), voor z =+ h nul moeten zijn voor alle x en
y, moet dus

= - L S
(37) 1.12 = I ' V2 = —55’— »

wad/unee dan tevens

(38) txz = tYz =0, overal .

Op analoge wijze vinden wij voor t_, gebruikmakend van [37)

au v 2 du v
_ 26 ) 0 0, . vz 2 2,
faz ST - zw LU VMtV g T ) -
(39)
Ju v 2
- 2G . 0 0, bz
T = 2wy LU= Wy + vigem b ) = = by 1

Met (38) en pf, = 0, wordt de evenwichtsvergelijhing 4in z-nichting

t =0,
ZZ,2

en we zien dat (39) daar alleen aan voldoet als

(40) Aw, = 5+
X ay

Met (40} voldoet t__ volgens (39} dus aan de randvoorwaarden op z = + h
(134)%) ats zz

Ju av
v 9] O,
(41) Yy T-w 9% "3y -

De functie g¢(x,y) gedefinieerd doonr
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Ju v
U A 0 -
{42) o{x,y) : rrvalig Sy T ey

moet dan volgens (40) voldoen aan

%0
(43) Ag = ~—§-+ -—%-: 0
9x oy

Met [37) en (42) kunnen we (35) herschrdijven tot:

v 2 39
L A T vy S vl

v 2 d¢
(44) VEVorTT oW ? By

-———(1_\)) z¢ .

We hebben nu dus nog twee onbekende functies u, en v, over, welke worden
bepaald doon de twee overblijvende evemuichtsvergelijhingen (in x- en y-
nichting) tezamen met de nandvoorwaaiden op & {Let echten op dat tege-
Lijhentifd ook nog aan (43} moet wornden voldaan}.

Uit (44} hnifjgen we met Hooke en met (42) en (43}):

au av 2
2G 0 0 v 239 ?
= + -
Cx (1 - ) [ 35+ Y dy 2 2 2] d
Ix
fu av 2
- =S 0, _0,2,22%9
(43) by T w3ty t T ; 3 .
Y
¢ = 26 ) (auo + avo‘ + Y2 azmj
xy (1= 3 3y ax’ 2% Ixay °

Doon (45) te substituenen in de evenwichtsvergelijhingen in x- en y-nichting

(met £, = fy = 0) krdijgen we de volgende twee vergelijkingen voor uy en v s
32u0 Bzu 32v
2 -+ (1 - V) + (1 + v) =0,
8% 8y2 dxady
(46) 82v azv a2u

0 0 o
(1 - v) 2+2 2+(1+U)W—0.

Ix ay
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Door de eerste vergelijking van (46) naan x te differentieren en de
tweede naar y en deze dan bif elhaar op te tellen hrijgen we: s = 0.
De oplossing van [46) voldoet dus automatisch aan (43).

BLijuen tenslotte nog over de randvoorwaanden op 8. Deze fuiden |zie
(34}):

du av u v
26 .%o Q 1-v “Yo )
t t = )
xx"x ¥ 'y S -w- kY 3y m, =3 (3y * ax oy T
v 2 .2% 2%g () ., 2 (n)
+-2-z( 2nx+3xayny)3=t0 +“:zt2 '
(47) X X
du av 3u dv
2G 1 - v 0 0 0 0
t = { Y] ———— erm—
xyn +t n T - v 5 (By + ) Py + {v T + _ay)ny +
v o2 0% 2% () . .2, ()
+-2_z(8x3y n + 2ny)]=t0 + bzt ' op ® .
3y Y Y
In bovenstaande randvoomwaarden zifn Eén) en E;") voorgeschreven functies.

We kunnen nu u, en vy bepalen wit (46) tezamen met de nandvoorwaarden (47)
voor z = 0. Hienmee zifn Ugr Vo en 9 volledig bepaald. De oplossing 4is
echien alleen dan niet in stnijd met (47), indien de ApannLngen t(n) zo~
danig zijn voongeschreven dat ook dan de termen met z2 in (47) is vol-
daan. We zeggen dut dan de spanningen op goed zijn verdeeld. Dit is dus

z0 ats

2 2
L@ _ L 2% 5% (n) %q 3%g
Y e
(48] tox (Bxay x T T2 fyy (3xay x P TT R
oy dy
op @,

We concluderen hieruwit dat, indien de randbelasting op bovenstaande wijze
verdeedd L8, 4in de plaat een exacte vlakspanningstoestand heerst. Indien
de spanningen aan de rand niet goed verdeeld zifn, maar wel statisch
equivalent met de "goede" belasting zijn, zal er aan de buunt van de
nond geen vlakspanningstoestand heensen. Op grond van het principe

van de Saini-Venant gaat deze oplossing echter op enige afstand van de
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nand toch weer asymptotisch naan een vlakspanningsloestand toe, zodat

dit voon dunne platen dan ook een zeen goede benadering is. Dit geldt

des te meenr, omdat de "correctieterm" 22t2(n) van de orde (hz/az) t.o.v,
(n) . -

Eg  AA-

Technisch belangrijker dan deze exacte theorie is voor dunne platen

echter een twee-dimensionale benaderingstheorie, welke ontstaat door de

drie~dimensionale theorie te integreren {of te middelen) over de dikte

van de plaat. De aldus verkregen twee-dimensionale toestand noemen we

een gegeneraliseerde vlakspanningstoestand.

De onbekende grootheden in deze theorie zijn op de eerste plaats de

verplaatsingen in x- en y-richting van het middenvlak van de plaat:

ux = u = ulx,y) , uy = v = vix,y) ,

en drie snedengrootheden

Nx(fo) ) Ny(xly) en ny(xl'y) ’

welke integralen van de spanningen txx’ tyy en txy over de dikte zijn,
Dus
h h h

(49) N := r t dz , N := J t dz , N = f t dz .
x ‘ XX Yy h'a'd Xy
—h -h -h

Uit de definities volgt dat Nx, Ny en ny krachten per lengte-eenheid
zijn. Nx en Ny kunnen worden geinterpreteerd als normaalkrachten en N
als een afschuifkracht, alle werkende in het vlak van de plaat.

Voor practische berekeningen wordt echter liever dan met deze snede-

grootheden, gewerkt met de gemiddelde spanningen Exx' tyy en txy gede-

finieerd door

h h
- Nx 1 = EZ 1
txx = E = E f txxdz F tyY = 2h = ﬁl’ J tyydz -
-h =h
(50) h
L
xy ~ 2h _ Zh J Eyd® -

=h
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Voor de eenvoud van de notatie zullen we in het vervolg de streep boven
deze grootheden weglaten; we moeten echter wel blijven bedenken dat we
steeds de gemiddelde spanningen bedoelen en niet de exacte, Bij een
voldeend nette belasting zal het verschil tussen deze twee echter klein

2
zijn (i.q. O(h /R?)). Verder worden in deze theorie txz' t en tz

gelijk aan nul genomen (vanwege de symmetrie zijn Exz en Ez: exactznul,
terwijl Ezz hoogstens o(h4/R4) kan zijn).

De gegeneraliseerde vlakspanningstoestand beperkt zich dus duidelijk
tot platen die alleen aan hun zijranden worden belast en wel op een
symmetrisch in z zijnde wijze (en voldoende glad). Randbelastingen die
antisymmetrisch zijn in z en belastingen loodrecht op het vlak van de
plaat geven aanleiding tot buiging van de plaat; dit probleem wordt

in het parallel-college Sterkteleer behandeld.

Door de evenwichtsvergelijkingen in x- en y-richting te integreren over
da dikte, daarbij gebruikmakend van het nul zidin van txz en t op

¥z
z = + h, krijgen we een tweetal globale evenwichtsvergelijkingen voor

Nx’ Ny en ny. Delen we deze door 2h dan krijgen we de "gemiddelde"

evenwichtsvergelijkingen:

at at ot ot
(51) oy -9, =X, XX .g .
ax oy ox oY

Een stelsel constitutieve vergelijkingen krijgen we door de relaties
(45) te integreren over de dikte en orde (hz/Rz)—termen te verwaarlozen.

Na deling door 2h leidt dit tot (u 2 uo, v E vo)

E Ju av E Ju v
t o e ——— {-—- + v _) ; t = —_(\; — —) ;
XX g - vh 3y e SERNTRNINC IS

{52)

o+
i

—_

~—

Deze vergeliijkingen hadden we ook direct kunnen verkrijgen door uit te

gaan van t =t =t = 0.
Xz ¥z zz

(vergelijk de constitutieve vergelijkingen voor de vlakspanningstoestand:

{13)).
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Met (51) en (52) hebben we nu 5 vergelijkingen voor de 5 conbekenden:

u, v, t
’ r XX ’ tyy !
gevuld met voldoende randvoorwaarden kunnen we dan in bPrincipe het

txy' welke alle alleen van x en y afhangen. Mits aan-

probleem oplossen.

Indien we txx' tYY en txy kennen, levert (52) drie vergelijkingen voor
de twee onbekenden u en v. Dit stelsel zal in het algemeen niet opleos-
baar zijn. Nocdzakelijke en voldoende voorwaarde voor de oplosbaarheid

is dat txx' tyy en txy voldoen aan de compatibiliteitsvergelijking:

{vargelijk (10)):
2 2 2

a txx a3 tyy 3 txy
{53 + =2
2
3y2 1% IxXay

We kunnen aan (51) voldoen door het invoeren van een Airx-functie Ui{x,y)

zodanig dat

2 2 2
3%y _ 3%u _ 2%
(34) Cxx T 20 Sy ST 70 Yxy T T xay

3y Ix

Door (54) te substitueren in (53) zien we dat U(x,y) moet voldoen aan de

bipotentiaalvergelijking

4 4 4.
(55) asy = 2 g + 2 g Uz + 2 : =0 .
ax IX Iy Iy

Omdat U moet voldoen aan een bipotentiaalvergelijking, moeten we nu in
ieder punt van de rand @, twee randvoorwaarden voor U formuleren. Deze
mogan hoogstens tweede afgeleiden van U bevatten.
Indjen de volumekrachten niet nul zijn, lossen we het probleem meestal op
door eerst een particuliere oplossing te zoeken waarmee we de volume-
krachten elimineren, waarna we het aldus ontstane homogene stelsel trachten
op te lossen door het invoeren van een Airy-functie.
Uit de voorgaande afleiding blijkt dat de evenwichtsvergelijkingen (51)
exact zijn, maar dat de constitutieve vergelijkingen (52) slechts correct
ziijn op 0(h2/R2)—termen na. Deze theorie geldt dus alleen voor dunne platen
(h << R). Verdexr is hierbij stilzwijgend aangenomen dat termen als:
h2 Jii = O(hz/R?) .

sz
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Dit is niet meer zo indien de variabelen als functie van x en/of y te
snel variéren. Deze theorie mag dus niet meer worden toegepast indien de
belasting langs de rand te snel (als functie van x of y) varieert: de
periode van de variaties in de randbelasting moet van dezelfde orde van

grootte zijn als R.

Recapitulatie: Gegenerallseerde vlakspanningstoestand

= = =2 =
txz_tyz Coze "32°0 -
atxx at at at
+ + = =
% —Efz pfx o , —3§1-+ _3§I + pr o,
E 1
txx = > (exx + Ueyy e = —-(txx - vtyy) ‘
(1 - v
- —E =41 -
tyy = o “2)(vexx + eyy) PR eyy =B (tyy vtxx) ‘
t =__E_"""e ’ = e =_(..1..:L)t .
Xy {1 +v) xy Xy E xy
= u = =y Y, 3V
Cxx T Bx ! vy dy ' Xy l:'(E)y * ax) :
Alry-functie: U = U(x,y} , (pfx = pfy = 0)
32U 32U 32U
‘ex T T2 ¢ ty=_2—' txy=—ax3y
oy Y ax
met
AAU = 0 .
Formulering in poolcodrdinaten:
at ot t -t
rr 1 rt ry L] _
5r ' r 28 = tef, =0
atre+_1_3tee+2tr0+ R
3r  r a6 r P e ’
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1
®rr T E (e r Vtee’ R
e = l-(t - vt ) < t =
86 E ae rr’ ' 08
e = (1 +v) - _
ro E ro ' re
du 1 3v
®rr ar ' Y r+?ﬁ'
aAiry-functie: U = U(r,a) , -(fr = fe =
Llav, 1% .
2 [
rr r 3r . ae2 68
e . dau_1 8%
rf r2 38 r Jra3e '
met
2 2
ar r 949
Fotatie-symmetrisch probleem:
v = - ] (+e =t =
Y] ' ro o)
Onbekenden: u, e _, 888' trr' tee: alle

rr

dtrr . trr - tee v o
ar Y Pry
e = i-(t - vt )
rr E rr 6’ '
e = l-(t: - vt}
8o E 00 rr !
= du e =31
Crr dar * 00 r

E {e +
(1 - v%) ¥
2 (ve
a - u2) rx
E
(L +v) 8 '
_ 1 3Ju
e - 3T 38 *
0}
2%
- ’
ar2
=0 .
Q) .
functies van r.

H]<
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e e d
Compatibilitait: e (reee) err =0 .

Spanningsfunctie F(r), (pfr =0) ,

£ = F(r) _ 4F{r)
rx r ! L] dar '
met
2
[P S -
2 r dr 2
dr r

en als algemene oplossing

Fir) = Ar + B .
r

Vragen

Beschouw een plaat welke aan zijn rand wordt belast. A
Aan welke condities moet deze randbelasting voldoen opdat in de plaat een :

exacte vlakspanningstoestand heerst?

2a

2k

Een rechthoekige plaat, 2a x 2b, wordt langs de randen ¥ = * b belast
door een constante normaalspanning o. De randen x = % 2 zijn spannings-
vrij.

1) Laat zien dat in deze plaat een exacte vlakspanningstoestand heerst,
ii). Bepaal de spanningsverdeliny in de plaat.

iii) Bepaal de verplaatsingen. Wat is de dikte van de plaat nd de defor-

matie?
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Wat verstaat U onder een gegeneraliseerde vlakspanningstoestand? Welke

eisen worden hierbij aan de belasting gesteld?

Wolke zijn de onbekenden in de gegeneraliseerde vlakspanningstoestand
{G.V.5.T.) ? Welke vergelijkingen heeft U hiervoor? Welke vergelijkingen
gelden exact en welke niet? Is deze theorie statisch bepaald of onbe-

paald?

Wat is de orde wvan grootte van de fouten in G.V.S5.T.? Geef twee voor-

beelden van problemen waarvoor G.V.S.T. niet mag worden toegepast.

Lelidt de globale evenwichtsvergelijkingen voor G.V.S.T. af uit de

locale. Bewijs dat de derde (in z-richting) locale evenwichtsvergeliiking

identiek: 0 = 0 geeft.
Leidt de compatibiliteitsvergelijking (53} af.

Neem de volumekrachten nul (fx = fy = 0)}). Hoe kunt U nu identiek aan

de evenwichtsvergelijkingen voldoen en welke vergelijking ontstaat dan?
Formuleer de randvoorwaarden indien langs‘ﬂ de kracht per lengte-een-

heid: T = (Tx'Ty) is voorgeschreven.

Laat U(x,y) een Airy-functie zijn. Bewijs dan dat de verplaatsingen

voldoen aan

3U U
Eu = - (1 + v)s; + pix,y) Ev = - {1 + U)E;-+ glx.,y) .
waarbij

ap(x,y) _ 2gix,y) _ AU .
ax ay

van de zes volgende functies Kunnen er vier worden gebruikt als Airy-

functies en twee niet. Bepaal deze twee en bereken voor de overige vier

de biijibehorende spanningen.




a)

b)

<)

d)

e)

£)
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3
U, (x,y) = C(xy-i‘%) ;
3c
2.3 .2 .3 g 2,2
Uz(x,y) =Cix (y -3¢"y+2¢c7) - 3 {yv" ~2c¢)|
4 1 22 1 5
U3(x,y) = C[x + XY - g-xy ] H
U,{x) =C, Inzr + C r2
4 1 2 '
Us(r) =Cr Inr,
g (r,8) =I[c r2 + C r4 +C r-2 + C,] cos 26
6T’ 1 2 3 4 "

11. Beschouw de functie: U(r) = Cr2 ln r.

i)

ii)

iii)

iv)

Bewijs dat deze functie aan de bipotentiaalvergelijking voldoet {en dus
een Airy-functie is).

Bepaal de hierbij behorende spanningen en deformaties. Laat zlen dat
deze niet aan de compatibiliteitsvergelijking (21) voldoen, maar wel
aan (16).

Probeer uit de bij ii) gevonden deformaties de verplaatsing u(r) te be-
palen. Laat zien dat dit niet kan.

Laat zien dat het wél bij ii) behorende verplaatsingsveld luidt

u=2(1-virilnr - (1+v) , v =406r,

hetgeen ten eerste niet rotatie-symmetrisch is en ten tweede niet-een-

duidig als 6 alle waarden kan aannemen {d.w.z. als 0 niet begrensd is
tot een gebied kleiner dan 27).

3.2.1. Voorbeeld: Rek van een plaat met een cirkelvormig gat

+

ik
fhdivrttivi

rrnir v
Q?;

“—1 i

20 -

|
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In deze paragraaf beschouwen we een voorbeeld van een gegeneraliseerde
vlakspanningstoestand.

Een rechthoekige plaat (2a x 2b) met een cirkelvormig gat (straal R)
wordt langs de randen x = * a belast door een uniforme trekspanning T.
Gevraagd wordt de spanningsverdeling in de plaat en in het bijzonder
de spanningsconcentratie aan de rand van het gat.

Om de oplossing te vereenvoudigen zullen we aannemen dat de afmetingen
van de plaat veel groter zijn dan die van het gat (a2 »>> R, b »>>» R}; in
feite zullen we aannemen dat de plaat oneindig groot is, Op zeer grote

afstand van het gat heerst dan de uniforme spanningsverdeling

(56) txx =T, txy = tyy =0, voor r + ®
Door de spanningen te transformeren op poolcodrdinaten volgens *)
2 2
t =t cos O + t sin” 8 + 2t sin 0 cos & ,
rr XX Yy Xy
2 2 .
(57) t =t sin” 8 + t cos 8 - 2t sin @ cos 8 ,
6o XX Yy Xy
2 2
t = (t -t )sin 6 cos 8 + t_ (cos O - sin” 9) ,
b Yy XX Xy
wordt (5G)
2 3
t =T cos B = NT(1 + cos 28) ,
rr
(58) t68 = T sin2 6 = §T(1 - cos 26) , } voor r + =,
t_~=-T sin © cos & = -4T sin 26 .|
ré

Geleid deor de vorm van deze condities op oneindig, proberen we een Airy-

functie U(xr,8} van de vdrm
(59) U(r,08) = Ul(r) + Uz(r)cos 26 .

Met (17) krijgen we dan voor de spanningen

*) {Leidt deze relaties zelf af deoor het x-y-stelsel over 0 te verdraaien).
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trr = % Ui(r) + ['il.." Ué(r) - r—[t? Uz(r)]cos 26

2 2 ' .
(60) t = [- :5 Uz(r) + T Uz(r)]51n 20 ,
£ = UT(r) + U;(r)cos 28 .

06

De functie Ul(r) moet voldoen aan de 8-cnafhankelijke bipotentiaal-

vargelijking:
2
d2 | 4 d Ul(r) I dU](r)
(61) (=5 + = ) ( + = )=0.
;:E rdr dr2 r dr

De algemene oplossing van deze vergelijking luidt:

Ul(r} =47 logr+ B r2 log r + Clr2 + D1 .

1 1

De algemene oploassing bevat echter een oneigenlijke term, rl.

Blr2 log r ,

welke is ontstaan doordat in de afleiding van de bipotentiaalvergelijking
eenmaal naar r gedifferentiecerd is. Deze term geeft namelijk aanleiding
tot een deformatieveld dat niet voldoet aan de g-onafhankelijke compati-

biliteitsvergelijking (21). Immers, met (zie (17))

du d2U
tnll, t, . = l, t_ =20
]
rr r dr G ] dr2 o
en met Hooke vinden we
1 1
(63) e r " F {2¢1 - wylogr + 1t - 3v], e = E{Z(l -v)log r + 3 -+v],

een deformatieveld dat niet voldoet aan (21). Deze term moet dus worden
verworpen *). Verder mag ook D, = 0 worden genomen, omdat deze toch geen

bijdrage geeft tot de spanningen en deformaties. We houden dus over

2
(64) Ui(r) = Al log r + C,r

*) Zie ook Vraag 11 na § 3.2,
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Opmerking: Dat het deformatieveld volgens (63) niet compatibel is, heeft
zijn diepere corzaak in het feit dat ezz, welke evenredig is met
(err + eee), géén lineaire functie in x en y is, en dus niet aan de

compatibiliteitsvergelijkingen voldoet (zie ook opmerking na verg. (13)).

Opgave: Ga na dat het bij (64) bshorende spanningsveld overeenkomt met
dat -volgens (27).

De tweede functie Uz(r) moet voldeen aan de volgende vergelijking, welke

we verkrijgen door: Uz(r) cos 20 te substitueren in (18) - (19):

2
©5) Eot a4, THE W,
2 r dr 2 2 r dr z " \F *
dr r dr r

De algemene oplossing van deze vergelijking luidt

2 4 1
(66) Uz(r) = A+ Bzr + C2 :5 + 02 .

Door (64) en (66) te substitueren in (60) krijgen we de volgende uitdrukkingen

voor de spanningen:

1 6C2 4b
trr = (A1 5+ Cl) - (2A2 =t —7§0cos 28 ,
r r r
1 2 G
(67) tee = (- Al 5 + Cl) + (2A2 + 12Bzr + -—E-) cos 20 ,
r r
6C 2D
- 2 _ T2 D
trB = (2A2 + 632r r4 rz )sin 20 .

Hieruit volgt dat aan de condities voor r + = volgens (58) is voldaan

als

{68} ¢, = Lt o, A, = -4 en 52 =0 .

Blijft nog te voldoen aan de randvoorwaarden aan de rand van het gat.

Aangezien dezZe rand spanningsvrij is, moet daar gelden

{69} trr = tre =0, voor r = R .,
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Met (67) en (68) geeft dit:

A
—é-= - 5T , E:% + ig% = kT ,
R R r
(70) ) ESE ) 321 .
R4 R2 ) '
waarult volgt:
{(71) A1 = -*:TRz ' c, = -&TR4 . D, = ‘:TRZ .

Hiermee krijgen we dan voor de spanningsverdeling:

2 4 2
. T _ 5_ T 3R _ 4R
trr =3 (1 > Y o+ 3 (1 +-—3- -—Edcos 20 ,
r Y r
T R T 3R4
(72) tee = 5‘(1 + =) - 5 (1t + -—chos 28 ,
r r
4 2
e - L - 3R, 2R
Tre = 2(1 7 + 5 Ysin 26 .
r r

Uit de tweede vergelijking volgt voor tee Op r = R:

(73) tee(R,B) =T - 2T cos 28 ,

waaruit direkt wvolgt dat tBe maximaal is voor € = g-of e = %;-en daar

galijk is aan

) = 3T .

(74) (tee max

Indien er geen gat zou zijn, zou de spanning hier gelijk aan T zijn. De

spanningsconcentratie-factor t.g.v. het cirkelvormige gat is drie.

Ogmerking. Ly

Indien we i.p.v. een cirkelvormig

et | gat een ellipsvormig gat hebben
T -
{volgens figuur) is de spannings-

concentratie:
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(t + %fd ' als b 2 a ,

(75) en

A
Y

2a
(l+?) R als b

We zien dat deze waarden voor a = b = R overeenkomen met die van de
cirkel.

Verder zien we dat als {(a/b) -+~ 0 (d.i. een scheur loodrecht op de trek-
richting) de spanningsconcentratie « wordt, terwijl voor (b/a) - 0 (scheur

in trekrichting) deze é€én wordt (dus géin spanningsconcentratie).

| ~?1_ Tot slot bekijken we nog
Y vy

. bd ]

-+ 4 met een cirkelvormig gat

het probleem van een plaat

met op oneindig behalve een

.- h - iy trekspanning T in x-richting
- o ook nog een drukspanning T
-] N in y-richting.
e In plaats van (56) hebben
T T T T 1 we hier
(76) t =T tyy = T ¢ Cey " 0. 4i

Op oneindig is de plaat dus in een toestand van pure afschuiving (langs
de diagonalen}.
De wplossing van dit probleem wordt verkregen door op de oplossing (72)

te superponeren de spanningen die ontstaan, indien in (72) T door -T en
T
3
Langs de rand van het gat vinden we dan (vergelijk (73))

g door & + wordt vervangen.

t (R0) =T~ 2T cos 26 - [T - 2T cos(28 - n)] =
1)
(77)

= —-4T cos 20 .

n -
Voor g = E'krljgen we

(78) (too) pax = 4T

zodat we voor dit geval dus een spanningsconcentratiefactor van vier hebben.




- 105 -

3.2.2. Energieprincipes toegepast op rek van platen

We zullen in deze paragraaf de in § 1,5 afgeleide energieprincipes gaan toe-
passen op twee-dimensionale problemen, meer speciaal op de {gegeneraliseerde)
vlakspanningstoestand.

In een (gegeneraliseerde) vlakspanningstoestand zijn
(7N t =t =t =0 en ii =0

2z
van de elastische energie W(S) blijft dan over

+t e ydxdy .

(80) WS =% ftij eij dv = h J(txxexx+ 2txyexy v vy

v S
waarin S het oppervlak van de plaat vooxstelt, terwijl Zh de dikte van de

plaat is.

Met de constitutieve vergelijkingen voor de (gegeneraliseerde) vlakspannings-

toestand kunnen we W(S) uitdrukken in alleen eij &f alleen tij' hetgeen

leidt tot
(81) W(e) ($H hE J{e2 +2ve e +e2 +2(1—\))t=.‘2 }axdy .,
2 XX XX Yy YY Xy
(1 -%7) .
respectievelijk
(t) _h 2 _ 2 2
(82} W ($) = = I{txx 2v txxtyy+tyy+2(1+v)txy}dxdy .
S

Voor de overeenkomstige uitdrukkingen voor de vlakke vervormingstoestand

verwijzen we naar vraag 1.

We zullen ons nu in het vervolg van deze paragraaf beperken tot de rek van
platen (gegeneraliseerde vlakspanningstoestand) . De resultaten die we zullen
verkrijgen zijn echter ook met geringe, triviale aanpassingen toe te passen
op andere twee-dimensionale problemen (V.V.T. of V.S5.T.}.

nangezien bij platenrek de uitwendige belasting geen component in de z-rich-

ting mag hebben, d.w.z.
*
(83} fz =t =u =0,

worden de uitdrukkingen voor de potentiéle en de complementaire energie hier
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(84) S =w'® (s - 2 fff*u +£°u )dxdy ~ 2h J(t*u +t u )ds ,
X X ¥ Y X X Yy Y
S &
en
* (t) * *
(85} us) =w (S) - 2h f(t u +t ulds ,
X X Yy Y
R,

waarin 11 en ﬁu resp., het deel van de rand R van de plaat zijn waar de span-
ningen resp. de verplaatsingen zijn voorgeschreven.

Door op analoge wijze als in § 1.5 in (84) en (85) de echte oplossing S te
vervangen door een kinematisch resp. statisch toelaatbaar stelsel krijgen we
uitdrukkingen voor de potenti&le en de complementaire energiefunctionaal,
waarvoor Sscortgelijke stellingen als in §1.5 afgeleid gelden.

Als kinematisch toelaatbaar stelsel kunnen we eenvoudig elk voldoende conti-
nu (bijv. een polynoom) verplaatsingsveld u(x,y), v(x,y) kiezen dat aan de

randvoorwaarden op Ru voldoet, dus
- - 2 * *
{86) S: {ux = ulx,y). u, = vix,y) | u,ve ¢4, u-= ugr V= U op ﬁu} .

Voor de keuze van een statisch toelaatbaar stelsel zullen we ons hier beper-
ken tot problemen waarin geen volumekrachten optreden. Indien de volume-
krachten ongelijk aan nul zijn, moeten we deze eerst elimineren m.b.v. een
particuliere oplossing.

In het geval dat de volumekrachten nul zijn

kunnen we een statisch toelaatbaar stelsel kiezen in de wvorm

2
2 32

370 u 37U
(87) t = -7 _t— = ™5 1_: = = r
XX By2 vy Bx2 Xy Ixdy

waarmee aan de evenwichtsvergelijkingen is vcoldaan, maar waarbij echter nog
wel aan de randvoorwaarden op ﬂp moet worden voldaan. U(x,y) hoeft nu echter
niet meer persé een bipotentiaalfunctie te zijn. U(x,y) moet dus nog wel zo-

danig worden gekozen dat
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t n +t n=§3-[1n— a2Un=t*.
-XX X -Xy V¥ 3y2 X ax3y/ ¥ x

32U BZU *
t n +t n --( n-ﬁG—Jn =t opﬂ .
mXY XYY Y xdy/ Tk \y2/ Y Y P

Bij gecompliceerde randen en/of randbelastingen kan deze laatste eis het

construeren van een statisch toelaatbaar stelsel § nog wel eens bemoeilijken.
We concluderen hieruit dat de constructie van een S in het algemeen eenvou-

diger is dan die van een S, maar daar staat tegenover dat S dikwijls dichter

bij de exacte opleossing zit.
Met bovenstaande keuzen voor S en §_krijgen we de volgende uitdrukkingen

voor de potentiéle en de complementaire energiefunctionaal, geldend voor rek

van vlakke, dunne platen,
2 2
r hE Ju u av) v
(89) u(S) = — J{("‘ax + 2"(“’“3;()('"33: + (—By) +
(1-v7) ' ‘
[
{1 -v) {3u av 2
+_-2_-_(-3_§+-3?) }dXdy +

-~ 2h I(t*11 + t*u Yds ,
x Yy ¥

Rp X

en
so v = [{EY - (Y - (2 o)’
g ay Ik NIy x
242
3 U)
v 20 ew(ZL) axay +

ay
2 2
3 U) 3°u *
+ [ (Bxay, nx+ (-——2) ny] uy} ds .

Deze laatste uitdrukking vereenvoudigt nog aanmerkelijk in het veel voorko-

o [{[(ZDn, - (£2)5,) -
R

u

mende geval dat de voorgeschreven verplaatsingen nul zijn (opleggingen, in-

klemmingen}, in welk geval de laatste randintegraal in (90} verdwijnt.
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We besluiten deze paragraaf met het geven van de formules (89} en (90) in
poolcodrdinaten. Gebruikmakend van de formules als gegeven in de recapitula-
tie aan het einde van § 3.2 kunnen we afleiden dat (we geven alleen de re-

sultaten; de afleiding laten we aan de lezer over: zie vraag 3)

(91) 8: {Gr = u(r,8), Ge = v{r,8) ] u,v e C2, u = u:, v = u; op Bu} ’
= hE du 2 Ju, 1 3v  u
(92) u(8S) = T J {(-é—; + 2\)(-5';) (; ey + ;) +
(1-v1) o :

2 2
+ 1_3_\J_+11_) .1._(.1_-_\_’2. .1_.3£+.§.‘1,1"_) rdr de +
) r 36 ir «r

3
en
2 2 2
_13u, 1 3% _ 3% _13u 1
(93) .S__{Err—r r+ 2 Z'tee 2 'tre_ 2 38 raraB’
r 38 ar r
2 2
2 {13y IBU) 13y _1 3% _
U(rre)é(:;(r r'l--? > ) +(239 rarae)ns L
r- 38
2 2
L2u_ 1 au) __av) -
(239 rarae.“r+( 2) e tef";‘Pap}'
r : ar
en, met u: = u; =0 opﬁ
2 32 2 2
(94) U*(S)—'Il _1__':_)£+_}__3__g -2vl§—q+L§-—E E-—-[—]— +
b E r 9r 2 r or 2 2 2
s r 988 r o8 ar
2.2 2 .2
3°U 1 au 1 37U
+(-—-—§- +2(1+v)(2ae-;arae)}rdrds.
ar - r
Recapitulatie

*
Insluittheorema wvoor rek van platen, voor u; = 0 op @u:

2 2 2 242 2 2
h 3 LAY 3%y 82y
5 () (8 reald) e

g 3y ox 3y ax
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2 2
<-0" (8§ = u(s) < —DE I {(ﬂ’_) + vy &y, (.a_".) +
(1_\,2) ax ax '3y dy
s

2
(1 -v) {3u av
+ 3 (ay + Bx) }dxdy +

- 2n f(t*u +t u)as ,
X x Yy Y

mP
met
2 * *
u,vecCc , u=ux=0, v=uy=0, opﬂu,
en
2 2
2 3y au) L
U(X'Y)EC ! ( ] nx (axay ny-txr
3y ‘
2 2
au) au) _*
(3x3y, "x (32 ny =ty opll
%=
Vragen

1. Bewijs dat de uitdrukkingen (81) en (82} voor de vlakke vervormingstoestand

overgaan in

(e) _ _hE _ 2 2 _ 2
W (8 = — f{(l v) (exx+eyy) +2v exxeyy+2(1 2\;)exy} dxady ,

(l-v}s

(t) oy _ (1+Wh _ 2 ,.2., 2
W (8 = — I{(l v) (txx+tyy) 2v t oy tyy+2txy} dx dy .
s

2, Pas het insluittheorema toe op een rechthoekige plaat onder constante een-

assige rek (zie vraag 2 bij §3.2). Ga na of U zo de exacte oplossing kunt

vinden.
3, Leidt de vergelijkingen ({91) t/m (94) af.

4. Bewijs, uitgaande van (91) t/m (94), dat het insluittheorema voor een rota-

tiesymmetrisch probleem:
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ur=ur(r) ' ue=0, t. =0

*
reduceert tot (u_= 0 op ﬁu: r e [R1'R2:”

Ry
2
- __2211 ,[ (Eun? - Ry s (u")z}rdr < - (S = WS <
r r
Ry
R, )
< _27hE [{(u')z + 2200 e u—}rdr - 2h Jt*uds '
2 r 2 r
(1=-v7) . r
1 ﬁP
met
u(r) e C2 e = = 0 d?
n u = ur ’ op u ’

2 1, *
Ulr) ¢ C en ‘rU _tr . opﬁp.

Schrijf bovenstaande formulering ook uit in de spanningsfunctie F(r) als ge-

introduceerd in (23).
Pas bovenstaande toe op een volle, cirkelvormige plaat aan zijn rand belast

door een constante normaalspanning o. Ga na of U zo de exacte oplossing kunt

vinden.

Bewijs, uitgaande van (91) t/m (94), dat het insluittheorema voor een zoge-

naamd torsie-probleem:

* U
u, = o, u, = ue(r) ’ tr =0 , (-'EE =: V(r))
reduceart tot (u* =0, opf r e [R,,R.])
8 ¢ Op a’ RyrBy
R,
- zgh J 2(1:\)) (V—-rV')zrdr 5 -U*(S) = U(8) <
r
Ry
R
< 21rhE22 f (1;\’) {(v! —) rdr - 2h Jt*vds ’

met:
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v(r)eC2 en v=u*=0,optR ’

@
=

V(:‘:)ec1 en %V-%V'=t*, opd? .
r

Pas bovenstaande toe op een cirkelvormige schijf met een gat,aan zijn buiten-
rand belast door een constante schuifspanning v, waarvan de binnenrand vast-

gehouden wordt. Ga na of U zo de exacte oplossing kunt vinden.
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APPENDIX: Transformatie van cartesische coordinaten naar orthogcnale

kromlijnige coordinaten

A.l., Algemene relaties

Laat
(A.1) x = (xl,xz,x3): een stelsel cartesische coordinaten zijn en
{a.2) g = (ql,qz,q3): een stelsel orthogonale kromlijnige coordinaten.

Laat verder het verband tussen x en g gegeven zijn door

(A.3) X = §(q1,q2.q3) .

We definiéren een bij (ql,qz,qi) behorend rechtsdraaiend, orthogonaal

stelsel eenheidsvectoren: &y €y 93 door:
T S T S T
= = I s 1 = = AN = =Ry
1 h1 q, 2 h2 8q2 3 h3 Bq3
of . 3%
(A.4) e = —_— (a = 1,2,3: NIET SOMMEREN over a),

A
1
a ha aqa

waarin h_ de schaalfacteoren zijn, gedefinieerd door
o

ax o
(A.5)  h_ = | ¢ (a =1,2,3) .

Laat V een (willekeurig) vectorveld zijn en T een 2-tensor (= matrix).

Betrckizen op de ea—basis kunnen we deze schrijven als:

3 3
(A'G) y = Z Vaga 4 T = z Tabgagb ’
a=1 a,b=1
met
(A.7) Vy, = {Vhe) en T, = (e, Te)
*}

Zie Collegedictaat Wiskunde 40, § 1.9. Zie ook lure, §§ 1.6-1.7,
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Hiermee krijgen we voor de 2, component van de V-operator (V = 3/9x)

X
‘ d 1 - 3 d
. V = —— = —— — —m— R " —
S NS Uy I k-l
- a a - a a
of
3
1 32
a.9)  va= §] e A
a=1 ha -a 3qa

We starten met de bepaling van de componenten van de deformatietensor
T
(A.10)  E = &{vu + (Vw1 .

Hiertce bepalen we eerst

(A.11)  F = Vu .

Met (A.G)1 en (A.9) vinden we

3
1 J
F = ¥ = e —_ (u e )} =
a,b=1 ha ma aqa b-b
§ 1 Ju uc Bec
(A.12) = {—~ e.e +o—ga —=}
c,d=1 hd 3 3 d-¢ hd a4 qu

2
Met (A,7}" en de ovrthogonaliteitseigenschap

(A-13)  (egr &) =6, -

krijgen we dan uit (A.12)

1 aub 3 u agc
(A.14) Fab = (ga, Pgb) —r—&—+ E n (3‘-&‘; ‘ g) .

Met (A,10) vinden we dan de volgende algemene uitdrukking voor de compo-
nenten vande (lineaire) deformatietensor t.o.v. orthogonale kromlijnige

cocrdinaten.
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{A.15)

bij toepassingen op speciale coordinatensystemen slechts bij enkele waarden
van (a,b,c}) een bijdrage ongelijk aan nul levert. Zo is, bijvoorbeeld, bij

cylindercodrdinaten deze term alleen # 0 voor

(a,b,c} = (2,2,1) of (2,1,2) .

Als tweede zullen we gaan uitwerken de evenwichtsvergelijkingen

a.16)  (¥.NT +pf =0,

waarin 7 dus de spanningstensor is en f de volumekracht.

Met (A.7)2 en (A.%) kunnen we de eerste term in (A.16) uitschrijven tot:

5
T 1 2
(v.M = ] (e , <—(T_ ee))
A h = b=
a,b,o=1 Me s aq ab ~b-<a
3 aT de
1 ab -
= Z { (e r eede +T (e, e +
a,b,o=1 hC g -c b’ - ab aqc a
aga
+ T (e ,e }z—} =
(A.17) ab ¢ b’ d
3 ar 3
~ § 1 Cab 7 1 (aéb e e +
= —_— e - ,
ab=1 Mp %% "2 4 plc=y Po 2P c -
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waarbij gebruik gemaakt is van (A.13).
Door (A.17) te substitueren in (A.16) en vervolgens de e, -component
hiervan te nemen (m.b.v. (A.?)l) krijgen we de volgende algemene uitdruk-

king voor de evenwichtsvergelijkingen in orthogonale kromlijnige coordi-

naten:
3 L aTab 3 1 ng
I o5 b FoTapleg 80
b=1 b "9  b,é=t
{(A.18)
f 1 agc
+ — T ,e ) +pf =0,
b,o=1 hb cb qu

Als een voorbeeld zullen we deze algemene uitdrukkingen nu gaan uitwerken

voor het geval van cylindercoordinaten,

A.2, Cylindercoordinaten

We passen het voorgaande toe op cylindercoordinaten (r,8,z); dus voor

(A.19) q =T, 4, = b, 9y =z .

Dan is

(A.20) xl =r cos 6 , x2 = r gin 0 , x3 =z ,
of

{pn.21) (@) = (rcos 8, rsin 6, z) .

(A.5) en (A.4) geeft dan achtereenvolgens

h1 = hr = [(cos 4, sin 6 , O)l =1,
(A, 22) hy=hy=|(-rsin0o, rcosa, 0| =¢,
hy =h = | 0,0,1)} =1
en (in cartesische componenten t.o.v. xlxzxa—stelsel)
(A.23) 51 = (cos B8 , sin 6 , 0) , 22 = (-sin 6 , cos 8 , 0) , ey = {C,0,1)
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Uit (A.23) volgt

e, 3, e, e,
R " i A
(A.24)
qu a6 =2 aq2 a8 -1 aq2 26
Hieruit wvolgt dat de term
Bgc
(—“_"'fe)
aqa b
alleen iets geeft voor a = 2 en voor (b,c) = (1,2) of {2,1) en wel voor
agl
{a,b,¢) = (2,2,1) : (EE; . 92) =1,
e
(A.25) 322
(a,b,c) = (2,1,2) : [— , e,) = -1 ,
3q2 -1

Hiermee kan (A.15) nu worden uitgeschreven en krijgen we

Ju Ju au

- T e h—2 1 _r 1
®r T 7 ' o T YT S T F Y v
Au au du
1 2] 1 r 2z
. B e s— —_— ' - — A ——
(A.26) €0 r 30 ' T 4 ®rz B(az Br) '
3u auz auz
= L—8 , 2% = —=%
oz - 3z * B ¢ %22 52

Veer de uitwerking van de evenwichtsvergelijkingen gebruiken we dat

volgens (A.25) moet gelden

— ) =
(ch * S 6c26b1 !

(A.27) de
(—— , @) = 3§

3 ®a b2
9y,

(6§ .8 -5 .8 .Y,

¢
cl a2 al '¢2

waarmee (A.18) reduceert tot
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3 1 aTab { 1
A,28 —_— - T — ; - = .
(A.28) ! g da_ T 7 Tar * 7005 g T SayTeg) * PE, = O
b=1 b b
Uitgeschreven voor a = 1,2,3 resp. geeft dit (Tab = Tba)
aT aT aT
rr 1 rf rz 1
er + r ag + oz + r (Trr v TGB) + pfr =0
aT aT aT
ro 1 69 Oz 2
. = + = =
(A.29) 3t " r 30 5z T r rg t PEg =0,
T aT T
rz 1 8z zZZ 1
2z * r 39 * 3z * * Trz tef, =0.
OEmerking

De algemene uitdrukkingen vocr de compatibiliteitsvergelijkingen in krom-
lijnige coordinaten zijn zeer ingewikkeld. De daar in geinteresseerde
lezer kan deze vinden in LURE, § 1.7. Daar zijn ook de uitgeschreven
compatibiliteitsverge1ijkingen in cylindercoordinaten te vinden (pag. 33,

verg. {(1.7.9)).

OPGAVEN

ILeid zelf de volgende relaties voor de deformaties en de evenwichtsverge-

lijkingen in bolcoérdinaten {(x,0,9) af:

I
rr ar "’
. 1 aue . 1 1
88 r 30 r oy !
a = 1 EEE + L u, cotan 8§ + l u
g9 r sin 6 3¢ r 8 r r '
Ju au
1 Q 1 f}
o = - t——
206@ ” { T ui(p cotan 0) r sin ® 39
du ou
1 r ® 1
= + —_— —
2er¢ r sin 6 3¢ dr r uw !
S T U
rd ~  3r r o r 3

en:
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at ot 3t 2t -t
rr . 1 L3N 1 ""ré + rr P
oxr r sin 6 3¢ r 58 r

at ot ot 3t + 2t cotan 6
o . i ?9 . 1 6o + X9 B¢ + pf =0
ar r sin 8 3¢ r 36 r P '

t ot 3trB + (tB6

ro 1 6o , 1 2%0e
or r sin 6 3¢ r a6 xr

~ t_ )cotan 8
9

2. Leid, uitgaande van verg. (1.7.9), pag. 33 van LURE, de volgende compatibili-

teitsvergelijking in poolccordinaten af voor een rotatiesymmetrisch, twee-

dimensionaal probleem:

12 2% ;0%
r2 ar Jr r 3r

Bewijs hiermee tevens dat voor het kunnen bestaan van zo'n vlakke toestand

noodzakelijx is dat ezz

cnafhankelijk is van r.
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