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Hoofdstuk I

Basisvergeliijkingen

Indien een lichaam,dat zich voor kleine waarden van de belasting elastisch

gedraagt, te zwaar wordt belast kunnen er twee dingen gebeuren:

i) Het materiaal gaat scheuren en er treedt breuk op. Een dergelijk materi-
aal noemen we bros. Voorbeelden van brosse materialen zijn gietijzer en
steen.

ii) Het materiaal gaat plastisch deformeren (we noemen dit vloeien). Een

dergelijk materiaal heet ductiel of taai en een voorbeeld hiervan is

staal.

In dit college zullen we een aantal speciale voorbeelden van het tweede ge-

val bekijken.Plastisch gedrag van een materiaal wordt getypeerd door het op

treden van blijvende vervormingen; dit betekent dat het lichaam na het weg-

nemen van de belasting niet meer in zijn oorspronkelijke toestand terugkeert

'(dit in tegenstelling tot elastische lichamen}. Een gevolg hiervan is o.a.

" dat in een plastisch gedeformeerd lichaam na het ontlasten nog restspannin-

gen (z.g. residu-spanningen) kunnen overblijven. We lichten dit eerst toe

met het eenvoudige voorbeeld van een een-assige rek.

G_ | T~ versteviging
G; ! Y A 2 ~ .
- dlé/éaa /—/0/525'65(';(A _
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Uit het rekdiagram zien we dat voor voldoende kleine trekspanning ¢ de staaf

zuiver elastisch deformeert en na het ontlasten in zijn ocorspronkelijke toe-

stand terugkeert. Zodra ¢ echter boven een kritische waarde 0., de vloeigrens,

0
komt vervormt de staaf niet meer elastisch; de spanning neemt niet meer even—
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redig met de deformatie toe. In het algemeen zal de spanning nog wel iets

toenemen met toenemende deformatie, we noemen dit versteviging, maar deze

toename is veel kleiner dan in het elastische gebied. In het model van het

idéaal—plastische lichaam kan de spanning zelfs niet boven de vloceigrens

GO uitkomen; in dit model is er dus geen versteviging. Belasten we de staaf
eerst tot in het plastische gebied en nemen we daarna de belastingfweg,
dan geschiedt de ontlasting weer elastisch. Zoals uit het rekdiagram blijkt,

blijft er dan ook als ¢ = 0 is geworden nog een blijvende rek over.

In het meer algemene drie~dimensionale geval treedt vicei op indien een

bepaalde spanningscombinatie een kritische waarde bereikt. Een dergelijke

spanningscombinatie noemen we een vloeivoorwaarde en de kritische waarde
heet vloeigrens.

Er zijn méerdere vloeivoorwaarden in gebruik, maar we zullen ons hier be-
‘perken tot de eenvoudigste: de vloeivoorwaarde volgens von Mises. Deze vloei-

voorwaarde wordt geformuleerd in de zogenaamde deviatorische spanningen sij

gedefinieerd door
(1) . g = t ..._1. .
i3 ' 43 3 ijtkk :

De reden waarom deze deviatorische spanningen zo'n grote rol spelen in de
theorie van de plasticiteit is gelegen in het feit dat, zoals experimenteel
is uitgewezen, de ﬁolumeveranderingen in een plastische deformatie zoveel
kleiner zijn dan de vormveranderingen, dat de eerste mogen worden verwaar-
loosd. We mogen in een zeer goede benadering een plastisch lichaam als in-

compressibel beschouwen.

De vloeivoorwaarde van von Mises luidt als volgt

1
{2) -fsi_j sij k™.
Dit betekent dat.vloceien optreedt, indien de deviatorische spanningen zdé
groot worden dat aan (2) wordt voldaan. In het elastische gebied geldt
2

. 1
(3) > sijsij <k",
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terwijl in het plastische gebied (2) blijft gelden, ook bij toenemende be-
lasting. In het algemeen zal de factor k, de vlceigrens , dan echter niet
constant zijn maar toenemen_met de belasting: @it is versteviging (ver-
‘gelijk het een-dimensionale voorbeeld). Voor een ideaal-plastisch medium

is de vloceigrens echter wel een constante, onafhankelijk van de belasting.

In de nu volgende voorbeelden zullen we ons steeds beperken tot ideaal-
plastische, isotrope en homogene materialen. Verder zullen we ons beperken
tot een in kinematisch opzicht lineaire theorie. Dit laatste houdt in dat
de deformaties klein moeten blijven. Een consequentie hiervan is dat de
deformatie—verplaatsingsrelaties, de evenwichtsvergelijkingen en de rand-
fVoorwaarden lineair blijven.:Essentieel niet-lineair is echter, naast de
constitutieﬁe vergelijking, de vloeivoorwaarde. RAan de eis tot kleine de-
formaties is bij plastische vervormingen dikwijls niet wvoldaan. Echter
voor problemen, waarbij het begiﬁ van vloeien van belang is, kan een li-

neaire theorie reeds véel inzicht in het probleem geven.

We besluiten deze inleiding met een samenvatting van de belangriijkste vex-
gelijkingen voor een elasto-plastisch materiaal.

We hebben op de eerste plaats

(4) t.. . +pf. =0 . (evenwicht) ,
1],3 1

en

(5) e = l(u + u )
ij 2 i, g Jrl

Peze relaties gelden zowel iﬁ het elastische als in het plastische gebied.
Dikwijls wordt in de plastisciteitstheorie niet met de spanningen of de-
formaties zélf gewerkt maar ﬁet incrementele veranderingen of tijdsafgelei-
den daarvan (dus bijvoorbeeld in plaats van (4)

.. .+ pE, =0).
L3+ e 1

De deformaties splitsen we in een elastisch en een plastisch stuk:

(&) e,, = eF?l) + efgl).
1] 1] 13




De elastische deformaties voldoen aan de wet van Hooke:

Jfel) _ 1 v
7 ®i3 0 T 26 i3 T TEY S48 ¢

terwijl voor de plastische deformaties een constitutieve vergelijking van

de vorm
(8) gty _ ¢ 3
13 3s, ",
B35
geldt.

-Hierin is A een nog onbekende parameter () is beslist niet een materiaal-

constante) en lS

de zogenoemde plastlsche potentlaal Voor de problemen die we hier zullen

bekljken mogen we deze plastische potentiaal gelijk nemen aan de vloei-

veerwaarde,‘en meer speciaal, aan die van von Mises. Dus

(9) : £ = ﬁ(sij) =3 sijsij ) S
'Hiermee'wordt (8)
(10) L ¢S

i3 ij

Met deze wet is automatisch de incompressibiliteit van de plastische de-

formatie$ verzekerd. Immers, uit (10) volgt direct

De constitutieve vergelijking (10) wordt de Prandtl-Reuss-wet genoemd.

‘We krijgen hieruit voor de plastische energie per seconde

n C gL _ el _ g
(11) A = 5y 850 < ey
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waaruit veolgt dat ! een maat is voor de plastische arbeid die per seconde
wordt verricht. Dat we, in de vorm van A, in de plasticiteitstheorie een

extra onbekende moeten hebben, volgt uit het feit dat we met de vlocei-

voorwaarde

2

1
7 ®13%i5 7
waaraan in elk punt van het plastische gebied moet zijn voldaan, ook éen
extra vergelijkiﬁg hebben (vergeleken met de elasticiteitstheorie). Zon-
der deze extra onbekende zou het systeem dus overbepaald ziin door de vlcei-
voérwaarde Een voordeel van deze vloeivoorwaarde is het feit dat door deze
: voerwaarde verschlllende problemen in de plasticiteitstheorie statisch be-
paald worden, d.w, z. dat we dan u;t de evenw1chtsvergelljk1ngen tezamen
met de vicet voorwaarde de spannlngen kunnen bepalen, zonder de deformaties

ﬁln de berekeningen te hoeven te beétrekken.

' REGAPITULATIE : Plasticiteitstheorie

In elastisch en plastisch gebied:

! é. .-'-.'l(u‘ , + . ) r
1) i,3 Jii

t.. . +pf =0,
15,3 [ 4 ’

e . (el) + (Pl)-
1 lJ l]

In elastisch gebied:

tely _ 1] _ v
®ig 26 | ®15 T+v %13 %k |

e 12 .= 21
7S8R 08y TRy T P00 -

Inhplastiéch gebied:

l (Pl) _ »
Si3 T Asyy v ey
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Vlieeivoorwaarde uitgeschreven in tij 's

2
(t._ -t )"+ (£t -t )2 + (£ -t )2 + 6(t2 -+t2 -+t2 } = 6k
XX vy vy 2z XX ZZ Xy vz XZ
VRAGEN
{el) (pl) . iy s
Moceten eij en eij afzonderlijk aan de compatibiliteitsvoorwaarden

voldoen?

Hoe groot is de relatieve volumeverandering bij een elasto-plastische

defo¥matie?

Gelden de evenwichtsvergelijkingen alleen in het elastische gebied of ook

in het plastische gebied en, zo ja, gélden ze daar in dezelfde vorm?

Wat zijn residu-spanhingen?Waarom kunnendeze in een plastisch gedeformeerd
lichaam optreden? Hoe groot zijn de resulterende krachten en momenten van

een stelsel residu-spanningen?

Hoe luidt de vloeivoorwaarde van von Mises? Waarom worxrden hierin deviato-

rische spanningen gebruikt? Schrijf deze voorwaarde uit in de spanningen
G, en O_.

) 3

Beschouw een zuivere rek en een zuivere afschuiving. Druk de kritische

tij en in de heoofdspanningen ¢

trekspanning en de kritische schuifspanning uwit in k. Is k altijd constant?

Hoe luidt de Prandtl-Reuss-wet? Wat stelt de coéfficiént A in deze wet
voor? Is dit een materiaalconstante? Is dit een onbekende van het probleem

en zo ja, waarom is deze nodig?

Volgens welke constitutieve wet vindt het ontlasten van een plastisch ge-

deformeerd lichaam plaats? Welke restrictie geldt hierbij?

IENHES R TS N TR SR



2.1.

Hoofdstuk 2

Plastische torsie wvan een cirkelcylinder

Begin van vloeien

We beschouwen een cirkelcylinder, met straal R, welke in zijn einddcor-
sneden wordt belast door een wringend moment M dat goed over de eind-
doorsneden is verdeeld.

In dat geval zijn alleen de spanningen txz en tyz ongelijk aan nul {(de

z-as valt langs de centrale as van de cylinder). We bekijken eerst het

geval dat de cylinder nog zuiver elastisch deformeert. In dat geval geldt:

(12) _'ngz = -Gay tyz = Gax ,

WAarin'd'de hoekverdraaiihg per lengte-eenheid van de cylinder is.

deneer zal de .cylinder plastisch gaan vliceien? Voor (12) wordt (1)

13y 75':8_: = - = - = Gax
(13)- T xz ZX 'txz Gay syz Szy tyz @ '

2.2 o2
Xz vz

- of

(19)  Ealix® + v = %2 .

Het linkerlid van (14) is maximaal aan de rand van de cirkelvormige door-
snede, dus voor (x2 + y2) = Rz, We zien hieruit dat begin van vloeien op-

treedt indien

{15) G2a2R2=k2 , of a=— |, (k > 0) ,

en dat dit vloeien begint aan de cylindermantel.

]
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2.2. Elastoplastische torsie. Bezwi jkwaarde

Gaan we nu de belasting verhogen dan zien we dus dat voor:

o < = : de doorsnede nog velledig elastisch is,

‘a = Jir: begin van vloeien op r := sz + y2 =R, N
(het bijbehorende moment geven we aan met M)

¢ > — : dan doorzetten van de vloei; het plastische gebied
in de doorsnede breidt zich naar binnen toe uit.

Dus voor a > X/GR moeten we onderscheiden:

¥ < C : elastische gebied

€ <r £ R : plastische gebied
Tengevolge van de rotatiesymmetrie
van het probleem is de vorm van de
grens tussen het elastische en het

plastische gebied weer een cirkel,

waarvan de straal ¢ echter nog een

onbekende van het probleem is.

We bepalen eerst de spanningsverdeling in het plastische gebied: ¢ < r < R.

‘Hier gelden de vergelijkingen:

. ‘3t at
X2z Y2 2 2 2
—— = + = .
(16) x Sy o , tx; + vz k
en
(17} txz nx + tyz ny =0 , opr==R.

Aangezigh we met (16) twee vergelijkingen hebben voor de twee onbekende
spahningen txz en tyz is dit probleem dus statisch bepaald,
Aan de evenwichtsvergelijking (16)1 is te voldoen door invoering van een

spanningsfunctie F(x,vy) volgens:

_ o _
(18) Yz = 3y ! tyz T

el



Aan de randvoorwaarde (17) is dan tevens voldaan door F = 0 op r =R te

2
nemen. Met (16) vinden we de volgende vergelijking voor F(x,y):

e N2 2
(19) E Y () - k2.
O dy
Aangezien het probleem rotatie-symmetrisch is, mag F, beschouwd als functie

van de‘pOQlcéérdinaten r en 6, alleen van r afhangen en niet van 6. Dus
{20} F = F(x,y) = F(x) ,

waarmee (19):wordt

Zoals we ieté ve;derop zullen zien, moeten we in (21)2 het minteken nemen,
althans vdor pbsitieve k, omdat we een wfingend moment in de positieve =z-
richting hebben.

Met

F(R) =0,
k¥rijgen we dan uit f2i)

k(R - 1) =

kR- k' + y° .

Hieruit krijgen we met (18) de spanningsverdeling in het plastische gebied

S Flx)

(22)

k.
t o= -,
- X2 I
(23)
Tt =-]§i{'-, voor ¢ < r £ R .
vz ¥

De spénﬂingéverdeling in het elastische gebied (0 £ r < ¢) blijft voldoen
aan {(12). De waarde van ¢ kunnen we nu bepalen met de eis dat aan de rand
van het élastische gebied (r = ¢) de elastische spanningen juist moeten

voldoen aan de vioelvoorwaarde ("ze staan op het punt om plastisch te wor-

den").

5
by
3
b
R4
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rhet'middelpunt van de doorénede blijft altijd elastisch. Dit moet natuur- i

- 10 -

bus
2 2 222 222 222 2
+ = G -t o= =
(txz tyz)r+c (GTay” + Gax )r+c Goac k,

ef
x
(24) ¢c=-= , (k>0,c¢c>0 .

. Ga -

Met (12) en (23) volgt hieruit dat de schuifspanningen hier continu zijn
over de rand ¥ = ¢ (merk op dat dit geen noodzakelijke eis is). Tevens

VGxgt_hieruit dat voor eindige o de waarde van ¢ altijd groter dan nul is;

k_zo zijn, omdat in dlt punt de spanningen altijd nul blijven en dus

'_de vloelwaarde kunnen berelken De doorsnede wordt bij torsie dus

‘neelt volledlg plastlsch

WE'wijzen er hier ep dat in het geval dat het moment is voorgeschreven de

'hoékﬁerdfaaiing per'leﬁgte—eenheid o nog een onbekende is. Deze onbekende

kan. worden bepaald met het nu volgende verband tussen o en M, geldend voor

het geval dat de cylinder elastoplastisch is gedeformeerd (a 2= k/GR):

]

(xt = ds =
[ o, - veas

s |
K R

2T Gc'.f.'J ':r'2 + rdr + 27k r - rdr =
5 :

)]

0 —

4 2 3 3
.%.Gac +':—3~'_Trk(R -c)

it

hétgeen met (24) neg is uit te werken tot
o 3 3 : :
e _ 27K R 1{k

of, uitgedrukt in ¢,

(26) M== 1 -
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Uit de relatie (26) is bij gegeven M (M > M*) de grens (c¢) van het plas-
tische gebied te bepalen. Uit deze betrekkingen kunnen we twee belangrijke
conclusies trekken:
i} wit (26}, door daarin ¢ = R te stellen, vinden we voor het moment M*,
Wa;rép de chinder bégint te vloeien:
ﬁkR3 .

: 1

27 Mx = —

e 2

i) uit (25) zien we dat M zijn grootste waarde bereikt voor o = =. For-
_meel zal dus op dat moment de cylinder bezwijken (we zijn dan natuur-
1ijk allang buiten het gebied van de lineaire theorie). We zouden op
deze manier voor het bezwijkmoment M - vinden

A

28y . M = gfka_ .
We zien dus dat voor
: * ' ' .
M<M- : geen vloeien ,
* %k
M £ M<M : vliceien ,
*-k
M2M + bezwiijken.

. e S * &
‘Door vergelijken van (27) en (28) zien we dat M  relatief slechts een fac-

. . . . %
tor 1/6 groter is dan M . De winst in het moment door het toelaten van
vlceien is dus vrij klein.

Uit de voorgaande analyse blijkt dat de waarde van M als gegeven in (27)

wel betrouwbaar is {de waarde van o is bij het begin van vlceien, voor

een materiaél als staal, nog erg kiein), maar dat de waarde (28) in feite
alleeﬁ een bovengréhs voor bezwijken aangeeft: de cylinder zal reeds voor
een bgtrekkelijk kleine waarde van o (in ieder geval veel eerder dan

. : *%
a = «) gaan scheuren. Het bezwijkmoment zal dus kleiner zijn dan M ,

‘ _ . : o *
maar in ieder geval groter dan M .

Residuspanningen

We gaan nu de cylinder ontlasten, d.w.z. we nemen het belastende moment
weg. Indien het belastende moment groter was dan M*, zodat de cylinder
dus plaétisch gedeformeerd is, zal er na het ontlasten nog een blijvende

deformatie overblijven. Tengevolge hiervan zullen er in de cylinder ook

e i i A B S e T
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residuspanningen overblijven. Deze spanningen moeten weliswaar statisch

equivalent zijn met een nulbelasting maar hoeven zelf locaal niet nul te
zijn.

We zullen nu deze residuspanningen gaan bepalen. We veronderstellen hier-
bij dat de ontlasting volledig elastisch geschiedt; d.w.z. er treedt bij
het ontlasten niet opnieuw plastiéche vlcei op. We zullen deze onderstel-
“ling achteraf moeten verifiéren (blj lang niet alle problemen is hieraan
voldaan!) . Door de ontlasting krijgt de staaf een hoekverdraaiing per
lengte eenheid B tegengesteld gerlcht aan a (B > 0)., Aangezien de ont-
lasting elastisch geschiedt moeten we dan op (12) en (23) superponeren
het spanningsveld {(voor de'gehelé doorsnede)

. tx_Z = GBy ., th = -GBx ,

waarmee we vinden voor de residuspanningen

) = - + ' = -
| x §_c vt = Gl-n B)y P tyz Gl{o - R)x ,
. X _ -

, < Tt =(-= = (&= -

eSS r=<R , txz h( = + GRly , tyz (r GB)x .
De factor B moeten wé bepalen.uit de eis dat de spanningsverdeling {29)
ététisch eqUivalént moet zijn met een nulbelasting. Dit houdt o.a. in dat
het wringende moment nul moet zijn (alle andere snedegrootheden zijn tri-

viaal nul), of

0= J_(:_{tyz--_.ytxz)ds = M—2GRB,
. 'S.
dus ‘
: 2M
(309 g = —3
SR TGR

‘Wwaarin M hét belastende moment is. Met (25) en (26) kunnen we B ook uitdruk-

ken in ¢ en c. We krijgen dan

SR ONE

l—.—l'

ax
-{31) B = 3GR

PRRTNEY: S P
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Door (30} te substitueren in (29) zijn de regiduspanningen volledig bepaald.
Rest ons nu nog te bewijzen dat deze residuspanningen niet opnieuw aanlei-
ding geven tot vloeien. Hiexrvoor is het noodzakelijk dat voor de spannings-.
verdeling volgens (29) geldt:

2 2

(32) £ +t2 <x? , voor 0<r<gm.
Xz vz

We bekijken eerst het gebied : r € ¢ . Hier geldt volgens (29)

2 2 2 2 2
sz + tyz =Gr (a=-g",

~en dit is maximaal voor r = ¢. Dus voor r € ¢ is aan {32) voldaan als

6 a- s},<.é; -a,

volgens (24). Hieraan is steeds voldaan, immeérs volgens (31)2 geldt

_ te RN AR
o k[ (5530

voor alle (¢/R} uit 0 S<% <1 .

Fysisch is het 6ok triviaal dat B < a moet zijn: de cylinder zal immers
bij ontlasten ﬁiet vexder terugdraaien dan hij in eerste instantie plas-
tisch getordeerd was. ‘

Met (34} is (33) bewezen. Blijft tenslotte nog over het gebied ¢ £ r £ R.
Hier geldt} -

't2 o+ t2 = (k - GBr)2 P
Xz vz
dus moet
(36) |k -@hr | <k , e<rsr.

Voor r_=lc wordt dit
e - e | =k}t -2 <x,

op grond van (34% .




2.4,
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Voor r = R krijgen we (met (24) en (34))

3
k|2 Ry -x1d_1fe _
|k-GBR] -k|d. c 1| —kla 3 \R) - 1] =
=ik )1 -{¢ 3=‘|<1-: 0< g
=3 "\ R : Voor £y s 1,

In de eindpunten van het traject ¢ £ r £ R is dus aan (36) voldaan en het
is dan eenvoudig in te zien dat dan in het gehele interval hieraan is vol-

daan. Hiermee is aangetoond dat overal aan (32) is voldaan: de residuspan-

e o R ettt e St T e L

R ey

ningen geven geen aanleiding tot hernieuwde vloei.

Zandhoopanalogon van Nadai

‘Oomdat een algemene beschouwing van de elasto-plastische torsie van een cy-

linder met éen willekeurige doorsnede op dit moment een te grote voorkennis
van de wiskunde verlangt, zullen we deze hier achterwege laten, We willen

echter toch nog wel op een enkel aspect ingaan.

Uit de elastische torsie van een cylinder met een willekeurige doorsnede
kunnen we het z.g. membraananalogon (C.D. Elastostatica: 2.6.). Voor de
plastiséhe torsie bestaat een soortgelijk analogon. Aangezien de evenwichts-
vergelijkingeﬁ in het plastische gebied gelijk zijn aan die in het elas-
tische gebied, kunnen we ook aan deze voldoen door invoering van een span-

ningéfunctie F = F(x,y), zodanig dat

Hiervoor wordt de vlceivoorwaarde van von Mises

r

2 \2 '
faF) + KEEN = (grad F)2 = k2

\3x \avy/ ~
of

grad F = k = constant. ‘
We veronderstellen nu de gehele doorsnede plastisch. In dat geval geldt
voor alle punten (X,y) van de doorsnede de betrekking (37); dit wil zeg-

gen dat de helling van het oppervlak F(x,y), gedefinieerd op de doorsnede

overal constant moet zijn. Een voorstelling van een dergelijk oppervlak
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kunnen we verkrijgen door op de doorsnede een hoop zand te storten. We
krijgen dan een berg waarvan in ieder punt de helling constant is en
waarvan de vorm overeenkomt met die van F(x,y¥). Op deze manier zouden
we dus in principe F(x,y) kunnen bepalen. We noemen dit de zandhoop-

analogie van Nadai. Het zal duidelijk zijn dat de nauwkeurigheid van

een dergelijke methode niet-erg groot zal zijn. Toch is deze methode
zeer geschikt om ons inzicht in bepaalde aspecten van de plastische

torsie van een cylinder met willekeurige doorsnede te vergroten.

Zo weten we bijvoorbeeld uit de theorie van de elastische torsie dat

het torsiemement M gelijk is aan

Moo= 2 J Fix,y) 45 .
ﬁeZé relatie geldt oék in_hét plastische gebied en we Kunnen hiermee de
bézwijkwéarde bepaien; Immers de inhoud van de zandhoop is gelijk aan
j'F‘dS en dus evenredig met het moment benodigd om de gehele doorsnede
plastlsch te maken. Dit moment is leSt het bezwijkmoment. Het bezwijk-
meoment is dus evenredlg_met het volume van de hoeveelheid zand die we op

de doorsnede kunnen storten.

Een tweéde aspect dat we met dit analogon kunnen illustreren is het vol-
gende: ' - .

‘Stel de doorsnede.is cirkelvormig. In dat geval vormt de zandhoop een ke-
Qeloppeivlak. De punt van deze kegel,gelegen boven (x,y) = (0,0) is dus
een singulier punt; In werkelijkheid kunnen_we met een zandhoop nooit

déze spitse punt bereiken. Dit betekent dat het middelpunt van een cirkel
nocoit plastisch kan woréen, maar altijd elastisch blijft. Dit volgt ock
uit de éoorgaande én&lyse. Immers, volgens (12) blijven de spanningen in
(x,y) = (0,0) altijd nul, dus kleiner dan de vloeigrens.Ock uit (24) - {26)

biijkt dat ¢ = 0 voor o < = niet kan optreden. (Zie ook de opmerking aldaar).

Een gelijksocortig verschijnsel treedt ook op bij de torsie van een recht-—
fheeki@e doorsnede.Het bovenaanzicht van de zandhoop ziet er dan als volgt
uit: B

. b

~ — / // E
b — =<1
S —

e Bz o EL
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In dit geval blijven de stippellijnen, welke in de hoekpunten onder 45°
met de rechthoekzijden verlopen, altijd elastisch. We zien hier tevens

uit dat aan de zijvlakken grenzend aan x = + a, waar 3F/3y = 0, geldt

t =+k , t._ =0,
.Yz = xz

en aan de zijvlakken bij y = +b :

t =4k, t_ =0,
L X2 - Y:Z .

Hieruit kunnen we dan het bezwijkmoment bepalen als zijnde geliijk aan (voor

az>b)

* %

s

38 M =2?(Ga -1 .

' Hoofdstuk 3

Girkélvérmige pijp onder inwendige druk

Elastische gebied. Begin van vloeien

(zie ook C.D. Elastostatica, §3.1)

A

rﬁf’

Een cirkelvormige buis,'met.binnenstraal Rl.en buitenstraal'Rz, wordt
inwendig belast door een normale druk p. De einddoorsneden van de buis
aijh zodanig ihgek;emd dat axiale verplaatsingen worden verhinderd (w = 0}.

De buis is dan in een toestand van vlakke vervorming.

'ﬁet'elastische deel van dit probleem is al opgelost in C.D, Elastostatica,

§3.1. We nemen de daar gevonden oplossing over, maar voor het speciale ge-
val dat v= 0.5 fincompressibel materiaal). Dit vereenvoudigt de rekenkun-

dige bewerkingen aanmerkelijk zonder aan de mechanische aspecten iets te

PN et

S

EPE o R

e A
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- kort te doen. Dit vanwege het feit dat in het plastische gebied het mate-

riaal ook incompressibel wordt genomen,

Uit de vergelijkingen (29) - (31) uit §3.1, Elastostatica, vinden we voor

'Pi = p, Pu =0 en v =0.5de spanningsverdeling voor het geval dat de

- buis nog velledig elastisch is

: or? 2
e o= 1 fy 2
rr - 7 _ 7 2 /!
. y x
. R R
(39) the = 73 (1* —3) :
B T R. <R r
: i it
2B = e .
22 g2 g

We zien hieruit dat de grootste waarde van t

98 optreedt voor r = R1 H
-zal blijken dat hier het vloeien begint. Verder zien we dat
GAQJV_ _ trr é Y2z < tog
TEnSlotte weten we nog dat de schuifspanningen nul zijn, dus
(A1) =ty =g, =0,
Waa;u;t volgt dat trr' tBe en tzz hoofdspanningen zijn.
Von Mises wordt dan
1 B _ 1,2 2 2 L2
2 %13 %15 T 28y v Sy tsyy) = XK
of
S PO 2 1 2
: - <t : - + +
l:trr 3(trr * tee N tzz):I * [tee 3(trr tee tzz)]
2 2
(42) + [t - 1(t +t, o+t )] = 2k°.

het
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Substitueren we hierin dat (zie (39); bedenk dat v = 0.5)

“dan kunnen we dit uitwerken tot

(43) top = tpr = 2 -

Met (39) geeft dit de vloeiconditie

.. Ry B
{44y 75 * 3 < k ' (R1 s r< R2) .
' (Rz-—Rl) r

Vleeien begint dus aan de binnenkant van de buis (op r = RI) en wel voor

2
o p" =kt - )

-BElastoplastisch gebied. Bezwijkwaarde

: . N
We maken p nu groter dan de vloeigrens : p > p en we nemen aan dat voor:

R, £ r < c : vlceien optreedt, terwijl het gebied
¢ <r £ R, : elastisch blijft.

De factor ¢ hierin is nog steeds een onbekende. De onbekende spanningen
zij ﬁrr en tee{ de derde spanningscomponent ongelijk aan nul: tzz volgt
uit ' '

1
(46)_ tzz - Z(trr + tee) '

- welke ook in het plastische gebied geldt.
‘Deze relatie volgt uit de eis dat e, = 0. Voor het elastische gebied uit

- de wet van Hocke met v = 0.5 en voor het plastische gebied uit Prandtl-

Reuss-wet (10); Immers met é;gl) =0 en i # 0, geeft deze

1
s-zz - (tzz "f(trr + tee * tzz)) = 0.

waaruit direct (46) volgt.

£ e

:
A
4
3
b

o
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1

In het plastische gebied: R, < r < ¢, gelden voor trr en t

a9 de twee verge-

lijkingen ( het systeem is hier dus statisch bepaald) :

dtrr trr B tee
(47) + = 0, {evenwicht) ,
. dr r
en
(48) t.. -t = 2k , {(vliceivoorwaarde) .
g8 rr

‘Door met (47) teB uit (48) te elimineren krijgen we

e

dar x

(49)

‘Deze differentiaalvergelijking heeft als algemene oplossing

(50) t =2k Inxr +A. (log 1ln)

De constante Abepalen we uit de randvoorwaarde:

t, =P , opr=R

1 r
wat leidt tot

(51). A=-2 .In R ~p. .

- Met (50) en (51) is trr bepaald; tee

re9pectieVelijk. Dit geeft

trr_ ==-p + 2k ln (r/Rl) r
(52) tee = -p +.2k({1 + V_Tl_n (I/Rl) } .
tZZ = -p + k(l + 2. ll'l' (I/Rl) ) . . voor

" De spanningen in het elastische gebied : ¢ < r <

als (39), méar, aangezien de spanning trr op r

bekende is, met een onbekende voorfactor S:

en tzz krijgen we dan uit (48) en (46),

R, =r < c,
1

R2 zijn van dezelfde vorm

€ in principe nog een on-

S E Gt



R2
- o3
rr 2 !
r
2
R
, 2\
5 C = ( —_—
(3)_ tee s\1+2) .
r
tzz = 5 . voor ¢ < r £ R2 .

De waarde van S kunnen we bepalen uit de conditie dat § zodanig moet zijn

dat op r = ¢ juist vleeien optréedt. Volgens (43) moet dus gelden

(54) 25

o
Nlm [N
a

Ly
w

De buis zal bezwijken indien de doorsnede ;olledig plastisch is geworden,
dus voor ¢ = R2. In dat geval geldt (52) voor de gehele buis, dus ook voor
r = RZ;*Voor r = R2 is echter trr = 0, waarmee we uit (52)1 voor de bezwiijk-
driak p. vinden

* %k R

(55) = 2k 1o (=2
Ry

. .. ) *% *
{Bewijs zelf dat p > p ).

We moeten nu nog ¢ bepalen. Deze volgt uit de eis dat, t.g.v. het radiale
. i
evenwicht (zie (47)) trr continu moet zijn veoor r = ¢. Uit (52)1 en (53)°,

met {54}, volgt dat hieraan is voldaan indien

2
2 R
(S ke f, 2
-p + 2k ln(F9) = =3 \t 2),
1 R <
2
of
c .02' o R2 P
(56) IGE) == - 2 () -1=21In (59 - o= R.
2 R2 2 i

{Controleer dat (56) voor c = R1 enc = R2 geeft p = p resp. p = p**) .

In grafiek geeft (56)

L(7)

¢/R,

" Eﬁm” EER

R PR Y



3.3.

- 21 -

Residuspanningen, Vloeistop

We gaan nu eerst de buis belasten met een druk p met p* <p < p**, zodat

de buis dus gedeeltelijk vloceit, en daarna ontlasten. We nemen hierbij aan

- dat de;e ontlasting puur elastisch geschiedt. Zoals we zo dadelijk zullen

zien geeft_dit een bovengrens voor p. In dit geval kunnen we de spannings-

.verdeling t.g.v. het ontlasten vinden uit (39) door daarin p door -p te

vervangen. Voor de totale residu-spanningsverdeling vinden we dan met (52)
en (53)

. R R2
voer R, < r <c : t =-p+2kln(i)-——-£—l—-——/1—-—2-
1 " Trr R 2 20\ 2 ]
1 (R, = R,) r
2 i
2 2
- PR R
457 . tyg = P 2k [1 + In (=297 - 1 /1 + 2 \,
‘ _ 8 _ R 2 2\ 2 )/
. : . : - 1 R, - R r
2 i
o /el PR RZ |
VOOr ¢ <r <R t = ( EE— - -______l__ /1 - _3 \ ,
2 rro\ 2 &2 - 35/ \ 2 ]
2 "2 1 o ;
2 2
t = (k;z - 2pR1 2) (1 + E’%—- ).
68
Ry (R, - Ry ¥

Deze spanningen zijn in evenwicht met een nulbelasting, immers trr = 0 voor

r'=R, enr =R,. (Geldt dit ook voor £,

Doord;t de_elgsiisch:gedeformeerde buitenste ring (¢ < r < R2) na ontlasten
térugveert en de plastisch gedeformeerde binnenste ring (Rl < r < ¢) niet,
zallhet'materiaai iﬁ de binnenring worden samengedrukt door de buitenring.
Er kan hier dus opnieuw vloeien optreden in compressie. We zoeken nu de
maximale druk p waarbij het materiaal ﬁa het ontlasten niet meer vlceit,
We wijzen echter eerst nog op een ander effect van de residuspanningen:
deze residuspanningen zorgen er voor dat indien de buis opnieuw op druk
wordt'belast, er pas vloeien optreedt bij een hogere druk dan p*. Door het

materiaal eerst plastisch te deformeren kan het elastische gebied dus wor-

den uitgebreid. We noemen dit verschijnsel vloeistop of shake-down.
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Wil er voor R1 £ r < ¢ na het ontlasten geen vloei optreden, dan moet
volgens (48) en met (45) en (57)
2

PRl
tee—trrl=’-2k(*2 -1) < 2
Ppr
of
2r2
_(58) E; < 3 ’ voor R1 <£r<c .
< R,

Er treedt dus na het ontlasten niet opnieuw vloei’ op indien:

(59) p <2 .

Voor een'constructeur'is'het beiahgrijk te weten dat er hier twee verschil-
lende mogelijkheden om te bezwijken zijn:
' ' %
i) op de eerste plaats bezwijkt de buis indien P>pP *; en

ii) er kan plastische vermoeiing optreden: indien de buis meerdere keren

wordt belast en ontlast en indien hierbij zowel vloeien in rek (bij
belasten) als in druk (bij ontlasten) optreedt, zal de buis bezwiijken
deor plastische vermoeiing.(Vergelijk dit met een spijker welke enige

malen heen‘én weer wordt gebogen) .

Voor veilig construeren is het dus noodzaak om er voor te zorgen dat in

ieder geval

t60) p < min(2p" ; p) .

In onderstaande grafiék'hebben we 2p* en p** uitgezet als functie van R2/R1.
Pk

*
2P/ k

2P ] ¥

femvame Rl L o
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We zien hieruit dat het kritische punt optreedt bij R2/R1 = 2,22 :
voor R2/R1 < 2,22 moeten we de buis beschermen tegen plastische
breuk;
vOoor R2/R1 > 2,22 moeten we de buis beschermen tegen plastische

vermeeiing.

Verplaatsingen

Veor de bepaling van de verplaatsingen in de buis, nemen we eerst aan dat
de buis volledig elastisch blijft. Voor een rotatiesymmetrische, vlakke
ﬁeryormingstbestand is er slechts &én verplaatsing ongelijk aan nul, name-
lijk.de raa;%ié verpiaatsing: u = gr. Deze kunnen we bepalen uit:

. : : | :
_f ol + )

. o _ 3,
{61 = [-v-t_rr‘+ (1 - tee} = 4E(t t ),

88 rr

Waarbij_in‘dé'iééfste stap v = 0,5 is ingevuld. Met (39) krijgen we dan

voor de elastische ve:pléatéingen

. 3prR§ 1
(62) Me—So e, vEu =0 , w=1u =0
| ER,-RY) ©

Vooridé verpléatsing:aan de binnenkant van de buis krijgen we hieruit

2
‘3932

t63)
2 2
. 2B (R2_ - R1 )

,Voor'de_béﬁgling van'de'deforﬁatiesrin het elasto-plastische gebied gaan

we uit van de incompressibiliteit van het materiaal. Aangezien e, =0

luidt de incomp:essibiliteitquorwaarde

o))

2 = 0, voor R1 <r < R2 .

Hig

“kk rr . 68 dr
Dit geldt voor de gehele doorsnede en leidt tot

[ 3 c
sy T2,

en tot de deformaties

Q (o]
L !

(66) rr T2 1 8 T 3 -
r by

L WA L e

o e L



(67) w =

(67). gelden voor alle R, < r S R

. R _ * *
~elasto-plastische geval (p <p <p )
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Omdat de verplaatsingen overal (dus ook voor r = ¢) continu moeten zijn,
meet de constante ey in (65) over de gehele doorsnede dezelfde waarde
hebben. De betrekking (61) geldt ook voor belastingen boven de vloeigrens
in het elastische gebied: ¢ < r < R2. Alleen moeten we in dit geval (53)

i.p.v. (39) substitueren. Met (54) leidt dit dan tot de volgende relatie

 veor de radiale verplaatsing

ke’
2E

- i
r

Deie,;elatie is hier afgeleid voor het elastische gebied, maar omdat een

relatie als (65} in het gehele gebied geldt met overal dezelfde cy moet

1 2°

;Vegr-de vérplaats;ng aan de binnenkant van de buis krijgen we dan in het

*

o ) 3kc?
~H70) ® T 2 !
e Ry 2ER|

*%
~ waarin ¢, numeriek of grafisch, is te bepalen uit (56). Indien P >p

géat,'vbor.een'ideagl plastisch materiaal (d.w,z. zonder versteviging),

défvérpiaatsing U, naar oneindig. In onderstaande grafiek hebben we u,

als functie van p uitgezet.

X

o

£ jko—

U /R

el

A
|
5
ki
).
o

g B T i

.1
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3.5, Het vlakspanningsprobleem

Tot besluit bekijken we het overeenkomstig probleem, maar nu als vlakspan-~-
ningstoestand. Dit betekent dat we de einddoorsneden vrijlaten. Dit probleem
treedt echter, zij het bij bénadering, ook o? voory een dunne schijf met een
gat, welke aan de binnenkant door sen druk p belast wordt (gegeneraliseerde
vlakspanningstoestand) .

Veoor dit probleem geldt i.p.v; w=20

(69) t. =t =t =0.
ZZ rz 6z

Met de nu volgende analyse zal blijken dat dit probleem rekenkundig veel
lastiger is dan het vorige, be corzaak hiervan ligt in de vloeivoorwaarde.

Voor.téz = 0 wordt de vloeivoorwaarde (42) namelijk

L2 2 2
(70} tor ” Trrtee T tog = X

en deze voorwaarde is in tegenstelling tot (43) niet-lineair.

We bepalen eerst de waarde van p waarvoor de buis, op r = R,, begint te

1
vloeien. Voor p < p* is de buis nog volledig elastisch en is de spannings-
verdelihg volgens {39}, echter met tzz = 0. Nemen we in (39) : r = R1 en
substitueren we het:resultaat in (70} dan vinden we

(71) p. =

*
Vervolgens berekenen we de bezwijkwaarde p* . Voor p = p** is de gshele
buis plastisch en geldt dus (70) overal. Uit (70) volgt
SR L 3 2
2 = = + V12k~ - 3t .
72 - FBG.‘- 2'(Frr rr)

Het minteken in bovenstaande oplossing van de vierkantsvergelijking (70)

moet vervallen, omdat t als functie van p continu meoet verlopen en dus

6o

. * . . :
VOOor p = p en r = a meoet aansluiten bij de elastische waarde van t, . aldaar.

68

RN
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Substitutie van (72) in (47} geeft:

éltrr 12x° - 3trr - tr'r
73 - =
(73 dr 2r 0.

Door deze vergelijking te schrijven als

ar Zdtrr

r f2k-3t . '

en vervolgens te integreren krijgen we

t
rr

1 ' trr 1 [ ftrr 2

) - = — ; i ~——=—3 - =1ln - ) -
(74) In r 2 3 arcsin{ 2k) 5 | 1 \ ok

De constante C bepalen we uit de eis : trr =, voor r =
(75) C= 1n R, -

De tweede eis

1ever£ de volgende impliciete relatie wvoor p** (uit (74) en (

R exp [——-/ﬁ'arcsin ( )}
(76) . = 2 2

2 /_ '(p-**>2 . ok '

Deze vergelijking heeft niet voor alle waarden van R /R

[N}
ﬁ'u

2

Immers uit de eis dat tee re€el moet zijn, volgt via (72)

e | <2x

ry

en dus moet ook

p** < 2k .

2k/3] e

R2,Dit geeft:

een

75))

, *%
oplossing p

§
&
g
5
B
A

S T
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Er is vcldaan aan deze eis als

R, /R, > 0.338 ,

1772

en in dit geval kan de buis dus vollediyg gaan vloeien. Indien

_Rl/:?.sz2 < 0.338 ,

blijft er in de buis altijd een elastisch gebied over.

Tenslotte zullen we nog in onderstaande grafiek de oplossingen behorende

¢ UASERLa.

bij'de vlakvervormingstoestand {(V.V.T.) en de vlakspanningstoestand - .
(VQS;T,} met elkaar vergelijken. We doen dit voor het geval dat p = p** ' ;

enh we zetken t . als functie van r uit.

1
.
t
1
i
L
' ' ¥ |
i P=F
e 5
i
| .
i .
R J i
ot £ -‘
S Sl od . 0338 . 10 r/l?l
We zien hieruit dat de numerieke verschillen tussen de vlakke vervormings- ﬁ

toestand en de vlakspanningstoestand, welke mathematisch veel lastiger is,
klein zijn. Uit een vergelijking van (45} met (71) blijkt dit ook, en zekex i

*
voor kleinere waarden van Rl/R2' te gelden voor de vleocigrens p .
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VRAAGSTUKKEN

Bij alle nu volgende vraagstukken wordt het materiaal steeds elastisch-ide-

aal-plastisch genomen. Verder moet als vloeiconditie steeds de von Mises-

conditie worden gebruikt.

aéwr:néa@.'/r

F i

Bovenstaand vakwerk, waarvan alle staven van hetzelfde materiaal zijn en

hetzelfde doorsnedeoppervliak F hebben, wordt belast door een verticale

kracht P.

i)

ii)

iii)

Civ)

V)

vi)

Bepaal de zakking § van A en de staafkrachten als functie van P in

het elastische gebied (0 < P < P*).

: *
Waar treedt voor het eerst vliceien op en voor welke waarde van P{(= P )
. ] *

gebeurt dit? Hee groot is dan de zakking & wvan A2

- . . . ¥k
Voor welke waarde van P(= P )} is de constructie volledig plastisch

geworden (en bezwijkt hij dus)? Hoe groot is op dat moment de zakking

*k
§ van A?

* * %
Neem P in het plastische gebied: P < P < P .

'BE§aa1 nu de étaafkrachten en de zakking §.

.. ) * * %k
‘Belast de constructie eerst door een kracht P, met P < P, < P {zie

1 i
iv) en ontlast daarna de constructie. Bereken de residu-spanningen in

de staven.
Belast de volgens v) plastisch voorbelaste constructie opnieuw met

P = P2.'Wanneer zal nu hernieuwd vlcelen optreden?




H

.Van bovenstaande constructle 213n de staven: AB,CD en EF van hetzelfde ma-
' 'terlaal, alle met doorsnede oppervlak F, en is de staaf GH star. De con- -
st:uctle wordt belast door twée gelijke krachten P (zie figuur).
i} Bepaal voor het elastische gebied (0 < P < P*) de staafkrachten en
de ;akkingen van B, D en F als functies voor P en A.
ii)-Waqr'treedt Qbor het eerst vloeien op (let op: dit is afhankelijk van
| A) en voor welke waarde van P { = P*) gebeurt dit?

' - - *x
iidi) Wanneer zal de constructie bezwijken? Voor welke waarde van P{

]
g

zﬁl‘dit gebéuren? _
Neem voor de volgende vragen: A =

iv) Belast de constructie eerst tot in het plastische gebied met P = pFky3
, e N ‘
en g—< P<l(@np <P < P**).

Béereken de staafkrachten.

vy Onflést de volgens iv) belaste constructie. Bereken de residuspanningen.

L R i
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2/

X

Een balk met een rechthoekige doorsnede (2a x 2b) wordt belast door een

buigend moment M langs de X-as.

iy Bepaal voor het elastlsche gebied (0 < M < M } de spanningen in de

”balk Waar treedt de maximale spanning op?

ii)-Waar treedt voor het eerst vloeien op? Bepaal de waarde van M(= M*)

‘Wadrvoor voor het eerst vloeien optreedt.

i$£)-Neém M > M*, maar kleiner dan de bezwijkwaarde (= M

doorsnede in een elastlsch en een plastisch gebied? Bepaal de spannin-

gen,lnhet elastische en in het plastische gebied.

iV}'Bepaal het bezwiikmoment M *.

o *
v) .Belast de balk eerst dooxr een moment M, met M < M

1

“ hem daarna. Bereken de residuspanningen.

vi) Béiast de balk voor met een moment M

-en belast hem daarna opnleuw, nu met een moment M2. Voor welke waarde

vérﬁoogd door de voorbelastlng?

d

. _ 1’
._de balk voor de helft plastisch vloeit. Bepaal M

zodanig dat de doorsnede van

Ontlast de balk

1’

bulgend moment langs de x-as tot aan het begin van vloeien (M

Belast hem daarna extra door een normaalkracht P,

. . *
blijft bij alle nu volgende vragen gelijk aan M .

=~
'}

1

la

**). Verdeel de

<

M**

1a

1b

en ontlast

5:—M ¥ treedt nu vloelen op? Met welke factor is de vlceigrens

1b

*Z-Beschouw weer de rechthoeklge balk van opgave 3. Belast deze eerst door

u* ;zie 3.)

Het buigende moment

T SRR
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i) Laat P aangroeien van nul tot een zekere, niet te grote waarde, Hoe

~en geef drie (impliciete) relaties waaruit c

zal het plastische gebied zich dan uitbreiden? Geef de grens van het
plastische gebied aan met y = nb (we beperken ons voorlopig tot die

waarden van P, waarvoor O < n < 1). Neem aan dat de spanningsverde-

. ling in het elastische gebied lineair in y is, volgens

t = €Yy +¢ (voor -b <y < nb) ,

zz 2 !

1* Gy &R als functies

van P zijn te bepalen. Maak hiervoor gebruik van de continuiteit van

t . en het feit dat tzz in glcbaal evenwicht moet zijn met de door-

. sﬁedegrootheden.

i)

iii)

iv)

v)

Neem P zo gfoot dat de balk voor de helft vloeit (n = 0). Bereken deze
waarde van P:en geef de expliciete spanningsverdeling. Bewijs dat de
.balk nog steeds slechts aan éen zijde van de doorsnede (namelijk y >0)
vlceit.

Hoe breidt het plastische gebied zich uit als P groter wordt dan de

- bij ii) gevonden waarde?

Schets de spanningsverdeling bij bezwijken. Bepaal hieruit de bezwijk-
*k

waarde P . _

Geef P weer de waarde volgens ii) (n = 0). Ontlast daarna de balk vol-

ledig (P + 0 &n M + 0). Bepaal de residu~spanningen.

7/- | 24

1o Lall'|

P 14

¥y

Een;éenzijdig ingeklemde balk met rechthoekige doorsnede (2a x 2b)} wordt

in zijn vrije einddoorsnede (z = %) belast door een dwarskracht P in x-

richting.

i)

Bepaal voor het elastische gebied (P < P*) de normaalspanningsverde-
ling in de balk. In de nu volgende beschouwingen mag de schuifspanning
worden verwaarloosd. Ga na waarom dit voor een lange, slanke balk

geoorloofd is.




Een groot, rechthoekig blok bevat een cylindrisch, cirkelvormig gat met

straal_R. De afmetingen van het blok zijn veel groter dan die van het

gat;

in feite mag het blok oneindig worden genomen. Het gat wordt aan de

_bihnenkaﬂtbélastdoorfeén druk p. De randen van het blok evenwijdig aan

de as van de cylinder zijn vrij. Van de vlakken loodrecht op de cylinder

zijn de axiale verplaatsingen verhinderd. Het materiaal van het blok is

incompressibel.

i)
ii)

iii)

iv)
)

vi)

Vefkeert het blok in een vlakspannings- of een vlakke vervormings-
toestand?

Bereken voor het elastische gebied (p < p*) de spanningsverdeling in

‘het blok.

Waar treedt voor het eerst vliceien op en voor welke waarde van p{ = p*l?
Neem p » p*. Geef de grens van het plastische gebied aan met c. Bepaal
de spanningsverdeling in het blok en bereken c. A

Belast het blok tot ¢ = 2R. Bereken de bijbehorende waarde van p (= pll
en de spanningsyerdeling in het blok.

Ontlast het volgens v) belaste blok en bereken de residuspanningen.

Zan welke condities méet deze spanningsverdeling wvoldoen? Ga na of

hier inderdaad aan voldaan is.

Een dunne cirkelvormige plaat, straal R, is aan de buitenrand ingeklemd en

bevat een stérre, cirkelvormige kern, straal a. De kern wordt belast door

een moment M loodrecht op de plaat.

i)

ii)

iii)

Bépaal voor het elastische gebied (M < M*l de spanningen in de plaat,
de §efplaatsingen en de hoekverdraaiing ¢ van de kern.

Waar treedt voor het eerst vloeien op? Bereken de hierbij behorende
waarden van M (= M) en p ( = w*).

Wat gebeurt er als M groter dan M* wordt? Schets in een grafiek het

verloop van ¢ als functle wvan M.
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ii) In welk punt van de balk is de normaalspanning maximaal? Waar zal
*
het begin van vliceien optreden en voor welke waarde van P (= P ).

iii) In welk punt (doorsnede) zal breuk optreden en voor welke waarde

van P (= P**).

/ i
I ——

L \/./

Een cirkelvormige buis, binnenstraal a, buitenstraal b, wordt getordeerd
door een wringend moment M. _ '
i) Be#eken voor het elastische gebied (M < Mii de spanningsverdeling in

de buis,
ii) wWaar begint de cylinder voor het eerst te vloeien en voor welke waar-
de van M( = M) 2
iii) Neem M groter dan M*, maar kleiner dan de bezwijkwaarde M**, Bepaal
de spanningsverdeling in de buis, uitgedrukt in de straal ¢ van het
vlieeigebied (c < r £ b). Geef het verband tussen c en M.
iv} Bepaal het bezwijkmoment M**. Wat is het verschil tussen M* en M**
voor een dunne buis (a =b - &, t/b<<l),
v) Neem voor de nu volgende vragen b = 2a. Belast de buis met een moment
Ml “tot %a . Bereken M1 en bepaal de spanningsverdeling in de buis.
vi) Ontlast de volgens v) belaste buis en bereken de residuspanningen. Con-
troleer of deze residuspanniﬁgen inderdaad een nulmoment cpleveren.
vii) Belést de volgens v) en vi) voorbelaste buis opnieuw met een moment
M2. Bereken voor het elastische gebied (M2 < MZ) de spanningsverde—
ling in de buis. Waar is deze spanning maximaal? Bereken het moment
M;} waarvoor de buis opnieuw begint te vloeien. Met welke factor is

de vloeigrens verhoogd door deze voorbelasting?

i L kel A T o
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Opmerking: Voor tentamenopgaven, zie Vraagstukkenbundel Elastostatica,

- ANTWOORDEN
. 1) )
§ = 3 ’
(1 + 2 cos™a)EF
’ P P éosza
AB fSl= 3 , AC é&n AD: 52 = 3 .
' (1 + 2Zcos™ a) {1 + 2cos o}

. * 3
ii) Vloceien in AB als : P = P = (1 + 2cos a)kF¥Y3 .

* _ kRV3

§ === -
i11) P = (1 + 2cos a)kEV3 , &% = __E.%'/iz:. .
E cos a
iv) s, = kF/3 32 = (P - kFV3)/(2cos o) ,
§ o P = kFV¥3) L
ZEF_édsad
: @ - P
v) AB : cir) = - .1 3 '
' 61 + Zces_a)F
- (&, - P
AC &n AD : oér) =1 — -
_ 2cos a(l + 2cos a)P
vi) Hernieuwd vloeien als P, =_P; =P .
- 2 _ 2\, P
2. 4 AB = Sy =3y F ’ WS Ty =
Cep s g o SA T 6) _MAt+E)2 P
R B v e ' Y T DTN EF
. (2 = ) M2 - ne R
EF = S P 8y T D2 TN EF

37 20070




- 35 -
ii) A > 2 : dan eerst vloeien in AB, met

* (2 4+ ))
e A

A <2 s dan_ee;fst vlioeien in CD, met

'*'i 2(2 + ) :
PLs SETo RS

“Voor A = 2 vloeien AB en CD tegelijk.

. 1ii)De éons_tru_ctie bezwijkt als AB en CD beide vloeien.

‘Ban
';P_.:&'P*:* =kF/PT sy voor 0 < l—:-— 2,
v AB : S =3P - 2kF/T ,
EF Sy =-P +kF/3 ,
(ry - 7 _ (-r‘).__ 7 (ry _ ,_7 . A
Vi e =GR - DKA L, o =(gp + DKA o = (cpp + DK
, Co3M -
3. 1) ¢ = ~Z—y ,overige t,, =0 .
N4 '4ab3 _ E ij
ft. | maximaal in 'y = +b .
zz _ -
_ o . : * 4 2
'ii) Vloeien iny = b voor M = M = gkab V3 .

iLii) Grens elastische gebied : y = +nb met




iv)

V)

vi)

1)

i)
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tzz = k/3 , < vy <b ,
kv3
E_T{E'y r “tb 2y < nb,
=-k/3 , -b<y.- .
ok 2
M,
tg) k/_-—"lgy r qbSy<b
dab
M
f kV/3 1
='( nb - 3)Y r "'Tllbﬂy
5} 4ab
| 3M,
= -kv3 + é'y ' -b £y =
4ab
. *
w -2 5 Y 2
1776 o My =M = s
M
-b'<s y <nb : elastisch ;"b <y < b :
clnb + GZ = k/3 f
geeft: té:l)—= cly = nb) + k/3 , (¢
en dan:
4abk/3 - ac(l + n%)b% = p ,
3ab3c(2+ 3n - nd =§-ab2k/§(
P = 2abk/3 ,
(L2
_tzz_\1+bjk/§ . b<y
= kv3 . 0 =<y

11
8

plastisch .

A

M)

b
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iii} In dat geval treedt er zowel boven- als onderaan de doorsnede een plas-

tisch gebied op:

—bSys—nlb:tzz=—k/3_;nzbsysb:tzz=kf3'.
, *%
iv) (Dan ny =..'n2} .. P = dabk .
v) Y O A P bsys<o0
zz \2 b ' - !
1
=(-:2—-%-)k\/§ , 0<y<b.
5. i) £ = 2’_(.&5:& .
2z 4a"b
2
14) o _ %a’bk/3
ii =7 .
2 .
$i1) **%  2a bkv3 _ E-P*)
M), T Ty 2 .
6. i) tB'Z = —“Z'Z—DE-'—-Er .
Tk - a’)
. ' 4 4
. i _
ii) Vlioceien op r = b voor M = M* = g-( 5 a )k.
kr/c , voor a £ r £ ¢ '
iii) te =
z k ¢y VOOr c £ r £b .
Tk 4 4 2w 3 3
M—E--é-(c-a)+—3-k(b-c).
iv) M ° = -23—ﬁk('b3 - ady .
MY MY = 2mkblr(1 + 0(t/b)) .
213 3 2k 3
= = . = £& <r =< =
v} M1 8 mka : tez 32 r , a r 5 a .

gy PR L B e s 4 e



vi)

vii)

ii)

iii)

iv)

V)
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(r) _ 3k 3
%9, 202 ' 2 srs=gay
71k 3
—k-l-z'az, -Z-asrs2a.
2M
3k r- 2 r 3
Yoz 770 a a ¢ aFrsFAs
15ma
‘ 2M
71k x 2 r 3
= - — ¢ - .« - —_ < <
k-T2 " 5°7 ¢+ zaSsT 2,
15ma
M*
* 71 3 2 71
M —-= kTa ; ==
2 16 M*' 60
Vlakke vérvormingstoestand.
2 2
. _BR. . BB -
Yer © 2 tag 2 f toz 0.
r r
Vieceien op r = R voor p = p* =k .
t = 2k2n(r/R)—p. v tog = 2k(1 + n(x/R)I-p , t = k[1 + 22n(x/R)I-p
voor R r < c .
2 2
. ke _ ke _
trr == tae =3 ‘ tzz =0 , voorr >c,
r r
o
| H(k 1)
c =Re .

p, = k(1 +2202)

t = k-1 + 22n{r/2R} ] ,

trr 2

!

S0

= k[1 + 22n(r/2R)J ., tzz =

t

44

2kin(r/2R)
voor R < r < 2R .

=0 , voor r > 2R .

r

R
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- 2
, : R
vi) t](:f_,_) = k[ -1+ 2n2) + 2e(x/R)] ,
: r
_ 2 2
) R R’
tBG. =kl[(1 - —:,-2'-) - 2(1 + —3) n2 + 24n(x/R)1 ,
r’ r
£ C ok o . ' <
n k 2n {r/2R) ' voor R < r < 2R ,
N : 2 2
e _ : kR’ (r) _ kR
by = (34 22— , t ' =@3-2m2=5 , ¢t
. e r
voor r > 2R .
ndfties: __
i gy =0 4en f {r = ZR) : continu .
KK rr
8. i) " .
IR , (hi& dikte van plaat) ,
rb ,
2mhr
V. = u = M —3:_ — l. . = - ————L {1 - ﬁ
T % T TG |2 r | ¢ gmanRG \" T2/

o ' : *
. d1i) Viceien op r = a voor M = M = 27rha2k .

iii) Zoek dit maar eens lekker zelf uit!

ZidashEl Lo
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