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Inleiding

In dit college zal een overzicht wordeh gegeven van de technische
balkentheorie. De balkentheorie is een onderdeel van de lineaire elastici-
teitstheorie (plastische vervormingen even buiten beschouwing gelaten),
welke in wezen drie-dimensionaal is. In de praktijk zijn drie—dimensionale
problemen moeilijk oplosbaar, wat er toe geleid heeft dat men vereenvou-
digde theorieen heeft afgeleid. Voorbeelden hiervan zijn de twee-dimen-
sionale theorie van dunne platen en schalen en de balkentheorie. Deze
laatste, welke geldt voor balken, waarvan de doorsnedematen klein zijn ten
opzichte van de lengte (slanke balken), is een &&n-dimensionale theorie.
De karakteristiek van een balk is zijn neutrale lijn, dit is die lijn van
de balk welke bij buiging geen rek ondervindt. Aan ieder punt van deze
neuttale lijn wordt een doorsnede, loodrecht op de neutrale lijn, toege-
voegd. In deze doorsneden werken spanningen, welke als resultanten door-—
snedegrootheden hebben als: normaalkrachten, dwarskrachten, buigende en
wringende momenten. De balkentheorie is gebaseerd op de Bernoulli-hypothese,
welke stelt: doorsneden loodrecht op de neutrale lijn blijven ook na de-
formatie loodrecht op de neutrale lijn. Verder wordt in het algemeen de
dobrsnede als ondeformeerbaar aangenomen. Voor de deformatie van de balk
kunnen we dus veolstaan met de neutrale lijn, maar voor de evenwichts—
beschouwingen hebben we de doorsnedegrootheden nodig. We zouden daarem de
balkentheorie beter een &é&n~plus—~twee-dimensionale theorie kunnen noemen.

In dit college zal de meeste aandacht besteed worden aan de technische
aspecten van de balkentheorie. Zo zullen we geen afleiding geven van de
balkentheorie uit de exacte drie-dimensionale theorie, waaruit de voor-
waarden volgen, waaronder de balkentheorie een technisch aanvaarbare be-
nadering is. Het blijkt dat de balkentheorie overeenkomt met de exacte
theorie in de limiet (d/%) gaat naar nul, waarbij d een karakteristieke
doorsnedemaat en % de lengte van de balk is.

We beginnen dit college met een overzicht van de elementaire balken-—
theorie van rechte, slanke balken. Vervolgens behandelen we enkele onder-
werpen uit de theorie van balken met dunwandige doorsneden, zoals de
formules van Bredt, het dwarskrachtenmiddelpunt en de verhinderde welving.
In hoofdstuk IIT bespreken we de theorie van slanke gekromde balken, met
een specialisatie op ringen en in hoofdstuk IV de trillingen van rechte

balken, o.a. de Timoshenko-balk, en van ringen. Dit laatste als een toe-—
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passing van de theorie van H.III, In de hoofdstukken V en VI wordt ingegaan
op enkele conservatieve en niet-conservatieve stabiliteitsproblemen. Deze
hoofdstukken hebben een inleidend karakter en zijn slechts bedoeld als een
kennismaking met het gebied van de stabiliteitstheorie. In hoofdstuk VII
wordt de buiging van rechte en gekromde balken met dunne rechthoekige door-
sneden behandeld vanuit de platentheorie. De met deze nauwkeurigere theorie
verkregen resultaten worden vergeleken met die van de elementaire balken-
theorie. In het laatste hoofdstuk verlaten we het gebied van de elastici-
teitstheorie en gaan we in het kort enige problemen uit de plasticiteits-
theorie bekijken. Ook dit hoofdstuk heeft enkel een inleidend karakter.
Voor meer uitvoerige studies wordt steeds verwezen naar de referenties aan
het einde van ieder hoofdstuk (aangeduid met [ 1).

Dit nakandidaatscollege is een keuzevak voor studenten uit de afdelingen
wiskunde, werktuigbouwkunde en bouwkunde. De afrekening van dit college kan
op verschillende manieren geschieden, bijvoorbeeld door een mondeling ten-
tamen (met eventueel een specialisatie op een bepaald onderwerp), een

stage—opdracht of een voordracht.




I. Samenvatting van de elementaire balkentheorie uit de sterkteleer

I. 1. Basisvergelijkingen van de lineaire elasticiteitstheorie

We willen in dit hoofdstuk een overzicht geven van de elementaire
sterkteleer van rechte balken, zoals die wordt behandeld in de voor-
kandidaatscolleges:
inleiding technische mechanica III (voor W) [1],

technische mechanica II en III (voor B) [2] en

Faided UL LT L

toegepaste mechanica (voor WSK) [3].

Het doel van de sterkteleer is het bepalen van de sterkte (spanningsver-

deling, maximale spanning), de stijfheid (vervormingen) en de stabiliteit )
(knik e.d.) van een constructie.
De mechanica van elastische lichamen is gebaseerd op de wvolgende begrip-
pen en formules.,
Beschouw een cartesisch coordinatenstelsel:

X,v¥,z of X 1Ky Ky

+ - -

Noem de verplaatsingsvector u, of in componenten ten opzichte van het
(x,y,z)—stelsel

u,v,w of ul,uz,u3 .

De deformatietensor wordt gedefinieerd door

21 .=
elj T3 (ui,j + uj,i) s ( T axl) (1.1)
of, uitgeschreven _
XX 0x yy oy’ zz 9%z’ i
1 ,3u av 1 ,5v ow
= = = (o— + — = = — (=2 + == .
exy ®yx ~ 2 (Sy ax) R A AT By) ! (a.2)
1 0w du
= = e (— o — .
ezx exz 2 (Bx Bz)

We voeren verder in de spanningstensor tij’ welke is gedefinieerd als de ;
kracht per oppervlakte-eenheid werkend in de positieve xi—richting op een
oppervlak waarvan de uitwendige normaal wijst in de positieve xj-richting.

De spanningstensor is symmetrisch: g

Bo, = L., (1.3)
1] Jj1




of

t =t , t =t ., t =t ., (1.4)

De spanningen moeten voldoen aan de locale evenwichtsvergelijkingen

tij,j + £, =0, (1.5)
-
waarin f de volumekracht is.

Verg. (1.5) uitschrijven geeft

atxx thy atxz
5% dy e T fx =05
at at at
_XZ+_.ZX+__1§.+f =0, (}.6)
ax Ay Z y
thz Btyz atzz
+ +f =0.
Ix 3y .9z z

Voor een isotroop materiaal geldt voor het verband tussen de deformaties en

de spanningen de wet van Hooke

L. = . + 2 . 1.7
tlJ A 61] Kk LTI (1.7)
met
//0, als 1 # 3
= = + + .
sij \\\ » €n ekk e e22 e33 , (1.8)
1, als 1 = j
en Asy ¢ Lamé-parameters,

Verg. (1.7) luidt, uitgeschreven in een in de sterkteleer meer gebruike-

lijke vorm,

|
= — -V + ]
®xx  E [txx (tyy tzz) !
1
= - - + t
eyy E [tyy v(tzz x:\:):| ?
1
= = - +
€2z E I:tzz v(txx tyy)] ’
(1,9)
1
®xy G txy i
1
==t
®yz = 26 "yz ’
@ ol

X2Z 2G Xz




waarbij E de elasticiteitsmodulus is, G de glijdingsmodulus en v de dwars-

contractiecoefficient,
Tussen G, v en E geldt de relatie

E

6= 2(1+y) °

(1.10)

2. Snedegrootheden en globale evenwichtsvergelijkingen

We brengen in een rechte balk een Oxyz-stelsel aan, waarbij de z-as gaat
door de zwaartepunten van de doorsnede, terwijl de in de doorsnede gelegen

x~ en y-assen hoofdtraagheidsassen van de doorsnede zijn., Dit houdt in dat

jxds = J yds§ = J xydS = 0 , (1.11)
s S )

waarbij S het oppervlak van de doorsnede is.
Voor het definieren van de krachten en momenten in de doorsnede gaan we

uit van de aanname:

tex = Eyy = Eyp = O - (1.12)

Aan deze aanname zal in het algemeen niet exact voldaan zijn. Deze ver-
onderstelling is identiek met de aanname dat de doorsnede in zijn vlak
onvervormbaar is,

In de doorsnede kunnen dan nog de volgende krachten en momenten werken

normaalkracht t N = J tzz ds , ‘ (1.13)
5




d k t : = = .

warskrachten Qx J €., ds , Qy J tyz ds , | (1.14)
S S

buigende momenten : M = J ve dS, M = - J xt ds , {(1.15)

x zZZ v ZZ
S S
. f

wringend moment : Mz = J (xtyz - ytxz) ds . (1.16)

S

Uit deze definities volgt de volgende tekenafspraak: een kracht of moment

in x~, y- of z~richting wordt positief genomen indien hij, werkende op een
doorsnede waarvan de uitwendige normaal in de positieve z-richting wijst,

gericht is langs de positieve x—-, y- of z-as,

We beschouwen een buiging in het x-z-vlak:

I A
T4

M

Y

Als we aannemen, dat de tzz lineair verdeeld is over de doorsnede, dan

moet gelden

M
tzz-—-~31 X, (1.17)
y .
met Iy = J x2 d§ . (1.18)
S

Immers, volgens (1.15)2 is

M
M=-jxt dS=—le2dS=M.
ZZ I v
s Y g




Op analoge wijze vinden we voor buiging in het y-z-vlak:

L \b1x
z' . -
L
oy
1
¥
M
dat £, = TE Y, (1.19)
X
met I - J y2 ds . (1.20)
S

We gaan nu kijken, voor buiging in het x=-z-vlak, naar het evenwicht van een
elementje dz van een balk belast door een buigend moment, een dwarskracht

en een verdeelde belasting.

9
. Q
y
z z Z+dz
M, Q+da, My+dM,
x
Het krachtenevenwicht geeft
- + + =
Q +aqdz +Q +dQ =0,
waaruit volgt
de
1z = - qx(z) . (t.21)

Het momentenevenwicht ten opzichte van het punt z = z levert

- My +Qdz + My + dMY + 0((dz)?) = 0,
of
dM
A Qx(z) . (1.22)

dz




Combinatie van (1.21) en (1.22) leidt tot

d2M ‘
22 - qx(z) . (1.23)
dz

Op identieke wijze kunnen we voor buiging in het y-z-vlak afleiden

dQ aM d?M
—J - - X _ X _ .
P qy(z), iz Qy(z), o qy(z) . (1.24)

3. Vervorming bij zuivere buiging

Onder zuivere buiging verstaan we buiging door alleen een buigend moment
{dus geen dwarskrachten).

Beschouw zuivere buiging in het x-z-vlak.

y
ﬁ?————-z
]
Voor dit probleem geldt exact ([31)
%
bty = Iy X txx = tyy = txy = tyz = txz = 0. (1.25)

vM wM
Cxx © %; S gL % eyy = %E “EL %
v Y My
(1.26)
aw Mi
€22 " 3z EIy X exy B eYZ T %z T 0.
Door integratie volgt uit (1.26) het verplaatsingsveld
Ty
= 2 2 - 2
u = o7 (22 + yx vye)
Yy
M
v = E%- VXY (1.27)
y .
5
W= -3 X2 .




We definieren in de balk een zogenaamde neutrale lijn als de meetkundige

plaats van die punten van de balk welke geen rek in z-richting ondergaan.
. 3 .. -
Uit (1.27)7 volgt dat deze neutrale lijn overeenkomt met de z-as. Voor de

verplaatsing in x-richting van de neutrale lijn volgt uit (1.27)1

M
" = - = = 2
u u(x O, ¥ 0) EE%; . (1.28)

Uit (1.28) volgt, door tweemaal te differentieren naar z, de belangrijke

relatie

Bzuo EI
M = EI =3 (1.29)
y Y oaz2 R

met R: kromtestraal van de neutrale 1ijn na de buiging.
We kunnen deze betrekking ook nog op een andere manier afleiden. Hiertoe

beschouwen we, voor de verandering, een zuivere buiging in het y-z-vlak.

=
»

neutrale Lijn

We gaan uit van de volgende fundamentele hypothese genaamd: Bernoulli-
hypothese: doorsneden welke aanvankelijk loodrecht op de neutrale 1ijn
staan, blijven ook na de deformatie loodrecht op deze lijn staan. Met
deze aanname vinden we uit bovenstaande figuuf voor de rek in de z-rich-

ting op de plaats y :
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- (Rty)da - Rda - do

zz dz Y3z’ (1.30)
3
Verg. (1.9)7 geeft met t =t =0 :
. XX ¥y
do E vy
= = E _ = — .
tzz E ezz * ¥ dz * R (1.3D)
Dus, met (l.lS)1
ET_ dzvo
MX= Jytzz ds =+_§H=—EIX > N (1.32)
dz
S
d2v
want is hier kleiner dan nul.
dx?

Vergelijken we deze laatste beschouwing met de voorgaande dan kunnen we de
belangrijke conclusie trekken dat de Bernoulli-hypothese bij zuivere bui-~
ging exact geldt. In de balkentheorie wordt de Bernoulli-hypothese alge-
meen geldig verklaard, dus ook voor dwarskrachtembuiging. Vanuit de drie-
dimensionale elasticiteitstheorie is te bewijzen dat deze hypothese inder-
daad geldt voor een grote klasse van balkenproblemen in de limiet (d/2)
gaat naar nul, waarbij 2 de lengte van de balk is en d een of andere

karakteristieke doorsnedemaat (zie: [3]1, H VII).

Bij een samengestelde belasting bestaande uit de buigende momenten Mx

en My en de normaalkracht N geldt exact

M Mx N
tzz = - Tx x + T 7 + 3 (1.33)
y X

4, Dwarskrachtenbuiging

We beschouwen een buiging door een dwarskracht in het x-z-vlak.

We nemen aan dat

M
= - -..2 1 — ]
t ., Iy X, ot # 0, tzy #0 en txx tyy 1:xy 0. (1.34)




11.

T = e — TN T m s e ’7-—-—-*-:._——X1

’ i /;”\ \\ , \ e N

f / / \ ) \ / \
I P \ \ i \ ; \
' y oo b ' \ LN 001

\ | X \ L ;
d— - ¢::::;.z1 L ) Xy : ! — . 2 oy
! \ \ \ ] \\F._ill_____qql

! \ - t + dt /

! * / Z2 2z |

! Lo
i \ oy
S e Nt o e e e - L X

0
F dz
: Y
" We bekijken een plakje dz van de balk, dat we op een hoogte x doorsnijden
loodrecht op de x-as. Van het aldus verkregen volume-element beschouwen
we het evenwicht in de z-richting. Aangezien het buitenoppervlak van de
balk spanningsvrij is, krijgen we
n, (%) x Mp(E)
— + =
dz J to. dy + j J ttzz (tzz dtzz)] dy d&
n, (%) x &
n, (x) | <
.= daz L. dy - j (d tzz) b(g) d& . (1.35)
n, (x) X

We definiéren de gemiddelde schuifspanning over de breedte van de doorsnede

nZ(X)

|

tzx i= 505 tzx dy . _ (1.36)

nl(x) .

Met (1.36), (1.34)] en (1.22) kunnen we ﬁit (1.35) afleiden

— 1 : dtzz -1 Efx *
tzx = b(x) J dz b(g) dg = I b(x) dz J £b(g) dE =
X y ' X
o o
Q, S,(x)
"I b0 ’ (1.37)
y
waarbij het statisch moment Sy(x) gedefinieerd is door
x
Sy(X) = J £ b(g) 4t . (1.38)

X
o}
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In de balkentheorie wordt gebruik gemaakt van de benadering dat men de
echte schuifspanning L gelijk stelt aan zijn gemiddelde over de breedte
van de doorsnede ?;x. Deze schuifspanning moet in evenwicht zijn met de

dwarskracht, dat wil zeggen (verg, (1.]4)1)

_ 1 Qx S (x)
Qx = J tzx ds = J T —%T;T .« b(x) dx = Qx ,
) xo y

waaraan dus inderdaad is voldaan.
Voor de bepaling van de schuifspanning tzy wordt de volgende benaderings-—
methode gebruikt, welke uitgaat van de voorwaarde dat het buitenoppervlak

van de balk spanningsvrij is.

M0

—- Y

Aangezien het buitenoppervlak spanningsvrij is, moet de schuifspanning in
een vlakje aan de rand van de doorsnede evenwijdig zijn aan die rand. Een
schuifspdanningscomponent loodrecht op die rand geeft immers een schuif-
spanning op het buitenoppervlak van de balk. Uitgaande van tzx = E;X wordt
een t__ aan de rand gekozen welke zodanig is dat de totale schuifspanning
tengentiaal aan de rand van de doorsnede is. De schuifspanningen in de
doorsnede worden op de volgende manier bepaald: men trekt in de randpunten
y = nl(x) en y = n2(x) de raaklijnen aan de rand van de doorsnede, welke
elkaar snijden in het punt C; de schuifspanning tzy in eei willekeurig punt
op de lijn NNy kiest men dan zodanig dat hij samen met t,, een resul-
terende schuifspanning geeft, waarvan de werklijn door het punt C gaat.
Deze benaderingsmethode wordt in de technische balkenleer algemeen gebruikt.
Zij vindt haar motivatie in het feit dat zij, indien toegepast op een lange
balk met cirkelvormige doorsnede, welke in zijn einddoorsnede wordt belast

door een dwarskracht, de exacte schuifspanningsverdeling geeft.
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Passen we dit toe op een balk met rechthoekige doorsnede (breedte b,

hoogte h), dan krijgen we

3Q

_ x 1 _ x.? _
- [—4.. (T{) 1, tzy =0 . (1.39)

t

ZX
Voor de verplaatsing van de neutrale lijn in x-richting ten gevolge van
afschuiving kunnen we het volgende zeggen.

Uitgaande van de formule

Ju |, 3w
= —_— e —
tx G(Bz Ix” ?

krijgen we voor de zakking van de neutrale lijn als gevolg van afschuiving:

u (S), met w_ =0
0] ]
(s)
du Q S _(0)
o =1 - X ¥y
dz G (tzx)o GIy * b(0) °’ (1.40)

waaruit volgt, als Qx = constant,

- Q
(s) _ x
u, =K. cs z , (1.41)
waarbi]
5 8 (0)
K := 3;:€§(67 . (1.42)

een faktor is afhankelijk van de wvorm van de doorsnede en in het algemeen
van de orde één. Voor een rechthoek bijvoorbeeld is K = %—.

Beschouwen we een balk met rechthoekige doorsnede welke in zijn beide
einddoorsneden is opgelegd en welke op zijn halve lengte wordt belast door

een puntlast P, dan vinden we met

1
=P
Qx 2

uit (1.41)
(s) .3 _PL - (1.43)

Y "% Gbh "

Voor hetzelfde probleem geldt voor de verplaatsing ten gevolge van buiging

(b) _ Pad _ 4Pg3 (1.44)

Q 3EI Ebhs

u
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. . E
Met: G-m,enOSUSO,S,

volgt uit (1.43) en (1.44)

uo(S) L2
ON 0 [CE) 1. (1.45)
u
)
Aangezien voor een balk h << 2 geldt: uo(s) << uo(b) .

We kunnen hieruit de volgende conclusie trekken: we moeten in de balken-
theorie bij evenwichtsbeschouwingen de dwarskracht wél in rekening brengen,
maar voor het bepalen van vervormingen kunnen we in het algemeen de in-

vicoed van de dwarskracht wverwaarlozen.
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15.

I1. Balken met dunwandige doorsnede

II. 1. Torsie van balken met gesloten dunwandige doorsnede

Bij torsie van een cylindrische staaf gelden de volgende relaties

voor de verplaatsingen ([1], H VI)

u=-azy,

dZ X , (2.1)

o d(x,v),

waarbij: o z = hoek waarover de z-doorsnede draait,
o(x,y) = welvingsfunctie,

en voor de spanningen

t =t =t =t =0,
xx ¥y zz Xy

(2.2)

t

30 _ 3
<z GuGsE v), t = Ga(By + x) .

¥z

Uit de evenwichtsvergelijking

AP = — + =—— = 0. (2.3)
Voor het wringend moment geldt

Mw = J (xtyz - ytxz) dsS = Go J [ (x2+ y2+ x %% - %%) dxdy. (2.4)
S

We gaan nu kijken naar balken met gesloten dunwandige doorsnede. We noemen

een doorsnede dunwandig, indien de wanddikte h veel kleiner is dan de

karakteristieke doorsnedemaat d.

We zullen gebruik maken van de volgende twee aannamen

i) de doorsneden zijn in hun vlak ondeformeerbaar,

ii) de spanningen worden over de wanddikte comstant genomen.

el i g
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X

We noemen de schuifspanning over de wand: t(s) en we definieren de

schuifstroom T door

T := 1t(s) h(s). (2.5)

We bekijken het evenwicht van het gearceerde elementje in bovenstaande

figuur.

his,)

Het evenwicht in z-richting geeft

r(sl) h(sl) dz - T(Sz) h(sz) dz = ?(sl) dz - T(SZ) dz = 0, (2.6)

waaruit we concluderen
T = constant. (2.7)

Voor het wringend moment krijgen we, als p(s) de lengte is van de loodlijn

uit 0 op de raaklijn aan de wand in s

MW = f 1(s) h(s) p(s8) ds =T & p(s) ds = 2 TF, _ (2.8)

of
M

_ W
t(s) = O (2.9)




waarin

F = i éP(S) ds,

het oppervlak van de doorsnede is.

Verg. (2.9) wordt de eerste formule van Bredt genoemd.

Noemen we de hoek die de raaklijn aan de wand maakt met de y-as:

17.

B, en bedenken we dat de schuifspanning T(s) tangentiaal gericht is, dan

zlien we dat

= 1 -+
T(8) txz sin 8 tyz cos B.

Verder geldt

in g = 3% iy
sin R = 38 cos B

et

Q>

s
€n

p(s) = x sin B - y cos B.
Substitutie van (2.2) en (2.12) in (2.11) geeft:

30 dx 22 dy
X ds oy 98

)

7(s) = Gal[ + p(s)]

Hiermee krijgen we

§ 7(s) ds = Ga é E%§'+ p(s)] ds = 2FGo .

Ook geldt, wolgens (2.9)

_ Mw ds
1{(s) ds = 7 Y Teey

Gelijkstellen van (2.14) en (2.15) geeft voor de hoekverdraaiing per

lengte-eenheid

o = Mw % ds
4ser2 | BES)

Dit is de tweede formule van Bredt,

Gu[% + p(s)] .

(2.

(2.

(2.

(2.

(2.

(2.

(2.10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)
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We gaan nu kijken naar een gesloten doorsnede met tussenschot.

T, =T, - T . (2.17)

Gebruik makend van de aanname dat de doorsnede ondeformeerbaar is, kunnen
we, door de tweede formule van Bredt toe te passen op resp. het rechter—

en linkerdeel van de doorsnede, afleiden dat

ds

1 ds,
2Ga=-—4{T'J — + T J ———] =
F2 2 h(sz) 3 h(s3)

(2.18)

I dsI d93
= ‘ﬁ’l {1 J h_(sl) T I, J h_(s;)“} .

Voor het wringend moment krijgen we, analoog aan (2.8) en met (2.17), door

rond te lopen in cel I en cel IT :

Mw = 2Fl T1 + 2F2 T2 . (2.19)

Hiermee hebben we vier vergelijkingen afgeleid voor de vier onbekenden:

en o (of M ).
W

T], T2’ T3

Sl Tl e e L e
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ITI. 2 Dwarskrachtenmiddelpunt

We hebben een balk welke belast wordt door een dwarskracht P, aan-—
grijpend in het punt (Xo’yo)' We kunnen deze dwarskracht in de doorsnede
verschuiven, door een wringend moment in te voeren. We kunnen hieruit con-
cluderen dat een dwarskracht P in het algemeen niet alleen zal leiden tot
buiging maar ook tot torsie. Er bestaat echter in de doorsnede een punt,
het zogenaamde dwarskrachtenmiddelpunt (D), met de eigenschap dat als de
dwarskracht door D gaat de buiging "torsievrij" is. Er zijn echter meer-
dere definities van "torsievrij" mogelijk, welke tot verschillende dwars-
krachtenmiddelpunten aanleiding geven. We zullen hier een drietal defini-

ties bespreken.
Definitie 1.

Deze leidt tot het dwarskrachtemmiddelpunt volgens Trefftz (zie [2], III 2).
Door de dwarskracht P ontstaan de spanningen: tzz, tzx en tzy. De schuif-

spanningen tZx en tz komen voor een deel van de buiging door P

w ® ¢ @ ®) . (©)y
ZX zy X zy

Voor dit spanningsveld luidt de uitdrukking voor de elastische energie

)} en voor een deel van de torsie door P (tz

2 2
26 J (tzx * tzy) v =
v v

b
1]

—_—

r
N

N

(=7

£

+

2E "zz 2G ZX

|
A
I
ot
+

Lot ®42, (tzib))zj} v +

2 2
+ -é—a J [(tzit)) + (tzj(zt)) ] dav +-(1§ J [tz}({b)tzit)f- tzf,b)tzit)] dv =

v v

= (2.20)
'Ab+At+Abt’
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waarbij Ab en At de energie zijn van resp. all&én de buiging en alléén de

torsie, terwijl A

als Abt = 0,

Dus als de werklijn van P gaat door het dwarskrachtenmiddelpunt volgens

pe et koppelterm is. We noemen nu de buiging torsievrij

Trefftz is de totale elastische energie gelijk aan de som van de energie
van de buiging en de energie van de torsie.
Dit dwarskrachtenmiddelpunt is vooral van belang indien de methode van

Castigliano wordt toegepast.

Definitie 2.

Voor de locale rotatie in de doorsnede geldt
_ v _ du
w = 3 ay) . (2.21)

De locale rotatie per lengte—eenheid is gelijk aan

W _ 1( 3%v _  32u

© 2 '5x3z ayaz)° (2.22)

3z ?

Deze uitdrukking verschilt van punt tot punt over de doorsnede en is dus
nooit overal tegelijk nul te krijgen. We spreken nu van torsievrij als de

gemiddelde rotatie over de doorsnede nul is, dus als

J 30 45 = g(x_,y,) = 0. (2.23)

1
S 9z

5

Een opvallend verschil tussen de eerste en de tweede definitie is het feit
dat het dwarskrachtenmiddelpunt van Trefftz onafhankelijk is van de dwars-—

contractiecoéfficient v, terwijl het tweede hier wel van afhangt.

Definitie 3.

Deze definitie is speciaal van belang voor dunwandige doorsneden, en dan
vooral voor open dunwandige doorsneden, omdat de torsiestijfheid van open

dunwandige deoorsneden vele malen kleiner is dan van gesloten.

L
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We zeggen dat P aangrijpt in het dwarskrachtenmiddelpunt als het wringend

moment van P ten opzichte van O gelijk is aan het moment om 0 van de

schuifspanningen ten gevolge van de buiging door P, In formule uitgedfukt

moet gelden

> ..
met t(s) : eenheidsvector rakend aan de contourlijn ,

Opmerking

[r(s) x £(s8)1 <

(b)

(s) h(s) ds,

, ¥{g) * positievectoren vanuit 0 (zie figuur) ,

(s) : schuifspanning ten gevolge van buiging.

(2.24)

Indien een doorsnede een lijn van symmetrie heeft, ligt het dwarskrachten-—

middelpunt op deze symmetrielijn.

We zullen als voorbeeld het dwarskrachtenmiddelpunt volgens de derde defi-

nitie wvoor een U-balk bepalen.

h
a
D 0 J d
—- . . - - _
|
}
| z k
\ #ﬂ Qx
| ,z’///;E
’D et — vl _T-IA
(Qu fy
X y
De y-as is een symmetrielijn, zodat D op de y-as ligt en wel op y = -a.

Gevraagd is a te bepalen.
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De belastende kracht P geeft aanleiding tot de dwarskrachten in de doorsnede

Q = P, Q; en Q). (2.25)
Dit stelsel moet gelijkwaardig zijn met de kracht P door D, dus
- Q;r = Q; =: U, (2.26)
en
-%Q;d+£Q;d=Pa. (2.27)
Uit (2.25) = (2.27) volgt
-Q'
a-—?—d=6—~zd (2.28)
X
We gaan nu het evenwicht van een plakje dz wvan de balk bekijken
dz
h dz
] b j h
/L _____ - > N e e
- : e
_,__’_’______ '-g-tzz[‘ _—‘_% N+dN
- y i A )
e — o = [ =™ _ 2 tz(o
! / ! (tz(o) ! '
: ] I y 1!
| 1!
: 7t22+dtzz | : 1 |
|
| i S
1 »
| -477 g st zy+dt
[ t_iz____ == ______t.z_z 2z
] v L o= _
y | Ct hJ dy
zy
zl o
]
]
b
De normaalspanning t, is lineair verdeeld:
M
€, =" = x . (2.29)
y
Dus in de bovenste flank (x = = }d) geldt
Md
C2z = _2317_ * (2.30)

o




dus onafhankelijk van y. De normaalkracht werkend op deze flank is dan

M dhb
A

zZ 21
y

Het evenwicht in z-richting van deze flank geeft dan

~-N - tig) hdz + N + dN = 0, (t:3)= tzy (y = 0))

of, met (2.31)

ay _amp By e (O

dz 21 dz z
y y

Met (1.22) krijgen we uit (2.32):

(0) _ _db_
tzy B 21y U

Het evenwicht van een strookje dy uit de bovenflank peeft
“t_, hdy + (tzz+dtzz)hy - tzy hdz + (tzy+dtzy) hdz = 0,

of, met (2.30) en (1.22), toegepast op x = -4d ,

dt dt dMm
_...._._ZY = - z2 = d y = - —..(1... Q
dy dz 21 d=z 21 “x °
y Yy
Bedenken we dat
= (0 _ _db -
2y tzy 2Iy Qx s VOOr ¥ g,

dan vinden we uit (2.34) voor de schuifspanning in de bovenste flank

dQ

X
t = =5 (b-y) .
21
zy g

Integreren we dit over het oppervlak van de bovenflank dan krijgen we

_ _ hdb?

23,

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)
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Uit (2.28) volgt dan

_hd?p® . 3p? .
= T T ey (2.37)
¥
want
= hg2 (L + b
Iy hd? (75 + 3 . (2.38)

3. Torsie met verhinderde welving

Uit verg. (2.])3 blijkt dat bij torsie van een staaf in het algemeen
een verplaatsing in z-richting optreedt. We noemen dit de welving van de
doorsnede. We zullen in deze paragraaf beschouwen de torsie van een staaf,
waarvan een doorsnede zodanig is ingeklemd dat verplaatsingen in de z-
richting zijn uitgesloten: de welving is verhinderd. Deze welvingsverhin-
dering zal aanleiding geven tot een systeem van normaalspanningen en een
verandering van de torsiestijfheid. Deze verschijnselen treden het sterkste

op bij oper dunwandige doorsneden, waartoe we ons hier zullen beperken.

We gaan uit van verg., (2.13)
t(s) = G [+ p()] . (2.39)

Hierin is t(s) de gemiddelde schuifspanning cover de wanddikte. Voor een
open doorsnede is deze gemiddelde schuifspanning echter nul, want volgens
(2.7) is

T=1(s) h(s) = C,

terwijl de schuifspanning'in het punt A (&n B) nul moet zijn, omdat het

buitenoppervlak spanningsvrij is, waaruit volgt

C=0=>1({s) =0 . (2.40)
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Opmerking. Verg. (2.40) is een benadering, omdat de schuifspanning niet
constant over de wanddikte is, maar op een zodanige manier over de wand-
dikte verdeeld is, dat de gemiddelde schuifspanning nul is. Deze schuif-
spanningen kunnen niet identiek nul zijn, omdat zij als resultante het

wringend moment MW moeten opleveren,

Substitutie van (2.40) in (2.39) geeft

ds -~ pls), (2.41)
of
s
6(s) = @D - J p(g) do = ¢0 - 2F(s), (2.42)
0
s
met: F(g) 1= } J p(o) do . (2.43)
0

Met (2.42) gaat (2.1)? over in

w = & d(s) = a @0 -~ 20 F(s) . (2.44)

Bij de welvingsvrije torsie was o een constante. Bij verhinderde welving

zal o echter van z moeten afhangen, dus

w(z,s) = a(z) ¢ - 2 a(z) F(s). (2.45)

Met de wet van Hooke krijgen we

(2.46)

= = .?.E'. = ' - t t - _4_9‘_
t . E €, E 5y _E[@o a'(z) 20.'(z) F(s)1, a'(z) 3 "
Deze normaalspanning moet een normaalkracht gelijk aan nul opleveren
(we belasten immers enkele door een wringend moment), dus
' J t ds=E d'(z) J [¢ - 2F(s)]ds = 0,
zz o
L L
of
o> =2 | F(s) ds (2.47)
o L ’
L

waarbij L de hele contourlijn wvoorstelt.




Deze normaalspanning zal een extra welvingsschuifspanning ten gevolge

hebben (TW). Bekijken we het evenwicht van een elementje ds,dz, dan

krijgen we
T dz + t ds = 0
w ZZ

of

BTW_ .atz

Z

08 Az

Oplossen van (2.48) met de vocrwaarde dat

Ty 0, voor s = 0,
geeft
S op s
T, = J azz ds = ~ E ¢"(2) J 8(s) ds .
0 0

Aan de conditie dat Tw = (0 in B is dan tevens wvoldaan.

Voor de welvingsschuifstroom TW geldt

5
T = T, h{(s) = - E ¢"(z) h(s) j ¢ (o) do .
0

Deze schuifstroom geeft als resultante een wringend moment

S

M= J T, p(s) ds = ~ E a"(z) J p{s) h(s) J (o) do ds .

L L 0

We beperken ons nu tot een constante wanddikte h.

Met (2.41) kunnen we schrijven
- p(s) ds = 49 ,
waarmee we door partiéle integratie uit (2.52) krijgen

2]

E ha"(z) [&(s) J ¢ (o) dcr/ - Jqﬂ(s) ds]=
0 L L

=
1

[]

-~ E h a"(2) J ¢2(s) ds,
L

26.

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)
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¢

want J ¢{s) ds = 0 ,
L

volgens (2.47).

Definieren we

C, = J 02 (s) ds , (2.54)
L

dan is het extra wringend moment als gevolg van de welvingsverhindering

gelijk aan

= - "
Mw EC_ « (z) . (2.55)

Nemen we het wringend moment ten gevolge van de zuivere torsie gelijk aan:
Swa(z), dan moet voor het totale moment gelden

Mtot = Swa(z) - ECW a"(z). (2.56)

Beschouwen we Mtot als pegeven, dan vormt {2.56) een differentiaalverge-

lijking voor a(z), die als oplossing heeft

M
a(z) = —F [1 + C cosh(az) + C,sinh(a2)T; (2.57)
W
met
SW
A = o " (2.58)
W

Nemen we de balk op z = 0 ingeklemd en op z = & vrij, dan luiden de rand-

voorwaarden
z=0:w = 0= =0, (2.59)
z=£:t =0=>qx"'=20.
2z
Hiermee gaat {(2.57) over in
Mtot
alz) = 3 [1 = cosh(az) + tanh(A2) sinh(rz)]. (2.60)
w

Als we de hoekverdraaiing ¢(z) noemen dan is

o (z) =-‘f£ X (2.61)
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Met 9(0) = 0, krijgen we uit (2.60) en (2.61)
0(z) = Stgt [Az - inh(Az) + tanh(}&)(cosh(Az) ~ 1}]. (2.62)
w

Bij welvingsvrije torsie is

9(z) = o= 7 . (2.63)

<=

De extra-termen in (2.62) zijn termen welke bij groter wordende z uit-
sterven. Dit is een zogenaamd Saint-Venant-effect. Dit uitsterven gaat

bij dunwandige balken echter veel langzamer dan bij balken met een volle

doorsnede.

Voor meer uitgebreide informatie over welving van dunwandige doorsneden

z1lj verwezen naar [4].
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ITI. Gekromde balken

ITI. I. Geometrie van de kromme 1ijn

3
K
b
t
- s
1 \
£y B
- -
> 2 // *2
b

We beschouwen de ruimtekromme K. Een punt van K wordt gekarakteriseerd
.. . =-> .. . » .
door zijn radiusvector r(r), waarbij 7 een willekeurige parameter is.

Voor de lengte van een lijnelementje van K geldt

2 _ 2 2 2
ds dx] + dx2 + dx3
of

= -
= E Ed‘[
dt * dt )

De raaklijn aan de kromme is een lijn die gaat door ?(T) en die als

ds

richting heeft

Z(t+h) - T(r) _ dr(r)
h dr

lim
gt

We zullen van nu af voor de parameter t de booglengte s nemen.

De raaklijnvector wordt dan

e - 58

Deze vector is een eenheidsvector. Immers, stellen we T s in (3.1),

dan krijgen we

> -
ds = r! r'

.

29.

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)
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Y [ +
We noemen deze eenheidsvector de tangent— of raaklijnvector t :

>

+1
t :=1r'(s) . (3.5)
-
Aangezien t een eenheidsvector is
- >
t . t=1,
moet gelden
N ->
.t=0, (3.6)

e +
oftewel de vector t' staat loodrecht op t.

+ -
We noemen het vlak dat opgespannen wordt door t en t' het osculatievlak.
Het is te bewijzen dat dit vlak gaat door drie dicht bij elkaar gelegen
+"

- » - L e
punten van de kromme. We noemen de eenheidsvector in de richting t' = r

de hoofdnormaal n. Deze hoofdnormaal ligt in het osculatievlak en staat

loodrecht op ?.

- . . -
We definieren de kromming x als de lengte van de vector t'

c :=V¥"(s) . T(s) . (3.7)

. > -
Noemen we de hoek die twee naburige raaklijnvectoren t(s) en t(s+As) met

elkaar maken: Aa, dan blijkt dat

© = 1lim 22, (3.8)

As>0 As

-5
Voor de eenheidsvector n geldt dan

=< F(s) =0 TS, (3.9)
waarbij p, welke is gedefinieerd door
] .
p :='E . (3.10)

de kromtestraal wordt genoemd.
. . . >
We definieren nog een derde eenheidsvector, de binormaal b, welke lood-~
> =+ . . . . . > >
recht staat op L en n,en die zodanig gericht is dat de driepoot (t, n, b)
een rechtsdraaiend stelsel wvormt,

Uit deze definitie volgt dat

> >

-
b=txn. (3.11)
. , . %
We definiéren tenslotte nog de torsie T en de torsiestraal ¢ door

T T S (3.12)

g




Het blijkt dat

Ao
™ = lim -— ,
As+0 As

als Aal de hoek is die twee naburige binormalen g(s) en 3(5+As) met:

elkaar maken.

31.

{3.13)

Resumerend kunnen we stellen dat in ieder punt van de ruimtekromme K

. . b ar - > > . ..
een rechtsdraaiend trieder (t, n, b) 1is aan te brengen, waarbij

E=T'(s) 3n=pz'(s) ; b=pr'(s) x #"(s).

Voor de afgeleiden van deze eenheidsvectoren gelden de formules wvan

Serret-Frenet

- > ‘
&= Ts) = +a,

p
- 1 >
b' == =on,

o
R o=b'xt+bxt'=- l-? + l-ﬁ .
P O'*

De afleiding van de eerste formule is triviaal. De

door differentiatie van de relaties

ﬁ . % =0 ; g . E =0 en ﬁ . ﬁ = 1,

met gebruikmaking van (3.12) en (3.15)1, waarna de derde weer triviaal

uit de eerste en tweede volgt.

—> - - .
De stelsels (t, n, b) op de plaats s en op de plaats (s+As) zullen in

het algemeen ten opzichte van elkaar verdraaid zijn. De draaiing wordt

tweede vinden we

. . =%
gekarakteriseerd door de rotatievector w welke voldoet aan

% 1
w o=y

o}

> -+ -+
t + %-b =T t+kb,

Bewijs.

(3.14)

(3.15)

(3.16)

We gaan uit van de algemene uitdrukking voor de rotatievector & van een

. e
willekeurige eenheidsvector e(s)

d = _ -+
s e{(s) = x e(s) .

(3.17)
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: . > .. > o -+
Kiezen we in (3.17) e(s) achtereenvolgens gelijk aan: n, n en t en ver-

. . . . -> -+ -
menigvuldigen we dan de verkregen relaties scalair met b, t en b resp.

dan krijgen we met (3.15) en (3.11)

n' . b=tt=(axxn) .D=uk@ XDy =ux. L,

+

Rt =-k=(0Fxn) .L=0%(ax2)=-ux.D, (3.18)
T b= 0= (@rxt).b=o*x(ExD) = wx.n,

waaruit direct (3.16) volgt.

We voegen nu aan ieder punt van de kromme een doorsnede gelegen in het

-+ -
b-n-vlak toe.
Tk

—

/ ]
, -
P b
)

. *
Langs de hoofdassen wvan deze doorsnede leggen we de eenheidsvectoren 1
en3 (It f). In het algemeen zullen deze hoofdassen niet samenvallen
- -> . .
met de n— en b-richtingen maar een hoek ¢ = ¢(s) met hen maken.

-
We kiezen nog een derde eenheidsvector k:

- - > - -

kK=t, kK11, k13, (3.19)

e e : ral g
zodat we van het trieder (n, b, t) kunnen overgaan op {i, j, k). Tussen

o
i, Jj en n, b gelden de volgende verbanden

> > >, > F Fay
i=ncos &+ b sin q, n=1¢cs g=-3 sin a,
> > 4+ s > (3.20)
j =-n sin o + b cos o, b=1gin o+ j cos q,
Met deze relaties en de formules van Serret—Frenet kunnen we afleiden
(bedenk dat a = u(s))
+y _ _ COS g P 1 ry T
===k Sz *+o')i,
i +
_J"t = gln o _lz._ (.l + CL') i, (3.21)
P (o]
* _ cosa* _sina =
= i .
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Met de definities
‘l‘:=——+u'=‘r*+u'

1
a* 4
1. = . (3.22)
Ki:= E 51n o, K, = E cos o,
kunnen we (3,21) schrijven als
;}..'=—|<.i(>+‘r:]?,
]
T > >
it o= < k-11, (3.23)
K=k, 1-¢ 7.
j i
, - s .
Voor de rotatievector w van het stelsel (i1, j, k) vinden we op analoge
wijze als bij (3.18)
3=T'1I+KE=T§+K11’+KjT. (4.24)
Uit (3.23) volgen direct de relaties
> +, +
T=3 .1 =-3"'".1,
(3.25)
K. = k . ?' y Ky = 1.k .

\ /
K
:1/'-“\
7/ \
4 !
' S _ 7
- i
P lg
Py § T5) L
) )
§
1
’

We laten de ruimtekromme K deformeren tot een nieuwe ruimtekromme K].

. - .
De positievector van een punt van de kromme gaat dan over van r(s) in
?](s]) (s] ig de booglengte langs Kl)' We noemen de verplaatsingsvector 3,

dus
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-
+p . (3.26)

H]
+ Ay

. . i
De verplaatsing p heeft de componenten u, v en w ten opzichte van (i, 1, k)
-> > + >
p=ul+v]+wk. (3.27)
We zullen ons beperken tot infinitesimale vervormingen. Dit houdt in dat
u, v en w klein zijn.
Aan ieder punt van de kromme K1 kunnen we weer een stelsel eenheidsvec-
T 7
toren (1], 3

>
1 kl) toevoegen,

. >
Voor k. geldt

! >

dr
ko=t =L, (3.28)

We laten ook een kleine lengteverandering van de kromme toe, dat wil

zeggen
ds1 = [l+so(s)]ds, met leo(s)l << 1 . (3.29)
Dan wordt
>
_l-: =d:l’:1 dS = 1 £+g£)=
1 ds ds it+e ds ds
i o)
1 > dp
- a0
e (k dS) (3.30)
o
Nu is volgens (3.27)
dp _duy , dv+  dw a ., 4, dk_
ds ds t ds 1* ds k+u ds v ds o ds
Jduy,dvy @iy, 2,3 \
=3 ! + Ts ! + Ts k+wxp, (3.31)

waarbij gebruik gemaakt is van een relatie als (3.17), en » gegeven 1is
door (3.24).
Substitutie van (3.31) en (3.24) in (3.30) geeft

-+ Ldv

> du e
k1(1+so) = (EE v T+ Ky w) 1+ (EE ks W+u T) ]+

dw >
+ (1 +-Eg + Ke V- Kj u) k . (3.32)
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e 4 . Sy - .
We gaan nu de richtingscosinussen van (i, ], k) ten opzichte wvan

(Il, ?l’ ﬁl) bepalen. We hebben het volgende schema

R . " " + +
gl Lz M2 Nz L] =1, 11, Lz =1 , Jl, ete.
N

Rk My Ny

Aangezien we ons beperken tot infinitesimale deformaties em dus het
stelsel (I], 31, ﬁl) slechts weinig ten opzichte wvan (T, ?, ﬁ) verdraaid
kan zijn, zullen Ll’ M2 en N3 op tweede orde termen na gelijk aan é&én
zijn (want: cos e = 1 + €2 + ... ), terwijl de overige termen wvan de
eerste orde zullen zijn (sine = ¢ + ... ).

-
We vermenigvuldigen (3.32) achtereenvolgens scalair met T, j en k, wat

leidt tot
1. Kl(l+€o) = (l+so) L3 = g% -v T+ Kj w o,
7.k Qe ) = (1&0) M, = g—: -k, WHT U, (3.33)
k . El(l+eo) = (1+eo) N3 = | + %% + K, V= Kj u .

Uit (3.33) vinden we na verwaarlozing van de hogere orde termen en met

3

M =3s " % w+ T u, ' {3.34)

E = — 4+ K, v-K, u,
o ds i

We voeren in een getal B door

g =~ L2 . (3-35)

Er moet gelden

= - Y 6
LM, + LM, + LM, =0 | (3.36)
Met L] =M, = 1 en na verwaarlozing van de tweede-orde term L3M3, krijgen
we hieruit

MIE_LZ-BG (3|37)
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Op analoge wijze vinden we uit

L]Nl + L2N2 + L3N3 =0, _

en (3.38)
MINI + MzNz + M3N3 =0,

dat
N o=~ L3, en N2 = - M3 . (3.39)

Het schema van de richtingscosinussen komt er dus als volgt uit te zien

N S
_ - du N
o 1 B L3 L3 ds — v T + k., w,
N N
1, | -8 ! M, dv
N M3 = I Kj W+ T U.
k1 L3 M3 1

De grootheid B is nog onbepaald. Deze geeft de kleine hoek aan waarover

ye . . . .
(11, Jl) ten opzichte wvan (?} ?) verdraaid is.

Voor de torsie en de krommingen in de gedeformeerde toestand geldt

e + _ @ - _ T >,
T 3,01, €Ki k1 N PR Kj] 1 . kl . (3.40)
Nu is
. di : d'{l d‘Il 4 N . N n
T = = ~ = m—— 1 B 3 - = | I, 1
ol ds1 (]+s°) ds ds ds (1 +F3] L3 k) B ] L3 k o+

- - -> > > - > > -+ 2>
+ 1" + B ' - L, k' = B' 3 ~ L3' k + (wXi) + B(wxj) - L3(w><k).(3.41)

Hiermee wordt T,

TR Tl R O 6 oL, ke @xi)e8 @x3) - 1, @] =
=g' + (xi).J - L3('r.]u"><l"5).__-|r - M3(<—5x—{).-1§ + veees =
=g +3.’1€+L33.1”+M33.'3"=
=gl ot Ly <5 My, (3.42)

waarbij (3.24) is gebruikt.
Op analoge wijze kunnen betrekkingen voor Ksy en_Kj] worden afgeleid.

We krijgen dan
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_ . .48
11 =1 + 3s + Kk, L3 + K, M3 s
‘_dMé
“ip TKp Y By T g T Tl (3.43)
‘.dL3
KJ] = KJ - B Kl + 95 T M3 .

We hebben tot hier toe alleen over kromme lijnen gesproken.
We gaan nu over op slanke gekromde balken. Slank houdt hier in dat de door-—
snedematen klein zijn ten opzichte van de lengte en de kromtestralen van de
balk. De hiervoor afgeleide relaties kunnen we dan toepassen op de neutrale
lijn van de balk. Voor slanke balken valt de neutrale lijn samen met de
lijn door de zwaartepunten van de doorsneden.

We hebben de volgende krachten en momenten in een doorsnede

de normaalkracht, in Kl—richting: N,
de dwarskracht in z]~richting: Qi’
idem in ;l-richting: Qj’

. .o f
het wringend moment, in k_-richting: W,

1
het buigend moment in Tl-richting: Mi’

idem in ?l-richting: Mj.

Voor het krachtenevenwicht van een elementje dsl van de balk geldt

> -+ -
N(s]+ds!)k1(sl+ds])+Qi(s]+dsl)1](sfdsl)+Qj(sl+ds])j](s]+dsl) +

- N(sl)ﬁl(s])—Qi(sl)Tj(sl)-Qj(s})gl(s])+§ ds, =0 . (3.44)

-

F is de uitwendige kracht per lengte-eenheid. Bij trillende balken moet
e

voor F de traagheidskracht genomen worden.

Omdat ds] infinitesimaal is, is

dN(sI)
N(S]+dsl) = N(s]) +'—a'§;—— d.‘.‘,1 S
en
> dk, (s))
Kl(s]+dsl) =k (s)) + —3; ds; + ....n =

Ky (e)) + Loy (s (s)) = kg, (5T (s)] ds . (3.45)
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We kunnen de andere krachten en eenheidsvectoren op analoge wijze
naar dsI ontwikkelen. We substitueren deze uitdrukkingen in (3.44), delen

door dsl en nemen vervolgens de limiet voor ds, gaat naar nul. Door de

I
coefficiénten van 1!' Jl en k nul te stellen, krijgen we, omdat

_é_ -
ds

do,
a5~ 1§tk NHE =0,

- dQ.
&EJ'“ gy N+t Q +F =0, (3.46)
dN

Ts K51 Yty TR =0

-

In deze vergelljklngen zijn F, i FJ en Fk de componenten van F in resp.

e T
de 11—, Jl— en kl-rlchtlng.

In de lineaire theorie zijn de verschillen tussen T,en T, K, en K. en

Kjl en Kj infinitesimaal. Bovendien zijn de krachten infinitesimaal.
Het is dus niet consistent om in de vergelijkingen (3.46) onderscheid te
maken tussen Tl en T e.d. Ook maakt het geen verschil of we voor F de
component in de 1— dan wel in de 1]-r1cht1ng nemen. Consistent 21Jn de

verg. (3.46) in de vorm

—— —-T Q, +K, N+ F, =0 ,.
QJ 3 i s

- - =
Ki N+T Qi + Fj 0, (3.47)

an
ds j i it} k
Deze evenwichtsvergelijkingen worden toegeschreven aan Kirchhoff.

-5
Voor het momentenevenwicht van een lijnelementje ds] krijgen we, als L

het uitwendige moment per lengte-eenheid is
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w(sl+dsl)k’](sl+dsl)+mi(sl+dsl)1‘](sl+dsl)+Mj(sl+ds])3‘l(sl+ds]) +
-W(s])il(sl)—ni(si)”{](sl)—Mj(s])j'l(sl)+£_¥l(sl+ds])-¥l(sl)J x
x[Qi(sl)?l(sl)+Qj(sl)?l(si)m(sl)ﬁl(s])]+ T ds =0 . (3.48)

Op analoge wijze als bij de krachten kunnen hieruit de evenwichtsverge-

lijkingen voor de momenten worden afgeleid

dMi

E-S—'-TMj+KjW"Qj+Li-=O,

‘de .

E;—' - Ki W+ T Mi + Qi + Lj =0, (3-49)
daw =

s Kj Mi + Ki Mj + Lk =0 .

Resumerend kunnen we stellen dat we voor de 14 onbekenden: Qi’ Qj’ N,
Mi, Moy Wy T, K

i1’ Kjl, u, v, w, B en €y de volgende 10 vergelijkingen
hebben afgeleid

6 evenwichtsvergelijkingen ¢ (3.47) en (3.49),
1 vergelijking voor € : (3.34)3
: (3.43).

3 vergelijkingen voor T,, k., en kK,

1l g1

We komen dus nog 4 vergelijkingen te kort. Dit zijn de vergelijkingen die

l’

het verband tussen de deformaties en de krachten karakteriseren: de con-

stitutieve wvergelijkingen.

III. 4. Constitutieve vergeiijkingen voor slanke gekromde balken.

Het is tot nu toe niet mogelijk gebleken om op een theoretische goed
gefundeerde wijze constitutieve vergelijkingen af te leiden. Er zijn een
aantal stelsels in gebruik maar bij de afleiding hiervan wordt uitgegaan
van een aantal, vrij willekeurige hypothesen en benaderingen.

Het meest eenvoudige stelsel is

N = E§S € 7

M= EL; (eqy 7 kg s (3.50)
M.= EI, (., - x.) .
57 By (k5y T kg s
W= SW (Tl - 1),
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waarbij: E de elasticiteitsmodulus, S het oppervlak van de doorsnede,

Ii en Ij traagheidsmomenten en Sw de torsiestijfheid zijn.

Bij deze vergelijkingen worden echter de volgende effecten miet in reke~

ning gebrachtﬁ

i) Beschouw een doorsnede waarvan het dwarskrachtenmiddelpunt niet samen-—
valt met het zwaartepunt. In dat geval introduceren we door de dwars-—
kracht naar het zwaartepunt te verschuiven een extra wringend moment.
Omdat de balk gekromd is, zal een wringend moment in de ene door-
snede in een andere doorsnede een bijdrage tot het buigend moment
geven. In de uitdrukkingen voor Mi’ Mj‘en W moeten dus extra termen
voorkomen die afkomstig zijn van het niet samenvallen van het zwaarte-
punt met het dwarskrachtenmiddelpunt.

ii) We hebben bij rechte balken gezien dat bij torsie de doorsnede in het
algemeen zal gaan welven. Bij gekromde balken treedt deze welving ook
op, maar door de kromming van de balk zal deze welving, althans ge-
deeltelijk, worden verhinderd. In de formule voor W moet daarom een

extra term komen die deze welvingsverhindering tot uitdrukking brengt.

We zullen trachten een stelsel constitutieve vergelijkingen te vinden,
waérbij deze effecten wel in rekening worden gebracht.

We gaan hiertoe uit van de rek in de K-richting van een willekeurig punt
van de doorsnede. De uitdrukking die we hiervoor vinden is gebaseerd op de
Bernoulli-hypothese welke zegt dat doorsneden loodrecht op de neutrale lijn

blijven staan. Ten gevolge van de buiging krijgen we dan

=g + (K.
& o] ( 1l

- Ki) y - (Kjl - Kj)x . (3.51)
De x- en y—coordinaten zijn genomen langs resp. de i- en ?—richting.

€, is de rek van de neutrale lijn (x = f = 0).

Dit is echter niet de enige rek. Tengevolge van de torsie krijgen we
namelijk een welving welke evenredig is met de relatieve draaiingshoek.

Omdat bij een gekromde balk deze hoekverdraaiing afhankelijk is van s,zal
dw

ook de welving w een functie van s zijn. Dus s

# 0, wat aanleiding geeft
tot een extra rekterm.
We noemen de relatieve draaiing van twee naburige doorsneden 8 = §(s).

(Dit is de grootheid die in H II met & wordt aangegeven.)
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We weten dat

waaruit met (3.43)l en (3.34)1’2 volgt

d6 _ dB " 'du

' Cdv
gy - 2B —_ - —
ds ~as T % ds + Ky TUTxs TV + ki s ° (3.52)
In analogie met de elementaire torsietheorie stellen we
'df
w=1 35’ (3.53)

waarin ¢ een functie is van de doorsnede. We beperken ons tot balken met

constante doorsnede, zodat dan ¢ niet van s afhangt:

= 0(x,7). (3.54)

De extra rek ten gevolge van de welving is

. d 2¢
W 5 d

»
ds dS2

waarmee we voor de totale rek in de doorsnede krijgen

e =gyt leyedy = Geyytedx v e > (3.55)
ds
Een moeilijk punt doet zich nu voor in het feit dat het niet mogelijk is
om voor een gekromde balk met willekeurige doorsnede een uitdrukking voor
¢ (x,y) te vinden.
Meestal wordt voor ¢ (x,y) dan maar de uitdrukking genomen die hoort bij
een rechte balk met dezelfde doorsnede.

We definiéren de volgende grootheden

R, = j dydS .

i
5
Rj 1= J ¢ xd$S, (3.56)
S
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Dan blijken Ri en R.j evenredig met de x~ en y-coordinaten van het dwars-
krachtenmiddelpunt en CW een extra stijfheidéfactor als gevolg van de wék-

vingsverhindering te zijn.

We gaan nu uit van de volgende constitutieve veronderstellingen

N=E J £ds ,
S
” M, = E J eyds | (3.57)
S
en
M, =-E J exds.
! S

Met de gevonden uitdrukking voor e: (3.55) en de definities (3.56) krijgen

we hieruit

N = ESe ,
o}
d2e
M, = EI,(k, -k.) + ER, — , (3.58)
i 1] 1 1 4g2
8
2
M, = EL(x, ,-x,) - ER, 22
j 173173 I 452

Blijft nog te bepalen de constitutieve vergelijking voor W.
Deze wordt gevonden met behulp van het principe van de virtuele arbeid,

uitgaande van de volgende benaderde uitdrukking voor de deformatie-energie

8

A=1 J {E I e2ds + SW(TI—T)Z} ds, . (3.59)
0 )

Hiermee wordt de volgende constitutieve relatie voor het wringend moment

verkregen

y .3 3 3
wes 9 _plc 48 _p du_y -—-—d‘;

) +
ds v d53 ] ds3 L ds
+ (R.K, - R.X,) QEE + (R.K. + R.x,) gﬁ} (3.60)
R = R T2 i TR w

ds
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Voor de afleiding van (3.60) zij verwezen naar [1] , hoofdstuk B.

ITI. 5. Ringen.
Onder een ring verstaan we een balk met een cirkelvormige neutrale 1ijn.
We beperken ons tot ringen met een doorsnede, waarvan twee hoofdagsen in

> ->
het vlak van de neutrale lijn liggen (en wel i en k) en een loodrecht

s . . . .
daarop (]). Aangezien een cirkel een vlakke kromme 1s, 1s

T=k, =0,
i i
-5
en omdat b en Erlangs de hoofdassen vallen (E = i, % = }) is
o=10.
Verder is
K, = -1- = constant,
] a

waarbij a de straal van de neutrale lijn is.

Voor een dergelijke ring gaan de verg. (3.34), (3.43), de evenwichts-
vergelijkingen (3.47) en (3.49) en de constitutieve vergelijkingen (3.58)
‘en (3.60) over in (u is de verplaatsing in radiale richting naar het
middelpunt toe gericht, v is de verplaatsing loodrecht op het vlak van de

ring en w is de verplaatsing in tangentiele richting)

| dw

u
| EO -(-],_S_ Z’ (3.6])
~du, v, - 4v
Ly=qsta’ My s
en
T =ﬁ+l_dl,
1 s a ds
2
<11 =B _dv_, €y (3.62)
ds?
2 .
K.Izl +-——-E+%-4—‘;:-:K ’
1 a dsz ¥

en




dq. .
1 ! _
ds * E'N - Fi ’
dq,
—L =-F
ds j?
dN 1 _
ds a Qi - Fk ’
™My
T At TGN
. de
FC S B
aw o _ 1. _
s ah T T e
en tenslotte
dw' u
N':ES('-d'-é- E),
2 2
M, = EI (%—M)+ER.d—(s+i),
ds? 1 gs? a
2 2
M. = EI, CL-%% + Q—E) - ER, — (B + Yy .
] ] a dsz stz a
w=s L g+ -eglc g+ D -r
w ds " a W o, 3 a
ds
o dv _ 1, d%w 1, dB
1 463 a j ds2 a 1 ds

We zullen ons van hieraf nog verder beperken voor wat de vorm van de

44,

(3.63)

(3.64)

doorsnede betreft, door alleen doorsneden waarvan het zwaartepunt en het

dwarskrachtenmiddelpunt samenvallen te bekijken. In dat geval zijn

R. = R,
1 ]

=0

(3.65)
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De verg. (3.63) en (3.64) vormen een systeem van tien vergelijkingen voor

de tien onbekenden: u, v, w, B, Mi’ Mj' N, Qi’ Qj en W, Indien voldaan

is aan (3.65) kunnen we dit stelsel splitsen in een

systeem 1

systeem II

: dit bevat vijf vergelijkingen voor Qi’ N, Mj’ u en w, en
beschrijft de vervormingen in het vlak van de ring, en een

: dit bevat de overige vergelijkingen voor Qj’ Mi, W, v en B,
en beschrijft de vervormingen loodrecht op het wvlak van de

ring.

Door in te voeren

dcp=§ds,f=%F,z=§L, (3.66)

kunnen we het eerste stelsel schrijven als

systeem T
d
' = - T = =
Ql + N = fi’ ( dqa)’
L - =
N Qi fk’
L [o— )
M.j + a Qi ﬁj, (3.67)
ES
N =3 {(w'-u) ,
EI.
M, = —L  (w'+u") .
i L2
Eliminatie wvan N, Qi en Mj geeft
e (u|r+u) = ___%_g (fk"‘-fi) ,
: ) (3.68)
2
1521 nr_as 1. =a - '
u'' + T (w'=u) T (af.-2.") .
] ]
Voor het tweede stelsel krijgen we
systeem II
I=_f
Q_] i
M." +W-~-aQ =—gi,
W' _M. =-E, > . (3-69)




EI,
M, = —X (ag - v") ,
i 2
a
.8 ..EC
W = ¥ (a Bt+ V') - (a Bnt + an).
a2 a4
Eliminatie wvan Qj’ Mi en W levert
V- ag" o+ V" - _ a2 (5. + g.' + af,)
8 BT, " M i’ e
. EC .
V""+ aBll" + V" + aB" - W (V""""‘&B"" ll+ v"“ + as"ll) =
a2s
a2 n ¥
= - + + .
5 (5 L af,)
Literatuur

[1] Federhofer, K., Dynamik des Bogentragers und Kreisringes.

[2] Love, A treatise on the mathematical theory of elasticity.
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(3.69)

(3.70)
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IV, Trillingen van balken

IV, 1. Trillingen wan rechte balken

We bespreken: longitudinale trillingen, torsie trillingen, buigings-

trillingen (met Timoshenkobalk) en gekoppelde torsie buigingstrillingen.

1} Longitudinale trillingen

- e - = — = - - wm - e = o =

N u(z,t) u(z+dz,t)
--——————u--——-JLa—T-u-——
© ‘N+dN

e mm o e e oem = e - my Ay ss o e o e

Z dz

We hebben alleen een verplaatsing in de langsrichting van de balk

u = u(z,t). (4.1)
Deze verplaatsing geeft aanleiding tot een rek %% en deze weer tot een
normaalkracht
N(z,t) = ES <2 , (4.2)
i 2z

De kracht in z-richting op een elementje dz:
-N(z,t) + N(z+dz,t) = dN(z,t) ,

moet gelijk zijn aan de massa maal de versnelling in z-richting van dit

elementje

2
pS u dz .

a2
Hieruit volgt met (4.2) de bewegingsvergelijking

o =B (4.3)

We lossen deze vergelijking op door middel van de separatie

ulz,t) = U(z) e™° (6.4)
waarmee we krijgen
pw?

U" +=——U=0. (4.5)

E
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De oplossing wvan (4.5) luidt

2 o2 .
U(z) = A sin\/E%— z + B cos E%}-z . (4.6)

Nemen we als voorbeeld een balk, waarvan het einde z = 0 ingeklemd is en

het einde z = & vrij is, dan zijn de randvoorwaarden

z=0:U =0,

(4.7)
z=2:U0"=0,
waarmee we krijgen
B=20
> > (4.8)
pu Pl -
A 5~ cos ( —ir-z ) 0.
Er zijn dus alleen trillingen mogelijk indien
_ _ \’E_ (Zn-1)w -
w = wn 5 - =T e (n 1,2,004) (4.9)

De waarden ® worden de eigenfrequenties gencemd. De totale oplossing

"luidt dan

(4.10)

o . iw t
uz,t) = I A sin [i%z)“z—] e 0
n=1

De constanten Ah moeten bepaald worden uit de beginvoorwaarden.

Opmerking. Bij bovenstaande aanpak zijn de verplaatsingen in dwarsrichting,
die een gevolg zijn van de dwarscontractie, verwaarloosd. Dit is consis-
tent voor lange slanke balken bij de lagere eigenfrequenties. Het gaat
echter mis bij de hogere harmonische éls de golflengte van de trillingen
van dezelfde orde van grootte als de dikte van de doorsnede wordt. Dit

kan bijvoorbeeld van belang zijn bij stoten. Er zal dan dispersie optreden.

Torsie trillingen

De bewegingsvergelijking luidt hier, als
8 =6(z,t) ,

de draailngshoek van de doorsnede is,

2,
s 28, 28, 4.11)
V322 P 52
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waarbij: IP het polaire oppervlakte~traagheidsmoment van de doorsnede
is.

De afleiding van (4.11) is volkomen identiek aan die van (4.3).

Buigingstrillingen. Timoshenko-balk.

Als

v = v(z,t)

de verplaatsing van de neutrale lijn is, luidt de bewegingsvergelijking
hier '

2 2 2 -
o 2y s, s og 4.12)
922 X 522 at

Bij de afleiding van deze vergelijking is de kracht in y-richting werkend
op een elementje dz gelijk gesteld aan de massa maal versnelling van dat
elementje in die richting. Bij deze afleiding zijn verwaarloosd

i) de rotatie—traagheid wvan het element dz, en

i1) de afschuiving ten gevolge van de dwarskracht.

Deze effecten worden wel in rekening gebracht bij de zg. Timoshenko-balk.

Mx&+dz,t)

M, (2,t)
- -
x 2 buiging :
‘ I L
P S .
b I_‘\
Yz,

e /B
afschuivinng(z'” !

Y R 1 ,
g g
y Q}2+dzd)

Ten gevolge van de buiging door Mx verdraait de doorsnede z over eeh

hoekje ¥ (z,t). Er geldt volgens (1.32)

M = -EIx —-w = BT — , (4.13)
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De afschuiving ten gevolge van Qy wordt gekarakteriseerd door de f(z,t)

welke we evenredig met Qy veronderstellen en wel op de volgende wijze

Qy = k GS B(z,t) . (4.14)
Hierin is k een constante factor die afhangt van de vorm van de doorsnede.
De totale hellingshoek van de neutrale lijn is dan

-g-‘é’- = B(z,t) - ¥(z,t) . (4.15)

De kracht in y-richting op dz gelijk stellen aan de massa maal versnel-

ling van dz in y-richting geeft

=Q (z,t) + Q (z+dz,t) =dQ (z,t) = p § EEE dz
¥ ? y ’ y * e »

2
of at

A ) (4.16)

Het moment in x-richting om het zwaartepunt van de doorsnede z van het

elementje dz

"Mx(z,t) + Mx(z+dz,t) - Qy(z+dz,t) dz = de - Qy dz,
gelijk stellen aan de tijdsafgeleide van het impulsmoment in x~richting
om het zwaartepunt van de doorsnede z van hetzelfde elementje, dit is

oY

p Ixa—t,
geeft
aM 2
oty )
—L-q =p 1 . (4.17)
az ¥ X 5.2

Deze vergelijking brengt de rotatie-traagheid in rekening.
Uit de vijf vergelijkingen (4.13) - (4.17) voor de vijf onbekenden
v, ¥, B, Mx en Qy kunnen we door eliminatie van ¥, 8, Mx en Qy de be-

wegingsvergelijking voor de Timoshenko-balk afleiden

2
ol 02 . REL = .y PeI 4
BT Y+, s¥8¥ o1 4 )8 v, x 2v_,, (4.18)
p o
X ag4 32 x kBT 4052 kG 5o

In vergelijking (4.12) zijn alleen de eerste twee termen van (4.18) mee-

genomen,
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Het oplossen van deze vergelijking heeft geleid tot de constatering dat
bij lage frequenties de buiging overheerst, terwijl bij hogere frequen-

ties de afschuiving en de rotatie belangrijker worden.

iv) Gekoppelde buigings torsie trillingen

Deze koppeling treedt op bij balken met een doorsnede waarvan het
zwaartepunt en het dwarskrachtenmiddeipunt niet samenvallen. Voor deze
balken zijn zuivere buigings (of torsie) trillingen niet mogelijk.

Stel namelijk dat zo'n balk een zuivere buigings trilling in y-richting
uitvoert. Dan zullen, omdat de doorsnede niet draait om de z-as, de
traagheidskrachten constant over de doorsnede verdeeld zijn, zodat hun
resultante zal aangrijpen in het zwaartepunt. Maar een kracht die niet
in het dwarskrachtenmiddelpunt aangrijpt heeft torsie tot gevolg.

Het is dus uitgesloten dat er een buigings trilling zonder torsie zal
optreden.

We beschouwen een balk welke in zijn doorsnede belast wordt door een
dwarskracht Qy aangrijpende in het dwarskrachtenmiddelpunt D plus een
wringend moment W, Als W = 0 zal de doorsnede niet verdraaien en zal dus
ieder punt van de doorsnede dezelfde verplaatsing in de y-richting onder-
gaan., Deze verplaatsing is gelijk aan de verplaatsing van D : vp Als
Qy = 0, maar W # 0 zal de doorsnede gaan verdraaien om het punt D (v is
dan nul). Dcor combinatie wvan (Il. 24) met (1.32) krijgen we een u1tdruk-
king voor Qy. Uit bovenstaande zal het duidelijk zijn dat we in deze re-—
latie voor v, de verplaatsing van het dwarskrachtenmiddelpunt vy moeten
nemen. We krijgen dan

33v.

_ D
Q (z,¢) = - EI : (4.19)

az3

De verplaatsing van het zwaartepunt van de doorsnede is: (vD + c p), waarin
¢ de afstand ZD is en ¢ = ¢(z,t) de hoekverdraailng van de doorsnede.

Door de dwarskracht gelijk te stellen aan de massa maal de versnelling

van het zwaartepunt van een elementje dz krijgen we de bewegingsverge-

tijking voor de buiging

atv

D=~ps-—(v+c¢>. (4.20)

EI
x 5zt at2
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Voor het bepalen van de torsie-vergelijking nemen we aan dat voor het

wringend moment W de volgende constitutieve vergelijking geldt

3
w=g 22_pc 20, (4.21)
w 9z LAY

Het impulsmoment in z-richting om D van dz is gelijk aan

]
28 22+ eos % (vy + ¢ 9) . (4.22)

De impulsmomentstelling geeft dan

3 2 L 2 2
Mo 2ope 22apr S0 (v rce) . (4.23)
z 3z2 azt P ae2? at?
In (4.20) en (4.23) hebben we twee vergelijkingen wvoor vD(z,t) en p(z,t)

die we kunnen oplossen met de separatie

vp(z,t) = V(2) &Pt | o(z,t) = 2(z) &'PF . (4.24)
Dit geeft
EI_ viVos o 5p2(V+c ),
(4.25)
iV - " = 2z 2
ECW ¢ SW ® peSpe(V + c ¢) +p Ipp o .

Voor het oplossen van deze vergelijkingen zijn acht randvoorwaarden nodig.
Nemen we als voorbeeld een opgelegde balk, dat wil zeggen, dat in de
einddoorsneden de verplaatsing, de hoekverdraaiing en het buigend moment
nul zijn, terwijl deze einddoorsneden vrij kunnen welven, dan luiden de

randvoorwaarden
voor x = 0, of x = 2: V=V"'=¢=28"=0. (4.26)
Met de substitutie

V(z) = A sin %5 y ®(z) = B sin %E ; (4.27)

krijgen we de volgende betrekking voor de eigenfrequenties LI m=1,2,...)
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24,2 Vz_z 2,2
=(wt+wb).i_ (wt,wb) + Akcmbwt

¢
Pn ) {(z 0) | (4.28)
waarbij
m*n%EI 12n2428 +nltrhEC
w2 = ——= w2 = w w .
b oS24 t p ot (Ip+c28)
- cS . (4.29)
cS82+1
P

Door verder uitwerken van deze resultaten blijkt dat bij lage frequenties
grote verplaatsingen met kleine hoekverdraaiingen optreden, terwijl dat

bij hoge frequenties juist omgekeerd is.

IV. 2, Trillingen van ringen

We bespreken: radiale trillingen, gekoppelde radiale en transversale

trillingen, buigings trillingen in en loodrecht op het vlak van de ring,

torsie trillingen en gekoppelde torsie buigingstrillingen. Alle resultaten-

gelden voor slanke ringen.

i)

Radiale trillingen

In dit geval hebben we alleen een radiale verplaatsing: u, naar het
middelpunt van de ring gericht, welke onafhankelijk is van ¢. Deze
verplaatsing geeft aanleiding tot een tangentiele rek

_ 2r(a~u) - 2ma
t ‘a

= - § , (a: straal ring), (4.30)
en deze op zijn beurt tot een normaalkracht

N = ES‘Et =2 -—_—, - (4-3])

ds=ad%¥P
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We beschouwen een elementje ds van de ring. De kracht in radiale

richting op dit elementje

Ndg = —'E—a— do , (4.32)

2 2
28 gn=p 5 &Y agq . (4.33)
at2 at2

2
3w, E .o, (4.34)
3t2  pa?

Hieruit volgt dat de eigenfrequentie voor puur radiale trillingen
gelijk is aan

E

1
w == \f=
ayp

. (4.35)

Gekoppelde radiale en transversale trillingen

We hebben hier een radiale verplaatsing u en een tangentiale ver-
plaatsing w. De beweging wordt dan beschreven door de vergelijkingen
(3.67). Nu is voor slanke balken de dwarskracht klein ten opzichte van

. 1,2
de normaalkracht, zodat we in (3.67) *° de dwarskracht Q; wmogen ver-
waarlozen ten opzichte van de normaalkracht N. Dit komt er in feite

op neer dat we de buiging van de ring verwaarlozen ten opzichte van

de rek.
Met (3.67)]’2’4 krijgen we dan de vergelijkingen
N = - fi s
N' == £, (4.36)
JES gl
N = 5 (w'-u) .

Hierin zijn £, en fk de traagheidskrachten

2 2
fi = = apS-a—H s £ = - ap$§ 3w . (4.37)

at2 at?
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We substitueren (4.37) in (4.36), elimineren N en stellen

iwt iwt
u(p,£) = Ulp) e'" , w(p,t) = W(g) e, (4.38)
wat leidt tot de volgende twee vergelijkingen
2
W (1 -SRe) =0,
(4.39)
W,,_U'+Da2m2w=0.
E
We lossen dit op door de substitutie
Udp) = An cos ng , W(g) = Bn sin ng , (4.40)

en vinden daarmee voor de eigenfrequenties van de gekoppelde radiale

en transversale trillingen

6 = %\{ (1+n2) . (4.41)

Voor n = 0, krijgen we weer de puur radiale trillingen.

T i

Buigingstrillingen in het vlak van de ring

We gaan er hier van uit dat de ring trilt zonder dat er rek optreedt;

dat betekent

1

w' - u=0, en N=0 . (4.42)

We verwaarlozen de traagheidskrachten ten gevolge van de rotatie van

de doorsnede:
2. =0 . _ , (4.43)
Dit is consistent, omdat we ook de adschuiving verwaarlozen (vergelijk

Iv. 1., iii)).
Met (4.42), (4.43) en (4.37) gaat het stelsel (3.67) over in
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a2
Q' =aps =2, @=0),
at2 1
2
Q =—apsa_:’.’
ot (4. 44)
M' + aQ =0, (M=Mj),
M=?(u"+),(I=I).

We kunnen hiermee twee vergelijkingen voor u en w opstellen, waaruit op

de gebruikelijke wijze de eigenfrequenties volgen

2 (o172
0 @D n=2,3,...) . (4.45)
pSa (n?+1)

De eerste trillingsvorm, welke voor n = 2 optreedt, ziet er uit als

iv) Trillingen loodrecht op het vlak van de ring

We hebben hier te maken met de verplaatsing v loodrecht op het vlak
van de ring en de hoekverdraaiing g van de doorsnede in de k-richting.

We moeten nu uitgaan van het stelsel (3.69), waarin

32y ' 52
£, = -ap$ &y y 2. =0, & = —pal —-E-. (4.46)
J atz 1 k P 3];2

Vergelijking (3.69) wordt dan

32
Q'=aps—""_" (Q=Q-)
M'+W-aQ=20, (M = Mi) s
2
W' -M= paIp 8 s (4.47)
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o= e -V, (1=1),
a? 1
(4.47)
8 ’
= (aB' +v") , (C, = 0 genomen).
a

We zullen dit stelsel niet algemeen oplossen, maar we zullen de

volgende twee speciale gevallen bekijken.

Zuivere torsie trillingen

In dit geval is v = 0.
Uit de laatste drie vergelijkingen kunnen we, na eliminatie van W en M
een vergelijking voor 8 = B(p,t) afleiden, welke we weer door separatie

kunnen oplossen, We krijgen voor de eigenfrequenties

(n=1,2,...) . (4.48)

Deze formule staat fout in [1] (pag.427, verg.(175)).

Gekoppelde torsie buigingstrillingen

We verwaarlozen nu in (4.47) de rotatietraagheid

2
Qk = =—pal 3—-[-3--.
P a2

Met de separatie

i(wt+ng)

A Y : (4.49)

vip,t) = An

krijgen we voor de eigenfrequenties

n(n?-1)

n=2 o 1
a \ﬁf;cff + E;‘)
W

w y, (n =2,3,...) . (4.50)

‘Literatuur

(1] Timoshenko, Vibration problems in engineering.

[ 2] Federhofer, K., Dynamik des Bogentragers und Kreisringeé.
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Stabiliteit onder cdnservatieve belasting

l. Knik van rechte balken

J
|
|
I{n
2
[l
/
i~

S
Y
¥

|
[}
!
y - - -
P
We beschouwen een ingeklemde balk, lengte %, buigstijfheid EIx’ welke
in zijn vrije einde belast wordt door een constante kracht P,
We bekijken de staaf in een uitgebogen toestand. Dan geldt voor het moment
in x~richting (zie 1.32))

2
M_= - EI 4V o P v - viz)T . (5.1)

X dz2

Verg. (5.1) tweemaal differentiéren naar z geeft
EIx v -+ P ‘V" = 0 » (' = """") ] (5-2)

De randvoorwaarden luilden

= - = 4 =
Z 0 HEA v 0 > (5-3)

z =2 ¢ v'=v"' = 0, (moment en dwarskracht nul),
Als we de homogene vergelijking (5.2) oplossen onder de homogene rand-

voorwaarden (5.3), blijkt dat we alleen dan een oplossing v ¥ 0 krijgen als

T2ET

P = P . = ——— L
knik 422

(5.4)

Aan deze afleiding is de naam van Euler verbonden.

Opmerking. Het verschijnsel knik valt eigenlijk onder de niet-lineaire
theorie., Immers in de lineaire theorie geldt de eenduidigheidsstelling,
zodat dan slechts &&n oplossing mogelijk is. Hier hebben we voor P > Pknik
echter meer mogelijke oplossingen, namelijk v = 0 en v # 0. Dit komt tot
uitdrukking in verg. (5.2) welke niet-lineair is. In de lineaire theorie
moeten namelijk zowel de verplaatsingen als de krachten infinitesimaal “zijn,
zodat dan de term: Pv" in (5.2) klein van de tweede orde is. Het is dus in

feite inconsistent om knikproblemen te behandelen met een lineaire theorie,
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Voor een theoretisch beter gefundeerde behandeling van de Fulerse knikstaaf
zij verwezen naar [1], (H.III, pag. S 31). De op deze manier gevonden knik-
waarden blijken zeer weinig(praktisch te verwaarlozen) te verschillen met

de Eulerse knikwaarde.

2. Knik van ringen

We verwaarlozen de lengte-verandering van de ring. Dit wordt bij knik-
problemen bijna altijd gedaan. De invlced op de knikwaarde hiervan is te
verwaarlozen klein.

We nemen dus

w'-u=20, ' ('335 . (5.5)
Verder is, volgens (3.67)5
EL,
M, = —L (' ") . (5.6)
a

Met (5.5) en (5.6} krijgen we

M 2
u" a

+u=-ﬁ-i-—-, (M=Mj,I’Ij)| (5¢7)

We zullen ons hier beperken tot het voorbeeld van een ring onder hydro-
statische druk.

We beschouwen een ring belast door een constante druk p, welke loodrecht op
de ring staat (in het vlak van de ring). Voor er knik optreedt blijft de
ring cirkelvormig en zijn alle grootheden onafhankelijk van ¢. De belasting

p staat nog zuiver radiaal, dus

fi = p.a, - fk‘= . - {(5.8)
- [ - 1.2’5
Hiermee krijgen we uit (3.67)
N=-a.p, Qi = M.j =0 . {5.9)

Voor de knik staat de kracht in de ring dus loodrecht op de straal.
We gaan nu een situatie bekijken, waarbij de ring een heel klein beetje is
vitgeknikt. We nemen aan dat nu nog steeds de kracht in de ring loodrecht

op de straal staat, en we zullen aantonen dat hiermee aan de evenwichts-

vergelijkingen is voldaan.
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. Omdat g zeer klein is, geldt

. 1 dr
cos a s 1, sin ¢ R o W ;-E; . {5.10)

i
Voor het evenwicht in i richting krijgen we (zie figuur)
S(p)sin(4 dp) + S(p+dp)sin(} dg) = - pr cos o dg ® - pr dp, (5.11)

of
S(p) = = pr . . (5.12)
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e
De evenwichtsvergelijking in k-richting luidt

~S(e)cos(} do)} + S(p+dp)cos(} dg) = —-pr sin o d¢ = - pr'de, (5.13)
of _
s'(9) do = ~pr' , (5.14)

waaraan 1s voldaan met (5.12).
Voor het momentevenwicht om het punt A geldt
~M(9) + M(¢+dg) + BC - S(p+dg) = O ,

. of, met BC = r'(p) d9 , en (5.12) :

M'(9) = prr' do . | - (5.15)

Dit geeft
M= jprz + C . (5.16)

Voor r = a (ongeknikte toestand) is: M = 0, waaruit volgt

C = -ipa®. (5.17)

Hiermee wordt {(5.16)

M= -ip(a? - r2) , (5.18)
We substitueren in (5.18):
r=a-u,
! en bedenken dat: u << a, waarna (5.18) overgaat in
M = -pau . (5.19)

Substitutie wvan (5.19) in.(5.7)'leidt tot de volgende differentiaalverge-

lijking voor de plaatsing u

3
u o+ 0+ B8y ya=op, (5.20)
E1 |
De oplossing van (5.20) luidt
u{p) = A cos k ¢ + B sin k ¢, (5.21)

met

k = l+&3
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Uit de voorwaarde

u(p) = u(e+2m) ,

volgt dat k een geheel getal moet zijn, en aangezien, voor p > 0, steeds
k > 1 is, zal de laagst mogelijke waarde van k zijn: k = 2, De hierbij

horende laagste knikwaarde is

p = 3EL (5.23)
kn a?

Van twee andere voorbeelden zullen we alleen de laagste knikwaarde geven.
Dit zijn
i) ring onder centrale belasting; hierbij blijft de, conrstante, kracht

steeds naar het middelpunt van de ring gericht:

9 EIL
E . (5-24)

Q»lm

P
kn
ii) ring onder constante kracht (constant in grote én richting, zogenaamde
dead load): '

P = 2 —. ' . (5.25)
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We bekijken de balk in een weinig uitgeknikte toestand (u, v en ¢ : klein).

De momenten in een z-doorsnede zijn dan

Mx = P(%~z) ,
MY=D'

M = -P [u(®) - u(z)] .

Met behulp van de volgende tabel van richtingscosinussen

X y z
£ | ® -u'
n |-y 1 -v'
r |u v' 1

krijgen we voor de momenten langs de hoofdassen van de doorsnede:

M_ = P(%-z) + 0 + Plu{) - ufz)Iu' = P{a-z) + .;.. .

£
Mn = _P(R—z)w + 0 + P[u(ﬂ-) - u(Z)JV' = —P(E—z)ql + oooko »
MC = P(g-z)u' + 0 - P[u(l) - u(z)].

Nu gelden volgens (1.29) en (1.32), als we bedenken dat

2 2
d“u ~ d%u d u - d%v
— 4 en — s

dg? dz? dz? dz?

(5.26)

€y My T

(5.27)

(5.28)

de volgende relaties tussen de buigende momenten en de verplaatsingen

I "=M = -P(&~
EYU n (2-2)9 ,
"= -M = -P(f-z) .
EIx v £ (&-z)
Verder is, als we de torsiestijfheid §, moemen

s, ¢ = M, = P(2-z)u' - Plu(f) - u(z)l.

(5.29)

(5.30)

Door uit de vergelijkingen (5.29)] en (5.30) u(z) te elimineren krijgen we

de volgende differentiaalvergelijking voor ¢(z):
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¢" + a*(2-2)2¢ = 0, a2 := S (5.31)

\/EI S
Yy w
De bijbehorende randvoorwaarden luiden

z=0 :0¢ =20,

z=4 :¢"'=0 (5.32)
Verg. (5.31) is te reduceren tot een Bessel-vergelijking, welke als op-
lossing heeft

p = Yw [A Jlla(gazwz) + B J41/4(iazw2)3, (5.33)
waarbij w := -z, (5.34)
De randconditie (5.32)2 geeft

A=0, (5.35)
en (5.32)]

B J_l/4(5a222) =0. (5.36)
Er is dus alleen eeﬁ niet—triviale oplossing (p # 0) mogelijk als

J_I/A(iazﬂ,z) = 0. (5.37)
De kleinste waarde voor a die hieraan voldoet is

al = 2 ,
waaruit voor de laagste kiepwaarde volgt

4VEI S
P, = -——-—-ﬁ—-‘-" . : (5.38)

Voor kiep van ringen zi) verwezen naar [2].

. 4. Thermische knik van rechte balken

We zullen alleen het volgende voorbeeld behandelen: een balk, welke
in zijin einddoorsneden is opgelegd, wordt verwarmd, waarbij de temperatuur

over de doorsnede en over de lengte van de balk mag veranderen.

X
A . ;

. .
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We nemen een rechthoekige doorsnede (hoogte h) en we veronderstellen dat

de temperatuur T niet afhangt van de y-codrdinaat, dus
T = T(x,z) . (5.39)

Aangezien de temperatuur niet uniform over de doorsnede is, ontstaat er een

buigend moment in de y~richting, dat gelijk blijkt te zijn aan

) ) h/f2
-1, & = -pr L (2200 J ofT(x,z) - T Ixdx}, (5.40)
¥ 422 T ¥ 422 h3 °
-h/2
waarbi] o = lineaire uitzettingscoefficient,

]

o temperatuur van de onverwarmde balk.

We krijgen dan de volgende vergelijking voor de uitgebogen balk
2
Y 2 d“k
d“+E§ dw ,_T.yp, (5.41)
dz* y dz2  dz?

waarin P de normaalkracht is, die in de eindpunten A en B op de balk werkt.

De randvoorwaarden voor u(z) luiden

z=0, enz=4§: u{z) = 0 , M.y =0 . (5.42)

Deze laatste conditie betekent hier dat wvoor
2
z2=0,enz=28:%% 4+ =0. (5.43)
dz? T

Hiermee kan (5.41) worden geintegreerd tot

2
YU 2y 4k = Az + B =0, k e\, (5.44)
dz2 T \ EL

We willen nu nog de normaalkracht P uitdrukken in de rek wvan de balk.

Er geldt (bedenk dat P een drukkracht is)

P
E-g = —ezz + ET . (5-45)
Hierin is
h/2
ep = 1%2- [ alT(x,2) = T 1 dx : de thermische rek, (5.46)
~-h/2

en e de niet-lineaire rek in z-richting (niet~lineair omdat elk knik-
2z

probleem niet-lineair is), welke gelijk is aan

B e L

B T A T
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2 2
)+ (i‘zi) 1. (5.47)

_ dw du, 2 dv
=5 * 5[(52) + ( )

zz dz
. _ . ' o dw, 2 . Cdw
Nu is v = 0, terwijl we verder (EE) verwaarlozen ten opzichte van (E;).

Hiermee gaat (5.47) over in

_ dw

du, 2
e . =5 + %(E; . {(5.48)

Substitutie van (5.48) in (5.45) geeft

_ _Gw _ ,.du 2
= icd—z-) + e, | (5.49)

T

Integratie van (5.49), met gebruikmaking van de voorwaarde dat w = 0 voor

z=0en z = &, leidt tot

2 2
du, 2 2P%
= = - ==+ . .
J (dz) dz 5S 2 J e dz {(5.50)
0 0
We nemen de temperatuursverdeling als bekend aan en we veronderstellen deze
zodanig, dat we kunnen schrijven

oo

~ . OTZ .
Kp = I m sin (—E—J . (mh : bekend). (5.51)
n=1
We schrijven ook de verplaatsing u als een sinus-reeks
u = Iy sin (55 . | (5.52)
n=1 n L

De onbekenden van ons probleem zijn dan.un en P.

Substitutie van (5.51) en (5.52) in (5.44) geeft

o= -——-E—~———— . (5.53)
(—— - k?)

Met (5.53) krijgen we uit (5.50) de volgende vergelijking voor k (en dus

voor P)
2 oo . m.2 I i .
2 = 2.2
444 n=] EIT - g2y2 0

g2




Uit deze vergelijking is, met numerieke methoden, een approximatieve

waarde voor k te bepalen.
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VI. Stabiliteit onder niet—conservatieve belasting

vI.

1. Follower force

Onder een "follower force'" ver-

staan we een kracht welke steeds

'P

P tangentieel blijft aan de uit-
buigingslijn. Een dergelijke kracht
is niet~conservatief.

£ We noemen een kracht conservatief

N v(z) als de arbeid die door die kracht

verricht wordt bij de overgang van

een toestand in een andere, alleen

por - aamaan | afhangt van de begin- en eindtoestand.
Is dat niet het geval dan is de kracht niet-conservatief.

De volgende algemene stelling geldt

Stelling. Een kracht die ten opzichte van een lichaam een vaste richting

heeft is niet-conservatief.

=

_).
We zullen laten zien dat de arbeid die P verricht afhangt van de manier, waar-

Bewijs.

op van I naar II wordt gegaan. We beschouwen de volgende twee verschillende

wegen:

i) Draai eerst het lichaam zodanig dat B langs AB valt, transleer dan tot
A in B valt en draai dan weer tot toestand II. De verrichte arbeid is:
P x AB.

ii) Draai nu eerst het lichaam zodanig dat P loodrecht op AB staat en ver-

volgens weer als bij i). De verrichte arbeid is nu: 0.

Conclusie: de verrichte arbeid is afhankelijk van de weg van I naar II; dus

de kracht P is niet-conservatief.
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De in het begin van deze paragraaf gedefinieerde "follower force" behoort
tot de klasse waarvoor bovenstaande stelling geldt en is dus niet-
conservatief.

Voorbeelden van "follower forces" zijn: een tuinslang waar water uit spuit

of een straalmotor.

We zullen dit probleem eerst statisch behandelen en we zullen zien dat

deze behandelingswijze leidt tot een foutieve conclusie.

- We geven de staaf een zeer kleine uitwijking.

Voor het buigend moment langs de x-as geldt dan (zie (1.32)):

Eva" = -Mx = P[v(R) - v{(z)] - P p(f-2). (6.1)

De randvoorwaarden zijn

z=0:v=20,v =0,
Z'-".Q,:V:v(ﬂ,)’v'::(p. (6.2)
De algemene oplossing van (6.1) luidt:
v(z) = A cos(kz) + B sin(kz) - ¢(2-2z) + v(2), k =\/E§— : (6.3)
X
We krijgen alleen dan een niet-triviale oplossing (v # 0) als de deter-—
minant
1 0 -2 1
0 k ] 0 -0, (6.4)
cos (ki) sin(k®) 8]
=k sin(ki) k cos(k) 0 0
of
-sin? (k&) - cos?(k&) = -1 = 0, (6.5)

waaraan onmogelijk te voldoen is. Dus de enig mogelijke oplossing is

v(z) = 0, dat wil zeggen, er treedt nooit knik op. Deze conclusie werd rond
1925 algemeen aanvaard, maar we zullen door middel van een dynamische aan-
pak de onjuistheid van deze conclusie aantonen.

We gaan de staaf bekijken in de evenwichtsstand v(z) = 0 en geven de staaf
een kleine uitwijking zodat hij om deze evenwichtsstand gaat trillen.
Indien de amplitude van de trillingen klein blijft, noemen we de stand

v(z) = 0 stabiel; neemt deze amplitude echter steeds toe dan nocemen we hem
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instabiel. Als de staaf beweegt moeten we een verdeelde belasting van

traagheidskrachten, gelijk aan

32y
-pS — ,

at?

invoeren, waarmee de buigingsvergelijking overgaat in

. 2
Eva” sPy 4082 Y g, (6.6)
a2
We definigéren
s P
a t= %—i—- y k = B (6.7)
x x

en separeren v(z,t) :

v(z,t) = V(z) et , (6.8)
waarmee (6.8) overgaat in
v+ k20" - aw?v =0 . (6.9)

De oplossing hiervan is
V(z) = A cosh(klz) + B sinh(Alz) + C cosh(kzz) + D sinh(lzz) s (6.10)

waarbij

A= \//amz + k" - k% ;o Ay = V Vaw? + JK° % k2 ., (6.11)

De randvoorwaarden luiden

z=0:V=V" =0,

z =% :V'=V" = 0, (buigend moment en dwarskracht nul). (6.12)

We krijgen weer alleen dan een niet-triviale oplossing, indien de coeffi-

ciénten-determinant nul is. Dit is het geval als voldaan is aan

2aw? + k% + 2aw? cosh() %) cosh(h,2) +
+ k2/aw” sinhfr 2) sinh(a,2) = 0 . (6.13)

Uit deze vergelijking is w = w(k) te bepalen. Voor kleine k blijkt uw reeel

te zijn. Uit (6.8) blijkt dan dat v(z,t) begrensd blijft. Boven een zekere
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waarde van k wordt w echter complex, zodat dan v(z,t) in de tijd steeds
groter zal worden. De nulstand is dan instabiel. De kritische waarde wvoor P

waarbij dit optreedt is

EIx
En = 20,05 ;E—-. (6.14)

Hiermee is dus aangetoond dat een staaf belast door een "follower force"
wel degelijk kan knikken. De statische aanpak is in dit geval niet toege-

staan (voor de reden hiervan zij verwezen naar [1]).

f VI. 2, Torsie-instabilitelt

We hadden in de vorige paragraaf gezien dat een kracht welke een vaste
richting heeft ten opzichte van een lichaam niet-conservatief is. We zullen
nu bewijzen dat een moment dat een vaste richting heeft.in de ruimte ook
niet-conservatief is. Neem een moment W met een vaste richting, zeg de Z-
richting. Dan is de arbeid door W verricht gelijk aan Iﬁl maal de draaiing
om de Z-as. Nu is iedere eindige draaiing om de Z-as te beschouwen als de

| superpositie van een draaiing om de X~as en vervolgens een draaiing om de
Y-as (X-Y-Z-stelsel is vast in de ruimte). Bij deze laatste beweging is de
door W verrichte arbeid nul. Dus W is niet-conservatief.

We zullen als voorbeeld het probleem behandelen van een ingeklemde
rechte staaf welke in zijn vrije einde belast wordt door een normaalkracht
P en een wringend moment W welke beide vast in de ruimte zijn, P is dan

conservatief en W niet-conservatief.

z [u(zJ)
L7

r

We laten de staaf kleine trillingen uitvoeren om de nulstand. Door het
wringend moment W zal de staaf zowel een verplaatsing in x- als in y-

| richting krijgen. De vergelijkingen voor deze verplaatsingen luiden
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in . 3 2 2
EIy 3ty ‘U v + P.B u . 0 S.a u _ 0,
az4 3z 3 3z2 at? (6.15)
Y 03 a2 n2
Elxa—"--wi—‘i+P3—1+p s&¥ .9,
3zt 3z 3 322 il -

Hierin zijn de eerste, derde en vierde termen bekende termen. De tweede term
is afkomstig van het feit dat, omdat W een vaste richting in de ruimte

heeft maar de doorsnede van de balk draait, W in de doorsnede een bijdrage
tot het buigend moment zal geven evenredig met de afgeleide naar z van de

uitbuigingslijn.

We kunnen (6.15) weer oplossen door separatie.

We hebben hebben acht randvoorwaarden nodig. Deze zijn

0O:u =v =u' =v'=90,

fi

voor Zz

voor z = & M.x = My = Qx = QY = 0,

(6.16)

wat geeft
EIY W+ W =0,
EI V"—Wu'=0,

X (6.17)
EIy u''t Wwy'+Pu =0,

EIX v~ Wau" + P v 0, voor z = &,

We zullen dit probleem niet verder oplossen, maar we willen nog wel een be-
langrijke conclusie geven: als P > 0 is de nulstand voor elke waarde van
W ¥ 0 instabiel. De nulstand is in bepaalde gevallen echter weer wel stabiel

te krijgen door een klein beetje wrijving in rekening te brengen.

3. Koppeling van vlioceistofstroming en deformatie

We bekijken eerst de stabiliteit van een buis met stromend water.

We geven alleen de buigingsvergelijking (voor een afleiding zij verwezen

naar [3])

Tnbly e 2 2
EIx'§~— +m § C%E + U %" v +op s Y - o, (6.18)
an' x atz

met: m : soortelijke massa van het water,

U : snelheid van het watet.
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De tweede term in (6.18) is een gevolg van de beweging van het water in
de buis.

We kunnen dit probleem op de gebruikelijke manier oplossen door
separatie en door aan de randvoorwaarden te voldoen. We vinden dan een
kritische snelheid U waarvoor de evenwichtsstand v(z,t) = 0 instabiel

wordt.

Een tweede zeer belangrijk voorbeeld van instabiliteit ten gevolge
van de koppeling van vloeistofstromingen met deformaties vormt flutter.
Hieronder verstaan we het volgende verschijnsel: een elastisch lichaam
waarlangs een vloeistof stroomt gaat trillingen uitvoeren als gevolg van
de koppeling tussen de stroming en de deformatie. Flutter treedt bij-

voorbeeld op bij vliegtuigvleugels of bij grote bruggen (Tacoma-bridge).

We zullen hier een zeer vereenvoudigd model van flutter behandelen,
dat echter alle typische kenmerken van flutter in zich draagt.

Beschouw een staaf welke in een punt D via een rechte veer (veer-
stijfheid cl) en een spiraalveer (veerstijfheid c2) met de vaste wereld is

verbonden en die in D belast wordt door een kracht

L=A9%8. (6.19)
L
9
*D -
co
U 2
———ten——
c,v

Doorsnede van een vliegtuigvleugel

Dit is een vereenvoudigd model voor de doorsnede van een vliegtuigvleugel,

waarbij c,v de weerstandskracht is tegen verplaatsingen van het dwars-

krachténm;ddelpunt D en c26 het weerstandsmoment is tegen hoekvérdraai-
ingen van de doorsnede, terwijl L de lift is ten gevolge van de lucht-
stroming (snelheid lucht ten opzichte van vleugel: U) die behalve van de
hoek g ook een functie van U is. In ons model is dus & = A(U).

Voor meer uitgebreide studies over flutter zie [4] en [5].
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We kunnen dit vereenvoudigde model behandelen met Lagrange.

De kinetische energie van de staaf is

T=£m(\}—aé)2+£10 52, (6.20)

n

met: m massa van de staaf,

afstand van D naar Z,

mi? = massatraagheidsmoment om z-as door zwaartepunt Z.

il

0

De potentiele energie is

Us=t4ec vZ + | c, 82, ' (6.21)
terwijl we voor de gegeneraliseerde krachten krijgen

Q =46, Q =0. (6.22)

We krijgen met Lagrange hieruit de volgende twee bewegingsvergelijkingen

voor de staaf

mvV-ma6b+ c, V- As=0,

(6.23)
-mav+m (i2 + a2)e + ¢y 8 =0.
We lossen dit stelsel op door de substitutie
v=_C e%t , 8 =De"’. (6.24)
We krijgen alleen dan een niet-nuloplossing als de determinant van de
coefficienten C en D nul is, dus als
P, At o+ Py A%+ P, =0, (6.25)
met ’
2
2 C] c A
s ——— 3P, = D +[—E—1 22 (6.26)
i2+a2 m(i%+a?) m(i2+a2)
2
_ %1%
P4_ 1 .
m2(12+a2)

De oplossing (6.24) is stabiel als ) zuiver imaginair is. Hiertoe is het

noodzakelijk dat de discriminant van (6.25)

A = p22 -4 PP, » (6.27)

positief is.
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We kunnen A in grafiek uitzetten als functie van A :

A

e
‘N

We zien dan dat voor A < Al de discriminant A positief is en dientengevolge

A imaginair is. Voor A > Al wordt A negatief, zodat dan de wortels X toege-
voegd complex worden. De toestand wordt dan instabiel. We hebben hiermee

gevonden dat A, een kritische waarde van A, en aangezien A = A(U) ook een

1
kritische waarde van U, voorstelt waarboven instabiliteiten optreden.
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VII. Twee—dimensionaleé balkentheorie

VII. 1. Inleiding. Gegeneraliseerde vlakspanningstoéstand

We zullen in dit hoofdstuk een paar problemen voor balken met recht-
hoekige doorsnede behandelen, door deze balken te beschouwen als platen.
Hiertoe moeten we eerst iets zeggen over de theorie van dunne platen, welke
in hun vlak belast worden. We nemen aan dat de x-codrdinaat loodrecht op
het vlak van de plaat staat en dat de y- en z-coordinaten in het vlak van
de plaat liggen. De dikte van de plaat in x-richting nemen we: 2h. We spre-
ken van dunne platen als h veel kleiner is dan- de afmetingen in y- en z-
richting. We nemen steeds het oppervlak van de plaat (x = + h) spannings-

vrij. Dan moet

by ®=2Myy,2) =t (x=%h y,2) =t (x=%h,y, 2) =0

(7.1)
De evenwichtsvergelijking in x—~richting luidt (zie (1.6))
atxx thy thz
ax +- ay + az = 00 (7-2)

Passen we dit toe op de punten x = + h dan zien we met (7.1) direct dat

thx
[ Ix ]xé:h =0. (7.3)

at
Dus aan de rand van de plaat is zowel t__ als zijn afgeleide [ XXJ gelijk
XX X 1

aan nul. Voor dumne platen is het dan een goede benadering om txx overal nul
te nemen.
We integreren de evenwichtsvergelijkingen (1.6) over de dikte van de

plaat, wat met (7.1) leidt tot

ot 3t
XZ + XZ = 0 s
3y 9z
ot 3t .
+ =
5y —Egé- 0, (7.4)
. at At
—JZz 4 2z . g .
Ay ¥

waarin ?ij de gemiddelde spanningen zijn:
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h
tij(y,z) =55 J tij(x,y,z) dx . (7.5)
-h
We hebben alleen verplaatsingen in het vlak van de plaat: v(x,y,z) en
w(X,¥,z). We definieren de gemiddelde verplaatsingen
h h
— 1 - 1
V(YSZ) = 'i'l,_] J v(x,y,z) dx, W(y,z) = '2_1_{ J W(X,Y,Z) dx. (7-6)

Hieruit volgen de gemiddelde deformaties

I’ _ o s =3
yy 9y ? zz 9z
- - (7.7)
-, W
®yz = } (Bz * y”

Volgens de wet van Hooke gelden de volgende relaties tussen de gemiddelde

spanningen en deformaties

-1l . =1 T
eYY " E (tyy M tzz) ’ eyz 2G tyz ’ -
(7.8)
— -_]_.._. _ —
€22 T E (tzz v tyy) :

Met de vergelijkingen (7.4)2’3, (7.7) en (7.8) hebben we een stelsel van

acht vergelijkingen voor de acht onbekenden tyy’ tyz’ tzz’ eyy,E;z,E;z,v _—
Hebben we een probleem dat door deze vergelijkingen beschreven kan worden,

dan spreken we van een gegeneraliseerde vlakspanningstcestand. Het probleem
van een plaat in zijn vlak belast behoort tot deze klasse.

We voeren in de zg. Airy—fﬁnctie: 2 (y,z) door

- 32 - 52 — 324
t = ‘—'—E" s tZZ = '__2 ) yz = - axay . (7'9)
¥y 3z2 ay2
Hiermee is identiek voldaan aan de evenwichtsvergelijkingen (7.4)2’3.
Uit (7.7) volgt de compatibiliteitsvergelijking
‘afg QZE a2e
—J¥ . Zz2 o 9 Y2 (7.10)

322 372 9yaz
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Met (7.8), (7.9) en (1.10) volgt hieruit de volgende bipotentiaalverge-—
lijking voor ¢(y,z)

3k

Y 4
pe =224 20 L0809

ay® ay23z2 3zt

0. (7.11)

We zullen bovenstaande theorie gaan toepassen op een paar balkproblemen en
de resultaten vergelijken met de elementaire balkentheorie.

In de volgende paragrafen zullen we de strepen boven de verplaatsingen,
spanningen en deformaties weglaten, maar deze grootheden stellen nog wel
steeds de gemiddelde waarden over de dikpe voor. Verder zullen we de dikte

normaliseren op &&n: 2h = 1.

2, Ingeklemde balk in einddoorsnede belast door dwarskracht
i

£

AN
O

‘ We beschouwen een balk met een smalle rechthoekige doorsnede welke
in zijn einddoorsnede (z = L&) belast wordt door eemn dwarskracht P. We nemen
aan dat de schuifspanningen in de doorsnede z = £ '"goed verdeeld" zijn
(we komen hier later op terug).

Een oplossing van (7.11) is

6

1
o(x,y) = — A (x-2) y% + B xy, (7.12)
met A en B nog nader te bepalen constanten. We zullen laten zien dat we met

deze vorm, onder bepaalde aannamen, aan de randvoorwaarden kunnen voldoen.

Uit (7.12) volgt met (7.9) voor de spanningen

= = - — 2 = -
tyy 0, tyz B 1 A vye, tzz Alx-2) v. (7.13)

De randvoorwaarden op y = + ¢ luiden

t. =t =0,
¥y yz

waaraan is voldaan door

B=-4} A c2 (7.14)
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Verder moet tyz als resultante de dwarskracht P leveren

C

- - - 1 3
P J tyz dy 2B ¢ 3 A . (7.15)

-C

Uit (7.14) en (7.15) volgt

a=*_ 5-- %E-. . (7.16)
2c3
Met
- e 2 .3 : :
I IX 3 c, | (7.17)

krijgen we dan voor de spanningen

- P(x-2)y =P 2o 2 -
tzz I s tyz 7T (c vy 1:yy 0. (7.18)

Dit komt volledig overeen met de elementaire oplossing zoals we die in
hoofdstuk I gevonden hadden (vergelijk (1.34) en (1.39) met b =1, h = 2¢).
We moeten echter bedenken dat dit alleen dan de exacte oplossing voorstelt
indien de spanningen in de einddoorsneden z = 0 en z = & verdeeld zijn
volgens (7.18) (we spreken dan van "goed verdeeld"). Indien de krachten en
momenten in de einddoorsneden niet op deze wijze zijn verdeeld zal de op-
lossing volgens (7.18) niet correct zijn aan de einden van de balk, maar
volgens het principe van de Saint-Venant zal hij weer wel correct zijn in

doorsneden welke op enige afstand van de beide einddoorsneden liggen.

Met (7.8) en (7.18) krijgen we voor de deformaties

P VP (2-2z)y
= = — (i- R R mee——a——td
"2z TRy Bl (7.19)
=2 (a2 2
eyz 4GI (c 7%)

Aangezien deze deformaties compatibel zijn kunnen we hieruit de verplaat-

singen bepalen. We krijgen

- P(=2)2y  vPy3 Py3
wiysz) = =97~ Y eEr “er T YD

(7.20)

P(=z)y%  P(2-z)® . 3Pz _
V(y,z) = ZEI)Y + 6EI + 4CG Cz +F ]
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waarin C, D en F integratieconstanten zijn, welke starre-lichaamsver—
plaatsingen representeren.
Deze constanten kunnen op verschillende manieren bepaald worden. We nemen

op de eerste plaats aan dat de oorsprong (y = z = 0) op zijn plaats blijft.

Dan moet
v{0,0) =D=20,
(7.21)
_ Py ~ Py
W(0,0)fgﬁ:—]—:+F—0=>F=-EH.

Voor de bepaling van C moeten we de rotatie van de balk in het y-z-vlak om
het vast punt O uitsluiten. We kunnen dit onder andere op de volgende twee

manieren realiseren

i) We nemen aan dat de as van de balk in 0 horizontaal blijft.

Dan moet

3
5 09 =0,2z=0) =0, | (7.22)

ii) We nemen aan dat een verticaal stukje van de doorsnede in 0 gefixeerd

is. Dan geldt
aw
3y =0 z2=0) =0. (7.23)

Beide situaties zijn hieronder in figuur gebracht.

av _
[E]o =0

In het eerste geval is

2
P + 3P

C=- 1 * %"

(7.24)
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Hiermee krijgen we voor de verplaatsing van de neutrale lijn

P(2-z)3 + P22z

_ Py3

vo(2) = v(0,2) = =5 2E1

65T (7.25)

Voor de zakking van het eindpunt van de balk krijgen we

P23  pg3
v () = =5= = ——
s 3EI 2Ec3

(7.26)

wat overeenkomt met de zakking in de elementaire theorie volgens (1.44),

indien we de zakking ten gevolge van de afschuiving verwaarlozen.

Voor het tweede geval krijgen we

P22
T (7.27)
Dan is
_P(2-z)3 Pa?2z _ ped
Vo8 = 58T~ * ZET " GEI ' 4G’ (7.28)
en de zakking van het eindpunt
o 3E1 4eG ' .

Deze laatste term is juist de correctie ten gevolge van de afschuiving in

de elementaire theorie volgens (1.43) (met b + 1, h > 2¢, P > 2P),

De correctieterm is in de balkentheorie (c/2 << 1) te verwaarlozen. Het

onderscheid tussen de randvoorwaarden (7.22) en (7.23) is in de balkentheorie

dus irrelevant.

VII. 3. Opgelegde balk met verdeelde belasting

‘KI_.A.___ e .
2

We nemen de balk opgelegd in de eindpunten A en B en veronderstellen dat de

reactiekrachten "goed" over de doorsnede verdeeld zijn. Dit betekent in

feite dat we alleen dat deel van de balk bekijken dat gelegen is tussen
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twee doorsneden die op enige afstand van de eindpunten liggen.

De randvoorwaarden voor de spanningen zijn -

oOpy=c¢: t = t = 0,
vy vz : (7.30)

o = —c3 € = t = -~
PY vz » Yoy q,
en opz==+ £ :

c

J tyz dy = + q 2, J t., dy = J tzz ydy =0 . (7.31)
-c ~c -c

Een spanningsverdeling die hieraan voldoet is -

= oL (25 - 23
tzz 2I(Zy 3Y)+Ay'
t = - 4 (.l. y3 -c2y+-gc3) (7.32)
¥y 21 '3 3 : '
= -4 (02 - g2
tyz 3T (c ve) z.

A is een constante welke volgt uit (7.3})3 (aan de andere voorwaarden is

voldaan):

, |
A=3 (i——%) ) (7.33)

Hiermee krijgen we voor de normaalspanning in z-richting

3 g2 .2 9 2.3_2 2 _

De eerste term in (7.34) is de spanning volgens de elementaire sterkteleer.
De tweede term is een correctieterm, welke ten opzichte van de eerste van de

orde (c¢/2)2 is, en dus in de balkentheorie te verwaarlozen is.

Als we aannemen dat de oorsprong ( geen verplaatsing heeft in z-richting en

een .verplaatsing: § in y-richting, dan krijgen we voor de verplaatsingen
w(zyz) =~ 3= (222 - d23) y + &y3 - 2 cBy) 2 + viy? - o2y + 22 2]
’ EI 3 3 5 3 3 }

(7.35)
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1 1 2 1
v(y,z) = - E%"]‘._‘ [T‘E‘yq - —2'\’.‘.2y2 + —§c3y + \){-2—(22- 2_2) Y2 +

duw Yoo oo 2 1w _ 122 1 2,29
MGARE AR S P S MR

De zakking 6§ kunnen we bepalen door aan te nemen dat de punten A en B niet

in y-richting verplaatsen, dus door te stellen

viy=0,z=4%2) =0, (7.36)
wat geeft
T U R b I
S w3 22 tgwis
_5 gt gy’ |
=% TET Ly + 0((2) 1 . (7.37)

De tweede term in (7.37) is een correctieterm als gevolg van de verplaatsing
door afschuiving, welke in de balkentheorie wordt verwaarloosd.
Uit de uitdrukking voor w(y,z): (7.35)l zien we dat voor dit probleem de

neutrale 1lijn niet exact gelijk is aan de lijn y = 0. Immmers voor y = 0 is

w(0,z)

vgz
5%—# 0. (7.38)

Doox (7.35)2 voor ¥ = 0 tweemaal naar z te differentieren krijgen we

0o _ q [(22 - z2)
EI 2

4 ]
2 — )
+ e Qg + 3 v)]

(7.39)

M=) L, ge® 4 L1
=30 T Gtz

Dus verg. (1.32) geldt hier niet exact, maar de afwijking is weer 0((c/%)?),
waarbij we moeten bedenken dat alle bovenstaande resultaten niet gelden in

de buurt van z = * %.

VII. 4. Cirkelvormige balk belast door buigende momenten
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In poolcoordinaten luidt vergelijking (7.11)

2 2 2 2 .
M¢=(ﬁ_+lg_+_1__3_._) (8_2+1£+1_12)=0, (7.40)
pr2 T 9T 12 32/ \3p2 T 9T L2 352

terwijl de relaties (7.9) overgaan in

2
ber © %’3% + 22 ’
2 2
r” 98 (7.41)
e 2% . _1 32 _13%
E ] -___-—_-_.'—-_.
86 L3 t6 98- T 9790

Bij zuivere buiging is het moment in iedere doorsnede hetzelfde, dus on-—
afhankelijk van 6. Dan moet ook

3¢

F

waarmee (7.41) wordt

t =

e g% Looe. =32 . -0, (7.42)

H|—

We hebben de wvolgende randvoorwaarden

i) tre = 0, langs de hele rand, (7.43)

ii) tp = 0, voor r =aenrcr ="h, (7.44)

- iii) de normaalspanningen t__. zijn''goed" verdeeld op de randen:

688
8§ =0 en & = o en hebben als resultante

b b
J tee dr =0, J- tee r dr = -M. (7.45)

a a
De algemene opleossing voor & = ¢(r) van (7.40) luidt
8(r) = A log r + B r?log r + C r2 + D. (7.46)

We substitueren deze uitdrukking in (7.42) en de aldus verkregen spanningen

in (7.43) - (7.45). Aan (7.43) is triviaal voldaan, terwijl (7.44) geeft

A +B (1 +21loga)+2C=0,

a2 (7.47)
A =

=~ + B (1 +21loghb)+2C=0.

b2
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Aan (7.45)] is met (7.44) identiek voldaan, immers

I t,, dr = Eii dr =40 =b t | (r=b) - a t (r=a) = 0 .(7 48)
8o dr? dr Y TY ’ ’
a a a

en (7.45)% geeft

b b
dZe _
t_rdr = T ——= dr = ¢(r=a) - &(r=b) = =M,
9° dr?
a a

of
Alogb+ BbXogb+Cb2~Aloga- Baloga~-Ca?=M (7.49)

Met (7.47) en (7.49) hebben we drie vergelijkingen waaruit we A, B en C
kunnen oplossen (de constante D is niet interessant). Deze constanten zijn
alle evenredig met M.

Als we definiéren
2 2
N := (b2 =~ a2) -~ 4 a2b2(log E) . (7.50)

dan krijgen we voor de spanningen

_ 4M _a®b? b 2 S T
trr S C ~ log (a) + b? log (b) a¢log (a)].
= - iM - aZb? log CE) + b210g GE) - azlog (E) + b2 - a?] (7.51)
00 N 2 a b _ a ’
tre = (),

1 ‘ I 3u av v
B — B - -— B o e o m—— = =
rr 3T E (tpp ~ v tae) » 280 " T30 T ar T 0
(7.52)
1 3v u ]
AR e — -_— O — - t
6 "Tao Tr E (Fgp ¥ rr)

waarbij de verplaatsingen u en v nog wel functies van & kunnen zijn.

Opmerking: de neutrale lijin wordt gedefinieerd als de lijn waarop €og ™ 0.

We zullen dadelijk zien dat de neutrale lijn voor dit probleem niet gelijk

is san de centrale lijn: r = r = } (a+b)
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Uit (7.52) krijgen we voor de verplaatsingen

u = %-[— iiiflé + 2(1-v) B r log r - B(1+v) T + 2C (i-v) r] +
+ H sin 9 + L cos 9, ' (7.53)
v = %E r 8+ Fr+Hcosd -L sin 8.

Hierin zijn F, H en L constanten welke we bepalen uit de voorwaarden

v

u=vs=—= 0, voor 8§ = 0, ¥ = r - (7.54)
We krijgen dan
F=H=0, (7.55)
L = - l—[- (1+)A +2 (1=v) Brlogr - B (l+v) r + 2C (1-v) r 1,
E r, o o] o 4]
waarmee
v = %E-r g - L sin 8. (7.56)

Uit (7.56) volgt als belangrijke conclusie dat bij zuivere buiging van ge-

kromde balken vlakke doorsmeden vlak blijven.

We zullen tot slot nog kijken naar het verband tussen de kromming
van de neutrale lijn en de buigende momenten. We zullen aantonen dat de
kromming en het moment evenredig met elkaar zijn, zoals in de balken-
theorie algemeen wordt aangenomen.

Noemen we de straal van de neutrale 1lijn p, dan volgt p uit

1 9v , u
ege (TP = (T35 * Py =0 - (7.57)
Uit (7.53) en (7.55) volgt dan
A 4B
- ;0) +22-0, (7.58)
waarin
Ap) 1= - %L'Lliglé + 2{(1-v) Bp logp = B (1+v) p + 2C(1-v)p 1,

(7.59)

De p volgens (7.58) is ongelijk aan r .
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Voor de bepaling van de kromming van de neutrale lijn gebruiken we (3.62)3.
Bedenk dat hierin u de radiale verplaatsing gericht naar het middelpunt van
de ring is en w de tangentiele verplaatsing. Door in (3.62)3 a, u, W en s te
vervangen door resp. p, —u, v en p8 krijgen we voor de extra kromming van

de neutrale lijn

2 .
k= -1 _g7u I dv (7.60)
p2 de2

Substitutie van (7.53) met (7.35) geeft
K = e ‘ ‘ (7.61)

en aangezien B evenredig is met M is hiermee bewezen dat de krommings-—

verandering « evenredig is met het buigende moment M,

5. Cirkelvormige balk belast door dwarskracht
P

i —

We bekijken alleen als een voorbeeld bovenstaand probleem. Hierin is
het buigend moment in een doorsnede § evenredig met: sin 6. We stellen

daarom
p(r,0) = £(x) sin g. (7.62)

In oplossing in deze vorm van (7.40), welke voldoet aan de randvoorwaarden

= =, voorr =aenhb
trr tre ?

en de voorwaarde dat de spanningen "goed" verdeeld zijn over de doorsneden

g =0en o = 7/2 is
f(r)-Ar3+'1—B:-+Cr+Drlogra (7-63)

We zullen deze oplossing niet verder uitwerken (zie [1], § 31).

We geven alleen een paar resultaten.
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Voor 8 = 0 :

tee =0 _
- (7.64)
R acb® _ 1 .2 2
tre TN [r + r (a® + b%)1,
met
Noi= (a2 - b2) + (a2 + b2) log (), (7.65)
Voor B = w/2;:
tre =0,
- (7.66)
. P ~a’hh” 1 2,2
tag = § [3r " (a® + b°)1.
We bepalen de verplaatsingen onder de voorwaarde
u=v-= & . 0, voor 8 = /2, r = r . (7.67)
ar ? : )

We krijgen dan voor de verplaatsing in r—richting van het punt ¢ = 0, r = ros

2412
u(r_,8) = - e tb )P (7.68)
EE(az—b2)+(a2+b2)1og(E)]
Als (b—-a) =: h << a, kunnen we (7.68) benaderen door
u(r_,0) = - A2E (7.69)
° Eh3

een uitdrukking die overeenkomt met de klassieke balkentheorie.

Literatuur.

(1] Timoshenko & Goodier: Theory of elasticity (H 3 en 4).
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VITI. Plasticiteitstheorie van balken

VIII. 1. Rechte balk

We beschouwen eerst een rechte balk met rechthoekige doorsnede onder

zuivere buiging.

oz T T

In het elastische gebied geldt (zie (1.31) en (1.32))

t =

Ey
zZ R

s (R : kromtestraal),
{(8.1)

' x R 12R

Als we M groter gaan maken, treedt er op zeker moment vlcei op. Dit zal
gebeuren als de maximale spanning, welke zit in de punten y = + h/2,
gelijk wordt aan de vloeigrens: g, We nemen aan dat er geen versteviging
optreedt, wat betekent dat de spanning in het plastische gebied niet gro-
ter dan 9, wordt. We kunnen dan de volgende spanningsverdelingen in de

balk krijgen

plast.

Ch

NN ==

a ad

o g c

o o o
Elastisch Begin vloeien Elasto-plastisch
Bij het begin van vloeien, dus als: Itzz (y =+1n)| = o, hebben we de
spanningsverdeling
20 ¥
f o= =2, (8.2)
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= » » + = *
Het buigend moment is in deze toestand gelijk aan het zg. grensmoment M ,

met
h/2
M o= t dy = 1 bn2g (8.3) '
zZ yday 6 o ] .
-h/2 .
en de bijbehorende kromming is %
)
o] G
* = _l._ = -_..0 ‘::
K e (8.4) 3

We gaan nu kijken naar het elasto-plastische gedrag.

In het elastische gebied: |y| < th, geldt

£ =2 (8.5)

en in het plastische gebied: |y| > zh,

Het buigend moment is nu gelijk aan

zh ) h/2
ooy 2 ] 1 2
M=2b j oh dy + 2b J GOY dy = Go bh (Z-- §-g Y. (8.7)
0 ch

Formeel treedt volledig plastisch vlcoeien op als £ = 0 wordt. Praktisch
wordt deze toestand nooit bereikt, omdat dan de spanning in y = 0 dis~
continu zou worden. Als de balk volledig plastisch wordt bezwijkt hij (er
is geen versteviging). Het bezwijkmoment M** vinden we docr in (8.7) :

z = 0 te stellen. Dit geeft

* &

M* =~ ¢ bh?. (8.8)

1
4 o
De verhouding tussen grensmoment en bezwijkmoment is dus voor een recht-

hoekige doorsnede

v o3 (8.9)

. , . . 16 . . .
Bij een cirkelvormipe doorsnede is: v = 3 en bij een ruitvormige: v = 2,0.

In het elastische gebied blijven steeds (ook als M > M*) de vergelijkingen

(1.30) en (1.31) geldig, zodat in dit gebied
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ZZ

Aangezien de spanning continu is, geldt op de grens van het elastische

met het plastische gebied (y = + Ch)

Ech

t =—2==g
ZZ R o
of

o]
Q

] —

Ech °

Git (8.7} en (8.8) volgt met (8.4) en (8.12)

1 /R

3 *

M
*k
M R

. , . *
Hieruit volgt voor de kromming van de balk als M <M < M**

1 1 1

K = o = i e, (8.14)

R *
S EYSR
M

De kromming is dus niet meer evenredig met het buigend moment.

We zullen bovenstaande resultaten toepassen op het volgende voorbeeld:
P
B 12 A

+ Lk

Voor z 2 0 1s het moment

M=P(2-z) . . (8.15)

Het maximale moment treedt op in z = 0 en is gelijk aan

Mo = PR (8.16)
Als

M =M =lwn2g , (8.17)

max 6 0

* . 8
treedt er in z = 0 vlioeien op. De grenskracht P waarbij voor het eerst

vloeien optreedt is dus

bhlg

P* = o (8.18)

62

t = %; , woor |y| < th. (8.10)

’ (8.11)

= .2 (8.12)

2
=1 ~ %_EZ =1 - u.<l_) . (M* <M < M**), (8.13)

R P e
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Stel dat er vloeien optreedt, dus dat P > P".

S

i( {? N
P } !hgitz)

In het elasto-plastische gebied (z < zv) geldt volgens (8.7) voor het

vloeigebied.

moment

M=o th[E‘; - L2y, | (8.19)

1
3
De moment gelijk stellen aan het moment volgens (8.15) leidt tot de volgende

vergelijkingen voor 5 (z):

3-412() =2 &8 @ (8.20)
P

De grens van het vloeigebied is dus paraboolvormig.
Voor z = 0 krijgen we

4 52(0) = 3 - 22, (8.21)
P

"

Bezwijken treedt op als z(0) 0 wordt. Hieruit volgt voor de bezwijkkracht

bh%g
Q

_ 3 -
P —2P 7 . (8.22)

Opmerking. Bij bovenstaande oplossing zijn de schuifspanningen niet in

rekening gebracht. Deze verwaarlozing is geoorloofd bij lange slanke balken.

Voor de verplaatsingen gelden de volgende relaties:

i) in het elasto-plastische gebied (z < zv) volgens (8.14)

1y 1L
R 2 *
dz R WS(I _ T*)
M
200 1 * *k
= , (M <PL <M (8.23)
Eh/3 P
1 - — (2)




ii) in het elastische gebied (z > zv) volgens (8.1)

1 d?v M

R dz? Ix

We voeren de volgende dimensieloze grootheden in

— z — 2Eh
z 1=, V= v, m

o 42
o

PL

v M
T ’ *%
M M

£ oa= I

93.

(8.24)

(8.25)

In deze grootheden uitgedrukt luiden de vergelijkingen (8.15), (8.23),

(8.24) en (8.20)

m= f{l-z) ,

1" 4 1 (_Z—<;v)a (1 =d___) .

Ve —_— =,
V3 V1-f+fz dz

v'= 6ém , (z > EV),

en
3 -4 z2(z) = 38(1-2)

We vinden de grens van het elasto-plastische gebied door in (8.28)

r(z) = }, voor z = E; .

te stellen., Dit leidt tot

Uit (8.27) vinden we, met de voorwaarden:

0, voor z =1,

v

v'=0, voorz=0,

en v en v' continu voor z = z, »

voor de doorzakking van de balk:

voor 0< 2z < zv

16
3£2/3 27€2  £/3

v(z) =

(-g+£2) 2% - B9+ & T oy

(8.26)

(8.27)

(8.28)

(8.29)

(8.30)

(8.31)
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A
—

voor: zZ =2

V(@) = [f —%+—-§——/1-f] + [-3f +%-—§—/1-fj'z'+
3 £/3

+ 3fz% - f2° , (8.32)

Bij bezwijken, dat wil zeggen bij f = 1, is

- — 16 — —_
v{z) = ;7% 23/2 - g% » 0 £z < % . (8.33)
V@) =-3+z+322-2% Loz <,

3

De maximale doorzakking, voor z = 0, is dan

§0

;(0) = -E"i

s of v(0) = = —= ~—— . (8.34)

2.Bezwijkanalyse (limit analysis)

We zullen hier het volgende probleem behandelen: gegeven een bepaalde

" constructie onder een zekere belasting; gevraagd de grootte van de belas-

ting waaronder de constructie bezwijkt.
We zullen hier volstaan met een paar eenvoudige voorbeelden. Voor
toepassingen op meer ingewikkelde constructies zie [1], H 1,2 en 3, en

(2], H 8.

Als eerste voorbeeld bekijken we een ingeklemde balk belast door een

dwarskracht,
1 ()
ﬂ P i
M ’ 1
P:P**
We weten uit de vorige paragraaf dat bezwijken optreedt als
o W

We nemen nu aan dat op dit moment de inklemming een scharnier wordt met
=k . . .

een constant moment M . We sprekenm hier over een '"plastisch scharnier"

. ** .

in A, Als dan P > P wordt zal de balk gaan draaien om het punt A. De

*
balk kan dus nooit een last groter dan p* dragen,
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Als tweede voorbeeld bekijken we de volgende eenvoudig statisch onbepaalde

constructie,

%A £ LP £ 72%7

We gaan P groter laten worden. Op zeker moment zal dan het moment in A de
K
waarde M  bereiken.

We krijgen dan de volgende constructie

¢ St

De constructie is nu statisch bepaald. We laten P nog meer aangroeien tot-—

dat het moment in B de waarde M** bereikt. We hebben dan

s

De constructie heeft nu &&n graad van vrijheid en kan dus doorzakken.

. * - . . a
De bezwijkkracht P kunnen we bepalen ult de volgende vergelijkingen

* %k
M= RE =M, |
en {8.36)
K * %k
MA=2R2-P 2 = -M .

Hieruit volgt

2
"k 3M** 2.cobh
4 2 )

P = =

7 (8.37)

Bij meer ingewikkelde constructies zijn er meestal verschillende mogelijk-
heden om plastische scharnieren aan te brengen, welke leiden tot verschil-
lende bezwijkwaarde. De echte bezwijkwaarde is dan natuurlijk de kleinste

van deze waarden (zie hiervoor [1] en [2]}.

3. Vloeistop (shake down)

Onder vloeistop verstaan we het verschijnsel, dat een balk welke eerst
plastisch is belast, daarna ontlast en dan opnieuw wordt belast, gaat
vloeien bij een groter buigend moment dan het grensmoment M.

We zullen dit toelichten aan het voorbeeld van de opgelegde balk

belast door een puntlast uit VIII. 1.
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Volgens verg. (8.19) geldt voor het moment in het elasto-plastische

gebied

1 1 '
M= cobh2 ;-3 2], (0 < ¢ <=). (8.37)

1
2

. Het moment is dan

We zullen, als een voorbeeld, de balk belasten tot 7 = %

1L o 2, (8.38)

M=";§ o

We gaan nu de balk ontlasten., We doen dit door de superpositie van een

buigend moment gelijk aan

e 2
8 aobh .

We nemen aan dat dit ontlasten niet opnieuw vlceien geeft. De extra nor-
maalspanning ten gevolge van het ontlasten moet dan evenredig zijn met y

{(want behoort bij een elastische toestand)

t =py, (8.39)

Hierbij moet p zodanig zijn dat

h/2 h/2
~ 11
= 2 = = 2
b J tzz ydy = b J p vody 3 oobh , (8.40)
-h/2 ~h/2
waaruit volgt
llo
_ - 0
P A
(r)

De totale normaalspanning tzz is dan gelijk aan de som van de oor-

spronkelijke spanning tzz-volgens (8,5) en (8.6) en de extra spanning ten

gevolge wvan het ontlasten : tzz- We krijgen de volgende spannings-

verdeling

------ .. ({8,5)en(8.6))
- ——t,, {(8.390)

SR { ¢ Y

zz tzz*tzz
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We zien hieruit dat er ook in de onbelaste toestand nog een normaal-
spanning is., We noemen dit de residu-spanning. Aangezien we verondersteld
hadden dat er bij het ontlasten geen vloeien optreedt, moet |tzz(r}|
overal kleiner dan o, zijn. De residu—spanning is in evenwicht met een
nulbelasting.
We gaan nu de staaf opnieuw belasten en we gaan kijken wammeer er weer
vloelen optreedt.
Zolang de balk elastisch is, geldt

(1)

ZZ

=qvVy, (8.41)

waarin q > 0 is, omdat het moment nu weer positief is, De spanning

(r) (1)
(tzz 4

voor het eerst vloeien optreden. Dit geeft de volgende betrekking voor q

plus tzz ) is dan maximaal voor z = — h. Op deze plaats zal

o
h 4] h 5 _
qz'i'-i_-l— -2}— Z'— 00 3 (8-42)
waaruit volgt
lie
= 2 (8.43)
17 Zh ’
Voor het nieuwe grensmoment krijgen we hiermee
h/2
M* = b qv2dy =L bn2 o . (8.44)
1 48 o
-h/2

Dit moment is groter dan het grensmoment volgens verg., (8.3). We conclu-
deren hieruit dat we de vloeigrens van een balk kunnen verhogen door de

balk eerst plastisch te belasten en hem daarna te ontlasten.

4. Plastische vervorming bij scheve buiging

We beschouwen een balk met een willekeurige doorsnede, welke wordt
belast door een buigend moment dat niet langs &én van de hoofdtraagheids-
assen van de doorsnede valt. In dit geval hoeven het vlak van de buiging
en het vlak van moment niet samen te wvallen. Als er bovendien plastische
vlcei optreedt hoeft het vloeigebied aan de bovenkant en aan de onderkant
van de balk niet gelijk te zijn, wat tot gevolg heeft dat de neutrale

lijn niet meer door het zwaartepunt gaat. Als we aannemen, dat de grens
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van het vloeigebied evenwijdig is met het neutrale vlak dan krijgen we de

volgende situatie in een doorsnede

I,- en I.-as :centrale hoofd-

2 traagheidsassen.
{ﬁXL x x-z-vlak: neutrale viak.
7/ : viloeigebied,
™~
~
‘lgill’h ~
12%27'Ef;// 4<(
A
™~

)" - Iz-as

Y

In bovenstaande figuur zijn de Il; en Izwas en M en ¢ gegeven grootheden,
terwijl ¢, Vo3 Yy» Yg» Ny eEm N, onbekenden zijn.
Uit de Bernoulli-hypothese: vlakke doorsneden blijven vlak, volgt

(zie (1.31))

l:EM:E—L:—En——l:-&%’ (8.45)
R y Yi ¥y M Ny
waarin
e(y) = e (y), e, i=e(y)), e, 1= e(y,) »
zZ i 1 2 2 (8.46)
€p1 = E(nl) s €p2?= E(nz) .

Als we toelaten dat er in de doorsnede behalve een moment ook nog een

normaalkracht, aangrijpend in het zwaartepunt, kan werken, dan geldt

Mx + Nyo = J vy tzz ds , ‘ (8.47)
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We nemen een materiaal met de volgende karakteristiek

tZZ

tzzzf(E)

opl. ________

o oy m— - -

pl

—— e -

Hieruit volgen €

en epz, waarna we met (8.45)4’5 n, en n, als functie

pl
van R kunnen bepalen.

Bij een gegeven doorsnede kunnen we altijd y, en v, als functie van ¥, en

Y bepalen. vit (8.45)2’3 volgen dan g, en g, als functie van R, vy, en ¥.

We houden dus drie onbekenden over (R, Yo ¥), welke we kunnen bepalen
uit (8.47).

Hiertoe schrijven we
y=¢cR,
waarmee het oppervlakte-element dS wordt
dS = b(y; ¥, ¥) dy = b(eR; Yo ¥) Rde . (8.48)

Stellen we verder: t, = f(c), £(¢): bekend, dan gaat (8.47) over in

s .
N=R J f(e) b(ekR; Yo ) de (8.49)
7
Y2
~M cos(y-¢) + Nyo = RZ J e £(e) b(eR; Y2 ¥) de , (8.50)
7
Y, %,(eR)
M sin(y=p) = =R J q [ f(eR; Vor ¥) x dxlde . (8.51)
Yy xl(eR)
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Uit deze drie vergelijkingen zijn R, y, en Y bij gegeven M en N te be-
palen, waarmee het probleem in principe is opgelost. Voor toepassingen op
balken met bijvoorbeeld een trapeziumvormige doorsnede zij verwezen naar
2], H s.

5. Plastische golven

We beschouwen als een voorbeeld een balk belast door een dwarskracht

Q(z,t), waarvoor geldt

Q(z,t) = Mz,t) . . . (8.52)

0z

De bewegingsvergelijking luidt in dit geval (zie (4.12))
08 - 3Q _ ™M (8.53)

We nemen aan dat M(z,t)een functie is wvan k:
M= ul) , (8.54)

waarbij k¥ de kromming is
52
K= =2 (8.55)
9z2
Hiermee gaat (8.53) over in

2
o5 22 - - & Gﬂi 33v) -G iy Luey) . g (8.56)
5t 2 92 ¢ 5.3/ ¢ g g2 \gy3 dk 3t

waarbij de laatste term weggelaten is, omdat we in een lineaire theorie alle

kwadratische termen moeten verwaarlozen, We krijgen de volgende bewegings-—

vergelijking
2 b
ps &Y - - du 3V | (8.57)
ar2 9K ggb

Deze vergelijking is in zijn algemeenheid moeilijk oplosbaar, omdat

i} de coefficient g% nog een functie van k kan zijn, zodat de vergelijking

dan niet-lineair is, en omdat

ii) de coefficient g% verschilt bij belasten en ontlasten (bij plastische

vlcei).
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We zullen daarom niet trachten om (8.57) in zijn algemeenheid op te
lossen, maar we zullen alleen een bijzondere oplossing zoeken.
Voor het elastische probleem van een oneindig lange balk belast door een

stoot loodrecht op de balk is bekend dat v/t alleen een functie is van

(zie [31).

, _
N os= __1; ., a2 ==\/§—§ . (8.58)
4a

We nemen aan dat dit ook geldig blijft in het elasto-plastische geval en

zoeken daarom oplossingen van de vorm
v(z,t) =t £(n) . , (8.59)

Voor de overgang wvan de variabelen (xl,xz) = z,t op (SI,EZ)== n.t geldt:

B .y w3 2z 3 o/ 3
Ix 9z 9n dz ot 2. an an ?
1 2a“t avt (8.60)
B _omd _ded __ 22 s .3 __n3 3
ax2 ot ?n It 3t 4a2t2 en Bt t on 9t
Hiermee wordt
2 _
e =~ 20 o ZLrevny w20 ()1, (8.61)
3z? 2a2
en
2 2
3°v(z,t) _ n< £'(n) . _ (8.62)

at? t

Uit (8.61) volgt dat de kromming k, en dus volgens (8.54) ook het moment M,

alleen een functie is van n. Voor de dwarskracht Q geldt

M(z,t) _ /n dM(n)

Q= (8.63)
ot Wy dn
Omdat we willen werken met functies van alleen n voeren we in
- = 2a3vk . _ 2a2/q dM
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Substitutie van (8.62) en (8.64) in (8.53) geeft

vYn 9 EI = I ~
u 3;'[ = E /n Q,
a/E 2a3/t 2a%t

2
ﬂ___ 1 =
PS T £ (n)

of, met (8.61)

-~

Q' = 2n V/n £'(n) = = /nl2a% + £'(n)] . (8.65)

Differentiatie van (8.65) geeft met

=== e, (8.66)
dn dM dn dM 2&2'/T_} ‘

en (8.61)
A" g_[f— - i
Q" + EI aM Q=0. (8.67)

ledere oplossing van (8.67) met
Q' (n=0) = 0, (8.68)

is een oplossing van (8.65). Iedere andere grootheid kan worden geschreven
als een integraal van'a(n). De bovengrens van deze integralen moet gelijk
aaﬁ = worden genomen, omdat voor z = « het buigend moment, de kromming, de
verplaatsing en de afgeleide van de verplaatsing naar z gelijk aan nul zijn.

We krijgen dan

M(n) = - 2 J Q@) 4 (8.69)
2a2 vz
n
<) = - J ) g, (8.70)
2a2 /E
n
e [ Q@ .t [ QU@
viz,t) = = f dz - J d; . (8.71)
2 N 3 2 . a4

Uit (8.71) volgt dat de snelheid op z = 0 (of n = 0) constant is voor

alle t en wel gelijk aan

32%9&51 = v, =} J (AGP R, (8.72)
t

o N




av(z,t)

dat P

= 0, voor z = 0 en voor alle t, en dat v{z,t) = Av(z,t) _
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voor t = 0 en voor alle z > 0, Onder deze voorwaarden zal dus een oplossing

van de vorm (8.59) optreden.

Verg. (8.67) is voor willekeurige %ﬁ

moeilijk op te lossen. Alleen bij een

moment-krommings—-kromme bestaande uit twee rechte lijnen kunnen we hem een-

voudig oplossen.
M

LB
T 2

n=7

/ K
In het elastische gebied (deel I van de kromme) geldt

dk

de o 1

dM EIL *

zodat dan de oplessing van (8.67) met (8.68) luidt
a = A cos n.

Nemen we aan dat in het plastische gebied geldt
= ===0aZ , (o = constant),

dan geldt in dit gebied de oplossing

Q=Bcos (ecn+e ),

-~

(8.73)

(8.74)

(8.75)

(8.76)

waarbij we B en ¢ bepalen uit de voorwaarde dat Q en Q' continu moeten zijn

voer n = T'II.

Bovenstaande oplossing is gevonden door Bohmenblust ([3]).

Voor meer literatuur over plastische golven, zie [4] en [5].




104,

Literatuur

{1] Hodge, Plastic amalysis of structures ‘
[2] Reckling, Plastizitatstheorie und ihre Anwendung auf Festigkeitsprobleme
[3] Duwez, Clark & Bohnenblust, journal of Appl. Mech. 17 (1950), pp.27-34
[4] Sneddon & Hill, Progress in solid mechanics, vol, II, H IV,

Plastic Waves, door J.W.Craggs

[5] Cristescu, Dynamical plasticity.




	Inhoudsopgave
	Inleiding
	I. Samenvatting van de elementaire balkentheorie uit de sterkteleer
	II. Balken met dunwandige doorsnede
	III. Gekromde balken
	IV. Trillingen van balken
	V. Stabiliteit onder conservatieve belasting
	VI. Stabiliteit onder niet-conservatieve belasting
	VII. Twee-dimensionale balkentheorie
	VIII. Plasticiteitstheorie van balken

