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HOOFDSTUK 1 BASISBEGRIPPEN

We zullen in dit eerste hoofdstuk een aantal basisbegrippen definiéren, wel-
ke we in het verdere verlcocop van dit ceollege regelmatig zullen gebruiken.
Een (thermodynamisch) systeem is een materieel stelsel, dat een begrensd
deel van de ruimte bezet. Het systeem wordt begrensd door wanden, die het
afgrenzen van de ruimte buiten het systeem, de omgeving. In het algemeen
kunnen de wanden al dan niet massa, impuls, energie etc. uitwisselen met de
omgeving. Zijn de wanden gefixeerd en ondoorlaatbaar, dan treden ze op als
systeembeperkingen of "constraints" voor het systeem.

Belangrijker dan het systéém op zich, is de toestand waarin het systeem zich '¥;
bevindt. In de meest algemene zin verstaan we onder het begrip toestand van n

het systeem het stelsel fysische parameters, waardoor het systeem op een be=-

paald ogenblik volledig wordt gekarakteriseerd,

Voor een willekeurig systeem wordt de toestand exact gekarakteriseerd door
de positie en de snelheden van alle meleculen en verder dcor de velden die
bestaan tussen de deeltjes. Het spreekt vanzelf dat deze parameters niet al-
lemaal volledig zijn te bepalen en, bovendien, dat zo'n volledige kennis ook

van geen enkel belang zal zijn. In een thermddynamisch systeem dat zich in

een thermodynamische toestand bevindt, zijn de karakteriserende parameters,

die welke overleven na middeling over de moleculen. In een gas bijvoorbeeld

bewegen alle moleculen. Wat interessant is voor de thermodynamica is echter

slechts de gemiddelde snelheid van de moleculen, alsmede de gemiddelde kine-

tische energie.

Het blijkt dat slechts relatief weinig fysische grootheden de middeling tot

een macroscepischebeschrijving overleven. Voorbeelden hiervan zijn: het vo-

lume, de druk, de deformaties, de spanningen, de temperatuur, de entropie,
de aantallen grammoleculen van de verschillende componenten in een mengsel,
de macroscopische electromagnetische velden, de electrische ladings- en
stroomdichtheid, de polarisatie en de magnetisatie. Al naar gelang het sys-

teem kunnen we nu onderscheiden: een mechanisch systeem, een electrodzna—

misch systeem, een magneto-elastisch systeem etc,

g
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In een thermodynamisch systeem zijn voornamelijk de volgende parameters van
belang: volume, druk, spanning, deformatie, temperatuur, entropie en aantal
grammoleculen {voor mengsels) .

De fysische parameters zijn te verdelen in een tweetal groepen:

i} De extensieve parameters, welke het systeem als geheel typeren. Zij zijn
afhankelijk van de massa {of het aantal grammoleculen} van het systeem.

Voorbeelden zijn: massa, volume, inwendige energie en entropie.




ii)} De intensieve parameters, welke locaal van karakter zijn. Deze ziijn on-
afhankelijk van de grootte van het systeem. Voorbeelden hiervan zijn:

druk, spanning, dichtheid en temperatuur.

De extensieve parameters kunnen ock per eenheid van massa worden gedefini-
eerd. Ze krijgen dan het voorvoegsel specifiek en worden in dit college aan-
geduid met kleine letters. Dus, bijvoorbeeld, U inwendige enexgie, u speci-

fieke inwendige energie, met

U= J pu 4dv .
A"
Indien de fysische parameters niet van de positie in liet systeem afhangen,

dus over het gehele systeem dezelfde waarden hebben, spreken we van esen ho-

mogene toestand of een homegeen systeem. De variabelen kunnen dan nog wel

van de tijd afhangen. In een homogeen systeem zijn de extensieve parameters
direct evenredig met de massa van het systeem. Maken we dus de massa van een
systeem twee maal zo groot, zonder daarbij de intensieve parameters te ver-
anderen, dan werden de extensieve parameters ook twee maal zo groot. Beschou-
wen we als een voorbeeld een zekere hoeveelheid gas met temperatuur ¥ en druk
p- Voegen we daaraan een zelfde hoeveelheid gas met gelijke p en T toe, dan
is van het totale systeem de druk p en de temperatuur T gebleven, maar zijn
het volume en de inwendige energie verdubbeld. We zullen daarom in het ver-
volg van dit college, zonder dat we dit steeds expliciet zullen vermelden,

de extensileve parameters meestal betrekken op een eenheidsmassa.

De verschillende fysische parameters worden ook wel toestandsvariabelen ge-

noemd. Niet alle toestandsvariabelen zijn onafhankelijk. Indien op de toe-
stand een functie kan worden geconstrueerd van de toestandsiariabélen, dan

noemen we deze functie een toestandsfunctie (of toestandsvergeliiking). Met

deze toestandsfunctie kunnen we de afhankelijke variabelen uitdrukken in de

onafhankelijke., Laten we dit verduidelijken aan het voorbeeld van een ide~

aal gas. Hiervoor hebben we als toestandsvariabelen:
p, V, Ten U ,

en als toestandsfuncties (voor een eenheidsmassa)
pv = RT en U =¢ T,

Begchouwen we nu p en T als onafhankelijke variabelen; dan kunnen we ¥V en

U hierin uitdrukken volgens

RT
VZV(P,T)=—E')—' en U=U(T) =¢c T .

ke mEiEer




Het zal duidelijk zijn dat soms de rol van onafhankelijke en afhankelijke
variabelen kan worden vérwisseld. Zo kunnen we in het hierboven genoemde

voorbeeld de rol van U en T verwisselen {of van V en p). We krijgen dan:

T = T(U) =——U, V=vVipU =,
CVP

van grote betekenis voor de (klassieke) thermodynamica is de zogenaamde even-

wichtstoestand. Dit is een, niet noodzakelijk homogeneé, toestand, waarin on-

der gefixeerde constraints de toestandsvariabelen niet meer met de tijd ver-—
anderen. In de evenwichtstoestand moet aan een zekere betrekking tussen de

toestandsvariabelen zijn voldaan: de evenwichtsrelatie.

Indien de toestand wél in de loop van de tijd verandert spreken we van een

thermodynamisch proces of, kortweg, proces. We onderscheiden verschillende

meer speciale processen, zoals:

adiabatisch proces: dit is een proces, waarbij aan het systeem geen warmte

wordt toe- of afgevoerd:
isotherm proces: een proces, waarbij de temperatuur van het systeem constant

blijft;

isochoor proces: idem het volume;

isobaar proces: idem de druk.

In de klassieke thermodynamica wordt vaak gewerkt met begrippen als quasi-

statische processen en omkeerbare of reversibele processen. Een quasi-sta-

tisch proces is in feite een abstractie van een reéel fysisch proces. We
verstaan hieronder: een oneindig langzaam verlopend proces, bestaande uit
opeenvolgende evenwichtstoestanden waarbij de constraints steeds infinite-
simaal kleine veranderingen ondergaan. We noemen een proces omkeerbaar of
reversibel, indien het quasi-statisch verloopt waarbij de richting wvan elke
stap kan worden omgekeerd zonder dat hierbij hysteresis optreedt, dat wil
zeyggen dat de toestandsvariabeleh precies hetzelfde pad héén en terug vol-
gen. Dit laatste is bijvoorbeeld niet meer het geval indien er wrijving op~

treedt, zoals ult het volgende voorbeeld blijkt:

M
[ L Y —
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Aan een op een horizontaal wvlak liggend massapunt M is een veer verbonden.
Het vrije einde van de veer wordt zeer langzaam over een afstand u naar rechtg

bewogen. Bij voldoend grote u zal M dan ock naar rechts bewegen. Vervolgens




wordt het eindpunt van de veer wederom zeer langzaam over dezelfde afstand
u naar links bewogen, zodat dan ook M naar links gaat. Indien er nu tussen
M en het vlak wrijving is, zien we dat M niet in zijn oorspronkelijke stand
is teruggekeerd: het proces is dus irreversibel (niet-omkeerbaar). Alleen
als er geen wrijving is, keert M in zijn beginstand terug en is het proces
reversibel.

Andere voorbeelden van hysteresis-verschijnselen zijn:

i) De hysteresis bij een magnetisatie-proces.
ii}) De hysteresis bij plastische deformaties.

i1ii) De inwendige dissipatie bij visceuze stoffen.

Bij al deze verschijnselen treedt energieverlies op; we spreken dan van dis-

sipatie. Het zal duidelijk zijn dat in elk reel proces dissipatie optreedt.

Cmkeerbare processen zijn dus in feite gedachtenexperimenten, welke technisch
alleen bij benadering zijn te realiseren.

We zullen dit alles toelichten aan het volgende voorbeeld:

Voorbeeld.
P
i
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In een verticaal geplaatste cylinder, welke aan de bovenkant open is en in
contact met de omgeving waar een constante druk P heerst, zit onder een mas-
saloze, beweegbare zuiger een hoeveelheid gas. Op de zuiger liggen een hoe-
veelheid gewichtjes met massa Am, die het gas onder de zuiger samendrukken
tot een druk Py (p1 > po). We gaan nu de gewichtjes op twee manieren weg- ﬁ
nemen, waarhij we voorlopig aannemen dat de zuiger zonder wrijving kan be- '

wegern:

i} We nemen alle gewichtjes in een keer weg. De zuiger schiet dan naar bo-
ven en zal na verloop van tijd tot rust komen in een stand waarbij onder
de zuiger ook een druk Pq heerst. Dit proces is met grote snelheid door-

lopen en is dus duidelijk niet quasi-statisch. Het is dus ook niet rever-




sibel. Er is ook inderdaad dissipatie opgetreden, immers: op het moment
dat de zuiger voor het eerst door zijn uiteindelijke evenwichtstoestand
gaat, heeft hij nog een eindige snelheid en heeft ook het gas nog een,
macroscopische, beweging. Indien er in het gas nu geen interne dissipa-
tie zou zijn, zou deze beweging tot in het oneindige voortduren. We we-
ten echter dat dit in de practijk niet gebeurt; de beweging dempt uit
tgv. de inwendige dissipatie in het gas. Er treedt dus energieverlies
of dissipatie op (bewegingsenergie wordt omgezet in warmte}.

ii) We nemen de belasting op de zuiger in kleine (infinitesimale) stapjes
Am weg., Het systeem gaat dus steeds naar een nieuwe, maar zeer naburige
evenwichtstoestand waarbij de druk in het gas steeds een klein beetje
afneemt. Dit proces verloopt dus wel quasi-statisch. Verder is het zo,
dat als we weer een gewichtje Am terug leggen, de zuiger weer exact in
de vorige evenwichtstogstand terug keert. Het proces is dus ook reversi-

bel. We noemen het proces ii) een "ersatz-proces" voor i}. Het is dik-

wijls mogelijk een niet-omkeerbaar proces door een omkeerbaar "ersatz-—

proces" te vervangen.

We hebben tot nu toe wrijving tussen de zuiger en de cylinderwand uitgeslo-
ten. Brengen we deze wé€l in rekening, dan blijft proces ii) wel quasi-sta-

tisch, maar wordt irreversibel. Immers, bij het terugzetten van Am keert de
Zulger nu niet meer precies in de vorige evenwichtsstand terug; er is ener-
gileverlies door wriijving.

Samenvattend kunnen we dus twee redenen voor irreversibiliteit opgeven:

i} het proces verloopt quasi-statisch; er is bewegings- (kinetische) ener-
gie, welke wordt gedissipeerd in warmte.

ii) er treden hysteresis-verschijnselen op.

In de klassieke thermodynémica houdt men zich bezig met homogene evenwichts-~

toestanden. Deze worden getypeerd door een serie getalwaarden wvoor de toe-
standsvariabelen. Om deze waarden te Kunnen bepalen, is het noodzakeliik om
de mogelijke evenwichtstoestanden door een quasi-statisch proces te verbin-
den. Daarbkij worden kleine veranderingen aan het evenwicht aangebracht, waar-
door telkens nieuwe evenwichtstoestanden ontstaan. Ock worden wel evenwichts-—
toestanden, welke door een niet—~omkeerbaar proces zijn verbonden, met elkaar
vergeleken. Doch in dat geval worden alleen de eindtoestanden beschouwd en
niet de veranderingen tijdens het proces. Dit laatste gebeurt wel in de mo-

derne niet-reversibele thermodynamica. Hierin worden niet—omkeerbare proces-

sen bestudeerd, welke ook dissipatie toelaten,




De reden dat de klassieke:thermodynamica evenwichtstoestanden alleen door
reversibele processen verbindt, kunnen we weer toelichten aan het hiervoor
al besproken voorbeeld. Stel dat het gas onder de zuiger in de begintoestand
heeft. Ten gevolge wvan het

een druk p;r een volume V., en een temperatuur T

1 1
in een keer wegnemen van alle gewichten, ontstaat er een niet-omkeerbaar pro-
ces, waarbij het gas ook macroscopisch in beweging raakt. Er treden in het
gas druk- en schokgolven op. De druk en de temperatuur zijn dan niet meer
homogeen {verschillen van plaats tot plaats) en de wetten van de klassieka
thermodynamica mogen dan niet meer worden toegepast. Na verloop van tijd zal
deze beweging zijn uitgedempt en is een nieuwe homogene evenwichtstoestand
ontstaan. De druk is dan Pgr het volume is toegencmen tot V, en de tempera-
tuur is T,. In deze nieuwe toestand zijn de wetten van de klassieke thermo-

2
dynamica weer wel toe te passen en hiermee zijn dan de waarden van V_ en T

2 2
te bepalen. We kunnen het jproces ook volgens ii) laten verlopen. In dat ge-
val hebben we op ieder moment een homogene evenwichtstoestand en dan kunnen
we het gehele verloop van het proces wel met behulp van de wetten van de klas-

sieke thermodynamica beschrijwven.

We besluiten dit hoofdstuk met een korte beschouwing over een zeer belang-

rijke grootheid in de thermodynamica: de inwendige energie. Dit is het to-

taal aan energie afkomstid van de warmtebeweging van de moleculen. Voor een
nadere definitie moeten we onderscheid maken tussen de macroscopische en de
microscopische beweging van een systeem.

Beschouwen we als voorbeeld een reservoir met een gas dat macroscopisch in
rust is. Uit de totale hoeveelheid gas nemen we een deelverzameling van

N (N »> 1) moleculen. Eik meolecuul heeft een massa m en het ke molecuul

(k = 1,2,...,N}) heaeft een :snelheid X}k). We definiéren de gemiddelde snel-

heid van deze deelverzameiing door

N
(k)
L

terwijl we dan voor de kinetische energie ervan kunnen schrijven

(k) (k) N (k)

N
I o™ ey sy v+ o™ -v @
k=1 k=1

_YO)] r

met

M = Nm .
We noemen de bijdrage

%M(YO’YO) =K,




de macroscopische kinetische energie.

We zeggen nu dat het systeem macroscopisch in rust is, als voor elke wille-

keurige deelverzameling van N (N >> 1) moleculen uit het totale systeen,

- geldt dat de gemiddelde snelheid v, gelijk aan nul is. In dat geval is ook

de macroscopische kinetische energge gelijk aan nul. Er blijft dan alleen
de microscopische kinetische energie over; welke in rekening wordt gebracht
bij de inwendige energie U. Bij het model van een ideaal gas, waarbij er
geen interacties (aantrekkingen) tussen de moleculen zijn, vormt de micro-
scopische of warmtebeweging van de moleculen de totale U. Bij andere stof-

fer moet ock de interactie-energie tussen de moleculen in de U in rekening

worden gebracht.

Vragen

1. Geef de definities van de volgende begrippen:
extensieve parameter, intensieve parameter, homogeen, evenwichtstoestand,
gquasi~statisch proces, adiabatisch-, isotherm-, isochoox en isobaar pro-

ces, reversibel- en irreversibel proces, hysteresis, dissipatie.

2, Geef aan welke van de veolgende variabelen intensief dan wel extensief
zijn:
druk, spanning, volume, rek, deformatie, temperatuur, inwendige energie,

dichtheid, aantal grammoleculen.

3, Beschouw de volgende stoffen (zie deel 1, H. 2)
i) incompressibele ideale vloeistof,
ii)} incompressipele visceuze vloeistof,
iii) lineair thermoelastisch lichaam.
Geef alle toestandsvariabelen, maak een onderscheid tussen onafhankelij-

ke en afhankelijke variabelen en geef de toestandsfunctie(s).

4. Is een omkeerbaar proces altijd quasi-statisch?

Iz een quasi-statisch proces altijd omkeerbaar?




HOOFDSTUK 2. DE NULDE HOOFDWET VAN DE THERMODYNAMICA

Een thermodynamisch systeem kan bestaan uit €én, twee of meer lichamen. We
zeggen dat twee lichamen in contact met elkaar zijn, indien ze een of meer
gemeenschappelijke wanden bezitten. Via deze gemeenschappelijke wanden, die
als constraints optreden, kunnen de lichamen in principe massa, impuls en/
of energie uitwisselen,.

Beschouwen we als voorbeeld van een systeem van twee lichamen de hiernaast
getekende cylinder, welke twee gassen bevat, die gescheiden zijn door een
ondoorlaatbare zuiger AB. Indien AB vast is, is beweging onmogelijk en vindt
er geen uitwisseling van mechanische arbeid plaats. Laten we echter AB los
en nemen we aan dat dé drukken in de twee gassen ongelijk zijn, dan zal de
zuiger wel gaan bewegen. Het systeem stelt zich dan op een nieuwe evenwichts-
toestand in, waarin de krachten op AB van boven en onder de zuiger gelijk

zijn., Er heeft dan wel uitwisseling wvan mechanische arbeid plaats gevonden,

U

We kunnen ons ook wanden indenken, die thermisch contact mogelijk maken. In

dat geval hoeft AB niet te bewegen, maar is hij doorlaatbaar veoor warmte.
We veronderstellen weer eerst de zuiger ondoorlaatbaar (geiscleerd) en ne-~
men aan dat de beide gassen elk afzonderlijk in evenwicht zidn., Maken we nu
AB doorlaatbaar voor warmte, dan zal er een nieuwe eévenwichtstoestand cont-
staan. In dat geval gaat er door AB warmte stromen, net zo lang totdat de
nieuwe evenwichtstoestand is bereikt, waarna de warmtestroom ophoudt.

We kunnen ons ook systemen van meerdere, bijv. drie, lichamen, indenken,
welke alle in thermisch contact met elkaar zijn. In een dergeliijk systeem

zal dan een toestand van thermisch evenwicht optreden. Voor een dergeliijk

systeem postuleren we nu de Nulde Hoofdwet van de Thermodynamica, in de vol-

gende vorm:




Indien fwee ﬁ&chamen elk afzonderfifh in therwmisch evenwicht zifn
met cen dende Lichaam, zifn ze ook met elkaar in theumisch even-
wicht.

Uit dit postulaat kunnen we formeel het bestdan van de (zgn. empirische)
temperatuur afleiden. We zullen bewijzen dat evenwicht wordt bereikt als de
témperaturen van de afzonderlijke lichamen gelijk zijn geworden.

Het formele bewijs hiervoor verloopt als volgt. Stel we hebben drie licha-
men: I, II en III, welke elk worden gekarakteriseerd door een set van n pa-
rameters. Stel dat de parameters voor lichaam I zijn: qil),qél),...,qél)
{denk hierbij, bijv. voor een gas, aan 9 =Ps 4, = V). Deze parameters zijn
onafhankelijk wvan elkaar en de evenwichtstoestand van I wordt eenduidig door

de waarden van deze parameters bepaald (de parameters 9 worden ook wel co-

ordinaten genocemd). Analcog geven we de parameters van II en III aan met

(2) (2) (3) (3)
Ay eeeendy  TESP. Q) see.rd -
2 3
Laat I in thermisch contact zijn met III., We verconderstellen nu het bestaan

van een evenwichtsrelatie tussen de parameters van I en III van de vorm:

(1) (1) (3 (3)

(1) f13(q1 ,..-;qn .rq1 I-"lqn ) = 0 r
1 3

welke een verband aangeeft tussen de parameters van I en III in de thermi-
sche evenwichtstoestand. We laten deze relatie hier verder ongespecificeerd
(voor twee ideale gassen kunt U bijvoorbeeld denken aan een relatie van de
vorm:p(l}v(i) —-p(B)V(B) = 0).

Aangezien ook Il in thermisch evenwicht met III is, geldt analoog

- (2) (2) _(3) (3), _
(2) I23(q1 l'l'lqn Iql l""qn ) =0 *
2 3
Zowel uit (1) als uit (2) kunnen we, bijv.,qi3) oplossen. We vinden dan ach-
tereenvelgens
{3 _ (1) (1) _(3) (3)
(3) ql - gl (ql :---:qn rq2 1---rqn ) ’
1 3
en
(3 _ (2} {2y _(3) {3)
{4) 4 = g,y(qy ,.-.,qnl i, ,....qn3 ) .

Gelijkstellen van (3) en (4) leidt tot de relatie

_ N _ _ (1) (1) (2) (2)_(3) (3)
(5) 9., =9, () = 9,00 =g, la RS L AL N> SIS ) =

ook weer geldend in de evenwichtstoestand.
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Op grond van de nulde hoofdwet is er nu ook thermisch evenwicht tussen I en

1I; d.w.2. er bestaat cok een relatie van de vorm

(1) (1y (2) (2), _
(6) f12(q1 :--..qni ;Cll r---rqn2 y =0

Aangezien de relaties (5) en (6) dezelfde evenwichtstoestand beschrijven,

moeten ze identiek zijn. Dit houdt dus in dat de functie glz(.) uit [5) niet

meer van qé3),...,qi3) mag afhangen en dit betekent op zijn beurt weer dat
er functies: 3
(1) (1) (2) {2)
Gl(q1 reesrdy ) en G2(q1 reserdy )
. 1 2
moeten bestaan, zodanig dat
(1) (1} _(3) (3} (2) (2} _(3) (3}
(7) gl(ql r---rqn ,qz ,---,qn ) -gz(ql .---.qn .qz .---'qn ) =
1 3 2 3
- (1 (1) (2) (2), _
= Gl(q1 ,...,qnl ) G2(q1 ..--,qnz }y =0 .

Uiteraard volgt uit (7) niet dat G1 en 62 identiek moeten zijn met 9, en g,.

Er kunhen immers nog relaties bestaan als

(1) (1) (3) (3), _ (3) (3) (1} (1)
gl(ql :---:qn qu J---an )—F(q2 r---rqn )Gl(ql ;---;qn )+

1 3 3 1
+H(q2(3) ,....q(a)) [
o3
(8) en
{2) (2) (2) (3), _ (3) (3) (2) {2)
92(q1 R A L O ™ )-—F(q2 EEERL N )Gz(q2 ree ey ) o+
2 3 3 2
(3) (3)

+H(q2 PR | ) .

s

Aangezien in het bovenstaande verhaal de volgorde 1,2,3 volledig willekeurig

was, moeten er naast (7) ook nog bestaan de relaties:

(1} (L, _ (3 (3), _
G, (q ,..,,qn1 ) - 6yl ,...,qn3 ) =0,
(2) en
- (2) (2) (3) (37, _
szqi ,...,qn2 ) G3(q1 ,...,qn3 y =0 .

Dit betekent dat er een universele functie B van de onafhankelijke parameters

bestaat, die gelijk is voor elk lichaam, volgens

(1) (1), _ (2) (2), _ (3) {3)
(10) Gl(ql r---rqnl ) _Gz(ql r---an2 ) - G3(CI1 .r---fqn3 )

=06 .




- 11 -

Deze grootheid B noemen we de empirische temperatuur.

We hebben hiermee dus bewezen dat bij thermisch evenwicht tussen twee of meer

lichamen de empirische temperaturen van die lichamen gelijk zijn.

Om de temperatuur te Xunnen meten, brengen we een lichaam in contact met een
thermometer., Deze is geijkt en kent aan de empirische temperatuur een bepaal-
de numerieke waarde toe, afhankelijk wvan de gebruikte temperatuurschaal.
Nemen we als thermometer een zeer verdund gas, dat als een ideaal gas kan

worden beschouwd, dan geldt

pvV = mRT ,
of
_ BV
(11) T = R

We vinden de waarde van de temperatuur dus door het meten van (pV/mR), nadat
we het gas in thermisch contact hebben gebracht met het lichaam. Deze tempe-

(1]
ratuur T noemen we de absolute temperatuur, welke wordt aangegeven in X (gra-

den Kelvin).
De absolute temperatuur van smeltend ijs is 273,14°K. Deze waarde vormt een

ijkpunt voor de absolute temperatuurschaal.

Vragen
1. Stel I, II en III zijn gassen met parameters p(ll, V(i}; p(z), V(z) en
p(3), V(3), resp. Voor thermisch evenwicht tussen I en III moet voldaan
zijn aan:
3 3
p(llv(l) _ nbp(il __P( )V( 1 _ 0,

en tussen IIL en ITII aan:

(3)
o (22 | (31031 B TV

Hierin zijn n, b en B constanten.
i) Loop voor dit voorbeeld het voorafgaande bewiijs na,

ii) Bepaal de drie functies G,, G, en G, welke gelijk 2zijn aan de empi-

1 2 3

rische temperatuur 8.

iii)} Hoe luidt de evenwichtsrelatie tussen I en II.

2. Stel I, IT en III hebben als parameters

Im (p WV 1; 1I: (p(2),v(2)); ITI: (o,e) .

Laat voor thermisch evenwicht tussen I en III gelden
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uEp(l)V(l) - mlREe + (1- 2v)m1R0 =0,
en tussen ITI en III:
2 2 2
aE(p(z)v(z) + a)(V(Z) - b) - mzREV(z) e + (1-2v)m2RV(2) g=20.

Hierin zijn ml’ R, m2, a, b, a, v en E constanten.

i) en ii) als bij 1.

iii) Neem de empirische temperatuur & gelijk aan de absolute temperatuur
T en ga na of U de dan verkregen relaties kunt interpreteren als con-

stitutieve vergelijkingen zoals die zijn besproken in deel I, H. 2. f

Antwoorden
{2)_.(2)
1. 1ii) G1 = p(l)(v(l)-nb), G2 = v o G3 p(3)v(3) .
i1 -nB/V
(2)_{2)
1ii) p(l)(v(l)-nb) - \Y =
1 ~nB/V
(1)_ (1)
. \J _ 1 (2) a (2) _ ]
2. 1ii) G1 = — ; G2 = R(p + 2)(V b);
1 2 (2)
v
2ot -2
Gy = a(e B }

Literatuur 4

M.W. Zemanski, Heat and Thermodynamics: Hoofdstuk 1.




HOOFDSTUK 3. DE EERSTE HOOFDWET

In dit hoofdstuk zullen we de algemene formulering geven van de eerste hoofd-
wet van de thermodynamica. Deze wet moet worden gezien als een postulaat. Ze
leert dat warmte een vorm van energie is en dat de totale energie van een af-
gesloten systeem niet verloren kan gaan: de wet van het behoud van arbeids-
vermogen. We hebben deze wet in & 1.4, deel I, reeds leren kennen in de vol-

gende vorm
(1) K+U=P + &,
waarin

K: de, macroscopische, kinetische energie,

U: de inwendige energie,

P: de per seconde door de uitwendige krachten op het systeem verrichte ar-
beid,

9: de per seconde aan het systeem toegevoerde warmte.

We hebben in deel I ook gezien, dat we (1) door invoering van de grootheid

L, gedefinieerd door

(2) T = J t,.v, .av ,
13 1,3
A

konden splitsen in een zogenaamd mechanisch stuk:

{(3) K+zZ=rP,

(4) U-2%=29

Uit (3) volgt dat in het algemeen P en I niet gelijk zijn. Bedenk hierbi i

dat P afkomstig is van de uitwendige krachten (de van buiten op het systeem
werkende krachten), terwijl de in de definitie (2) voorkomende tij's de span-
ningen ("krachten") in het systeem zijn.

In de klassieke thermodynamica houdt men zich echter uitsluitend bezig met
homogene evenwichtstoestanden. In dat geval is K, en dus ook de verandering

k, gelijk aan nul, In een evenwichtstoestand geldt dus wel
(5} L =P,

waarmee (4} wordt

(6) O=p+ 0.

Dat (5) in een evenwichtstoestand moet gelden is logisch, omdat in evenwicht

de inwendige en uitwendige krachten aan elkaar gelijk moeten ziijn.

i e P Wl |-
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Voor meer geavanceerde berekeningen, in de moderne thermodynamica, is de al-

gemene {exacte) vorm

(7) G=3% +¢,

meer geschikt. Deze wordt dan meestal gebruikt in de locale vorm (zie deel

I, verg. (40))

(8] pu = t + pr - hi ;-

PR
1] 1,7 ’

We beperken ons nu verder tot homogene toestanden. In dat geval kan (2) wor-

den uitgewerkt tot

() L= J t..v, ,dv =Vt . v,
1] 1.J 1) 1,3
v

We voeren in de hydrostatische druk p deoor

1
(10) Pi= -3ty

en de deviatorische spanningen tij door

t =
(11) tij tij + pﬁij

Merk op dat

(12) =0 .

?
tkk

Hiermee kunnen we (9) herschrijven tot

L= V(t] v, . - p =Vtlv, - pwv, .
(13 v(tijvi,j P ijvi,j) Vtijvi,J valri
Aangezien, volgens (12),
(14) 'y, 8 . = 0,

i3%%,x%15 T YiVk,x T

kan de eerste term van het rechterlid van (13) ook worden geschreven als

(15) VElLv, . = Vtl.v'
1371, i374,3
met
1
' = - =
(16) Vig T Vi,9 73 i,k

Uit de locale balanswet voor de massa {(deel I, verg. {(18}) volgt
p

17 v, ., = - = .

(17) 5

De totale massa m van een homogeen systeem is

SRR L

R R




m = pV ,
en aangezien deze constant is, moet gelden

{18) m=pV+pV=20,

. _ B _Y
(19) v, o4 o= .

Substitutie van (19) in (13) geeft

= - Y -+ '
(20) Z PV Vtijvi,j r

en hiermee gaat (7} over in

21 U=~pV +VE' v. . +0 .
{21) P 13%4,5

We wijzen er nogmaals cp dat deze uitdrukking algemeen geldt voor iedere ho-
mogene toestand. Dus niet alleen voor evenwicht: we moeten ons dan echter

wel realiseren dat p en tij de druk en de spanningen in het systeem zijn.

We gaan nu (21) nog verder uitwerken in een vorm zoals die gebruikelijk is
in de klassieke thermodynamica. Hiertoe beschouwen we niet meer algemene in
de tijd verlopende processen, maar kleine {infinitesimale) veranderingen wvan
bepaalde (evenwichts)toestanden. Dit beteként dat we i.p.v. de afgeleiden

6, V etc. zullen gaan gebruiken de kleine veranderingen du, 4v etc.

We voeren in de grootheid‘GQ als zijnde: de (kleine) hoeveelheid warmte die
van buiten aan het systeem is toegevoerd. De notatie § geeft aan dat 6Q geen

totale differentiaal is (we komen daar in H.4 nog uitvoerig op terug). Dit

betekent dat we niet mogen schrijven

We zeggen dat Q geen toestandsfunctie is, d.w.z. de waaxde van Q is niet al-
leen afhankelijk van de toestand waarin het systeem zich bevindt, maar ook
van de manier waarcp deze toestand is tot stand gekomen. Een consequentie

hiervan is, dat voor een kringproces in het algemeen niet hoeft te gelden

% §Q

gelijk aan nul is.

dat
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Voor een verdere ultwerking van de tweede term in het rechterlid wvan (21)

zullen we ons hier, en in het verdere verloop van dit hoofdstuk, beperken

tot kleine deformaties. In dat geval mogen we stellen (zie ook de volgende

inlas)

(22) v )

LY gm(u
X, % dt’ k,%

waarin u de verplaatsingsvector is.

Met deze beschouwingen kunnen we (21) omschrijven tot (vermenigvuldig met

dat)

. _ , _

(23) du + pdv Vtijdui’. §Q ,

of, wat natuurlijk hetzelfde is (bedenk: tij = t;i)
(24) du + pdv - vede; o =80,

waarin eij de lineaire deformatie-tensor is:

(25) e,, =%{u, ., +u, ,)
.'Lj 1,]

j.i

Inlas:
De nelatie (22) geldt alleen voor infinitesimale deformaties. Voon eindige
deformaties geldt (zie ook Fysica 30}

(26) Vii, i T *,1%8, 358

waarin X, (a=1,2,3) de Lagrange- (conspronkelijke) coondinaten zifn; ,i

digferentiotie naar de Eulen-coorndinaten x; {1 =1,2,3) voorstelt en E.a de
Laghange deformatie-tenson is, gedefinieend doon

(27) EaB = %(xi,axi,s - GGB) .

In dit geval krijgen we in plaats van (24):

28 du - v£, . X X .4 =8 .
(28) i ariw,d EaB 2

Deze nelatie 448 nog Lets e vereenvoudigen door Lnvoering van de zgn, twee-
de Piofa-Kinchhod{ spanningstenson T8’ volgens

29 T =2 ¢ x x|
( ) of OO ij a,178,]

r

waarnin p, de dichtheid in de oonspronkelijke (ongedefonmeerde) toestand is.
Geven we het volume in deze toestand aan met vy en bedenken we dat




(30} V., = pV ,

PoYo
dan gaat hienrmee (28) over in

{31) du - VOT(dem3 = 8Q .

In de gelineariseende theornie mag wonden gesteld:

xa,'izau,i’pgp()' Eme, Taxt,

zodat dan opnieww (24) wordt verkregen.

De eerste hoofdwet in de vorm (24) geldt in deze algemeenheid voor, lineai- -
re; materialen waarin schuifspanningen kunnen optreden, zoals elastische,
thermo-elastische en visco-elastische stoffen en visceuze vloceistoffen.

Voor materialen welke wel compressibel zijh, maar geen schuifspanningen kun-

nen opnemen (gassen), reduceert (24) tot
(32) du + pdv = 8@ .

Voor we verder gaan definiéren we eerst een belangriik begrip, nl. een adia-

batisch proces. Hieronder verstaan we een proces, waarbij het systeem geen

warmte met de omgeving uitwisselt:

§0 =0 .

In een adiabatisch proces moeten we dus in de eerste hoofdwet, volgens (24)

of {32), het rechterlid gelijk aan nul nemen.

Beperken we ons tot een evenwichtstoestand dan geldt:

= — ]
(33) §a = pdv Vtijdeij '

waarin A de van buiten op het systeem verrichte arbeid is. De hierboven ge-

definieerde arbeid is echter niet de arbeid die aan het systeem wordt toege-

voerd, maar die door het systeem wordt afgestaan. Dus de arbeid die door het
systeem wordt verricht (bedenk dat volgens (20) en (33): 8A = -8E). Ook A is

geen toestandsvariabele, maar afhankelijk van de weg, zoals we 2o dadelijk
zullen zien, vandaar dat we de verandering van A moeten aangeven met §A i.p.v.
da (ook geldt niet dat P = -A). '

Met (32) gaat de eerste hoofdwet volgens (24) over in

{34) du + §a = §Q

geldend voor een homogene evenwichtstoestand.
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Voor een verdere uitleg en interpretatie van deze resultaten beperken we ons

tot eéen gas, waarvoor:
(35) §A = pdv .

Xrachtens de definitie van A moeten we hierin het rechterlid interpreteren
als: pudv, waarin P, de uitwendige druk op het systeem is. In een evenwichts-
stand geldt echter dat de inwendige druk P gelijk is aan P, (vooropgesteld
dat het systeem arbeid met de omgeving kan uitwisselen), zodat dan geen ver-
warring omtrent de interpretatie van het rechterlid wvan (35) (pu of pi?) mo-
gelijk is. Een systeem kan echter ook wel arbeid verrichten als het niet in
evenwicht is (zle vraag 1 aan het einde van dit hoofdstuk). In dat geval is

deze arbeid echter gelijk aan:

pudV .

Rangezien de relatie (32) ook buiten evenwicht geldt, in welk geval we voor
p echter pi moeten ngmen, en omdat dan pu # pi, concluderen we dat de rela-
tie (34) alleen in evenwicht geldt. Dit is echter juist het terrein van de

klassieke thermodynamica; vandaar dat de formulering volgens (34) (met (35})

de in de klassieke thermodynamica gebruikelijke schrijfwijze van de eerste

hoofdwet is.

Laten we een systeem lopen van een toestand 1 naar een toestand 2 dan geldt
volgens (35} voor de verandering van de arbeid A:
2
{36) A2 - Al = f §a = j pdv .
1

De uitkomst van deze integraal is afhankelijk van de gevolgde weg. In het

algemeen geldt dan ook niet dat voor een kKringloop

é pdv =0 ,

P

— - — — — —

<
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Dit zal direct duidelijk zijn uit een beschouwing van de kringloop in het
hiervoor staande pV-diagram. (Het gearceerde oppervlak is de waarde van
§ pav).

Hieruit wveolgt dus dat inderdaad de waarde van A niet alleen bepaald wordt

door de toestand van het systeem (geen toestandsvariabele), maar ook door

de manier waarcp het in die toestand is gekomen,

We besluiten dit hoofdstuk met een beschouwing over een zeer belangrijke

grootheid in de thermodynamica: de soortelijke warimte, We doen dit hier

speciaal voor een eenheidsmassa van een gas. Een gas heeft drie parameters

p, V en T (dergelijke systemen worden wel p-V-T-systemen genoemd).

De soortelijke warmte ¢ wordt gedefinieerd als de toename van de hoeveel-

heid warmte per temperatuurseenheid, dus als:

= 80
(37) c ar

DPeze definitie is echter niet eenduidig: er zijn nog verschillende soorte-

lijke warmtes mogelijk. De twee belangrijkste =zijn:

i) de soorteliijke warmte bij constante druk CP

- &2 .
(38) cp = G,

ii) de soortelijke warmte bij constant volume cV:

= (&R
(39) °v = Gy

Deze definities zijn voor practische bewerkingen weinig bruikbaar, We zullen
daarom een aantal andere relaties afleiden.

We gaan hierbij uit van:

U= U(TtV) 4

zodat
_ ,9oU U *)
{40) du = (53,47 + (5.4
*) . U oU pa \ . ;
Notaties als (=) _ en ()., 2ziin in de klassieke thermocdynamica gebruike-

T’ v v'T
lijk., 2ij staan voor de partiéle afgeleiden

(_ag) . U(T,V) (:_3_U_) _ au(r,wv)
AT’ v aT roaveT av *
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Hiermee kunnen we (34}-(35) schrijven als

= L 3U
(41) 80 = (G AV + L)y + PV,

waaruit met (39) direct volgt dat

2,

(42) cv = 5T v

Voor de afleiding van een scortgelijke relatie voor cp voeren we in de en-
thalpie H = H(p,T) door
(43) H=U+pV '

waarmee (34)-(35) wordt
(44) §Q = @H - Vdp = (525 dr + [(354 - v]d 
Q= p = an 3PT P .

Hiermee geeft (38) direct dat

L
(45) ¢, = Grlp -

De relaties (42) en (45) zijn practisch veel bruikbaardexr dan de definities
{38) en (39) omdat U en H wé&l toestandsvariabelen zijn en Q niet,
Voor de afleiding van een relatie tussen CP en ¢, gaan we uit van T en p als

onafhankelijke wvariabelen, d.w.z.

vV = V(T:P) )
of
ay = (¥ v
av (BT)pdT + (Bp)TdP .

Substitueren we dit in (34}-(35) dan krijgen we:

_ v 3 av 3y 41 -
(47) 89 = (3 AT + [ + PIL (5P a7 + (55, dp] =

L au 3y au av

= (GRy * [Ggp + PIER 1aT + DGy + PG dp -

Hieruit vinden we, met (38),

+ p1(§!)

- (2 ou
o = (=) + [{ 3T p

p 3T’V i

T

of, met (42},
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au

z,
3v'T

+ p](aT .

(48) cp - ¢, = ¢

Deze betrekking geldt algemeen voor elk p-V-T-systeem (twee onafhankelijke

variabelen).

In het voorgaande hebben we ¢ steeds betrokken op een eenheidsmassa. Voor
een systeem dat een gas met een totale massa m bevat, is de soortelijke
warmte gelijk aan mc. Deze laatste grootheid wordt aangegeven met een hoofd-

letter C. Dus, voor het gehele systeem geldt

{49) CV = mcv en CP = ch .

Ook komt voor de soortelijke warmte betrokken op &én grammolecuul M. Deze

wordt genoteerd met Cm' dus

(50) C. = Mc en C McP

Tenslotte zullen we de relatie (48) nog uitwerken voor een ideaal gas. In

dat geval is

U= 0{(T) = mcv(T)T; pvV = mRT ,

dus

(51) (=), =0 en Fz)_ =-—,.

waarmee (48) vereenvoudigt tot-

(52) Cp - Cv = mR of cp —-CV f R ..

Opmerking. De relatie (51)1, welke hier nog als een soort definitie van een

ideaal gas geldt; zal in het volgende hoofdstuk met de tweede hoofdwet wor-

dern bewezen.

RECAPITULATIE

Formuleringen voor eerste hoofdwet:
a) algemeen (niet homogeen, niet evenwicht), locaal:

pu—_- +pr—hi..

t..v, |
ij 1,3 (1

b) algemeen homogeen (niet evenwicht), lineaire deformaties:

- ' = 80, = p, .
du + pdy Vtijdeij Q (p Pl)
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c) homogene evenwichtstoestand: (klassieke vorm)

4au + da = 6Q r
met
SA = v - vt!. 4
pd i5 eij '

pdv (= pudV), VOOr een gas .

of

]

-84
d) homogene evenwichtstoestand, ideaal gas:

AT + pdV = 80 .

Soortelijke warmtes:

I - (38 -
CV = (BT)V' cp = (aT)pt (H=10U+ PV) .

Verband cp, c,, voor een ideaal gas:

v
cP - cV = R .
VRAGEN
1.

/N V /

! ? lo:.-(onsfam‘ ——— 2 é f’
P =f N
‘ 7 =l %

In een cylinder, afgesloten door een zuiger, zit een gas met volume V1 en
druk P, - be druk van de omgeving is P, (pu < pi). Op zeker moment wordt
de zuiger losgelaten, waardoor het gas gaat expanderen. In de nieuwe even-
wichtsstand heeft het gas de omgevingsdruk P, aangenomen en is het wvolume
toegenomen tot V2.
Bereken de door het gas verrichte arbeid.

2, Is de waarde van de integraal:

2

dev,
1

voor een reversibel proces van 1 naar 2 onafhankelijk van de weg?




3.
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Beschouw voor een p-V-T-systeem de hieronder getekende kringloop (reversibel).

2
Pz _____
)
| - 3
A f N T
: )
v A i
2
i) Bepaal A12 (= J S8A), A23 en A31.
1
ii}) Laat zien dat
-§5A?40-

iii) Hoe groot is de arbeid als de kringloop in tegengestelde richting ver-

loopt (1 - 3 < 2).

Beschouw voor een gas met toestandsvergelijking
p{V - b) = mRT, (0 < b < V)

een isotherme, reversibele expansie van Vl naar V2.

Bepaal de door het gas verrichte arbeid.

In sommige literatuur wordt de eerste hoofdwet geschreven als
dE = 380 + &W .

Interpreteer de symbolen en leg de tekenafspraak uit.

Bewijs dat voor een reversibel kringproces voor een gas onder constante druk

geldt:

o0 = 0

[

. Beschouw voor een ideaal gas met constante cy de volgende reversibele kring-

loop:

(1-2) wvan (pl,V ,Tl) isotherm naar (pZ'VZfT1}'

1
(2-3) van (p2,V2,Tl} isochoor naar (pl'VZ'TB)'
(3~1) van (pl,VZ,T3) isobaar naar (pl’vl'Tl)'




10.

4.
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i) Teken deze kringloop in een p-V-diagram.
ii) Bereken de toegevoerde hoeveelheden warmte: le, Q23 en 931 (uitgedrukt

in pl’ V. en V2) en bewijs:

1

fioro.

Geldt voor een ideaal gas, met T en p als onafhankelijke variabelen, alge-

meen dat

i) Cy onafhankelijk is van T;

ii) cp onafhankelijk is van p?

Bewijs dat voor een ideaal gas met constante cy onder een reversibele, adia-

batische samendrukking van v1 naar V2 geldt:

H

i I T S
Ty Vo o \'4

Bepaal tevens de relaties tussen (Tl/Tz) en (Pi/PZ) en tussen (pl/pz) en
(Vl/Vz).

Beschouw een Van der Waals gas met als toestandsvergelijking

(p + EEJ(V - b) = mRT, ({a,b,R: constanten) .
\Y

i) Geldt (48) hier ook?
ii) Bewijs dat, met T en V als onafhankelijke variabelen, cv onafhankelijk
van V is (dit geldt, uiteraard, ook voor een ideaal gas {(a = b = 0, dan},

maar niet algemeen).

Antwoorden.,

A = pu(V2 - Vl).

Neen.,

=0, A

C

iii) A% = -A".

i) A12 93 = %(p1'+ pz)(V3 - Vl),‘A3-1 = -pl_(V3 - VI)-

v, - b

2
A = mRT log ({q—-:—-g) .
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C.p
vl .
T R (V2 Vl)’

Il

plvllog(vz/vl);
[

- - A -
Qg = "By {1 + =3V, - V).

Q12 Q23

i} Neen; ii) Ja.

_ {(yv=-1) /v

. = Y

P Py/py = (Y /V,) 0

i) Ja.

ii) Hint. Beschouw p = p(T,V) en differentieer (48) naar T, onder constant

houden van V.
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HOOFDSTUK 4. DE TWEEDE HOOFDWET

De entropie van een ideaal gas

We beschouwen een eenheidsmassa van een ideaal gas. Hiervoor geldt de toe-

standsvergelijking

(1) pV = RT ,

terwijl we verder stellen {(zie ook § 5.2)
(2) U =0{(T) .

Hiermee en met (42), H.3, kunnen we dan de eerste hoofdwet in de vorm (34)-

{35), H.3, schrijven als

d

(3) §0 = AU + pdV = c_dT + RT S ,
v A

waarbij in het algemeen nog cy = CV(T).

De relatie (3) is niet direct te integreren. De integraal

is namelijk niet eenduidig bepaald: ze zal, bijvoorbeeld, andere waarden
hebben voor een isotherm en voor &en adiabatisch proces. Delen we echter

eerst door T:

s9 . ar , g &V
(4) = Sy(MF + R

dan krijgen we een relatie welke wel te integreren is. Dit echter onder de

condities van:

i) Thomegene toestand; anders 1s er een temperatuurverloop, waardoor er een
warmtestroom optreedt, welke aanleiding geeft tot dissipatie;
ii) reversibele processen tussen evenwichtstoestanden; dan is p; =p, en is

er geen dissipatie wvan kinetische energie.

Bedenk hierbij dat éQ per definitie de uitwendig toegevoerde warmte is. §Q
bevat dus geen dissipatie-warmte. Indien die er wel is, moet deze ook in de
eerste hoofdwet tot uitdrukking worden gebracht.

Integratie van {4) geeft

2 2 -
c, (T v
(5) f —‘?—rg = J VT aT + R 1og(72—) i

1 1 1
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Het rechterlid hangt alleen nog maar af van de waarden van T en V in de be-
gin- en de eindtoestand en niet van de manier waarop het proces van 1 naar 2

is verlopen. We mogen daarom schrijven:
69

6 —t = .

{(6) T = 9%

We zeggen dat de in (6) ingevoerde variabele S een toestandsgrootheid is.

Onder een toestandsgrootheid verstaan we een variabele, welke wolledig be-
paald is enkel en alleen door de toestand waarin het systeem zich bevindt,
dus onafhankeliik van de manier waarop de toestand tot stand is gekomen. Dus
U is een toestandsgrootheid en ¢ en A zijn dat niet. De kringintegraal van
een toegtandsgrootheid is altijd gelijk aan nul.

We hebben hiermee dus bewezen het bestaan van een toestandsgrootheid S, wel-
ke we de entropie noemen en welke voldoet aan (6), dus aan:

_au + pav _ Sv'™ -\
T T v

(7) ds

We noemen dS een totale differentiaalen1T:1 een integrerende factor voor de

vorm (U + pV}.

Als we veronderstellen, zoals meestal wordt gedaan, dat cv

dan leidt integratie van (7) tot de volgende uitdrukking voor de entropie S

van een ideaal gas:
(8) 5 = chog T + R 1log V + constante .
be uitdrukking (8) geldt voor een eehheidsmassa. Voor een hoeveelheid van m

gram van een ideaal gas in een homogene evenwichtstoestand geldt voor de en-

tropie:

(%) S = mcvlog T+ mR logV +C .

Opmerking. We wijzen er nogmaals met nadruk op dat de relatie
§Q = Tds ,

alleen geldt voor reversibele processen tussen homogene evenwichtstoestanden.
We lichten dit toe aan het volgende voorbeeld (dat we verderop nog uitvoeri-

ger zullen bespreken) :

Een gelscleerde cylinder is door een

um
zuiger in twee delen verdeeld. Het ene zifua)

deel is gevuld met een ideaal gas en
e

het andere deel is c . Trekk .
vacudm rerken tdeaal gqas

we nu de zulger weg, zodat het gas

expandeert in het vacuum, dan geldt:

niet van T afhangt,
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60 0 {geisoleerde cylinder) ,
éa =0 (pu = 0, voor vacuum) .

*
Veronderstellen we verder dat voor een ideaal gas T constant bliijft ) (zie

ook § 4.4), dan geldt voor de verandering van de entropie

AS = R log(Vz/Vl) >0,

waarin V1 het oorspronkelijke volume van het gas is en V2 het totale volume

van de cylinder, We zien dus dat

6Q _
1

pit is kenmerkend voor het irreversibele karakter van dit proces. We zullen

in het verdere verloop van dit hoofdstuk leren dat algemeen geldt:
)
as > 5

voor irreversibele processen.

Samenvattend hebbenwe dus gevonden dat voor een ideaal gas:

\%
Tds=cSQ-—_dU+pdv=cvdT+RT%—-,
voor een reversibel proces, en

Tas > &Q ,

voor een irreversibel proces.

In de klassieke thermodynamica is men niet in de eerste plaats gelnteresseerd
in de vraag hoe een proces tussen twee evenwichtstoestanden verloopt, maar
veel meer in de vraag welke waarden de systeem-variabelen (p,V,T etc.) in de
nieuwe evenwichtstoestand innemen. We zullen nu een typisch voorbeeld van een
dergelijk proces beschrijven en we zullen aantonen ddt de eerste hoofdwet al-

leen niet voldoende is om de waarden van de variabelen in zo'n nieuwe even-

wichtstoestand te bepalen. De aanvullende informatie zal komen van de nog te
formuleren tweede hoofdwet. Het nu volgende voorbeeld dient tevens als een

toelichting voor de betekenis van de hierboven ingevoerde entropie.

*) Een gas dat uitzet zal in het algemeen afkoelen. Echter door het weghalen
van de zulger raakt het gas macroscopisch in beweging. Deze beweging wordt
gedissipeerd en dus omgezet in warmte, wat leidt tot een temperatuurstijging.
We zullen nu hier aannemen dat voor een ideaal gas deze beide effecten elkaar
opheffen.
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Voorbeeld. We beschouwen een gelsoleerde cylinder (gesloten systeem), welke

door een vaste zuiger in twee delen is verdeeld, De zuiger is:

i) ondoorlaatbaar voor massa;

1i) ondoorlaatbaar voor warmte;

iii) onbeweegliik. EO —_— E.'
% ]
ey ® 7. @ @ |, ® h.@ @
/] Yy
(1y (M MY @ (2 (2 (Ny (1) (1) \B (2y _(2) _(2)
PO 'VO ,TO ZPO ,VO ,TO Pl rvl rTl : 1 l'vl !Tl

In elk der delen zit een hoeveelheid van hetzelfde ideale gas, massa's m(l)

2 .
resp. m( ), en beide delen zijn in evenwicht (EO). We veronderstellen de
soortelijke warmte van het gas constant. De waarden van de druk, volume en

temperatuur zijn:

(1) _ (1) (1) (2) (2} (2)
Py 'VO 'TO resp. pO 'V en T

Intermezzo

Alvorens verder te gaan willen we eerst de volgende schijnbare paradox be-

spreken.

1 2 1 2
Stel:po()=p(§)=poenT(())=Té)=To.

Nemen we nu de scheidingswand weg, dan zal er helemaal niets gebeuren; de

entropie mag dus ook niet veranderen. Echter, indien we de entropie voor

het wegnemen S, noemen, dan is volgens (9):

0

NI

s(2) _ - (h (1) (1)
0 0 0

s =m cvlog TD + m 'R log V0 +

{10)

+ m(2)cvlog T. + m(zJR log VO(Z)

0 + constante .,

Na het wegnemen van de scheidingswand hebben we

1 2 1 2 1 2
{11) Sjll = (m( ) + m( ))cvlog TO + (m( ) + m( ))R log(V((] ) + V(g )) +
+ constante .
Aangezien in het algemeen:
otV log Vél) + ml¥g log VéZ) # (m(l)-km(2))R 10g(vél)-+vé2))

zou hieruit dus velgen dat S1 # SO’ hetgeen in strijd is met het in het be-
gin van dit voorbeeld uitgesproken verwachtingspatroon dat de entropie niet

zou veranderen. Dit verschijnsel wordt de paradox van Gibbs genoemd. Deze
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paradox kan niet vanuit de klassieke thermodynamica worden verklaard. Een

verklaring kan alleen worden gegeven op moleculaire basis. Wel is het zo,

dat de waarden van de constanten in (10) en (11) afhankelijk zijn van het

aantal moleculen in het gas en dus in (10) en (11) verschillen.

In het vervolg zullen we dus steeds bij toepassingen van (9) er op moeten

letten dat we het aantal moleculen in de ruimte constant houden.

We gaan nu weer terug naar ons voorbeeld. In EO is de totale inwendige ener-
gie:

_olD L g2 )y (2 (2)

(12) Uy = Yy 0 V70 vio -

We houden nu de zuiger vast en massa-ondoorlaatbaar, maar we maken hem warm-
tegeleidend; d.w.zZ. we verwijderen de laag warmte-isclerend materiaal op de
zuiger. Dan zal er dus tussen (D en ) een warmtestroom gaan ontstaan. Na

verloop van tijd zal zich een nieuwe evenwichtstoestand E1 instellen met:

pil),vil),Til) in @ en pfz),viz),T;Z) in @ . Aangezien het systeem volle-
dig is gelsoleerd vindt er tijdens de overgang van E. naar E, geen warmte-

0 1
toevoer plaats, noch wordt er uitwendige arbeid verricht. Dus, tijdens het

hele proces is:

(13) 80 = 8A =0 .

Op grond van de eerste hoofdwet is dan ook
{14) au =0 ,

gedurende het gehele proces. Dus:

(1) (2) (1), 42

(15) au=ul—uo=(u1 +Ul)—(UO +O)=O
Hieruit krijgen we dan
(1) (1) (2) (2) (1) (1) (2) (2}
m CVTl + m cVT1 - m cVT0 - m cVTO =
_ A1) D) (2) (2) _ (2, _
= 1 cv('I1 TO ) +m cv(Tl TO } =0,
of
(16) mar™ 4 n @@ _ o,
waarin
(1) (1) (1) . 2y _ . (2) _ (2)
(17} AT = T1 - TO ; AT = T1 TO- .

Uit de eerste hoofdwet kunnen we dus alleen concluderen dat
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AT(1) m(2)
(18) 2y -~ (O
AT m

maar dit is niet voldoende om AT1 en ATZ te bepalen. Uit fysische ervaring

weten we dat de warmte zal stromen van hogere naar lagere temperaturen en

dat de temperatuur in E, zich zo zal instellen dat beide delen gelijke tem-

1
peraturen hebben. Op grond van de eerste hoofdwet alléén is het echter nog
best mogeliijk dat warmte van lagere naar hogere temperatuur stroomt: de re-
latie (18) zegt namelijk alleen dat de temperatuursverschillen tegengesteld

zijn, maar niet welke positief en welke negatief is.

We hebben dus nog meer informatie nodig en om deze te wverkrijgen bepalen we
eerst de entropie. Hierbij moeten we bedenken dat het volume van de delen :

tijdens het proces niet verandert {(de zuiger is vast) dus ;

(1) _ (1) (2) _ (2)

Vl = V0 en Vl = VO '
dus de term:R log V in (9) blijft constant evenals mzodatde term mR log V
in (9) constant blijft, evenals het aantal moleculen in G) en CD . Voor de

totale entropie in de evenwichtstoestanden E. en E, krijgen we dan achter-

0 1

eenvolgens:

SO = Sél) +‘Séz) = m(l)cvlog Téi) + m(2)cvlog Téz) + constante
&n

S1 = Sil) + SiZ) = m(l)cvlog Til) + m(z)cvlog T{2) + constante, :
waaruit met (17) volgt

. M.y, (2) (2), (2., _

AS = S1 - SO = cv[m J.og(T1 /TO ) +m log(T1 /TO )3 =

(19)
(1) {2)
= - [m(l)log(l - AT ) + m(z)log(l - éz——ﬂ} .
v T(1) T(2)
1 1
We kunnen dit herschrijven tot '
AS _ {AT(l) + m(z) AT(2)} +
m(i)c T(1} m(1) T(2)
v 1 1
(20)
{1) (1} (2) {2) {2)
-{log(l—AT )+AT +& Elog(l—AT. )+ﬂ‘T 1}
T(1) T(l) {1} (2) (2)
1 ;.  ° Ty T

We kijken eerst naar de eerste term van (20). Met (18), welke vergelijking

volgde uit de eerste hoofdwet, kunnen we deze schrijven als
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(1) (2) {2)
(21) {AT(l) N m(l) AT(z)} .y :i) _ :é))AT(l) )
T1 m Tl T1 TIL

We gaan nu verder als volgt te werk. Op grond van de nulde hoofdwet hadden

we in hoofdstuk 2 afgeleid dat:

Twee Lichamen welke voldoende Lang themmisch contact met elkaar hebben, be-
riedken een evenwichistoestand waarnin de temperatwren van bedde Lichamen aan
elhaar gelifk zifn geworden.

In ons voorbeeld betekent dit dat

_ T(1) {2)

=T ’

{22) 1 1

waarmee het rechterlid van (21) gelijk aan nul wordt. Door in te voeren

(23) AT(l) = AT, AT(2) = —uAT, (u = m(l)/m(Z)) '
en

(1) _ (2) _
(24) T1 = T1 = T1 ‘

waarmee aan (18) (eerste hoofdwet) en (22) is voldaan, kan (20) worden ge-

schreven als

AS
m(l)c
v

1 AT AT
(25) = - E{u log(l - 779 + log(l + u -T-)} .

1 i

Het is algemeenh te bewijzen dat deze uitdrukking voor alle positieve p en
voor alle toegelaten waarden wvan (AT/Tl) (bedenk dat de absolute temperatuur
altijd groter dan nul moet zijn) altijd groter dan nul is voor AT # 0. Om

het rekenwerk wat te vereenvoudigen, zullen we ons hier echter beperken tot

kleine waarden van (AT/Tl):

(26) 25 <1,
1

We kunnen (25) dan ontwikkelen naar (AT/Tl), hetgeen levert:

AS (1), AT AT, 2 (2), AT 2 AT, 2
—— = -m (- == ~ L(=)" +...) +-m (y ==~ % (=7 +...) =
Cy T T Ty Ty
(27)
(1)
=B P e ERZ s 0,
(2) T
2m 1

voor alle AT # 0.
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Hiermee is bewezen dat de entropie is toegenomen., Uit (27) zien we dat de
entropie zich zodanig heeft ingesteld dat hij zijn maximale waarde heeft be-
reikt. Van alle mogelijke evenwichtstoestanden tussen EO en El' welke vol-
doen aan (18}, heeft het systeem dus die evenwichtstoestand gekozen, welke
de grootste entropie heeft.

Uitgaande van dit voorbeeld zouden we dus de volgende uitspraak mogen pone-
ren:

Van alle evennichtstoestanden, welke binnen het kaden van de eerste hoofd-
wet mogeldifk zijn, kiest een thewmodynamisch systeem die toestand uit waar-
in de entropie zifn maximale waarde beréikrt,

Zoals we verdexop zullen zien, is dit resultaat een consequentie van de twee- ﬁ
de hoofdwet van de thermodynamica, welke in § 4.3 zal worden besproken. Daar

zal ook worden aangetoond dat bovenstaande uitspraak algemeen geldig is.

Statistische betekenis van de entrxopie

Het in de vorige paragraaf besproken voorbeeld is niet ruim genceq om zelfs
maar de existentie van een entropie te bewijzen. We hebben daarvoor een aan-
tal wetten ult de moleculaire gastheorie nodig en de definitie van een abso-
lute temperatuur. We willen daarop in deze paragraaf even in het kort ingaan.
We zullen hierbij gebruik maken van een aantal begrippen uit Fysica 20 (wet
van Boltzmann, Maxwell-verdeling) welke hier bekend worden verondersteld.

We gaan uit van de eerste hoofdwet in de vorm (34), H.3, welke we schrijven

als
(28} au = -8a + 8Q .

Hieruit zien we dat de inwendige energie wordt opgebouwd uit de uitwendige
arbeid A (dit geldt in feite alleen in evenwichtstoestand) en de uitwendig
toegevoerde warmte §Q.

In een willekeurig materieel lichaam bevinden zich een groot aantal in bewe-
ging zijnde moleculen. De quantum-theorie leert ons dat we mogen stellen dat
elk molecuul een discrete energie €1 heeft.

We veronderstellen dat er in totaal N moleculen zijn en dat voor elk ener-

gie-niveau g, geldt dat het bezet wordt door ny moleculen. Dus:

k

(29) N =7 en U=9Y ne, .
£ M £k

We bekijken een kleine, infinitesimale, verandering dU van U. Volgens (29)

geldt
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(30) au =) dn e, + ) n de,
k k

De verandering van de inwendige energie bestaat dus uit twee stukken:

i) een verandering van de energie-niveaus e, bij een gelijkblijvende verde-

k
ling:

ii} een herverdeling van de aantallen moleculen over de, constante, niveaus.

We bekijken eerst de verandering van de niveaus (dus de term Ik nkdek). Het

blijkt dat de waarden van e_ alleen afhangen van de (mechanische) paramters

k
in de bewegings- (of impuls-) vergelijking, zoals het volume, de deformaties

etc. Veranderingen hierin zijn afkomstig van de uitwendige arbeid en we mo-

gen daarom stellen dat:

(31) ) mde =-8a,
k

(minteken omdat, voor 8Q = 0, AU = -§A}. Door warmtetoevoer veranderen de ni-
veaus niet maar de verdeling over de niveaus wel, zodat het logisch is om te
stellen:

(32) ) g dn =60,
k

waarmee we dan bovendien in overeenstemming zijn met (28).
We gaan er van uit dat de verdeling over de verschillende energie-niveaus

wordt bepaald door de Wet van Boltzmann:

-Be
(33) n_ = Ce ko

waarin C een normalisatieconstante is en B een nog otibekende parameter. C

kan worden bepaald uit de eis:

(34) oo, =N,

maa¥ we kunnen altijd normeren op een zodanig aantal moleculen dat C = 1
wordt, hetgeen we vanaf nu zullen aannemen.

Met (33) gaat (32) dan over in
(35) 50 =-+51 a
Q = B L og ny .dn_ .

Voor een ideaal gas nemen we nu aan dat het aantal moleculen n(v), met snel-

heid |EJ continu verdeeld is volgens de Maxwell-verdeling:
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(36) n(v) = amave™ MV 8 ,
waarbij, t.g.v. bovengencemde normalisering,

(37) A = N{—=—}

We kunnen nu de absolute temperatuur T invoeren. We definiéren deze door te

stellen dat de gemiddelde kinetische energie %mv2 gelijk is aan:

{38) %mv2 =

B

kT = 3 x kT ,

(de factor komt af van het feit dat een molecuul drie graden van vrijheid

heeft) . i

Hieruit volgt dat
{39) B ==

waarin k de constante van Boltzmann is, een universele constante gelijk aan:

(40) x = 1,3805 x 10”235k~ |

Deze relatie geeft dan weer de aansluiting met (35). (Voor de details van bo-
venstaande afleidingen verwijzen we naar: Fysica 20.)

We krijgen dus:

09
{41) Cil k E layg nk.dnk

Omdat het rechterlid van (41) kan worden geschreven als een totale differen-
. ; -1 , .

tiaal, volgt hieruit dat T een integrerende factor voor §Q is en dat &Q/T

de totale differentiaal moet zijn van een toestandsgrootheid, aangegeven met

het symbcol S en de entropie genaamd, zodanig dat geldt:
s .= 92 L
(42) ds := = = k[lognkdnk

Voor een uniforme evenwichtstoestand vinden we door (42) te substitueren in

(28) en gebruik makende van de eerste hoofdwet, de betrekking
{43) TdS = AU + pdV .

Dit is in de klassieke thermodynamica de mathematische formulering van de
tweede hoofdwet, geldend voor een gas (of niet-visceuze vloeistof) in een
homogene evenwichtstoestand. We merken nog op dat, als we de rechterzijde
van (43) uitwerken m.b.v. de formules geldend voor een ideaal gas we weey

op relatie (18) uitkomen. (Ga dit zelf na.)
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Opmerking. De definities (38) en (42) gelden ock wvoor niet-evenwichtstoe-
standen, mits de variatles in plaats en tijd niet al te groot zijn. Het is
bijvoorbeeld duidelijk dat we een gemiddelde als in (38) moeten nemen over
een groot aantal moleculen. Dit houdt in dat variaties in T pas merkbaar mo-
gen worden gver een groot aantal karakteristieke molecuul-afstanden (vrije
weglengten) ., Bij snellere fluctuaties kan er geen T worden gedefinieerd, en

dus ook geen S, want beide zijn statistische grootheden.

Algemene existentie van de entropie in een evenwichtstoestand

De in het vorige hoofdstuk besproken eerste hoofdwet beperkt enorm het aan-
tal mogelijke toestandsveranderingen die een systeem kan ondergaan. Er blij-
ven alleen nog die veranderingen mogelijk, waarbij de totale energie, inclu-
sief warmte, van het systeem wordt behouden. Echter, zoals we in § 4.1 al

in een voorbeeld hebben gezien, is de eerste hoofdwet alléén niet in staat
de afleoop van een proces eenduidig te voorspellen. Hiervoor is een tweede
basiswet nodig. Deze wet gebruikt, in zijn mathematische formulering, het
begrip entropie. We zullen daarom hier eerst voor homogene, reversibele pro-
cessen de algemene existentie van de entropie bewiijzen. De methode die we

hierbij zullen volgen wordt toegeschreven aan Carathéodory.

We zullen in deze paragraaf alleen reversibele processen beschouwen. We kun-

nen dan uitgaan van de <erste hoofdwet in de vorm
§Q = dUu + §A .

Stel dat het systeem n onafhankelijke cobSrdinaten x. (k = 1,...,n), heeft,

k
dan kunnen we de eerste hoofdwet ook schrijven als

n
(42) 89 = ) X.dx .

waarin

(43) Xk Xk(xl,..-,xn) .

Denken we hierbij, bijvoorbeeld, aan een gas met X =penx, = Ven U=U(p,V)

i

dan luidt (42) uitgeschreven:
- (28 g
(44) 8Q = (ap)vdp + [(BV)p + plav .

Een term van de gedaante
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wordt een Pfaffse vorm genocemd. In het algemeen zal dit geen totale diffe-

rentiaal zijn. Het is pas dan een totale differentiaal, indien er een func-

tie ¢(x) bestaat zodanig dat

{45}

i~

Xkcbﬁ{ = d<1>(§_) =

k=1 k

Noodzakélijk, en voldoende, voor het bestaan van zo'n %(x) is de eis dat de

Xk's voldoen aan de relaties

? ax
(46) —§~Xk—=5~;& K,L=1,...,n) ,

welke eis volgt uit het feit dat voor elke ¢ (x) moet gelden

2%s 3%
Bxkax2 szaxk

Dat niet elke Pfaffse vorm een totale differentiaal vormt, is ook direct in

{47)

te zien met (44), waarvoor (46) luidt (voor k =1, £ = 2)
3 ,3U ? 9 3au
(48) Ev(ggiv = 35{(Bv)p +pl,

een relatie waaraan duidelijk niet voldaan wordt.

Delen we (42) door een functie Ax), zodat deze relatie wordt

(49) - E £ oax,

dan kan het gebeuren dat het rechterlid nu wé&l een totale differentiaal

vormt. Is dit inderdaad het geval dan ncemen we de functie A{x) een integre-

-1
rende noemer (A wordt een integrerende factor gencemd).

Voor n = 2 bestaat er voor elke Pfaffse vorm steeds een integrerende noemer.

Immers, in dat geval geeft (46) slechts &én differentiaalvergelijking voor

A(x}, namelijk

X X
] 1 ] 2

(50) () = () ,
3x2 A Bxl A

waaruit steeds een A(x} is te bepalen.
Laten we dit weer illustreren aan (44), maar nu voor het geval van een ide-

aal gas met constante Cy Dan is




- 38 =

C
- v -
U=—4pVi=c/D ,
en
C C
U, _ v _ v oY
Xy = (ap)v'_ x Ve X, = (BV)p +p = (R + Dp ,

waarmee, met A = A(p,V), de differentiaalvergelijking (50) wordt

c c

vi o (2 el
R v Rt UG
of, na vermenigvuldiging met RAZ,

aA 9A
~-RA ~ cVV ~ + (cv + R)p e o,

welke als oplossing heeft
<L
?\—R( T .

Voor elk systeem met twee graden van vrijheid bestaat dus een integrerende
factor. Voor n 2 3 zal dit echter in het algemeen niet meer het geval zijn.
Om te beslissen of er nu wel of niet een integrerende factor bestaat, zul-

len we gebruik maken van de volgende stelling, afkomstig van Carathéodory:

Stelling. Opdat (42} een integrerende factor bezit, is het nodig en voldoen-
de dat niet Leden punt in de onmiddellijke nabijheid van een punt (%, 1%y v )
doon een heversibel, adiabatisch proces kan wonden bereilt.

Om deze stelling te verduidelijken, stellen we ons een ruimteimn voor met de
codrdinaten xl,xz,...,xn, gevormd door de thermodynamische parameters van

het systeem, welke moeten voldcoen aan de eerste hoofdwet volgens (42). De

omgeving {nabijheid} @ van een punt 5(0) = (xiO),...,xio)) wordt dan gevormd
door alle punten x e]Rn, welke veldoen aan
(51) x-xh<e e>0, dxl=|x| =m0 -

De stelling leert ons dus dat, als er een integrerende factor bestaat, niet
elk punt uit @ via een adiabatisch proces (i.e. 6Q = 0, in (42)) bereikbaar
is, en omgekeerd, als niet elk punt uit @ adiabatisch bereikbaar is, dan be-
staat er een integrerende factor.

De noodzakelijke voorwaarde in bovenstaande stelling is vrij eenvoudig te
bewijzen. Stel er is een integrerende noemer ), dan bestaat er dus ook een

functie ¢(x), zodanig dat
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n
{52) 80 = A% = ) X dax_,
k=1 e
Of Jf, \ﬁ
n
(53) as = 7§ 2? dx, .
k=1

Voor een adiabatisch proces, 6Q = 0, geldt dus dat d¢ = 0 of
(54) ?(x) = C = constant .

De vergelijking ¢ = C beschrijft in.‘IR.n een {(n-1)-dimensionaal oppervliak. Uit-
gaande van het punt 5(0), dat dus op dit oppervlak ligt, zijn alleen punten
X op dit oppervlak te bereiken. Dit houdt tevens in dat punten, welke juist
boven of juist onder dit oppervlak liggen niet onder de restrictie 60 =0
zijn te bereiken.

De nodige kant van de stelling is hiermee bewezen, maar de voldoende voor-
waarde is moeilijker te bewijzen. Dit sterk mathematische bewijs valt bui-
ten et kader van dit college en zal hief niet worden gegeven. Voor de hier-

in geinteresseerde lezer verwijzen we naar ref. SNEDDON, pp. 35 t/m 38.

Het voorgaande stuk was wiskunde, maar we gaan nu weer terug naar de fysi-
sche aspecten. Zoals al in het begin van deze paragraaf gezegd, hebben we
buiten de eerste hoofdwet nog een tweede wet nodig om de afloop van een pro-
ces te wvoorspellen. Deze tweede wet moet een aantal toestandsveranderingen,
welke volgens de eerste hoofdwet nog wel mogelijk waren, maar welke fysisch
niet realiseerbaar zijn, uitsluiten. Zo weten we uit practische waarnemingen
dat, zonder invloed van buitenaf, warmte altijd van een warmer lichaam naar
een kouder lichaam stroomt. De eerste hoofdwet allé€én sluit echter niet uit
dat warmte van het koude naar het warme lichaam stroomt. Et 2ijn nu verschil-
lende formuleringen in de thermodynamica, welke als basis kunnen dienen om
de fysisch irre&le processen uit te sluiten. In de meer technische thermo-
dynamica wordt meestal uitgegaan van de hypothesen volgens Kelvin of Clau-
sius. Alhoewel we deze hier niet als uitgangspunt zullen gebruiken, willen
we toch niet nalaten deze formuleringen te geven. Clausius stelt:

Het is onmogelifk om een machine te ontwenpen, welke, werkend in een kring-
Loop, als enig effect waimte van een kouder naar een warmer Lichaam {hans-
porteent

De formulering van Kelvin luidt:

Het is onmogelijk om cen machine te ontwenpen, welke, als enig effect, warm-
te onttrelt aan een reservoir en deze warmte geheel omzet in een gelijke hoe-
veelheid mechanische arbedd.
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Deze beide formuleringen zijn dus gebaseerd op het idee van een machine en
het is enigszins onbevredigend om een fundamentele natuurkundewet, als de
eerste hoofdwat is, te bhaseren Oop een machine. Vandaar dat er in de funda-
mentele natuurkunde gezocht is naar een derde, meer directe, formulering van

de tweede hoofdwet. Deze derde formulering is afkomstig van Carathéodory en

luidt:

Niet ek punt in de buurt van een thermodynamische evenuichtstoestand is via
een neversibel, adiabatisch p!wcu',te beneiken.

Het zal duidelijk =zijn, dat deze drie formuleringen niet cnafhankelijk wvan
elkaar zijn; in feite kunnen elke twee andere formuleringen uit een van de-
ze drie worden afgeleid. Ze zullen dan ook alle drie uiteindelijk tot de-
zelfde mathematische forpulering van de tweede hoofdwet leiden. Wij zullen
hier als basis van onze beschouwingen de uitspraak volgens Carathéocdory ne-
men, welke technisch-fysisch misschien het minst aanspreekt, maar welke wel
het meest direct naar een mathematische formulering leidt.

We wijzen hier op het verschil in karakter tussen bovenstaande uitspraak en
de eerder geformuleerde stelling. De laatste is een mathematisch streng be-
wezen stelling, terwijl de eerste het karakter van een, op fysische gronden
verwachte maar niet bewezen, postulaat heeft.

Uitgaande van dit postulaat geldt dan op grond van de stelling dat er altiid

een integrerende noemer A(x), en een functie ¢(x), bestaat zodanig dat

(55) 80 = Adg

| ~12
h‘z.
w

We wijzen er nogmaals op dat dit resultaat alleen is afgeleid voor reversi-

bele processen, dus in feite alleen voor (homogene) evenwichtstoestanden.

We gaan nu proberen om A en ¢ expliciet uit te drukken in de thermische para-
meters. Dit zal leiden tot een algemeen bewijs voor de existentic van de en-
tropie.

Hiertoe beschouwen we een samengesteld systeem, bestaande uit twee systemen

welke thermisch met elkaar in contact zijn. Voor elk systeem afzonderliijk

geldt dan
(56) GQi = A1d®1 en 692 = 12d¢2 .

terwijl voor de aan het totale systeem toegevoerde warmte geldt

(57) 5Q = 60, + 80, = Aad .
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Uit (56) en (57) volgt dan

{>8) Ade = lldQ + A2d¢

1 2 -

Elk systeem afzonderlijk wordt beschreven door n codrdinaten: XysverX (n
hoeft niet voor elk systeem gelijk te zijn, maar we zullen dit voor het ge-
mak hler wel aannemen). De in hoofdstuk 2 ingevoerde empirische temperatuur
8 en de functie ® zijn beide toestandsvariabelen en hangen dus eenduidig van
de codrdinaten Xl""'xn af. We kunnen daarom, voor elk systeem, twee codr-
dinaten, zeg X, en x,, vervangen door 0 en ¢. Volgens de nulde hoofdwet heb-
ben systemen, welke thermisch met elkaar in contact zijn, dezelfde empiri-
sche temperatuur 9. Op grond hiervan kunnen we dus als codrdinaten voor het

eerste systeem kiezen:

1 1
e,@l,xé ),...,xi ) '

en analoog voor het tweede

(2 2)
e:¢2rx3 );---,Xr(l

Het totale, samengestelde systeem wordt dan getypeerd door:

1 1 2 2
9:@11‘1’2:3(; )'...'Xlg. )rx?(, )t-"le; )

Uit (58) volgt

Ay A2
waaruilt we concluderen dat ¢ alleen afhangt van @1 en ¢2; immers dan:
8¢ (%, ,0.,) 3%(%.,%,)
1772 1772
= e + ———d .
(60) de a¢1 d¢1 8@2 @2

In dat geval zijn ook AI/A en 12/1 alleen functies van ¢1 en ¢2:

o A2

Algemeen zou moeten gelden

~ (1) (1)
Al = AI(G,Ql,x3 reer X )
_ (2) (2)
(62) )\2 - A2(8,¢2px3 Jo--lxn ) r
(1) L@ (2),

A= A(8,¢1,¢2,x3 peee X TRy Tres X
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Echter, aan (61)1 kan alleen worden voldaan als A onafhankelijk is van

2
x( ) (2), terwijl uit (61)2 volgt dat i onafhankelijk moet zijn van

F"'ln

?1) (1)

x3 ,...,xn . Dus |
(63) A= 1(6,¢1,¢2) ' E

- iR

waaruit dan weer volgt

£

SR e

(64) Al = A1(9,¢1) en Az = A2(8,¢2)

Aarigezien echter 21 en 22 in (61) niet van 8 afhangen, moeten Al' 12 en A

een uniforme factor bevatten, welke alleen van de empirische temperatuur 6

mag afhangen. Dus
11(¢1,8) = T(e)f1(¢1) '
(65) Ay(,.8) = T(B)E,(2,) ,
1(@1,¢2,9) = T(B)g(¢l,¢2) .
Hierin is T(8) een universele functie van de empirische temperatuur, gelijk
voor alle systemen. Voor deze functie zullen wij steeds de absolute tempera-

tuur T nemen.

We hebben nu dus gevonden dat zowel voor systeem 1 als voor systeem 2 geldt
(66) ¢Q = Add = T(8)£(d)ad .

We stellen nu

(67) £(d)d¢ = ds ,

en noemen S = 5(¢) de entropie van het systeem. We zien uit (67) dat dS een
totale differentiaal is en dus dat S een toestandsvariabele is. Hiermee heb-
ben we voor een homogeen, reversibel proces algemeen de existentie bewezen

van de entropie S. Deze moet voldoen aan de relatie

(68) as = &2 .

We zullen nu nog de additiviteit van de entropie bewijzen.

Aangezien (66)-(67) zowel voor systeem 1 als voor systeem 2 geldt, hebben
we '

(69) §Q, = TdS, en 6Q, = TAS

1 2!

en bovendien is dan ook

(70) 8Q = 80, + 60, = TdS, + TdS, = TA(S, +5,) .

1
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Met (57) en (65)3 kunnen we dit ook schrijven als

(71) 6Q = Tg(<1>1.<1>2)d¢ .
Gelijkstellen van (70) en (71) geeft:
(72) g(8,,0,)d0 = (s, +5,) .

Omdat het rechterlid van (72) een totale differentiaal vormt, moet het lin-

kerlid dit ook zijn. Dit betekent dat g(¢1,¢é) niet expliciet van ¢, en ¢2

1
apart mag afhangen, maar alleen van @(Q1,¢2). Dat wil zeggen, er moet een

functie £(9) bestaan, zodanig dat

(73) £(0) = £(2(8,,0,)) = g(0,,0,) .

Hiermee wordt (71)

(74) §Q = TE($)d% ,

en geheel in overeenstemming met (67) kunnen we dit weer schrijven als
(75) §Q = Tds ,

waarin § nu de entropie van het totale systeem is. Uit (70) en {7%) volgt

dan tenslotte
{76) ds = dS1 + ds2 '

de additiviteit van de entropie. Of: de verandering van de entropie van een

samengesteld systeem is gelijk aan de som van de veranderingen van de entro-

pie van de afzonderlijke systemen.

Samenvattend kunnen we dus stellen dat we in het voorafgaande de volgende

mathematische formulering van de tweede hoofdwet, geldend voor homogene, re-

vergibele processen, hebben afgeleid

(77) TdS = 6@ = 4U + 6A .

Voor een gas wordt dit

- (78) TdS = 8Q = AU + pdv ,

en voor een ideaal gas

e _ av
(79) TdS = §Q = cydT + RT - .

Deze laatste formulering komt weer overeen met (7).
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4.4. Tweede hoofdwet voor irreversibele processen

Uit de resultaten van de vorige paragraaf volgt dat voor een omkeerbaar kring-

proces geldt

= is.-.Q_.=
(80) é as = 4 = =0.

In de klassieke thermodynamica houden wij ons meestal bezig met reversibele
processen tussen homogene evenwichtstoestanden. Het is echter ook mogeli jk
om twee homogene evenwichtstoestanden met elkaar te vergelijken, welke zijn

verbonden door een irreversibel proces. We zullen nu zo dadelijk een stel-

ling bewijzen, welke zegt dat bij een adiabatisch, irreversibel proces tus~-
sen twee evenwichtstoestanden de entropie in de eindtoestand groter is dan
die in de begintoestand. Dit zal leiden tot een mathematische formulering
van de tweede hoofdwet voor irreversibele processen. Adngezien er geen ana-
logon van de uitspraak van Carathéodory bestaat voor irreversibele processen
zullen we dit bewijs baseren op het postulaat volgens Kelvin (zie vorige pa-
ragraaf). Om een betere aansluiting te krijgen met het nu volgende bewijs
vertalen we deze formulering in de volgende uitspraak:

Het 45 onmogelijk om alle warmte welke in een kringproces aan een systeem
wordt toegeveerd vofledig om te zetten in arbeid.

Dit postulaat sluit het bestaan van een Perpetuum mobile van de tweede soort

uit. (Een perpetuum mobile van de eerste socort is in strijd met de eerste
hoofdwet, )

Wij wijzen er echter met nadruk op dat het wél mogelijk is om alle arbeid
aan een systeem toegevoerd volledig om te zetten in warmte.

We zullen nu de volgende stelling bewijzen:

Stelling. Voot efk {nreversibel, adiabatisch proces Lopend van een homogene
evenwichistoestand A naar een homogene evemvichitstoestand B geddt

(81 AS = SB - sA >0 .

Het bewijs loopt als wvolgt:

o
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Beschouw een systeem met n graden van vrijheid xl,xz,...,xn. We tekenen nu

het verloop van een proces voor dit systeem in een XX,

zijn A en B evenwichistoestanden. Zoals we in de vorige paragraaf hebben ge-

—diagram. Hierbij

zien, kunnen we deze toestanden behalve door xl,xz,...,xn ook karakteriseren
door S,T,x3,...,xn. We zullen nu verder x3,...,xn niet veranderen, zodat we
dus alleen xl,x2 hoeven te beschouwen &f 8,T. We kunnen dan de.evenwichts—
toestanden A en B typeren door (Sl'Tl) resp. (Sz,Tz). We nemen nu aan dat

het systeem een adiabatisch, irreversibel proces doorlcopt van A naar B (de

gestippelde lijn in bovenstaand diagram).

We brengen nu het systeem weer door een reversibel "ersatz"-proces van via
C en D terug naar A. Hierbij is BC een reversibele adiabaat (isentroop), met
5 = 52 en T lopend van T2 naar T3; CD een, reversibele, isotherm met T = T3,
terwijl de entropie loopt van S2 naar S1 en, tenslotte, DA weer een isentroop
met S==S1 en T lopend van T3 naar Tl' We hebben dan een kringloop ABCDA, waar-—
bij AB, BC en DA adiabaten zijn (de laatste twee ziijn tevens isentropen; de
eerste niet), zodat alleen tussenC enDwarmte is toe- of afgevoerd. Gedurende
alle stappen kan echter door of op het systeem arbeid worden verricht.

Aangezien de inwendige energie U een toestandsvariabele is, geldt voor de

totale kringloop:

{82) ? du = 0 = é 80 - % §A = 91 - Atot '

waarin
D

(83) Q= % 80 = J dQ: de aan het systeem toegevoerde warmte

en <

(84) Atot = SA: de tijdens de kringloop door het systeem verrichte ar-
beid .

Volgens {(82) is dus

(85) Q1 = Atot )

Tevens geldt

D D o
Q. | s _ 1 = 1
(86) §T_JT_T3 J‘SQ"%'
o C

We zullen nu eerst aantonen dat uit (85) volgt dat Q1 niet positief kan zijn,
Immers, indien Ql' en dus ook Al, positief zou zijn, is 91 aan het systeem

toegevoerde warmte en Ato door het systeem verrichte arbeid. Volgens (85)

t
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zou dan alle aan het systeem toegevoerde warmte volledig zijn omgezet in
door het systeem geleverde arbeid. Dit is in tegenspraak met het hiervoor

geformuleerde Kelvin-postulaat. Indien Q1 en A negatief zijn, is -A

tot tot
de op het systeem verrichte arbeid en —Q1 de van het systeenm afgevoerde warm-
te. Omdat de op het systeem uitgecefende arbeid wél volledig in warmte kan

worden omgezet, kan (B5) dus wel gelden als Q1 en A t kleiner of geliijk

. to
aan nul zijn. Als Q. < 0 wvolgt uit (86) dat
1 g

(87) é%?so.

We zullen nu eerst laten zien dat het gelijkteken in (87) geldt als de ge-

hele kringlocp reversibel is. Immers, dan geldt over de gehele kringloop

8Q
(88) 7 ds ,
en dus
89 _ =
{89) § - § as o,

want S is een toestandsvariabele.
Nemen we nu aan dat een deel van het kringproces, nl. de tak AB, irreversi-

bel is, dan geldt dus

(90) é%‘?wo.

Bedenken we dat de tak CD wél reversibel is, dus dat daar geldt
D D

89 _ -
(91) JT-—JdS—Sl—Sz,

c c

dan volgt met (86) en (90) dat

(92) 4 8.5 -s.<0,

of

(93) 82 - S1 >0

Hiermee is dus bewezen dat bij een adiabatisch, irreversibel proces de en-

tropie toeneemt.

Iets algemener kunnen we deze stelling ook nog als volgt formuleren:
De entropie van een volledige geisofeend thermo-dynamisch systeem ban nooit
agnemen.,
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Dit wil dus zeggen dat het onmogelijk is om van een geisoleerd systeem de

"constraints" zodanig te veranderen dat de entropie afneemt.

De voornaamste oorzaken van niet-omkeerbaar gedrag zijn terug te brengen

tot twee feiten, ni.:

a) Quasi-statische processen bestaan niet; elk proces verloopt met een ein-
dige snelheid; de kinetische energie K mag dus niet worden verwaarloosd

in de energiebalans.

b) Er treedt altijd dissipatie op, welke aanleiding geeft tot inwendige warm-

teontwikkeling (is niet opgencmen in Q).

Als illustratie van een irreversibel proces beschouwen we volgend voorbeeld

(dit is ook al kort ter sprake gekomen in § 4.1).

va.cuum \ N

Een vdlledig geisoleerde cylinder is door een vaste zuiger in twee delen ver-
deeld. In het linkerdeel bewvindt zich een hoeveelheid, massa m, ideaal gas
met constahte cV in evenwicht met druk 129, volume V0 en temperatuur TO' Het
rechterdeel is vacuum. Op t = tO wordt de zuiger plotseling losgelaten, waar-
door het gas over de gehele cylinder expandeert. Het gas is dan macroscopisch
in beweging, maar deze beweging zal in de loop der tijd uitdempen. Dit bete-
kent dat na verloop van tijd, zeg opt = tl’ zich een nieuwe evenwichtstoe-~
stand met p = pl, vV = Vl en T = T1 heeft ingesteld. Het is duidelijk dat dit
een irreversibel proces is, immers het gas zal nooit uit zichzelf teruggaan
naar de tcestand, waarbij het alleen de linkerhelft van de cylinder opvult,
Het hierboven beschreven proces valt in principe geheel buiten het kader van
de klassieke thermcdynamica. We kunnen dit proces dan ook alleen maar be-
schrijven door een aantal fysische aannamen over het verloop van het proces
te maken.

Omdat de cylinder geisoleerd is, verloopt het proces adiabatisch: 8g = 0.
Verder is ook, omdat in het rechterdeel vacuum heerst, dus p, = 0, de ver-

richte arbeid 6A = 0. Voor de verandering van de inwendige energie U in de

nieuwe everwichtstoestand geldt dus
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(94) AU = U1 - UO =Q¢~A=0,

de inwendige energie is gelijk gebleven. Omdat de inwendige energie van een

ideaal gas alleen van T afhangt moet dus ook
(95) T, =T, .
De entropie is echter wé&l veranderd. Deze is volgens (8) gelijk aan

(96) AS = 81 - SO = mR log(Vl/VO) >0,

want V1 > VO. Hoe is dit nu te verklaren?
We beginnen met op te merken dat (94) hier strict genomen onjuist is. Omdat
het gas macroscopisch in beweging is (K # 0), is het beter om uit te gaan

van (1), H. 3, welke met P = ¢ = ( geeft
(97) K+U=0 .

Integreren we dit van t = t0 tot een willekeurig tijdstip t en bedenken we

dat K(to) = ( {evenwicht) dan vinden we dat

(98) K(t) = Uy - uit) .

Nu heeft ieder refel gas demping of inwendige wrijving. Als gevolg hiervan
zal de macroscopische beweging van het gas uitdempen. Na voldoend grote tijd,

zeg na t = tl' zal het gas dus tot rust gekomen zijn en dan geldt
(99) K(ty) =0
Met (98) en (99) vinden we dan

(100) U, = U(t

oftewel, de inwendige energie in de eindtoestand is gelijk aan die in de be-
gintbestand. In de tussenperiode (tO < t < tl) is volgens (98) en omdat
K{t) 2 0, de U echter afgenomen. Omdat U rechtevenredig is met T is dan ook

de temperatuur afgenomen, maar wvoor t = t1 is hij weer gelijk aan T

o gewor-

. den (T1 = TOJ.

Om het proces van tO tot.t1 te kunnen beschrijven, nemen we aan dat het ver-

leoopt volgens het volgende model:

y' /[[(T) .

v »‘,ajf:rjij;;;;;ﬂ~_—#ﬁgrﬂﬂ—h
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. Cas .t
i} Gedurende een zeer kort tijdsinterval van t:0 tot t0 treedt er een zeer

snelle expansie op, waarbij het volume van het gas toeneemt tot V1 en
- + .
de temperatuur zijn laagste waarde T(to) bereikt. We nemen aan dat deze

expansie zo snel gebeurt dat hij zuiver adiabatisch plaatsvindt, dat wil

+
zeggen dat er gedurende de fase tO -+ t0 noch inwendige noch uitwendige

warmteontwikkeling plaatsvindt. Voor deze fase geldt dan (zie opgave 9,

H. 3}

+
T(to) ) (XQQY'l _ (quR/cv
Y Y )

(101)
Ty 1 i

+ .
0 wordt de macroscopische beweging uitgedempt en omgezet in,

inwendige, dissipatiewarmte (Qdiss)’ waardoor de temperatuur van het gas

ii} Vanaf t =z t

weer gaat toenemen. Omdat de kinetische energie volledig wordt omgezet

in dissipatiewarmte geldt voor het interval van t tot t + dt:

(102) -Kdt = GQdiss .
We nemen bovendien aan dat deze dissipatiewarmte volledig ten goede komt
aan een toename van de entrople volgens

(103) aniSS = 7ds .

Gelijkstellen van (102) en (103) geeft, na deling door dt:

(104) -k = T8,voor t] < t < £, .
Met (97) en met U = mch, kan dit nog worden geschreven als
b mC'i'
-_U_‘ v
(105) s = I

+
Door deze relatie te integreren van t0 tot t1 vinden we dan voor de to-

tale toename van de entropie

t T
1mcV . OdT T(t;)
{106) A = Sy = 8y = f “E?‘T dt = me, J 1Fﬂ=—mcvlog( T )
t+ T(t+} 0
0 0

waarbij we dus gebruikt hebben dat T(tl) =T, gelijk aan T, is. Met (101)

1 0
kunnen we (106) tenslotte nog uitwerken tot

As = s, - 8

Q

welk resultaat geheel in overeenstemming is met (96).




- 50 -

We hebben op deze manier dus een modelmatige beschrijving voor dit irrever-—
sibele proces gevonden; een beschrijving die geen thermodynamische wetmatige
basis heeft, maar die wel leidt tot een resultaat dat wél met de klassieke

thermodynamica kan worden afgeleid.

Slotopmerkingen,

i) We hebben in het voorgaande voorbeeld gezien dat de kinetische energie
gedissipeexrd werd. Er zijn ook directe mechanismen van dissipatie be-
kend, waarbij de dissipatie bijdraagt tot verhoging van de entropie. Een

voorbeeld is de dissipatie in een visceuze vloceistof.

S W Ay L LA T TR S SO

ii) ©Niet alle mechanismen zijn echter op deze wijze te verklaren., Bij warm~
tegeleiding vindt ook zogenaamde entropieproductie plaats. Hierbij is
geen sprake van kinetische effecten of dissipatie. Wel kan men een "er-
satz"-proces bedernken dat dissipatief is.

iii) We hebben tot nu toe de tweede hocofdwet, tezamen met de eerste hoofdwet,

voor reversibele processen leren kennen in de vorm (zie ook (24), H. 3)

(107) TaS = dU + pdv - Vt! de, .
i3 13

Hierbij 1s steeds aangenomen dat de massa, of het aantal grammoleculen,
constant bleef, Voor mengsels van chemisch reagerende stoffen of bij
fasenovergangen moeten we de additieve grootheden expliciet betrekken
op het aantal grammoleculen Nk van elke stof. Indien deze Nk kunnen
veranderen,'geven ze aanleiding tot een extra arbeidsterm, de zogenaam-

- de chenmische arbeid, gelijk aan

—E Y, dN.
I k k’

waarin Hy de chemische of thermodynamische potentiaal is (zie ook § 5,1).

Hiermee krijgen we dan voor de totale toename van de arbeid

(108) §A = pdv - Vtijdeij - }); W AN

waarmee de tweede hoofdwet voor een reversibel proces dan wordt

— - ' -
(109) T3S = dU + pdV - Vti.de,. E e aN .




- 5] -

iv) De ongelijkheid (87) is hier alleen afgeleid voor een (ir)reversibele
adiabaat. Deze relatie heeft echter een veel algemenere geldigheid. In
feite geldt een relatie van de vorm

[¢]
(110) 4 =<0,

voor alle mogelijke thermodynamische processen. In dat geval is in deze
relatie §Q de aan het systeem toegevoerde warmte, maar T is niet de tem-
peratuur van het systeem (deze hoeft immers voor een irreversibel proces
niet eens te bestaan), doch de niet noodzakelijk constante, temperatuur

van het reservoir dat &0 aan het systeem levert. Bovenstaande relatie

wordt de ongelijkheid van Clausius genoemd.

Door nu een willekeurig kringproces te splitsen in een (niet persé adia-
batisch} irreversibel stuk, van 1 » 2 zeg, plus een reversibel stuk,

van 2 » 1, kunnen we met behulp van (100) afleiden dat

2 1 2
5C _ 89 o _ 18 -
(111) §T jT+j-T JT+(SI 82)50,
2 1
(irr) (rev} {irr}
of
2
89
{(112) 52 - S1 = J T

de éentropie-ongelijkheid voor algemene thermodynamische processen,

 RECAPITULATIE

Tweede hoofdwet voor een reversibel proces, algemeen:

Tds = 60 = dU + 8A = dU + pdv - vt de; . - E AN,

idem, voor een gas (p-V-T-systeem)
TdS = 6Q = AU + pdv ,

idem, wvoor een ideaal gas

av
TdS = mcvdT + mRT v

Entropie voor een ideaal gas

5 = mcvlog T + mR log V + constante .,
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Entropie-ongelijkheid voor een adiabatisch, irreversibel proces
Seind - sbegin
Clausius~ongelijkheid

(T: temperatuur van reservoir dat §Q levert.)
Algemene entropie-ongelijkheid:
2

5Q
- - —,
1

VRAGEN.

Bewijs voor een eenheidsmassa van een ideaal gas met constante <, de volgen-

de betrekkingen voor de entropie:

i) S = chog T + R log V + C1 '
ii) S = cplog T - R log p + C2 '
iii) S = cvlog p+ cplog v + C3 .

Teken, voor een ideaal gas met constante c_,, in een p-V-diagram een reversi-

v
bele adiabaat (isentroop) en isotherm. Bewijs dat van beide krommen de helling
negatief is, maar dat de isentroop steiler is dan de isotherm. Bewijs dat twee
isentropen, welke van twee verschillende punten uitgaah, elkaar nooit kunnen

sni‘jden.

Beschouw een eenheidsmassa van een ideaal gas met gegeven cp ehn cv. In de be-

, vOolume VO

gin-evenwichtstoestand heeft het gas een temperatuur T en druk Pge

o

a) Het gas wordt verwarmd bij constant volume tot een temperatuur T,. Bepaal,

1
uitgedrukt in cv, cp, T1 en TO'
AU, AH, AS, Q en A .

k) Als a), maar bij constante druk.
¢) Het gas wordt via verschillende reversibele processen naar een nieuwe even-
wichtstoestand met p = p, en T = T1 gebracht. Welke van de volgende groot-

heden zijn voor alle processen gelijk:
AU, AH, AS, Q en A .

d) als c¢), maar voor irreversibele processen.
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a) Bewijs dat
ydx - xdy: NIET
en
ydx + xdy: WEL

een totale differentiaal is.

b) Bewiijs dat xm2 een integrerende factor is van:
ydx - xdy .

c} Bewijs dat
M(x)dx + N(y)dy ,

een totale differentiaal is.

Beschouw de Pfaffse vorm:
n
Zl X (%o erX )8%

k=

a) Bewijs dat voor n = 2 deze vorm altijd een integrerende factor heeft.

b) Toon aan dat dit voor n = 3 niet meer hoeft te gelden, m.b.v. het voorbeeld

Xkdxk = xdy + kdz {(k # 0, constant) .

k=1

Beschouw een systeem met twee graden van vrijheid: x en y. Laten A; (xl,yl)

en B: (x ,yz) twee gegeven toestanden zijn. Integreer, langs rechte lijnen

2
van:
i) A: (xl,yl) - (xz,yl) -+ (x2.y2): B en
ii) A: (Xl'yi) - (xl,yz) - (xz,yz): B

de functies

df (x,¥)

fl

dx + dy ,
en

Ir

dg{x,y) xdx + xdy ,

en bewiijs dat
B B
de: de=f(B)—f(A) ,
a,i) A,ii)

ern
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B B

Jdg# Jdg.
A,i) A,ii)

Welke van de differentialen df en dg is totaal?

7. Bewljs dat voor elk p-V-T~-systeem geldt:

i)

ii)

T
ds = cv = als av = 0
ar
ds = —— = .
cp T als dp = 0

8. Een thermodynamisch systeem gaat van evenwichtstoestand 1 naar evenwichts-

toestand 2 volgens twee verschillende processen: een reversibel en een irre-

versibel proces. Welke van de volgende vier uitspraken is waar:

a)
b)
e)
d)

AS, = AS ;
1xrxr rev

As, > AS H
irxy rev

AS, £ AS H
ilry Yev

er is geen uitspraak mogelijk.

9. Welke van de volgende uitspraken zijn waar:

a})

b)

c)

d)

be entropile van een geisoleerd systeem blijft altijd constant.

De entropie van een systeem dat een reversibele, adiabatische toestands-
verandering ondergaat bliijft altijd constant.

Indien een systeem een proces doorloopt waarbij § niet verandert, dan is

het proces noodzakelijk reversibel en adiabatisch.

De tweede hoofdwet eist dat voor elk proces de verandering van S groter

of gelijk aan nul moet zijn.

Antwoorden

3. a}

b)

c)

8. a).

AU = CV(T1 - TO), AH = cp(Tl - TO), AS = cvlog(TifTO),

Q= c (T, = Ty, A =0.
AU = c (T, - T,)), bH = cp(T1 - Ty), AS

cplog(Ti/To) '
Q= cp{’I‘1 - TO), A = (cp —\.cv)(T1 - To).

en d) AU (= cv(Tl-Tb)); AH (= cp(T1 - Tb)) en

AS (= cplog(Tl/TO) - (cp - ¢yl log(p,/pyl) .

9. a) Niet waar; b} waar; ¢) Niet waar; d) Niet waar.
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4.5. Het Carnot-proces

Om arbeid uit een reversibel kringproces te verkrijgen, moet dit kringpro-
ces tussen twee verschillende temperaturen verlopen. Een isotherm kringpro-
ces kan geen arbeid leveren. Immers, als T = T0 geldt voor een reversibel

kringproces

(113) §6Q=§TdSﬂTO§dS=O,

terwiijl altijd (bedenk dat S en U toestandsgrootheden zijn)
(114) § du = 0

Uit dé eerste hoofdwet volgt dan met (113) en (114) dat ook
(115) § a =0,

en wordt dus geen arbeid geleverd.
Een voorbeeld van een tussen twee verschillende temperaturen verlopend kring-

proces is het Carnot-proces. Dit proces, werkend op een gas, bestaat uit 4

stukken, allen reversibel, te weten: twee adiabaten (beter: isentropen) en

twee lsothermen. A

is::»ﬂerrn:T:T,
—_— adiabafen : éO:dS:O

,,_\_ig#Lavnfr=7;

@,

P-V— diagram van een Carnol - proces

Het proces start in A op een temperatuur Tl' Tijdens het proces AB wordt iso-

therm (T = Tl) een hoeveelheid warmte Q1 toegevoerd. Vanuit B laat men het
systeem adiabatisch afkoelen tot de temperatuur T2 (T2 < Tl) is bereikt.
Daarna wordt weer isotherm (T = T2) een hoeveelheid warmte Q2 toegevoerd (in
feite is Qz negatief; er wordt dus een hoeveelheid warmte (—Qz) afgevoerd) ,
waarna tenslotte het gas weer adiabatisch in zijn begintoestand wordt terug-

gebracht.
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Omdat de gehele kringloop reversibel is geldt steeds
(116) T4S = §Q

en dus ook

o 9
_g 82 _ 7L, T2
(117) § as = § PO

waarbij het laatste gelijkteken volgt uit het feit dat S een toestandsgroot-~
heid is.
Omdat T, en T2 beide positief ziin en 'I'1 > T2, volgt uit (117) dat Q1 en 92

1
van teken verschillen en dat (Q1 > 0)

(118) 9, > -9, = o} .

Om het proces uit te voeren moet dus Q, aan het systeem worden toegevoerd
1 g

en later |Q2[ worden onttrokken. De hierbij door de machine geleverde arbeid

A . is
wit is dan

Het nuttig effect of rendement n van een kringproces wordt gedefinieerd als

het quotiént van de geleverde arbeid en de aan het systeem toegevoerde warm-
te (hier dus Ql)'
Het nuttig effect van het Carnot-proces is dus

A, Q, - |Q | IQ |
uit 1 2 2
= = = 1 - ——,
(120) e Q1 Q1 91

wat met (117) nog verder kan worden uitgewerkt tot

(121) n.s1-—=<1

Dit nuttig effect is dus altijd kleiner dan €én, wat betekent dat niet alle
toegevoerde warmte in energie is omgezet. Omdat, zoals we zo dadelijk zul-
len laten zien, van alle kringprocessen het Carnot-proces het grootste ren-
dement heeft, is dit een bevestiging van‘de tweede hoofdwet (volgens Kelvin).
Tevens is hiermee de onmogelijkheid van een perpetuum mobile van de tweede
soort aangetoond.

Om te bewijzen dat het rendement van het Carnot-proces maximaal is, beschou-
wen we een willekeurig kringproces, dat geheel of gedeeltelijk irreversibel
kan zijn, Op een deel van het traject voeren we een hoeveelheid warmte Q1

toe vanuit een warmtereservoir op temperatuur T1 en op een ander deel staat
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het systeem (—Q2) = |Q2| aan warmte af aan een reservoir op een lagere tem-

peratuur T2 (T, < Tl)'

2
In plaats van (117} krijgen we nu op grond van de Clausius-ongelijkheid (110):

(122) é%?so,

waarin T = T1 als warmte aan het systeem wordt toegevoerd (6Q > Q) en T = T2

als warmte aan het systeem wordt onttrokken (§Q < 0).

Voor een uitwerking van (122) schrijven we deze als

(123) .% § fﬁl;t,bggl + l.§ QEL;L_bglL <0

r

T 2 T

en definiéren we

850 als §¢ > O

+ _]_._ WV
5160 + 160]} -\0

6Q

als 80 < 0

(124) als 8Q > O

5Q

1 0
= 5 6Q-|59|}=\’ .
-8¢Q als §Q < O .

+ - . +
Dus zowel 8Q als &0 =zijn positief en 8Q wordt aan het systeem toegevoerd

en 6Q_ wordt onttrokken. Hiermee wordt (123} dus

+ - Q lo. 1
50 so” 1 + 1 -9 2
(125) §~.———<§——=——ﬁg69———§69 =L <0,
s B T, T Ty T, T
lo,| T
(126) ZANN ~T—3
9 1

bangezien hier nog steeds

§av-o,

blijft (118) geldig, waarmee we dan weer voor het rendement vinden

(127) T W %1 1 - 19,]
2 2 Q

waarult we met (126) krijgen

T
051“*2'~n'
Tl C

volgens (121). Hiermee is dus het volgende resultaat bewezen:

Van alle warmtemachines werkend fussen fwee reservoins op verschillende tem-
peraturen heeft de machine welke wernkt volgens het Carnot-proces het groot-
ste nuttig egfect.
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VRAGEN

1, Neem als medium voor een Carnot-proces een ideaal gas met constante e Be-

reken, uitgedrukt in Tl’ T2 en (VA/VB):

Qll' Qzl AAB' ABC' ACD en A[x: -

P 77
B

C

v

i

1

1
[/ Y
Beschouw de volgende, in bovenstaand p-V-diagram getekende, reversibele kring-
loop:

A - B: isotherme expansie (T = Tl) van V1 naaxr V2;

B - C: isochore afkoeling (V V2) van T, naar T2;

1

C - D: isotherme samendrukking (T = T2) van V, naar V,;

2 1

D -+ A: isochore verwarming.

Het medium is een ideaal gas met constante Cy- Bereken voor alle takken de
bijbehorende Q's en A's (let op de tekens). Bepaal het rendeient van deze

kringloop en vergelijk deze met het rendement van het Carnot-proces.

3. 1) Leidt de relatie voor het rendement van een Carnot-proces direct af uit
een T-S-diagram.

iil) Vergelijk de rendementen vanbeide hieronder in T-S-diagrammen getekende

reversibele kringlopen: T
T
U ; -
}
[
|
i
- | -
T O T @
] : !
S 3 < 5

S, Y

Geef: Ql' Q2 en A in de figuren aan.

a

Antwoorden

1. Q1 = AAB = RTllog(VB/VA) .
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Bpe = “Bpp = SylTy - Tyl
Q, = A = —RTzlog(VB/VA)
Hint: bewijs eerst dat (VB/VA) = (VC/VD) .

Qup = Ay = RT,1og(V,/v))
Qe = “Cy(Ty — Tp)v By =0
Qcp = Bcp = —RTzlog(Vz/Vl) :
Qa = SylTy = Ty)r By = 0
. (T1 - T2)

_ cV('I‘1 —T2)

1 'R 10g(v2/v1)

I R RO S

L T Ny =% F71.°
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HOOFDSTUK 5. ENKELE MATHEMATISCHE HULPMIDDELEN IN DE KLASSIEKE THERMODYNAMICA

Consequenties van het theorema van Euler. Gibbs-Duhem-vergelijking

Beschouw een functie van n variabelen

F(xl,xz,...,xn) .

We zeggen dat F(x) een homogene functie van de eerste orde is, als

(1) F(Axl,lx Axn) = AF(xleZ'.--,Xn) '

greees
voor alle A.

Het theorema van Euler stelt nu:
Indien F(x) een homogene functie van de eerste onde is, kan deze altijd wor-

den geschreven als

n
(2) F(x) = } P .

= k¥
waarin

_ 9F(x)
(3) Pk = axk .
Bewijs. Differentiatie wvan (1) naar A geeft
3 (A
F(Ox) | 2 9F(Ax) (’ﬁc) Z PR
“@ - L 3(Ax, ) 0% Tk
k=1 ¢""*k k=1 7"

I

9 -
AR ) = Flx) .

Deze relatie moet voor alle A gelden, dus ook voor A = 1, in welk geval hij

geeft
n n
oF (x)
(5) F(x) = £ = ) Bx ,
k=1 axk *x =1 k%
volgens (3). f1

Uit het feit dat de inwendige energie U een additieve grootheid is, volgt
dat U een homogene functie van de eerste orde in de extensieve parameters
moet zijn. Immers, indien we de hceveelheid materie met een factor A vergro-
ten, wordt ook de waarde van de inwendige energie U een factor ) groter. De
extensieve parameters worden in dat geval cok een factor )\ groter {de inten-
sieve parameters veranderen dan echter niet). We gaan dit nu toepassen op
een gasmengsel met K componenten, We beschouwen U dan een functie van de

(K + 2) extensieve parameters
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SPVN Ny e e s N

waarin Nl'NZ""’NK de aantallen grammoleculen van de verschillende compo-
nenten zijn.

Aangezien dus

{6} U(AS, AV, AN ,...,ANK) = RU(S,V,Nl,...,NK) '

1

geldt velgens het theorema van Euler dat

K

au 1Y AU
(7) ULS,V N, yoeay N = (52 0§ 4 (B2 V+ ) (=) N .
1 K a5 V,Nk av S,Nk ket aNk s, vk

Uit de tweede hoofdwet voor een gasmengsel en voor reversibele processen:

(zie H.4, verg. (109})

K
(8) du = TdS - pdv + w AN,
k=1
volgt dat
U oU au
(2) (- =T, (=) ; = =P, (=) = WU '
a8 V,Ni av S,Nk BNk S,V k
waarmee (7) overgaat in
K
(10) U = U(S,V,N,...,N) =TS = pV + kzl mM -

Dikwijls wordt deze relatie beschouwd als de definitie van de chemische po-
tentiaal My - Denk er aan dat de aanwezigheid van de term Zpka in deze rela-
tie essentieel is; jindien deze term wordt weggelaten, ¢geldt deze relatie be-
slist niet meer. De chemische (of thermodynamische) potentiaal My is een
grootheid die o.a. in de metallurgie van belang is.
Evenals alle resultaten in dit hoofdstuk geldt ook de relatie (10) alleen
in een evenwichtstoestand. Voor kleine, reversibele, veranderingen om die
evenwichtstoestand volgt uit (10)

K

(11) du = TdS + SAT - pav - Vdp + k£1 (medy, + N du) .

Door vergelijking (8) af te trekken van (11} vinden we
K
(12) SdT - vdp + kzl N dy =0,

de Gibbs-Duhem-vergelijking, welke wvan groot belang is in de chemische ther-

modynamica.
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5.2. Enkele materiaalcoéfficiénten

We zullen in deze paragraaf een aantal materiaalconstanten definiéren als
afgeleiden van toestandsgrootheden. We zullen expliciet als onafhankelijke
variabelen nemen: 8f T en p &f T en V. Dit wil dus zeggen dat U en S func-
tiés zijn ﬁan Tenp of van T en V (p-V-T-systemen). De nu volgende defini-
ties en resultaten blijven ook nog geldig indien er meer onafhankelijke va-

riabelen zijn (bijv. N

" en/of eij), maar we laten deze afhankelijkheden stil-

zwijgend weg.
We definié&ren achtereenvolgens:

de codfficidnt van thermische expansie (of uitzettingscoéfficiént)

Y

1
(13) (I:-"‘}'BTP,

de isotlerme compressibiliteit

1. 9v
(14) Kp 35~ G(SEJT ’

de adiabatische compressibiliteit

(15} Ko 1= - =59+

de scortelijke warmte bij constante druk (per massa—~eenheid)

= (88 . 22
(16} ¢ = (dT)p T(BT)p ’

en de soortelijke warmte bii constant volume (per massa-eenheid)

_ (89 _ ..35;
(a7 cy = GQriv = Ty -

We hadden al eerder afgeleid (zie (48), H. 3) dat

27

&
av'T

+ p](BT P

(18) cp -cy = ¢

Nu geldt volgens de tweede hoofdwet

_ 1 _iau 1. 3y
(19) ds = = T(du + pdv) = T(aT)VdT + E[(BV)T + pldv ,
1
maar tevens geldt (5 = S(T,V))
as as
(20) ds = (BT)VdT + (Ezﬂqﬁp ’

zodat na gelijkstellen van (19) en (20) volgt

RN S LT o W R R R
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3s, _ 1,80
Gy = TGPy ’
(21)

35, _ 1. 3U.
SV = Ei(BV)T +pl .

In bovenstaande relaties zijn T en V de onafhankelijke variabelen en hangen
S, Uenpvan T en V (en eventueel nog andere parameters, bijv. Nk) af. Door
nu de eerste vergelijking partieel naar V en de tweede partieel naar T te

differenti&ren en te bedenken dat

(22) 8 25 _a%syv,...) _3%S(TV,..0 3 3s,
V3TV avaT ATIV 9T v T '

leiden we af dat

9 r1,30, 4 _ 3 -1 93U he)
3§£T(3T)v] = ar Tyt
of
e N
(23) Gop = Thamly - P -

Opmerking. In het voorafgaande, o.a. in § 4.1, hebben we al enkele malen be-

weerd, op fysische gronden gebaseerd, dat voor een ideaal gas de inwendige
energie U alleen van de temperatuur afhangt. Met (23) kunnen we dit hier
ook bewijzen.
Stel

u = u({r,Vv) .

Uit de gaswet voor een ideaal gas:

RT
p = p(v,T) = T
volgt
(EB =BR_P
T’V vV T oo

hetgeen na substitutie in (23) levert

U,
(BV)T =0

We kunnen met (23) ook nog de volgende, in de klassieke thermodynamica zeer
bruikbare, relatie afleiden. Door substitutie van (23) in (21)2 krijgen we

25 - 2R

(24) av'T T \aTv

We zullen deze betrekking in § 5.4 weer terugzien als een zogenaamde Maxwell-

relatie.
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Tenslotte kunnen we met (23) ook nog (1B) iets verder uitwerken. We krijgen

dan
- = p(ORy 3V
(25) cp cv = T(BT)V(BT)p P
of met de definitie (13)
(26) ¢ - c. = a(R
P v arrv

Deze relatie is reeds veel bruikbaarder dan (18), omdat T, V en o &f direct
meetbaar 6f bekende materiaalconstanten zijn. Alleen de term (Bp/aT)v moet
nog verder worden uitgewerkt. Dit zal in een van de volgende paragrafen ge-

beuren.

Karakteristieke functies

Behalve de inwendige energie U zijn er in de thermodynamica nog een aantal
andere energiefunctionalen, welke (via Legendre-transformaties) wan U zijn

afgeleid, in gebruik. We noemen deze karakteristieke functies. We zullen er

hier drie van bespreken, te weten: de vrije energie F, de enthalpie H en de
Gibbs potentiaal G. We zullen dit hier doen speciaal wvoor gasmengsels.

We voerefi eerst in de vrije energie F door

(27 F=0U-1T5 .

Dan geldt dus, met gebruikmaking wvan (8), dat

4F = dU ~ TdS - SAT = TdS - pdV + ) n an - TdS - SdT ,
x
of k
(28) dF = -8dT - pav + E “dek_'

In tegenstelling tot U, welke wvolgens (8) op natuurlijke wijze afhangt van

5, Ven Nk' zijn volgens (28} de natuurlijke variabelen voor F: T, V en Nk,

dus:
(29) F = F(T,V,Nk) .

Aangezien T fysisch meer toegankélijk is dan S, is de functie F voor practi-
sche problemen dikwijls bruikbaarder dan U.
Uit (28) volgt '

3E
- N, T,V

_ _(9F o o= _(3E ,
(30) S (BT)V,Nk' P = (av T,Nk'

Uit (28) volgt dat voor een gas met constante samenstelling en voor T is

constant
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dF = -paV = -6A ,

dus bij een isotherm proces is de verrichte arbeid gelijk aan de afname van

de vrije energie.

De enthalpie H definiéren we door

(31) H=U+pv .

Dan is:

(32) 48 = AU + pdV + Vdp = TdS + Vdp + ) u an,
£

dus

(33) H = H(SJPJN}{) ’

en verder geldt

dH 9H 3H
(=3) Vo= (3D Pn = () .
3s p,Nk ap T,Nk k aNk 5,p

(34) T =

Zoals we al gezien hebben in H.3, verg. (44), luidt de eerste hoofdwet voor

een gas uitgedrukt in H:
(35) §8Q = dH ~ vdp .

Dit betekent dat voor een adiabatisch proces geldt vcor de verandering van
de enthalpie

-2
(36) AH = H2 - H1 = J vdp .

1

Tenslotte hebben we nog de Gibbs potentiaal {(ook wel vrije enthalpie genaamd},

gedefinieerd door

- {37) G=U-T§ + pV ..
Dus
(38) " 4G = dUu ~ TS - SAT + pdvV + Vdp = -SdT + vdp + E AN
en
(37) G = G(T,p,N)
en tevens
(40) 5 = "(%%’p,nk; v = (%%;T'Nk; w = (%%;)T'p :

Maxwell-relaties en de (~1)-regel

Door gebruik te maken van de eigenschappen van differentialen, speciaal het

mogen verwisselen van de volgorde van twee differentiaties, kunnen een zeer
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groot aantal betrekkingen tussen de afgeleiden van toestandsgrootheden wor-

den afgeleid. Deze betrekkingen worden Maxwell-relaties genoemd. Een voor-

beeld van zo'n Maxwell-relatie is

3, __u
{41) (BN)T,p = (BT)p,N .

De afleiding van deze relaties berust op het feit dat voor elke voldoende

malen differentieerbare functie F(x,y,z,..) geldt

82F 32F

X3y dyox

(42)

Stel nu dat we drie parameters: x, y en 2z hebben, waar tussen een relatie
van de vorm
(43) P(x,v,2}) = constant

bestaat. Uit deze relatie kunnen we dan ook x als functie van ¥ en z enz.

bepalen, dus
(44) X = X(er:¢)l Y = Y(X:Z:¢)r z = Z(X:Y?$) .

Beschouw, om de gedachten te bepalen, als voorbeeld een ideaal gas, waar-

VOO we moJgerrn nemen

(45) X=p, ¥y=T,2 =V
en waarbij:_
(46) v=verv =B -r.

Hieruit zijn dan weer p als functie van T en V, enz. te bepalen, volgens

RT \')
p = p(T,V,R) = ??'r T = ™{(p,V,R) = %{ r
(47) RT '
vV = V(p,T,R) ='E; .

Uit {43) krijgen we voor een kleine verandering dy:

(48) ay =0 = ﬁﬂiigiifl ax + 3¢(x5§'z"dy + 3¢‘x5§'z’ dz =

Il

. 3y. 2.
Er N L R L

X' 'y,2 ' 2

Door in deze relatie z constant te houden, dus dz = 0 te nemen, en vervol-

gens door dy te delen, vinden we

9% (3 Y -
(49) vz ly, e T Gz =0 -
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Uit (49) volgt dat

ax _ 3y x,z
(50) (sgiw,z = ?3—3*-~ .
X'v,z

Door hierin x en y te verwisselen, vinden we

(¥,
(51) &, - XYz
ax P,z EL
(=5
Y X.2

Vergelijken van (50} en (51) leidt tot

% _ 3y, !
(52) (By)w,z = [(Bx)w,z] .

Op analoge wijze als bij (50} kunnen we afleiden

29, (20,
(53) (EX. - . 32 X,y (EEJ - X y.Z
. az lplx (_a_w_) ! ax wly (ﬂ) )
Iy X,z 3z X,¥

Uit {(50) en (53) vinden we dan direct dat moet gelden

(54) X &y (83,

3y Y,z '9z ¥,z 9% Y,¥ -1 !

de zogenaamde (-1)-regel, welke geldt voor elk drietal variabelen x,y,z dat

aan een constitutieve relatie als (43) voldoet.
Passen we deze relatie toe op het geval dat x = p, y =

gen we

2By (&L, BV,
(55) G vav plaplr = 1

Uit (50) en (55) volgt

13y,
B, _ . 1 - _Varp
e EEI R 2 1y
AVpop T vep' T

Met de definities (13) en (14) gaat (56) owver in

ap,  _ o
(57) (3T v Kop

-

Substitueren we dit resultaat in (26) dan krijgen we

{58) c -c,6 = ’

T en 2 = V, dan krij-

e P R e e R m T

e e e
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een in de practijk bruikbaardere relatie dan (26), omdat alle in het rechter-

1id voorkomende grootheden direct meetbare of bekende waarden hebben.

We besluiten deze paragraaf met het geven van enkele Maxwell-relaties. Zulke
relaties kunnen bijvoorbeeld worden afgeleid uit betrekkingen als (30). Uit

(30)1’2 volgt bijvoorbeeld:

2
3s. _ 3 _,dF, __ 3F(T,Vv,N} _
(59 (BV)T,N = vt (aT)v,N]" aVaT =
2
_ _3F(T,v,N) _ 3 __ 3P _ 3P
- ATV = T (BV)T,N] Grlv,n -

Op analoge wijze kunnen uit (30) nog worden afgeleid:

&5 (2L, 2B ooy

(60) aN'T,v ~  '8T'V,N’ aN'T,v _ _‘BV' T,N

We beperken ons hier tot deze relaties en de opmerking dat er nog zeer veel
meer van deze relaties zijn, welke voor practische berekeningen in de ther-
modynamica'van zeer grote betekenis Zijn. (In de oefenopgaven en op de in-

structies wordt hier nog uitvoerig op teruggekomen.)

Evenwichtscondities en stabiliteitscriteria

We hebben in het vorige hoofdstuk gezien, dat voor een volledig geisoleerd
systeem (6@ = 0) na het wegnemen van constraints de entropie zijn maximale
waarde aanneemt in de nieuwe evenwichtstoestand. Omgekeerd kunnen we ook de
nieuwe evenwichtstoestand bepalen door het maximum, binnen een bepaalde klas-
se van toegestane processen, van de entropie te zoeken. Het maximaal.zijn
van de entropie doet hier dan dienst als een evenwichtsconditie., We zullen
in deze paragraaf nog enkele soortgelijke evenwichtscondities afleiden. Het
zal blijken dat in een stabiele thermodynamische evenwichtstoestand ook de
karakteristieke functies U, F, H en G stationair zijn, maar dat hun statio-

naire punten minima zijn.

We beschouwen hiertoe een p-V-T-systeem (de nu volgende resultaten gelden

echter ook voor algemenere systemen) in een omgeving met constante druk Py
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en temperatuur TO' Het systeem kan warmte (8Q) en/of mechanische arbeid (8A)
met de omgeving uitwisselen. We nemen aan dat het systeem zich aanvankelijk
in een evenwichtstoestand E1 bevindt, maar, bijvoorbeeld na het wegnemen van

constraints, naar een nieuwe evenwichtstoestand E toegaat. Het proces van

2

E1 naar E2 zal dan in het algemeen irreversibel zijn. Gedurende dit proces

geldt de eerste hoofdwet voor niet-evenwichtsprocessen in de vorm (24), H.3:
(61) 6@ ~ du ~ 6A = 0 ,

waarin we voor SA echter moet lezen

(62) A = pav ,

met p = pi: de druk ig_het systeem.

Nu is echter altijd
(63) 63 = pdv 2 p,dv ,

immers, als p > P, en als het systeem mechanische arbeid met de omgeving kan
ultwisselen dan is AV > 0 en als p < Po dan is 4av < Q.

Dan geldt dus ook
2 2

(64) -A = J ~0a = J —podV = —pOAV, (AV = V2 - Vl)
1 1

Tevens volgt uit de tweede hoofdwet voor irreversibele processen

2
S = - 0 _9
(65} AS =S, - 85, 2 J =
1 0 0
of
2
(66) Q = J 8p < TOAS .

1

Na integratie van E1 naar E2 van (61), gevend

{67) Q- AU~A=0,
en na substitutie hierin van (64) en (66) komen we dan uit op de ongelijkheid

(68) AU + pyAV - T AS £ 0 .

Een soortgelijke relatie als (68) is ook af te leiden voor kleine, in feite
infinitesimale, veranderingen om de toestand EZ' Indien E, een (stabiele)

evenwichtsteoestand is, geldt echter het gelijkteken en kunnen we in plaats

van (68) schrijven
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(69) du + pdv - TdS = 0, {(in evenwicht) ,

waarin, als er mechanisch en thermisch contact met de omgeving is p = Py
resp. T = TO'
We gaan nu weer verder met (68), waaruit we direct al twee conclusies kun-
‘nen trekken.

Indien we tijdens het proces de totale U en totale V van het systeem constant
houden (dit komt overeen met een adiabatisch proces, omdat dan volgens (61)
ook 60 = 0) (de U en/of V van de sub-systemen kan dan echter nog wél veran-
deren), dan volgt uit (68) de volgende conditie, waaruit de stabiele even-

wichtstoestand E2 kan worden bepaald,

(70) (AS)U v =0 .

r

0f, in woorden:

De entropie van een systeem met consfante U en V 48 maximaal in evenwicht,
Op analoge wijze volgt uit (69) dat voor een systeem met constante U en V @
de entropie stationair is t.o.v. virtuele veranderingen om de evenwichts-

toestand, of

(71} (dS)U v = 0, in evenwicht .

r

Een voorbéeld, waarin de conditie (70) kan worden gebruikt voor de bepaling

van de toestandsparameters (daar: T, of AT) is het voorbeeld van § 4.1 {(pp.

1
29-32) . Daar moeten weé als eis stellen dat AS (volgens (1%9), H.4) voor alle

waarden van AT # 0 groter dan nul moet zijn (en gelijk aan nul voor AT = 0},

Houden we daarentegen de totale V en S van het systeem constant, dan volgt

uit (68) de conditie

(72) (A0 g < 0,

of:

De {mwendige enengie van een systeem met constante S en V L8 minimaal An

evenioht,

Op analoge wijze volgt weer uit (69)
(73) (Au) = 0, in evernwicht .
s,V

We kunnennmu ock nog stabiliteitscriteria, als {70) en (72), voor F, H en G
afleiden.

Hiertoe houden we eerst de temperatuur T van het systeem constant., Dan geldt

voor de verandering van de vrije energie F (volgens (25))
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{74) AF = A{U - TS) = AU - TAS ,
of
(75) AU = AF + TAS {(als AT = 0) ,

waarmee (68} wordt
(76) AF + pOAV + (T - TO)AS <0 (voor AT = Q) .

Houden we nu ook het volume van het systeem constant, dan vinden we uit (76)

(77 (AF)T + (T - TO)(As)T v <0 .

Y '

We onderscheiden nu twee mogelijkheden voor het contact tussen systeem en

omgeving:

a) Het systeem is in thermisch contact met de omgeving: in dat geval moet
{(bedenk dat T constant is en dat E, én E,. evenwichtstoestanden zijn)

1 2
T = TO gelden en geeft (77):

(78) (AF)T v <0 .
0
b} Het systeem is thermisch gefisocleerd van de omgeving: dan is §Q = 0, maar
omdat cok SA =0 (dV = 0, immers) is dan ook volgens (61): AU =0, of U

is constant. In dat geval geeft (74)

(79) (AF)T,V,U = —T(AS)U,V,T <0,

waarbij de laatste ongelijkheid volgt uit (70).
Combinatie vamn (78) en (79) geeft dan dat algemeen moet gelden

(80) (AF)T 0,

of
De viife enengle van een systeem met constante T en V is minimaal in even-
wicht.

Bovendien geldt dan ook weer

<
WV

(81) (dF)T,V = 0, in evenwicht .

Voor de bepaling van een stabiliteitscriteriuminde enthalpie H, gedefini-

eerd in (31), gaan we uit van (61) in de vorm
(82) 80 — d(U + pV) + Vép = 8Q -~ SH + Vép =0 .

We beschouwen nu een proces, waarbij de druk p constant blijft. Dan geeft

(82) na integratie wvan E1 naar E2:

(83) Q- AH =0 voor Ap = 0 ,
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of, met (66),

(84) AH - TOAS <0, voor Ap =0 .

Houden we nu naast p ook de entropie S van het systeem constant, dan volgt

uit (84)

(85) (AH)p,S <0,

of
De enthalpie van een systeem met constante p en S 48 minimaal in evenwichit.

Verder geldt natuurlijk ook weer

(86) (am) = 0, ih evenwicht .

Tenslotte kunnen we ook nog, op velkomen analoge wijze als hiervoor, een
stabiliteitscriterium voor de Gibbs potentiaal G (zie (37)) afleiden. We la-
ten dit als een cefening aan de lezer zelf over en geven alleen het resul-

taat:

(87) (AG) <0,
p,T
of
De Gibbs potentiaal van een systeem met condtante p en T is minimaal in even-
wieht,
En:

{88) (dG)P = 0, in evenwicht .

T

We besluiten met nogmaals, en wellicht ten overvloede, te wijzen op het ver-
schil in het karakter tussen relaties als (87} en {88). Conditie (B7) heeft
betrekking op de eindige veranderingen van G gedurende een, meestal irrever-

sibel, proces van E1 naar E2,'terwijl {88) slaat op infinitesimale, virtuele

veranderingen in G om de evenwichtstoestand Ez.

RECAPITULATIE

Tweede hoofdwet {reversibel) voor een gasmengsel met niet constante samen-

stelling

TdS = dU + paVv - ] AN
-k

Gibbs-Duhem~vergelijking

SdT - vdp + E N du =0 .
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Uitzettingco&fficiént

o -'L(Ez)
S vaaTp

Isotherme compressibiliteit

1 3V

= - =)

Kp Viep'T "
Adiabatische compressibiliteit

- - Ly
s = T V'ap's °

Soorteliijke warmte bij constante druk

_ 38
c:P = T(BT)p

Soortelijke warmte bii constant volume

_ as
cy = Ty -
Verschil
i c - o = Vo
v .
! P K
Vrije energie
F=U-Ts; dF = -8dT - pdVvV + Zudek .
Enthalpie
H=U+pV; dB = TdS + vVdp + Eudek .

Gibbs potentiaal
G=U-"TS + pV; 4G = -54T + vdp + Zudek .

(-1) -regel voor p~V-T-systeem

3y 2T, AV, _ 3 2L g7l
(BT)V(BV)p(ap)T 1, en (BTV [(Bp)v] .

Stabiliteitscriteria en evenwichtscondities

(AS)U,V 2 0; (dS)U,V =0,

(80)g o < 0; (au) g , =0,

(AF)T,V < 0; (dF)T,V =0 ,

| , (88) | o S 0; (am) o =0,
=0 .

AG < 0; dG
{ )p,T ( )p,T

o eI R ekl R L e e P
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VRAGEN

1. a} Beschouw voor een gasmengsel de vrije energie F als functie van §, V,

b)

Nyreo-rN

i) dF = -SaT - pav + Ly dN, ;

en bewijs

i) w o= Ky
M = N T,V

iii) F = -pvV + Zuka;

iv) m.b,v. i) t/m iii) de Gibbg-Duhem-vergelijking (12);

By o o U ap o .
v} Td(;) = -7 4T - pdv + Zudek,
vi) d{(pv) = 84T + pdv + Zdeuk.

Bewijs dat voor de Gibbs potentiaal G geldt

G =2 .

en bewijs hiermee weer de Gibbs-Duhem-vergeliiking.

Voor een hypothetisch gas geldt

a b
o = ALY BT (a,b: constant} .

Bepaal de toestandsvergelijking van dit gas.

Bewljs dat voor een p-V-T-systeem de reversibele veranderingen van U, H en

F kunnen worden geschreven als

au = (CP - apVidT + (KTp - aT)Vvdp ,
dH = cpdT + (1 - aT)vdp ,
dF = ~(apV + 8§)dT + KTdep .

Bewijs dat de totale warmte, welke gedurende een reversibel proces met con-

stante druk aan een p-V-T-systeem wordt toegevoerd geliijk is aan de verande-

‘'ring van de enthalpie: AH.

Stel dat

dY(Xl,...,Xn) = C dX; +...+ cndxn ' (ck = ck(xl,...,xn))

1

een totale differentiaal is. Bewijs dan dat

EO LI A
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ac )
(%) (=5 B
BXE overige Xi axk overige xi

Beschouw als voorbeeld de totale differentiaal

aw(x,y,2z) = -Pdx + Mdy + Ndz ,

en geef alle relaties die uit (*) volgen.

i} Bewijs voor een p-V-T-systeem dat
av
v adT - Kpo .

ii) Bewiijs dat voor een ideale vloeistof, waarvoor o = Kp = 0, geldt

Bewijs voor een p-V-T-systeem de volgende relaties:

. 3s, _ ...3S, _ ..3p, 8V
i) TP - TGPv =~ T viar p
. sp, (3T, (3S, _ _ 8D

11) SwrGesGre - Ty

i) Bewijs voor een willekeurig gas dat

ac 2 pils 2
(BVK)T = T(E—EJV en (E—BJT = —Tbi%é .
3T P ar“ P

ii) Bewijs hiermee dat voor een ldeaal gas

(—a.(—:.Z) = (-‘—a-SB) = 0
v T 3p ' T

Bewiis voor een p-V-T-systeem de Maxwell-relaties

T, _ _.%p . 3T, _ 9V,
(av s = ~5gy? (Bp)S - (as)p d
3P, _ (88, . 3V, _ _ 39S

Py = (BV)T' (BT)p ap)T :

Beschouw het in § 4.1 beschreven voorbeeld. Schrijf voor dit voorbeeld de
stabiliteitsconditie (70} uit (laat zien dat dit hier van toepassing is).
Bewijs hiermee dat de eindtemperatuur in beide kamers gelijk moet zijn en

bepaal deze eindtemperatuur,




Antwoorden

2. Vv=vV(T,p) = aT - bp + constante.

a,  _an oM _ 5B N _ %@
3. (az)y,x B (By)x,z' (Bx)y,z - (By)x,z' (Bx)y,z - (BZ)X.Y
m(l)T(l) + m(Z)T(2)
10. T | = 0 0 .
eind (m(l) + m(2))

LT I e eesl Rt L v daentdoe e o
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HOOFDSTUK 6. THERMODYNAMICA VAN HOMOGEEN VERVORMDE, LINEAIR ELASTISCHE LICHA-

MEN

Eerste en tweede hoofdwet voor elastische lichamen in een homogene toestand

We zullen in dit hoofdstuk de klassieke, i.e. reversibele, thermodynamica
van lineair elastische lichamen, die in een homogene toestand verkeren, be-
spreken.
Voor een lineaire theorie kunnen we uitgaan van de eerste hoofdwet in de
vorm (zie H,3)
(1) au = §Q + J t, . de  dv ,
ij37ij

v

welke voor een homegene toestand (t,. en eij zijn dan uniform over het ge-

ij
hele lichaam; de verplaatsingen zullen dan echter nog lineair van de plaats

afhangen} gaat dit over in

(2) dU = 60 + Vt, .de, . .
1] 13

Aangezien homogene elastische deformaties altijd reversibel ziqn, kunnen we

" de entropie S invoeren door

(33 §Q = TdAs ,

_waarmee we uit (2) de tweede hoofdwet woor homogene, lineair elastische li~

chamen in de vorm

(4) dU = Td5s + v, .de, . ,
iJ 1)

krijgen.
Het is dikwijls handiger om de spanningstensor te splitsen in zijn hydrosta-

tische en deviatorische stuk volgens: (zie ook H.3, verg. (11))

: o1
{5} tij = tij 3 tkkaij .

Hiermee gaat (4) over in

. — ]
(6} du Td4s pdvV + Vtijdeij ’
waarin
(7) --1
P 3 S

de hydrostatische druk.
Verder speelt in de thermodynamica voor elastische lichamen, de vrije ener-

gie F, gedefinieerd door
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(8) ¥F=0-1T8,

dikwijls een belangrijker rol dan U. Uitgedrukt in F luidt de tweede hoofd-

wet

{9) dF = -8dT + V£, .de,, = -5dT - pdv + Vt! _ de, . .
ij ij ig ij

Vergelijkingen als (4), (6) en {(9) gelden voor het totale lichaam. Dikwijls
heeft het echter voordelen om over te gaan op locale vergelijkingen (zoals
we in het volgende hoofdstuk zullen zien, is dit voor niet-uniforme defor-
maties zelfs noodzakeliijk). We voeren daartoe in de inwendige energie per
massa-eenhelid u, de entropie per massa-eenheid s en de vrije energie per mas-

sa-eenheid £, volgens

U = J pudv = puV = mu ,
v

(10) 5 = J psdvV = psV = ms ,
v

F = J pEAv = pfVv = mf ,
v

geldend voor homogene toestanden. Uit bovenstaande volgt direct dat
(11) f=u-"Ts .

Door (4) of (9) te delen door V, krijgen we dan de tweede heoofdwet in de lo-

cale vorm:

(12) pdu = pTds + tijdeij '
of
(13} pdf = ~psdT + tijdeij o
Uit {12) volgt dat
_ _ (2u
(14) tij = p(ae’l)s, T = (as)e '
17
en uit (13):
of af
{15) tij = p(aeij)T, 5 = -(giﬂe .

Omdat de waarde van T makkelijker experimenteel kan worden bepaald dan die
van s, is het in de practijk voordeliger om een constitutieve vergelijking

voor s, als functie van T, te hebben dan omgekeerd. Dit verklaart de grotere

e Lt
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practische bruikbaarheid van f boven u.
Uit (12) resp. (13} volgt verder dat:

voor een adiabatisch proces:

(16} pdu = tijdeij '

en voor een isotherm proces

17 = . .
{17) pdf 1:1,.:.'<:'tea:.L:l

Aangezien voor lineair elastische deformaties (tij is dan lineair afhanke-

lijk wvan eij)’ geldt
t,.de,, = di{kt, e, .} ,
ij i3 1] 1]

de verandering van de vervormingsenergie per volume-eenheid, kunnen we stel-

len dat pf de vervormingsenergie is voor een isotherm proces en pu de ver-

vormingsenergie voor een adiabatisch proces.

Door de eerste vergelijking van (15) naar T en de tweede.naar eij te diffe-
rentiéren en de resultaten, na verwisseling van de volgorde van differenti-

eren, te vergelijken, krijgen we de Maxwell-relaties

at,

ij, _ _. ,_3s
(18) (_35_)e = O(Be.,)T .

1]
Op analoge wijze kunnen we uit (14) afleiden

ot. .
i7j - aT
3s )e N p(ae. s

(19} {

Uniforme compressie

We beschouwen een elastisch lichaam onder uniforme hydrostatische druk. Dit
lichaam wordt dan uniform samengedrukt. Er treedt dus alleen een volumever-

andering op en geen vormverandering. De deviatorische spanningen zijn dan nul:

tij =0,
en we mogen daarom in het verloop van deze paragraaf de term Vtijdeij bui-
ten beschouwing laten.
Voor een dergelijk proces definiéren we nu de volgende coéfficiénten:

de soortelijke warmte bij constant volume:

(20} C, =me, = T(x=)_ ;
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(in feite zouden we dus moeten schrijven

35
S © T(BT)V,e' ‘

maar voor de eenvoud van de notatie en omdat dit in de literatuur gebruike-

lijk is, laten we de index e' wegq).

de soortelijke warmte bij constante druk:

- - oS
(21) Cp = mcp = T{BT)p

i

de compressiemodulus bij constante temperatuur:

- _yop
(22) Kp = V(av T

de compressiemodulus bij constante entropie:

- —viiB)
(23) Kg = VD) o

de uitzettingsco&fficiént:

{24) a === .

In § 5.2, verg. (14) en (15), hadden we ingevoerd de compressibiliteiten Ko

en k.. Let op dat deze niet gelijk zijn aan K_ en K_, maar juist de recipro-~

S T s

ke waarden zijn:

(25) KTKT = 1, KSKS =1 .

In de elasticiteitstheorie worden de K's gebruikt, terwijl de k's meer ge=~
bruikelijk zijn in de theorie van gassen,

We gaan nu een aantal relaties tussen de hierboven gedefinieerde coéfficién-
ten afleiden,

Hiertoe gaan we uit van de (-1)-regel waaruit met {22) en (24) volgt

(26) By =GP, By = ax,

Hiermee hebben we de verandering van de druk met de temperatuur bij constant
blijvend volume (en vorm) uitgedrukt in de, in het algemeen bekende, materi-
aalcoé&fficiénten ¢ en KT'

Door in bovenstaande (-1)~-regel V door S of p door S te vervangen, krijgen

we achtereenvolgens

33 .2y (&8 35 __@v, 38
(27 Grp T TSPsGr = GPv T TSR s S
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Hiermee wordt, volgens (20) en {21},

2By &5,  (3p, 2L,  (2p

(28) ER= BT’ S AP’ T _ ‘3T 5'3V'S _ _aV'sS
¢, (Y, (88 3p, 23S, = 3B,
Vo GPs%BPr GBeleBvier GV e

Met (22) en (25) krijgen we dan

~

(29)

<(‘) }*OO

il

KT

Volgens (58}, H.5, met (25) geldt ook
2

(30) CP - C,.=TVo K_ .

Uit (29) en (30) volgt

KT 'I'V0t2K§ (c - Cv)z
(31) Kg = Kp = (C = C)em = ———" = P )
p v v T™Vo Cv

We kunnen tenslotte ook nog de verandering van de inwendige energie uitdruk-

ken in de materiaalcoéfficiénten volgens (nog steeds bij constante vorm)

35) gr+ TRy

T v 3T v_p]dv'

{(32) dU=TdS—pdV=T[(iS-) darT + (Q—S—) dv] - pdv = T(

T VvV v T

waarbij we gebruik gemaakt hebben van de Maxwell-relatie (zie (24), H.5)

38, _ 3
(BV)T T (BT v

Met (20) enn (26) wordt (32)

(33) du = mcvdT + (aTKT - p)av .

In de nu volgende paragrafen zullen we ook de vormveranderingen in rekening

gaan brengen.

Uniforme rek

We beschouwen de uniforme uitrekking van een cylindrische staaf met lengte
L en doorsnede-cppervlak A, belast door een gelijkmatig verdeelde trekkracht

F in de einddoorsneden.

£ F

\\\\[\\\
N
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In dit geval is alleen de spanning tzz # 0 en wel
t., = F/a
waardoor de mechanische arbeid in (2) wordt:
(34) vt, .de, = FLde ,
11 1]

waarin € = e,, de verlenging van de staaf in z-richting is. Geven we de staaf

vanuit zijn evenwichtstoestand een kleine extra verlenging dL {(door F -+ F + dF)

dan is
dL
de =73
en wordt (34)
(35) vt, .de, = FaL .
1] 1]

Aangezien F de kracht op de staaf is, is dit juist de uitwendige mechanische

arbeid die op de staaf wordt uitgecefend (dus -8a).

Opmerking. Uit de voorgaande beschouwing blijkt dat we voor L, en voor A,

de waarde moeten nemen in de evenwichtstoestand, dit is de uitgerekte toe-~

stand. In een lineaire theorie mogen we hiervoor echter de ocorspronkelijke

{= ongedeformeerde) waarde nemen.

Met (35) gaat de tweede hoofdwet (4) over in
(36) TdS = 4U -~ F4L .

Hieruit zijn Maxwell-relaties zoals

o, _ oF,  om L

Gils = Gl GPs = ~gF
(37)

38 aF 3L

|

(

s
anr - "GPy GP = G

af te leiden. We bewijzen alleen de laatste relatie en laten de bewijzen van

de overige relaties als een oefening aan de lezer over (zie vraag 5).

Voor Het bewiijs wvan (37)4 voeren we in de functie

x =U-18 - FL .
Dan volgt uit (36) dat

dy = du - TdS - sdr - FaL - L4F = -s54T - L4F ,
dus

X = X(TiF) r

en
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:-—a-X- L=—§K
5 (BT)F' %F)T
Door de eerste van deze relaties naar F en de tweede naar T te differentié-

ren verkrijgen we (37)4.

We definiéren weer een aantal materiaalco&fficiénten (let op dat deze defi-
nities alle gelden voor het voorbeeld onder behandeling) :

de lineaire uitzettingscoéfficiént:

- Lok
(38) L T L BT)F !

de soortelijke warmte bij constante kracht:

- - 38
(39) Cp = mep = Tamlp o

de soortelijke warmte bij constante lengte:

85
(40} CL = me, = T(BT)L ’

de isotherme elasticiteilitsmodulus:

(41) E. ==,

(42) E, =2

In (38) is a_ de relatieve verlenging bij een températuursverhoging van 1°K

L
van een eenheld van lengte, terwijl de eerder gedefinieerde a (zie (24}) de
relatieve volumevergroting per °K van een volume-eenheid is. Passen we dit
toe op een kubusje, waarvan elke ribbe een stukje 4L langer wordt, dan wordt

het uitgezette volume:

(L + dL)3 =L + 34dL + O(dL2)

Indien we kwadratische termen verwaarlozen, d.w.z. in een lineaire theorie,

geldt dus

(43) o, =

a .
L

Wi

Denk er aan dat deze relatie niet-lineair niet exact geldt.

Met behulp van de (~1})-regel, Maxwell-relaties als (37) en de definities
(38)-(42) kunnen de volgende relaties worden afgeleid (we laten de afleidin-

gen als een cefening aan de lezer zelf over: (zie vraag 7).
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af
(44) (—a?)L "'G.LAET '
C E
F S
(45) T E cF - CL = TLaLAET .
L T
TALaiE,i
(46} ES - ET = __C-;_ .

We zien uit de laatste relatie dat de elasticiteitsmoduli vocor isotherme en
voor adiabatische processen wverschillen.

Tenslotte kunnen we uit (30), (43) en (45)2 nog afleiden dat

Lic -c .

(47) CF - C = - o v

Uniforme afschuiving

We hebben in de vorige twee paragrafen gezien dat er tussen ES en ET en tus-

sen KS en KT essenti&le verschillen bestaan. We zullen in deze paragraaf la-

ten zien dat, althans in de lineaire theorie, de glijdingsmoduli in isother-

me (GT) en in adiabatische processen (GS) geliijke waarden hebben.

De fysische oorzaak hiervoor is de volgende: De koppeling tussen thermische

en mechanische processen treedt altijd op via volumeveranderingen. Nu is bij

afschuiving de volumeverandering een kwadratisch effect, en dus in de line-
aire theorie te verwaarlozen. Er treedt dus geen thermisch-mechanische kop-

peling op en dientengevolge is

We kunnen dit ook nog als volgt aantonen: Beschouw een homogene spannings-—

toestand met twee hoofdspanningen 0, en o,. In dat geval is

T = T(S’Ul'oz) .

Voor een adiabatisch proces geldt dan

AT 3T
(48) ar = (Bcl)s,czdgl + (acz)s,ozddz .

Voor een isotroop lichaam moeten de beide coé&ffici&nten in (48) gelijk zijn
(immers, de temperatuursverandering t.g.v. een spanning in de ene hoofdrich-
ting is bij isotropie gelijk aan die t.g.v. een spanning in de andere hoofd-

richting}. Dus

e L T
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T aT
(49) (=) = () .
301 S,cr2 30‘25,01

Dan is

aT
(50) dr = (SEFOS,U (dG1 + dUz) .

1 2
Voor een pure afschuiving is
Ul = T en 02 = -7 ,

zodat dan (50) wordt

aT
(51) dT = (3?)s(dT - dr}) =0 ,

een adiabatische afschuiving is dus tevens isotherm. Dan moet ook

(52) G, =G .

Formeel kunnen we (52) tenslotte ook nog als volgt bewijzen:

Voor een isotroop, lineair elastisch medium zijn er slechts twee onafhanke-
lijke materiaalco&fficiénten. Nemen we hiervoor E en K dan moeten we G dus

hierin kunnen uitdrukken. Uit de relaties (79}, (83) en (89) uit H.2, deel

1, volgt dat -

_3EK
T 9K - E

(53) G

Voor we verder gaan, bewijzen we eerst dat in een lineaire theorie geldt

(54) CF =C .

Voor het bewijs beschouwen we een adiabatische rek, waarvoor (T = T(s,F))

La_T
- 2D aF =) D aF =Ly, Togp o L
(55) ar = (BF)SdF_. (5P o S)FdF = (BT)F,CF dafF = c aF ,

wadrblj achtereenvolgens gebruik is gemaakt van de (-1)-regel, (37)4, (39)
en (38). Nu geldt verder

1 1
F = Atzz = -3Ap, p = - T 5%k < -3 tzz) d

waarmee (55) wordt

3ALa T
{56) dT = L dp = avT dp ,

want
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We kunnen echter ook T = T(S5,p) beschouwen. In dat geval kan op analoge wij-

ze als hierboven voor de adiabatische temperatuursverandering worden afge-

leid:

3T 38 aT av T aVT
57 AT = (29 dp = — (2 (22 dp = (%) —~dp = — dp .
(57) (apsp (BP)T(BS)PP (3.1.)p Cp P Cp P

Vergelijken van (56) en {57} geeft dan direct

Let echter op dat bij dit bewijs gebruik gemaakt is van (43); dit betekent

dus dat (54) alleen geldt in de benadering voor lineaire deformaties.

Met (54) kunnen we uit (47) afleiden dat

C C
L v

(58) 9E—KT-C—ET-—9K —ET.
P P

c c
3E K 3 EE'EE Eplyp 3E_K 3E
c = ss L v _ T _ o .
S 9K_ - E C C T oC c. . 9K ~E  Tpf
S 5 9g.Bx _RPgp o.Lyg - Vg ToT
c. T C. T cC T ¢ °T
v L P P

waarmee (52) is bewezen. Aangezien deze afleiding is gebaseerd op (54), wel-
ke alleen in een lineaire theorie geldt, geldt ook bovenstaand resultaat al-

leen voor lineaire elastische media.

Warmteontwikkeling bij elastische deformaties

We beschouwen eerst een elastisch lichaam dat adiabatisch wordt samengedrukt

{dg =0, ', =e!', =0),.
ij ij
Dan geldt volgens (57)

(59) dT = 2%2 dp ,
b

dit is dus de temperatuursverhoging bij een adiabatische compressie.

Opmerking. De term

C dT = TVadp ,
P P

is meestal veel groter dan de absolute waarde van de mechanische arbeid
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~6A = -pdvV .

(zie vraag 9).

We hebben in de vorige paragraaf gezien dat, in een lineaire theorie, de vorm-
verandering niet bijdraagt tot de warmteontwikkeling. De deviatorische span-
ningen {(en deformaties) beinvlceden dus niet de temperatuur, zodat we (59)

, 1
kunnen generaliseren tot een willekeurig adiabatisch proces (met p=- 3 kJ:

1
{60) deT =-3 TVor.dtkk .

We zien hieruit (Cp, T, V en g Zijn positief) dat de temperatuur hoger wordt

bij druk (tkk < 0) en lager bij trek (tkk > Q).

Voor een niet-adiabatisch, maar wél homogeen, elastisch proces geldt voor de

temperatuurstoename

) 3T
(61) dT = (ap)sdp + (as)pds '

of, na vermenigvuldiging met Cp en m.b.v. (57) en (21)

TVa 3s aT
. = il -+ e -t = o+ = -
(62) CPdT cp Cp dp T(aT)P(aS)PdS TVadp + TdS = TVadp + &Q
Dus, algemeen geldt
- - Do 80
(63) dT = e dtkk + c -
P P

Inh plaats wan in dtkk kunnen we deze temperatuursverandering ook nog uitdruk-
ken in dekk' We gebruiken hiervoor uit deel I, H.2, de constitutieve verge-

lijking (101) voor een thermoelastisch lichaam tezamen met (84). Hieruit

volgt
(64) at -.-....._.E?__._{e +.._\ig_._._.e & _MES (T—T)}
ij o (1 + vped 13 0 (1-2vp) TkkTii o (1-2vg) 3 Ui o'’
of
ET :
(65) dtkk = W{dekk - adT} .

Bedenken we dat (zie (90), H.2, deel I)

E

T
0 wrmy T ¥

dan kunnen we (63) met (65) en (66) herschrijven tot
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2
TVa K TVaK
I _8Q T
(67) (1 - c 1aT = c o dekk
P P P

De vergelijkingen (63) of (67) zijn voldoende om de veranderingen in de tem-
peratuur te bepalen, omdat in de homogene toestand de spanningen, of de de-
formaties, vollediqg bepaald zijn door deé randvoorwaarden.

£

RECAPITULATIE

Tweede hoofdwet homogene elastisclie media

dU = TdSs + Vt, . de, , = TdS - pdvV + Vt! de, ,
137713 ij 13

1 1
(FAS = 6Q; p = - 3 f 5 &) by T §_tkkaij) ,

'
ij

of (F =10~ TS)

dF = -8dT + Vt, ,de,, = ~-s8dT pdv + Vt] . de, . .
i3 iy ij i

3

Constitutieve wvergelijkingen:

_ 3 . 2u
tij = p(aei.)S' T = (Bs)e r
of J
- of = - (3f
Ly = Plge T s =-Gpe -
ij .

Soortelijke warmte bij constant volume resp. druk:

-y L o - S
Cy = T(BT)V' CP = T(BT)p .

Isotherme resp. adiabatische compressiemodulus

= ~y(2P = -y (2B
KT- V(BV)T' Ks V(avs

De volume resp. lineaire uitzettingsco&fficiént

_loav - 1oL -
a =y aT)p' a. = —( )F , (o = 3uL) .

Scortelijke warmte bij constante lengte resp. kracht

.08 35
Cy, = T(BT)L' B

Isotherme resp. adiabatische elasticiteitsmodulus

_ Lok _ LaF
B = a2t Bs = alp's -

e BT R e IR e LR T L T, L L
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Tweede hoofdwet bij uniforme compressie

du = chT + (aTKT - pldv , (6A = pav) ,

idem voor uniforme rek (zie vraag 8)

du = CLdT + (aLImET + FdL , (5a = -Fan) .

Temperatuursverandering bij homogene elastische deformaties:

aro-Te g oo 1 pso Mr g so MM o
3¢ 9%k Te 5. ¢ C kk® - C C Kk
P P Vo KT jo] jol v v
(1-——
P

VRAGEN

1. Geef de globale (i.e. voor het totale lichaam) versies van de constitutieve

vergelijkingen (14) en (15).

2. i} Van een elastisch lichaam ondexr uniforme compressie wordt de druk quasi-
statisch en isotherm opgeveoerd van Pq tot Py Bereken de door het li-
chaam verrichte arbeid A.

ii) Dezelfde vraag voor een uniform gerekte staaf, waarvoor de kracht F toe-

neemt van FO tot Fl'

3. Bewijs dat voor een uniforme compressie

c
i) 4V = qVdT ~ —— dp; as = -2 av-avap .
’ __Ll3p .
ii) o= - S o Kp =000 -

iii) welke van de volgende coéfficiénten worden groter als de massa van het

lichaam groter wordt en welke niet:

' ‘ 2
CP, CV, KT' KS en o ?

4, Ga ult van de eerste hoofdwet in de vorm
60 = duU + SA .

Beschouw een uniform gerekte staaf in evenwicht onder een kracht F. Beschouw
een kleine verandering in deze toestand (F -+ F + @F, L + L + dL ete.) en

geef ultdrukkingen voor §Q, 4U en 8A voor achtereenvolgens
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i) adiabatische,

ii) isotherme,

0),
0.

iii) constante-kracht (aF

H

iv}) constante-lengte (dL

verandéringen.

Beschouw een uniform gerekte staaf. Geef uitgaande van de tweede hoofdwet

en de definities
F=U-TS,H=U~-FL, x=0U-Ts - FL ,
uitdrukkingen voor:
du, dr, dH en dy .

Leid hiermee de Maxwell-relaties {(37) af.

Bewijs dat voor een uniforme rek geldt

L
4aL —LCtLdT + AR ar ,

T
en

dT
ds = CF — * LochF .

Bewijs de relaties (44) t/m (46).

Bewils dat voor een uniforme rek de tweede hoofdwet kan worden geschreven

als
au = chT + (uLTAET + Fan .

Beschouw de opmerking op pagina 86.
Bewiijs dat voor een adiabatische compressie
) v
~88 = -pdvV = I pdp .,
S
en vergelijk de numerieke waarden van CPdT en ~8A voor het geval dat

300°K, a =5 x 10°(°K) "},

T

P 500 atm(s5 x 107N/m2), KS = 10'12N/m2 .

Bevestigt dit resultaat de in bovengencemde opmerking gedane uitspraak?
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10. 1) Bewijs dat voor een willekeurige, homogeen elastische deformatie geldt
CV
ds = - dT + U.I(TdV .
(Bedenk dat a? = 0.)
de! |
1]
ii) Bepaal, voor een elastisch lichdam met constante Cv, a en KT de wveran-
dering in S bij een proces van (Tl'vl) naar (T2,V2).
1ii) Bewijs dat veoor een adiabatische deformatie geldt
o'TK,
ar = - —= av .
v
iv) Druk, m.b.v. vraaqg 3i}, 4T uit in dp.
v} Leidt door de resultaten van iii) en iv) te vergelijken de relatie (30}
af.
Antwoorden
1. 30 _ 1 ar
1. iy v(ae,,)s B V(Be,_)T’
ij ij
_ U _ _@F
T Gger 5=-GPe -
: _ v . .2 2 . _ 122 2
2.1) A= - ooelpi-pg)i i) A= - o (F] - F)
T T
3. iii) weél: CP' CV' Niet: KT, KS en o.
4, 1) §Q = 0; qu = -6A = FdL.
ii) 8Q = o TAE dL; dU = (a TAE, + F)aL; éa = -FdL.
CL ar ‘L
iii) 6Q = [Ea;-+ aLTAET]dL; qu = [EE; + @ TAE, + Flarn; 6a = -FdL .
iv) du = 89 = CLdT; éa = 0.
10, ii) AS = 82 - S1 = CVIOg(Tz/Tl) + aKT(V2 - Vl).
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HOOFDSTUK 7. DE THERMODYNAMICA VAN NIET-HOMOGENE TOESTANDEN EN IRREVERSIBE-

LE PROCESSEN

Inleiding

In tegenstelling tot de vorige hoofdstukken, 2ullen we ons hier bezighouden

"met thermodynamische processen, welke niet-omkeerbaar {(irreversibel) =zijn en

gedurende welke het systeem zich in een niet-homogene toestand mag bevinden.
In feite is elk proces dat in de natuur optreedt irreversibel; alleen voor
bepaalde geidealiseerde modellen kunnen reversibele processen optreden. Een
voorbeeld hiervoor is het zuiver elastische lichaam. R
De ontwikkeling van deze theorie is, in tegenstelling tot dé klassieke ther- -
modynamica, van zeer recente datum (inh feite pas wvan dé laatste 30 & 40 jaar). . :
Een toepassingsgebied van deze moderne theorie ligt, Zzoals we verderop in dit
hoofdstuk zullen zien, in het opstellen van constitutieve vergelijkingen voor

bepaalde klassen van materialen. De klassieke thermodynamica is alleen toe-

pasbaar als 3/3t = 3/9x = 0, terwijl er ook geen geleiding mag plaatsvinden.

Dit betekent o.a. dat alleen uniforme temperaturen toeladtbaar zijn. Dit is
natuurlijk niet bevredigend. Daarom zijn we gencodzaakt de thermodynamica

uit te breiden tot niet-homogene toestanden en niet-omkeerbare processen.

Als inleidingen op het meest algemene geval bespreken we echter eerst achter-
eenvolgens: irreversibele, homogene processen en niet-homogene reversibele %é

processen {(elasticiteit). !

Homogene, irreversibele processen

We gaan uit van de eerste hoofdwet in de algemene vorm (zie (1), H.3)
(1) K+U=P + ¢,

welke altijd, dus ook wveor irreversibele processen, geldt.

We voeren in een nieuwe grootheid D, gedefinieerd door
(2) D:=1T§ - ¢,

welke we de interne dissipatie noemen. In de klassieke thermodynamica, dus

voor reversibele processen, is D = 0.

Doordat we ervan zijn uitgegaan dat het systeem in een homogene toestand ver-
keert (d.w.z. in elk punt heeft T, en § en ¢, dezelfde waarde} geldt de defi-
nitie (2) voor het gehele systeem.

We definiéren de entropie-productie J door

D . i
(3) J := T= S - T !
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ook weer geldend voor het gehele systeem.

We postuleren nu de tweede hoofdwet als

(4) D=T%5 - 20,

of, omdat T > 0,
. ]
= _—_— >
(5} J =8 . 0 .

Deze ongelijkheid wordt de Clausius-Duhem-ongelijkheid gencemd. We wijzen

erop dat voor kleine veranderingen in de toestand deze ongelijkheid overeen-

konmt met
(6) TdS = 6Q .

We noemen een proces omkeerbaar of reversibel indien

(7 D=0,
of, wat gelijkwaardig is, als:
(8) J =0 of T™dS = §Q

In alle andere gevallen is het proces irreversibel.

Met de twee relaties (1) en (4) hebben we de twee hoofdwetten van de thermo-
dynamica voor irreversibele processen van systemen, welke steeds in een ho-
mogene toestand verkeren, geformuleerd.

Door met (1) ¢ en varvolgens met ((3), H.1)

K=P—E=P-Vtijvi'j,

L]
K te elimineren, kunnen we de tweede hoofdwet nog in een meer bruikbare vorm

schrijven:
(9) D=TS -K-U0U+P=15-70+ VE Vi 20 .
Door invoering van de vrije energie F:
F=0-~-T8,
kunnen we dit tenslotte nog herleiden tot
(10) -F - ST + Ve vy 520
Het voordeel van deze formulering boven (9) is dat hierin T en v, . de na-

r

tuurlijke variabelen zijn, terwiijl in (9) dat § en A 3 zijn, waarbij de
!

temperatuur T een experimenteel veel makkelijker te meten grootheid is dan

de entropie S.
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Aangezien de relatie (10) een ongelijkheid is en geen gelijkheid, ontstaat
hier de vraag of we uit deze ongelijkheid nog conclusies kunnen trekken om-
trent het proces onder beschouwing. Teneinde hiertoe wel in staat te zijn,
zullen we gebruik maken van het volgende postulaat:

De ongelijhheid (10) moet gelden voor elk, mogelifk thermodynamisch proces.
Dit betekent dat (10} niet alleen moet gelden voor het speciale proces onder
beschouwing, maar ook voor elk ander proces dat binnen de restricties welke
aan de toestandsgrootheden moeten worden opgelegd (bijv. T > 0) mogelijk is.
Hoe we met dit postulaat uit de ongelijkheid {10} inderdaad zekere conclu-
sies kunnen trékken, zullen we toelichten aan het voorbeeld wvan een homogene

stroming van een visceuze, niet-compressibele vlceistof. We karakteriseren

een dergelijk medium door de volgende keuze van onafhankelijke variabelen:

de snelheidsgradiént v, 3
r
de temperatuur T,
welke we beide uniform veronderstellen.

We hebben dan dus dat

F

Il

F(v, .,,T
(Vl,]r } .

(11) 5 = 8(v, T,
i,3

te = B vy, 40T -

Met de kettingregel vinden we uit (11)1

T, W L = (v, ) .

(12) F =, ~Vi,5 T ar i, dac Vi,

Invullen van (12) in de ongelijkheid (10) geeft

oF .
ov vi i
i3 )

oF .
- - —— -
(13) (aT + S)T + Vtijv. 20 .

i,J
Deze ongelijkheid moet gelden voor elk mogelijk proces, dus ook voor het

valgende tijdsafhankelijke proces: (lopend van t = t; tot t = th

(14) T =T, + a(t—-to), v, . =V

i,3 041,53

waarin o en Bij willekeurige constanten zijn (binnen de restrictie dat T>0

moet blijven), terwijl ook tO een willekeurig tijdstip tijdens het proces
is (dus niet persé het begintijdstip).
Uit (14) volgt

(15) T = ¢ en vi,j = Bi,j ’
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wat na substitutie in {13) leidt tot

(16) Y

B - (%% + 8)a + Vt, .v, 20 .
i,]

ij i3 i,]

Deze ongelijkheid moet ook gelden voor Bij = 0 en ook op het tijdstip t==t0,

in welk geval hij luidt

3F (v T.)

0i,3'°0

1z0.
BTO

{17) -[ + S(VOi,j'TO)]a - [vOtOiiji,j

Aangezien de termen tussen [ 1 onafhankeliik zijn van o kan aan de ongelijk-

heid (17) alleen dan voor alle o zijn voldaan als

aF(vOi,j’Tb)

8 + )= .
(18) o1, 5os,5 0! = ©
Omdat echter ook voor tD elk tijdstip gedurende het proces mag worden geno-
men, d.w.z. dat Vo4 j en 'I‘O dus ock willekeurig mogen worden gekozen, moet
r

(18) wvoor elke t gelden, waaruit volgt dat

BF(Vi j,T)
(19) s + S(vi'j,T) =0,
of
-~ 9E
{20) s = 5T

Met (20) reduceert (16} tot

or B., +Vt,.v, .20 .
avi 3 ij ij 1,3

(21) -

Door wederom (21) te nemen voor t = tO’ waarna het linkerlid een lineaire
vorm in Sij wordt, kunnen we op analoge wijze als hiervoor bewijzen dat

oF

(22) v

i,3
De vrije energie F, en volgens (20) geldt dat dan ook voor de entropie S,

mag dus niet van v afhangen. Dus

i,3
(23) F=F(T) en S =5{(T .
Met (22) blijft van de ongelijkheid (21) alleen nog over

z 0

(24) t,.v, . 2
ij i.,]

Terwijl volgens (20) S door F bepaald is, is uit (24) t,, niet volledig een-

ij
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duidig te bepalen. Alhoewel (24) wel zekere restricties oplegt, zijn er toch
nog oneindig veel constitutieve vergelijkingen mogelijk, welke aan (24) vol-

doen. Een voorbeeld is de constitutieve vergelijking voor een incompressibele

Navier-Stokes vloeistof, zoals gegeven in Deel I, § 2.3, verg. (18):

(2%) Big T ROy AWV gy 0 vy =0
Hiervoor is

6 t..v, . =-pv, ., + 2 . o= 2 . .
(26) 1974, PVi,i uv(J.,j)v(i,j) uv(i,])v(iyj) !

immers, Vi i = 0, voor een incompressibel materiaal. De ongelijkheid (24)

wordt dan
(27) B Vi, b

waaraan is voldaan als voor de viscositeitsco&fficiént U geldt

(28) pzo.

De cog&fficiént p mag eventueel nog wel van T afhangen.
De term

i, Vi,

is de dissipatiewarmte per volume-eenheid. Als py > 0 is deze positief; het

proces is dan irreversibel. Als y = 0 (ideale vloeistof) is deze nul en geldt

in (10) het gelijkteken; het proces is dan wel reversibel.

Niet-homogene, reversibele processen

We gaan nu over op de algemene thermodynamica, welke ook geldig i1s voor niet—

‘homogene toestanden. Hierbij moet, echter aan één restrictie worden voldaan.

Zoals we zo dadelijk zullen laten zien, moeten we voor niet-homogene toestan-
den overgaan op locale grootheden. We kunnen dus niet meer spreken van de
temperatuur van een systeem, omdat deze van punt tot punt kan verschillen,
maar van de temperatuur (en evenzo entropie etc.) in een bepaald punt van het
systeem. Hiervoor is het natuurlijk wel noodzakelijk dat er zo'n locale tem-
peratuur en entropie bestaat. In het voorafgaande, klassieke, deel hebben we
gezien dat de temperatuur, en ook de entropie, gemiddelde statistische groot-
heden zijn, waarbij de middelirng plaatsvindt over een groot aantal moleculen,
Zo is de temperatuur bijvoorbeeld de gemiddelde kinetische energie van een
groot aantal moleculen. Indien nu de kinetische energie van molecuul tot mo-
lecuul zeer sterk verschilt, kunnen we geen gemiddelde bepalen en kunnen we
dus cok geen temperatuur definiéren. Hieruit volgt dat de nu volgende metho-

de niet meer mag worden toegepast, indien de toestandsgrootheden van plaats
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tot plaats te sterk veranderen, d.w.z. indien de karakteristieke lengte van
de veranderingen in de orde van grootte van moleculaire afstanden komt te
liggen. Dit kan bijvoorbeeld optreden bij zeer sterk verdunde gassen (plas-
ma's}) en bij schokgolven. Met deze gevallen zijin we aan de grenzen van de
moderne thermodynamica gekomen.

In het vervolg zullen we aannemen dat alle toestandsgrootheden voldoende
glad verlopen over het systeem om locale grootheden te mogen invoeren. Lo-
cale grootheden zijn gemiddelde grootheden: gemiddeld over een gebiedje dat
groot t.o.v. de moleculaire afstanden is {(dus veel moleculen bevat), maar
klein t.o.v. de afmetingen van het systeem. Op deze manier hebben we een
systeem, dat in feite altijd discreet, want bestaande uit afzonderlijke mo-
leculen, is, geschematiseerd tot een continu systeem. In ieder punt van het
systeem kunnen we dan een locale temperatuur, entropie etc, aangeven. Deze

aanpak is de grondslag van de gehele continuumsfysica.

We gaan weer uit van de eerste hoofdwet in de vorm
K+U=P+ &,

en we gebruiken hierin {(voor de definities van de nu volgende grootheden zie

§ 1.4, Deel I)

\'4 s

(29)

P-K=¢% = L .v, .dv, U= oudv ,

13j 1.,]
A% v
waarmee we krijgen
(30) J pldv = J t,.v, .dv + J prdv - J h,n,ds .
iji,3 i
v v v 5

De in deze paragraaf te beschrijven theorie is gebaseerd op een tweetal pos-
tulaten, waarvan de eerste luidt:

Postulaat I: De #efatie (30) geldt voorn elk, materieel, volumeelement van
net systeem.

Dit houdt dus in dat in (30) V niet alleen staat voor het totale volume van
het systeem, maar ock voor elk materieel deelvolume ervan., Deze bewering

wordt in de gehele continuumsfysica algemeen aanvaard.
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Indien (30) moet gelden voor elk deelvolume V met rand S, geldt het ook in
elk punt. Nadat we eerst nog de laatste integraal in (30) m.b.v. Gauss als

oppervlakte-integraal hebben geschreven:

{ h.n,ds = J h, .4v ,
i i,i
S v

Jeidt dit tot de locale eerste hoofdwet:

(31) pa = t + pr - hi

L.V .
1] 1,3 /1
In woorden zegt deze wet: de verandering per seconde van de inwendige ener-
gle-dichtheid is gelijk aan de per seconde door de mechanische spanningen
verrichte arbeid (t, v,
i34,
voerde warmte (pr) min de aan de rand per seconde uitstromende warmteflux
(hi,i)'

Voor we het tweede postulaat kunnen formuleren, voeren we eerst in de loca-

j) plus de door een warmtebron per seconde toege-

le entropie of entropie-dichtheid s door

{(32) S = J psdvVv
v

en definiéren we de entropie-productie J door

or hyny
_(33) J := J psdv - J*I—T— av + J T ds .
v s

Met Gauss kunnen we dit nog schrijven als

h,
- s _ PE L
(34) J = J [ps Tt (T)'i]ds .
v

Het tweede postulaat luidt nu als volgt:
Postulaat II: Voor de entropie-productie J geldt

(35) J=0

voor ekk, materieel, volume-element van het systeem,

Opmerking. In de vorige paragraaf hadden we gezien dat voor homogene toe-

standen de eisen:
D20 en J=20,

gelijkwaardig waren. Hier is dat echter beslist niet meer het geval, Het zal
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op dit moment echter niet duidelijk zijn, waarom de keuze J = 0 gemaakt is
i.p.v. D 2 0, We kunnen op de grondslagen hiervan op dit moment niet dieper
ingaan en we moeten.volstaan met de, overigens zeer belangrijke, constate-
ring dat toepassen van (35), althans voor de hierna te beschouwen klassen
van problemen, leidt tot fysisch zeer aanvaardbare resultaten, terwijl toe-
passing van D 2z 0 tot fysisch onaanvaardbare resultaten, voor bijvoorbeeld
de warmtegeleiding, leidt.

We wijzen er tenslotte nog op dat (35), met J volgens (34), niet, en dit in
tegenstelling tot postulaat I, door iedereen als de enige juiste waarheid
wordt aanvaard. Door verschillende onderzoekers op dit gebied zijn nog ver-
anderingen en/of generalisaties in deze formulering voorgesteld. Voor het
doel van dit college is postulaat II in deze vorm echter volledigq aanvaard-

baar.

Door in te voeren de entropie-productiedichtheid ¢ door

(36) J = J podv ,
v

kan (35) worden geschreven als

h,
(37) J podV = J [ps - %§-+ (7§Q’i]dv z 0.

\' \'4
Aangezien dit voor elk deelvolume V moet gelden, volgt hieruit

1 by
(38) g =8+ 517;0 , -

= 11a]

=0,

s 1

de locale tweede hoofdwet of locale Clausius-Duhem—ongelijkheid.

De twee wetten (31) en (38) vormen de basis van de moderne thermodynamica
van niet-homogene processen.
Met de eerste hoofdwet (31) kunnen we r uit (38) elimieren. We'krijgen dan

(p en T zijn altijd positief)

h,T ,
iv,i

(39) pTo = -l + tijv. .+ pTS =~ =20 .

1,]

Door in te voeren de vrije-energiedichtheid f volgens

{40) f=u-r15,

en hiermee u uit (39) te elimineren, kunnen we overgaan van de variabele s
op de variabele T. Hiermee krijgen we de entropie-ongelijkheid in zijn uit-

eindelijke vorm
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h. T,
i’ 1

41 = —pf - psT + -
(41} pTo pf psT tijvi,j T

Het bovenstaande resultaat geldt algemeen, d.w.z. zowel voor reversibele als
voor irreversibele processen. In deze paragraaf zullen we ons echter beper-
ken tot reversibele processen. Een proces is reversibel, indien de entropie-
productie o gelijk aan nul is, d.w.z. indien in (41) het gelijkteken geldt.

Dus, voor een reversibel proces geldt

(423 c=0,
of
- - hiT i
- - - it _ 9
(43) of psT + tijvi,j - 0.

We zullen dit resultaat gebruiken om aan te tonen dat de deformaties, ook

niet homogene, van een puur elastisch lichaam, d.w.z. zonder warmtegeleiding

(+ dissipatie + irreversibiliteit), altijd reversibel ziin en om de consti-
tutieve relaties voor een dergelijk medium af te leiden.
Een elastisch medium zonder warmtegeleiding wordt gekarakteriseerd door de
volgende keuze van onafhankelijke variabelen:

de positie-gradiént xi,a'

de temperatuur T.

Hierin staat xi a voor

r

axi (El t)

e YT A

waarin X (i =1,2,3), de momentane, ruimtelijke of Euler codrdinaten zijn
en xa (o = 1,2,3}), de corspronkelijke, materiéle of Lagrange codrdinaten.

Op grond van bovenstaande keuze hebben we dus
f = £(x, (I’T) '

{45) s = s(x ™ ,

i,af
= ST

Zoals we in een van de volgende paragrafen zullen zien, is de eigenschap

g
I

dat het lichaam geen warmte kan geleiden in rekening gebracht door het niet
opnemen in bovenstaande lijst van onafhankelijke variabelen van de tempera-

tuursgradiént T .

r

Door differentiatie naar de tijd t van (44) vinden we met

. Bxi (X,t)

(46) xi=—'—'—'§E—"——-‘=vi .
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dat
@ a . ) g_(axi(ﬂ,t)) _ 5 (Bxi(i,t)) _ avl i v, 3x,
dt "i,a dat ) 4 ax at 9X Ix, 9X
o a o o
of
(48) v, . =v, . = X, -
i3 i,0 0,3 iaa,]
waarin
BXa(E,t)
{49) X | ==
[+ 38| BKJ

Differentiéren van f, gegeven door (45)1, geeft dan

(50) -fzaaf %, +g—§fi~=aaf X, vi,+%§f'r.
xi'a 15 1 xi, J.0 1,]
Met (50) wordt (43)
af 3f - _
(51) [tij ) axi - xj'vai’j pls + BT]T =0,
r

v, LX. '
1,3 J.¢

waarbij we gebruik gemaakt hebben van het feit dat voor een niet-warmtege-

leidend lichaam

aan (51) moet worden voldaan door elk toelaatbaar thermodynamisch proces, We

stellen nu weer

(52) T=T. + alt- to), X, = X,
o

0

waarin o en Bia constanten zijn.

Hiermee zijn

(53) T = q, X, =8, , v, . =8B

i,a ia i,] !

. X
io a,3
waarmee (51) wordt

of Y
(54) Le;5 - e %, _ da pls + 5ple = 0

r

1Xg 5B

Op analoge wijze als in de vorige paragraaf kunnen we hier weer bewijzen dat

de termen tussen [ ] nul moeten zijn, waaruit volgt

B
s = 5T ¢
(55)
af
t..=p X .
17 Bxi’a 3.0
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Hiermee is exact aan de gelijkheid (43) voldaan en hiermee is dan tevens
bewezen dat elk thermodynamisch proces in een elastisch lichaam, dat niet
warmtegeleidend is, reversibel is.

In bovenstaand verhaal hoeft de temperatuur niet uniform te zijn. Indien er
een temperatuursgradiént is, zal er in het algemeen een warmtestroom ont-
staan, doch deze is in het bovenstaande verhaal verwaarloosd. Hiervoor kun-
nen twee redenen zijn:

i) de warmtegeleidingscoéffici&nt is klein,

ii) de temperatuursgradié&nt is klein.

Een thermo-elastisch medium met warmtegeleiding zal in een van de volgende
paragrafen worden besproken; we zullen dan zien dat we in dat geval wel ir-

reversibiliteit krijgen.

Het algemene proces

We gaan nu algemene, d.w.z. dissipatieve (i.e. irreversibele) en niet-homo-
gene, processen beschouwen. In dat geval is de basisrelatie de ongelijkheid

{41):

=—.— .+ . , -
{(57) pTo pf psT tijvi,J T

Op basis van deze ongelijkheid kunnen veoor tal van klassen van materialen
de, reversibele, constitutieve vergelijkingen (zoals bijvoorbeeld (55) en
(56)) worden afgeleid plus restricties worden gegeven voor de dissipatieve,
irreversibele, constitutieve vergelijkingen.

We zullen dit hier in het kort toelichten {in de volgende paragrafen wordt
hierop uitvoeriger ingegaan) aan het in de vorige paragraaf beschreven elas-
tische materiaal, maar nu met warmtegeleiding. In dat geval is dus hi £ 0.

Met (55) en (56) blijft dan van (57) over

{58) —hi'I"i 20

Hieruit is niet een eenduidige relatie wvoor hi te bepalen, maar wel is het

zo dat aan (58) is te voldoen door bijvoorbeeld te nemen

(59) h, = -kT . ,

waarmee (58) wordt

>
{60) kT,iT,i =20,
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waaraan is voldaan als
(61) k=20.

De vergelijking (59) wordt de wet van Fourier gencemd en de coéfficiént k

heet de warmtegeleidingscoéfficiént.

Indien k > 0, dan is ook

kT iT_i
(62} g = *—J—TEL— >0,
eT
en treedt er duz dissipatie op. We zien hieruit dat een proces waarbij warm-

tegeleiding optreedt essentiéel irreversibel is.

Constitutieve vergelijkingen

Het niet-lineaire thermoelastische lichaam

We zullen in deze paragraaf constitutieve vergelijkingen voor het algemene
elastische lichaam afleiden. Algemeen wil hier zeggen dat de deformaties
groot mogen zijn (niet-lineaire theorie) en dat het materiaal noch isotroop
noch homogeen hoeft te zijn. Een elastisch lichaam is een lichaam dat na het
wegnemen van de belasting naar zijn oorspronkelijke (i.e. onbelaste) toe-
stand terugkeert. We zeggen dat een elastisch lichaam een oneindig goed ge-
heugen heeft., We zullen hier verder ook thermische invloeden in rekening
brengen.

Voor we naar de constitutieve vergelijkingen gaan, geven we eerst een reca-
pitulatie van enkele belangrijke begrippen uit de theorie van de eéindige
deformaties. (Dit onderwerp is al eerder behandeld in het Fysica 30 college

van Prof. Esmeyer.)

£=4 i ¢
A(¥.4)
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We beschouwen een elastisch lichaam dat zich op t = t0 in de onbelaste, on-

gedeformeerde tcoestand bevindt {we noemen dit de referentie-toestand) en

dat zich op tijdstip t in een gedeformeerde toestand bevindt.

We geven de positie van een materieel punt P van het lichaam in de refentie-
toestand aan met X (met componenten t.o.v. een cartesiaans assenstelsel Xa,
o =1,2,3) en de positie van hetzelfde punt P in de gedeformeerde toestand
ten tijde t met x (componenten t.o.v. hetzelfde assenstelsel xi, i=1,2,3).
We kunnen nu de toestand op tijdstip t zowel beschrijven in X en t, we noe-

men dit de Lagrange- of materiéle beschrijving, als in x en t, dit is de

Buler- of ruimtelijke beschrijving.

Dus
(63) X = §X§,t) r

maar ook, omdat deze relatie voor elastische deformaties {(zonder scheuren)

omkeerbaar is
(64) X = X(x,t) .

We definiéren

3%, (X, t) 3X_(x,t)
{(65) X, =————enx , =
1,0 BXG o, 09X,

Laat dS een infinitesimaal lijnelement voor de deformatie zijn en ds het-

zelfde lijnelement na deformatie (op tijdstip t) dan geldt

2

(66} ds™ = dxidxi = CadeadXB ’
met
(67) CaB 1= xi,axi,B .
terwijl bovendien
(68) as? - as? = 28 _ax ax
S Y - R el
met
(69) E i=ic -5 )
aB ° 2 TaB aB’ T

Hierin is Ea de Lagrange-deformatietensor. Dit is daarom een geschikte maat

B

voor de deformatie omdat hij bij afwezigheid van vervormingen nul is.

We definiéren de Jacchiaan J van de deformatie door

(70) J :=det[x, 1.
1,a

r

Op grond van de omkeerbaarheid van (63) moet de Jacobilaan positief zijn:
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J >0

Zij dv het volume van een volume-element in de referentietoestand en dv het

volume van hetzelfde element op tijdstip t, dan geldt

(72)
of
(73)

dv = J4V ,
p
dv 0
J = v = o {(want pOdV = pdv) ,

waarin Py de dichtheid in de referentietoestand is.

De afleiding van constitutieve vergelijkingen voor een thermoelastisch me-

dium zal worden gebaseerd op de volgende vier stappen. Deze stappen zijn ook

fundamenteel wvoor de afleiding van constitutieve vergelijkingen voor andere

materialen (bijv. gassen, Navier-Stokes-vlceistof etc.).

i)

ii)

{74)

iii)

(73)

Entropie-ongelijkheid.

We nemen aan dat de entropie-ongelijkheid (57) geldt voor alle toelaat-
bare thermodynamische processen. Toelaatbaar wil hier zeggen dat de va~
riabelen steeds moeten blijven voldoen aan de balanswetten. Zo moet
bijvoorbeeld p steeds blijven voldoen aan (73).

Onafhankelijke variabelen.

Het materiaal dat we willen beschouwen wordt in feite gekarakteriseerd
door de keuze van een set van onafhankelijke variabelen. Voor een ther-

mo-elastisch materiaal kiezen we hiervoor:

T, T,k' xk,a .

Hierin kenmerken T en X resp. het thermische en elastische karakter
r

van het materiaal, terwijl T is meegenomen om aan te geven dat het

k
r
materiaal warmtegeleidend is. We veronderstellen nu dat de vrije ener-

gie f een functie is van deze variabelen, dus

f = f(T'T,k'xk,a) .

Equipresentie.

We nemen aan dat, zolang niet door de balanswetten en/of de entrcpie-

ongelijkheid het tegendeel is bewewen, alle afhankelijke variabelen (in

{57) ziijn dat p, s, tij en hi) voor alle onafhankelijke wvariabelen af-

hangen. We noemen dit het principe van de equipresentie. In bijzonder

betekent dat hier {(bedenk dat volgens (73) p alleen van de deformaties
afhangt) dat

5 =S Xy gl e b5 = 55 (TT X Jo by = b (T,T ok )
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iv) Objectiviteit.

Het is een fysisch triviale eis dat de eigenschappen van een bepaald ma-
teriaal niet mogen afhangen van de wijze waarop er naar dat materiaal
wordt gekeken. Onder andere houdt dit in dat de vrije energie voor twee
waarnemers, welke t.o.v. elkaar verschillende posities innemen, dezelf-
de waarde moet hebben. Voor twee zulke waarnemers verschillen niet de
materiéle codrdinaten Xa {deze zitten immers vast aan het lichaam en
karakteriseren een materieel punt van het lichaam) maar wel de ruimte-
lijke codrdinaten ;. Immers deze geven de positie van een punt op tijd-
stip t in de ruimte aan en deze positievector wordt door twee waarne-—
mers, welke t.o.v. elkaar verdraaid zijn, verschillend waargenomen.

Zal de ene waarnemer een positievector X wWaarnemen, dan zal de andere

X waarnemen, waarbij

T .
TRE by = Rypn)

(76)

I3 1

waarin R de rotatiematrix is die de verdraaiing van de ene waarnemer

t.o.v. de andere aangeeft.

Het principe van de objectiviteit stelt nu dat de vrije energie (en

dientengeveolge ook de constitutieve vergelijkingen) voor beide waarne-

mers dezelfde waarde moet hebben. Dus

(77) F = f(T'T,k'xk,a) = f(T,TE,xR’a) .
waarin
= 8T
{78) T,E = BEE .

Voor we deze relatie verder gaan uitwerken, wijzen we er eerst nog op dat
objectiviteit, welke is te beschouwen als invariantie t.a.v. de ruimte, eer
algemene fysische eis is, welke geldt voor elke soort materiaal. Dit in te-
genstelling tot de invariantie t.a.v. de materie, welke we iets verderop
zullen leren kennen, en welke alleen geldt voor isotrope materialen.

Met (76) kunnen we afleiden dat

en
S T
We zullen nu laten zien dat f voor beide waarnemers dezelfde waarde aanneemt

indien

i e e LT

S

et il AU il
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(80) f = f(T'T,a'CuB)

Immers

T,u - T,kxk,a -

=T E% e T BAET KRR e T Tk T Tk, a
T . .
want RkERRE = Gkg' (of RR™ = I). T,a wordt dus inderdaad door beide waarne
mers gelijk waargenomen. Hetzelfde geldt voor CaB' want

S L
- l”_ﬁi,a;i,s = l:}S;kR]::.E,}‘Lk,meL,B = lzxk'axk's )

Hiermee is dus bewezen dat de representatie (80) objectief is. Dat deze re-
presentatie ook voldoende is, d.w.z. dat een objectieve representatie van
T, T,k' xk,a volledig wordt gegeven door T, T,a' CaB is veel moeilijker te
bewijzen. We laten dit bewijs hier achterwege.

We gaan nu uit van (8B0), waaruit we met

(1) Cog = %0k, T %,0%, 8 - ,a®n, 8V k.0

wat volgt uit (47), vinden

(82) F=28 gy T o+ 2 2

3T T ,a g *%,a%, 8V (x, )

Substitueren we dit in de entropie-ongelijkheid (57) dan krijgen we

h
of . dF af X
- (E= 4 T - T + - —_ - >
(83) plyp + )T - 53 o ey = ° 3C_g X,a0,8 Vik,0) T Lk20 -

Aangezien deze ongelijkheid moet gelden voor alle mogelijke toelaatbare pro-

cessen en aangezien in het linkerlid de grootheden T, T e &M Vik, o) hoogstens
’ r

lineair voorkomen (bedenk dat f, s en h, niet van T, T en

( P ’ ’ tk}l, x LEL ’ ,Q V(k,ﬂ,)
afhangen) , moeten de co&fficiénten van deze laatste grootheden nul zijn,
waaruit we achtereenvolgens vinden (vergelijk de discussie bij de afleiding

van (55) en (56) in § 7.3)

f

s=_'g_|I",

_9f __
(84) =0

O
af
t,, =2 . .
1] P aCaB xlruXJrB

Naar aanleiding van deze resultaten willen we nog een opmerking maken:




- 108 -

. 2 . .
Uit {(84) volgt dat f niet van de temperatuursgradiént T o Mag afhangen:
r

(B5) f = f(T'CaB) '
en op grond van (84)1 en (84)3 geldt dit dan ook voor s en tij:
(86) s = S(T'CaB)' tij = tij(T,CuB) .

Deze resultaten zouden er ons toe kunnen verleiden om maar van het begin af

aan T o uit de liijst van onafhankelijke variabelen weg te laten, dus om
I

i.p.v. (80} uit te gaan van (85). In dat geval zou echter volgens het prin-

cipe van de equipresentie ook

hk = hk(T'CaB) '

moeten zijn. Indien echter h, onafhankelijk is van T X’ is de laatste term
!

k

in (83) lineair in T zodat dan alleen altijd aan deze ongelijkheid is te

kl
r
voldoen als hk = 0. We concluderen hieruit dat we, indien we T o @ priori

1
als onafhankelijke variabele uitsluiten, we automatisch terechtkomen bij een

niet thermisch geleidend, thermoelastisch medium. Indien we echter van (B0)

uitgaan, dus T wel meenemen, dan moeten we veronderstellen dat £, s en tij
r
in principe wel wvan T'u kunnen afhangen en dan zijn (85) en (86) bewezen re-

sultaten, volgend uit de toepassing van de entropie-ongelijkheid.

Met de resultaten (84) blijft van de ongelijkheid (83) alleen nog over

e 1
- =T . ==« =X _h =0 .
(87) T T,k T o,k kT,a
Aangezien hk nog van T a kan afhangen, volgt hieruit niet hk = (0. Wel is aan
r T——

deze ongelijkheid te voldoen door te stellen

(88) X h =-k T (= hi=— )

k x. x, T,
ap"i,0 3,8 .3
8 een positief-definiete matrix is, die in principe nog van T, T a
’
kah afhangen. :

waarin k
o

en C
o

B

Voor practische doeleinden is dikwijls de eenvoudiger vorm

(89) hi = ~iji ’

voldoende. Deze relatie wordt de wet van Fourier genoemd en de co&fficiént k,

welke meestal constant genomen wordt, maar die eventueel nog van T en/of Cu

B

kan afhangen, is de warmtegeleidingscoéfficiént. Ban de ongelijk (87) is nu

voldaan als

{90} kzo0

NP

wr

S

e
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We wijzen er nog op dat in een niet-lineaire theorie de relatie (B9) in fei~-

te niet helemaal correct is, omdat hij niet objectief is (want T,k is geen
objectieve grootheid).

Tenslotte kunnen we nog concluderen dat voor het geval het medium niet-warm-
tegeleidend is (hi =0, of k = 0) in (83} het gelijkteken geldt. Dit bete-
kent dat elk proces plaatsvindend in een niet-warmtegeleidend thermoelastisch

medium reversibel is.

Het isotrope, niet-lineaire elastische lichaam

Alle resultaten van de vorige paragraaf gelden ook voor aniscotrope media.
In deze paragraaf zullen we ons beperken tot de niet-lineaire theorie van
puur elastische, isotrope media. Een puur elastisch materiaal wordt geken-

merkt door

(oL £f=£(C ) .
aB

We noemen een medium isotroop, indien de eigenschappen van dat medium in al-
le richtingen dezelfde zijn. Dit betekent dat de eigenschappen van een iso-
troop lichaam niet mogen afhangen van de oriéntatie van de assen t.,o.v. het
lichaam {dit zijn de materié&le codrdinaten Xu)' Dus voor twee verschillend
gebrienteerde materiele co&rdinatenstelsels Xu en ia, welke met elkaar ge-
lieerd zijn via

- T —
(92) X =R'X (X= = R =X} ,

moet f dezelfde waarde hebben. In formule uitgedrukt geeft dit:

(93} f = f(cas) = f(CaE) = f(RaERBEcuB) .

We wijzen hier nogmaals op het verschil tussen isotropie (van het materiaal)
en objectiviteit:

i) isotropie: de eigenschappen zijn onafhankeliik van de oriéntatie van de

assen in het lichaam (materiéle invariantie);

ii) objectiviteit: de eigenschappen zijn onafhankelijk van de oriéntatie van

de assen in de ruimte (ruimtelijke invariantie).

Voor de uitwerking van de consequenties wvan de isotropie-eis op de constitu-
tieve vergelijkingen voor de spanningen zullen we gebruikmaken van eer lemma,
dat we hierna zullen geven, maar dat we niet zullen bewijzen.

Voor dit lemma definiéren we de invarianten van CaB door

94 = ; = C,. ; 1= ‘
(94) J C ; J2 cmB 80 J3 cchBch
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Deze invarianten Jl' J2 en J3 veranderen niet bij een draaiing van het X-

assenkruis. Het bewijs hiervan is eenvoudig te geven m.b.v.

en R— R 8 .

(95) CEE = RaaREBCaB oo aB - B

{Ga dit zelf na). (Er zijn nog andere uitdrukkingen voor de invarianten mo-
gelijk, en ook wel in gebruik, maar dit zijn altijd lineaire combinaties van
J, en J, als gegeven in (94)}.

Ty Jp &0 T3
Het lemma dat we hier zullen gebruiken luidt nu als volgt:

Lemma. f(C_,) L5 een isotrope functiec van Cug dan en alleen dan indien

B

{96} f = f(Jl,Jz,J3)

Dat deze representatie isotrxoop is, is triviaal (immers Jl' J2 en J3 zijn
invariant t.a.v. assendraaiingen), maar dat dit ock de enige, volledige re-

pregentatie is, is in het geheel niet triviaal.

Met (96) kan (84)3 worden omgewerkt tot

aJ 3J 3J
of i of 2 of 3
(97) t,. = 2px, X { + + .
17 i,¢73,B BJl acas 8J2 aCaB 8J3 aCaB
Uit de definities (94) wvolgt
aJ T aJ
1 2 3
{98) =0 , = =2C , =3C C _,
QCGB o R aCaB afB aCuB ay yB

waarmee (97) wordt

of of af
3 = 2 —— 4+ 2 —C —_— .
(99) tij pxi,uxj.B{BJ1 aaB BJ2 ap + 3 aJ3 Caycyﬂ}

Deze relatie is de constitutieve vergelijking voor een zuiver elastisch,
isotroop medium. We wijzen er nog op dat dit resultaat ook nog geldig blijft

indien f van de temperatuur afhangt, dus voor

f = f(T'CaB) .

Het lineair elastische lichaam

in deze paragraaf zullen we de resultaten van de vorige paragraaf gaan linea-
riseren voor het practisch zeer belangrijke geval van kleine deformaties.

We voeren in de verplaatsing u van X naar x door
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(100) x=X+u, o0f x, =§, (X +u) =246, X + u,
= = = i iv o o

Hiermee kunnen we Ca uitschrijven tot

B

(101) C = X

B i,uxi,B = 6ij(xY + uy)' &5, (X, + ué),B =

o id 7§

= + .
) GaB * ua,B * uB,a uY.auY,B

(85, + &

. u J(&,  + 6
ie iy yv,a

ig ¥ °isYs,8

In zeer veel gevallen, en dit zijn bovendien practisch de meest belangrijke,

geldt dat

{102) e :=1llu I << 1 .
o,B

{Voor ”ua,B“ mogen we, bijvoorbeeld, de absolute waarde van het grootste ele-
ment van de matrix {ua,B} nemen.)

Voor eern technisch belangrijk materiaal als staal kan €, binnen het elasti-
sche gebied, hooguit een waarde in de orde van 10"3 bereiken.

In de lineaire elasticiteitstheorie zullen we nu aannenen dat steeds aan

{102) is voldaan en zullen we alle termen welke 0(32) zijn verwaarlozen.

In de lineaire theorie wordt (101) dus

= 2, ~ — =
(103) cas = GaB + 1.10“B + uB:a + 0(e7) = 6a6 + ua.B + uBru = GaB + ZEuB .
met
-~ §
{104) EaB = 2(1.10hB + uB,u) .

In (103) en (104) zijn de differentiaties in principe naar X. In de lineai-
re theorie maakt het echter geen verschil meer of we deze differentiaties

nemen naar de Lagrange codrdinaten X of naar de Euler cobrdinaten x. Immers:

au ju  ox, du,
o o J

u = =
arf BXB BXj BXB

12

+0(e?) ® s

“Siaui,j(‘sjs*'axB

(105)

8108989, 5 iaajBui,j '

of, recapitulerend,
~ 9u

06 —= =T ==
(106) 3%

Hiermee kunnen we nu de constitutieve vergelijking voor de spanning, (84)3,
gaan lineariseren.

Met (100) krijgen we

(107} Xi,a = Sia + ui,a

en met (73) en
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(108} J =detl[x, 1=4detls, +u, J=14+nu =14+ E ’
1,0 o L, Y Y YY
krijgen we
P o ~
(109 p=7F= po(l - EYY) .
3

Hiermee en met (103) wordt (84)

_ 3 _ of

We moeten nu echter bedenken dat in de lineaire theorie niet alleen de de-
formaties klein zijn, maar.ook de spanningen. Aangezien de spanningen, in
tegenstelling tot de deformaties, géén dimensieloze grootheden zijn, moeten
we dit begrip "klein" nader specificeren (de numerieke waarde van een span-
ning kan in het ene eenhedenstelsel best klein zijn, maar in een ander stel-
sel groot). We moeten daarom de spanning normeren op de een of andere elas-
ticiteitsconstante, bijvoorbeeld de elasticiteitsmodulus E. Indien we dus

zeggen: "de spanningen zijn klein" dan bedoelen we expliciet:

1
(111) E“tij” = 0(e) << 1 .

Passen we dit toe op {110), dan zien we dat ook poaf/aﬁé klein moet zijn,

B

zodat in de lineaire benadering (110) moet luiden

3f J9f

(112) t,. = py = 8, 8., = pn ——— ,
i3 0 amas ig jB 0 Beij
waarin
113 L. = , L, +tu, |
( ) elj lz(ul"J uj’l) ’

{(deze is in de lineaire benadering identiek met EaB)'

Als volgende stap nemen we nu aan dat we de vrije energie f kunnen ontwikke-

len als een polynoom in ei_. oor een lineaire theorie kunnen we deze poly-

noom afbreken na de kwadratische termen (bedenk dat f naar eij moet worden

gedifferentieerd om de spanningen te verkriijgen). Dus

e + L

(114) f=a+ bij i Cijkleijekﬂ

Po

In deze ontwikkeling is de eerste term:a, irrelevant, want komt niet meer

voor in (112), en mag daarom nul genomen worden. De tweede term bi'e" geeft,

J 1]
na substitutie in (112), een spanning

t..=b...r
1] 1]

welke onafhankelijk is wvan eij' Dit betekent dat deze spanning ook nog kan

S g T -

bR g S e B T T
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optreden in het ongedeformeerde lichaam (eij = 0); we noemen dit daarom een

restspanning. In een elastisch lichaam kunnen geen restspanningen optreden

(in een plastisch lichaam wél) en daarom moet in (114} bij = 0 worden geno-

men. Hiermee reduceert (114) tot

(115) pof =%

€19%2%13%y -
Hiermee kan'(112) worden uitgewerkt tot
(116) T4 % CigkaSke !

de algemene vorm van de wet van Hooke.

Opmerking. Uit de voorgaande analyse, en speciaal de discussie rond (105)
en (106), zal het duidelijk zijn dat we in de lineaire theorie de configu-
raties x en X mogen identificeren. Voor practische berekeningen heeft dit
het zeer grote voordeel dat we in de lineaire theorie de rdhdvoorwaarden

mogen betrekken op het ohgedefoirmeerde oppervlak.

De constitutieve vergelijking (116} geldt voor een willekeurig anisotroop
medium. In Deel 1, § 2.5.2, hebben we laten zien hoe deze vergelijkingen
reduceren in geval van een isotroop lichaam.

In dat geval zijn er slechts twee onafhankelijke elasticiteitsco&fficiénten
(de Lamé-parameters ) en [u) en ziet de tensor cijkﬂ

= + +
(117) 4 jks Aﬁijskl U(6ik6j2 Gilsjk) '

er als volgt uit

en krijgt de wet van Hooke de vorm

= + .
(118) tij Aaijekk 2ueij
We besluiten deze paragraaf met een opmerking over cbjectiviteit: in prin-
cipe is de lineaire wet (116) niet objectief, omdat de variabelen eij geen
objectieve grootheden zijn. We hebben in het voorgaande echter gezien dat

de verschillen tussen de niet objectieve eij‘s en de wel objectieve Ea van

g
de tweede orde zijn, en daarom mogen de vergelijkingen {116), en dus ook
(118), binnen het kader van de lineaire theorie als objectief worden be-

schouwd.
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7.5.4, Het lineair thermoelastische lichaam

De constitutieve vergelijkingen (84) voor het algemene, niet-lineaire ther-
moelastische lichaam kunnen ook worden gelineariseerd. We zullen er hierbij
van uitgaan dat niet alleen de deformaties klein zijn, maar dat ook de ver-
schillen tussen de temperatuur T en de uniforme, constante begintemperatuur

T0 klein zijn, dus

|T - Tol
{119) T << 1.
0
Voor een lineaire theorie worden de constitutieve vergelijkingen (84), zo-

als in de vorige paragraaf gezien,

af of
{120) 5 = = -— , t,. = py — -
aT ij 0 Beij

Voor de vrije energie f nemen we een kwadratisch polynoom van de volgende

vorm

2 1 . 1
(121) f-—f(T,eij)-Ea(T-Tb) -+Eg-bij(1“-1b)eij-+2po cijkzeijekﬂ .

Voor een isotroop medium nemen we voor de coéfficiénten in (121) (de moti-~

vatie voor deze keuze volgt verderop)

c
e S 2.y = -
a=- E; ' bij = aéij(A + 3 v o= adinT '

(§.. 8. + 8. &8..) .

= Apby 48 ik%e * %1994k

(122) Cijkg T Arli4%g T W

Hierin is <, de soortelijke warmte bij constante deformaties (te vergeliijken

T
de Lamé-parameters bij constante temperatuur en KT de compressiemodulus bij

met CV voor een homogene compressie), o de uitzettingsco&fficiént, AT en yu

constante temperatuur.
Met (121) en (122) geeft {(12Q)
(T-TO) R
e T T, Po Ok
(123)
tij = ATaijEkk + 2“Teij - aKTﬁij(T-Ib)

Uit (123)1 zien we dat ce inderdaad de soortelijke warmte bij constante ei'

b

is, indien we deze grootheid, voor een lineaire theorie, definiéren als

e

o B IR

R
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{124) c =T (=)

Opmerking. Aangezien volgens (123)1 de entropie s alleen van de volumever-

andering e afhangt is

kk

(125) Cq = ¢y -

Dat o de ultzettingsco&fficiént is volgt direct uit (123)2 door daarin
£t,, =0 en i = j te nemen.

1]
We kunnen deze constitutieve vergelijkingen substitueren in de locale ba-

lanswetten voor impuls en energie en krijgen dan een stelsel vergelijkingen
voor T en ui.

De gelineariseerde impulswet geeft

.= ok T ., =

+ .
Arfkk,i T 2MrBig, 57 T, T el 4

'[‘1 =

(126) ooty = 54,57 s O Fughuy oy = ok, T

ji T i
De energie-balans (31) werken we eerst nog iets verder uit. Met u = £ + Ts,
en {84) en (85) krijgen we

of
ac
a

C _+pTd+poTs=¢t,.v +pTS ,

- * . . af o
127 =pf + +pTs=p — T+ ..
( ) pu=p pTS + pTs = p 3T P af i3 (1i,3)

B

waarmee {(31) wordt

{128) pTs = pr - hi,i '

de gereduceerde energie-balans, welke algemeen geldig is, dus ook voor niet-~

lineaire media.

Door hierin (123)1 en de, lineaire, wet van Fourier {(89) te substitueren
krijgen we
s k a .
=Y + — - — .
(129) cT=r T ., % TbKTuk,k
De laatste term in (129) is de warmte-ontwikkeling door compressie.
Met (126) en (129) hebben we vier vergelijkingen voor de vier onbekenden T

en u, .
1

Het toepassingsgebied van de theorie van de thermoelastische media kan op

de volgende manier worden onderverdeeld:

i) Statische, uniforme toestanden: in dit geval is de temperatuur con-
stant {T = 0) en uniform (T i = 0). Er is dan dus geen warmtegeleiding
'

en het enige thermische effect is de uitzetting van het lichaam.
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ii} Statische, niet-uniforme toestanden: nu is nog wél 3/3t = 0, maar
T,i # 0. Br is nu wel een warmtestroom en de warmte zal stromen van
hogere temperaturen naar lagere (dit volgt uit de eis dat k > 0 meoet
zijn, en dus in feite uit de entropie~ongelijkheid). De energiewet

{(129) wordt voor een statische toestand:

{130) T = AT = = — ,

of AT = 0 bij afwezigheid van warmtebronnen {(r = 0).

iii) Dynamische processen: in dat geval gelden de vergelijkingen (126) en
{129) volledig. Deze problemen zijn veel ingewikkelder, omdat er een
koppeling optreedt tussen het mechanische en het thermische systeen
(de laatste termen in (126) en (129)). Zo weordt bijvoorbeeld de tem-

. - a . : :

e 1- = . -
peratuursverdeling beinvloced door de term o0 TOKTuk,k in (129). Dik
wijls is de invlced van deze term echter erg klein en hij wordt daar-
om voor practische problemen dikwiijls verwaarloosd. In dat geval kun-
nen we de temperatuursverdeling bepalen uit

(131) e T=r 41

v o] P11
0]
dus cnafhankelijk wvan de deformaties. De aldus gevonden temperatuurs-—
verdeling T(ﬁ,t) geeft dan in (126) aanleiding tot een soort thermi-
sche volumekracht:»dKTT i

We besluiten deze paragraaf met een voorbeeld waarin de koppelingseffecten

wel een rol spelen. We beschouwen een rechte balk welke buigtrillingen uit-

voert:

SNNNNNNN

--‘_\“ —‘:
e )

-..._._\ ’

~ ¢

+ !

~
Door de trillingen van de staaf treden er volumeveranderingen op. Zo zal in

de bovenste stand de bovenste vezel worden samengedrukt en daardoor warmer
worden en de onderste vezel worden uitgerekt en daardoor afkoelen. Er treadt
dan dus een temperatuursverschil op en daardoor gaat er warmte stromen van
de bovenste vezel naar de onderste. Er is echter nog een effect: doordat de

bovenste vezel warmer wordt zal er daar t.g.v. de thermische uitzetting een
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volumevergroting plaatsvinden. Analoog treedt er in de onderste vezel een
volumeverkleining op. Deze effecten zijn dus tegengesteld aan de effecten
t.g.v. de trilling zelf: zij werken dus de trilling tegen. We noemen dit

effect: thermische demping.

In de onderste stand gebeuren dezelfde effecten, maar in tegengestelde rich-
ting. Dit betekent dat gedurende een halve trillingstijd de warmtestroom
van richting omkeert. Indien de balk zeer langzaam trilt, heeft de warmte-
stroom voldoende tijd om de temperatuur te nivelleren: de toestand zal dan
nagenceqg isotherm blijven. Dus:

Langzame trnilling » Lsothenm proces .
Indien de balk daarentegen zeer snel trilt, moet ook de warmtestroom zeer
snel van richting veranderen en heeft daardoor nauweliiks tijd om plaats te
vinden. De hi zal dus zeer klein blijven en dan is volgens {(128) (r is hier
identiek nul) ook 8 ® 0, oftewel de entropie blijft constant: de toestand
is adiabatisch. Dus:

snelle thilling - adiabatisch proces .
In het tussenliggende gebied zullen de dempingseffecten een grote rol spelen.
De thermische demping is maximaal indien de halve trillingstijd van dezelf-
de orde van grootte is als de tijd die de warmte nodig heeft om van boven

naar beneden te stromen. Deze beschouwingen leiden tot nevenstaande grafiek.

/Aerm:'sclré

oemping

(?eguenffe-

De visceuze viceistof

We beperken ons in deze paragraéf tot de lineaire theorie van een visceuze
vlceistof met thermische eigenschappen. We zullen aannemen dat de vloeistof
warmtegeieidend is.
We gaan weer uit van de entropie-ongelijkheid (57)

hiT i

-pf - psT + - =20,
(132} p psT tijvi,j - 20

We nemen aan dat we een visceuze vlceistof kunnen karakteriseren door de

volgende set van onafhankelijke variabelen:

-1

r ] N ’ T, T
PV, g

i

B A
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De variabele pql (we hadden ook p kunnen nemen, maar p_1 heeft rekenkundige
voordelen) geeft aan dat de eigenschappen van de dichtheid afhangen, d.w.Zz.

dat we toelaten dat de vloeistof compressibel is; vr(i 3) karakteriseert het
r

visceuze karakter {neemt in feite de rol over wvan COL voor het elastische

B

lichaam) van de vloeistof en T en T i (voor de warmtegeleiding) staan voor
r

de thermische eigenschappen. We moeten hier V(i 3) nemen en niet v 3 omdat
L r

deze laatste nog de rotaties (= V[i j]) bevat en daardcor, zelfs in een li-
r

neaire theorie, niet objectief is.

We nemen dus

1

{133) f = £{p 'V(i,j)

lTrT'i) r

en op grond van de egquipresentie hangen dan ook s, tij en hi van deze groot-

heden af.
Dan is
. af -1 of T — of » af o
(134} f=—v—(p ) +———v, _ . + =T+ T, .
ap Bv(l'j) (l::]) aT BT,J. s 1
Op grond van de massa-balans:
P= TPV k
geldt
-, 6 _ 1L
(135) p ) = 5 = 5 Vk,k
Substitutie van (134) en (135) in (132) levert
af of, » af -
- = R + =) T = T o+
(136) 7%y o1 Ve, TPt T g - T
8(p } I
5 ot BT
P Y,y T Tm o =0
(i,3) !
Op de gebruikelijke wijze, bedenk dat T, T ; en v(i 3) hoogstens lineair
r ’
voorkomen, kunnen we hieruit concluderen
of
(137) s = - 3T
en
3f of _
(138} T e - 0
el (i,3)
Dus £, en dan ook de entropie s, mogen niet van T i en v(i 3) afhangen:
r !

(139) f = f(p—l,T), s = s(p—l,T) .
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De eerste coé&fficiént van (136) mogen we niet nul stellen, omdat tij nog

wel van v,, ) kan afhangen (in feite is dit juist karakteristiek voor een

(i,3
-visceuze vloeistof). Van (136) blijft dan over
h,T
of i, i
{140) (t,. - &§,, ——)v. - =0 .
i -1 j T
lj j a(p ) lf:]

Het is nu niet meer mogelijk om op eenduldige wijze uit deze ongelijkheid
constitutieve relaties als (137) af te leiden. We kunnen echter wel een be-
paalde keuze doen, welke fysisch aanvaardbaar is, en waarmee aan (140) wordt
voldaan.

Voor de warmtestroom nemen we dan meestal de wet van Fourier, terwijl we aan
het eerste deel van de ongelijkheid trachten te wvoldcen door de spanning

ti' te splitsen in een stuk dat alleen van p_l en T afhangt, plus een stuk

dat lineair is in v(i 5y We nemen de spanningen onafhankelijk wvan T i Het
r . r
eerste stuk noemen we de thermodynamische druk JI en is gedefinieerd door
-1 f
(141) R R
ap

Voor het tweede, visceuze of dissipatieve stuk van de spanningstenscr schrij-

ven we (we nemen de vloeistof isotroop; vergelijk de wet wvan Hooke voor een

isotroop elastisch medium)

(@& _
(142) By T Ak k8 T MY,

Hierin wordt AV de wvolume-viscositeit en uv de,gewone, viscositeit genoemd.

in de practiik is My meestal veel groter dan Av.

be totale spanningstensor wordt dan

(143) tij = —Héij + A Gij + 2pvv(i'j) P

A"
en hiermee en met de wet van Fourier gaar (140} over in

T T ,
el

2
+ 2 .. . + = 0
lv(vk,k) HoVid, ) Vid, 9) k

In de practijk zijn AV' en k positieve constanten, zodat dan altiid aan

Hy
(144) is voldaan.

en k nul. In dat geval geldt in (144)

Voor een ideale vloeistof zijn AV’ My

het gelijkteken. Een proces met een ideale vloeistof is dus altijd reversi-

bel.

SRS
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Voor een Navier-Stokes-vloeistof wordt Av geliijk aan nul genomen:

145 t,, =-I8,, + 2 L e
( ) 1] 13 qu(l:J)

We wijzen er tot slot nog op dat de thermodynamische druk Il niet gelijk is

aan de hydrostatische druk p = - % tkk' Immers, wvolgens {143) is

tkk = =3p = =311 + 3AVVk,k + 2uvvk'k ‘

of
(146) T=p+ (A, +2u)v
=P v 3N %k
Voor een incompressibele vlioceistof geldt echter v = 0 en dan is dus wel

k,k

I=p.

Voor een incompressibele Navier-Stokes vloeistof wordt dus de constitutieve

vergelijking voor de spanningen

4 .. = -p6. . + 2 ,
(147) tl] P ij uVv(l,j)

In dit geval is echter p een essentiéle onbekende van het probleem geworden,
welke niet meer uit (141) volgt (een incompressibele vloeistof mag niet van

p ~, of p, afthangen), maar welke volgt uit de incompressiebiliteitsvoorwaarde

(148) Vk,k =0

Voor een incompressibele vloeistof mag f dus alleen nog van T afhangen. Kie-

Zen we

2
(T-TO)

0

(149) f=1£(T) = -% T

dan krijgen we

(150) s =¢

(Bedenk dat wvoor een incompressibel medium cP = cv.)
Substitueren we (147) en (150) in de balanswetten voor de impuls en de ener-
gie, in de vorm (128), dan krijgen we weer de balanswetten (19) en {(20) uit

§ 2.3, Deel 1.
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RECAPITULATIE

Locale eerste hoofdwet

» = + -
pu tijvi'j pxr hi

locale tweede hoofdwet

. i
T = - + -+ .—-}-—-‘-2
pT pu tijvi’j pTS - o,
of, met £ = u - Ts,
: : hyT i
pTG = =pf = psT + tijvi j - -—EL— 2 0 ., (Clausius=-Duhem—ongelijkheid)
r

Een proces is reversibel dan en slechts dan als

Constitutieve vergelijkingen

Thermoelastisch materiaal:

algemeen: f = f(T,CaB)p

3f of _
s = - 35 Cig = 2% acas‘xi,axj,s' hy = =kyg*i,6T,8 ¢
isotroop: £ = f(T,JI,Jz,J3),
3f 3 3f
= —— + — + —
tij 2pxi,axj’B{BJ1 aus 2 3, cmB 3 v, CGYCYB} '
lineair: )
(T - Ty)
v T, o Kk

Eig = Apdiglpk * 2Mglyy T Ky (T - Ty

Visceuze vloelistof: £ = f(p_l,T),

- _ 3f
s =-37
t = =JI§, , + A 8 + 2u.v

i3 i3 vk, ki3 vVi(i,j)
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VRAGEN

1. Op grond van welk postulaat kunnen uit de entropie-ongelijkheid constitutieve

relaties (= gelijkheden) worden afgeleid? Beschrijf in het kort deze methode.

2, Wanneer is een Qroces reversibel? Bewijs dat voor een zulver elastisch medium

elk proces reversibel is.

3. Kan een homogeen proces irreversibel zijn?
Kan een inhomogeen proces reversibel zijn?

Geef voorbeelden.

4. Wat is het verschil tussen objectiviteit en isotropie fvan het materiaal)?

Bewijs dat de wet van Fourier:

k, = =kT , ,
i 1

in een niet-lineaire theorie niet objectief is.

5. Hoe luidt het principe van de equipresentie.




- 123 -

LITERATUUR

M.W.

Zemanski, Heat and Thermodynamics, McGraw-Hill Kogakusha, LTD, Tokyo
{int, Stud. Ed.), 1968,

Abbott & H.C., van Ness, Thermodynamics (Schaum's cutline series), McGraw-

Hill, 1976. (Bevat veel uitgewerkte opgaven.)

Buchdahl, Concepts of Classical Thermodynamics, Cambridge University

Press, New York, 1966.
Callen, Thermodynamics, John Wiley & Sons, Inc., New York, 1960.

Pippard, Classical Thermodynamics, Cambridge University Press, New York,
1957,

Sneddon, Elemerits of Partial Differential Eguations, McGraw-Hill, 1957
(pp. 33 t/m 43),




	Inhoudsopgave
	1. Basisbegrippen
	2. De nulde hoofdwet van de thermodynamica
	3. De eerste hoofdwet
	4. De tweede hoofdwet
	5. Enkele mathematische hulpmiddelen in de klassieke thermodynamica
	6. Thermodynamica van homogeen vervormde, lineair elastische lichamen
	7. De thermodynamica van niet-homogene toestanden en irreversibele processen
	Recapitulatie

