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INLEIDING.

VECTOREN,

(a,b) = a”bl cos ¢

Dit is een eigenschap van het jnwendig
produkt {(a,b), welk volgt uit de definitie
(a,b) = aqbq » azby + azbz

vlak wordt dit: %a b) = a1b1 + apbp,

Een ipwendig produkt is nul, wanneer de
ay _ beide vectoren loodrecht op elkaar staan.

®
m" to~

Een vectorprodukt[g.‘_n]is een vector lood-
‘recht op het vlak van de twee vectoren

& en b in een richting, die overeenkomt met
de voortgangsrichting van een rechtse
schroefbeweging bij rotatie van 2 naar b .
De grootte van het vectorprodukt is gel:.,jk
aan het opp. van het parl. gram gevormd
door de twee vectoren a2 en b.

Dus I[a, ]I lal Igl sin .

De plaatsvector van de door het punt P

doorlopen baankromme is afhankeli jk

van de tijde Dus xr = £(t). .
Saankromme De tijdsafgeleide van zulk een Elaats-
vector wordt als volgt gedef:.n:.eerd

& = (a4,47).

Links staat dus de fluctie van de Plaatsvector a.

We hebben : 4§ = 118 2 (t+h) - a(t)
h»0 .

Voor een inwendig produkt geldt:
a3t (&) = (&,D) + (a,b}

omdat -&c-lg (a,b) = d (aqbq + apby) = (44B¢ + &5bp) »+ (a151 + 52{32) =
= (4,b) + (a,b).




e5{8bz + aqby] -

[+ + [=3] -

Bij deze afleiding is a langs de xq - as genomen en is |ex = 1
'35 is de eenheidsvector langs de x3 - as. a (a9,0) en ) Tg1, ba).

d d
Cok is at g,_‘b_] = It (a1b2§3)

f

"

Een plastsvector hangt af van 2 grootheden, die niet beide een
functie van de tijd behoeven te zijn. '
S Bij een rondgasnde beweging van het punt P
is alleen de richting een functie van de tijd
P . alg de baankremme ean cirkel isg, C
I De grootte van dﬁ vector blijft constant.
- d.weze (zyr) = 1% = constant
en dus is ook

(5."?_) + (z,£) =0

en daar (a,b) = (b,2)

( maar [a,b] = - [b,2] )

wordt @it 2(f,r) = O .
: “of (£,x) = 0 QeWazos ilg

De snelheidsvector staat loodrecht op de plaﬁtavector, ale de
de laatate een constante grootte heeft.




X2 Vlskke krommen.
Px, k)
x1 = xq(t) g is de parametervoorstelling
xp = xp{t) van de baankromme P,
Xy

Eerste voorbeeld:

t
t

2 1

2 . ‘
x; 3 Het eliminatieresultaat is dan x2= x

Tweede voérbeeld:

‘ Xq = acos ¢ ; _
: 5 a x2 = a sin ¢ (de parameter is hier de hoek ¢)
»2 Hierbij is buv. ¢ = wt |

Xy

0 n

xq = (t) o
x2 = :,lg(t) ; x = x(¢)
% .
08 = x(t + at)
of = x(t)
Ok & A5 = OB |
BB = x(t +4t)- x(b)
///
Xy
° i It .
$(¢) c Hm EB _ 1im X °* +8t) - x(t)
= At-+0 At At=+0 at

X(t) is dus een vector, die in A aan de kromme raakt.
Naast de parameter t wordt nu een nieuwe paremeter u 1ngevoerd.

= x (u)
= u(t) en dus ook t

Voorts is:

it(t)=d-’-: =Lxcﬂ ﬁg
at du dt du

tiv)

%% is de raaklijnvector.

We kunnen oas nu afvragen wat u voor iets is, opdat deze raakliJn-
vector de eenheidsvector is ( dus de lengte 1 heeft)

We eisen dus, dat(%u %1-1_) =1,

zodat




G, =GE L &) 2 E, 8,32

du ' Y
bus &= VEZD =VE + £2

Meetkundig betekent dit, dat

u = f\‘x.i + :':g at /V(dx1)2 + (dxa) Ids = 8, de bopgiengte.

Aas —AXQ +A12
&, mz Kiezen we dus als parameter de langs de kromme §
4% | afgelegde weg, welke tijdsafhankelijk is, dan is ;
4ax de eenheidsvector in de richting van de 5
ds
raakli jn aan de kromme. i
3

x = x(s) ¥
x v
def. -gi = x {( = de eenheidsvector

langs de raakliin).
(Het streepje betekemt differentieren
naar de booglengte).
:-'-1‘ R 2 2ijn de eenheidsvectoren
langs de assen van het assenstelsel. >
n is de eenheidsvector langs de
noemasl in A,

Xy

Ga nu over op een andere letter, dus stel x'= ¢
(waarbij t geen tijd voorstelt, maar de eenheidsvector is in A in de
bewegingsrichting van A).
Dus (t,t) = 1 waauit volgt, dat:

(X', t)= 0, zodat telt
o is | geen eenheidsvector meer, maar staat 1oodrecht op t en
heeft dus detrichting van n.
n en t zijn de eenheldsvectoren in het gedraaide assenstelsel, zoairs
24 en 8, de eenheidsvectoren waren in het corspronkeli jke assenstelsel.
We hebben dus, dat t' = K.n , '
waarbij K (= kappa) de kromming genoemd wordt in het punt A van de
kromme.

_De vraag is nu wat de betekenis 48 van deze .definitie.

Voorbeeld::

De parameterwoorstelling van
‘de cirkel is:

Xx =(r cos ¢, r_sin o), dys
.x(s) = (r cos =, rsin; )

er

= x! s {wgins -}
-;_c(s)«-(sin—r,cosr)

1 8 1 5
t et d = (e - m—pdin =
t'= x (s)-—(rcosr, rs:.nr)

Voorts is n = (- cos%. - sin%)

Inderdaad is dis K = 3




De bewegingsrichting over 90 linksom gedraaid geeft de r...chtlng
aan van ne

”
X - alt , dus (_t..a‘) =
£ (xt . x!) Pit gedifferentiéerd peeft:
1% (£'yn) + (t,n") =
waarbij gegeven is, dat

e boury) (%, t)

S o s

AL

Xy

0
n' heeft de richting van t, dus stel p' = Xt

Substitutie van de uitdrukkingen voor t' en n' geeft in .
(1) het resultaat: i

(K.n,n) + (LAt) = O of K.(n,n) + A(t,t) = ©
‘zodat A = %

Hieruit volgt dus, dat

It et

_"{-\-'i De Fren_it-betrekkingen voor het platte vlak.

Berekening van ﬁ.

t= (xh,xb) en p= (- xix})

omdat het produkt van de richtlngsco'éffici'énten = -1
moet zijn als ze loodrecht op elkaar staan. I

%"

Dus n' = (- xJ, xf).

Uit (t,n% = -K volgt nu dus, dat

-K = (m") = - xfx¥ e xPxp, Zodat if = xixy' - xpx,
- - — . — " )
Hierbij is de booglengte s de parameter. Dus. N
d xa _ dxp d211 . {! (dt . 3% } + |
3; s dsC 1 ds 2433 2 2
> .
dt dat. 2 d
_ - % { %@t }
W o_ (e e =y (8t 3
Zodat = (% % -1;1)(“)

of = X1X2 =~ X2X4 Hierin is alleen de tijd t de

(ﬁ$ + 3':22)3; 2 parameter.




Laankromme

ose. cirkel

K is de xromming
d - R of p heet de kromtestraal (positief of’ﬁegatiof)

Het kromtemiddalpunt is M, dat ligt in het uiteinde van +Rn met
beginpunt in A,

De overeenkomstige cirkel heét kromtecirkel of osculatiecirkel,
Deze c¢irkel raakt asn de kromme en heeft in A drie met de kromme
ssmenvallende punten gemmen. Links en rechts van A ligt de osc.,
cirkel aan verschillende zi;;den van de baankrolme.

— e ()

"Het is net als bij een buigpunt: de baankromme paseeert (dooranijdt)
de osc, cirkel in het raskpunt. -

De meetk. plasts wan de middel unten, die behoren bij puntem van
de basnkromme wordt evpluut of ontwondene van de kromme genoe'nd.

- . De vectorvergelijking van de evolnut
~ Baankromme is dus:
A z=x+ Ra
Geven we z = z (s), dan vinden we
- de raaklijn aan de evoluut door
differentiatie naar de booglongte s

2'=2x' +R'n+Rn'

%

onlwondene
X,




of z' = t + R'n + R.(-ﬁ:_t_;_) waarbij R.K. = 1, dus

zi = R‘cn

De evoluut raakt dus in het kromtemiddelpunt aan de normaal.

Als A de kromme doorloopt, omhullen de normalen van de kromme de
evoluut
De eyoluut is dus de omhullende van de normalen van de kromme.

Als q’- O, dan Ligt M oneindig ver weg en is A dus een buigpunt.

74uJ_

Als behalve K = O ook Kf = O heeft de raaklijn vier samenvallende

punten met de kromme gemeen. We spreken dan van een toppunt of
undulatiepunt.
1£=°

—F XA H—— wordt in de limiet e v B
aan xraomrmnm

De raaklijn blijft in dit geval aan den zijde van de kromme,

De beweging van een enkel punt in een plat vlak

- x = x(t) stelt de baan voor
Xg -

lim A(A(t Aty -
At—+0 at

lim X(t +48¢) - X(¢t) =
At—+0 at

¥(t) = &(t)

asn de baan in A(t).
x, De grootte volgt uit:

© T,0) = (&5
* _d; is_ = | = -
i=3g caqt -8% =5t
Dus ¥V = é.g y Waarbij t = eenheidsvector, zodat
vl - fal - & -

deze vector valt langs de raaklijn

ok T R e s -

e




KINEMATICA VAN VLAKKE STELSELS.

Het vlak Wy is een vast vlak
Wé is een bewegend vlak, maar ralt
samen met W,.
W5 is opgebouwd uit een stelsel bewegende
punten A,B,C enz. waarvan verondersteld
wordt, dat hun onderlinge afstand
: _ - tonstant blijft. Pe punten A,B enz.,
() X 'hebben een snelheid t.o.v. het vaste

e o 3 - vlak W1.
De posities‘:.n de punten A en B kunnen worden aangeduid door
Y en 3, dat n dus plaatsvectoren, welke functies zijn van de
tijd. “Men_heeft:
y=2 + Bk waaruit volgt, dat BA = y- 2,
_g_ig de onderstelling volgt dan, dat -

= iawendig product = ( Y-Z%,Y - 2) = constant.

Differentiatie geeft'

2(1-5,1-2) of (-%, y=-2) =0, waarbi}

de snelheidsvector van het punt A en -
de snelheidsvector van het punt B,

x:
3=

B .
-2 ' r (A_x? - BBV"- - Fﬂ_) =
| Dit_é. Hls:
I
: 2! "II (d )L BX
B —=>)  Nu is:
II Khys Pt + 14 en BBy= po+ nse

— sy -
Aly= BBy = p1- P2 + M- 1z | godat

. — —
(p4- p2 + B4=- 05, BA) = 0 of
(p4= p2» ﬁ) + (n9- np, B) =0

Omdat nq en ny beide loodrecht s an op BA iz  cos (gy= no, ‘EK) =
&1 en np Ei 08 (&= 1o

en dientengevolge ook (n4- n, ,
Er resteeﬁ dus de betrekking.

- (pq= p5y BA) = 0O, vaarb:lj kan worden aangetekend dat
B, en Bo beide langs BA. vallen.
We hebben dus, dat p1 = P2 en dus ook pq = p,

Stelling: De projectiecs vin 2 snalheidsvectoren langs &&n rechte
-ziin dezelfde,

._Ook onmiddelijk in te zien uit het feilt, dat Wy een star stelsel
was,.

I Wenneer Hv = BBV ¢ dan 2zijn de proaecties P1 en pp vanzelf
gelijk. De stelling geldt dus algemeen.

Sn L ehRE Tl s



Met deze g{filing is de
snelheid C'C_van een 3°

punt steeds te_construeren,
Indien Ii,_: BBy , dan
zijn de vierhoeken

HAvGA en IGyKC

pngruent, zodat ook
Wy A
Dus ale twe. punten

dezelfde snelheid hebben,

hebben alle punten diezelfde
snelheid,.

We zeggen dan, dat W>
zich in een positie bevindt
van .momentele translatie

B,

|

|

I
A
I
|
J

——dma
1

is ook mogeli jk:

B__ B
x5S ;l'l-"
'BV




Is er een punt te vinden , dat op het beschouwde ogenblik een
spelheid O heeft?
Langs PA is de projectie van AAv en de projectie van de snelheid
van elk ander punt op PA langs PA gelijk aan nul.
Het gezochte punt ligt dus op de loodlijn van AAv in A, Even-zo
is het te zoeken op een 1ijnLTB in B. Het gezochte punt is dus
P, omdat in twee ongelijke richtingen de snelhe1dscomponenten
nul jn.

v/ BBy, dan ligt P in het oneindige.
P heet de snelheidspool of kortweg pool van dit ogenblik.
Een punt C op AB heeft dus ook eep snelheidsvector.l PC, S
omdat de component van die snelheid langs PC nul moet zijn, "
Maar dan is er dén punt wan AB, dat van allé punten van die lijn '
de kleinste snelheid heeft. Dat punt heeft een snelheid, die juist
geli jk is aan de projectie van AAvy 1angs AB. Het wordt gevonden in
het veetpunt G van de loodlijn vanuit P op AB neergelaten. G heet

FELE EORY SFLN -

het glijpunt. . - _
A AAAY ~APAG —a A - _ TG — |
: - KR, T, PA P8 i
dus =< -
— v v ,;
ABB B' ~AFPBG —e PB PG v g
vy = TR ¥
—_— —_ i
i Mv - P‘ i
°I| B8y = T8 :
. Stelling
" De snelheden zijn evenredig met de afstanden van de betrokken

nunten tot de pool.
( de punten A en B waren willekeurig gekozen ).

%i! is een grootheid, welke onafhankelijk is van de keuze van het

baanpunt. Zij wordt aangeduid door de letter w , de hoeksnélheid
van het ogenblik. Dus /P& = o.
In een volgend ogeEBIIE“fs er weer een andere hoeksnelheid. N

‘We hebben dus, dat A PAA, ~ APEBy ~ AFCCy ~ enz.

Indien ﬁv/ ﬁ', dan is rBlﬂ' en B-ﬁv,
ondat anders de projecties ongelijk zijn.
Voortg,is A PAA, ~ A4 PBBy, zodat uit P
op AB¥volgt, dat P op AyByligt.

AA, : AP = BBy : BP = CCy : CP = @, de
hoeksnelheid van het bewegende vlak.

Het teken van o is afhankelijk van de
richtingmzin der enelheden. ,

.Is dPAAy linksom(=positief) geori%nteerd,
dan is 0 >0,

Is APAAy rechtsom&-negatief) geori%nteerd,
dan id w<0,




De positieve draaizin wordt gevonden
door X, naar xp over de kleinste hoek te
draalen. Zoals hier getekend is dit
linksom-
, De 3¥as x3 staatlopdax1xg,
L X, We spreken af, datderxqxsxzeen

‘ rechtsdraaiend assenstelsel wordt genomen

0

( = overeenkomend met een rechtse schroefdrasd ). _
De eenheidsvector in de positieve x3z - asrichting wordt e gencemd.
De betrekking AA = W.,AP kan dus worden genoteerd als :

Het teken van ® is in dit vectorprodukt meae verdisconteerd.

A/
In dit geval is | e, FX] = -‘-P-EFv
sl )

in overeenstemming met het geponeerde

————————————— A, op grond van de tekenafsgprask voor w,
Eerste voorbeeld:
De krukdrijfstangbeweging, P

Het punt A doorloopt een cirkel ¢ in het vaste vlak met constante
hoeksnelheid wo, = 1 (en wel linksom).

B doorlocopt de leibaan 1l in het vaste vliak.

Hoe groot is in deze positie vB?

Bepaal eerst de Pool P in het snijpunt van de poolstralen

PA en PB resp. loodrecht op AAy en op 1.

4 Pahy ~ 8 PBB,

MBy|/AB, want dan PA/PB AAj/BBxl H,/ BBv.

Hierwa dus B terugcirkelen naar By met BBVJ- PB.
ﬁd is de lBodrechte op polaire snelheid van het punt A.

Bﬁ_vj is de loodrechte of polaire snelheid van het punt B.

G heeft de kleinste snelheid van de drijfstang AB.
De snelheid van C kan nu ook geconstrueerd worden.
De loodrechte snelheden van punten van AB zijn steeds begrepen

tussen AB en A o inderdaad de kortste afstand tusse
die lijnen ia,ﬂBEjs Féfﬁ j N "




~ | , _
‘Bewijs; yoorts, dat A-Kv, Bhy, CCy enz. van AB een P'arabocl omhullen!

Tweede woorbeeld:

De elliptisshe bewegring,

2 punten & en B van het bewegende vlak
bewgen langs 2 vaste lijnen & en b.

a= vasé
~J PAOB :I.s een koordlnvierhoek, zodat 1 OF.sina
- OF = ;1;-: - = constant '
.d.w.z, de pool P is in het vaste vlak steeds te vinden op een cirkel
om 0,
pb. is dus de meetkundige plaats van P in het vaste vlak. De punten
op pb. worden eens pool. OB

De cirkel om de koordevierhoek heeft een vaste aﬂaal MP = 5
4 MAB is in het bewegende vlak een vaste driohoek, omdat
1

ML= MB = MP = g
deze 4 is dus in het bewegende vlak steeds een vaste cirkel.
- Op die cirkel ligt steeds de pool P, zodat pk. de meetk.

plaats is van P in het bewegende vlak.

De twee cirkels pb. en pk. raken elkaar net in de pool P.

Is dit in het algemeen ook zo? Er zijrn in het algemeen 2 meetk.
rlaatsen van P resp, een in het bewegende vlak en.een in het vaste
vlak en het is de vraag of ze elkaar dan weer in P raken op het
beschouwde ogenblik. :

pb. = vaste polode = (= poolbaam)

pk. = bewegende polode (= poolkromme)

B:L;j -de stangenv:.erz.ojde is de poolbaan van de 8 graad.

= constant. De omgeschreven cirkel pk van

Derde voor'beeld:




Derde voorbeeld:

Een bewegende rechte hoek blijft met: €én van zijn rechthoeks-
zijden voortdurend raken aan een kromme k im het vaste vlak Wq.
De rechthoek ligt in het bewegende vlak Wr. Het punt O van W, heeft
een snelheid gericht langs de x - as, dus de pool P van W
t.0.v. Wq ligt ergers op de y - as. Dit is steeds 2o, zodat de

- a5 de bewegende polode is,.
De pormalen van k zijn das tevens opeenvolgende standen van de
bewegende polode. Deze normalen omhullen de z.g. evolute k',
(Zij raken dus alle aan k').- '
De beweging van de rechte hoek kan dus worden voorgesteld door
de beweging van de steeds aan de evolute k' rakende lijn ns y,
Noem het raakpunt op het beschouwde moment M, dan is n', de normaal
van k' in M, evenals voorheen een meetk. plaats voor P.
Pligt dis in het snijpunt van n en n’',
De evolute k' is tevens de vaste polode (poolhaan) van de
gegeven beweging, .
Ook hier raakt de bewegende polode n in P aan de vaste polode k'
M is tevens het snijpunt van twee opeenvolgende noemalen, zodat
M. het kromtemiddelpunt is van de door O doorlopen baankromme k in O.
We hebben dus in dit geval, dat :

-0.6,,' = m[_e_, iﬁ].




De relatieve beweging.

Nu drie vlakken Wq, W2 en Wz . '

De beweging van Wq t.o.v. Wy noteren we voortaan zls wa/wa
We hebben dus in het algemeen zes mogelijke combinaties van
Wi/Wy . (spreek uit Wy t.o.v. W3).

Een punt A, dat deel uitmaakt van Wy noteren we verkort als
A€Wy, (spreek uit: A ligt in Wy)

Voorts is i
y* de relatieve snelheid van het punt A bij de beweging van A
owm .
Het punt A valt op het beschouwde moment samen met een punt A'€W;. E
N, ¥y en Wg i
V2, = absolute snelheid van het 4

' punt A&VWz/Wq

DRET i 3

= relatieve smelheid van

| - xl’§1=_-‘!§2_+!§1 "
c, . W ’ o

. in woorden: De absglute smelheid van een punt is de vectoriZle
relatieve som van de/snel heid en de sleepsnelheid van dat punt.

Ws/Wa : x = x1e1 + X8

bij de beschouwing van de beweging t.o.v. W2 veranderen &4 €0 9
niet, zodat na differentiatie:

y_%‘, = gleepsnelheid van
VA A'EW27W1
32

Vo = &= ke + %ae

-l
OA' = Z + x

bij Wp/W1 4s A'eW, een vast punt van W,, zodat bij de differentiatie
van deze betrekking xq,xp vaste bedragen zijn, maar eq en e
veranderli jk, omdat ze bewegen!

- dus:

1‘2‘1' = OA' = £ + &M = " x181 + x285 .

Bij de absolute beweging is alles veranderli jk, dus

Ws/wy !§1 =0k =5« %y + X285 + 3181 + X85
!;1 =3§2*!;1 _
Dit geldt voor ieder punt A, zodat algemeen:

i = Va4 o0




Voor n vlakken heeft men de betrekking: ' ¢

Y1 "o * L n2 * Yao 03

Indien W_ =z W1 s dan is

+ L N ] +Ea1.

3-
\J

933-:2 "-‘-7-21 o dus (Vo = - 35
Men noemt de bewefing van W1/W2 de inverse beweging
van WEIW1 .
1s VP = 0, dan is ook _!‘;1 = 0, zodat beide bewegingen
dezelﬂ% pool hezitten.
Dus Ppy = Pyp -

De vaste en bewegende poolbaan(polode) veranderen dus van rol,
Voor drie bewegende vlakken Wy, W, en W3 geldt:

P
f”,———*" 13“5\‘55

P1 2 P23.
w./

W, 3'13/7112 wz/w1_
' — — —
Y31 [ S P31‘:7 = 93 [—‘?-' P32J * P2 [ 2P ¥

' Dit geldt voor ieder punt AEWE.
Neemt men A = P32, dan komt er?

“31[3‘P31P32]_= “21 [3'P21 'PBJ )

Hieruit volgt, dat P21, P13 en P3a op éeh rechte liggen.

Inmers uit (1) volgt, dat:

— ’
[er931P5,F _32] = /;""21 PaqF 32] @)

waarbij e een vectog_:l;.l.op Wi, Wp en Wz, e /el = 1.
- zodat sin < (3,m21P21P32) = s:l.n-t(_e_,mmP}‘lE}aT = 1.
Dug: — . .

Wy PaqPyp = 05 Py Py (#)

De twee vectoren zijn lineair afhankeli jk, waaruit volgt, dat
P21. P31 en P32 op een rechte liggen.
Dit is de z.g. drie-polen stelling

of de stelling van Kennedy.
By




Neem nu & = P, . Dit kan omdat AEW,. Dan is @
0 : TP P % 5 :
= 955 [ & P5) 337 * 921 [ 2T 337 3

Nu is o,, = - w, 5y zodat uit (1) volgg, dat:

. p———g —— =

0= oy [0 58] ¢y @B ] G
: — —

0= w32 3,P32P3]7 + w13['2’P32P3:I] + »

®12 3'%?34 [3'53-1'1;237/

Delen doer dezelfde factor # O levert:
= 0

1}

Oap # Wy + 0,
of

+ W =0

Pep * @5 17

o
Voorts is w3q ?32 Poy . (4 )
e P32 P3 | 4

Nemen we nu vier bewegende vlakken WooWo Wy en W, .
Er zijn dan 4.3 = 12 polen, maar omdat 15 = Pg2 blijven er 6 overs

Faz s Pz 2 Pype Fiq o Pyy s Py

2/ Deze zes polen liggen niet willekeurig:
Zi} vormen de zes hoekpunten van een z.g.

B, ‘ volledige vierzijde. '

S R e

RN

Gaat men uit van vijf bewegende vlakken Wq,Wp, W3, Wy en Ws,
dan verkrijgt men de configu ratie van Desargues.

e

e

PR G T e SN
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Er zijn in ait goval :’é—h = 10 polen.

Vier polen P ,, P ., P, en Pyg Wworden willekeurig gekozen, waarbi j
Piéniot nag ggel.op ltnider rechten P12¥HB' P12P14 of P13P1h‘
Bovendien zijn PB‘} op P‘I‘FP“}‘

‘ . ' .

~ Pig °P PygFyy, -
en }Pa# op p12p14 jillokeurig aanggnongn.

'Herjaalde toepassing van de stelling van Kennedy geeft dan de
posities van de resterende drie polen. : ' A
Het blijkt dat temslotte P23 gelegen is op de drie lijnen

P12P130 PauPpy o0 F, P50

sl b TR R e R b e o RO

Lol L2



 Er resteert dus:
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Hieruit volgt de stelling van Desarggeé:

Gaan van twee driehoeken de verbindirgsliinen der overeenkomstige
hoekpunten door eeh punt, dan liggen de drie snijpunten van de
overeenkomstige zijden op e®h rechte.

> en ¥W,.

Bepalen we ons nu weer tot twee bewegende vlakken W
Wﬁ = vast Wa = bewegend.

V£ YC bawegende POIOJGJ

&2

- vasie PoloJe

_Kunnen,n%réh:ﬁéﬁ_elkaar snijden?

P1

. is steeds een gemeenschappelijk punt van ", en LT

Eies een 3e vlak W_met een assenstelsel
waarvan de x - as énenvalt met de rasklijn
_:I.n.P12 aan n, en de y -as de normaal is
. w3 beweegt 'tdo-o'o '20 " ’ -
De oorsprong OEW, van dit assenstelsel

van de pool P
_ Sgeeda is 0 = P12.
. 1-3/a59 .
Voor het punt O = P12 = P geldt de betrekkingt
P _ , :
LS A 8

12°

=0

In ioordén= '_ o : . _ s
De snelljeid wgﬁ;gné P zich verplaatst lanég"i is dezelfde als

' de snelheid waarmee P zich langs n, ver 1aats€. - -
| —— —ﬁ--————vr-—r-—-—-f—-ﬁg-q-—-—2-,-*- L

¢ dit‘is-eeu‘voqto;vergelijking).

beweegt dus 1a35§uz en volgt het verspringen .

SN R T e TR e L

o] ArL bt et Ys h - aen

=i

mr R

- e
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De rasklijnen van nq en n> in P moeten Cus ook damenvallen.
De verplaatsingssnelheid van de pool langs de waste polode is
dus even groot als die langs de bewegende polode.

X2 De bewegende en de vaste polode
¢ M (0, %) ;‘:kgrel ;g:;ar dus op ieder moment

Men noemt de verplaatsingssnelheid
ook wel de poolwisselsnelheid
X x, (4.1, dus de snelheid waarmee de

2.0 - pool wordt afgelost.)
[4

Jb”j Io: Rf)

Onderstel nu, dat M, het kromtemiddelpunt is van nq en
M, het kromtemiddelpunt vam xnp.
We gaan voorts uit van een rechtsdraaiend assenstelssl.
De tekens van de kromstralen Rz2> O en Rq<0 worden vastgelegd door
de tekens wan de cofrdinaten der overeenkomstige middelpunten.

pg-\‘l3 en PEWB, waarbi j ‘_7;1 = _V_';z = » = poolwisselsnelheid

(de bew. polode rolt zonder slippen over de vaste polode).
Er zijr 3 bewegende vlakken, dus zijn er ook 3 polen:

E P31 = H1
P32 = Hz en P12 = P,
T .
w3/w1 4= o5, _g,g
wslwz 3 = CI)23 /.2! e]
wz/w1 0,y = m§3 +3§1
Kies de x, - as 20, dat n, » 0. . .
In ons geval is R,<0, zodat u." w3 Ry omdat 01' > 0
__en net zo u, "“’23 R2 omdat w23< 0
_a u
- = = an = -
b3 R1 23 RZ s dus:
= = ul & .
Wpq = Bay + 05y = ul R, © R, ) zodat:
A _ 1 _ ex] Dit is een speciale vorm van de stelling
R1 RE “u van Euler-Savary.

(de betrekking is. vermoedelijk resds gevonden door 1'Hipital en
Ber.no,ull?i;'} ‘ _
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ombullende van cen
bewagende kromme '

Tussen de kromstralen van de bewegende en de vaste polhde bestaat
het gegeven verband. De vaste polode is tevehs de omhullende van
de bewegende polode. . _ .
Hoe wordt de relatie, wanneer er wél een relatieve snelheid in het
contactpunt is? Ook dan is er sprake van een omhullende van een
bewegende kromme,

De bewegende kromme raakt aan haar omhullende, welke in het vaste
vlak is gelegen. Het raakpunt A loopt zowel langs de bewegnde als
lamgs de vaste kromme: AgW, (is daarvan een vast punt).

‘5, W, en raakt steeds aan &e bewegende kromme.

Pirs aat loodrecht op de gemeenschappeli jke raaklijn s,, omdat

Aeé W-2 een snelheid heeft loodrecht op PA. (daarbij is H:A')

bev. kromme

dn s idrirE Lo e e

it
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Er zijn vier bewegende vlakken W,l, Wz, W3 en Wll_.
P12 =¥ |
1:’23 = M, ~ Deze punten liggen inderdaad op €€h rechte, .
P = M . ‘
13 1 . i
P =9 _ ; XA
14 en deze punten liggen ook met P ., op een rechte. i
_qu =N - . 12
! ’ . 1
Py, =K _ _ | :

PEV, met PA voortdurend loodrecht op B, . d.w.2. dat P alleen
een ;elatieve snelheid kan hebben langs ‘ZIPI.

Het been ..Ls,+ gaat steeds door P, zodat P een sleuf-punt is voor

dat beent '

By, blijft steeds door P,, gaan} wanneer nu W, wordt stilgezet, staat
ook P1 &W3 stil en is &it dus een sleufpunt’bij de beweging '
van W ' :

5. .
’,’
Ha, K enN liggen op een rechte, _
evenals M_, ¥ en K volgens de stelling van Kennedy.

Kies nu d& [, - as zo, dat N op het positieve deel daarvam komt
te liggen en oridnteer de [, « as net 2o t.o.v. L4 ale x5 t.o.v. x4q.

!E(r,o), dus r»0 S

?(P.O)
K(0,Xk)

© is positief geori¥nteerd, zodat

M, (R1 sin 6, R, cos Q)
M, (R?. sig 0, R, cos ¢) .
De vergelijking van KN is dan : CT" + _C_%_ = 1

(De stukken die deze 1lijn van de sssen afsnijdt zijn resp. r en k)
Net zo is de vergeli jking voor Kp: ' ' :

L1 g2 . ‘
| + - = 1
M2 ligt op KN, dus: Rasin @ . Rocos @ =1 )
T K i )
H1 1ligt op Kp, dus: Risin @ +.- Ricoms @ = 1 ;
T T -
sin © +‘ cos @ -
r k R
2
gin 6 | cos @ .3
P k - R1 -
| 1 _1y:2_1 8
8in O (p r)=R1 Ra = 3
©

a-1 0

-1
Dus -3

“ % ein ©
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Dit is de vgl. vam Euler-Savaryin hacr meest algemene vorm. .
Zij geeft het verband weer tussen de krommingen van de bewegznde krogige

en haar omhullende. s

De betrekking geldt niet, als @ = O, want dan ligt K in M

KM1 snijdt dan PN in P, zodet in dit geval P samenvalt ne% Po g

Bijzonder geval

Laat nu de bewegende kromme samenschrompelen tot den punt,.

De bsan van A valt dan samen met de omhullende van de bewegende
kromme-. De betrekking krijgt alleen een
andere betekenis, '

4 J_1 _ w met T = FN»0 en
P r ~ usin © p = PaL<oO,
] daagn - ’

Hiermee kunnen dus de kromtemiddel-

i
romme punten van banen worden berekend.
P e — a = kromtemiddelpunt van de baankromme
' a4 van A in A,

Laat nu A een bulgpunt in de baankroime passeren. - I
Omdat de kromming daayr nul is, gaat a—> e en dus ook p—v e “
Er resteert de betrekking: ;

1 W _ -1 .
r " usin © v0f r=-o.upind - gt

In een bepaslde positie van het bew. vlak is w ‘u bekend. i
‘Het stelt dus de vgl. voor van de meetk. plaats van alle buigpunten
in pool=-coérdinaten (r,Q) op een bepaald ogenblik.

r° = -a"lu r sin @ A
of xz + xg = -0 u x, ' E
X 2 -1 -
%2 of Xy + X5 + @ .ux, 0
en dit is de vgl. van een cirkel .
die raakt aan de x, - as , in dit ¥

geval dus aasn de péoltaaklijn.

De buigcirkel is dus de meetk.
plaats van punten van het bew,
vlak, die zich in de beschouwde
.positie in een bulgpunt van

hun baan bevinden. :
Het di E aal tegenover P
gelegenvop de buigcirkel wordt

buigpool %enoend:
Bp %0,-&' .u)
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)} valt steeds langs de positieve X, — a8, zoals afgesproken.
Bp 1ligt dus in het beneden-halfvlak als wd O
er in het bovenhalfvlak als w<O

-1
We stellen nu -, u = m, dus u= -mw
[m] = de diameter van de buigciFKel. :
Euler-Savary kan dus ook geschreven worden als

1_2 - —— Bp(O,m)
r 4] m 8in O

Ook is dus :

1 0 1 1

- T == == = .=  waarbij

n u R, R1

Ra = kromtestraal van de bewegende polode en
R1 = kromtestraal van de vaste polode.

YiLo)

Werk met het assenstelsel C1,P,:2

Bp(m sin @, m cos @) L(o,1)
. &1 L2 _
( : 51, B2 oy
( Ir N 1
Bp ligt op LN, zodat = iin g , = T @ -1
of met buler-Savary: m sin Q@ m cos ©
__P L 1 = Q

Waaruit volgt dat:
cotg @ = -1,

Het linkerlid is de ricbtings coBffiwi¥nt van de x, -as ( = de
poolmormaal) in het gedraaide assenstelsel I ,P,[.&
Daarnaast is - % de richtingsco#fr. van de 11 n Ii.

Conclusdie: ly//poolnormaal pn
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Dit is dus een conatructiemiddel voor het kromtemiddelpunt
@ van A of van ¥ behorend bij N. :
u = -mw

0<Pl = u
dus w<0, zoals hier is

Eetekend.
AAV = w.PA

ABPPU is tegengesteld
© gelijkvormig met APAA

Hieruit volgt, dat
¥ PB,U = & APA en

v

* 7By = *p

--h. -
BB_.LPA dus BB gaat door By,
B] op Ph, dus'« PRB = < PUBp.

Verbind nu B, met U en vind T in het snijpunt van B U en PL,
'OFBgB U is Yen koordevierhoek, omdat % PB Bp =< PUB

p.
Dus ¥ PB.U = < PBpU =¢'APA‘;=ZBPBQ, zodat

B U//PB y dus< PTU = x/2.

PT:M;-BB':MV = PR : PA =LBP:LA = aP : alA

Hieruit volgt dus, dat o«,T en Av op ¢en rechte liggen.

_— “ | ' A

pr (foo/narmaa/j_
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Stelling van Hartmann, Het uiteinde ven de snelheidsvector van een
baanpunt, het daarbij behorende kromtemiddelpunt en het uiteinde

van de component van de poolwisselshelheid in een richting evenwijdig
aan die van de gegevan snelheidsvector, liggen op eén rechte.

Met behulp van deze stelling kan eveneens het kromtemiddelpung «
worden bepaald.

Een derde methode berndt op de

Stelling wan Bobillier. Dé bissectricen van de hoek gevormd
door twee poolstralen zijn deézelrde als die van de hoek gevormd
door de hierbij behorende collineatie-ag en de poolraskli jn.

B, o0)

Bewijs: Het snijpunt Q(-C1.C ) van aB en AB wordt collineatie~
punt genoemd; de vergindingslijn van P met Q de
collineatie-as,

Be lijnen PA en PB heten poolstralen.
Er moet dus worden bewezen, dat ¥ = @

2.
In het scheefhoekige assenstelsel C1I{E2 heeft uB de vergelijking
—Cnl + 2 = 1 (ap)
P2 Pq
De vergelijking van AB is even-zo:
El + c2 =1 (AB)
re 1'1
PQ heeft.  de vergelijking:
1

1 1 1 _
pz-rz)_t‘;,li-(ﬁ;-;)ﬂa—o IFQ)
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Op grond van de stelling van Euler-Savary is

1 i .0 .
© ) ._
w sin o, % * T ein 5, % =0 of

In AFQR is QR =- {, als QR//{, - as en TR = z,
_De sinusregel in deze driehoek levert dan de betreklking:

sin{n - (¥« 01 - 02 - L2
ein ¥ )

scheefhoekige coSrdinaten zijn van het collineatiepunt Q.
We hebben dus de betrekking:

als (- C,'.Ca) de

sin(yr+ Q04 - 0-) - T2 _ sin 04
sin y -8 sin @, °*
waaruit volgt, dat ¥ = 02.

Indien P,pr,A,a en B
gegeven zljn, kan met
behulp van de stelling
van Bobillier het kromte-

(éaanpuﬂ! )
' " niddelpunt B worden

3 geconstrueerd.
P.
A
Dus uit (P, pr,A,a,B) volgt B )
en uit (P,PI',A,“. B) "Olst B )
en uit (A,a,B,B) volgt P en pr, )
tﬁ” _ Indien &,a,en pr. gegeven
Z 'zijn is op gromd van
-Q ' Bobillier de buigpool
Bp , By te bepalen, omdat het
49 kromtemiddelpunt van
By, het oneigenlijk punt
P g 4
P o is van de 1ijn FBp.

P

=5

2.
)
-
R

Pr.

:
:
3
"IE
:
:

i
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Bp ligt op de buigecirkel, pamseert dus een buigpunt in zijn baan
en heeft dus een oneindig ver gelegen kromtemiddelpunt B .

Daar pool, ‘basnpunt en kromtemiddelpunt ov eenzelfde poolstraal
liggen, is Pop dus Bet oneigenlijke punt van PBp*

De constructie komt over-een met eem vroeger gegeven constructie,
waarblij het punt Q de letter L kreeg toebedeeld.

PBy is de diameter van le buigecirkel.

/z

FITTZT

Voorbeeld. .
Gevraagd wordt van een
gegeven ex-ceéntrisch
krukdri jfstangmechanisme
(xABBeo ) in een bepaalde
stand de poolraaklijn

te bepalen.

De constructie spreekt
verdar voor zichzelf,
Daar het punt B wordt
rechtgeleid ligt B

op de buigeirkel,

De 1ijn 1 gaat door Bpe
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Toegggsingen van de aigenené stelling van
Euler-Savary. _

omhullende

keercirke]

1.1 ®
P r u gin ©
of

1 _1 __A

r P m sin 0'

Hierin is = de
ordinaat van de buigpool

Bp.

Indien N;b06, dan

ook’ r-esee, zodat

P = «mein@ .

d.f. de vgl. van een
cirkel in pooleoSrdinaten

Z2i) whrdt keercirkel
genocemd.

1. De keercirkel is dus de meetk.
Plaats van de kromtemiddelpunten
van de omhullenden van Lew.
rechte lijnen.

2. Ten aanzien van de poolraskli jn
ia de keercirkel het spiegel-
‘beeld van de buigcirkel.

1s 1'//1, dan ie ¥' = ¥, d.W.z.:
De omhullende van 1' is een
aequidistante van de omhullexde

van 1, '

e R
I SRR

SR
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Punten, waarvoor het krommingsmiddelpunt samenvalt met het bijbehorende
haanpunt (o = A) zijn punten , waarvoor de kromtestraal nul is
en dus de kromming oneindig groot,

Punten, waarvoor dit geldt zijn
o w P - keerpinten : de osculatiecirkel
is dan samengeschrompeld
tot €en punt.

b s s L

heer-
rané

R N

Olﬁ het beschouwde ogenblik is er slechts &en dergelijk punt n.l.
de pool P,

Is o = 4, dan is ook p = r, damr is dus volgens Euler-Savary

AL Oy hetgeen als bijzénder geval wordt uitgesloten.
.Alleen de punten van de poolrasklijn (@ = 0) voldeden niet aan
Euler-Savary. Volgens de stelling van Hartmann ligt van ieder 4
baanpunt op de poolraaklijn het kromtemiddelpunt in de pool P. >
Alleen in de pool P zelf wallen baanpunt en kromtemiddelpunt o
dus samen$ ' i
Het 1igt ook voor de hand, omdat men stil moet stasn om te kunnen ’
omkeren en de pool het enige punt is, dat op een bepaald ogenblik

geen snelheid heeft.

Indien op een bepaald ogenblik een bewegende rechte in een keerpunt
- /“"""“"" van de omhullende san de omhullende
Y raskt, dan ligt dat keerpunt op

om4. ran de keercirkel.

bew. rech- De bewegende rechte gelf gaat door

de de zg. keerpool Kp, omdat zij
loodrecht dtaat op Py (Zie ook de

lc(s ‘ccrc,}-_(‘}jeer ;all-se!elne figuu;.)

Ao = heerpool
3« De keercirkel is dus tevems de meetk. plaats van de keerpunten
vam de omhullenden van bew. rechte 1ijnen, '

he Ook is de keercirkel de meetk. plaats van de kromtemiddelpunten
van e» ver weg gelegen baanpunteh, ‘
Dus als Ay , dan ligt o op de keercirkel.

5. Tenslotte is de keercirkel nog de puigcirkel van de inwerse
beweging,

- Beschouw-ik nl. de B:eweging van W1/W2 iepeve, W2[W1, keer ik dus
de beweging om, dan wordt:

wz/w1 w,l/w2

P° e P

Q@ ——— 0
021—-———_— u12. = e f'ﬂz,l, godat
Toor WM 1.1 _-»
P r u 8in g

het rechterlid keert dus van teken om. De ordinsat m van de buigpool
dus ooke. De keerpool is dus de buigpool van de inverse beweging.
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Versnellingsverdeling.

Hoe groot is nu de versnelling
b, va.n het punt A?

P+ PA x
X,
= ?
= of u #
v .
[ ]
Hv = 3 = versnellingsvector = & e, + [e,x -
t & ="een _vaste eenhgidsvector, 1oodrech et vlak van beweging

&[e,PA +m[eA -IJ

w
AA
& = de hoekversnelling van het bewegende vlak..
A-K = m[e,AA] - m e,%z + w[e,P{]
' -'
AA

=0 fe,0.fo, FRJ -wﬁ,g+é e, PA
E b )

De grootte van [e, PA] is gelijk aan de
oppervlakte van_ het parallelogram

dat door e en P wordt opgespannen.
Dus 'Pr = 1.PA en voorts:

J P, » zodat
Ee RN

- substitueer:

+ m[e,PBJ dan is:

28+ 6 [e,50]

S

; -mPA+w
3

<!

© (l?gp - PA) + ('u[g,ﬁ]

—
Dus: |JAA. = - w?B A+ D e,PA ' e
L

W
P°= de pool bij de beweging van w,/u,
REW, Pew,,
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Wat is nu de meetkundige betekenis van deze betrekking?
g

Bestaat er een punt J, waarvoor de versnelling nul is?
Voor J geldt:

0= -mz‘B_PTI +6 [3,-155] | (2)
26dat mai;T =& [Es 1-"5]

— -
Dit kan alleén als B.J langs [e,3] valt of ale 5.3 L IF
De meetk. nlaats vanp-punten J, waarvoor dir geldtpis de buigeirkel.
Dus J ligt op de buigeirkel. Uit (2) wolgt ook, dat

=]

|4l

De betrekking | tany= %2 - is

: £ 3 met inachtneming fran het teken.

P ,
In de figuur is ¥ rechtsom getekend, omdat & < 0,
Y wordt linksom vanaf de poolnormaal uitgezet, indien & >0
J is de zg. versnellin el ; ¥ de versnellingshoek.

De pool P heeft weliswaar geen snelheid, maar kan daar wel degell jk
een versnelling hebben.

— — - —
PP, = = wZBPP + O [g,ﬁ”] » zodat PP‘_j = - szpP

J

De versnelling vag de pool P'is dus steeds gericht paar de buigpool

Bp. Dus PP, = me“,
Combinatie van de betrekkingen (1) en (2) geeft:

v -
I:;j = = @2(5;1'; - BPJ) +,&[_g_,133 - .I.’?I] s zodat

i
A, = - mZ&'K + (5[_9_,53]

(

4
’
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De versnelling van het baanpunt is hierin alleen betrokken op de
versnellingspool J.

-,,749 4

tany= - —2

De versnelling van het punt 4 ﬁ
is dus evenredig met haar A
aefstand tot J.

ofe, 777

Als #<0 , dan Y linksom uitzetten
vanaf 4J, i

Als %0 , dan rechtsom.
Y is altijd -gcherp, omdat de
; _ A b:l.;jdrage - ©v°JX steeds naar
/ J is gericht.

Y is dus een .. Yaste hoek voor ieder punt van het bew., vlak.
(v is wel afhankelijk vau de tijd, maar onafhankeligk van de plaats
in het vlak).

A Bij de snelheidsverdeling bestond
een analoge eigenschap, alleen R
was daar de hoek steeds 90

q

Indien J en AR, zijn gegeven, kan
de versnellingjvan een wille-
keurig punt B worden gecon-
strueerd.

Denk daarbij man het invariant
zijn van de drasizin van ¥ o
tq_@'ov.. J: )

; ”:‘

-l
Zijn AAJ en BB;] gegeven, dan kan

J, het punt waarvoor de versnelling
nul is, bepaald worden, .

Constructie J bij' gegeven Hj en
h R
=k .
De 'bewering is, dat < CAB = vy,
Met behulp van vy kan dan J worden

bepaald,
Bewija: 24 =£_§- - 1B
Ak, BB, A&
J J J
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ANALYTISCEE BEHANDELING VAN DE RELATIEVE BEWEGING.

>

& . W OJC.'X2 = vaste vlak

AKXy ©%X4%, = bew, vlak
£X1 = X,C0o8p-X,8inp+a,
Xa = x.‘simp-l-'xacoaw-aal

",X,v ‘
¢y a, en ay zijn functies van de

tijd. We bezien nu het geval, dat
: ‘A zich nog weer in het bew. vliak
beweegt, : -

0. - -
De beweging van A t.o.v. x 0%, = relatieve beweging,
De beweging van A t.o.v. x10x2 = absolute beweging.
De beweging van x,0x, t.o.v. 31012 = sleepbeweging.

P _ X

b - . -

We hebben dus Vrel.® 'uleep en Vo yg, Van het punt A
i - -

el 8re1,! %g1eep 0 Baps, VAR het puat 4

{(a = acceleration).

e [ - » -
)x =X, = :?(x1sin¢f§2908¢):91 + X, co8p-x,sin

abs. sleepsnelheidscomp. rel.snelheidscomp.

)Y =X, = 35x1cos¢-xzain¢)+§2 + x1ainm+xacos¢
N et .
sleepsnelheidsconp. rel, snelheidscomp,

abs,

‘:::d.i. de snelheidscomp. van een punt van het bew.
vlak ter plaatse A.

Voor eenzelfde punt van verschillende bew. vlakken geldt dus,
dat .

v =y + v
Vabs. sleep rel,

¢ = w = de hoeksnelheid van de sleepbeweging.

De sleepbeweging is nog weer op te splitsen in een translaﬁiebewe in
(3e term) en een rotatiebeweging (eerste twee termen), 4, en &2 2ijn

dug componenten van de sleepbeweging t.g.v, de translatie Sleepbe~
weging,

T R B e e S B e et i o el i Thn L o
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Nu nogmaale differentiéren:

X, = -w(x1sin¢+xécos¢)-¢ (x1coa¢-x,ain¢)+a1 - Zv(xﬁainvo 0.!!) +

conp.v. uloepv,rsnelling o coriolisveran,cemp,

+ §1coav-; sine
rel,versn,comp.

X ?‘x1coa¢-:bsin¢)-¢2(x1sin¢+x,coa¢)+a + Zé(ijcosw-fzsinw) +
p colp.v.d.slpop?eraqellgns comp. v.d, ceriolis-
.- o versnelling

+ ;1ain¢+; cosy
rel.versn.conmp.

:’ | -y + rd ' +
aba, aaleep %rel. 8¢or.

3]
:

X
AL
i
i
0 ;
B
s
X
Jg
REd

-? = (~29(x Qin¢+iacow). 2$(i1cow-iz-ain¢))

e

Versnellingen mogen dus niet zonder meer vectorieel worden samenge-

#Bteld, Er komt nog een mengterm bij, welke coriolisverlnollggg wordt b
genoemd, *

x1sin¢+xacos¢ = vr91:!

S

.x1col¢-xasinw = vrel.x 3

Verplaatsen we ;; naar 0(a1,a2) dan heeft het uiteinde van :; de

. . - - . - ‘e

coordj.nat_en: .= (a1+x1cos¢-izaimp, ua-tx.‘sino-n-xacow).

T.g.v. de sleeprotatie alleen heeft dit punt de snelheid:

(-p(x ain¢+izcos¢). o(x 410080-%,81n0) ), dus

= 2 x de snelheid, die het uiteinde van de relatiave snelheids-

yector krijgt t,gav, de sleegrotatie.

Als v el = 0 is ook ac = 0, omdat het uiteinde met © samenvalt en

G'alleen transleert.
Als de sleeprotatie nul is (d.-.z. $ = 0) is eveneenc & = o,

bt = 0) ¢

c

sleeap
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Voorbeeld..

Qggave .

Hoe groot is -a'D als
aba, ;i
gegeven zijn? i&
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EEN VERSNELLINGSCONSTRUCTIE BERUSTEND OP DE RELATIEVE BEWEGING.

De punten A en B behoren tot hetzelfde bewegende vlak.
@ en P zijn kromtemigddelpunten van resp. A en B,

De constructie van‘BBj uit

j via de constructie van de buigcirkel

en de versnellingspool J is vaak omslachtig,
De beweging van B is nl, op te vatten als een translatiebew. met A

mee + een rotatiebew, dm A,

' fransl-*roéa{ie

De translatiebew., = de sleepbew,
de rotatiebew,=de relatieve bew,
Het is ook mogelijk om dit
andersom te doen, maar dan-is
de ac# O en dat is nu wil = O,

We hebben dus:
-*-_'
BB, = BB

33
+
3 -jsleep

jrel;_

2
AA
- <
Uit X:I = AAJn volgt i,AAv en dus ook EK;] = ?;‘, de polaire snelheid

van A,

— .

H!J // BB'J zonder hulp van de pool dus.
—2

l

ffsd

BBJn =

R .

S

¥ e e

e 57,
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Tot nu toe nog geen gebruik gemaakt van de relatieve beweging.
Maar nus
De rclatieve versnelling heeft een normale conponent vallende lanss

v

AB, omdat A = 3 ol ; de grootte is -_E en gericht op A,
: ¢ AB :

.:r = FB.' -:Kf‘ en dus ook vﬂ = BB.YI A-gj
v. 128 qus v it lazgs AR '
. , dus vij vait lazgs AR,

\—53,.,L '.

i  -+-§

3 langa AB . js langs AB

-v—-2,

De relatieve tangentiele versnelling staat J.oodrocht ep EB

We krijgen dus 2 meetk, plaataen voor BJ met snijpunt B 3

- Tenslotte is B;IBBJ = "AB . AB. ' ) .

Het geheel is een fundamentole constructie, die ook op meer Buon-'
;gestelde mechanismen kan worden toegepast,

st T

f-ﬁ-'-.%i mon e

S e i ki

ik ey

Andt Ll
weE lr

P AR
B e A

ke
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VOORTGEZETTE KROMMINGSTHEORIE,
A

de baankromme van A met sen zekere krom-
ming # in elk punt van de
baan,

H{t) t = tija.
{?1 = R = I;._

De osculatiecirkel heeft 3
samenvzllende punten met de
baankromme gemeen,
osc.cirkel ¥ xromtecirkel.

Van een cirkel kan in het algemeen niet geeist worden, dat hij door
meer dan 3 samenvallende punten van de baankromme gaat

Als de osc. cirkel er toch nog meer gemeen heeft, ddn is A een bij-
zonder punt van het bew. vlak, Cirkel (a, JK/-1)

Een punt, dat bij uitzondering vier samenvallende punten met de krom-
tecirkel gemeen heeft, wordt de top van de baankromme genoemd.

Penk b.v. aan de toppunten van de ellips, waar eop grond van symmetrie-
overwegingen een even aantal samenvallende punten bestaan van de kroam-
tecirkel met de ellips. Er zijn er dus minstens’3 + 1 = 4} maar dat is
tevens het maximum aantal, omdat twee tweede. graadskronnen elkaar in
2x2 = 4 snijpunten snijden. _
Bij een gewoon punt gaat de osc. cirkel door de baankromme heen, om-
dat de osc, cirkel de baankromme een oneven aantal malen passeert.
Toppunten zijn punten, waar de kromming een uiterste waarde bereikt,

waar dus de kromming gtationnair is. De afgeleide van de kromming naar
de tijd is in zo'm punt ‘nul.

De cirkelloopkromme (clk) is in het bew. vlak de meetk. plaats van.
de punten, die zich op het beschouwde ogenblik in een top van hun
baan bevinden,

clk is dus de meetk, plaats
van de punten in het bew, vlak,

Volgens de stelling van Euler-

Savary is
r p "msino"® r-p

{(p=r)m 8in @ = p,r

p(m sin Q-r) = rm &in 0.

mr_sin O
m sin Q-r

2

. / . X R =repa X
o g ‘ . r - = ain O

AT o ot AR S i i

B Ll e b
o e PR

2

waarvoor A (of R) stationnair 15.‘;‘%

2
A
:;3;
|
i
g

of v e S
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. . 2..., 4
0=8R_%. 2rr(r-msin®)-r (f-fisin@-m@cos®)

(r-msin®) 2

of

ri-2¢mein®+risind+rndcos® = 0 (clk).
Uit de figuur volgt:
= (;:1--p1)2 + (x?_-pa)2 hetgeen gedifferentiderd de betrekking

Ondat i? 41 f;.is het inwendige product van deze vectoren nul:

x,l(x -p,l) + x (x -pa) = Q, hetgeen met de voorgaande betrekking leidt tot

rf = - Ep1(x ~pq) + 1:2(::t2-p2)g » wearin u = (P, 5,) en

PA = f (x1-p1), (xa-pa) 3. zodat

r;: = -(Eg 5:-)

Jet inwendig product van u en ﬁi dus,
I’ = -(u, 51) = -ur cos @, zodat r = -ucog @ (1)
Voorts is

oe

@ = a - B, dus ook é =q -
en uit de figuur:

tan Py £ ' P2 c
an t i
| B = E of § = arc an;;- + C, H
.« - P.P.~P.F P.p, - B.F
zodat § = ._._"5___ F :2 2F1 _?.’HJ
| 1«2 P Py *+ P,
P1 )
Nu was f
i}

X4%p = "2" '
g2 . .'2)372 = "(
1

Bl

el
¥

de kromming van de baan in A.

Is {; de kropming van de vaste polode, dan is dus analoogé

hd ol «2 A . ‘
p = bpol +p2/ﬁ=uf(1 (z,
- P X =P
tanaa“g——-—a-.zodata=arctan = 2+C.
X = Py Xy =Py 2




Nu 4is
x, = - w(x, - p,) X, = Py . fl
X, = + w(x, - p,) X1 = Pq %
Dus a = = arc-tan ;l + C2 of
2
XX, = XX
& = —12-2———.-‘-22-1- s zodat
XX
5 = = g:ﬁ:;_ u/(.' - w(r-mrsin Q) - “/G _(f+)

Substitutie van (1) en (4) in de uitdrukking voor (clk) geeft:
-rucosO+2musinOcosO+rﬁsinO+mcosO(mr-m’wsinO-ru'G) = 0,
‘Nu is: Cu= oeom
Bovendien is
1.1 1
8 IR N AR A
P
RZ = kromtestraal van de bew, polode.
R1 = kromtestraal van de vaste polode.
Dusgi

2
ropwcosg - 2am s5in0cos® + rmsinO + mcos@(wr-msino-rrmla) = 0

ol
R

B
i

.

:

delen door m'2 geeft:

2 E“’_Eﬂ?_ - 3main0cos°_ + r

B l! .

ain 0 + rmlfcosO = 0

A s

2

erm(,‘(a-ig)coaq + mﬂ'éoso +' i~ i 8100 = 3ueinOcosQ
. . o . m

LRI e s
i g

'mr(a‘(zéﬁ)cdaﬁ'?&-‘ r‘%’sinoz”éf"BwsindbOSO o : o _ SRR

2
. m
delen door 3wrsinlcos® geeft:
A B 1
sin 0 " cos @ "¢ | (elk),

, waariﬁ(hf‘. - _
IS N V-

A= 3(12'.(af' 3| = 3(R2f' Rz__ |
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1 14,1, 1 dt a 1 1.4
o 2%dt @ "3 Jpat @ " [T @ P

B = -

Is & de booglengte langs de vaste polode, dan 1s ook:

1. 3u m- 3m . 3m S
TBT T :;'- X*T dm at dm/ds "B
dt * ds
3¢ -3) .1
2 1 3 _d 1
sin © * mcoso T ‘ (elx).

In deze vgl.,, welke is uitgedrukt in de poolcoordinaten r en ©
komt de tijd niet meer expliciet voor.
. .

)5| . ‘ ‘ De transformatie
fCy = r cos @
ca =r Bin ©

geeft de vgl, voor clk in
-rechthoekige codrdinatens:

A _B a

rsin® T "rcos@® r2 of
A B 14 ' ,
3 F =P & e zodat:
X, 2 L g2 & ’
(AL, = BL)(LT  85) = L8, = O ().

En dit is een kromme van de 3e graad.

clk, gaat door P, Stelt men het laagste graadasgedeelte = O, dan
blijkt de kromme zowel aan pr als aan pn te raken.
P is dus een dubbelpunt van clk,

Pn

Clk,

SR R T T




- 36 -

Herhaling ANALYTISCHE MEETKUNDE,

Een punt is bepaald door 2
coordinaten (x, y) in het
platte vlak.,

¥ Y
Voer in x = A ea y = z

Dan is (X,Y,Z) ean andere
aanduiding voor d=t punt
by, (?ga'j) dan is
x =% en Y= 2

37 3°
Dus (14,4,6) = (7,2,3) duidt
' _ hetzelfde punt aan., -
Alleen de verhouding is dus belangrijk,

(X,Y,2) heten de homogene codrdinaten van het punt,

y % = ? = tan"1¢

(X))

X

Dit bepaalt dus de richting
: waaronder dat punt gévornden
RIXY.Z) wordt,
Voor punten, die o ver weg
liggen i8 x—»@ en y—»o.
In cartesische coordinaten
[ ' is dit miet aan te geven, maar
in homogene coordinaten is
voor zo'n punt de % = O,

Dus Aoo (x,Y,0).
% geeft dan de richting aan waaronder Aajgevonden kan worden,

In homogene coordinaten zijn dus de oneigenlijke punten ook hanteer-
baar.

De meetk. plaats van de oneigenlijke punten is een rechte nl, Z = O,
d.i. een homogene vergelijking van de eerste graad,

In het algemeen krijgt ax + by + ¢ = O in homogene coordinaten de
gedaante aX + bY + C2Z = O, s o5

De vergelijking van een cirkel x +Y +2ax+2by+c = O wordt in homogene

codrdinatenr X“+¥2+2aXZ+2b¥Z+cZe = O,

Homogeen betekent, dat iedere term steeds dezelfde Eraad heeft.
Snijden we een cirkel met de oneigenlijke rechte Z = O, dan voldoen
de snijpunten aan

X2+Y2 = 0 i of +i¥Y = 0 3_11 en X-i¥ = © i IE
2 =0 ] . Z=0 Z=20

11k1,1,o) en 1,(1,4, 0)

Iedere cirkel gaat door 11 en 12, de zg. cirkelpunten of isotrope
punten van het vlak, -

2 cirkels snijden elkaar in I1, I2 en in 2 andere punten, die reeel
of complex kunnen zijn,

Stelt men C1 = % en Ca ='§ ,fﬁan krijgt men een betrekking voor de

cirkelloopkromme in homogene coordinaten:
(AX-BY) (X24¥2) X1z = O,

i e L R i A e



Snijding met Z = O geeft (AX-BY)(X%+Y%) = O,

De cirkelloopkrgmge gaat dus door 11 en 12 en door een asymptotisch
punt (BpA,Cl.
clk i#-dus een "Firculaire kromme,
Een willekeurige rechte door P heeft in homogene coordinaten de verge-
lijking:

ut j

-At

AX +:i¥>= 0 .en in perametervorm X
Y

#

Snijding met clk geeft:
(Aut + BAt)(Az + uz)t2 - kutaz = 0,

“Fr zijn 2 wortels t = O, '

Dat wil dus zeggen iedere lijn door P snijdt clk in het dubbelpunt P

of in het knooppunt P, A

Er is nog een 3e wortel t = 0 als O = t = }., maar ook als 0 = t = A,

De rechten X = O resp., ¥ = O (dat zijn dus pn, en pr.) hedbben dus ieder
3. samenvallende punten met clk gemeen:

pn. en pr. zijn dus de dubbelpuntsraakliinen. ' b
2 i

De vergelijking van de buigcirkel is gf + Ca - mCz = O en in homogene
coordinaten: .

X + Y2 - n¥z = O, | |

Dit is de meetk, plaats van punten, waar de bzaan drie szmenval-
lende punten met de raaklijn in het beschouwde basnpunt gemeen heeft.
Hoeveel snijpunten heeft de buigcirkel met de cirkelloopkromme?

De eerste is van de 2e graad, de laatste van de 3e graad. Er zijn dus
2 x 3 = 6 gemeenschappelijke punten.

Twee hiervan vindt men terug in 11 en Iz.

De buigcirkel en de cirkelloopkromme raken beiden in P aan de pool-
raaklijn, De buigcirkel heeft dus met &én tak van clk, alvast 2 samen- s
vallende punten gemeen en snijdt de andzre tak van clk in een enkel n
Punt Po

De pool P telt dus voor een drievoudig snijpumt. . : .
Buiten P, I, en I, kan dus nog slechts een zesde punt U gevonden worden,

dat altijd reeel Is,

Immers als het 6e snijpunt complex was, dan zou er ook een toegevoegd

complex snijpunt zijn te vinden en dat is er niet. _

(11 en I2 waren twee aan elkaar toegevoegde complexe punten, terwijl

P steeds recel is).

U is een punt, waar de baan 4 samenvallende punten met de raaklijn in L
dat punt gemeen heeft. Het wordt Undulatiepunt genoemd of ock wel N

punt van Ball.

!ﬁ-——— :{ ———”

In het algemeen is er dus maar den zo'm punt, De pool P is een Xkeer=-

punt, waarvan defitromtestraal elke waarde tussen O en ® kan aannetien,
omdat het bij P behorende krommingsmiddelpunt overal op pr kan liggen,
P is dugﬁin het algemeen geen punt van Ball, .




DE ONTAARDINGEN VAN DE CIRKELLOOPKROMME,

Een kromme van de 3e graad kan ontaarden in’ een kegelsnede met een ;
rechte lijn of in drie rechte lijnen, !
Daar een kegelsnede, die door de beide isotrope punten gaat een cir-
kel is, kan de cirkelloopkromme, die een circulaire kromme. is, glechts
ontaarden in:

o i e T

a, een cirkel + een rechte, ' : .
b. een kegelsnede + de oneigenlijke rechte (door I, en 1,), ¥
- drie rechten,

De verge}ijking van clk. is in rechthoekige coordinaten
e 2 ;
(AT, - BL,)@T + 43) - 45, =0 (elkl),

pn
Ontaarding treedt op als: .
Te, A =0 en B A£O, - : 5,
A g 0 als 2/=K,. -5
P Pr

De vgl. van clk. krijgt dan de gedaante:.

EB(c1 + c2)+ ;11 = 0, | o
Dus g, = 0, de vergelijking voor de poolraaklijn . ' g
of B(C1 + Cz) + L, = 0, de vergelijking van een cirkel door P i
en middelpunt op pr.

* _ De cirkelloopkromme is dan
P e/t ‘ dus ontaard in de poolraak-

' lijn en een cirkel door P
ret middelpunt op pr.

et R

28.&#0.B=0. s
B =0 als g; (n-1)-= 0 d.w.h, als de middellijn van de buig- 3

cirkel stationmnair is (of m.a.w. een extreme waarde bereikt). s
De vgl. van clk, krijgt dan de gedaante!

safacciaedigy) = o | | /

Dus L, = 0, de vgl. voor de poolnormaal of A(C1+C2)-C2 = 0, de E
‘vergelijking van een cirkel door %
P en middelpunt op pm. :
De cirkelloopkromme is nu dus
ontaard in de poolnormaal en

ck in een cirkel door P met mid-
delpunt op Ph.
pr
2 g
PD: C/é
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3e. A = O en B =0,

C2C1 =0 d.w.z. of C1 = 0, de vgl, voor de poolnormaal
éf £, = 0, de vgl, voor de poolraaklijn,

fn-cﬁé : De cirkelloopkromme is dan dus ont=
aard in pr en pn en in de oneigen-
lijke rechte door I, en 12’

£r=¢%  (Dit laatste vindt men door clk te
: schrijven in homogene coordinaten).

Wat is nu de meetkundige plaats van de bij de baanpunten op de cirkel-
loopkromme behorende kromtemiddelpunten?

Deze meetkundige plaats wordt middel-

puntskromme genoemd., Het verband tus-
clk en zpk is het verband tussen
baanpunt on kromtemiddelpunt zoals
dat gegeven wordt door de betrek-

king van Euler-Savary.
1 4 1 '

X (op mpd) | . r " p mein @ °

Substitueert men dit in de betrekking voor clk in poolcodrdinaten, dan

komt er: -
A_ B _ 1

8in © T~ ¢cos O " m sin @

- lt-m'1 B

sin © T cos ©

31 of
p

of

1
P
1.4 B
[+ sin @ cos O

(mpk.).

De vgl, voor de middelpuntskromme heeft dus dezelfde Redaante als die
voor de cirkelloopkromme,

Hier is '

t 1 2 1 1 I
SRR LR AR L ONNCARY A E I AN SR
In rechthoekige coordinaten krijgt men:

W, - m @ e ) -0, =0 (apw).

Fri-TC R SN

o

SRR R R ey o



DE ONTAARDINGEN VAN DE MINDTLPUNTEROMME,

1e. a® = 0, B £ 0. Dit is het geval, als -
2 1-=4(>.mpk. ontaardt dan in de -
poolraaklijn en in een cirkel door
P met middelpunt op pr. clk, behoudt

haar algemene gedaante.

2e. 1_&*;‘ O, B = 0, Dit is het geval als
de diameter van de buigcirkel een
extreme waarde bereikt.
mpk. ontaardt nu in de poolnormaal
en in een cirkel door P met middel-
punt op pn. ,
clk.ontaardt in dezelfde poolnormaal,
maar in een andere cirkel door P,
waarvan het middelpunt op pn. ligt.

3e. A¥ =5 . 0. Lqel, = OO

De middelpuntskromme ontaardt in
Pr, pn en de oneigeinlijke rechte.
De cirkelloopkromme ontaardt in pn
-en. in een cirkel door P met middel-
punt op pn. '

¢lk en apk 2zljn duas tegelijk ont-
aard als B = O,

'Voorbeeld, : :

De Btangenvierzijdé in een willekeurige positie,
pr

’

P

An mpk
/—-\ prampk

rrY/ '
mpk mp A
1Y/ 3

/br

P
b /7 6‘/{: M/J‘

c/4

F”"Ef‘

pn

Het bewegende vlak zit vast aan de koppelstang AB. Dit bewegende
vlak wordt het koppelvlak genoemd. De punten A en B zijn top-

punten (cirkellooppunten) en liggen dus op c¢lk,

AO en Bo zijn de bijbehorende kromtemiddelpunten en liggen dué
op mpk. In een speciale positie van deze stangenvierzijde kan

clk ontaarden,
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Dit is bv, het geval, wanneer
de kruk 1°A in het verlengde

komt van het gestel A&Bo.

Het collineatiepunt Q valt in
deze positie samen met het
draaipunt A. De pool P komt
in Bo' Op grond van de stel-

ling van Bobillier valt dan
Pr Bamen met BoB'

Het punt B ligt op pr, maar

is tevens een cirkellooppunt,

De poolraaklijn heeft dus &

snijpunten met clk, welke van

de 3e graad ias,

{(nl. 3 samenvallende in P en
: . een in B),

Dit kan alleen, als pr een tak is van clk, Zoals we hebben gezien is

de andere tak dan een cirkel door A en P met middelpunt M op pr.

De middelpuntskromme behoudt haar algemene gedaante,

Onderzoek zelf de volgende speciale posities:

a. AB // AB,.

b. PQ L AA.
c. Pq L aB,
d, Ao' A en B op den rechte (collineair). k)
e. PQ L AB,.

i

Tt L A
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DE POSITIE VAN HET BEWFGENDE VLAK, WAARBIJ w = & = O,

In* de vorige hoofdstukken is steeds ondersteld, dat ¢ # O, een onder-
stelling die we in dit hoofdstuk achterwege zullen laten,

Git de coordinatentransfor- .
patie - !
4= Xco8y -y sing + a i
Y=xe8in g + ycos ¢ + b

% werd door differentiatie naar
= t: ’

_ﬁi = -0 (Y-b)+4&
Y= +0 (X - a)_+ ]
de pool P (xp. YP)'sevondenJ

waarvoor:
0 . . o= e(xE - a)deh .
Hieruit volgde dus, dat EXP =z a - %
YP =b + ? ‘ als ¢ # O, ;é

Hebben we in het algemeen _ o - ' 5
£(t), £(), £(t), ..., £R)(¢) : _ﬁ

dan maken we voor een dergelijke tijdsafhankelijke functie de Volgen- ‘ i
de afspraken: i

20) = £, #0) = £,, #(0) = 1,, ..., £™(0) = 1 . o

Op het tijdstip t = O gaan we nu onderzoeken dé situatie, waarvoor :
$(0) = ¢, = 0. ' ' 8

Dan geldt: . , ' | E
g Xy = a, |
, !‘1 = b1, | ..

- Voorts kiezen we samenvallende assenstelsels op het tijdstip t = O,

. Dus ¢° =a, = bo = 0,

Alle punten hebben op het tijdstip t = 0 dezelfde:anelheidsveptor‘
(a;y b,). Kies daarom de pesitieve Y-(y)-as in de richting van deze
snelheldevector. dan is nog S :

&, = 0

b, # O, maar pos., dus b, >0,

De coordinaten van de pool P zijn voor & # O: P(n-56'1, b+i$"1)
(dit is dus het geval als t # 0), )

In homogene coordinaten wordt dit P(ad - B, b$ + a, ).

Voor t = O, waarop dus & = O wordt dit:

en omdat a, = 0 is dit dus hﬁitel{de als
P(b1,_0, 0).

De pool 1ligt in het oneigénlijke punt van de I-as,
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:ﬁe/ée /'alr vecec f or

P ligt op het tijdstip t = O op deze rechte, omdat gesubstitueerd aan

be + a = pw.
is voldaan als t = 0.

De asymptoot pr moet een infinitesimaal klein tijdje later nog het .
o ock voldaan moet zijn asn

punt Poobevatten, zedat op t =

b + by + a = py

(de verandering van de Y-coordinaat moet gelijk zijn aan p maal de

De poolraaklijn, die zowel
aan de vaste als aan de be-
wegende polode raakt is dus
nu een asymptoot van deze
belide krommen,

Aangezien Pa:°p pr ligt, is

pr// aan de X-as.

De vergelijking van de asymp-
toot pr heeft dus de gedaante:
Y = p.

En in homogene codrdinaten,

Y = pZ.

(1)

P .
S Tt e e s e

(2)

R R

verandering van de Z-coordinaat, wil de poolwisselsnelheid langs pr

vallen).f
Op het tijdstip t =
(als ¢, = 0 is ook a, = 0).
a
2
Is ¢ £ 0, dan is p = %, .

QO is aan (2) voldaan, als a, = p¢2(mits wzf Q)

Kiezen we nu de X-as langs de asymptoot pr van de vaste polode, dan

is 8,.= 0 (terwijl toch ®y £0 is);

|
Yy Yiy
| snelheidsvector
|
o | 2,
il y: —
| pr % {
O=o Olo

We hebben dus de assenstelsels zo gekozen, dat
a, =8, =0 en b, >0 en o, £0 ondersteld.

£o-=-25.2 0 22

snelheldsveclor

asymploot rot vasrle en Le-
wegenole polodle.
X

— ity s et e c—c——

X=pr

We zijn nu alleen nog vrij in de keuze van de oorsprong op pr.

We hebben: é X=xcos¢9p ~ysing+a

Y=xsing + ycosyp + b

Ei=—6(¥-b)+a
t=+¢(X-a)+d

g X = - ;(Y -b) - ézﬁx -a)+a : -
Y=8(X-a)-05(X-b)+b |

E’i = (Y - b) - 306TX - a) + $2(T - b) + &
T="61x - a) - 3667 - ) - 82X -a) + F
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Voor t = O wordt dit:
X =x, Y =y

[+]
X, =0, Y"I = b.“70

- O

(1)
= =0 Ty = @ 34D,

X
X3 = -w33+a3. 13 = ¢Bx+b3

o

Hoe ziet de buigcirkel eruit op het tijdstip t = 0%

X¥ - X¥

(i2+f2)}/2 ‘

Voor de punten van de buigcirkel is dus ﬂfz 0d.w.z,, dat

XY - X¥ = 0 of XY, = X,¥, =0 of - ¢,b,y = 0 zodat y = Q, de
vgl. van de. x-as,

De buigcirkel is dus ontaard in de poolraaklijn en in de oneigen-
lijke rechte, '

Voor de cirkelloopkromme geldt, dat
o =/ =<i?¥ff><i2+i2J3/f-3fii+ir>ng-if>(iz+i2)1/2
(%2.%2)> |

En dit is 20, als:
(XE-X1) (X%+12) -3(XEs ¥T) (XF-X1) = 0
op t = O wordt djt: ‘

2 2
(x1r3-x311)(x1+?1)-3(x1x2+!112)(x1!2-xar1) =0
Substitutie van de betrekkingen (1) geeft:

3 2 =
b1(¢33-a3)-3b1(¢2;+b2)¢2y = 0,
Deling door b? #:'0 geeft:

2
39,xy + (3b2w2-b1¢3)y + a3b1 = 0,

Dit is de vgl., van de cirkelloopkromme voor het geval P—sp® .

Het is een vergelijking van de 2e graad, omdat dit een bijzondere

positie van het bew, vlak is, waarbij w = 0, _
Waren we van het begin af aan op homogene coordinaten overgegaan,
dan bleek, dat z = O ook een tak was van clk,

clk is dus ontaard in de oneigenlijke rechte en sen hyperbool:
E 2 A

Het is nog toegestaan de oorsprong langs de x-as te verplaatsen.
Doe dit zd, dat
‘ b, - by
- 2'2 13
X =X +
3¢2
2
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Ve y-as wordt dus evenwijdig aan zichzelf verschoven,,

. Br resteeortt

o5 tab, =0 (2)

Bn dit is de vgl. van een orthogonale therbool op het niesuwe assen-
stelsel,

0 ie het middelpunt van de hyperbool. \
Als de Y-as van het begin af aan langs de verticale asymptoot van de
hyperbool gekozen was, dan was dus 3 b222 - b123 = 0 terwijl de vgl.

" van clk de gedaante

2
. 3¢2;y + a3b1 = 0
gekregen zou hebben, ‘
Dit kan ook geschreven worden als
3b.9,%xy + agbsb, = O of ale

b1¢3¢2xy * a3b1b2 =0 of als

PP5xXY + a3b2 = 0 (elx).

Waar ligt nu het punt van Ball? :
Dit is het siijpunt van de buigcirkel en de cirkelloopkromme,

In dit geval is dat dus het snijpunt van de asymptoot van de hyper-
bool met de hyperbool zelf, (Dus geen eindig punt van Ball) als
.#Oo )

3 .

Uit (2) blijkt, dat wanneer ay # O de hyperbool niet ontaard is
(ondersteld was nl. reeds, dat b, # 0).

Is 35 = 0, dan ontaardt de hypérbool in de twee asymptoten, dan zijn

er oneindig veel punten van Ball: nl. alle punten van de poolraaklijn
pr.
Er zijn dus St helemaal geen 6? o Veel punten van Ball,

Isw =0 (d.w,. 2, ¥y = 0), dan staat in het geval behalve a, = 0 ook
nog b1 = O het hele vlak stil. Er is geen punt te vinden met een

snelheidsvector # O d.w.z, elk punt is pool,

De conditie w = O is dus pas synoniem met een oneigenlijk poolpunt
(Pa) als tevens b, £ 0 is,
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Voorbeeld
hyperbool Voorbeeld

Foo

De positie van een stangenvierszijde,

waarbij A A//B B,
0 s

rrrrrs

rebe. asymptoot orthogonale
hyperbool door HAen B
(tak van clk)

In deze poaitie is Paa. dus clk is ontaard in een hyperbcol door A

en B en in de oneigenlijke rechte,
De collineatie-as is hier QPuf

‘pr werd gevonden door spiegeling van deze lijn t.o.v. de bisectrice
van ¥ APB,

Aangezien deze bisectrice de zijde AB verdeelt in stultken, die zich
: ~ verhouden als de opstaande zijden van A PAB, wordt dus in
dit geval de coll. as gespiegeld t.o.v. de lijn deor P en het mid-
den van AB, _— : et '

pr is dus Pu?' als QA = BD,

Nu is een bekende meotk. eigen-
schap van de hyperbool, dat het

hyperbool midden van de verbindingslijn van
c twee punten van de hyperbool semen-
? : valt met het midden tussen de snij-
4 punten van deze lijn met de beide
asymptoten van de hyperbool,
D . Dit betekent dus, dat Q op de

tweede asymptoot moet liggen.
De tweede asymptoot van clk is

dus de lijn deor Q loodrecht op -
Pr.
Andere punten van de hyperdool
kunnen worden gevonden met een
: . stralenbundel doer B of door A,
die de hyperbool in punten snijdt, welke alle gevonden kunnen worden
met de gememoreerde meetk. eigenschap van de hyperbool,
Er is geen punt van Ball. ' :
Alleen als in de positie, waarbij A_A//B B ook nog AB.L BB dan zijn
er ooveel punten van Ball op pr.'omaat adn clk ontaardt in"de twee
asymptoten en in de oneigenlijke rechte, Voor een willekeurige atangen-
vierzijde behoeft aan deze eis niet voldaan te zijn, :

Is ‘P een eindig punt, dan is er in het algemeen slechts een punt van
Ball. R

E ‘_ N o

—- -




DE STANGENVIERZIJDE IN HET ALGEMEEN.

De beweging van het koppelvlak
is er een, waarbij twee punten
van het bew, vlak twee niet con-
centrische cirkels doorlopen,.
Het bewegende koppelvlak is ge-
kenschetst door de koppeldrie-
hoek ABC,

¢ doorloopt de z.g. koppelkromme.
A B = €, = gestellengte.

ry en r, zijn de beide krukken

AE = ¢ = de koppelstang.

Het is gebleken, dat de koppel-
kromme van de 6e graad is en tri-
¢irculair, o )
Dit laatste wil zeggen, dat de isotrope
punten 3-voudige punten zijn '
van de koppelkromme,

Construeer, uitgaande van de ge-

geven stangenvierzijde het parzllicio-
gram AOABA '

De vierzijde Aonmaodraagt de koppel-

driehoek ABC,
Je vierzijde AOA"BBo heeft de kop-

peldriohoék A'BC* en wel zg. dat
AA'C'B .~ AABC,

Hieruit volgt, dat

R P SO R LU S L S

Aoﬁ r1 A1B A'CY A'C!?
-: = b— = — = — -
... - .. %C Ac 1B WU
"De_pantograaf van Sylvester. Iy 0:
Voorts is = A AC Q-t C'A'AO, zodat AAOAC ~AC'A'A°.

Dus )
[ ] 1 = ] A ]
-RCAOC' =1IM°A' +-tCAoA+-tA AOC _—QM.A +&AA°C +

+ ¥ AC'A" = FAB A" + (180°-¥A A'CY) = XC'A'B = a.
Dus X CA C' = o = vaste hoek (onafhankelijk van de tijd).
V
Voorts is -%:E = % = vaste verhouding,

o
‘d.w, 2, AQC'svaatgetal x AOC.

';“\"e schrijven _-—p — -
A c' = 'c- A c e« C id
o b Yo

Elk punt van de koppelkromme Yo wordt geroteerd om A. over een hoek

c
b
vuldigingscentrum is Ao). De koppelkrommen Yoo B Y, ziin dus onder-

-0 en meetk, vermenigvuldigd met de factor (het meetk, vermenig-

ling gelijkvormig en t.o.v. elkaar verdraaid. _
Het mechanisme, dat beide koppelkrommen gelijktijdig voortbrengt,
wordt de pantograaf van Sylvester genoemd (Bij dit mechanisme be-
hoeft het punt B niet noodzakelijk een cirkel te beschrijven),

PPN

T el el B DL SR e L



De oorspronkelijke kromme k = Yo

kan men weer terugkrijgen door
uitgaande van de stangenvier-
zi jde A A'BB met koppeldriehoek

AtBC! het parl.gram A ABA' te

formeren en de koppeldriehoek
ABC gelijkvormig te maken met
A A'C'B, Yo ontstaat dan uit Yor

door rotatie om A over +a’ en

meetk., vornenigvuldiging met de
factor % .

Dezelfde koppelkremme yY_ kan worden
verkregen -door de stamgeénvierzijde
A A'BB (met koppeldriehoek A'BC') in
haar geheel 6ver +0 om Ao te verdraafea eR haar vervolgeun meetk. te
vermemnigvuldigen net de factor %‘. .
Het punt C*' komt dan weer in C terecht, maar de knppelkrenna y _ wordt
au door een anders stangenvierzijde voortgebracht. Bij de laat&te
stangenvierczi jde is het puat A op zijn plaats geblevenm, zedat A voor

deze vierzi jde een ven de twee vaate draaipunten is, Het punt B kont
terecht in C- en wel 2o, dat

Aoco b

C A B = 00 en —=— x s

A B
o

. [
De gesteldriehoek A B C _is dus gelijkvormig met de ke Egeldriehoek ABC.

De figuur van Roberts.
in combimatie met de
pantograaf van Sylvester.

cEadel o e

SRR ]

5

L
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De configuratie van Roberts.

Uit de figuur van Roberts blijkt voorts, dat A A', teruggedraaid

over a om A_, evenwijdig komt aan AK,

b -
Ook is AOA' » ¢ = by zodat A°A1 = b = AK en‘Aoa.'//AK .
Dit betekent, dat vierhoek AOA.‘KA een parl.gram is.
We hebben zo doorgaande, dat

AABK ~ AAK'B A~ AA1KC1 en

—— b
440 =aB . T =y 3T
—R' —R-b ¢ b
A1 = "'.c’= (b - r.‘)-c = r1 |
K= -] a b_a 7:-’
¢ BRl'.'c“ b 1)c=c'r1 5
—— e b b g
CCr=BB.c=2.r,

A ABB  (met kbppeldriehoék ABK ) en A o21%1%, (met keppeldriehoek
K) zijn dus 2 ata.ngenvierzijden, waarvan het koppelpunt K bi:]
beide vierzijden dezelfde koppelkromme beschrijft.

AOpmerking. e
Hetzelfde resultaat kan worden verkregen. indien het mechanisme 'f

£ (CK R )-(a,KaA )= (aBID) } als een pentograat van Sylvester

S

it 5

2k

wordt gezien. Dit mechanisme krijgt en graad van vrijheid.
wanneer men het punt K een koppelkromme laat doerlopen door het
punt B in een cirkel om B te bewegen. Bij deze pantograaf zijnm

. het de punten B en 01, die geli jkvormige krommen beschrijven,
Hieruit volgt dus, dat het punt C1 even als B eem cirkel door-
loopt.(Ga na of de positie van het middelpunt Cy van deze cirkel

in overeenstemming is met de reeds eerder gencemde ontstaanswijze!)

s
AT




Neemt men in plaafs var het punt Ao het punt Bo als rotatie- en ver-

menigvuldigingscentrum, dan verkrijgt men op analege wijze de stangen-

vierzi jde BoBZCZCo met koppeldriehoek BZCZl(. waarvan het koppelpunt

K ook dezelfde koppelkromme Yo doorloopt,

-

In de figuur van Roberts nemen de vaste draaipqntén Ao' Bo'en C° een

onderling gelijkwaardige positie in. Voorts onderscheidt men in deze
figuur de parallelogrammen (A°A1K A).(BOBKBZ) en (C.CZKC,l). terwijl

44BK~A aMC, ~AKB.C, ~A4 B C .

In de figuur van Roberts vinden we dus een 3-voudige voortbrenging
van de koppelkronme, - :

Een eenvoudige methode voor het bepalen van de afmetingen van de
drie vierzijden vindt men door loskoppeling van het mechanisme, dat
in de figuur van Roberts is weergegeven, van de gesteldriehoek
AOBOC° en formering van de configuratie van Roberts, zoals aangegeven

in de tweede figuur (ga na of dit kan!).
In deze gestrekte figuur kunnen met uitzondering van de 3 gestel-
lengteén alle afmetingen worden afgelezen, :

Deze zijn resp.:

I AQB. = Cos AB = ¢ , AOA = Fqa BoB =T,
2C =%t 10 =2 i =2 TGO =2

II Aoco =T G ¢ A1C1 e T A°A1 =5 +Co 0.01 =3 *To
— a . S a - a — a

1 Boco e % Baca e Tor ~oBZ = ¢ O coca-‘ c %1 .

EFES T R

it T Saa

S :\%;T
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OB ONGELIJKHEDEN VAN GRASHOF.

De vaste polode wordt bij de
\ ) stangenvierzi jde gevonden door
/ \ B punt voor punt de pool te loca-
/ \ liseren in het snijpunt van de
/ B beide opstaande zijden A A en

B B,
o

De meetk, plaats van deze snij-
punten is de vaste polode als
AOBO vast is, en iz de bewegende

777777 B, polode indien men AB vasthoudt.
We gaan uit van de onderstelling,
dat de stangenvierzijde niet

strekbaar is, d.w.z, dat niet alle draaipunten tegelijk in een lijn

kunnen komen,

Zodra het draaipunt B op .
AOBO komt, valt Ae pool P in Ao.

Er zijn 2 standen, waarbij dit
mogelijk is., Ook kan de vier-
zijde in alle standen t.o,.v.

de gestellijm worden gespiegeld,
zonder daarbij een andere dan
een tot de vaste polode gere-
kende tak te effectueren,

Ao ig dus in het algemeen een vier-voudig.punt ven de vaste polode,

(Dit behoeft niet in alle vier gevallen een reeel doorsnijdingspunt
te zijn: komt B nooit collineair met AOBO, dan is Ao een vier-voudig

complex punt van de vaste polode; komt E slechts égnmaalncollineair
te liggen met AOBO, dan is Ao behalve een twee-voudig reeel punt te-

vens een twee~voudig complex punt van de vaste poleode),
Net zo is ook B een viervoudig punt van de polode. Daar er geen

andere poaities van de stangenvierzi jde denkbaar zijn, waarhia de
pool P collineair is met AoBo, heeft de 1ijn AoB. dus juist 8 door-

snijdingspunten met de vaste polode gemeen, De vaste polode is dus

van de 8e graad.

tIs het mechanisme wel strekbaar, dan heeft men in de gostrekte
positie 2 polen, die in het algemeen niet met de twee gestelpunten
behoeven samen te vallen).

De twee posities van de stangenvierzijde, die t o.v. het gestel el-
kaar spiegelbeeld zijn, kunnen door beweging van het mechanisme alleen
niet altijd uit elkasr worden verkregen, Men zegt dan, dat zulke posi-
ties wel teide tégelijk analytisch-, maar niet kinematisch hestaanbag;
zijn, Er zijn stangenvierzijden, waarbij twee willekeurige t.o.v. het
gestel spiegelbeeldig gelegen posities alleen analytisch bestaanbaar
en stangenvierzijden, waarbij zulke posities zowel analytisch als kine-
matisch bestaanbaar 2zijn, .

i
.
4
B
i‘)
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Onderstel nu, dat B tussen Ao 7
en Bo op de gestellijn kan ko~

men, Dit is nmogelijk als
A A _BA construeerbaar is, dus

alé ‘r1—c‘.< ‘co-r2I< r,+c,

~ Op grond van de stelling van
Bobillier valt in deze positie
de poolraaklijn pr samen met
A A, De cirkellocopkromme is in

deze positie ontgqrd en wel zo,

- 5(1). Daar bovendien ,[2' a=m is
2
=-2 " ()

m is de y-coordinaat van de buigpool Bp en R, is de y-coordinaat van

het krommingsmiddelpunt van de vaste polode in P. Zowel dit krommings-

middelpunt als Bp liggen op de poolnormaal. ] ‘

Daar Bp en B in dit geval aan dezelfde zijde van pr liggen, kan men

op grond van (1) zeggen, dat het krommingsmiddelpunt van de vaste

‘polode in P en het draaipunt B aan weerszijden van pr liggen. In de
omgeving van P verloopt de vaste polode dus aan de_bovenzijde van pr.
Dit is ook direct te zien door een naburige atand te bekijken).

We noemen deze tak van n, een tait van de tweade scort,

Er is dus een recle tak van de tweede soort als |£1-c|<|c = l<r1_+_<.:_.

(De laatste ongelijkheid is overbodig, omdat daaraan door elke vier-
zijde wordt voldaan).

Xan B op het verlengde van AoBo
komen, dan is 4 AOAB construeer-
baar, hetgeen het geval is, als:

|r1-c| <c +r2 - Tatce
Aan de eerste ongelijkheid wordt
altijd voldaan, daar bij een
vierzijde een stanglengte altijd
kleiner is dan de som der 3 andere,

. Ook in dit geval is ’(1 =-2n'1, maar nu liggen B en de buigpool Bp aan
weerszijden van pr, zodat x, nu in de omgeving van P aan de onderzijde

van pr verloopt., We noemen dit een tak van de eerste soort.
Er is dus een tak van de eerste soort als ¢ I, X I,+C,

S et b R STl e

G
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Daar de vaste polode symmetrisch is
t.o.v, AoBo kunnen we zeggen, dat de

(1) voorwaarde c +r, < r1+c nodig en vole
doende is, opdat .er 2 resle takken x
van de eerste soort door Ao gaan,

1

(2) De voorwaarde lr1-e|<l¢‘-ral

is jpodig en voldoende, opdat er twee
reele takken. %, van de tweede soort

door Ao gaan,

We spreken van een dode stand, indien
de koppelstang in het verlengde van
of langs ¢en der beiGe krukken valt,
(In de takening is dit AAO).

In stand 1 is er sprake van een
dode stand van de eerste soort.

Er is dus een dode stand van de
eerste soort als voldaan is aan de
nodig en voldoende voorwaarde

-4 7777 8, g 3.2 cer, (3).

In stand 2 heeft men een dode stand van de tweede soort ala voldaan is
aan de nodig en voldoende voorwaarde:

|co-r§|< ‘r.l-cl < cm-i-_r2 - |
Door elke vierzijde wordt steeds voldaan aan de laatste der beide on-
gelijkheden, zodat een dode stand van de 2e soort aanwezig is als

De voornaarden(1) en (3) zijn elkaars tegengestelde, evenals de voor-
waarden (2) en (4), ‘

Als er 4 reele takken van =, door A gaan, zijn er dus geen uiterste
standen voor de kruk BBo (Be punten A » A en B kunnen niet collineair

komen te liggen). De kruk BB. kan dus volle omdraslingen maken, omdat
er geen dode standen zijn,

Heeft x. alleen twee reele takken van de eerste soort, dan zijn er wel
-dode standen van de tweede soort, maar niet van de eerste soort. De
kruk BB kan dan wel in het verlengde komen van het gestel, maar hij

kan niet ronddraaien. .
Z2ijn dus alleen de tokken van de eerste soort van X,.in A-vreée;.*dan

slingert B B om het verlgggde van A B _tussen twee dode standen van de

tweede aoort

A Zijn alleen de takken van de tweede soort van x1 in A reeel, -dan

slingert B B om de basis A B zelf en wel tussen twee dode atanden van
——-Ji-—-—o—————————n-—o —

de eerste soort,
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Als ‘beide takken van m, van de eerste en van de tweede soort complex

zijn, dan zijn er zowel dode standen van de eerste als van de tweede
soort, In dit geval passeert B nooit de 1lijn A B + De stang B B

a;_ggert dan _heen en weer tusgsen een dode atand van de’ eerste soort
en een dode stand Van de tweede soort.

Volvoeren beide krukken een slingerbeweging. dan spreksn we van een

Qubbelslingermechanisme.

Als BoB ronddraait en'AOA slingert, dan spreken we van een krukslinger-

mechanisme,

Als beide krukken fondgaan, spreken we van een dubbelkrukmechanisme,

it T o

ik

AT

We spreken van een yolledige beweging, als ook de t.o.v., het gestel
gesplegelde standen kinematisch bereikt kunnen worden,
In het andere geval is de beweging onvolledig,

'Wo gaan nu uit van de in het geheel geen beperking inhoudende onder-
stelling, dat X, .

Stel voorts de kleinste zijde k en de grootste g.

" I, Onderstel, dat k+g € som van de beide andere zijden,
a) Stel ¢__= k, de kleinste zijde, dan is op grond van (I) altijd

¢, + ¢ € r,+r, (5)

e, + T < C + ¥, (6)

c,+r,<c +r, (7)

Uit (5) en (6) volgt, dat ry - c°>-lc - r1| ‘ '(8) :
~en uit (5) en (7), dat ry - c°>.lc - rzl (9).

Uit (8) volgt, dat van %, twee reele takken van de tweede
soort door Ao gaan, _ ‘ .

Uit (9) volgt, dat van ®, twee reele takken van de tweede
soort door B° gaan,

Uit (7) volgt, dat van %, twee resle takken van de le soort
door A  gaan. : - ‘

Uit (6) volgt, dat van ®, twee reele takken van de 1e soort
door B gaan. ]
Zowel door A als door B gaan dus 4 reele takk.n, er zijn dan

in het geheel geen dodo standen- het is dus een dubbelkruk-
mechanisme
De beweging is onvolledig,

BT

coogwal LT
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B) Stel ¢ = k, de kleinste zijde.
Er is dan steeds voldaan aan de ongelijkheden:

c + o <:'r1 + Ty
¢ +.r1 < ry + ¢
C+Tr, = c +r, )
(Ten opzichte van het voorgaande geval is hier ¢ met ¢, ver-
wisseld), Uit de ongelijkheden volgt, dat

x'2 - °7l°o -1;1' en r, - c_7|c -ral .

Beide krukken hebben dus dode standen van de 1e en van de 2e
soort. Zowel door Ao als door Bo gaan 4 complexe takken van

LI Het is dus een dubbelslingermechanisme,
De beweging is onvolledig.

v)Stel r, = k, de kleinste zijde.

In dit geval is er sprake vsn een krukslingermechanisme.
De beweging is onvolledig,

IT. Is k + g 2> som van de beide andere zijden, dan is er altijd
sprake van een dubbelslingermechanisme.
De beweging is steeds yolledig,

Het gehele complex van regels, wordt de regel van Grashof genoemd,

e L e e e



- teldeur van een garage, waarbij zekere standen zijn voorgeschreven.

Yoy

DE KINEMATICA DER DISCRETE STANDEN,

Tot nu toe hebben we ons beperkt tot de behandeling van de instantane
of momentane kinematica. Zij wordt voornamelijk gebruikt voor de be-
studering van reeds bestaande mechanismen,

De behandeling van de poolbaan (vaste polode) en de poolkromme (bew,
polode), de configuratie van Roberts en de regel van Grashof zegt
iets meer over de totale beweging en behoort tot de continue kine-
matica. _

We zullen nu de samenhang gaan bespreken tussen discrete standen,

die een eindig tijdsinterval uit elkaar liggen.

De bestudering hiervan behoort tot de z.g. discrete kinematica.

Het is nuttig voor het ontwerpeh ven mechanismen, zoals b.v. de kan-

R T it S b B e

o

Allereerst beperken we ons tot twee standen van het bewegende vlak.
stand I wordt voorgesteld door
het assenstelsel x,Yy.

e X

Lt e

stand II door x',y'. We hebben:

Ex = x'cosp - y'sing + a
Y = x'8inyp + y'cosvy + b

Hierin zijn a, b en ¢ nu niet
meer functies van de tijd.
Voor een punt, dat in beide
standen op dezelfde plaats

!
I
:6 ligt geldt, dat
} X ' gx' = x'cosp - y'sing + a
, a l 2% {y' = x'sing + y'cosp + b
0 - of -
) ) f;@l
(1 - cosw)x' + y'sing = a Er is precies een zo'n punt P,, als de )

x'sing - y'{(1 = cosp) = ~b hoofddeterminant # O is,

d.w.z., als
2 2
(1 = coep)™ + sin"y £ 0.

Het linkerlid is alleen nul, als cos ¢ = 1 en sin ¢ = O, dus als
¢ = O,
En dit is alleen het geval, als het viak niet gedraaid is,

(als ¢ = 0 is P,, een oneigenlijk punt,)

We kunnen dus van de ene stand naar de andere stand komen door rota- :
tie om dat: punt, het z.g. rotatiepunt P12&ook.wel rotatiecentrum genoemd).

A, De positie van het bew, vlak
is in satand I voorgesteld door
het lijnstuk*A1B1, hetgeen in

stand II in A_B_ terecht is ge- -
Komes 272
omen,
Ondat het vlak gedraasid is, is
er in elk geval zo'n punt,
P12 is te vinden in het sanij-

punt van de twee middellood-
" B“ .

lijnen van 1112 en B.B,.
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Aangezien P1 ZB‘l = P1 232 en P12A1 = P12A2 is 44,8 x4 123

18P, 2P129

zodat

< B1P12 '2 = & A1P12A2 = 9,59 de verdraailngshoek.
Voorts is Pqp + 95q = O,

De overgang —+w als 4t ~—»0 wordt nu niet meer uitge-

-2
at _ ‘ _
voerd. Deze stap kan beschouwd worden als de verbindingsschakel
tussen de discrete- en de momentane kinematica,

1
4

et P

a2 T AR R e, 451
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HET BEGRIP ISOGONALE VERWANTSCHAP, -

Isogonale verwantachap van lijnen. :
Men noemt twee lijnen, die X

,Z door het hoskpunt van een
hoek gaan en elkaars spilegel-
beeld zijn t.o.v, de
blissectrices van die hoek,
isogonaal verwant.

i e g

bissectrice

LS

i -

Voorbeeld.

De hoogtelijn door esen hoek-
punt ven een driehoek en de-
middellijn van de omgeschreven
c¢irkel door datzelfde hoek-
punt, zijn isogonaal verwant,

e
P P P T

Bewijs. '

<« CDE = »/2, zodat DE//AB.

Voorte gaat do-niddel}godlé%n
D =

van DE door M, zodat
en < ACD = <X ECB.

Het voorgaande is tevens een middel om een isogonaal verwante lijn te 1
construeren: S -
Van de 1lijn 1 door het hoek- ’
punt A van & ABC construeert
men de isogonsal toegevoegde
1ijn 1' als volgt: : :
Kies P op 1 en bepaal de voete
punten Q en R van de door P -
gaande loodlijnen op AB en AC,
AQPR is dan een koorde-vier~ -}i
hoek met AP als middellijn van i
de omgeschreven cirkel van
4 AQR.. ‘
De isogoraal verwante 1ijn 1°
is dus de hoogtelijn in A AQR
door het hoekpunt A,
Bepaal nu de beide spiegel-
beeldpunten P, en P2 van P

resp, t.o.v. AB en AC, Dan is

P,P,//R en B F,228= 2 B.eina. |
Voorts is AP, = AP = AP,. = -
a P_,'APZ is gelijkbenig, zodat 7
1' de middelloodlijn is van |
P1P2. l' is de as van P122.




1sogonale verwantschap van punten.

Neem een willekeurig punt

P binnen of buiten A ABC,
Trek AP, BP en CP, de drie
hoektransversalen door P,
Pe isogonasl verwante lijn
van AP t,o.,v.AABC is de as

van Pan. Zo zijn ook de

isogonaal verwante 1ijnen
van BP en CP de assen resp,van

P3 en P1P2

De assen van de zijden van
AP11’21=’3 gaan door €en punt

nl. het middelpunt van de
omgeachreven cirkel van deze
driehoek,

We hebben dus de stelling, dat
wanneer drie hoektran-vg;salen
van een driehosk door €en punt
gaan, gaan de isogonaal ver=-
wante lijnen t.o.v. de hoeken van deze driehoek weér door een punt P!,
P'cnoemt men het isogonaal verwante punt van P t,o.v., de gronddriehoek
ABC, ‘

Deze verwantschap is wederkerig.

Liggen P1, Pa en P3 op den rechte, dan zijn de 3 isogonaal verwante

lijnen door P' onderling evenwijdig, zodat Plwwm ,
P1. P2 en P3 zijn alleen collineair als:

(py + P = P3)(py = 2, + P3)(py = 2, - Py) = O.
Nu is p& = 2x sin a

P, = 2y 8in B

p3 = 2z 8in v,

zodat

(xainaQy-inﬁ-zsinv)(zgina-yéinﬂ+zsin7)(xsina-yainﬂ-zsinf) =

Voorta is: _ |
sin a: 8in P! Bin y = atbic,
zodat

(ax_+ by ~cz)(ax - by + cz)(ax - by - cz} = O.

Nu is volgens de stelling van

hoek als voor het punt P de
betrekking ax + by = cz geldt,
P 1igt dus op de omgeschreven
cirkel van AABC.

Ptolemetis APBC sen koordevier-
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Het isogonaal verwante punt van een punt op de omgeschreven cirkel

van de gronddriehoek is dus een oneigenlijk punt, (De spiegeibeeld-

punten van P t,0,v. de zijden van de gronddriehoek liggen dan op

sen rechte), , '

'Het middelpunt van de omge-
schreven cirkel van de drie
spiegelpunten van P valt sa-
men met het isogonasl ver-
wante punt P! wvan P, -
Omgekeerd is P weer het iso- -

'~ gonaal verwante punt van P',
zodat P het middelpunt is
van een cirkel door Pj, P) en

Pi: de apiegalbesldpunten van
P'.
P'P, en PIP zijn elkaars spie-

3 3 —
gelbeeld, zodat P'P3 = PiP.

De stralen ‘van de twee omg: -
schreven cirkele zijn dus 3ok
aan elkaar gelijk.

Daar de 3 hoogtelijnen in

een driehoek isogonaal ver-
want zijn met de verbindings-
lijnen van het middelpunt met
de 3 hoekpunted van de drie-
hoek, -1s het hoogtepunt H
isogonaal verwant met het
middelpunt M van de omgeschre-
ven cirkel van de basis-
driehoek,

' AH.]HaHz = Al1_1213, omdat

CAM ~ - r— d .
AH1M2H3 AL.'LZL} ‘4 111213 en LiI‘k =3 AjAL, terwijl |
ook Li =3 Hin.

e

et

SN

R

B L -
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Hieruit volgt dus, dat de cirkel door M1M2M3 dezelfde straal heeft

als de omgeschreven cirkel van 4 A A,. Het middelpunt van de eerst-

genoemde cirkel .is het hoogtepunt H. Hiervan zijn de spiegelbeeld-
punten H132‘en H3 .

De cirkel w gaat dus door 31, Ha en H3, m.a,w, de spiegelbeeldpunten

van het hoogtepunt van een driehoek liggen op de omgeschreven cirkel
van deze driechoek,

(De stelling geldt ook indien het hoogtepunt buiten de drishoek is ge-
legen), -

Voor het geval H binnen de
cirkel ligt, is een recht-
streeks bewi js:

a A HG, ~ 4 A,HG,, zodat

1*

Mede ten Egvolge hiervan is

4.H1A231 = AEAEG;‘, zodat het

punt H1, het snijpunt van een

< H.‘LZAB -&HA.‘GE ='§HAaG

‘hoogtelijn met de omgeschreven
cirkel van 4 A1A21\3, tevens

het spiegelbeeldpunt is van
het hoogtepunt van deze drie-
hoek,

‘Ligt P op de omgeschreven
cirkel, dan liggen P1, P2 en

P3 op den rechte, terwijl P'

een oneigenlijk punt is, in
een richting loodrecht P,P,

te vinden.
Trek nu de hoogtelijn door A,
en snijd dere met de PP P -

: 172°3
rechte in het punt H en met

‘de cirkel ¢ in K,.

We zullen aantonen, dat het
snijpunt H juist het hoogte-
punt is van de driehoek A1A2A3.

Daar het punt P, het spiegel-

doende te bewijzen, dat het
snijpunt H het spiegelbeeld-
punt is van H,, omdat dan

H,T = HT en H dus op de juiste
a}stand van T ligt.

beeldpunt is van P is het vol- |




- 62 -

‘ _ o 1 o 1 : _
Nu is ¥EB P = K PyP A, +XAPP = (90 =5 ¥P5A P, )+(90°5 AP A P) =
o 1 ") (]
= 180 -'é-%P}AzP = 180 = XAJALP = 189 ~XAMHP =
= {P,‘gg,l (De laatste overgang volgt o.a. uit het Teit, dat
A,H, hoogtelijn is),
De spiegelbeeldpunten van een punt P op de omgeschreven cirkel van

een drieheek liggen op den rechte door het hoogtupunt H van die drie-

hoek,

Loopt P langs de omtrek van de omgeschreven cirkel, dan blijft de
rechte P1P2P3 steeds door H gaan, ‘

S e, S T T R
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ZOEPASSING IN DE KINEMATICA,

Twee discrete standen van het bewegunde vlak konden uit elkaar worden
verkregen door rotatie om een rotatiecentrum P12 over een rotatiehoek

Het bijzondere geval van een translatie is te beschouwen als een ro-
tatie om een oneindig ver punt over een hoek rul,

Het blijkt, dat een rotatie om een punt steeds vervangen kan worden doer

twee opeenvolgende spiegelingen. : o
Beide spiegels gaan door het rotatiecentrum P12. terwijl een van hen

willekeurig door P12 gekozen mag worden,

+ 52- 2 ':PI.QSC/. .

5 = wille keurlg Eehorern 4 ‘

spregel

7.

L4 .
De 2e spiegel wordt gevonden door rotatie van 8, om P12 over

4
2 12
in de goede draairichting.

Is hieraan voldaan, dan is

1 - .
XAP A, = 2.K8,P 8, = 2e3 P4p = P45 terwijl P1211=P12A'uP1_2AE.




Mede op grond van de transformatiematrices voor een rotatie en een

spiegeling kan gezegd worden, dat een rotatie = product van 2 spiege- -

lingen.
{Zowel een spiegeling als een rotatie is een lineaire afbeelding; het
product van 2 spiegelingen is dus weer een lineaire afbeelding).

Een translatie is overigens ook als een product van twee spiegelingen
te beschouwen, De spiegels gaan beide door het oneigenlijke rotatie-
centrum, terwijl ook hier 84 willekeurig is te kiezen.

5 %
4 S ) 2
l?’ao
L/ 3
Th~

In het geval er 3 standen van het bewegende vlak zijn is er sprake van

Prar P10 Fazr 923 €8 Pyz0 043
7 a3 |
N Hoe is nu het verband tussen
?a,%; ?ia,‘e“ de hoeken ‘pij en de polen Pij?

Ga uit van de zg. pooldrie-

hoek P12P23P15.

P13 is een punt van stand 1,

dat op 2ijn plaats blijft als
het punt in stand 3 is gekomen,
In stand 2 is ditzelfde punt

terechtgekomen in P*B door ro-

tatie om P12 over ¢12. Het kqmt

tenslotte in stand 3 weer ir
P13 terug door rotatie om P2

over ¢23'

3
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Uit de figuur blijkt, dat dit alleen kan als

1 )
¥ PP Pry = 394, e

1
¥ P,ZPzJP.w ol 2T

R R R R R R e

~Het punt P13 was dus reeds
volkonen bepaald:

13 volgt uit de positiea van %

2. P23 en de hoeken ¢12 en ¢23. i‘

Ock de hoek ¢13 is volkomen be- lg

paald: ‘ ‘?

1

i:

| |

Voorbeeld van toepassing der discrete kinematica in de vlakke meet- ' b

kunde,




Stelling:

: Bewijs:
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Zijn de zijden van een willekeurige driehoek tevens
basis van buiten de driehoek liggende, gelijkzijdige
driehoeken dan zijn de middelpunten van de manliggende
driehoeken hoekpunten van een gelijkzijdige driehoek,

De punten 11. Aa an A3 zijn op te vatten als de positigs'

van een punt A van een bewegend vlak in de standen. 1, 2
en 3,

~ De rotatiecentra zijn resp. H3, M, en M,,

Dus M3 = P12, M1 = Péé en-M2 = P13. Voorts is

1p12 = (p23 = ¢51 = 120 .

Fa H1H2M3 is dus een polendriehoek, waarvan de hoeken over-
eenkomen met de hqlie verdraaiingshoeken, -zodat

[+
P12/2 ¥ Ya3/0 = 03qsp = 607,

De polendriehoek is dus gelijkzijdig.
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3

% Pia B2

( Pisg in \ atand 2)

i arres e e e

e + 1 .l -
, , 2 P12t 2 P23+ 2 93¢
VLIEGERVIERHOEK.

BoE A o
- FRPrl NE R

Pra *+ ¥p5 + 954 = 2m

e

e

Rotatie om P 2 over @429 gevolgd door rotatie om P23 over °23

rotatie om P5 over ¢31 voert het bewegende vlak weer in zijn ocor-

=

spronkeli jke stand terug. We kunnen ook schrijvent

'y 22 + 9,9 50 (mod. 2x)

(-op een veelvoud van 2n na)

P Gz gy Of 945 % 803.5-813"

Dit volgde dus o.a. uit het feit, dat P ¥ Vg = 0

e o e 1 #

Zijn 2 polen en 2 draailngshoeken gegevan, ‘dan volgt daaruit & :
3e pool en de 3e draaiingshoek.

a
|
'
|
Iz
o
1
kS
y
B
R}

a . Gegeven is pelendriehoek voor

3 de standen 1, 2 en 3 en het
feit, dat het punt A zich in
stand 1 in het punt A, bevindt,

Het punt 4, wordt dan gevonden

e LS

door rdtatié om P,, over de

L N AT SN

13 12 23°

Deze gbta?ﬁg kan worden ver-
vangen door 2 eopeenvolgende :
splegelingen, waarvan de eerste ¥

_ spiegel willekeurig door het ¥
rotatiecentrum kan worden gekozen, terwijl de tweede spiegel door het

rotatiecentrum moet gaan en de halve verdraailngshoek in de rotatie-

richting met de eerste spiegel moet malfen, Is de eerste spiegel de

1iin P12P13. dan ls dus de tweede spiek& P,,P,, ,omdat juist

T e AR i

12723
‘“’13 12“«23 r3 P12e
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Op dezelfde wijze volgt het punt A3 direct door rotatie om P23 over

de hoek < A = 49-2-3, maar ook door achtereenvolgens te spiegelen

2F2343
De eerste spiegeling voert het punt A steeds over in een z.g. fundamen-

taalpunt FA' We kunnen oqk zeggen, dat de drie spiegelbeeldpunten van

een fundamentaalpunt %.0.v. de zijden van de polendriehoek de posities
zijn van een bewegend punt in drie standen van het daarbij behorende
bewegende vlak, De opeenvolgende posities van een bewegend punt ncem¥
men ook wel de homologe punten van het vlak.

Aqv<‘2- A3. Ah’ A5 ess 2zijn dus de homologe punten van het vlak,

Drie homologe punten zijn dus de spiegelbeeldpunten van een fundamentaal=
punt t,o.v. de zijden van de polendriehoek.

In het glgemeen liggen de 3 homologe punten A1, A2 en A3 op een cirkel,.
Het middelpunt van de omgeschreven cirkel van 4 A1A2A3 valt samen met
het isogonaal verwante punt van het fundamentaal-punt FA met de polen-

driehoek als basisdriehoek. .
A1. AZ an A3 liggen op &én rechte, als FA op de omgeschreven cirkel van

AP“IEPZ}P‘!}
van de polendriehoek,

Drie homologe punten, die op één rechte liggen, zijn dus tevens collineair
met het hoogtepunt H. Er zijn oo veel rechten door H, waarop telkens

drie homologe punten 7iin te vinden.

gelegen is. Deze rechte gast tevens door het hoogtépunf b4

De omgeschreven cirkel van

A.A1A2A3 ontaardt in een van

haar raaklijnen. Hm is dus

te vinden in een richting
loodrecht de 1ijn door A, A

A}' H.

M, 1s het van E, isogonaal

2’

verwante punt, Fholigt ook

op de omgeschreven cirkel van

a P12P23P13.

FA is dus het snijpunt van de

met szpoo iaogopaal verwante

rechte (.,‘am,e.s:.’-rewen cirkelu van A n, ﬂ. g_‘) li:jn door ]?23 met de onmge-

schreven cirkel van 4 P12P23P13.

Ter contr8le dienen dan de spiegelbeeldpunten van FA t,0.v. de zijden van

de polendriechoek op de rechte door H te liggen, waarvan we zijn uitgegaan.
Er zijn in het a*gemeen & veel van zulke lijnen door H te trekken, over-
eenkomend met o Fh-punten op de omgeschreven cirkel van degpolendrie~
hoek.,

Vallen de punten A1, A, en A, samen, dan is dit funt een buigpunt geworden,

2 3

In de beschouwde samenvallende positie van het bewegende vlak liggen zulke
punten op de buigcirkel, 1

Ook hier is dit aantal dus o

L “1 GGy :-.g:' I e SR

R

R R e -l

- "
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De raaklijn aan de baankromme gaat in ieder buigpunt door de buigpool,
Het hoogtepunt H gaat in de momentane kinematica dus over in de buig-

co)l B .,
P p

Is het'punt A1 gegeven als het punt, dat in de discrete kinematica op
sen 1ijn 1igt met A2 en AB' dan gaat de omgeschreven cirkel van

AIH2P13 23 door dat punt en zijn A, en A3 te vinden op de lijn A H,

(Het eerste volgt uit het feit, dat FA' het spiegelbeeldpunt van A1

t.o.v. P12P13 op de omgeschreven cirkel ligt van 4 P, oF 13 23).
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ONTWERPVRIJHE;QSGRADEN.

De vraag kan worden gesteld:
hoeveel standen van de koppel-
stang AB van een stangenvier-
zijde (AOABBO) kunnen worden

voorgeschreven, indien geen
nevencondities gesteld worden.
Stel dat aantal is maximaal k.
Dan wordt dus gevraagd een vier-
zijde te construeren, die precies
het met de koppelstang verbonden
koppelvlak in k voorgeschreven
standen brengt.

Het vaste vlak wordt voorgesteld
door het assenstelsel XOY en het
bewegende stelsel deer X040

waarbij L = 1, ...y k.

De positie van het met de koppel-
stang onverbrekelljk wverbonden
koppelvlak wordt vastgelegd door
de volgende vrijheidsgraden:

Voor het punt Ao de beide 4it punt

7777777 X bepalende coordinaten in het
vaste vlak (2), Voor B, idem (2).

Voorts de drie stanglengten
A A, AB en B B (3). De positione-
ring van het koppelvlak X 04¥y

' t.o.v, de koppelstang AB. (3). Dit zijn in ‘totaal 10 vrijheidsgraden Py

welke in iedere positié van het koppelvlak dezelfde zijn. De bewegings-

vrijheidsgraad %, 18 van stand tot stand een andere,

Anderzijds wordtiin iedere stand het koppelvlak bepaald door de 3 getal-
len ay, bi en o, waarbij i = Ty eeey ki

We hebben dus het verband
‘1 = f(p,.s seay p1ov (Pi)

hi = S(P‘]' ceny po‘o’ ‘Pi)
0-1 = h(P.I, cony P10' (Pi)

In leders stand hebben we dus deze 3 vergelijkingen in de onbekenden Pqs
eess Py o0 9,

Voor k standen hebben we dus 3k vergelijkingen in (10 + k) enbekenden.
Deze kunnen hoogstens worden opgelost als het aantal vergeli jkingen
kleiner of gelijk is aan het aantsal onbekenden (Met meer vergelijkingen
wordt het stelsel in het algemeen strijdig).

We hebben dus dat

k= k + 10 of k ® 5,

Er ziin dus maximaal willekeurige standen voor te schri ven die de

stansenvierzijde volledig bepalen.




71 -

Van een koppelkromme kunnen maximaal 9 punten worden voorgeschreven.
Er zijn dus, mede op grond van de stelling ven Roberts, 3N stangene
vierzijden te vinden, waarvan het koppelpunt ‘deze 9 voorgeschreven
punten passeert, (N is een geheel getal >0).

Bewijs: Stel dit aantal punten is K. Dan zijn er dus k p031t1es van

het koppelpunt in het vaste vlak, welke in tptaal door 2k coordinaten

vastgelegd zian.

Anderzijds wordt ieder koppelpunt hepaald door 9 niet van de positie
afhankelijke vrijheidsgraden {nl, 2 voor A y 2 voor B o en 5 voor de

stanglengten A A oh AB, B B B. AK en BK resp.) en de positiehoek P .

Voor k standen zijn dit dus (9 + k) onbekenden.
2k coordinaten worden dus vastgelegd door (9 + k) grootheden,
zodat 2k =€ 9+ k of k & 9 q.e.d,

2ijn er minder dan 9 posities van het koppelpunt gegeven, dan zijn ar
ook meer stangenvierzijden te vinden, die een oplossing zijn van het
vraagstuk,

Lo magc_

b 8
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YVoorbeeld. We gaan nu uit van het geval, dat van de maximaal 5 voor te
schrijven standen van het koppelvlak er slechts 3 worden voorgeschreven.
De vraag wordt nu gesteld bij de 3 gegeven stenden van het koppelvlak -
een daarbij passende stangenvierzijde te construeren. Voor 3 standen be-
draagt het aantal vergelijkingen 3k = 9 en het aantal h@hekendgn k+10=13,
Er blijven dus nog 4 willékeurig voor te schrijven vrijheidsgraden over.
In het hier besproken geval worden de beide gestelpunten Aoren Bo-aange-

nomen.(Keuze van de
~gestelpunten Ao en

Bo neemt juiast 4 be-

palende coordinaten
weg). De drie gegeven
. Vlakstanden zijn in
"nevenstaande figuur
voorgesteld door de

3 gegeven standen van
het lijnltukgﬁﬁ>.
Hierbij is dus__
Oplossing: De pool
P12 vindt men in het

enijpunt van de mide
deloodlijnen van de
1ijnstukken CiC, en
D1D2. Op soortgelijke
 wijze gaat men te werk
blj de bepaling van de
polen P23 an P13. Daar-

mee is de polendrie-
hoek P12P23P13 gevon-

den.'Ao is het middel-

punt van een cirkel
-door A,y Ay en A3'

Het is om deze reden
tevens het isogonaal tcegevoegde punt vanm het fundamentazlpunt FA‘ En ook

ongekeerd is FA het isogonaal toegevoegde punt van Ao. Construeer dus bij
Ao het t.o.v. & P12P23P13 isogonaal toegevoegde punt FA. De spiegelbeeld-
punten van FA t.o.v. de 3 zijden van de polendriehoek zijn dan de houologe
punten Ay A2 en AB resp.. Op soortgelijke wijze vindt men met Bo de homo-
loge punten B1, BZ' BB' De gevraagde stangenvierzijde is in stanad *:
(A°A1B1B°). Er is slechts ¢én oplossing, Ter contrBle kan men nagaan of

Aa ook werkelijk het middelpunt is van een cirkel door A1, A2 en AJ en Bo
het middelpunt van een cirkel door B1, Bz‘en B,. Voorts dient de lengte

>

van de koppelstang ITB_.I ® AZBZ = A333, terwiijl O A1B1C1D1 :aAaBzca > =

;£1A33363D3. Er kan een onbruikbare stangenvierzijde uitkomen indien b.v,

een der stanglengten te lang uitvalt. Het is bovendien niet zeker of de
tussenstanden ook werkelijk kinematisch bereikt worden. Ook behoeft de

- volgorde van de drie standen niet die volgens de opeenvolgende nusmering
" te zijn.

i
SR
i

A

v ERADELER a0
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VIER DISCRETE STANDEN VAN HET BEWEGENDE VIAK,

<L.—;{~.J?\~dﬁ

Fa By T,
By Ta

B

Daar Pik = Pki zijn niet meer dan 6 polen voor 4 vlakstaﬁden aan te
wijzen. Omdat P = = 94 2ziJn er in wezen ook niet meer dan 6 ver-

~ draaiingshoeken, Niet alle polen kunnen willekeurig worden aangenomen:
- gaat men uit van de polendriehcek P12P23P13 dan is met het gegeven zijn

van P34 en de verdraaiingshoek w3u alles vastgelegd,

.J%*

Daarbij geldt voor de pooldqiehoek

zodat

g o0z ¥P5q = 0 (mod.2n),

Waar liggen nu de polen Pau en Ph1 en hoe groot zijn de verdraaiings-
hogken ¢y, en w1u? |
Voor 4 standen heeft men 4 polendriehoeken te weten

A P1 2P25P13

8 PP Py,
A Py3P5 Py
4 Py3P3Pay

TR T et e =

[
by

!
g
1

B e PSR S W e

i

P ie — =1,
% P12P23 31 de rglatle 3 ¢12+§w23-2w13 Tyii

i

:

% AR

3 ot
Pl i
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De gegevens zijn voldoende A
voor het construeren van 3
AP25P31+P“2 gevolgd door een "
_constructie van AP12P214P1+1:
l?et behulg van sz, P}h'

_E @23 en'é-wjk kan Pah worden

. bepaald, waarmee tevens 3 Py

is gevonden.

Terwijl met behulp van

p__p. 2 1
12 240 3 P12 oR 5 9y

de poaitie van pool P41 is

vastgelegd, Daaruit volgt

1
dan tevens 3 Pqy met de polen-
driechoek P12P2'+Pl+1 -

Er zijn 3 polenvierhoeken aan
te wijzen met oveenvolgende
nummering in de indices:
OPq2Pa3P34Fyq1 OPy3P31P, Py,

en O P;hpuapa‘!p‘l}'

:

A

v T, R e

Voor de eerste polenvierhoek
geldt, dat

¥ PioPoyPy = ¥ Py P5 Py en
datd PyoPoyPos =X PyqPoyPyo

De pool sz "ziet" twee over-

staande 2ijden van de polen-
vier#oek P12P23P3upu1.dus.‘
onder dezelfde roek. 1 ;

i

Evenzo is <X Fc.?P']BP:’)Ez -é-rtp‘]} =

=<i?P41P13P34, zodat ook

‘#—P12P13P41 ='¢:P23P13P34: ook P, "ziet" twee overstaande zijden van

dezelfde polenvierhoek onder geliike hoeken. ‘%
Op grond van de gelijkheid van de "zichthoeken" % P15 bi j P12 in de é

. LA e te ::f
pooldriehoeken Ph1P12P24 en P31P12P25 ziet" ook P12 twee overstaande :
zijden van de polenvierhoek P23P31P14P1+2 onder _@&e__l;t‘de hoek, }

In het algemeen: De twee polen, die geen hoekpunt zijn van een polenvier-
hoek, zien elk afzonderlijk de overstaande zijden van deze polenvierhoek
onder onderling gelijke hoeclen.
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Een andere mogelijke polenconfiguratie is in bovenstaande figuur getekend,.

. 2z . i P
Steeis is eén van beide hoeken tussen de lijnen Pikpil en Pik?lk gelijk

aan 3 ¢4y, In het voorgaande is stilzwijgend aangenomen, dat voor
<X AiPikAk (= mik) steeds de kleinste hoek van beide wordt genomen, zo-

dat ook in de twee polendriehoeken pilpikpkl de kleinste van de binnen- en

de buitenhoek bij het hoekpunt Pik gelijk is aan 3 Py Daarblj is de hoek

1 . . . . . -

(3 wik) van de lijn P&kpil naar de lijn Pig?l& linksom draalgnd positief

en rechtsom draaiend negatief te nemen. Een gevolg van de gemaakte afspraak

. 1

is, dat -nﬁZssé;gikfinéa.

(zie de consequentie van deze afspraak in bovenstaande figuur),

Opm.: Een andere mogelijke afspraak zou kunnen zijn, dat van de twee aan-
wijsbare hoeken AiPikAk steeds alleen die hoek wordt genomen, waar-
bij van de =zijde Aipik naar Akpik gaand, alleen een rotatie linksom

of alleen een rotatie rechtsom draaiend wordt toegelaten als k> i.
(Omdat op grond van een dergelijke afspraak de "zichthoeken" behalve
dat zij aan elkaar gelijk kunnen zijn, ook 180° met elkaar kunnen ver-
‘schillen wordt deze afspraak hier verder niet aangehouden),

Zoals uit Je laatste figuur blijkt, zien ook P,”+ en P23 de overstaande
zijden van de polenvierhoek P12P24P43P31 onder gelijke hoeken.
De poien die geen hoekpunt zijn van de polenvierhoek P12P24P43P31 kunnen

dus niet‘Willekeurig worden gekozen:!: ze liggen op de z.g. polenkromne,
welke de meetk, plaats is van de punten, die twee overstaande zijden van
de polenvierhoek P12P21+P,+3P31 onder gelijke hoeken zien,
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Aanwezig 1s ook een antipolenkromme, welke de meetk, plaats is van de
punten, die twee overstaande zijden van de polenvierhoek P12P24P43P31 _ ;

onder hoeken zlen, welke in absolute waarde aan elkaar zijn, maar een
tegengestelde orientatiezin hebben. Het is duideli jk, dat Pﬁh en P23

wel op de polenkromme, maar niet op de antipolenkromme zijn gelegen.

Men krijgt een andere anti-polenkromme, wanneer van een ander stel over-
- staande zijden van de genoemde polenvierhoek wordt uitgegaan. De polen-
kromme blijft dezelfde. Ligt de polenconfiguratie eenmaal vast, dan is

het voor de polenkromme zelfs onverschillig van welke polenvierhoek men

;itga?t: men komt steeds terecht op dezelfde polenkromme (het bewijs volgt
ater),

Uit het voorgaande volgt, dat de meetkundige plaatsen voor de beide_niet
in de hoekpunten van de polenvierhoek liggende polen, dezelfde 2zijn,

De meetkundige plaats van de punten, die een gegeven lijnstuk onder een
bepaalde hoek zien, is een cirkel, De meetkundige plaats van de punten,

die een ander gegeven lijnstuk onder dezelfde vaste hoek zien, is weer ‘%
een cirkel. Baide cirkels snijden elkaar in twee punten van de polenkromme. "
Andere punten van de polenkromme kunnen worden gevonden door telkenmale de 3

vaste hoek een andere waarde te geven. Voor de meetk, plaats van de punten
' ) C, waarvoor <& ACB,

een bepaalde waarde

b ' heeft, geldt, dat 5
' ' tan 4 ACB = m = ge- i

geven, ' b

Y=a-§p 2

_ _g)-tanc-tanp i
m=tan(a B)'1+tana.tanﬁ 2
!

Nu is met inachtneming

van de tekens! Y

J=3 Lo

tana = x-xz
2

en .
y’Y1

tanp = X%, .

een verband tusaen de
coordinaten van C.
Y2 T
X=X, X=X,
m= .
3'3’1 3‘3'2
T4

’ X=X ¢
2 {

%
4
!
7
]
Dit geeft gesubstitueer 3
F
g

xX-X
: 1
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Teller en noemer vermenigvuldigd met (x-x1)(x—x2) geeft

(x-z1)(y-y2) - (x-ta)(y-y1)
ho= (x—x1)(x-xaf + (y-y1)(y-y2)

of

2 2 | '
n Ex +y -(x1+xa)x-(y1+y2)y+x1x2+y1yai +x1(y-y2)-x2(y-y1)+x(y2-y1) =0

of
!E*B * LLB = 0,

Hierin stelt
c ; xa+ya-(x %, ) Xe(F 47, ¥4 X+ Y. T, = O
AB — 7 1772 1772 1727172
Ige vergelijking voor van een cirkel door de punten A en B en middelpunt

X% 71"2
(===, ) in het midden van lijnstuk AB,

c}B is dua_een cirkel met het 1lijnstuk AB als middellijn.
Voorts stelt

Lig= 11(y-y2)-x2(y—y1)+x(y2-y1)§= 0
de vergelijking voor van een rechte door de punten A en B,

LAB is dus de rechte AB,

AB IH = 0, is dus de meetk, plaats van de punten, van waaruit het lijn-

stuk AB onder .de hoek arc tan m wordt gegzien,

Voor het l*jnstuk CD is de hoek arc tan m dezelfde. De tweede msetk. plaats
hee!t dus Ge vergelijking ,
GD + LCD
De grootheid m is de veranderlijke bij het zoeken naar de meetk. plaats
van de snijpunten, van waaruit de lijnstukken AB en CD onder dezelfde
hoek gezien worden, Eliminatie van m geeft dus

ncCDCAB + LABCCD = 0

ICCDCAB + LCDCAB =0

O, de vergelijking van de polen- of van de antipolen-

L, 5CcpasaLopCap =0
" kromme., Zij is van de 3e graad,

aABxCDazax (D=

De meetk, plaats van de punten, van waaruit de lijnstukken AB en CD onder
hoeken gezien worden, die elkaars supplement zijn, vindt men door eliminatie
van m nuit:

ICAB + LAB =0  aen

-2Cap+ Lep
zodat

L. .Crpn_* ; Cop.=.9r de vergelijking van de antipolen- of van de polen-
=AB=CD=222CDIABa==3’ kromme is. (Eveneens van de 3e graad),
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Daar zowel LAB als CAB door de punten A en B gaan is dit ook met de polen-

kromme het geval, De polenkromme gaat dus door de hoekpunten (A, B, C énth
van de polenvierhoek., Zowel CAB als CCD gaan door de isotrope punten 11 an 12.

Dus ook de polenkromme. De polenkromme is dus een circulaire kromme,

Voor 4 standen van het bewegende vlak is het onverschillig van welke polen-
vierhoek men uitgaat: De drie polenvierhoeken leiden steeds tot dezelfde

polenkromme,
Bewiis: Twee polenvierhoeken hebben steeds twee overstaande hoekpunten ge=

" meen, VYoor de polenvierhoeken P12 2u943 31 en qu 13 32 zijn de
hoekpunten P13 en Pl+2 gemeenschappellak De door deze pelenvier-

‘hoeken voortgebrachte polenkrommen 2zijn resp. p en p'. Beide krommen
zijn van de 3e graad. Daar een kromme van de %e graad in het algemeen
de gedaante heeft van

x3+a 2 +a.X 2+a 3+a x2+ Xy+ 2+ X+a ¥+ 0.

X y+a, Xy By 4 A Xy+8gY +a, 8y ag =

2zijn 9 punten voldoende om de coefficiénten van deze vergelijking
vast te leggen. Een 3e graadskromme is dus, door 9 punten gaande,
bepaald. p en p' hebben reeds de 6 polen on de beide isotrope punten
gemeen, Het is dan voldsende om aan te tonen, dat p en p' in een van

de twee gemeenschappelijke hoekpunten ook dezelfde raaklijn t heeft,
‘De riehting van de raaklijn t in het hoekpunt P42 volgt uit het ge-

‘ ;315 zijn van de zichthoeken vanuit een van Pug "ngbur;g" punt op p.
.zodathBPathu = L PPt '(P,m en I"23 zien nl. ook 2 overstaande

‘ : zijden van de polenvierhoek.
P12 PN 43 31 onder gelijke
hoeken), wau
Voorts is 4 P.‘2 o4 F L1 =
= §:P32P24'u3, zodat ook
$PasPauPrz = 4 P5Fiofy, on
dus is dan volgens de figuur
ook {P23P2l+t = 4 P13P2hP41.

Daar in een van Pau naburig

punt op p' de zijden P23P2h

en F1 Py, van O Py PPy Py
onder gelijke hoeken gezien

waaruit met het yocorgande
volgt, dat t = t', hetgeen
bewezen moest worden.

T

e

et

e e R T o R S R TR

worden, 184 PyyPy,t"=4PysPolqe

o Jin e AR R st v
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De polenkromme kan de gedaante (a), de gedaante (b) met een retel dubbel-

punt of de gedaante (¢) met twee reéle takken aannemen.

Zoeken we nu naar de meetk, plaats van de middelpunten van cirkels, waarop 5

: 4 homologe punten zijn
gelegen. .
Gaat men uit van 4 zulke
punten op een cirkel, dan
A M.P. veer Pz ligt P,, op de middellood.

M.P voar Pi3 lijn van A1A25 sz op de

middelloodlijn van A2A3

M. P. veer P23

enz., Deze middelloodlijne:
M.P. vaer P 24 gaan alle 6 door M.
e Voorts is '
1 .
Mo veer P34y P12MP24=§(4A1¥A2+{A2}1A4)
of 4

1
=nes (A MA+ JAMA, ),
terwijl ook
1
4Py 3MP3h=EfdA1MA3+{A3MA4)
1

of = n-—z-({A.lMAu), .1
zodaty P WP, =4 PiMPy, of P MP,, = n-<iP13MP3h, N
Vanuit M ziet men dus de lijnstukken P12P2h en Pﬂ3pjk van de polenviarhoek

P12p24P43P31 onder gelijke of onder supplementaire hoeken. :i

De gezochte meetk, plaats valt dus samen met de polenkromme of met de antie
polenkromme. De meetk. plaats van de middelpunten van cirkels, waarop # homo-
loge punten zijn gelegen wordt ook wel de middelrpuntskromme genoemd,

T4 . y -
Ligt M op eén van beide antipolenkrommen, behorende bij[] P12P24Ph3P31, dan

i één van beide de middelpuntskromme; maar dan zijn er 2 polen te vinden, die
niet op de middelpuntskromme liggen, nl, P1h en P23. Zulke punten zijn echter °

wel middelpunten van cirkels op ieder waarvan &4 homologe punten zijn gelegen,
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Dit blijkt uit het volgende:
uitgaande van de gegeven polen-
configuratie, wordt een punt 32

gekozen, zodanig, dat
. 1
<TPy4P1Bp = 3 9 a0
' 4
2F23Fu1 = 3 9530

AR
—
: %oals uit nevenstaande figuur

blijkt 1iggen de 4 homologe punter

B1. B2' B3 en Bk dan op een cirkel

om Pb1' De pool P41 dient dus ook

op de middelpuntskromme te liggen.
De middelpuntskromme kan dan niet
een antipolenkromme zijn, zodat de
polenkromme % middelpuntskromme.

‘De middelpuntskromme is dus ook

een 3e graads kromme, welke circu-

lair is. Deze kromme uit db discrete kinematica kan ontaarden in een rechte
lijn en een kegelsnede. Zolang deze rechte lijn niet de oneigenlijke rechte
is, is de kegelsnede een cirkel, omdat de kromme door de isotrope punten
moet blijven gaan. In het andere geval is de kegelsnede een hyperbool, In

‘de momentane kinematica Xon de middelpuntskromme nl. ook ontaarden in de

oneigenlijke rechte en een hyperbool. De middelpuntskromme uit de momentane
kinematica ontstaat uit de gelijknamige kromme van de discrete kinematica
door limietovergang, waarbij de vier discrete standen van het bewegende vlak

tot een limietstand naderen.
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