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KINEMATIKA

Bewegingsleer

De leer van de vlakke beweging.

In dit collegediktaat blijft de ocorzaak van de beweging buiten beschouwing:

over (massa)krachten wordt niet gesproken.

De beweging van een punt.

Punt A beweegt zich ten opzichte van het

stelsel x - 0 - y. De coordinaten van A zijn

dan funkties van een of andere parameter (t):
Ex = x(t)
¥y = y(t)

H

(%,y)
x(t)

waarhij

en

I |»

Daar deze notatie minder frasi is, hanteert men liever de schrijfwijze:
x= (x, x,)

samen met
x | | Ex - 2, (t)

~

A (2,,%) 1
X, = X,(t)

In het algemeen mogen we veronderstellen dat dit "nette" (en dus
differenticerbare) functies van de tijd zijn. Differentiatie naar de tijd
geeft dan

X=X, X,)
De componenten van de tijdsafgeleide van een (plaats)vector zijn de

tijdsafgeleiden ven de coordinatem van deze vector.



In het algemeen heeft men de volgende vector-operatiest
1. Het optellen van 2 vectoren’ u + v.
2, Het vermenigvuldigen van een vector u met een scalair getal A, geeft Au
3. Het inwendig produkt of scalair produkt, van 2 vectoren, al of niet
verschillend: (u,v).

L. Het vectorprodukt, ook wel uitwendig produkt genoemd van 2 vectoren:

uxyv.

5. Het differentieren van een vector: &.

Er zijn de volgende rekenregels!

—(u + ¥) =0+ %, omdat

Voor de beweging van een punt geldt, dat
X = X(t) en X + &ax = %X(t + 1),
Heeft het punt de weg A x afgelegd, dan is de

tijd met T sec voortgeschreden,

Beweegt het punt zich eenparig voort langs de

baan, dan is ¥ =4-$£

Is dit niet het geval, dan is per definitie:

: aad — |

- : X +Ax)- x
¥y = lim d""; w lim SE"—‘E—-———: =

T—0 T—00

x(t + 1) - %X(t)
C

= 1lim
10

= lim
T

r1(t + 1) - Jt.l(t) xa(t + 1) -Xa(t)}

T ! T

fr, ), 2,00} = &(t), zodat ¥ = 2.




g = (R,] |&2)

® dkz/d”%— dx2 a4y

i1 = dkTﬁ}t,a dx1 T odx
e

tan ¢ = ;é .

1

Dus de snelheidsvector raakt san de basn.
Voor de versnellingsvector is dit echter

) niet meer het geval.
Per definitie is a = ¥, zodat a = & = & (spreek uit: de "dubbele-fluxie"

van X).

a= (ﬁ1,ﬁ2)
Bij een rechtlijnige beweging van het punt A

valt a langs v.

T' Is dit de enige beweging waarvoor dit het
geval is?
Indien a langs v valt, geldt dat
o £1 = - zodat R ¥ k.% 0
— X, = . - = .
k75 1%2 1%2
Dit heeft tot gevolg, dat ook de uitdrukking:
. ra " 7 hs
k, &% -x% %

g = ————=—— = 0, zodat = constant.

a_
at &, C(x,)?

E)

i
Dus %, = c.X,, zodat X, = c.Xy+d (of y = ex +d),

De laatste vergelijking is een vergelijking van een rechte lijn, zodat
alleen voor de rechtlijnige beweging van een punt de versnellingsvector
8 langs de snelheidsvector ¥ valt. (Men kan ook zeggen, dat zolang a = Ay

beweegt het punt 2zich langs een rechte).

Indien alv, dan geldt, dat

. . 2 2 2 2 2
2(a,v) = 2i1x1 + 2x2x2 = 0, zodat k1 + 82 = ¢ endus v = ¢
zodat 2{ =cen B=ct+ d {of 8 = vt + so).

In dat geval is er dus sprake van een eenparige beweging van het betrokken

punt,




Bij een eenparige rotatie om een vast punt bijvoorbeeld, is a 1.1.

Pit is ecen eenparige cirkelbeweging).

Algerieen! (51,ﬁ2) = a-=

Am

+ 8

R o 2R %p) + plR %),

a a
-n -t

Hoe groot is nu & ?
-n

-

Daartoe wordt de betrekkting inwendig vermenig-
vuldigd met (-%,,%,).

Er komt dan:

a ey Xy R * * ﬁ - k(.2 .2) £
' Ry R = AKX °
Xk, - X%,
A=
. 1 2
X - x.X
1 2 1 2( ] -
Dus a_ = =3 \«xz,x1)
x,l + x2 . e .
1 %% T %%
Nu is op grond van een definitie voor de kromtestraal R= 7.2 .2.3/2
(%S + %5)
1 2
dat = 2V52 & ia(- * 1\/ 2 ;? % + ;E' e
zodat & R 1 2 1 x5 -8y
c‘._v....._.l
vl
Dus
(v,v) _—
28 "R % (met e = 1.

Dit is de normale versnellingscomponent, wellke altijd naar het kromte-

middelpunt gericht is. Het is de centripetale versnellingscomponent.

De beweging van een vlak

Het punt A is een vast punt van het

D4 ', Ary) bewegende vlak x - o - ¥y, dat planparallel
1 \ N beweegt ten opzichte van het "vaste" vlak
x X-0-1%,
ay - ¢ / e
. ’ . P Tussen de coordinaten (x,¥) van het punt
[ e i A in het bewegende stelsel en de coordinaten
//1§’ -~ ; (X,Y) van datzelfde punt A in het "vaste"
0 e —n X

stelsel bestaat het verband:

X = xcosyp - ysing + a
Y = xs8inyp + yrnso + b




Hierbij zijn a, b en ¢ tijdsafhankelijke parameters.

Dus a = a(t), b = b(t) en ¢ = @(t).

Daar het punt A een vast punt is van het bewegende stelsel, zijn de
coordinaten (x en y) van dat punt onafhankelijk van t.
Differentiatie naar de tijd geeft dust

N
X= -dxsing - dycosp + & = -P(xsinep + ycose) + &4 = -(¥ - b) + &

$(X - a) + B

¥ = ¢(xcosp = ysing) + B

Dus

i:‘.= -(.'b(Y - b) + &

Y= d(X-a) + B

Deze betrekkingen geven de snelheidsverdeling over het vlak aan.

¢(spreek uit fluxie ¢} is een grootheld, welke voor iedere rechte van het
bewegende vlak dezelfde waarde heeft en daarom karakteristiek is voor het
hele bewegende vlak.

¢ is de hoeksnelheid van het bewegende vlak.

(a,B) = ¥, is de snelheidsvector van de oorsprong van het bewegende
(assen)stelsel.

Men kan zich afvragen of er punten van het bewegende vlak te vinden zijn

die de snelheid nul ten opzichte van het referentievliak X - O - Y hebben,

Voor een punt P wasrvoor dit het gevsl is, geldt dan, dat

-b" en

0= =3(¥Y_ ~-Db) + & (X ~ a)
P zodat P

0 =‘¢(IP -a) + b ¢(YP - b) a

Dit zijn juist 2 lineaire vergelijkingen in de onbekende coordinaten

It

(Xp,Y ) van dat punt P, Indien ¢ # O, dan is er precies £dn oplossing:

X =
P

1|
[

a

|
+

YP=

Dus zolang ¢ # O is er op ieder moment een punt P te vinden uit het

+ b

S|

bewegende vlak, dat de snelheid nul heeft ten opzichte van het referentie-
vlak. (Opm., Dit referentievlak X - O - Y behoeft niet noodzakelijk stil

te staan!),




Het punt P met de genoemde eigenschap wordt de snelheidspool gencemd,

'
In het bijzondere geval, dat ¢ = O hebbern alle punten uit het bewegende
vlak dezelfde snelheid ¥ ten opzichte van het‘referentievlak. Dit wolgt
uit het feit, dat in dat geval X = & en ¥ =B,

Is op een ogenblik ¢ = O, dan spreekt men van een instantane (of ook wel

momentane) translatie(positie).

Is ¢ voor een langere periode identiek gelijk aan nul, dan wordt gesproken
van een translatiebeweging gedurende deze periode.
Uit de betrekkingen:

voor de coordinaten van de snelheidspool P, blijkt tevens, dat voor het
geval -0, dat dan P—» PP Met andere woorden, zodra de hoeksnelheid van
het bewegende vlak nul is (ook wel: zodra het bewegende vlak zich in een
translatiepositie bevindt), is de (snelheids-)pool een punt van de
oneindig verre rechte (ook wel een oneigenlijke rechte genocemd).

(Opm. De oneigenlijke rechte bestaat uit oneindig veel oneigenlijke

punten). Y

8 . a .

Omdat voor het geval dat ¢ = O £ = 1im - = -2
X . B
P ¢—r0-$ + b

ligt de richtingscoefficient vast en wordt het duidelijk in welke richting
het punt P dan gezocht moet worden, zodat hiermee is komen vast te staan
welk oneigenlijk punt van de oneigenlijke rechte de pool is,

Is, in het algemeen $ # O, dan is het mogelijk de oorsprong o van het
coordinatenstelsel x ~ o - Y van het bewegende vlak in de pool te kiezen.

Dan is dus & = O en ook b = O, terwijl bovendien a = Xp en b = ¥ ,

Dus
% = -d(Y - YP) De snelheid van een punt (X,Y) is dus evenredig met de
. d
Y= (X - X ) afstand van dat punt tot de pqol P,
P Laat men bovendien de oorsprong van het referentievlak

X -0=7TY met de pool P samenvallen, dan is ook nog XP = YP = 0,

zodat dan

R = -0Y

i=q':ix




Tenslotte kan nog de X-as zédanig gekozen worden, dat een willekeurig

punt A een punt is van het positieve deel van de X-as. Dan is dus A(c,0)

en ¢ > 0. Voor zult een punt geldt dan, dat
%\\:0
%

Hieruit volgt, dat de snelheid Y.

= EI; van het willekeurige punt A

loodrecht staat op de verbindingslijn PA. Deze verbindingslijn wordt

ook wel poolstraal genoemd.

Is ¢ > 0, dan is v -YA>0 anders <€ 0.
e

(In formules v x PA

A
¥, = Q ; waarbij w = §

op het referentievlak op een wijze, -

zoals overeenkomt met een links

georisnteerd coordinatenstelsel).

vlak geldt, dat

Voor twee punten A en B van het bewegende

VB/VA = PB/PA

N en
P
. e tan t'B'PB = w = tan ¢ AVPA
ox waaruit wigt , dat A4 A PA~ AB FPB (met
l ETozzc=omxosSzEss
w . gelijkblijvende orientatiezin van de
_ driehoeken), B )
Hierop berust een sqelheidsconstructie.v”pﬁ“ o -
De op de pool P gerlchte vectoren KK' P enziJ

genoend.

-l
w x PB

«
n

worden de polaire of loodrechte snelheldsvectoren

e .,
. _Ar Voor de punten A en B van het bewegende vlak geldt,
v, =w x PA
z A A =

dat




zodat
¥p = Y, = ux (f’g - f’i) = w X KE D e
en geldt voor het inwendige produkt, dat By

— - - e B
(vg = ¥,y 4B) = (w x 4B, AB) = 0, >

Met andere woorden

(xg» A%) - (0 A,

zodat

B

v .cos(:B,Kﬁ) = VA.cos(xﬂ,Eﬁ)

De componenten van de snelheidsvectoren van 2 punten in de richting van de

verbindingsliin van deze punten zijn steeds aasn elkaar gelijk.

Dat punt van de bewegende rechte AB, waarvan
de snelheidscomponent in de richting van AB
juist samenvalt met de snelheidsvector zelf
van dat punt, wordt het glijdpunt G genoemd.
Het wordt gevonden als voetpunt van de uit P
op AB neergelaten loodlijn. Het glijdpunt G
is het enige punt van de rechte AB, dat een

snelheid heeft in de lengterichting van de

rechte. (Later zullen we zien, dat dit punt

G ook het punt is, waar de bewegende rechte san haar - in het referentie-

vlak gelegen - omhullende raskt.

In het speciale gevsl, dat ﬁﬁ;//ix;. is de pool P te vinden in het

snijpunt van AB met Ava.
(Het is duidelijk, dat dan AB X AA_ en BB, omdat
in de richting

A
van AB niet gelijk aan elkaar =zijn).

anders de componenten van Yg en ¥
Zijn bovendien Yo 0 Yp ook nog in grootte aan elkaar
gelijk, dan wordt, zoals reeds eerder is opgemerkt,

het snijpunt P van AB met Ava een oneigenlijk punt,



Enige voorbeelden van het construeren van de pool P,

Krukdrijfstangbeweging.

scharnisrand aen bhet i
getial firimevdan stmaf i Het punt P kan in iedere stand worden

gevonden in het snijpunt van de poolstralen
A A en 15(’;13. Steeds is daarbij BffB.Lde

leibaan 1 (De baan van B is de rechte 1,

waarvan het kromtemiddelpunt (Bo = B:ﬁ
Wruishetd een oneigenlijk punt is, te vinden in een
. richting L 1). De genoemde constructie

berust op het feit, dat de poolstralen PA en PB samenvallen met de respec-

tieve baannormalen Aon en B:ﬁ!van de basnpunten A en B van de drijfstang,
In de positie, waarbij de kruk AoA loodrecht staat op de leibaan 1, wordt
P = p®= Bgo.

De uiterste standen van het "kruishoofd" B op 1 worden bereikt in de twee
posities, waarbij P = B, Dit treedt op, indien de kruk AA in €én lijn ligt
met de drijfstang AB. In de beide keren, dat dit het geval is, bevindt B
zich in een omkeerpunt op 1 en staat B daar momentaan stil. (Opm. Dit
blijkt cok in zijm algemeenheid op te gaan: keerpunten van banen 2zijn
punten, die stil hebben gestaan en zodoende eens pocl zijn geweest; het

zijn dan ook allesn punten van de z.g. '"bewegende polode", die een of

meerdere keerpunten in hun baan doorlopen.)

Teken nu zelf als cefening de meetkundige plaats van de punten P, zoals

deze zich aftekent in het referentievlak, in dit geval het vlak van het

gestel (AoBgﬁ). Deze meetkundige plaats wordt ook wel de vaste polode

genoemd,

Stangenvierzi jde

Het punt Bo is nu - in tegenstelling met het
voorgaande geval - geen oneigenlijk punt meer,
Beide punten A en B doorlopen cirkels of
delen daarvan,

Het bewegende vlak is vast verbonden met de

koppelstang AB en wordt in dit geval koppel-

vlak genoemd, Het punt C uit dit vlak
beschrijft een koppelkromme.
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| Het snijpunt P valt weer samen met het

snijpunt van de baannormalen cld en BB.
Bij beweging van de kruk oA rond «,

slingert of roteert het punt B rond B
en doorleopt het telkens optredende

snijpunt P een kromme van de 8% graad,
zoals we later zullen zien. (Teken nu
zelf weer als oefening de meetkundige

plaats van punten P, zoals deze zich

aftekent in het referentievlak van het

; o ; IIIITITIIII7, gestel aB). . L )
\ ' Overbrengingg¥erhouding voor de hoeksnelheid.
: Is de ‘hoeksnelheid o, 'van de ingaande kruk

N i
A constant, dan is zulks niet het geval voor de uitgaande hoeksnelheid

w van de uitgaande schakel BB, Men noemt I = wu/wi de overbrengingsver-

houding voor de hoeksnelheden,

Daar het alleen om de verhouding wu/mi gaat, is het mogelijk zonder de
algemeenheid van de beschouwing aan te tasten, de hoeksnelheid wy = 1
te nemen (= op de getalwaarde 1 te "normeren"),

Uit de figuur blijkt dan onmiddelli jk, dat

BB
I = 22 2w = . Qo
Wy u BB Qp

o]

i
Dus DEE = g% (Algemeen geldig, ook als Wy A0
i

€

Ligt Q tussen de punten « en P, dan is deze verhouding nesatief,bmdat

EB ern aA op dat moment met tegengestelde draaizin bewegen. (Q heet het

collineatiepunt van de vierzijde).

‘Ligt Q@ buiten het interval EE, dan is I positief
C

en roteren de beide krukken in dezelfde draaizin,

In het geval B = Booontstaat in het algemeen het

Z.g. excentrische krukdri jfstangmechanisme

(excentriciteit e, zie de figuur).

Geef een zinvolle definitie van I in dit geval

en leid daarvoor een meetkundige relatie af,




waarin sprake is van het collineffatiepunt Q.

. Elliptische beweging.

'Ook deze beweging kan als een bijzonder geval

van de koppelstangbeweging van een stangenvier-

7zl jde worden beschouwd. Hier is a = a® en B = B‘f

Graad van de poloden,

De graad van een algebraische kromme is het

maximale aantal snijpunten met de rechte 1lijn,

7777777 Zo heeft een kegelsnede op z'n hoogst 2 snijpunten
met een rechte en is dus van de 2° graad, De
‘stropho{de daarentegen is van de 3e graad en
heeft dan ook ten hoogste drie {snij)punten gemeen met een rechte,
| e De kromme heeft met iedere rechte drie snijpunten
! gemeen! in vele gevallen is dit slechts eén reeel
snijpunt en twee complexe snijpunten. (Andere
mogelijkheden zijn er niet). Voor het bepalen van
de graad van een kromme dienen dusbij een willekeurige
rechte ook de complexe snijpunten te worden
meegeteld,

Voor het bepalen van de graad van de vaste
pelode *)bij de koppelstangbeweging van een
stangenvierzijde, kiezen we de gestelrechte als
de hulprechte waarmee we het aantal resle snij-
ﬁunten met de kromme gaan bepalen, dat maximaal
kan optreden,

De vraag kan dus gesteld worden, hoe vaakaget

voorkomt, dat de pool P op de gestelrechte af

terecht komt bij beweging van de kruk ad.
P(al,PB).

!)Dit is de meetkundige plaats van de punten P zoals deze zich aftekent

in het vaste vlak.
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Dit gebeurt wamneer oA langs of valt en ook wanneer PB langs of valt.
(Het geval, dat zowel oA als BB langs of vallen, kan beschouwd worden

als een triviaal uitzonderingsgeval).

Valt BB langs of, dan is o =P,

'Hoewel deze stand van EB niet bij iedere stangenvier-
zijde bereikt kan worden, dient deze stand cok in dat
geval als een niet reele positie (en dus complexe
oplossing) te worden meegerekend, zoals voorheen is

uiteengezet. Ook de ten opzichte van of gespiegelde

stand van de hierboven getekende positie dient als

)

“=®» a b i een al dan niet reele mogelijkheid te worden rJ:c—:-'eget«seld.’E
In totaal dus reeds 2 al dan niet reele mogelijkheden

voor P om met o te kunnen samenvellen.

Behalve de reeds genoemde rmogelijkheld, waarbij FB het gestel of al dan

niet ten dele overlapt, bestaat ook nog de al dan niet reele mogelijkheid,

waarbij PB in het verlengde komt van of. Tellen we ook hier de spiegelstand

mee, dan blijkt alles bij elkaar genomen dat P ten hoogste U4 keer met «

samenvalt, Op dezelfde wijze kan P ten hoogste 4x in P terechtkomen, zodat

de vaste polode een 8e graads kromme is (n.l. & + 4),

Bij de elliptische beweging is het vaststellen van de graad van de bijbe-

horende vaste polode een stuk gemakkelijker!
e omgeschreven cirkel van @ OBPA heeft OP tot
middellijn, waarvoor geldt, dat OPsina = Eﬁ,

zodat OP = AR/sina = constant (d.w.,z. onafhankeli

van de tijd t). De meetkundige plaézgrvai défpﬁiié;
P, zoals deze zich aftekent in het vaste vlak, is

dus een cirkel rond @ met straal AB/sinc. Dit

is de vaste polode. Het midden M van de straal 0P

'van de vaste polode ziet in iledere stand de

Noot: Van het getekende dubbekrukmecﬁﬁnisme ku;agﬁmde gesplegelfe posities

x)

niet worden bereikt zonder loskoppelen. Zij worden desondanks toch als

een reele mogelijkheid meegeteld,
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staaf AB onder de vaste hoek 2a, terwijl bovendien MA = MB blijft. Het
midden M vormt dus met AB in iedere stand een starre driehcek. ﬁéiniéﬁap deze
wijze te beschouwen als een vast punt in het bewegende vlak, De afstand

MP van de pool P tot dit vaste punt M uit het bewegende vlak is ook constant
n.l. AB/2sina. Zodat de meetkundige plaats van de punten P, zoals deze

zich aftekent in het bewegende vlak eveneens een cirkel is en wel een

cirkel rond M met strasl %ﬂB/sina. De bewegende polode 1is dus in dit
geval de cirkel (M, %AB/sina).
\

De beweging van de rechte hoek

De beweging van de rechte hoek (in de figuur

als tekendriehoek getekend in twee posities
n.l. €én op tijdstip t = O en &én op tijdstip

t =t wordt vastgelegd door 2 kenmerkent

19

1% . Het hoekpunt o van de tekendriehoek x - 0o ~ ¥

‘ beweegt langs een gegeven kromme k, gelegen in

het referentievlsk X - 0 - Y,

2, De x-as van het bewegende coordinatenstelsel

X -0 - ¥ 1s steeds raaklijn aan k.
De vrsag kan nu worden gesteld, waar ligt nu de pocl van het bewegende
vlak ten oprzichte van het referentievlak?
Op het tijdstip t = O (meestal overeenkomend met het tijdstip of liever
nog de positie van het bewegende vlak, die we willen onderzoeken) is het
mogelijk het '"vaste'" assenstelsel X - O - Y 20 te kiezen, dat dit samen-
valt met het bewegende assenstelsel x - o - y. Het 1s duidelijk, dat dit op
het tijdstip t = t,I dan niet meer het geval is. (Dat neemt overigens niet
weg, dan indien de positie, overeenkomend met die van het tijdstip t = tiy
van bijzondere interesse is, het altijd mogelijk is, een nieuw "vast"
assenstelsel te definieeren zJ, dat op tijdstip t = t, de assenstelsels
samenvallen, Hieruit volgt natuurlijk, dat dit dan niet hetzelfde vaste
assenstelsel is als voor t = 0). _
In ieder geval bestaat voor het punt (X,Y) uit het referentievlak en het

daarmee momentaan samenvallende punt (x,y) uit het bewegende vlak de

relatie
X = x¢08 ¢ - ysing + a ; of |z - Ee1¢ + 00
Y = xsing + ycosgp + b
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waarbij 2 = X + 1Y en z = x + iy.
De coordinaten a en b van de bewegende oorsprong o zijn functies van de

tijd t. Hetzelfde is het geval met de variabele .

Dus:
a = a(t)
b = b(t)
¢ = @(t)

Eliminatie van de parameter t geeft de vergelijking voor de kromme k,
wWaarlangs o zich beweegt.

Nu komt tan¢ overeen met de richtingscoefficient van de raaklijn x (op
tijdstip ¢t = t1). Anderzijds wordt de raaklijnvector vastgelegd door
(4,8), zodat met tany = B/A

1 a B
coBp = = en sing =
§i1 + tanzw i;é + B . a + b

Differentiatie van de uitdrukking voor cos$ naar de tijd levert dus:

boine « EVET + 87 - a(a® . 81 72(a5 4 )
~¥sing = .2 2
(&~ + 89)
zodat
_psine - BT+ %) - a(aE + 86) _ EB° - aph
(82 + 87)3/2 (a2 + 82)%/2

Substitutie van de uitdrukking voor sing geeft dan:

Y - ar Y od - LLd N . 1
a + é. + ~ v -
R-1 v
o] o]

Nu is op grond van een reeds eerder in dit dictaat gebezigde definitie

voor de kromtestraal Ro van k ter plaatse o

Dus v = wR

waarbij ¢ = w de hoeksnelheid is van de rechte hoek.
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De pool P van de rechte hoek ligt op de baannormamal door o van k!

afgeleide betrekking ligt P precies in het bij o horende kromtemiddelpunt

van k. Immers pas dan is de snelheid v, van o juist w.RO. N

— -—tp
Dus oP = R omdat o= e x oP

Dit wordt de stelling van de rechte hoek genoemd,

Daar P steeds op de y-as van het bewegende stelsel te vindenr is, blijkt

ook, dat deze y-as de bewegende polode is. (Het is de meetkundige plaats

van de punten P in het bewegende vlak).

De verzameling van alle kromtemiddelpunten successievelijk toegevoegd aan de
opeenvolgende punten o van k, wordt de evolute van k genoemd. Het is een
kromme, gelegen in het referentievlak.(Het vaste vlak van k dus). Op grond

van de stelling van de rechte hoek is de evolute dus de vaste polode, omdat

de evoluut de meetkundige plaats is van de punten P roals deze zich in het
referentievlak aftekent,

De beweging van de rechte hoek kan dus ook worden gekarakteriseerd door
een zuivere afrolling van een bewegende rechte y over de evoluut van k.

leder punt van deze rechte y beschrijft een kromme, welke een aequidistante

is van k, Ieder van deze aequidistanten heeft dezelfde evolute. Bij de
evolute daarentegen horen oneindig veel asequidistanten, die ieder wvoor 2zich
basiskrommen kunnen zijn voor eenzelfde voorgeschreven beweging van een
rechte hoek. Er zijn dus oo veel manieren ;m dezelfde beweéiﬁéwvoért te
brengen. Het is in principe mogelijk voor een groot deel van de kinematica

de stelling van de rechte hoek tot grondslag te nemen.

Relatieve beweging.

Er zijn 3 ten opzichte van elksar bewegende vlakken
ﬁ\ V1, V2 en V3' In V1 ligt het assenstelsel X - 0 - ¥,
yt 3 % in V, het stelsel x - o - y.

ty oMy, Een punt A is een punt van V Dit punt beweegt dus

3.
S t.a.v. V2 dat op zijn beurt weer t.o.v. V1 beweegt,

d _ Ter plaatse A liggen eigenlijk 3 punten: het eerste

o W]—X ~punt A is een vast punt van VB’ het tweede een vast

punt van V2 en het derde een vast punt van Ve
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We kunnen schrijven, dat

x=2 + b4 § (spreek uit ksi)

of

= 213x * ?22y *

Hierbij =zijn y, 31, aa, g, o0 &, functies van de tijd t.

Immers &, enm Ey hebben wdl een constante lengte, maar veranderen van

richting als functie van t.

led =lel =1

Differentiatie van de witdrukking voor X geeft dust
X = byt o2y + id, Rl + 2

X

il

de snelheid van het punt A van V3 t.o.v, V1

?1"x + 22 = 1is de verandering van g als V, stilstaat d.i. . dus de

snelheid van A ten gevolge van de beweging V /V

(schrljf V‘7V1 .

I e2—y + ¥ = de snelheid van A als punt van V /V
(In dit laatste geval is het net alsof A vast zit aan V,).

We schrijven:

X = 221 (waarbij A een vast punt is van VB)
A
= bij A " " " " "oy
S8, + éagy Y35 (waarbij 3)
: = " 1} " A t
e, + {23 + 3 = _21 (waarbij B "V, ter plaatse 4)

Daar A een willekeurig punt was geldt dus voor ieder punt, dat

331 = .‘.’.3% + ¥oq (1)

ook wel, de technicus meer aansprekend,

Tabs T Lrel * xsleep.

De absolute snelheid van een punt is de vectoriele som van de sleep- en de
relatieve snelheid van dat punt. (Bijv. de in een vliegtuig voortbewegende
stewardess).

Voor n ten opzichte van elkaar bewegende vlakken geldt:

21 % Inya-t Y ¥pt,pe2 Foreree t Yoo

In principe behoeven de vlakken niet verschillend te zijn:

Dus bijv. Vs Vs, V3 = V,. Dan is dus VB/V1 = rust.




-~ 17 -

Voor slle punten geldt dan, dat v = 0.

39
Daarnaast is VB/V2 = V,I/V2 = de inverse (of de omgekeerde) beweging van
Va/v1°
! Er geldt dus in dat geval, dat
y 0 = Yio ¢+ V511 zodat
% - —
I \ [Z21 = =242 -
]
et hetgeen voor ieder punt geldt.
o Er is ook steeds bij corspronkelijke en bij de
0 '1}ﬂ ——1 inverse beweging precies hetzelfde punt, dat
de snelheid O heeft, Dus beweging en inverse
~ beweging hebben op elk ogenbliik dezelfde poecl.
DuslP21 = P12
Yzp * Xp1 T X3 =0
You + Yo, 3 0 (2)

Ieder van de bewegende vlakken komt geli jkwaardig in deze vectorsom voor,

Het is duidelijk, dat ook deze relatie tot n bewegende vlakken kan worden

uitgebredid.
v, v, vy
Vy/V, o/, Yo/,
Piq P Pan

Hoe liggen deze 3 polen?

Uit (2) toegepast op het punt P31 volgt, dat
— P P P P
21 21 31 . 13
v + v + v = O, waarbij v =0
=32 —21 ~1 = -1 -~
A Al ? 3 3
P P P
31 _ 31 T3
- = LAY zodat 1}2 Rl CET R AT
Wy
firPla Indien dﬁ figuurpgoed getekend zou zijn,
,Tvielen !521 en V.5 dus samen. Uit het feit,

dat deze snelheden loodrecht stasn op hun

respectigxguep_h}jbehorende poolstralen volgt onmiddellijk, dat 6;;&;J

poolstralen langs elkaar vallen, iodat de 3 polen Py Pzi en P§1 op dén
Y P R e T I P D) T P

P e b e e e ]

e et S e e i
=131

Dit is de stelling van Aronhold en Kennedy,
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' Voorts is duidelijk, dat

P P
% 31 31 %

o - - Byp X PopPyq = ¥55 = 345 = @, x Py, 13

Daar de hoeksnelheidsvectoren loodrecht op de

. N n bewegende vlakkemn stasn is:
Wsp P12i12
1%12 13" 32

Ligt P,, tussen P, en P ’dﬁl‘hebben-ujawgn w,., een tegengestelde draaizin.

13 12 32 T 12
Ligt P13 buiten het interval P12P23, dan roteren V3/V2‘en V1/V2 in dezelfde

zin,

OCok hier geldt, dat [ = =

12 21
3 ]
en dat m32 + g, o+ w13 = 0 {leidt dit zelf af!)
Bij 4 bewegende vlakken
V1, va, V3 en Vu
hebben we de relatieve polen:
el
Pig = Papr Py = Pizn By Py
Psp = Pozs Puo = Poys Puz = Py

Dit zijn er 6.
Op grond van de stelling van Kennedy liggen er
T telkens 3 op een rechte. Aldus de 6 hoekpunten

van een volledige vierzijde vormend.

Re Ra

Ra LC I ™

De poolwisselsnelheid

Voorbeeld elliptische beweging

Reeds eerder is aangetoond, dat bij de

elliptische beweging de vaste polode een

cirkel is met straal OP = AB/sina en de
bewegende polode een cirkel met straal
MP = %AB/sina.
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Het is duidelijk, dat op ieder moment van de beweging deze poloden

een gemeenschappelijke rasklijn bezitten. Deze wordt {(ook in het algemeen)
“_"-——»—_._,_,_

poclraaklijn genoemd. . :

Hoe bewegen nu de cirkels ten oPéichte van elksar?

De betrekkelijk willekeurig gelegen punten A en B van de bewegende polode

ny bewegen zich langs rechte lijnen door het vaste punt O. Het is duidelijk
dat dit voor ieder punt van de cirkel ny geldt, In de peositie né van de

bewegende polode raken né en m, elkaar in P'. Welk punt van ué komt nu

straks (d.i. in de positie m,) in P terecht? Daar ook ieder punt van ns

zich langs een rechte lijn door O beweegt, is het punt @ van né het punt,

dat straks in P terecht komt. (Q is het snijpunt van OP met my o # o).
Voorts is ook ﬁ = FQ, omdat
ﬁTb = 5§.w en ﬁTQ = ﬁTﬁ.aw = % 55.2¢ = aﬁ.w.
Uit het een en ander volgt, dat né rolt over n, en wel zonder glijden. In
dit speciale geval is dus aangetoond, dat de bewegende en de vaste polode
zonder glijden over elkaar rollen.
Hoe is dit nu in het algemeen?
De snelheid waarmee het snijpunt P van de bewegende~ en de vaste poldde
zich vérplaatst langs de vaste polode wordt de poolwisselsnelheid 4,
genocemd,
De snelheid waarmee datzelfde snijpunt P zich langs de bewegende polode
in het bewegende vlak verplaatst is u,.
" In eerste instantie weten we niet beter of
T, oen m, snijden elkaar voortdurend in de
momentane pool P bij beweging van VE/V1 (of
van V1/V2).
We definieren nu de beweging van een rechte hoek
X - P - y zodat het hoekpunt P steeds de rool is
;- (Dit

koumt dus overeen met de gebruikelijke definitie

en de x-as steeds de raaklijn is aan =x

van de beweging van een rechte hoek bij gegeven

i i A
kromme n1). Dan is Va/V1 VB/'V1 VB/I2

) P + vP vP =0
Tz * Iz Y iy =5
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waaruit veolgt, dat U, = U,.

Dit betekent echter, dat de T, en m, in P een gemeenschappeli jke raakliin
hebben., Zn dit is dan ook op ieder moment het geval., Terwijl bovendien
de verplaatsingssnelheid van P langs R, steeds dezelfde is als die van
P langs Ty Hieruit volgt dat %, en m, zonder glijding over elkaar rollen.
Er treedt dus geen sliP op in het contactpunt.

e Dit is dus net zo als bij de elliptische beweging.
Het wordt nu duidelijk, dat een willekeurige
beweging van twee vlakken ten opzichte van elkaar
altijd kan worden opgevat als een rolling wvan 2

krommen over elkaar.

Voorbeeld (treinwiel),

¥ = de snelheid van de wagon.

Ieder punt uit het bewegende vlak van

het wiel beschrijft een gewone

cycloide met periode 2ma,

Voorbasld wieldop. -
Wanneer de wisldop van een sich met conatante snelheid voortbewsgend sutowisl, loslaat, blijft dit achter op de snelheid’
van het vosrtuig, Sanneer een autoband in hadr goheel lonynkt loopt de bamd voor de wagen uit,

D kinetische snergie van de wisldop (of de lutobud) védr l& na het losrakem B1ijft gelijk, dus

EIU + fb - !Iu' . Elh’

liorbij 1s I het mamsstraagheidemomeat van de wieldep (of,dw sutoband), ¥'de sanoa, w de hoskenelheid vSdr het losraken em o'
dis tijdens het zelfstandig voortronm,v' in de Anelheid van de auto, ¥y de snelheld van het midden van de wieldop (of de
autobsnd) tijdens het zelfatandig voortrollen. - .

Voor het losraken is & de halve diameter van de bymd. Daarnaast is &' de halve diameter van de wieldop resp, die van de

loageraakts band., Dus

v, " (1) . v; - w'e?
zodat
v 0.2 ar 2 1. wed .
D . G . ).d—ﬁ—y- iﬁg—% € ale e
Al

e P, als &0,
Bierwit vul.;t.. dat de wieldep achterblijft. De loageraskte band daarentegen krljgt sinder gewicht te torsem, krijgt daardocr

sen grotere diameter en gast dasrdoor voor de -qq‘ witlopsa, (De hoskenelheid van de wieldop wordt groter, die van de
lesgeraskte band kleiner!)

w
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Voor 2 over elkaar rollende polcden is reeds

afgeleid, dat de snelheld waarmee het contact-
punt P zich langs T beweegt voortdurend
dezelfde is, als die waarmee dit punt zich
langs T, beweegt.

Evenals vocrheen kan nu de beweging van een
vliak V; worden gedefiniserd. In dit viak is het
gontactpunt P een vast punt en de contact~raak-
iijn  van %, en ™, een vaste rechte.

Ten opzichte van T, en T, beweegt Vs zich als
de beaproken rechte hoak.
Toepaesing vam de stelling van de rechts hoek bl] de beweging van vs/v1
levert dan, dat de relatieve pool P:,’,1 komt samen te vallen met het
krommingsmiddelpunt M, van n, in het punt P, Dus M1 = P31. Net zo 1s bhij
de beweging van VB/V2 de relatlieve pool P32 = M2' M2 is het krommingsmid-
delpunt wvan L in het punt P, Voor de poolwisaselsnelheid u volgt dan dat!

m31.R1 2 U= w32R2'

Yoorts is _
21 21 32 R1 R2
zodat '
w
A Dua:
1 2

X
'
o2 o
]
£je

de kromming in P van de vaste polode,

=
i

n% = de kromming in P van de bewegende polode.

(Uit de afleiding blijkt nog, dat de vaste en de bewegende polode ten
opzichte van elkaar een gelijkwaardige rol spelen!
men kan immers ook schrijven:

w
% - % e -2 y Waarbl] deze relatie betrekking heeft
2 ™M

op de inverse beweging.)
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Ogépllenden. o 3

-

Een kromme k1 in het t.o.v. V

2
bewegende vlak V1 wordt bij niet

"pathologische" bewegingen omhuld
[ door een z.g. omhullende k2‘ Beide
-~ krommen raken elkaar voortdurend.
(Op het beschouwde moment biJV. is dit raskpunt het punt C). De opveolgende
posities van k1 n.l. k1. k%. q, enz, hangen af van de parameter t.
Het is duidelijk, dat bij de inverse beweging n.l. die van Va/V1 de
kromme k1 omhullende wordt van de dan bewegende kromme k2' Beide

krommen omhullen dus elkaar steeds,

Men kan opmerkem, dat het geven van k1 en'k2 op zichzelf nog niet vol-
doende is om de beweging van VE/'V1 (of van V1/V2) vast te leggen,

(Dit in tegenstelling tot de beweging van m, t.o.v. ﬂql). Immers er
dient ook ilets bekend te zijn over de verhouding tussen de mate van
glijding en de mate van rolling van k. over k2. (Bij de zich over

1
elkaar afrollemde poloden was er geen glijding en was dus in feite

deze verhouding ook gegeven!) Men kan bijvoorbeeld de slipsnelheid Yoq
in verhouding tot de hoeksnelheid w5, geven. (Dus 321/w21).'(Deze
verhouding is nul bij beweging van 1:2/1:1

Het is duidelijk, dat bij de beweging van k /k in het algemeen de

contactpuntswisselsnelheid langs k ongeligk is aan die langs k

< _ 0 - 2
Immers. Yzq T Yap * Yo Dus v31 £ v32
Hierbij is 33 weer een vlak, dat een beweging uitvoert als die van

een rechte hoek. .
Is op ieder moment het verhoudingsegetal 321/w21 gegeven, dan is de

beweging van k2/k1 volledig bepaald, Het betekent ook, dat op ieder

21,

d . - -
moment de ligging van de pool P P P zowel iE“E] als 1n_Y2 o
zijn bekend. Tn de figuur zijn zowel ds

bepaald is, Dus %, en LN

krommen n, en k1 als T, en k2 aan elkaar gelast getekend om aan te

geven, dat ZlJ tot dezelfde bewegende vlakken horen.
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19 V2 en V3 wordt

het vlak v, geintroduceerd. V3 bewoog zo, dat de gemeenschappeli jke

Behalve de ten opzichte van elkaar bewegende vlakken V

raaklijn van k2 en k1 een vaste lijn was van V terwijl het raakpunt

1
C van ka en k1 ook steeds een vast punt was vaz V3. Het vlak Vk bezit
de poolraaklijn als vaste rechte in Vq en heeft P2,1 als vast punt in
Vh' Beide vlakken V3 en V4 zijn bewegende rechte hoeken. Er zijn de
volgende relatieve polen

P12 P13 P14

P23 ' P21+

P34

Zoals bekend vormen deze een volledige vierzijde.
Voorts bestaan de krommingsmiddelpunten W, van k1 in C, B> Van ka in
van n, in P en M, van ®_ in P,

€ M1 2 2
Op grond van herhaalde toepassing van de stelling van de rechte hoek is:

Bq = Pygo ¥y = Pogy My =Py en My, =P,
Waar ligt nu P}h?

Op grond van de drie-polen stelling van Aronhold, liggen P12, P23 en

P31 op een rechte! consequentie: de gemeenschappelijke normaal van k2
en k1 gaat steeds door de pool P van VZ/V1.

Daar op grond van de drie-polen stelling de 6 polen een volledige

vierzijde vormen, is P31+ het snijpunt van de poolrechten P14P13 en
P24P23. Bovendien kan de genoemde gemeenschappelijke normaal van k

2

en k1 beschouwd worden als een vaste rechte van V steeds gaande

3'
door het vaste punt P van Vh! Voor de beweging van V}/Vu is P dus een
sleufpunt. De rechte door P loodrecht op de gemeenschasppelijke normaal

PC is dus een meetkundige plaats voor P34' omdat

het punt P van VB/V4 een snelheid heeft in de
richting van PC of CP,
]
Dus P3"+P21 b P2,|C. .
Dit geeft dus een mogelijkheid om bijv. het

van

krommingsmiddelpunt ¥, van de omhullende k1

* mentk ploats Py de bewegende kromme k2 in het contactpunt C te

AY
M1 en MZ'

a2

bepalen sls gegeven zijn pa, C, P12,
Daartoe wordt eerst de ligging van P3br op M
bepaald met het gegeven dat P34P21_1_P21C. Vervolgens wordt L dan

nangetroffen in het snijpunt van M1P34 met P21C. (Later zal worden aan-

getoond, dat M, het kromtemiddelpunt is van het met k, meebewegende
punt pai).
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Euler-Savary voor omhullenden,

Hoe kan het gevonden verband tussen de ligging wvan u1 en die van B, nu
in formulevorm genoteerd worden?
iHet punt P34 = K neenmt t,o.v, het bew,

en het vaste vlak een analoge positie

in:
.R?is het snijpunt van » M, (d.i. de ver-

bindingslijn van punten gelegen in het

n " i
vaste" vlak V1) en van pZMa (d.i. de

X

verbindingslijn van de overeenkomstige

Fa(pa.o) punten gelegen in het "bewegende' vlak
o] (p..o} *
va.)
1{R13n0, Rycesw) In V3 wordt ten behoeve van het gezochte

formele verband tussen de ligging der

punten B, en ¥, een assenstelsel ‘1}“?2

aanirenomen, In dit assenstelsel voldoet de rechte u1M1 aan de vergelijking

¥}

-‘-)-; ™y = 1 ('}J-1M1)
en 51 + 3 =1 (p, M)

p k 22
analoog "2

Asn de 1° vergelijking voldoet M,, zodat

| R1sin9 R.cos®
1
+ " =
Pq

M2 voldoet san de tweede betrekking, dus

R251n6 Racose ;
k I

P>

Deelt men de laatste twee betrekkingen door de respectieve kromtestralen

R1 en RE en trekt men af, dan ontstaat de betrekking

w

1 1 1 1 21 W

(31 - Eg)sine = §1 - §2 ¥ "
Dus - ] Dit is de gegeneraliseerde formule van

1 1 ‘ Wsa Euler-Savary (Hoewel vermoedell jk afkomstig
31 - ;é = Wsin® van Bernoulli!).

De formule geeft de relatie aan tussen de ligging der krommingsmiddel-

punten ¥, en W, van een '"bewegende" kromme k1 en haar "omhullende" k,

op de gemeenschappelijke normaal (d.i. de poolstraal) van beide krommen

*)Noot= de woorden vast en bewegend zijn verwisselbaar in deze zin.
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op het beschouwde moment van de beweging.

Euler-Savary voor baanpunten,

Een bijzonder geval van toepassing van de algemene forrmule van Fuler-Savary
treedt op indien bijv. de "bewegende'" kromme k1 ineensgi;gzggiiq-tot een
punt (C).

Omdat in dit geval de beweging van de kromme k,llV1 ontaard is in die van
het punt C, is C een vast punt uit VT’ waarin ook n, ligt. De kromme
kzeva is nog steeds de omhullende van het punt C, Dus k2 is de baan van
het punt C bij beweging van ﬂ1/n2.

Het is duidelijk, dat in dit bijzonder geval Hq = C en dat voorts

L = v, het aan C toegevoegde kromtemiddelpunt van de, door het punt C
doorlopen, baan. '

In dit speciale geval leidt dus de gegeneraliseerde stelling van

Euler-Savary tot een verband tussen baanpunt (C) en kromtemiddelpunt
(vd.

In het algemene geval (het geval dus waarbij k, de

ve' omhullende is van k, en omgekeerd) beschrijft ook

het kromringsmiddelpunt B, van k1, als punt van het
vlak Vq, een baan in V2. Deze baan is te beschouwen

L) als de omhullende van het punt u.. De stelling van
P 1

Euler-Savary voor dit bijzondere geval wijst dan
een bijbehorend kromtemiddelpunt aan, dat, indien we
dit resultaat vergelijken met de uitkomst volgens
de gegeneraliseerde stelling van Buler-Savary, juist samen komt te vallen
met het punt By dat is het krommingsmiddelpunt van ka.
Hieruit volgt dus, dat het krommingsmiddelpunt B, van een "bewegende"
kromme (k1) en het krommingsmiddelpunt W5 Vvan hasr "omhullende" (ka)
bij elkaar behoren als baanpunt en kromtemiddelpunt. {Dit is de gegenera-

liseerde stelling van Euler-Savary in woorden geformuleerd).
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Voorbeeld van toepassing van de gegeneraliseerde
stelling van Buler-Savary.

Een cirkel k, rolt en glijdt over een andere
cirkel k_ . Er is sprake van slip (slipsnelheid
v in he% contactpunt C). Op grond van de gegene-
raliseerde stelling van Euler-Savary heeft het
punt A van V. het punt « van V., tot kromtemid-
delpunt. (A is hierbij het midéelpunt van k1 en
« dat van k,). :

- Aan de hand van het bovengenoemde voorbeeld kan
men opmérken, dat indien 2 over elkaar desls glijdende en deels rollende
krommen momentaan worden vervangen door hun kromtecirkels, de uitsprask
van kracht blijft, d.w.z,, dat a het kromtemiddelpunt is van de door A
doorlopen baan,

Buigcirkel,

Bepalen we ons nu weer tot het bijzondere geval van de stelling van
Euler-Savary. (Dit geval is overigens de meest gebruikelijke vorm

waarin de stelling van Euler-Savary wordt gehanteerd. 2d vesl voorkomend

is deze vorm, dat velen voorbij gaan aan de gedachte, dat de stelling

van Buler-Savary ook een gegeneraliseerdé vorm bezit met bijv. toepassingen
op het gebied van wals-mechanismen (met toepassing van omhullende theorie)
of nut heeft voor het opsporen van een scheidingskromme (gezien als
omhullende v.e.bew,kromme)} als aanduiding voor de door het te ontwerpen

mechanisme in te nemen plaatsruimte.)

De stelling van Euler-Savary heeft ook in dit

bijzondere geval betrekking op slechts twee

y ve 7 bewegende vlakken V1 en V2. Indien Cl‘V1, dan
- c Y 'V, bij de beweging van V1/V2.
Voor het punt C'iV1 geldt dus de relatie van
‘?‘ =g “e=n w2 Euler-Savary (omdat de baan van C beschouwd
u et X kan worden als de omhullende van de bewegende
" eigietat punt-kromme C), Zodat
1 1 W

P r usin®

y waarbij r = PC en p = Py,

(Algemene relatie tussen de ligging van het

baanpunt C en die van het kromtemiddéigagi'vj

Het in deze betrekking voorkomende quotient u/w heeft de dimensie van

een lengte en men kan zich afvragen wat nu precies deze lengte voorstelt.jﬁ
Daartoe vragen we naar de meetkundige plaats van punten in het "bewegende"
vlak V1, welke zich in de beschouwde positie in een buigpunt van hun

baan bevinden, Dus We Vragen naar punten uit het bewegende vlak, die op
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dit moment een buigpunt in hun baan passeren. Voor =zulke punten C is

de kromtestraal yC oneindig groot. Daar we alleen zoeken naar punten

in het eindige gebied (Dus C # C®), betekent dit, dat alleen vy = v®.

Hieruit volgt, dat voor =zulke (buig)punten C geldt, dat Py = P =00

zodat 142 = Q,

Substitutie van deze uitkoumst in de bijzondere vorm van Euler-Savary

geeft:

u
r = —gin®
w

Het buigpunt C heeft de poolcoordinaten r en @ en tussen deze coordinaten
bestaat de bovenstaande relatie,

Overgang 6p gewone cartesische coordinaten (met assenstelsel X - O - Y)
geeft met wrd + ursin® = O de relatie m(xa + Ya) + u¥Y =0 of

2,1, 3¢ = 0 {(bc)

En dit is de vergelijking van een cirkel met middelpunt M(o,;ﬁt) op de
Y-as, de z.g. poolnormaal. Deze cirkel welke (kortweg) buigcirkel wordt

genoemd, raakt dus de poolraaklijn in de pool P. Het is duidelijk, dat

het quotient I!' = de diameter van de buigcirkel.

Het diametraal tegenover de pool P gelegen punt wordt de bulgpool w

genoemd en heeft de codrdinaten W(O,: )

De ligging van de buigpool W op de poolnormaal hangt af van het teken

en de grootte van het quotient u/w.

Is w negatief (en u positief) dan ligt W op de positieve Y-as,

Is w positief (d.i. dus linksom draaiend) en u positief, dan komt W op de

negatieve halfrechtqﬁyan de Y-as.

ﬁg;n de voorgaande figuur is het quotient % dus duidelijk positief

ondersteld,
. In nevenstaande figuur zijn w en u positief, zodat de

‘" buigcirkel in het onderhalfvlak komt,

De buigcirkel blijft steedstin P aan de poolraaklijn en

dus aan de wvaste polode raken; masr verandert van

w moment. tot moment van grootte,
De buigcirkeldiameter is alleen afhankelijk van de
geometrische configuratie en niet van de snelheid

waarmee de beweging plastsvindt.
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Het ias een ultsluitend van de geometrie afhankelijke grootheid.

(Verhogen we de grootte van de poolwisselsnelheid bijv., dan heeft dit

ook konsekwenties voor de hoeksnelheid w van het bewegende vlak), Het een

en ander wordt duidelijk als we terugdenken zan de eigenschappen der

verkleining van de

veranderen,

1

\\“ ——

-
/I

punten van de bulgcirkel: het zijn buigpunten en bij vergroting of

snelheid kan de ligging van deze punten niet

+

Het punt B, dat een buigpunt is, heeft alleen een
versnelling gericht langs de snelheidsvector van dat
punt: De normale versnellingscomponent ter grootte
van vg/RB wordt O, omdat de kromtestraal RB van B
oneindig is, Er is dus alleen een tangentieel aan de
baan van B gerichte versnellingscomponent. (We kunnen

ook zeggen, dat voor de baan van B de normale

_versnellingscomponent de waarde nul doorloopt in het

buigpunt). De buigcirkel is dus ook de meetkundige

rlaats van alle punten, waarvan de snelheid en versnelling dezelfde

werklijn bezitten bp het beschouwde moment,

Opm.: Zolang de kromming van de baan van B geen discontinuiteiten
doorloopt zijn er ook geen sprongen in de versnelliﬂgen. In
een buigpunt verandert de kromtestraal whkl van richting (en
doorloopt de wsarde am ) maar doorloopt daar (in het algemeen) geen

discontinuiteit,

Een voorbeeld waarbij wel een discontinuiteit in de
kromming van de baan optreedt, heeft men bij de

aansluiting van bijvoorbeeld een cirkel aan een

rechte 1ijn. In het aansluitpunt tresdt een versneilings-

"

sprong op. (Dit heeft te maken met de sprong in de

waarde voor v?/R.)

Ben voorbeeld waarbij dit niet gebeurt is de bazankromme

voorgesteld door de vgl., Y = XB.
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Stelling van Bobillier,

«Xom
nev.0)

en die van de rechte op of

De vergelijking van FPQ wordt
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Voor 2 punten A en B van het bewegende
vlak wordt nu een meetkundige constructie
afgeleid uit de formule van Euler-Savary.
Daartoe wordt op analytisch-meetkundige
wijze een scheefhoekig coordinatenstelsel
X - P - Y ingevoerd, Daarbij zijn de
coordinaten van de punten A(rq,O), B(O,ra)
en die van de resp., daaraan toegevoegde
kromtemiddelpunten a(p1,0) en ﬁ(O,pZ).

In dit scheefhoekige assenstelsel is de

vergelijking van de rechte AB:

x I

r, + r, = 1 (AB)

x ., _, T

. + 0, (ap)
1 1 1 4

x(= == )4 y(= ==)=0 (PQ)
r1 p1 ra pa

omdat zowel het punt P(0,0) als het snijpunt Q van (opP) met (AB) voldoet.

Met gebruikmaking van de betrekking voor Euler-Savary kan de vergelijking

van de rechte PQ gebracht worden in de vorm

of

~wi wy _

usin® " usin® =0 (PQ)
1 pd

xsin®, + ysin®, = O (PQ)

Wat is nu de vergelljking van de poolraaklijn pr, waarlangs u valt?

Daartoe wordt in & PRS de -sinusregel
toegepast ESR//y-as, S(x,y)a

X _ -y
sin92 “sin®

1
Voor ieder punt 8 van pr geldt dus de
- betrekking

' %sin®, + ysiné, = O (Ps)

R
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‘ De rechten PS en PQ ontstaan dus uit elkazar

door verwisseling van x met y! De punten

Ii,jj—;hrf&;is::door verwisseling der
coordinaten uit elkaar ontstaan, zijn,
zoals uit nevenstaande figuur duidelijk
blijkt, elkasrs spiegelbeeld ten opzichte

van de binnen- of bwitenbissectrice van de

XxPy.
De poolraaklijn en de 'tollingatieas™ PQ liggen dus gespiegeld ten opzichte

van de bissectrice van de hoek der coordinaatassen.

i

Conclusie:!

Het "collincatiepunt" Q ligt op de spilegel-
beeldlijn van pr t.o.v. de bissectrice in
de hoek APB (of aPB).

" Constructie-voorbeeld.

2ijn P, a, A, pr en B gegeven dan is daaruit
B te construeren.
Men noemt zulk een constructie de constructie

van B(:)bi].lj_er"E

Voorbeeld

P, pr, B, 8%, ¢ ~*dpos QBC en v,

\ Gevraagd wordt van het punt C uit het
bewegende vlak van de drijfstang AB van
een excentrisch krukdrijfstangmechanisme
(0AB) het kromtemiddelpunt y te
bepslen.

Op grond van de constructie van Bobillier
wordt de poolraaklijn pr (of p) bepaald
met de gegevens o, A, B, BOD-—PQABs
P—u-‘ilAB' p.

Vervolgens wordt de constructie van
Bobillier ten tweede male toegepast

op de punten B en C:

x)

Noot: E.Bobillier: "Cours de geometrie™, 1870.




Opm,.1: Men heeft hier 3x hetzelfde hoekje in de figuur. De constructie
kan dus in dit geval worden bekort door de poolrasklijn in de
figuur weg te laten.

Deze bekorting was niet opgetreden indien men had gewerkt met de

collineatiepunten QAB en QAC in plaats van net QAB en QBC'

Opm.2: Het is een zuiver meetkundige aangelegenheid geworden: (hoek-)snel~

heden komen er niet meer aan te pas. Dit is in overeenstemming
met de vraagstelling welke ook van meetkundige aard was. et

ging alleen om de meetkundige toestand op een bepaald ogenblik.
Xeercirkel,

Keren we nu weer terug tot de gegeneraliseerde stelling van Zuler-Savary:

W
usiné

ol

-2
==

" In het vaste vlak bevindt zich een

omhullende (kv) van een t.o.v.
dat vlak bewegende kromme (k).

We laten nu de bewegende kromme

ontaarden in een rechte lijn. Dit

hawegends wordt dan een bijzonder geval van

k) de gegeneraliseerde stelling van
Euler-3avary. Voor het krommings-
middelpunt Mb van de bewegende
kromme geldt dan, dat Mb = Mb’

1
zodat — = O,
PMb
1 _ )
PMv " usin®

Dus

of |p = Esine

Dit geeft dus het verband in poo%coardinaten {p,®) voor alle punten Mv’

die krommingsmiddelpunten zijn van

omhullenden van bewegende rechten.

o
/'ﬂh
C

ledere rechte in het bewegende vlak

heeft een omhullende waarvan het
krommingsmiddelpunt op het beschouwde
ogenblik op de meetkundige plaats

p = p(@®) ligt.
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w———— ... Deze meetkundige plaats p = hsin® is een
h = uw/w 3
h e o cirkel, welke pr in P raakt en waarvan de diameter de
‘ (% waarde u/w heeft.*)
¢ i Deze cirkel wordt de keercirkel genoemd, Z2ij is het
w - spiegelbeeld van de buigcirkel ten aanzien van de

poolraaklijn. (De diameter van de buigcirkel was -u/w).

In cartesische coordinaten volgt de vergelijking van
“de keercirkel uitt

92 = %.psine als xa + ya - ﬁy = 0.

De keercirkel is dus de meetkundige prlaats van de kromtemiddelpunten

van omhullenden van rechte lijnen.

! Twee evenwi jdige rechten kb en ké hebben
ieder een omhullende in het vaste vlak,
die op ieder moment hetzelfde krommnings-
middelpunt Mv bezitten, omdat de waarde
p dezelfde 1s, De omhullenden zijn dus

elkaars gequidistanten. Het zijn parallel-

krommen. (Niet congruent maar wel

aequidistant).

Opm, tLaat men in plaats van de bewegende kromme, de omhullende ontaarden
in een rechte lijn, dan wordt de meetkundige Plaats van de punten
Mb de buigcirkel.
De buigeirkel is dus de meetkundige plaats van krommingsmiddel-
punten van alle bewegende krommen, waarvan de omhullenden rechte
lijnen zijn Of nog algemener, waarvan de omhullenden een buigpunt
bezitten in het contactpunt van het beschouwde moment),
‘ Een voorbeeld is het rollen ,al of niet met glijding,
van een cirkel over een rechte 1ijn:
Het middelpunt van de cirkel is een punt van de

buigcirkel van het bewegende vlak.

' b, A ——— - ,
*)Noot:Voor ieder-oppervlakteelegentje van het bewagende vlak is de waarde

u/w dezelfde: u/w is zoiets als een téestéﬁdsgrootheid.
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Bij omkering van de beweging d.w,z. bij verwisseling van kv en kb
gaat de buigcirkel over in de keercirkel en omgekeerd,

Bij deze inversle wordt echter een buigpunt gden keerpunt, Immers een
buigpunt heeft een oneindig ver weg gelegen kromtemiddelpunt. Bij
inversie wordt het baanpunt kromtemiddelpunt en het kromtemiddelpunt
baanpunt. Zodat de keercirkel de meetkundige plaats wordt van de

krommingsmiddelpunten van oneindig ver weg gelegen baanpunten.
L

A.

Een buigpunt gaat blj de inverse beweging over in een punt van de
keercirkel. Wat is nu de kromming van de baan van zo'n punt B op de
keercirkel?

Een berekening volgens Euler-Savary, leidt tott

1l _ 1 _ L T B
Pp PB usin® Pa pA™® Pa. PB
2 1 1
zodat--P-B-zps of | PP = PB (1)

De_baanpunten, gelegen op de keercirkel, bezitten een kromtemiddelpunt

dat midden tussen de pool en dat baanpunt in ligt.

Bij inversie van de beweging gaan de buigpunten over in punten met een
zekere kromtestrasl Eéﬁj;f,Welke in het algemeen # ¢ is.

Keerpunfen zijn punten waar de straal van de kromtecirkel nul is
(zonder sprong in de afgeleid?z anders wordt het een knikpunt).

Het is nu duidelijk, dat in het algemeen

= —_— buigpunten bij de inversie van de beweging
geen keerpunten worden., Wel is de keercirkel
Ktk pund Jff?:::; de buigcirkel van de inverse beweging! i#at
is dan wel de meetkundige plaats van de

keerpunten? Dat is alleen de pool P,
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Immers wanneer B met P samenvalt, valt ook B met P samen Ezie (1)3.
De pool is op het beschouwde moment het enige punt v.h., bewegende
viak, dat een keerpunt in zijn basn doorloopt. Waar komt dan de naam
keercirkel vandaan?

Antwoord: De keercirkel is de meetkundige plaats van keerpunten van

T L S S ik T T T 8 i "y Bl v e - ——

keercirkel de meetkundige plaats is van de krommingsmiddelpunten van
omhullenden van bewegende rechten, Wanneer zulk een omhullende nu een
keerpunt heeft dan vallen krommingsmiddelpunt en keerpunt samen.
e —mmee —————————== ! De draaizin van de bewegende rechte
blijft even voor en na de positie waarin

de rechte keerpuntsraaklijn is, dezelfde.

In het geval een bewegende rechte (als bijzonder geval van een bewegendé
kromme) voortdurend aan een omhullende met buigpuntsraaklijn blijft
raken, dan vergndert de dramizin voor en na de positie overeenkomende
met die van de buigpuntsrasklijn. (Een buigpunt in de omhullende van een
bewegende kromme ligt op de buigcirkel), _ |

In een buigpunt is de kromming nul en de kromtestraal'd; groot.

In een keerpunt is de kromming juist;ag—groot en de kromtestraal nul.

Het diametraal tegenover de pool gelegen punt van de keercirkel wordt
keerpool genoemd. Het is het punt waar op dit moment alle keerpunts-

raaklijnen van omhul&en?en doorheen gaan.

Immers in het keerpunt C van de omhullende van
de bewegende rechte, heeft het punt C van die

bewegende rechte een snelheid gericht loodrecht
op de poolstraal PC en dus gericht van f naar)

de keerpool af (of toe),.
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nH

ggggg rechte door de keerpool heeft dus een omhullende met een
keerpunt, dat op de keercirkel ligt. Dit keerpunt wordt gevonden in
het voetpunt wvan de loodilijn van uit de pool op deze bewegende rechte

neergelaten, De rechte zelf is dan keerpuntsraaklijn van de omhullende.
1® Voorbeeld.

- | Excentrisch kruksleufmechanisme.

Het voetpunt B is keerpunt van de omhullende
van de bewegende rechte 1,

De omhullende is in dit geval de nulcirkel
ter plaatse B.

- - ‘ i Het mechanisme bestaat uit kruk (ad),
- tandhgugel (t) en tandwiel.

-"P (;u-.n:h‘::) Het middelpunt L van het tandwiel
,I
7 \ \ t is het krommingsmiddelpunt van de

omhullende van een bewegende rechte t
en is dus een punt van de keercirkel.

Voor wat de beweging van de tand-

heugel (en ook die van de kruk)

(% staskeirin)
in da hutle
L tT

betreft kan dit mechanisme bermanent
vervangen worden door een mechanisme
van het type van het 1° voorbeeld;

door een excentrisch kruksleufmechanisme dus. Immers, de rechte 1, op

vaste afstand e van t, liggend in het bewegende vlak, blijft in iedere
stand door het middelpunt L van Let tandwiel gaan. Deze rechte 1 gaat

op ieder moment door de keerpool. Het voetpunt L van de loodlijn uit P

op de bewegende rechte 1 neergelaten is dus steeds hetzelfde punt L en
een keerpunt als zodanig., De omhullende van 1 is dus de nulcirkel ter
plaatse L. Zo beschouwd is het kinematisch schema van het mechanisme
identiek aan dat van het 1° voorbeeld.

(Bedenk zelf een vervangingsmechanicme met een kleiner tandwiel),

S T e T T e --x\ir-";'"
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Opgaven! Bedenk zelf permanent vervangende mechanismen voor de elliptische

s ... beweging en voor mechanismen van het type; zoals

"getekend in mevenstaande figuur.fﬁfg:w. probeer dus

;' de door het punt E voortgebrachte kromme (d.i. de

- " concloide van Niéomedes) op meervoudige wijze voort

te brengen,
Opgave: Noteer alle gevonden definities voor de

keercirkel en ga na of U ze uit elkaar kunt afleiden!

Opgave: Construeer de omhullende van de koppelstang
van een stangenvierzijde en bedenk een constructie
voor de kromming van deze omhullende in een wlllekeurige positie.

Controleer het resultaat!
Stelling van Hartmann.

Keren we nu weer terug tot het gebruik van de stelling van Euler~Savary
voor baanpunt en bijbehorend kromtemiddelpunt, Een constructief meetkundig

x)

verband is gevonden door Bobillier™’. Een meer op de snelheden betrekking
v
hebbend verband wordt als volgt gevondent

ok = kromtestraal = r - o}

r-p_ _w of EE _ _wr
rp usin® p ~ usin®
al AAV AAV

Pa ° usin® ° PS

Voor de driehoeken aAAv en oPS geldt ook, dat
P =LA = n/2, zodat Aanav ~ A P8,
Uit het een en ander volgt, dat

-

S, a en Av op eén rechte liggen,

In woordent

Het uiteinde van de snelheidsvector van een baanpunt, het bijkehorende
kromtemiddelpunt en het uiteinde van de component van de poolwissels
snelheid in een richting gelijk aan die van de snelheidsvector, liggen
op €¢n rechte lijn.

Dit is de stelling van Hartmann.

Noots De genoemde constructie is ook van toepassing op krommingsmiddel-

x)

punten van bewegende krommen en bijbehorende omhullenden.
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S5telling van Freudenstein,

De hoekversnelling van de uitgaande as bilj een stangenvierziide,
[}

De overbrengingsverhouding I

— ﬂﬁiQh voor de hoeksnelheden wordt
L 4 ' y AV gedefinieerd als I = wu/mi.
' . 7.7_13- i = ingangsschakel
. hd A u = ultgangsschakel
ﬂ‘gg ReggﬁTis afgeleid, dat
"~ s.‘ . w .
WL\ W o+ Qo
' - ° ; 1 o
S . - TN £ o -
A, : : ;rb‘i Hoe groot is nu I?
- . wlw + ;') - ww W
o I = 0 - o
WL a2 = N2
“ gi_+ qo) | (w + co)
E 3 00
i Omdat e = 1 =1 wordt
o Y s o
D By
=0 - I)w + €
D
2 d [N
Hoe groot is nu & = It oQEO?

De relatieve polen P20 en P31(=Q20) spelen een analoge rol in de

vierzi jde. Bij de beweging van VB/V wordt Q,, de relatieve pool P31.
Bij de beweging van V /V baueegt het gestel V (= AOBO) met de hoek-

snelheid -wi rond A .

B

o —
Dus v, = ~(w; x A _B)).

Pas nu Bobillier toe op de punten B en Bo bij de beweging van VB/V1.
Het collineatiepunt QBB valt dan samen met PZO' De collincatieas q31

wordt de verbindlngsllgn van dit ceoll.punt Q met de pool P31 van
v /V1. De poolraaklijn P34 door P31 is dan het splegelbeeld wvan 931

3170

de rechte waarlangs de poolwisselsnelheid u31 van P31 komt te wallen,

Cp grond van de stelling van Hartmann voor het punt B bij Vv /V kan

t.o.v, de hoek BP,,B . Zo verkrijgt men de rechte p31. Dit is tevens

nu het punt S worden gevonden: S 19 Ao en Bov llggen op een rechte.

31 3
Het punt 531 is het uiteinde wvan de component van de poolwisselsnelheid

in een richting evenwijdig aan v31 . De richting p31 van de poolwissel-
snelheld oy zelf is ook reeds bekend. Daarmee vindt men ook de grootte

van u (Zie de figuur). De component van u

31 langs BOAO is W% (Omdat

=31°
P51 steeds snijpunt is van AB met AB ).




Dus & = Q20531.cotan6.

Voorts blijkt uit de figuur, dat & QoA S5 ~ABA B . zodat

= Ww, .

- [»4
“20°31 _ w s
=g R20°31 1

w, €
X0

Substitutie geeft:
W = w,.w,cotanb

i
en

i = (1 - Do wcotand
i (w + Co)

Dus!

I=1¢1- I)micotané

zodat

T T R
5 = =1= I(1 - I)wicotané
mi 1

Zn dus na deling door Wy

) [h)
—% = I(1 - I)cotand + I—E- Dit is de formule van Freudenstein voor de
w, ’ w, .

i i stangenvierzijde,

In het geval w; = constant treedt een extremum voor w, op indien 6u = 0,

hetgeen het geval is, indien ostand = O, dus als & = n/2. (Men zegt dan

dat in zulk een positie W, stationnair is).Indien de collineatieas PQ
van de stangenvierzijde loodrecht staat op de koppelstang AB doorloopt
de hoeksnelheid van de uitgangsschakel BBo een extremum, mits ook de
ingpangshoeksnelheid constant is.

.

Voorheeld:

Iirukdrijfstangmechanisme (AOABBg3

g

d.i. een bijzondere stangenvierszijde
(omdat B = BD).

o o
Daar het in dit geval weinig zin heeft

om te spreken van een overbrengingsvere
houding voor de hoeksnelheden, omdat
w = 0, ligt het voor de hand in dit
geval de overbrengingsverhouding J voor

de snelheden te introduceren., Dus

J = vB/vA.
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w BB BB
u_ o o

Bij de stangenvierzijde was J = vB/vA = wiAA = IAA .
. , o o
. BB, BB
Dus J = Yol I= el I(1 - I)micotanb =
o )
. va Vg
_ J = 12 (1 - Tcotand = 7wy - wu)cotanb
o A
. v v
J = J(-A-i— - -B%)cotanEy
o o
Bij overgang op het krukdrijfstangméchanisme is ﬁ%— = 0, zodat
o
. v‘
J = J-E-cotanb -
o

L Dus ook in dit geval treedit een extremum op in vy (mits ook v, = constant)
indien de collincatie-as PQ b drijfstang AB (omdat dan 6 = n/2).

' Een goede eerste

) ;’ benadering
- P wordt gevonden
g in de positie,
' ,'f: . waarbij de
| ,x’:/’ kruk A 4 1 ABL.
7

De versnelling
ag van het

"kruishoofd" B

wordt echter

N e e mm e 2

pas exact O,

o84, -0 indien PQ <L AB.

Versnellingsdistributie

Voor een vast punt In het hewegende vlak x - o - ¥ bestaan de volgende

‘relaties tussen de coordinaten (x,y) van
dat punt in het bewegende vlak en in die
(X,Y) van het vaste vlak X - 0 - ¥,

Ex = xcosy - ysing + a

Y = xsing + ytosyp + b

)

of in verkorte schrijfwijze!

.
+~

2= zoi‘P-c-_._ (1)

!
®lnoots Uit (1) blijkt, dat 24z + a, ondat 2z, anders dan I en 3, een
vector in het bewegende stelsel is, welke in het referentiestel-
sel een andere waarde heeft. .
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waarin

Z=X+ 1Y, 2 = x + iy, A= a + ib en 12 = =1,

Fluxionering van (1) leidt tot:

Z = :’LQ).zei"p + &

(zolang er geen sprake is van relatieve beweging is z constant).
Met gebruikmaking van (1) wordt dit:

7 = 19(2 - a) + a

Nogmaals'flux£;;§ren geeft

‘.8

Z= 452 - a) + 90— 2) v i= (15 -0D(Z - a) + & (2)

Hierin is ¢ = w, de hoeksnelheid en

@ = ¢, de hoskversnelling van het bewegende vlak x - o - ¥
Voor het punt J van het bewegende vlak, dat de versnelling O heeft,
geldt, dat

O0=2 =X+ iY (dus i =Y x0),
Voor zulk een punt J geldt dus, dat
0= (1§ - 0°)(2j-a) + & (3)
—zodat —
. a 2 L o
ZJ\= a + _§—=—: mits ¢~ - 19 £ ©
¢ - ig¢

Met andere woorden er is in het algemeen steeds een punt J in het

~ bewegende vlak te vinden, dat de versnelling O heeft,

Opm, In het bijzondere geval, dat (of in de bijzondere positie waarbij)
$°- i = 0 (dus & = § = 0) wordt z%j: Q endus J = J7 . In dit
geval is zowel de hoeksnelheid als de hoekversnelli;g gelijk aan
nul en spreken we van een instantane translatiepositie van de
2% orde. Ieder punt van het bewegende vlak heeft dan dezelfde
snelheid & en ook dezelfde versnelling a. (Indien ook nog de

waarde a = 0, zijn er o veel versnellingspolen J,)

Indien w en ¢ gelljktijdig nul worden is er steeds zo'n punt J te

vinden, Dit punt wordt de versnellingspool genoend. {Op ieder moment

is dit steeds weer een ander punt van het bewegende vlak,)
Op grond van de betrekkingen (2) en (3) geldt voor een willekeurig

punt van het bewegende vlak, dat

z = (1% - $2)(z - z;) ()
)

r—

Hieruit volgt voor de grootte van de versnelling Z van dat punt:x

L:N

-“-Noot: een streep boven een complex getal stelt de complex geconjugeerde
van dat retal vonr.
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V.12 =VeE Vet 42 (s - zJ-)('z - 3)) RV Zﬁalz - zJI

De versnelling van een willekeurig punt is dus recht evenredig met de
afstand van dat punt tot de betrokken versnellingspool. De esvenredigheids-
constante (wh + :2 12 heeft voor jieder punt van het bewegende vlak
dezelfde waarde,

Cit (4) volgt tevens, dat de hoek welke de versnellingsvector 2 met

de versnellin.gsfa.s, (2 -2 ) maskt gelijk is aan het

arg(i$ - tb ) dn/2

zodat de versnelling steeds een component heeft in de richting van de
versnellingspool J.

Per definitie noemt men de veranellingehoek Y, de hoek tussen de

versnelllngsvector‘g en (zJ - 2), d,i. de versnellingsas gericht van

bagnpunt tot versnellingspool J. Zodat

Yy = < arg(\“ic'ﬁ 4.-l¢2)
en dus’ : '
tany = +3/¢'2—I

Van 'J naar A kijkend zien we steeas een scherpe

hoek vy, Indien ¢ » O, dan is de versnellings-
component ter grootte van @JA links om J draaiend

gericht. In het sndere geval rechts om J draaiend,
Het wordt nu duldelijk, dat formule (4) de versnel-
lingsverdeling over het bewegende vlak op. ieder ogenblik bepaalt.

"Voor 2 punten A en B zijn de respectieve versnellingen

Hjen—g*

-]
BB K / '
Daar Fi: 73‘1 = ca
en {JM =tJBB = arctanL
. N iz
. ST - islAJu3,~A§BBﬂ

Hiervan kan gebrulk worden gemaakt om bij gegeven ligging van de
versnellingspool J en gegeven versnelling KI% de versnelling van een
ander punt B te bepalen. '

- -
Daartoe roteert men AAj;om A tot AAjp, wijzend van A naar J.

IKSP heet de pdhdre_versnelling van A.
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Trek voorts A, B. //AB met B
Jp :J.Ia3 Jp
Roteer tenslotte B om B over y rechtsom. Men verkrijgt de gevraagde

versnellingsvector %E}

op de versnellingsas JB,
van het punt B,

Het bijzondere geval, waarbij y = 90o treedt op in een translatiepositise

van het bewegende vlak, omdat dan ¢ = O en dus taﬂ§1= O. De bovenstaande

constructie verloopt in dat geval net zo als bij de constructie van de

snelheid van B als gegeven zijn de pool P en de snelheid ¥, van A,
L : -
(Y Ay De vraag kan nu worden
LY "gesteld: Is er iets bekend
» A over de ligging van de

versnellingspool J in het

bewegende vlak?

J is een punt met versnelling

P w ™ 0, dus zowel de normale
. . T
versnellingscomponent a, als ook de tangentieel gerichte versnellings-

component a_ zijn nul in J.

.
De buigcirkel kan gezien worden als de meetkundige plaats van punten,
waar a = 0 (omdat voor ieder punt van be, de kromtestraal oneindig groot

is). Dus J ligt zeker op de buigcirkel. Waar ligt J op bc?

lIeder punt A van bc heeft een versnelling, waarvan de werklijn door de
buigpool W gaat. Immers de versnelling van A op bc is uitsluitend
tangentiael gericht, zodat KKHlanga ¥, valt. Daar v, 1 PA, is ook

AA L PE en is het gestelde bewezen. De versnellingshoek Y =4 JAW. Daar
DJPAW een koordevierhoek is, is ook & JPW = 9 JAW = v,

E_ N
. Conclusiet de versnelling PPJvan het punt P, dat momentaan in rust is,

heeft een versnelling, (steeds) gericht op de buigpool W,

Indien de grootte van v = arctangé bekend is, is ook de ligging van

¢
J op de buigcirkel bepaald,

Constructie van J.

Gegevent De buigcirkel (be), de pool P en de werklijn 1 van de

versnelling van een punt A, dat niet op de buigcirkel ligt.
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Oplossing?
Trek cdaartoe door de buigpool W esen

“rechte 1'//1,
Deze rechte snijdt de bec in een punt C.

e
De werklijn van' is evenwijdig aan

2
die van 8y

Daar bovendien voor de punten A en C

o

de versnellingshoek ¥ dezelfde moet
- zijd, ligt J op CA, J ligt ook op de
buiszcirkel, zodat J samenvalt met het snijpunt van CA met de buigcirkel,

dat niet C is.

Voorbeeld:

Krukdrijfstangmechanisme,

Gegeven het krukdrijfstangmechanisme
AOAB. De kruk AOA loopt rond met
constante hoeksnelheid w, -
Construeer de juiste ligging wvan de
versnellingspool J‘van de drijfstang
AB en vervolgens de grootte en
richting van de versnelling van het

Iruishoofd B.

Oplossing:

Men zij gewaarschuwd voor het felt,

dat de hoeksnelheid w van de drijfstang
) niet constant behoeft te zijn!
Men construeert eerst de buigcirkel door B en P (P is het snijpunt van
AAO en BB:%. B is een punt van de buigcirkel, omdat de kromtestraal
BB:o van de door B doorlopen baan oneindig groot is. De buigcirkel raakt in P
aan de poolraaklijn pr welke met behulp van de constructie van Bobillier
kan worden gevonden: )
"AB en AoB:) snijden elkaar in het collineatiepunt QﬁB' De collineatieas
PQAB spiegelt men t.o.v. de bissectrice ing APB. Dit geeft de poolraak-
lijn pr en daar loodrecht op de pcolnormaal pn. De leilbaan van B snijdt
de poolnormaal in de buigpool W, De buigcirkel kan dus worden getekend.
Daar A regelmatig rond Ao loopt, heeft A alléén een normaal gerichte

versnelling. De grootte volgt uit-
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vi/IZo = wiiﬁo (Bij normering van w, op 1, valt Aj met A samen,

anders niet),

Van een punt A, dat niet op de buigcirkel ligt, is nu de versnelling

bekend en kan de juiste ligging van J op de buigcirkel met behulp

van de in het vocrgaande aangegeven constructie worden vastgelegd.

Met hehulp van J kan nu de versnelling van 33: uit die van KK. worden be-
‘paald, MZie fig.blz k5), ~ 5E§_£;;ﬁ;;gl€5_;€}sc%illender;ézzéreg. Een daarvan
;EGEETE;bruik van de stelling 14‘Eat de cirkel dogr#a. Aj en het snijpunt
(AB, AJBJ) de cirkel door B, B en het punt (AB, A. BJ) in J snijdt.

(Zie voor het bewijs de tekst behorende bij de figuur op blz. 45 J,

In het onderhavige geval is de ligging van de leibaan van B bekend en
daarmee de werklijn van de versnelling Eﬁs van B, De constructie kan
dus als volgt verlopen:

a, Trek decirkel door A, Aj en J,

b. Snijd BA met deze cirkel in het punt (4B, AJBj)

c¢. Yerbind het punt (AB, A.B,) met AJ en

373
d, Snijd de verbindingslijn met de leibaan van B in het gevraagde

- punt B,,
P 3

Een andere manier is die welke gebruik maakt van de stelling 2, dat de
cirkel door A, B en het snijpunt (AAJ, BBj) de cirkel door Aj en Bj
en (AAj, BBj) in J snijdt. (Zie voor het bewijs de tekst behorend bij
de figuur op blz.45 ).
In ons geval is het volgende verloop denkbaar:
a. Snijd AAJ met de leibaan ven B in het punt (AA <y BB ).
(b. Ter contr8le kan worden nagegaan of de punten A B, (AAj, BBj) en
J inderdaad op €én cirkel komen te liggen.) 7
c. De cirkel door Aj,J en (AAj.BBj) snijdt weer de leibaan in het
gezochte punt Bj'

Het is duidelijk, dat de beide laatstgencemde stellingen (1 en 2) ook
kunnen worden gehanteerd voor de bepaling van de ligging van J bij

.
twee gegeven versnellingen bijv. AAj en §§}.
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—_—

. Bewijs van stellink.2 (zle onderstaande figuur).

. Daar *JA?:-]:JMJ. = v =3 JBB, =JBT, d.i. de versnellingshoek, zien
de baanpunten A en B het lijnstuk JT onder dezelfde hoek, zodat
Ay, B, T ®n de versnellingspool J samen op een cirkel liggen,

Daartauj =&JBBj en AAJ./BBJ. = JA/JB isAJAAJ ~4 JBBj.
Hieruit volgt, dattJAjT =tJBjT, zodat ook ﬂJAijT een koordevierhoek
is. De omgeschreven cirkels van de koordevierhoeken JABT en JA BjT

J

snlijden elkaar dus - buiten T - in de versnellingspool J.

Het bewijs van stelling 1 volgt nu onmiddeIijk uit de hulpstelling:
Zij gegeven een vierhoek AAJBJB, yifrvag de overstaande zijden elkaar
snijden in de respectieve punten S ‘% (Ade,AB) en T(AAj,BBj), dan is
op zulver meetkundige gronden aan te tonen, dat de 4 cirkels (4,B,T),
(Aj,Bj,T), (A,AJ.S) en (‘B,Bj,
Sewija:_gijrpgfufnijpunt van de cirkels (A,B,T) en (Aj.Bj,T) dat niet

8) elkaar in dén punt J snijden,

met T samervalt (zie hiervoor het bewijs van stelling 2), dan
is 4SA3J = 4BJTJ = {BTJ = J SAJ zodat DSAAjJ een koordevier-

‘ hoek is, Geheel analoocg is dan ooktlSBBjJ een koordevierhoek,
___+  De vier genoemde cirkels snijden elkaar dus ipméEhzelfde punt J.

Opm.1: Is bovendien 0O H‘jﬁ“j"ﬁ"‘aeﬁ'ﬂk"aér-

red

denvierhoek, den komt J op ST -
te liggen.

Opm.2: Er zijn 6 verschillende paren

===

mEDonEz

gnellingspool J snijden, Ieder

van deze paren correspondeert

met een stelling. Buiten de reeds
geformuleerde stellingen 1 en 2
zijn er dus nog.h andere. (For-
muleer deze 4 stellingen voor U
Zelf.)
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i
De versnellingspoolconstructie van Joukowsky

Gegeven: EEj en Egj.

- - -

a8 Teken de verschilvector AC = AAj - BBj.

b Meet de versnellingsholek 4 BAC = v.

¢ Zet deze versnellingshoek y af op de
— —
versnellingen AAj en BBj.
4 5Snijd de zo verkregen vrije benen

AJ en BJ met elkaar in de versnel-

lingspool J,

Bewijs: Daar @ABTJ een koordevierhoek is, is 4 AJB = & ATB = & aa,C.
Voorts is JA/JB = AAj/BBj = AAj/AjC. Uit het een en ander
volgt, dat AMCx DRI,
AAAjC is ontstaan uit AAJB door rotatie over y om A, gevolgd
door meetkundige vermenigvuldiging met de factor AAj/AJ waar-

bij A meetkundig vermenigvuldigingscentrum is. Hieruit volgt

constructie spreekt verder voor zichzelf,

De versnelling van het punt P, dat momentaan in rust is, volgt uit:

) 2
PP, = \’mk + &2 . JP = V(.u!+ + &2 PWcosy = th + &2 PW g
J iim + 65

ij=ﬁi.w2 = wS/PH

De versnelling van de pool P is onafhankelijk van de hoekversnelling &
van het bewegende vlak, Zij is alleen afhankelijk van de diameter PW
van de.buigcirkel en van de hoeksnelheid w van het bewegende vliak.

Met behulp van PP'j
ieder punt uit het bewegende vlak bepaald.

en een bekende li;ging van J is de versnelling van
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« Is voor een ogenblik ¢ = O {d.w.z. @

stationair) dan is J = W, omdat

— ! —
WWj = mh + &2 W = o' + éaPWsinY =
\I
= wh S - .
m4 + &2

WN., = PW . O
h

(Bij tandwieloverbrengingen, waarbij

de hoeksnelheden constant blijven, is dit steeds het geval,)

De versnelling van een punt met betrekking tot de relatieve beweging.

Voor de snelheid van een punt is reeds afgeleid, dat v = ¥ + v .
—abs “rel —sleep

i Het punt A is nu geen vast punt meer van het bewegende

Al stelsel x - o - y. De beweging van A t.0o.v. x - 0 - ¥
'y ¥

noemen we de relatieve beweging van het punt A.
De beweging van A t.o.v., het referentiestelsel
X - 0 - Y noemen we de absolute beweging van het

punt A. De beweging x -~ 0 - ¥y t.o.v. X = O - Y heet

o X de sleepbeweging.

Hoe groot is nu de absolute versnelling van het
punt A in termen van de relatieve versnelling en

de sleepversnelling van het punt A? Het zal blijken dat deze versnellingen

(anders dan bij de snelheden) niet zonder meer vectorisel opstelbaar

zijn: er komt nog een mengterm bij. Deze mengterm heetde Coriolisversnelling,

Deze stoelt op een verandering van de sleepsnelheid ten gevolge van de

plaatsverandering van A in het (sleep)vlak x - o - y. (1% bijdrage) en op

een verandering van de relatieve snelheidsvector ten gevolge van de

sleeprotatie (2° bijdrage). Zoals later blijkt zijn beide bijdragen

even groot (vandaar de factor 2).

Afleiding:

Z = ze ¥ 4+ a (1) waarin 2 = X + i¥, z = x + iy, a = a + ib en i€ = -1,

Fluxionering ~van (1) leidt tot:
- i¢

2 = iézel¢ + & + %e
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(Nu er sprake is van relatieve beweging is z niet meer constant).

2= ip(2 - a) + & + sel? o (2)
. —_—_ = —
xsleep xrel

Nogmaals fluxioneren geefts:

Z=i4(2 - a) + 10(Z - ) + a + 102e1? 4 5e1¥
= i9{2 - a) + i¢Ei¢(Z - a)+ 2ei¢3 + a + i¢éei¢ + Eei¢
" 2 w e d@ ... i@ %)
2= (1% - 19°)(2 - &) + a + ze ' + 2idle (3)

Hierin is:

(i¢ = 1¢2)(z -a)+as= de sleepversnelling van een vast punt

Esleep'
(ter plaatse A) van het x - o - ¥ vlak

: bewegende t.o.v. het X - O - Y vlak.
el?

B ' 1 : .0.v. het
Brelatief! de relatieve yversnelling van het punt A t.o.v. he

(sleep)-vlak x - o - y (gezien vanuit het
referentiestelsel),
Hierbij is formule (1) tweemaal naar de
tijd gedifferenticerd met a(a,b) en ¢
beschouwd als tijdsonafhankelijke constan-
ten, Er is dus net gedaan alsof het vlak
X - 0 -y niet bewoog t.c.v., het referen-
tieviak X - O - ¥ bij deze differentiatie.
2:i.q>éei‘P = 8. p de coriolisversnelling. Deze versnelling heeft de grootte
. v

sleep~rel a(‘-ﬂ-slee}:' —rel)’ het
dubbele vectorproduct van de sleephoek-

‘ van 2.1iw

snelheidsvector (loodrecht het sleepviak

in een zin overeenkomend met die van een
rechtse schroefdrmad) en van de relatieve
snelheidsvector. De coriolisversnelling

staat dus loodrecht op I:él 2ij is onder

meer afhankelijk van de richting van de
v en van het teken wvan w (Teken
=rel —_— sleep,

zelf verschillende nmogelijkheden bij een

t.

gegeven werklijn voor Yool

’)schrijf als oefening deze vergeljijking (3) uit in zijn componenten., D.w.z.

vindt uitdrukkingen voor en Y.

E
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We hebben dus gevonden, dat voor een willekeurig punt A:

a = a + + a
=abs =sleep erel ~cor

e
e e

Voorbeeld van toepassing van de Corjolis-versnelling.

- - %. 5w ) Een sleuf roteert met ongelijkmatige

hoeksnelheid w = 1 sec_1 en hoek-
sleep

versnelling & = 1 sec™2.
sleep

In de sleuf beweegt een blokje met
snelheid v_ en versnelling a_ ten

-r =r
opzichte van de sleuf. (dat zijn dus
de relatieve snelheid en versnelling
van dat blokje)

Gevraagd wordt de absolute verinelling g van het midden K van dat blokje.

Eg = de sleepversnelling van een punt van de sleuf ter plaatse K.
X _ K . X
L = Bgn * &gt
2 =~ Qe — 2
Igsnl = vS/OK = v 0K = OK cm/sec

D KO
us _a_sn = »

P~ Y 2
a, = 90K = 0K cm/sec

Igst'sﬁaat 1 op OK. In ait geval is dus 8¢ = Y-

a_ = 2(25 x XT) waarbij 1 = w_ = tana = vs/OK

Tenslotte is de absolute versnelling van K door vectorigle samenstelling

der drie versnellingsvectoren in de figuur bepaald,
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2°® Vgorbeeld van een versnellingsconstructie met behulp van de relatieve

beweging.

‘In dit voorbeeld wordt de-
coriolisversnelling nul door
juiste keuze vaﬁ de sleepbe-
weging.

Van de staaf AB is gegeven de
versnelling a, = Kij. Voorts
zijn nog de liggingen van de
respectievelijk aan A en B
toegevoegde kromtemiddelpunten

a en B bekend, Gevraagd, wordt
"de versnelling 3y = ﬁij te

construeren,

- ((Deze gegevens zijn voldoende
om de constructie ook te kunnen uitvoeren volgens de traditionele manier:
(P, v,, ¥ps bey I, ag) D ‘

De absolute beweging van de staaf AB wordt beschouwd te .zijn samengesteld

uit een translatie met het'punt A mee en een rotatie om A. De translatie
wordt als sleepbeweging heschouwd en de ratatie als de relatieve beweging

van 4B t.o.v, die sleepbeweging.

Toelichting:

Daar de absoclute beweging van de staaf AB vastligt en voor de sleepbeweging

een translatie (met A mee) is gekozen (het kan ook anders!™) is het
duldelijk dat voor de relatieve beweging het verschil tussen de absolute-
en de sleepbeweging overblijft. Bij de gekozen translatie doorloopt ieder
punt van AB een met de baan van het punt A congruente kromme‘(d.w.z.
ieder punt van AB heeft voortdurend dezelfde snelheid, versnelling, ruk
enz, als het punt A4). Van het vlak AB doorloopt het punt A als enig punt
in de translatie dezelfde kromme ‘als in de absolute beweging., De

_ resterende relatieve beweging heeft .dus A als een vast punt, Deze
relatieve beweging (van AB t,o.v., de sleepbeweging) is dus een rotatie

ém dat punt A. (Het punt A is niet een absoluut vast punt, maar voor het

} ‘ Ny
beschrijvam vande rotatie wordt het beschouwd als een vast Punt.
A’ w
ra ,c’

\
*Noot: Indien voor de sleepbeweging geen translatie wordt gekozen wordt

‘—"I 0.
©.1eep # Q en dus in het algemeen a = 2(u, x'gr) # 0
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Voor de hier gekozen opzet, geldt dus, dat

VB = vB + vB dat =

—abs ~ —sleep & —rel'® 2092 Ig T ¥y * Ypy

of

Yp =V, + (w x AB) ; h T 777(1)  Formule van Buler

Fluctionering van deze betrekking geeft:
ag = a, + (w x 4B) + (& x AB)

— = —
=a, + (@ x OB - OA) + (& x AB)

—
=a, + (0 x v, - ¥,) + ( x AB) en met Euler:

=a, +{a x (0 xAB) )+ (& x AB)

ap = a, - maﬂﬁ + (@ x AB) (2) (2% formule van Euler)

Hetzelfde resultaat kan ook rechtstreeks worden verkregen door toepassing

van de formule:
) = + &8 +
=abs E-sleep =rel Zcor

= 0 wordt a =0

Daar bij de door ons gekozen sleepbeweging w cor

sleep
en blijft dus over de betrekking

A = a + a

Toegepast op het punt B wordt dit:

B_ B, B
Ba T Eg T &y !

Daar voor de sleepbeweging het punt B dezelfde versnelling heeft als het
A

, B
punt A, is dus B, =2a_.

Na overgang op een enigszins andere notatie mogen we dus schrijven

(Euler)if

éB = EA + QBA & .

Hierbij is Zpa de versnelling van B in de relatieve beweging van B-eﬁrﬁti.~

Nu is

2= 2abs = 2sleep + Lrel en ook

D o= =0

== %aus =sleep M érel

In ons geval is msleep = wsleep = 0, dus Lre1 =2 NG 4 78

In woorden! de relatieve beweging van B om A vindt plaats met de hoek-

snelheid en de hoekversnelling van de absolute beweging.
. ~
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Vandaar dat:

_ _ 2 — . —_
2BA = 2BA normaal * 2BA tangentisel = ¢ AB + (& x 4AB)

waarbi j 8pa n = VBA/EK een onmiddellijk construeerbare grootheid is,

indien wegens

de snelheden van Vp en v, bekend zijnt

De constructie van 8p en de bepaling van § van de staaf AB heeft nu het
volgende verloop:

a. Bepaal van a, = Aaj de normale component AAJn gericht van A naar «.
b. Bepaal de loodrechte (= polaire) snelheid XX;P van het punt A uit

Al VAA
vp infar NS

Trek A, B //AB en snlgd A, B in va met BB,
(BB vp 1s de loodrechte snelheld van B). ‘

—_— ey
d. Bepaal Ypa) = VEJ | met BB vrp = BBvp - AAvp (BBvrp heeft de

Jo
[

richting van AB).

X 2 P
e. Bepaal a, = BBjn uit BBjn = Bva/Bﬂ.
- = > _ -
f. Bepaal 83an = BBjrn met BBjrn = BBvrp/BA (want 4 = Brel)'
— —
g. Bepaal BBjrn + AAj'

h. De loodlijn vanuit het eindpunt, van de onder g gevonden somvector

—

neergelaten op AB, geeft gen eefg€3““meetkundige plaats voor Bi;
= & x AB loodrecht AB

(Dit komt doordat de laatste bijdrage 8pat

gericht is),.

i. De tweede meetkundige plaats is de rechte door Bjn L Bﬁ, omdat
— -— — -
BBj = BBjn + BBjt = ap, *+ &gt

J« De twee meetkundige plaatsen snijden elksar in Bj’ en anp = ﬁﬁj.

— 0 — el
k. & x AB = BB, - BB, - AA,
== ] jrn ]
| 58, - 3. - A\
we= AB _ W
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Ylagiograph van 3ylvester
{rantosraaf)

Qs

In 1¢75 bedmcht J.J.Sylvester de zg. "Flagiogroph", Deze hestaat uit

een stangenparallellograr BOB1KB, waarvan het heakpunt 30 gestelpunt is,

Aan de zijden BqK en BK zijn respectievelijk de starre driehoeken

B1KC en BAK bevestizd.

Hot wechrnisme heeft zo nog twee vrijheidsgraden van beweging. Dat wil
zecgen dat bijv. voor h-t punt A op ieder tijdstip nog twee willeckeurige
coordinaten kunaen worden voorgeschreven; De beweging van ieder ander

runt uit het mechsnisme is dan bepaald. Doorloopt het punt A een willekeurige
(of eventueel voorgeschreven) kromme, dan zal het punt C een daarvan

afhankelijke kro.me doorlopen.
| Stelling: De door de punten A en C

beschreven krommen Zijn gelijkvormig.

Het bewijs van deze stelling zal worden
uitgevoerd door het platte vlak waarin
de beweging plaatsvindt als een complex

vlak te heschouven. D.w.z. leder punt van

het mechanisme wordt beschouwd als het

beeldbunt van een complex getal. Het
gestelpunt B heeft (C,0) tot beeldpunt

en kan dus beschouwd worden als de oor-

sprong van een conmplex assenstelsel.

-

Voorts -is Z1 het beeldpunt van B1, 22 van B2 = B, ZA van A en ZC van C,
Dus:

? = ig + — -1 - -1
2y = 22 + KZ1e met AB/BK = A = hB1/B1C B1C = A KB1
en

. -1, _-if

..,C = a1 + A &28

zodat

— if -1 -iBy _ iP

ZA = e " (Z, + A e ) = he "2,

if,
ZA = re c

Dit betekent meetkundig, dat ieder punt A, van de door dat punt doorlopén
kromme, kan worden verkregen door het bijbehorende punt C over de hoek

P om BO te verdraaien en gelijktijdig vanuit BO met de factor A te vermenig-
vuldigen. Daar A en P onafhankelijk van de tijd (of van de positie van het

nechanisme) zijn, volgt hieruit dat de door A en C doorlopen krommen
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gelijkvormig zijn. Het is duldelijk, dat een van deze beide krommen kan
worden voorgeschreven; de andere is dan dasarpee gelijkvormig. In de
figuur is dit gedemonstreerd door het punt C een t.o.,v. het punt A ver-

groot en verdraaid cijfer 2 te laten beschrijven.

De stelling van Roberts.

In een bijzonder geval van de "Plagiograph" doorloopt het punt C een
cirkel om Co’ Dan zal dus ook het punt A een cirkel gaan beschrijven
en wel een cirkel rond &o. Het punt Ao volgt uit Co' zoals A uit C

volgde, Dus:

zodat {AOBOCO = p = 4 ABK ={KB1C

en ook AOBO/BOCO = A = AB/BK = KB /B c

Men verblndt nu C met C en A met A door middel van staven. Er ontstaat
dan een configuratie die volgens het plaglografisch beginsel van Sylvester
kan bewegen (maar het niet zou doen wanneer de afmetingen willekeurig
waren). Het is dus gen kinematisch overbepaald mechsnisme,

‘er zijn in de configuratie twee
stangenvierzijden te onderkennen,
n,.l. AOABBO en BoB1CCo‘ Ieder van
deze vierzijden draagt een kop-
peldriehoek, respectievelijk ABK
en KB1C. Het punt K van dezé
vierzijden is in iedere stand der
vierzijden een gemeenschappelijk
punt. Men kan ook ieggen, dat
beide vierzijden een identieke kop- et

pelkromme (beschreven door K)

voortbrengen. Er is sprake van - : -
een 2-voudige voortbrenging van
de koppelkromme. Indien de afmetingen

van een van de beide vierzijden
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willekeurig zijn, volren die van de andere vierrijde daaruit. (Teken nu

zelf een willel.eurige vierzijde met een willelteurige, starre, koppeldrie-

hoek en vindt daaruit de afmetingen van het toegevcoegde mechanisme, d-t

dezelfde koppelkromme voortbrengt,)

Il Met het nunt Bo van de configuratie
is een stangenpsrallellogram
verbonden. Uit symmetrieoverwegingen
wordt duidelijk, dat ook in de
faste draaipunten Ao en CO zulke
parallellegremrien bestaan (of
kunnen worden aangebracht). Deze
zijn respectievélijk AUAKA1 en
COCKG1.

starre drichoek?

Is nu ook A A.lKC1 een

Daar A K en K01 staven zijn, is het

1 :
voldoende te bewijren dat A1K en
KC1 een starre hoek insluiten. De hoek welke deze twee staven nmet elksar

naken is dezelfde welke AAO en CCo net elkaar nslien. Omdat nu

- _ . 1P
S, - zA = Ae (zc - 24 )
[s] [»]

wordt het duidelijk dat de geznchte hoek weer dezelfde vaste hoek P is.
AAKC, is dus star. En@A_A,C,C_ is een 3% vierzijde welke d.m.v. de
koppeldriehoek A1KC1 dezelfde koppeliromme voortbrengt!

De verkregen configuratie is rotatiesymmetrisch! meer oplossingen zijn

niet meer te verwachten. Afgeleid is dus de zg. stelling van Roberts:

ledere koppelkromme kan op 3-voudige wijze door een stangenvierziide

worden voortgebracht,

(Probeer zelf de beide andere mechanismen te vinden, wanneer er een is
gegeven),

Met betrekking tot de afmetingen van de configuratie CR van Roberts geldt, -
dat A AOBOCO ~ & 4BK ~ & KB,'C ~ A 411{01

en dat
-1 ' -1
BB, = A" AB A A, =3 AB
o 1 -1 o 1 -1
B,C = A BB, A.C., = p AA
1 -1 171 1.0
CC_ = A AA C.C_ = u BB
o Q 170

g =T
waarbij A~ = BK/AB en p~' = AK/AB.
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‘Opmerking 1.

De 3 mementane polen Pq'

P, en P, van de respectieve

= 3

vierzijden liggen samen met

het koppelpunt K steeds op

dezelfde rechte. Daar de

3 voortgebrachte koppel-

krommen identiek 2ijn,

zijn in iedere positie van
- y Oy ook de raaklijnen in K

" 7 aan de koppelkrommen iden-

A 2 ' tiek. De 3 poolstralen

a /// (= baannormalen van K),

w welke hier loodrecht op

\ staan, zijn dus ook identiek.

Dus Pq, F P, en K'liggen

2' 73

steeds op een rechte,

Opmerking 2.

De 3 collineatiepunten Qq, Qa en Q3 van de vierzijden uit de configuratie
van Roberts, liggen steeds op een rechte.

Het bewljs van deze stelling berust op de stelling van Menelaus voor de

rechte.Q1Q2 ten oprichte van de gesteldriehoek AOBOCo van CR' Zij maakt

o.a. gebruik van het feit, dat de negen bewegende schakels uit C niet

s
meer dan 3 verschillende hoeksnelheden bezitten. :
veze zijn dan ook in ieder van de drie vierzijden aan te wijzen en vormen
t.o.v. elkaar een permutatie, Dit alles berust op het feit, dat in CR
drie stangenparallellogrammen voorkomen met gelijke hoeksnelheden (resp.
hoekverdraaiingen) voor de overstaande stangen. (Zie voor het volledige

bewijs van deze stelling blz.20 van het boek:"De stangenvierzijde als

aandrijvingsmechanisme” door E.A.Dijksman. Culemborg/Antwerpen/Keulen,

De Technische Uitgeverij H.Stam N,V, (1964), VIII + 127 blz.).



	Inhoud
	Literatuur

