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Inkeiding.

~ Wanneer men uit machines de materie wegdenkt blijven mechanismen over; wanneer
men dan van deze mechanismen de bijzonderheden weglaat die verraden dat het
mechanisme een fysische herkomst heeft, ziet men bewegelijke configuraties,
figuren in de tijd-ruimte. Deze figuren zijn het object van de kinematica,
onderdeel van de meetkunde; ze zijn sedert eeuwen ontleend aan het vernuft
van al of niet ingenieur geheten uitvinders. _

Volgens een oeroud spraakgebruik vormt de wiskunde die aan natuurver-.
schijnselen en artefacten is ontleend de toegepaste wiskunde, vormen de ver-
schijnselen etc. de toepassingen.Zo wordt kinematica toegepast in de werktuig-
bouwkunde en daarbuiten voorzover heweging met mechanistische modellen wordt
beschreven. -

De plaats van de kinematica binnen de meetkunde is niet duidelijk. Naar
haar aard behoort ze tot de differentiaalmeetkunde. . Ze heeft evenwel ook steun-
punten in de analytisghe en algebraische meetkunde, in een aantal hoofdstukken
‘der analyse (differentiaalvergelijkingen, approximatie, optimalisering) en in
algebraische onderwerpen (lineaire algebra, duale getallen, quaternionen); na

-de afronding van de klassieke kinematica in de eerste helft van deze eeuw ziet
mén thans in de literatuur pogingen om de kinematica te beschrijven in termen
van moderne differentiaalmeetkunde of moderne algebraische structuren.

Naast een globale, op discipline gerichte indeling moet ook over een an-
dere worden gesproken. De omstandigheid dat het vak zowel door werktuigbouwers
als door wiskundigén is {en wordt) bhedreven brengt tweeérlei gezichtspunt
mee, Technische en Theoretische Kinematica, die zich, bij niet noodzakelijk
verschillende keuze van conderwerp, onderscheiden doordat de eerste (meer) me-
chanisme-gecriénteerd is, de tweede (meer) methodologisch wvan aard. Hierin
weerspiegelt zich de zo vaak gehoorde opmerking of klacht dat voor de ingeni-
eur een probleem is opgelost met de verkrijging van de numerieke antwoorden,
texrwijl het voor de wiskundige dan juist ontstaat in de vraag naar de mogelijk-
heid tot generalisatie, dat is de vraag naar het formuleren van methodologi-
sche winst,

De hierna volgende tot syllabus verenigde notities beogen methodologisch
van aard te zijn en presenteren hoofdstukken uit de analytische en differen-
tiaal-meetkunde. In tegenstelling tot hetgeen men zou verwachten, in aanmerking
gencmen dat het een Qierdejaarscollege betreft, is de stof gedeeltelijk ele-
mentair tengevolge vén het feit dat in de voorafgaande wiskundecolleges (WIS 10,

20,30,40}, die bekend worden verondersteld, betrekkelijk weiniqg meetkunde voor-
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komt, en wel in de hoofdstukken in de lineaire algebra. Dit, op zijn beurt,

is een gevolg van twee elkaar versterkende ocorzaken: de meetkundigen hebben
hun onderzoek sedert enige decennia gericht op algemenere (meer-dimensionale,
niet noodzakeliik euclidische) structuren; de rekenmachine voorziet sneller
en massaler in de behoefte aan numerieke antwoorden; dientengevolge is meet-
kunde in het technisch-wetenschappelijk onderwijs hier te lande en elders ver-
drongen door andere cnderwerpen en vervangen door lineaire algebra, breed
toepasbaar maar met geringere (klassiek-) meetkundige inhoud.

Welke voordelen de zojuist beschreven toestand ook heeft, voor de theo-
retische kinematica dreigde ze funest te worden: tot voor enige jaren dateer-
den de laatstverschenen leerboeken van 1940 (Garnier, vierde druk 1960) en
1953 (Blaschke-Miller) {volledigheidshalve wordt opgemerkt dat over technische
kinematica een bescheiden aanbod veorhanden was). Een Kentering is evenwel
waarneembaar. De vraag naar fijnmechanische coastructies, de toepassing in
tot voor kort niet geSxploreerde omstandigheden en van nieuwgevonden materi-
alen (ironisch genceg niet zelden in computers),de herontdekte toepasbaarheid
van. mechanistische moaellen buiten de werktuigbouw en de mogelijkheid uit de
kinematica afkomstige problemen ook machinaal te bewerken, leidden tot een
hernieuwde belangstelling voor kinematica. Deze opleving zou met verscheidene
voorbeelden te illustreren zijn; hier wordt volstaan te melden dat sedert 1970
tenminste drie leerboeken over theoretische kinematica verschenen zijn, die
van Veldkamp [17], Hunt [10] en Bottema en Roth [5] ; deze stemmen overeen in
de aandacht voor ruimtelijke kinematica (voor enkele jaren bleken manuscripten
over.fuimtelijke kinematica bij uitgevers niet publicabel om commerciéle re-
denen) ; ook hier wordt een actuele technische behoefte weerspiegeld, namelijk
aan mechanismen die, ook bij benadering, niet vlak éijn. De wiskundige behan-
deling van ruimtelijke mechanismen is in het geheel niet een eenvoudig ana-
logon van een vergelijkbare vliakke configuratie; ze blijkt doorgaans aanzien-
lijk moeilijker.

Een laatste opmerking betreft neg de literatuur. In de bijgevoegde lite-
ratuurlijst zijn titels opgenomen van werken waaruit voor de samenstelling
van deze syllabus werd geput (zonder dat dit in de tekst expliciet is aange-
geven) dan wel waarpaar in de tekst voor verder commentaar wordt verwezen
(veelal opgaven); dit, en hetgeen eerder werd opgemerkt, mag niet de indruk
wekken dat de literatgur in dit gebied niet omvangrijk is; men behoeft de
literatuurverwijzingen in enkele dex dpgegeven boekwerken maar door te blade-

ren om van die omvang een beperkt idee te krijgen; er is een overmaat {met




betrekking tot de inhoud van een college, of zelfs met‘betrekking tot bepaalde
onderwerpen daaruit) aan tijdschriftartikelen, gepubliceerd in uiteenlopende
tijdschriften {(de IFToMM geeft sedert 1966 een tijdschrift "Mechanism and Ma-
chine Theory" uit, dat een centraliserende rol speelt). De historische ontwik-‘
keling van de kinematica kan men, in kort bestek, volgen in Beyers artikel [3],
&én van de schaarse overzichten met een conscientieuze verwijzing naar de
corspronkelijke bronnen. Overigens bestaan er enige bibliografische werken
over kinematica (zie (5] p.543). _

Men kan het cogmerk waarmee het college "Meetkunde en Kinematica" wordt

gegeven samenvatten als een poging tot

i : verdieping in de meetkundige achtergrond van de leer der mechanismen;

ii : inleiding in de nieuwere literatuur over kinematica.




Hoofdstuk I. AFFIENE RUIMTEN

1.1.Het begnip affiene ruimte ~
“Wie de baweging niet kent, kent de natuur niet".

Van een stoffelijk lichaam wordt gezegd dat het beweegt indien na enig
tijdsverloop geconstateerd kan worden dat het in de ruimte een andere
plaats dan wel een andere stand inneemt. Dit brengt ons tot de gedachte:
over de ruimte te spreken als een verzameling van plaatsen met de mogelijk-
heid om odk de verplaatsing in een wiskundig begrip onder te brengen. Daar-
bij kan men van meet af aan abstraheren van het begrip "stoffelijk lichaam".
Dit ontslaat ons niet alleen van de plicht om 2zo'n lichamm te definieren,
het leidt ook tot een geriefelijke algemeenheid..Het bij uitstek voor ons
doel geschikte wiskundig model is dat van de Affi{ene Ruimte. Dan beschouwen
we de ruimte als een verzameling van punten die plaatsen voorstellen en
brengen we het begrip verplaatsing in verband met vectoren; doof het aange-
ven van rekenregels worden deze twee soorten elementen in &én algebraische
structuur verenigd, en deze structuur hebben wij bij de "affiene ruimte”

op het oog.

1.11.Definitie. Een #1e2le affiene ruimie wordt gevormd door het ensemble van

i} een njiet-lege verzameling R, elementen a,b,c,...,X,¥,Z;
ii)een reéle vectorruimte U, vectoren u,v,...,X,¥,««+;
iii)een afbeelding c: R x R + U met de notatie g{a,b}) = a + b,

met de eigenschappen:

ARl:Voor iedere a ¢ R is de afbeelding ca:R -+ U met G;(x) : = a+x
een bijectie;
AR2:voor iedere A ¢ R geldt a -+ a = 0;

AR3:voor alle a,b,c ¢ R geldt a+b +b-+c =a+c.

We spreken over de affiene ruimte (R,U), of, als geen misverstand ontstaat,
de affiene ruimte R.

De elementen van R noemen we punten.

1.12.Eigenschappen;

1.121. b »a == {(a +b) ; dit volgt uit ARl en AR2,

1.122.[(a»b) = {(c»d)]e[(a=~>c) = (b+ad] ; dit volgt uit AR3.




1.13.Nadere bepalingen.

1.131. We veronderstellen dat d&im U < = , en beperken ons practisch tot dim U=
=0,1,2, of 3.

1.132.Als u = a +b schrijven we ook b =a + uof a =b - u.
Dan betekent 1.122 dat (a + u) + v = (a + v} + u , zodat we mogen schrijven

a -+ u + vV .

1A33.T,(R) : = ) = {a+u|uell

uh

Omdat o, een bijectie is, kan men Ta{R) opvatten als een (met U '"isomorfe)
vectorruimte, de faakruimte van. R in a ; de elementen van Ta(R) staan be-
kend als gebonden vectoren.

1.134.als u € U dan bevat de vezel U+(E) alle paren (a,b) waarvoor u = a + b.
“ -~
Deze vezels vormen een partitie g (U) = { o (Eg}ueu van R x R die

ook als vectorruimte kan worden beschouwd.
o (U) heet de vaije vectorruimte, de elementen ervan valife vectoren ; ook

o+(q) is isomorf met O .
1.135.Definitie : dim R : = dim U .

1.136.De vectorruimte V heet de mef R verbonden Lineaire (of vector- ) ruimte.

We schrijven ook wel R* = U

1.137.Iedere vectorruimte ! kxrijgt door de definitie a +b : b - a affiene struc-
tuur.‘Dit heeft er toe geleid dat de ruimte veelal wof&% gezien als vector-
ruimte, waarin onderscheid gemaakt wordt tussen plaatsvectoren (punten) en
andere vectoren ; nog afgezien van deze terminclogische verwarring is de
" yectorruimte minder geschikt dan de affiene ruimte omdat er steeds van fe
voAen een corsprong moet worden gekozen.

Anderzijds kan men ieder affien resultaat direct op vectorruimten toepassen.

1.138.De n-dimensionale vectorruimte R is,als affiene ruimte opgevat, een n-di-
mensionale ruimte A" met verbonden lineaire ruimte Ai = nf’. In latere
paragrafen , waar we ook over de euclidische metriek van de ruimte willen

n

beschikken, spreken we van E en E2

; . . as . . . n is, is

Aangezien iedere eindigdimensionale vectorruimte essentieel een R !
Lo . : . : n

iedere eindigdimensionale affiene ruimte essentieel een A" . Voor n = 0,1,2,3

spreken we van een punt, een lijn, een vlak, de ruimte.

1.139.Als { 51""'£n } een basis is voor If], dan zijn er bij iedere a,b ¢ a een—

, _on
duidig bepaélde getallen %ﬂ Poressp zodat a - b-— Zi=1 pifi' De getallen




1,14,

1.141,

1.142,

1.2,

1.21..

1.22,

1.221,
1,222,

1.223.

1.23.

pi heten de cobrdiaten van b ten opzichte van het codrdinatenstelsel

{ al’ £1l’£2’--.,f.n}

Voorbeelden.

Ao, fAl, ,Az en;.Aa.

In een tetradder delen de middenverbinders van overstaande ribben el-

kaar doormidden.

AffLene deelruimten.

Zzij R een affiene ruimte met verbomden vectorruimte R* .

.Definitie. Als U een lineaire deelruimte is wvan R* en a €.R dan heet

a+lU := U: () ={,a+ul uell ecen agfiene deelruimte van R; U
heet de nichiing van a + U, a heet een sfeunpunt van a + U.

Eigenschappen.

bea+lUle (a+b) ¢ l.

a+l = b+Ve=sU=V

m .
Als 0 (a,+Ul.) # ¢ dan is n (a,+U ., een affiene deelruimte met
_ ii . 1°71)
i=1 i=%
. m
richting n Ui.
i=1
, ' m , .-
Stelling : Als Prds8grreier @ € R en Zi=0 Ai = 1 dan is L
em m .
P+liohry @>a) =a+li g (@>a)s
Bewijs : Uit

m . .
( Zifo A e > a) - Zi—o -Ai(q +a))= Xl;;qli((p +a) - (a>a))

o :
= Ji0 M (P> q) =po qvolgt

m m m
Pl era) =p+pra+fign@ra) =ar g dara




1.231.

1.232,

1.233,

1.24.

1,241,
1.242.
1.243.

1.244,

1.245.

1.25,

Definitie : Onder het affiene opspansel van de punten a

- 4 -

- . L] m
Definitie : Als a, a . A,
Puihussrs/utalmiuadi i=0"i

o, 21’ = 1 dan heet,voor iedere

ceer a € Ren)

peR

r

m n
Lico M2 == P+ LY (B ay)

de afgiene combinatie van a_, a,,..., a met coefficienten (of gewich-~

0" 1
ten) AO' Al,...,.lm .

. o - L .
Stelling : Als Ei=0 li =1, AO # 0 en b : zizOXiai' dan is

-1 m -1
Stelling : Als
m m _ }
bj a zi=0aji i ! z_-j,:(j. G"ji =1,73 o, 1,., k,
en
k k
c =) B R ) B. =1,
zJ=0 i3 ):3=0 3
dan is
m k _ o X
Lieo ¢ Ej=° %3Py ) = lenc= Yizg ¢ zj=0 a0 585 034
Voorbeelden.

Neem, in 1.23, m : = 1,

Het zﬁaartepunt van Aabc is 3_1{a-+ h+c¢).

Het zwaartepunt van tetraeder abcd is sl a+b+c+a).
Het hoogtepunt van Aabc is

(ZF)-Z 20-( b+c,a=+b)b+c,c>ala

met
4F2 : = zo(b +-¢c,a—+b)b+c¢c, ¢c+a), en
F = opp. Aabe
m ' m m
P> Lo M Lo X ), koot

a,;..., a € R
!’ 1’ r m

0
m m
< a_; vegd P = . .= H
yerstaan we 3gr@yrevesdy { zi=0 A2y ] 21=0 A =1}
: = { Foea is < P =< e > ;
als A {,ao,a1 2 } dan is A N A
als B niet eindiqg is dan is <€ B » : = BL(!'_.A <4 pA >

B eindig




1.251,
1.252,

1.253.

1.254,

1.26,

1.262.

. . . m
e? ll,kz,...,lm € R, niet Vi Ai = 0, met X1=1 Aia

Voorbeelden en eigenschappen.

< ay = {a,}.

< agra, » is de lijn door ao en a,; als tenminste a0 # a,

< ao,a1,32> is het vlak door a ,al,a , mits a ,ai,az

0 2 ‘ 0 niet colliﬁeair zijn.

Stelling : <€ SINLIERREIL > = a, + < ay > agr... ayg > a > , in woorden:

het affien opspansel van een eindige verzameling is een affiene deel-

ruimte.

Definitie. De punten ao,al,...,am-heten (of: het stelsel punten
[ao,al,...,am] heet (aféien)onaghankelijk als gé&én van die punten
tot het affiene opspansel der overige behoort; anders heten ze (of:
heet het) (affien) aghankelisk.
Stelling.[ao,al,...,ém]onafhankelijk<¢[ao-+a1,a0-+a2,...,a

0-*am] onafhankelijk.

Bewijs. Stel dat ao - al,a0 -*> az,...,ao -+ am‘afhankelijkf zijn; dan éijn

- a =0. ‘ i

0 i ..

Er zijn nu twee mogelijkheden:

1) z?;l A, # 0; het is geen beperking te onderstellen dat ET¥1 A, = 1;
dan ziJn equivalent zi Ai (a, ~a ) =0, a +2 X (ay = a i) = 3y
= >
Zi 43y =8y 18y € Laj,a,,..,a >
2) IT=1 Ai = 0; het is geen beperking te onderstellen dat A, = -1; mu is
i— l = 1. en de voigende beweringen zijn equivalent:
m -m _
BT T ieg by (e a)) =0 ag + By Ay (ag > ay) =y
Limp X425 = 2fr 3) € @pag,..i, ™.
LA r LA L >'M
Stel nu, omgekeerd, dat akeO,l,...,m a e <a0, 3y 1341 a at
= j i ; .e- >
Etﬁk A, =1 zijn dan equivalent; ak c <% ao""'ak—l'ak+1' 'ém '
a, #kk a;, ay>a, = &=k A3 ai,[ aq > 8,085 T Agre-erBy F 2y 1 af-
hankelljk. ) ) 0

Als [ao,al;...,amj affien afhankelijk is geldt niel dat Leden der punten

tot het opspansel der'overige behoort; neem bijvoorbeeld ao =a, # a,i

anfal.azj.is afhankelijk, maar a, £ < a ,a13> . Maar: als r ao.al....am]

0
afhankelijk en [a;,...,a_ ] onafhankelijk is, dan is aj € A IUPREYLE A




want als, met k # 0,

+ ...+ A a’

+ lk+1ak+1 mm

a, =A@g tAe .o F A A

dan moet aO # 0 zijn en kan men aooplossen {1.232) zodat ook a, € <a1,...,a£>.

En in het bijzonder:

Stelling. als [ a.,a,,...,a ] een maximaal onafhankelijk deel is van
stex . 1ng. 0" P

[ao,al,...,am } dan is <a0,a1,...,ap3’ = <€ ayra ,...amﬁ'f

1

P : 3 <%
. Bewijs. Nu is ao,al,_...,am e 4 ao,al,...,aP dus (1.233) ook aO

< &o,al,...,api’, het omgekeerde is triviaal, 0

A, ,...,a F C
! 1’ r m

1.263. Voorbeelden.

[al is onafhankelijk.

2ls dim R 2> 1t en a # b, dan is [ a,b ] cnafhankelijk. 8ls R 2 2 en a,b,c

liggen niet op &&n rechte, dan is [ a,b,c ] onafhankelijk (en omgekeerd) .

Als dim R = 3 en a,b,c,d liggen niet in é&én vlak, dan is [a,b,c,d] onaf-

hankelijk ( en omgekeé;d) . Volledigheidshalve noemen we § afhankelijk. Een
nietleeg deel van een onafhankelijk stelsel is onafhankelijk.

1.264. Definitie. Een onafhankeliik stelsel punten [ a ,al,...,am 7 heet een

0
(affiene) basis voor de affiene deelruimte a + V indien

1) a + V=<a,,a --.-ram>f

0" 1
2) [ad,al,...,am] onafhankelijk.

1.265, Stelling. Iedere affiene deelruimte a + V heeft een basis, en deze bestaat
uit 1 + dim V punten.

Bewijs. Neem in V een basis vy

SYERETA met m = dim V ( wvergelijk WIs 20,

p.105-108), Dan zijn a, a + Ve 2 + 22;~..,a + v onafhankelijk (1.334) en
<fa,a + Vireeesa + Y&b =a + <Yl""'!m> =a+ V (1.332).
{Er zijn veel bases in a + V.) . 0

. . ing. £ Paes jke ..
1,266, Stellin Als b € 4 ao,a.1 ,am.> met onafhankelijke[ao,a ,aug dan

17"
zijn de Ai.Ln b = Z; Aiai eenduidig bepaald.

ijs. Ui a, =}, . + ). )= :
Bewijs. Uit Zi Alal Zl ua. volgt a, lei(a0.+ al) a, + Eiui(ao -+ aQ,

zili£a0+ af = ziui(ao -+ ai).Zi (li - ui)(aoa-ai)= 0, vi li - u, = 0 . 0




1.267.

1.268.

-7 -

De getallen X ,ll,...,lm heten de affiene codndinaten-an b ten opzichte

0

van de basis [a_,a

0 1,...,am] .

Stelling. Iedere affiene deelruimte a + V van R is een affiene ruimte met

¥ als verbonden lineaire ruimte.

Bewijs. a + ! en VV vormen al een ensemble van een verzameling en een vector-
ruimte; we zoeken nog een T : {a + V) x (a + ) > V met de vereiste eigen-

schappen; neem
Ti=0 | (a+ V) x(a+ V).

dan is triviaal voldaan aan AR2 en AR3; voor Tt Ta(x) = a-+x (met x ¢ a + V)

geldt

1) a +x ¢ / dus T, At v-+v,
2) 1. =0_ | a+ V, T is een injectie,
a a a
3) als v ¢ V/ dan is v = T, (a + ¥), 1, een surjectie. 0

-

De dimensie van een affiene deelruimte is gelijk aan het aantal basispunten

minus 1; en: iedere basis heeft evenveel punten (1.135, 1.265 en 1.34).

Affiene deelruimten S van R met dim R = n heten

0,
lijnen als dim S 1,
vlakken als dim S = 2,

punten als dim S

it

ruimten als &im S = 3,

hypervlakken als dim S = n-1.

Stelling. 2ij [ 20'31""’an] znafhankelijk, m<nen
bi: = Zj:o Bijaj V Zj:osij = 1 r 1= 0!"'lm,-
Dan is [ bo;b ,...}bm] onafhankelijk # rang [Bij] =m + 1.
[ Y

1

Bewijs : De volgende beweringen zijn achtereenvolgens equivalent :

[bo,bl,...,bﬁ] onafhankelijk, [bo > bi]i=1,...m onafhankelijk ,
n ’ ..

[Zj=1 (Bij - Boj)(ao > ai)]i=1,...,m onafhankelijk ,

ran .- . . . = m.
9 {Bij BOJ ]1=1,....m;3=1.-.-,n

Nu is, daar Z?=O B..=1 voor alle i =0, {,...,m

ij




01

11

B

m0 ml

e

zodat

1.271. Opmerking:

1.272. Voorbeelden.

...Bon

.o.B

.- B
mn

i

ranngig.4'B

As

in

oj

21 801 v BOn
1 811 . e n Bln
1 Bml “ee an

.] .

i=1,...,m:3=1,...n

n=m is het criterium

~ [t B

0By

0 Bml

.

= werangl8, .’ 3 5 H”
™ rang[Bij3i=0'._,;m;j=0,...,n+1

-

o1 *-- B

-B

o1°° B

-B B

01°" " "mn

in

det [Bij] #0 .

1.2721. De stelling van Menelaos : Neem Aabc met punten

£:= (A + llﬂl(lb + ¢} , m: =

dan zijn £, m, n collineair dan en slechts dan als Auv =

1.2722. De stelling van de Ceva:

1.273,

1.28.

In 1.2721 zijn de lijnen < é,l » ,<b,m®» en € ¢,n ® concurrent dan en

slechts dan als

Zij [co,c

Als [bo'bl""'ﬁij onafhankelijk is, dan is er een deelverzameling

Auv

-

= 1.

—

{do,d ""’dm-l} van { co,cl,...,cm} z65 dat

f bofbl"i"bF

Stelling. als S en T affiene

1) ScTof Tc §; en dan is

2) §nT=g¢;

3) Sn T is een affiene deeltuimte met S*n T; als verbonden lineaire

dl'd

27+ r9py

de volgende uitspraken waar:

> = < Co,cl,...,Cn?’ o

ruimte en’'0 < din($aT) < min {dim S,dim T}.

Bewijs., Als $ & T

dus S T
. X *

| _ T~
Als bovendien 8 # T dan is blijkbaar ook S*. # T* en dim S*< dim T*.

en S =

_On

B

—BOn

On

~-1.

S,c T* respectievelijk T*C S,

1,...,cm] onafhankelijk, en zij bo'bl""'bz e < co,cl,...,cnl>

(u + 1)-1(uc + a)., n: = (v + l)ul(va + b ,

O

deelruimiten zijn van R dan is precies &&n van

hlfi

‘ ‘ + + T :
a + S*, dan is ngs*a - g‘ela N zodat VXFS*E'G T*

"Stel nu dat S n T # @; dan is (1.223)) SaT een affiene deelruimte, dim S n T

< @ &n volgens het voprgaande ock dim 5 n T<min {dim S,dim T};




1.281,

1.282.

1,283,

1.29,

1.291,

1.292.

1,293
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als bovendien niet geldt S Tof T ¢ Sdan is dim S n T < min {dim S,dim T}. O

Definitie. Affiene deelruimten S en T heten evemwijdi{g indien ST, of
T*c S*. Men schrijft dan S| T .
Als dim R = n, dan is voor k € {0,1,...,n} evenwijdigheid een equivalentiere-

latie wvoor alle deelruimten 8§ van R met dim S = k.
ABls ScT dan is S I T (1.28).

Als Si (i=0,1,...,m) affiene deelruimten van R =zijn dan is hun opspansel

m
: = > i .25) .
< So,Sl,...,Sm>. < Uig Si _.(_21e 1.25)

Stelling. Voor iedere A ¢ R is €A%» een affiene deelruimte.

Bewijs. Beschouw de verzameling £ van alle maximale onafhankelijke eindige
deelverzamelingen B van A; Als B,C'¢ £ is (volgens 1.345) =B = =H=C, noem
dit aantal m+ 1; blijkbaar is €aA®» = UB £< B> .

Zij nu 4, i€ €< A» (i== 0,..., p); voor iedere i is er ecen B, = {bio'bii’”"bim}

z6 dat d = )' met Zj Bij

I

i
, P =
§=0 i] i3 1. Dan is, met Zi=0 (Si i,

Ei §,4;= zi Sy Z Bi; ij - zij 8844034 met

Zij 685 = I, 8, zj By = 1r en I §.d.e €A> . O

Stelling, € Ao > ié de kleinste van alle affiene deelruimten die A omvatten. []

Stelling. Voor affiene deelruimten S en T van R geldt:

i)als S n T #@Pdandim < S, T®» =adim S +dim T -dim Sn T
i) alsSnT=;adandim<s,T}>=dimS+dimT+1—dims*n T*

Het eerste geval volgt direct uit de overeenkomstige stelling voor vector-
ruimten (WIS 20, § 3.3.5-3.3.7)
dim S*+ T_kz dim S*+ dim T - dim S*n T* .
Zij, in het tweede geval, S = a + S*', T =} +T;;neem s=a+ues,
=b+EE'T, A+upu=1; dan As + yt = Aa + ub + Av. + uw = a + uf{a + b) +7\X+m.'
zodat dim<S,T>» = dim <a -+ b,S*,T*> = dim <a —» b,S* + T*>. We moeten laten B
ziendat a+b £ V + W; wareditzodanwe_xsb=a-+z+ﬂ,b—1=a+y__esn7

tegenspraak. Dus a > b ¢ V + W en dim <a + b,V + W> = 1 + aim(V + ). 0




1.3. Affdene afbeeldingen

"1.31. Zij R een affiene ruimte.

Definitie. Voor iedere u ¢ R* is een afbeelding Tyt R + R gedefinieerd:
‘ . :=a + .
Tf2):ma+

T, heet een transfatie van R.

1.311, Stelling.

1) Ty is een bijectie, voor iedere affiene deelruimte S van R is Tu(S) =S +u
een affiene deelruimte, Tu(S)H S "en dim ru(S) = dim S;

2) als SlT dan < () hx () 3-°
u u
T

-
3 = .
Yt T T Ty

v = u+v v .

1.32, stel dat R en § affiene ruimten zijn.

Definjtie. Een afbeelding a: R+ S heet affi{en indien voor alle agrdyreee,a € R
en alle AO'Al""’Am ¢ R net Zi-ki?= 1 geldt

§{2i Ay ai) = Xi Ajedal) .

1.321. Een translatie is affien; in het platte vlak zijn bijvoorbeeld gelijkvormig-
heidstransformaties affien; als men in een vectorruimte ([ de vectoren als
punten opvat, dan zijn alle lineaire afbeeldingen affien.

Parallelprojectie is affien. Centrale projectie is niet affien.
1.322, Stelling. Als : R-+S affien is, en als T een affiene deelruimte %an R is
dan is a(T) een affiene deelruimte wvan S.
1.323, Stelling. Zij a:R + S affien. Dan geldt voor alle a}b € Renu e R* :
‘ afa) ~afa + u) =a(b) ~afb + w
Bewijs. Schrijf b + u = (-1)a + (a + u) + b dan is

alb + u) = (-1) a(a) + afa + E) + a(b) zodat
a(b) > a(b +u) = (-1)( a(b) > a(a)) + ( a(b) + a(a + w) =

=afa) + afa + u). 0

1.324, Definitie. Als a: R + S affien is dan wordt @, R+3

gedefinieerd door

a (W : =afa) +ala +

met een willekeurige a ¢ R .
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is een lineaire afbeelding.

1.325. Stelling. a, ¢ R*+ S

*

Bewijs. )
1) e (u+v) =oafa) rala +u+y =
=a(a) rafa +u) +a(a+u) +ala+u+v) =
=a (u) +a (v} .
2) uit
a+du= i(a+ u) + (1 - Na
valgt _
afa + iu} = Aafa + 1) + (I - Nala) =
= ala) + A(a(a) »afa + w)) + (1 - A)(a(a) » ala))
zodat

a*(lg) = Aa*(u) . a
a  heet de met a veirbonden Lineaire afbeelding.
1,3251., Lemma : T, = I dan en slechts dan als t een translatie is.

1.326. Stelling : Als : R+ S affien is,en Q ,S zijn affiene deelruimten van R
met @ |iS,dan is a(DI «(S).

1.327. 2ij dim R =n
Stelling. Een affiene afbeelding a: R + S wordt bepaald door ieder der vol-
gende ‘gegevens:

i) de beelden a(ai) van n + 1 cnafhankelijke punten fao,al,...,an e R,

ii)a* en het beeld a(a) van &&n punt a ¢ R.

Bewijs.
. n . .
i) Als 2 e R is x = 1=0 giai met (1.266) eenduidig bepaalde EO,Ei,...,Ene:m
e@ Ei=0 Ei = 1. Dus a{x) volgt uit a(x) = Zi Eia(ai) .

It

1i)Nu is a{x) afa) + a*(a + x). 0

1.328. Stelling. De affiene a«: .R + $ is dan en slechts dan

i}. injectief als a  injectief is

ii)bijectief als d, injectief is en dim R = dim S.
Bewijs.

i) volgt uit de defiitie.

ii)als o,a _ injectief zijn dan is dim R = dim U < dim V = dim S.




1.3281,
1.329,

1,33,

1.331.

1.332,

1.3321.

1.333.

- 12 -

Als nu o niet surjectief is, dan is er een b ¢ S\a(R), zodat
VaeR‘Végu afa) + a (u) # b, of ook VaeR Véﬁu afa) +b # a (u) of o
is niet surjectief, en dim S > dim R; en omgekeerd. c

Stelling. Als a: R -+ S affien en bijectief is, dan is a : 8+ R affien

“ -+
(@), =a,.

Stelling. Als a: R+S en B: S+ T affien zijn dan is Boa: R+ T affien
en (8 ¢ a) =B °a

Veronderstel nu dat ¢ : R+~ R ; dan is a, R* -+ R* .

s ing. Zij «: R affien. Bij i i W 26 dat
telling. Zij a: R + R affien. Bij iedere a ¢ R.ls een v e u

VﬁeR alx) = a + Ea _+ a*(a +> %) .

Bewijs. Neem ¥ = a - a(a) 0

w, heet de venplaatsing van a bij de afbeelding a .

Definitie. Als a: R » R affien en bijectief is, heet a een agfini -

teit van R.

Een 4@ € R heet dekpunt van de affiniteit o indien a(d) = 4.

Een affiene deelruimte F van R heet invariant indien a(F) < F. (Een dekpunt
is een bijzonde£ geval wvan een invariante deelruimte.)

. 2 R .
Voorbeeld. 2ij a: A2 + A een affiniteit en 2 een rechte in Az met

V¥52 a(x) = x. Bepaal .

Stelling. Als a:R > R een affiniteit is, en als 1 niet eigenwaarde is van a*

dan heeft o precies é&n dekpunt,

Bewijs. Een vergelijking a{d) = 4 kan, voor iedere a ¢ R, geschreven worden
als

a+ Ea + a*(a +4d) =4 ,
equivalent met

W + u*(a +d}) =a=~+4,

(a* - IY{a » 4d) = .

Als 1 niet eigenwaarde van o, 4is dan is o, - I regulier en dan heeft deze
vergelijking precies é&én oplossing. Deze oplossing hangt niet van de keuze
van a af: Uit

(¢, - D(b.>d) = ~W
volgt door aftrekken van de vorige vergelijking

(6, -D(@a>*b+d +d) =w_ -y




(a, - 1) (@ > a)

It
£
1

b Ea - (a* - I{a +b)

- - - -+ =

Zzodat d = g. 0

De stelling geldt ook als o niet bijectief is, maar in deze algemeenheid

hebben we het resultaat niet nedig.

1.334. voorbeelden.

1) Neem op de x-as: x' = 2x + 1.
~Het. vaste punt is -1.
Neem y' = y + 2. Er is geen vast punt.

2) Neem in het xoy-vlak

4 3 3 4
' = — - ' = —_— —
X i+ g X T Y ¥ 2+ T X + TY -
Het wvaste punt vindt men uit
1 3'(‘
- - = = |-1
5 5| ¥
3 1
T T§) w1
. 55
en het is (- 2,2) .
3) Neem, in het xoy-vlak,
4 3 3 4
L — iy ' = — - —
4 1+ T X + < Y v 2 + T X 5 Y -
.t 4 3 . .
De matrix T [3 _4] heeft 1 als eigenwaarde, en de afbeelding heeft geen

dekpunt.

4) Neem, in het =xoy-vlak,

4 3 3 4
LI —_ Jantily = o —_— - —
4 1+ 5 X + T Y. Yy 3 +.'5 X T Y -
De matrix %—[g “2] is dezelfde als in voorbeeld 3; de afbeelding heeft

een.rechte van dekpunten, x = (5,0} + £(3,1)

1.335. Stelling. Als van de affiniteit a:R + R de verbonden operator o, als eigen-
waarde 1 heeft, dan is er &f geen dekpunt, &f een affiene deelruimte P van

dekpunten met dim 0 = 1.

Bewijs. De vergelijking (d* - Il{a > 4d) =-w heeft dan en slechts dan oplos-
-
(0) =

singen als w, € (u* - I)(R*); indien dit zco is dan volgt uit dim (a* - I)

. - -+
=n_r'rangla, - I) dat voor D=a+ (@, - I) ("‘-"a) geldt dimPz 1, pat U niet van

de keuze van a afhangt blijkt op dezelfde maniet als in 1.333. a




1.336.

1.337.

1,338,
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Voor een bij a : R + R invariante deelruimte F van R geldt (op grond van de
bijectieve eigenschap van a) dat a(F) = F; dus ook a*(F*) = F*. Dus is F
alleen dan invariant bij o als F*inyariant is bij o i deze voorwaarde is
evenwel‘niet voldoende: bij een tramslatie Ty 1S (tu)* = I zodat TE(F*)= F*,

maar als u ¢ F*is tu(F) # F.

Stelling. Voor invariante deelruimten F en G van R bij de affiniteit o
zijn F n G en<F,G>» ook invariant bij a.
Iedere invariante deelruimte is begrepen in een maximale invariante deel-

ruimte.

Stelling. Iedere affiniteit a kan geschreven worden als a = T o §, waarin t
een translatie is en § een affiniteit met dekpunt en 6* =0, i § heeft dan

en slechts dan é&n dekpunt als o €€n dekpunt heeft.

Bewijs. Neema ¢ R, t=afa) +a, 1(x) : =x+ t, end : =1 o q; dan is

§{a) = af{a) + t = a, zodat a dekpunt van § is.

v

§.(a>x =6a) +&(x) =a~> (a(x) +8) =(a - t) > a(x) =

ala)-»a{x) = u*(a > X) .

‘dat wil zeggen a = 6* en 6* heeft eigenwaarde 1 alleen als o dat heeft. []

Voorbeeld. Neem voor a , zie 1.334 voorbeeld 3,

1.4,

x' =14+ E-x + % Yy, y' =2+ é-x -2 Y .

5 5 S
12 9 7 4
a heeft geen dekpunt. Neem a = (1,1) zodat a{a) = (-gygp, t = (- T 30 en 6:
2 4 3 6 3 4
P = - — - — ' = o —_— - ——
b4 5+5x+5y, Y 5+5.x Sy.
§ heeft een rechte van dekpunten, N
n(l, 1) + (1 - u)(4,2) . *

Euclidische nuimten.
Als R affien is, en als in R* een inproduct is gedefinieerd (WIS 20, § 5.13,

WIS 30, § 1.4.1 e.v.) dan heet R een ecuclidische ruimte; met dim R = n schrij-
ven we R = E" . Het gehele metrische apparaat, met lengte, afstand, hoek, loog-

rechte atand en topologie, is nu ook in E" beschikbaar: de afstand van a,b e B"

is d{a,b) = Ia +-b| = Y{a.+b,a +b) . Bij een affiene deelruimte a + Vkan men
V in R* schrijvén met behulp van vergelijkingen; als gl,...,gp een basis
is voor het orthoplement VL van V dan is -

V= {x e R Vi, ., (xuy) =0} .
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(WIS 20, § 3.8.1), zodat

a+V={xeR]| Vic1,...,p @ %y =0}

In het bijzonder is voor een hypervlak a + # door a loodrecht op n

a+H={xeR| (a+xm =0}.

De vengelijhing van dit hypervlak is dan {(a - x,n} = 0,

1.4117 vVoorbeeld. Lemma van Crogton (1}.

Als in een tetraeder abed geldt {La=Ld]a[Lb=Llc= g-] dan is |a + b] = |c »+ 4d].

voorbeeld. Lemma van Crogton (2).

Als € p,g ® en € p',q'» elkaar kruisen met orthogonale transversaal
€<mn®», m=% +% , n ¢ <p',q'Pen zo dat p' en q' de projecties zijn
vanpenqop<p,q'>; danisn = 4%' + &q', en < p,p'> en <€ q,q'>
maken gelijke hoeken met € m,n® .,

1.413. De onthogonale thansversask van fwee rechten.

Zij % : =a+ <w, m:=b + <v>  met u ¥ 0 en v £ <u> , dan is de orthogo-
nale transversaal n = a + fu + <u X v> ; bewijs dat

£ = |ux _Y_]—z detfla + b, v, u *x vl

1.42, Definitie. Een afbeelding ¢: R + S heet {sometrisch, of een {sometrie als
-Va beR‘ d{gpta),e(b)) = d{a,b) . Als R = § dan heet ¢ een .lsometrie van R,
, .
1.421. sStelling. 2ij g: R » 8§ een isometrie; dan geldt: ¢ is een injectief en

continu en dim § = dim R.

1.422. Stelling. Zij y: U + V een isometrie van inwendige productruimten U en V

en zij v (0) = 0. Dan is ¢ lineair en orthogonaal.

Bewijs. Voor een orthonormale basis [t_al,...,gn ] in U is dankzij P(0) = 0 het

stelsel E‘#(gl) ’. ..,\b(gn)] orthonormaal in |/ en aan te vullen tot een ortho-

normale basis [y (gl) . ...,kb(t_a_n) 'fl

,...,fp] van { .
n
Voor x = zj}-—l (5'91) e, geldt

n .
P = [ W, vl ule) ¢ § (B(x) £)E, =

i=1 i=1

§ (b(x). £, )£,

n
= ¥ (x,e)ple,) +
i=1 DT oL i=1
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en
n . n n s
1 et = kP = @t T et 1 owo,gp? .
‘ 1=1 - . i=1 =1
Dus is ¥, (W(0,E) = 0.
n
n
Wx +y) = ¥ (x+ye)vle) =dx) + ¥y
=1 -1 -1
en * n
WER) = ] (Ex,e dile)) = E0(x) .
- i=1 - -t

De orthogonaliteit van een isometrische lineaire afbeelding is in WIS 20
{(p- 162) al bewezen. ' 0
1.423, Stelling. 2Zij ¢ :R + S een isometrie; dan is ¢ affien.

Bewijs. Neem a € R,‘{gl,.;.,gn} als orthonormale basis in U en definieer
9, u-v, ¢ (1) = ¢la) > gla + w). ¢ voldoet nu aan de voorwaarden in
1,5.22, en is bijgevolg lineair.

Als Jy Ay _ g dan is

¢(Zi liai) = gla + Zi_ki{a -+ ai)) = ¢pla) + ¢*(Ei ai(a - ai)) =

=of@ +§ Me ara) =ola) + ], Alp@ »ela)) = §. Aplap. O

1.43. Isometrieé&n wvan Ez

Er zijn g&&n dekpunten, er is er é&én, of er is een lijn van dekpunten (als
niet de identieke afbeelding is bedoeld}. Dit wvolgt uit 1.333 en 1,335,
Alleen de identieke afbeelding I heeft]E2 als vlak van dekpunten. Als er

drie onafhankelijke dekpunten zijn, dan is a = I,

-1.431. Stelling. Een isometrie o van E2 met &én dekpunt @ is een draaiing om d
over een hoek 8 e{O,Zn)} als 8 = 7 is iedere rechte door 4@ invariant, als 8 # %

dan zijn er geen invariante rechten.

1.432, Stelling. Een isometrie o met meer dan &€n dekpunt (anders dan de identieke
afbeelding) heeft &&n rechte U van dekpunten; o is een spiegeling in U ;

invariant zijn alle rechten loodrecht op D.
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Bewijs. Blijkbaar is ! eigenwaarde van a, {1.333 en 1.335) en als 4,4"
dekpunter zijn dan is U : = <€ d,d' » een rechte van dekpunten. Als 1 een
dubbele eigenwaarde is dan is o = I, uitgesloten.

Dus is er een eigenwaarde -1 met eigenvector ¥, en, met u: = d =+ 4', geldt

(u,v) = 0. Dan is.a{d + Eu + nv) =d + Eu - nv ; a is een spiegeling ten

' opzichte van D ; alle rechten loodrecht op P zijn invariant; als E = € a,b®
invariant is dan is a =+ b een eigenvector van a*(zie 1.236), dus b = a + o
en £ = D of b=a+yvenE loodrecht op D. O

1.433. Stelling. Als de isometrie @ van ]E2 geen dekpunten heeft dan is é&én
van beide waar:
1) o is een translatie, a, = I; als o = T, dan zijn alle lijnen |l <u> in-
variant, andere niet. - l
2) a heeft é&én invariante rechte,E ; er is &én u e E* zodat a = T, ° §;8 is

een spiegeling in E met 6*(5) = u.

Bewijs: Ock nu is 1 eigenwaarde van ¢ ;i indien dubbel dan a=Ien a(x} =
a+w +tarx=xs+ "—Ga' a is de translatie met verplaatsing w,en invariante
rechten |l W, > -

Stel dus dat 1 en -1 eigenwaarden zijn met eigenvectoren u respectievelijk v;

zij a € IE:2, Ww:=a * a(a).-

Neem § : = T-w ¢ d, dan is §(a) = a en § is, volgens 1.338 en 1.431 een spie-
geling met dekrechte D = a + <u> .
Dan is € : = a + 3w + <u> invariant onder o : zij w = : Au + v, dan

afa + W + ) =T o §(a+iw+ B = T,(a + Bu - v + ga) =

a+hw+(g+2) uectE.

In het bijzonder is u]E een translatie met vector Au.
We kiezen nu a handig, op E, dan is D = E, w = Au en
a(x) =a + 38 (a+x) +Aiu,

een schuifspiegeling ten opzichte van de rechte E. Er zijn blijkbaar geen

andere invariante rechten.
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’1.434. Overzicht.

de dekpunten van a vormen een

@ punt 4 lijn 2 vlak
multipliciteit draaling om d

. o -
van 1 als eigen~ over 8 ¢ (0,2m)
waarde van o 1 |schuifspiege- spiegeling met 1 _
(met eigenvector u} ™ ling i <u> ’ | als as, £ f[<u>
2 |translatie identiek

1.435, Stelling. Het product van twee (schuif)spiegelingen langs niet-evenwijdige
assen is een draaiing. Het product van twee(schuif)spiegelingen langs even-
wijdige assen is een translatie (als de schuifspiegelingen elkaars inverse
zijn dan de ideﬁ%iekerafbeelding).

Omgekeerd: Iedere df;;iing is te schrijven als het product van twee spiege-
lingen met assen door het dekpunt.

Iedere translatie is te schrijven als het product van twee spiegelingen met
evenwijdige assen. In beide gevallen kan men é&n der factoren {(mits door het

dekpunt respectievelijk loodrecht op de translatie) willekeurig kiezen.

1.436.De stelt in:E2 een draaiing over 8 voor., J: = DW/2 .
.Dus J2‘= ~I1 en J-l =~-J = JT. Merk op dat DB =Icos€+ J sinb.

1.437, Opgave. Maak de beweringen in 1.435 expliciet en bewijs ze. -

1.438. Een isometrie ¢ met det a, = 1 heet verplaatsing. Een verplaatsing a van.Ezl
heeft 1 als eigenwaarde met multipliciteit 0 of 2. In het laatste geval is «
een translatie, in het andere geval een draaiing. Een isometrie o van E2
is volledig bepaald als van twee gegeven punten a en b de beelden a{a) en
a(b) bekend zijn; als v, = Eb dan is ¢ een translatie; als v # Wy dan is o
een draaiing.

We bepalen nog het dekpunt 4 en de draaiingshoek ¢ als a, b, a(a) en a(b)

gegeven zijn, w_ # W

L a: D -I=2 si 2) JD .
emm 0 sin (9/2) 0/2

Uit a{a) » a(b) = Eb(a<+ b) vélqt p direct meetkundig.
Analytisch is .

a(b) =a(a) +D (a> b, Dq,‘“ b) =qgf{a) + a(b), dus
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cos ¢ = Ia +bl-2 (a - b, af{a) +0.(b)),'

Dmﬁa > h) = (a + Ea) + (b + Eb) =a-—+b f Eb‘- Eﬁ .

(D¢ - I){a +Db) = Wy T War 2 sin(p/2) J D

(Eb - W J(a + b)) = 2 sin(g/2){D

2(a+b)= “"far

W
o/ -b

or2® b), a +b) =|a + b]2 sin g en

-2
sing= [a +b| © (w, - w_, J(a+b)) ;
hierdoor is o bepaald. Voorts is

‘a+w =afa) =a(d+d->a)=a+D(@+a), (D -1)(d+a) =w,
-a q) q: -a
1

d=a+ (2 sin(p/2))  J

Pogr2 ¥a =
a+ (2 sin(w/Z))_l J{I cos{g/2) - J sin(9/2)} W=

a + 52a+‘5(cot(¢/2)) J(Hay, in overeenstemming met de

bekende constructie.

1.44. Isometfieén van E3

Voor. iedere affiniteit o en'voor-iedere,translatie T geldt, volgens 1,3251
en 1.329, . _ R , L e
(toa), .=a_. _

In het bijzonder geldt dit voor de decompositie (1.338)

o =T o §

waarin § het dekpunt a heeft en t de translatie met vector a(a) -+ a.
‘Hieruit velgt dat weliswaar de decompositie T o § met a varieert, maar niet
. : - 3 . .
de bijbehorende 6* =a._. Zo vallen de isometrieén van E~ uiteen in 2 soorten:

verplaatsingen, met det 8 = 1, en omklappingen, met det 5§, = -1

1.441, Stelling. Een verplaatsing a van:E3 is volledig bepaald door de beelden

u(a),‘a{b), af{c) van drie niet op een lijn gelegen gegeven punten a,b,c.

Bewijs. Met h : = a +b en k: = a + c voldoen a,b,c en a + h x k aan de

voorwaarde van stelling 1.327, en

ala + h x k) = afa) +a (hxk} =afa) +a (h)xa (k). a

1.442. Stélling. Als V een invariant vlak is van de verplaatsing g , en als aIU een

translatie van V is, dan is o een translatie.

Bewijs. V, is invariant ' voor @ , bijgevolg is a = I. 0
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Stelling. Een verplaatsing is dan en slechts dan een translatie als

= I.-
u* . o

Bewijs.” Zie stelling 1.3251. L a

Als de verplaatsing a geen translatie is, dan heeft a,s €en echte drag.iing, .
twee invariante deelruimten, namelijk de (eendimensionale} eigenruimte <e> ‘
bij de ei‘genwaarde 1, de draaiingsas, en het orthoplement V* = <5>'L hiervan
(WIS 20, § 3.9.2). Volgens 1.336 moeten eventuele invariante deelruimten van
JE3 onder o dan gezocht worden onder de lijnen die met <__e;_>, en onder de vlak-
ken die met  evenwijdig zijn. ' ‘

Neem nu een a € 115:3 , beschouw LA We schrijven w, = Eg + £f met £ € V*. Voor

een willekeurige vector u schrijven we e + nv met v ¢ U*. Dan is

]
1l

a(a+\_1) a(a)+a*(2) ‘a+eg.+£+a-e_+na*l=

il

a+ (e+ Ele + (£ + nay) .

Hieruit volgt dat de lijn a + <e> overgaat in de lijn a + €e + f + <e> die
ermee evenwijdig is: (neem n = 0), en dat het vlak a + U* overgaat in

a + ge + V*, dat ermee evenwijdig is (neem £E=0. .

Beschouw nu de afbeelding B: B(x):= a(x) - ee, weer een isometrie, en met

B =a..
* *

Nu is B(a + V*) = a + V*, zodat B|(a + V;‘k) een isometrie van a + V* is;

het is een verplaatsing maar geen translatie van a + V*(volgens 1.442);

het is dus een draaiing van a + V*, met een vast punt 4; maar dan is o{d) =4 +¢

a(d + <e>) =d + <e> en a(d + u) =4 +ee +a (u).

Definitie. Een v;l.rplaatsing a die bestae-u: uit een draaiing 64, gevolgd

door een translatie T langs de draaiingsas, heet een 4chtoeving: a = 1 ¢ § = §o -
We noteren a = {a,E,a}: hierin is a + t de draaiingsas, t de translatie-
vector, 0 de draaiingshoek, gezien in de richting van t. Als g een echte

draaiing is om a + t dan schrijven we a = {a,0t,01}.

Stelling. {(Mozzi 1763, Chasles 1830).5 Iedere verplaatsing o is een schroeving,

(Opmerking. Als a = {a,t,6} dan kan men,met B : = {a;O_t_:_,e} ent : = {a,t,0},

schrijven a = 1 o 8 = 8 ¢ T.)
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Bewijs: (van Crofton, 1874).

Beschouw de punten a, b:=a +w_, c: = b + W, en d:=c + Wi het is onmid-

a
dellijk duidelijk dat {w | = |w | = |w | , dat] w +w | = |w +v | en
dat Labc = Lbed. '

" Z2ij L de orthogonale transversaal van de bissectrices dezer hoeken, met snij-

punten £ en g; de voetpunten van de loocdlijnen uit a en 4 op L noemen we

e en h. In vierhoek bcgf is Lchf = {beg en Logf = Lbfg = % ; dan is (1.411)

b + €] = |e » g].

Zij k het snijpunt van<hb,f>» en <€ a,c® dan is < k,f?» de orthogonale trans-
versaal van <a,c® en <e,h> -, en Ia + k| = |k > ¢|; dan is (1.412) ook

Ia+e| = [c+g|, |e+f] = |f+g|; evenzo |b->f| = |d+h[ en |f+g| =]g+hl

bovendien zijn de hoeken tussen € a,e® en < b,f», <b,f» en<c,g®, € c,g>

~en € d,h>gelijk, zeg aan 6, Dus is o een schroeving met :L als ‘dgr_a.aiing'sés ,8 als

draaiingshoek en £ + g als translatievector.

Als,in het bijzonder, £ = g, dan is o een draaiing; als de bissectrices van
Labc en Lbcd evenwiijdig zijn dat gaat de schroefas door a + ?ﬂ.;:a, b + &&rb' en
c + '_&Ec,de draaiingshoek is 71 en de translatie %{a.-> c) .

Als, tenslotte, a,b,c collineair zijn dan is <€ a,b,c?® een dekrechte. Neem
dan een punt g. f € a,b? en begin opnieuw; is nu weer <€ 5,5,8> een rechte

dan is a een translatie met vector Wa.' 0

Opmerking. Als a vlak is (dat wil zeggen essentieel een verplaatsing van JE2)

dan levert deze constructie direct de verplaatsingspool en de draaiingshoek.

‘Definitie. Bij iedere lijn £ = a + <e> heet de draaiing A : = {a,Og_,'n'} een

Lifnsplegeling . Bij twee lijnspiegelingen A : = {a,0e,7} en u : = {b,0f, 7}
is het product p o A uiteraard een schroeving. We kiezen a,b,e en f 26 dat
Ia +b| minimaal is, |g[ = ]E! =1, en, indien e x £ # 0 en a # b, geldt
det|e, £, a +b| > 0.

LY
Stelling. Als e x f =0 ena#b, dan is p o A de translatie {a,2(a - b),0} .
Als e x £ # 0 ena =b, dan is u o A de draaiing {a,0é x f,2arccos (e, f)}.

Als= e x £ # 0 en a # b, dan is pueo A de schroeving {a,2{a -+ b),2arc-cos (e, )}

Opmerking. A = 4 dan en slechts dan als a = b en exf= _C_)_; in dit geval

is A o A =1I, an_dei‘s gezegd A.(- = A,

Gevolg. ZTedere sc:hrc_:eving a kan, op coneindig veel manieren, geschreven wor-
den als product van twee lijnspiegelingen A en py; @ = u o X, De assen van A
en u staan loodrecht op de draaiingsas, hun afstand is de helft van de spoed

hun hoek de helft van de draaiingshoek.
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Stel dat o : = {a,dd,9} en 8 : = {b,ee,y} schroevingen zijn, dat (a -+ b,d) = 0,
(a *b,e) =0Cenp : = la +b| # 0; verder dat |g| = [_e_[ = 1 en dat

det[d_,g,a + bl » 0. Neem £:= p_l(a + b}, zodat |£| = 1, en[det _d_,g,g] > 0.
Als 6§ : = arccos(g_,g_) dan is, bij deze afspraken, det[d_,g,i]' = zsin 6 .

2ij v : ={a,0£f,7} de lijnspiegelingom a + <f>. Dan is a =y o A en B =y o ¥y
met nader te bepalen lijnspiegelingen A en y, en f o @ = oy o vy o XA = | o A

Volgens het wvoorgaande is nu

A= {a - %5d,0(£f cos %+£ x d sin %),'ﬂ'} .
u = {b + %e,0(f cos -'g-- f x e sin -'g-)nr} P

en het product p o A van deze lijnspiegelingen bepaalt men als in 1.445.

Formule van Euler.

L 3
Een rotatie ¢, in R" met as <d> over een hoek ¢ kan, indien |d] = 1, volgens

een bekende formule van Euler geschreven worden als

a,(u) =ucos p +d(udi(l -cos g) +d xusing

(vergelijk WIS 20, § 3.9.4).

zij nu o = {0,8d,9} een schroeving, en schrijf uw, i =0 +a.Danis

a(a) = al(®) + au =0 + &4 + au .

w T a-=af(a) =d+ (a* - I)l_la =

a

= d{s + {Ba'd_)(l - cos g)} - ga(l ~ cos ¢) +d x u, sin g.

. ; 3
Gegeven drie verschillende punten a,b,c ¢ E  ; b : = ¢ » a, ¢ :=a-+b, en

een verplaatsing a = {0.84,¢}.
Lemma . det[‘fa"fb"fc] = 28(1 - cos g¢)det[d,b,c].
Bewijs. Noem die determinant tijdelijk 4,en zij

a:=Db+c, zodatat+b+c¢c=0.

A = det[éd + (a - I)Ea, §d + (a* - I)gb.- sd + (a.* - I)gc] =
= ~det[éd + (a - Du , (@ - Dg, (a - I)b] =
= -det[8d, (¢ - I)e, (a - I)bl=
EYALS £ * 2
= -det[8d,a,c,a,b] - det[§d,g,b] + det[éd,c,a b] + det[sd,a c,b] =
= det[&d,b,2c] -~ det[§d,b,a ¢ + m'lc] =
- = = — *

= det[8d,b,2¢ - a ¢ - a_lc} .
dibe2e ~ac-a ¢




1.452,

1.453.

-23 -

Uit de formule van Euler blijkt

1

2c - o.c - cx.: ¢ =2(1 -~ cos g)c - 2d(c,d)(1 - cos ¢) .

A = 26(1 - cos g)det [d,b,c - d(c,d)] =
= 28(1 - cos ¢)det[§,§,gj . O
Conclusies:
i} Als § = 0 (als o een rotatie is) ziijn WoaW W afhankelijk. Ze behoren

immers alle drie tot <§?l.

ii} Als ¢ = 0 (als o een translatie is) zijn W WY afhankelijk; ze zijn

dan zelfs delijk. ‘
iii) BAls a een echte schroeving is dan zijn Ha’ﬂb'ﬂc dan en slechts dan af-
hankelijk als 4 evenwijdig is aan het vlak door a, b en c.

3

5

Gegeven zijn drie vectoren u,v,w €

-

= «

Lemma, U X v + VX W + W X

[
|o
s

(V,w collineair.

Bewijs. Uit u x v + v x w + w x u = 0 volgt, door inwendig met u te vermenig-

vuldigen, detfg,x,gj = 0. Dus, bijvoorbeeld, u = lz_+ uw. Invullen geeft

Q=wwxy+yvxw+iwxve=(l-A-Wyxw. Nuisdfvxw=0,v=w

en u

Als, omgekeerd, u = puv + (1 - p)w, volgt door berekening direct dat

(v + Wwdf A+ pu=1,u= (1 -wv+uw=w+npw-v .,

u X v+ VXwWw+wxu= 9_- 0

Opmerking. Men kan dit ook meetkundig min of meer inzien.

Bepaling van de schroef uit drie gegeven verplaatsingen van drie gegeven
punten.

Gegeven zijn a,b,c,w

W WL
a -b’'-c
Deze gegevens zijn uiteraard niet onafhankelijk; omdat o een isometrie is,

is er de nodige en voldoende voorwaarde
| (a + v) > (b +w)| = |a>b|, cyclisch in a,b,c.
equivalent met

c + W, " ¥, = & en cyclisch ,

2c +w -~ w W,
(2¢c Wwor ¥

W b Ya) = 0 en cyclisch.
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Dit is het discrete analogon van de later te bespreken equiprojectiviteit.

Uit W, = a{s + (Ea,gj(l - cos @)} - Ea(l - cos g) +4d x Easin p volgt direct

(w,,d) = §, en evenzo (w, /) =8, zodat (w_ - -b'g) =0 en évenzo

(W, = w4 = 0.

1.4531. 1% geval : We veronderstellen eerst dat det[ga,gb,gc] # 0. Dan is (1.451)

detﬁgﬂgﬂgj # 0 en (1.452) ook W, X W + Wy, X W WX W # 0. 2ij

W, : =W_ XW +W XW +wW +W XW._.
-A Co-a =b -b -c - -c -a

Blijkbaar isjg = EA/IEA] en § = (!a'HA)/IEAlZOdat het translatiegedeelte

van o bekend is:

64 = w,(w ,w,)/(w,,w,) .

Merk op: (w_,w,) = (w ,w,) = (w_,w) = detlyw_,w ,v J= : &, zodat & = A/|w,
Uit 1.45 wvolgt nu

(a* - I)Eb = Eb -84 A (a* - I)gc = Ec - &4

e
waaruit deoor aftrekken ontstaat (a* - Ia = Ec - W _, en evenzo

b
(a* - I)b = W T Wi bovendien (a* - I)d = 0.
Aangezien a,b,d onafhankelijk zijn is hierdocor %rbepaald. Daar de schroefas
0 + <d> het vlak <é,gjg? snijdt kunnen we 0 in dit vlak kiezen. Dan volgt

u_ uit
-a

(@, - Du_ =w, - 63 Adetlab,ul=0.
Stel B = Ea + nb; dan is

w_ - &84

(a, -~ D)2 +nb) =L(w - w) +nlw, -w) =

n‘_’a = EV_‘rb + (E = n)‘_’fc ’

zodat

n-Dw, ~&w +(E -nw +8=0.

Vermenigvuldig dit inwendig met Wy

(T] - 1)A + G(Q.,V_\!'b x ?:C) =0 ’ EA + 6(_d_.r‘i_fa X EC) =0 [

X w_respectievelijk w_ x w_;
-c -a -c
n=1- |w Ihzdet[w oW ], Ei= -|w |-2det[w wo,w ] .
A -A"-b'-c : A ~A'=a'-c
Hieruit veolgt -

0=a-ga=(1-nJa+Eb+(n-§)c=

I

-2 ’
|wA| {a dEt[Eh'Eb'EC] +b det[ﬁA,Ec,Ea] +c det[wA,fa,gb]} .

Om, tenslotte, ¢ te bepalen merken we op

(W, ~w) xd=dxac+exd,
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(‘fa".’f -S)x_q=_c_i_x{g_cosrp+2xgsinq;},

b

det[‘ja- - _bl_d-_l'S] sin €p‘det[§_»§_ X 9_:33 r

en
sin =-|c x d[-zdet{w -w ,c,d]l ;

) o] < “ Yl ol 8t g
detlw - w -c,d,d x c] = cos ¢ det[d,c,d x ¢] ,
cos o = [c x 4| %aetly, - w, - c,c x 4,a] ;

-b
hierdcor ligt ¢ ondubbelzinnig vast; we vinden
detlw - w .d,¢ x dl

tan£=1—c05q3 b .

2 sin ¢ = det[v_wa - v_u_*b,g,g]

r

1.4532. 2e geval : det[g_\ra,g_wb,gc] = Q0

§ =0 A9 #0 Adet[d,ab] #0 .
1.4533. 3e geval : det[v_ga,v_vb,x_gc] =0,
5#0A¢=0Adet[g,3,§_]#0
1.4534. 4e geval : det[ga,gb,v_gc] =.0 ,
§ #0 A9 #0 Adetld,ab] =0 .

1.4535, Overige gevallen,

1.5. Differenticenbare functics.

Differentieerbaarheid voor vectorfuncties f : JE:;1 +J’é::l is behandeld in WIS 30
(hoofdstuk 2, p.48 e.v.). We maken hier gebruik van de aldaar ingevoerde

begrippen.

1.51. Differentieerbaarheid.

R en S zijn euclidische affiene ruimten.

1.511, Definitie.
ZijAecR, £f: A+ S8, g: A+ 8.
f en g naken efkaanr in a indien
i) f{a) = g(a) en
$i) lim | £(x) »g(x) |/] a»x | = 0.

Xra

1.512. Stelling. Als f en g elkaar raken in a en als f in a continu is dan is g

in a continu.
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Stelling. ‘ale -a een inwendig punt van A is, is er onder de afbeelding
A+ S die f : A +8 in a raken ten hoogste &&n affien.

Definitie. Als A« R, £: A+ S en'a ¢ A dan heet £ differentiecerbaar in -
dien er een affiene afbeelding a: R + S raakt aan f in a.

a, heet de aﬁge?.ude van £ in a. {(Andere notaties voor a, in dit verband:

'Df(a) , [Df(a)] of, minder juist, Df.) f heet di{fferentieerbaar (opa] als

2ze voor alle a (¢ A} differentieerbaar is.
Als a een inwendig punt van A is, is de afgeleide uniek (1.513); we zullen
dit in het vervolg stilzwijgend blijven veronderstellen.

Stelling. f is dan en slechts dan differentieerbaar in a, als

f(a + h) = f(a) + [Df(a)lh + |n/p(h)
met een p: R;-:- S* waarvoor lim p(h) = 0
h~0

Stelling. Als f in a differentieerbaar is, is £ in a continu.

Voorbeelden.

R: = JEl, S : = JE3,, £: .'IE1 - E3 , £ differentieerbaar.

£(a + h) = £(a) + [DE(a)]h + |h|p(h).

EpE{a)] - ]IE‘.:r > IE:3 is een lineajire afbeeldlng, op te vatten als een vector

de haakvector aan f(lEi) in f(a).

R: = fIEB 8 = Ell , £ : JE3 > I&:l , £ differentieerbaar.

£(a + h) = £(a) + [DECa)]h + |B[o(h).

1 . X
[Df(a)] : :IE:i > ]E:* is een lineaire afbeelding, op te vatten als een vector,

de ghadient van £ in a.

3
R:=8:=E", . E3 + E~, f differentieerbaar.

£(a + h) = f(a) + [D€(a)lh + |h|p(h).

3

[pf(2)] : E_ JEi is een lineaire afbeelding, de {unctionaaloperatfor van

£ in a.
Jf(a) : = det [Df(a)] is de Jacoblaan.

N

n

; - m . o
Stelling. 2ij £ : E” -+ E, en {q"ll""’-j-'m} een orthonormaal codrdinaten-

. m : m -
tel E = i .
stelsel in en f(x) g+ zi=1 fi(x)g, .» Dan geldt:

f is differentieerbaar in a dan en slechts dan als iedere £, : ]E:n > :IE1
i

in a differentieerbaar is; en indien dit zo is dan is
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[(Df(a)lh = YLI (grad £, (a),h) 3,

Rekenregels .

Bewijzen kan men vinden in boeken over "Advanced Calculus", bijvoorbeeld

[LS] hfdst. 3, [F] hfast. 4 of [P] hfdst.18,19.

Regel wvan Leibniz: D(Af + ug) = ADf + uDg.

1
zij £, g : E" +Ef. dan is (£,9) : E® > B en

D{f,g9) = (£,Dg) + (g.Df) -
Zij £,9 + = E" -+1Ei, dan is £ x g: Ef‘-»}:i en
Df x g = Q(f) .bg - Q(g).Df .
Hierin is Q(f) de lineaire afbeelding ]Ei > ]Ei ;, gedefinieerd door

UBx =% xx .

Kettingregel. D(f o g) (a) = [Df(g(a))]lbg(a)] .

v

Partiele afgeleiden.

Zij £ A > E" metAoperiinJEn. Zij 1= k€ n - 1 en schrijf

n k n-k n. . .
]E* = :IE:* X JE* i-als 1 € JE* dan schrijven we u = (y_,x_nr__) met v ¢ ]Ef en
n~-k

w € E -
— *x

Z2ij f differentieerbaar in a, zij g : IEI:‘c > E' met g{v} : = £(a + (v,0)).

Stelling. g is differentieerbaar. in 0.

Definitie. [D1 f{a)] : = [Dg{0)] heet de partiele afgelelde van £
naar v in a. Evenzo is er een partiele afgeleide [D2 f(a)] van f naar w
in a. als f differentieerbaar is bestaan de partiele afgelelden (maar niet

omgekeerd), en

£(a + (v,w)) = £(a) + [D, f(a)lv + [D, £(a)lw + |(v,w) |p(v,w)

fl

Dus [Df(a)] (v,w) = [D, £fla)ly + [D, fla)lw .

Inverse functie stelling. Zij A open in IEn s A > ]E:n , £ differentieerbaar

op A, Df continu op A, a € A en detlDf(a)] # O.
Dan zijn er omgevingen U van a en V van b : = f(a) zddat Vv = £(U), f|U is
een bijectie met inverse g: V + U, g is differentieerbaar op V, Dg is

continu op V en ng(-b}} = [Df(a)]_l.

Impliciete functie stelling. 2ij A open in E k+£, ]gk""q' L= ]Ekx 15;2‘ . Zij
k ] * % *
f:A>E ", f differentiecerbaar op A en Df continu op A. Zij £(a) = ¢ en
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det [le{a)l # 0.

. L s ;
Dan is er een omgeving U van g_anE* en een injectie ¢: U = Et z& dat

i) Véﬁu‘f(a + (o(u) ,u) = c.

ii) ¢ is differentieerbaar op U en
-1
Dp(Q) = [le(a)] [sz(a)] .
1ii)Dg continu op U. 0

Deze stelling drukt uit dat een kromme (oppervlak), gegeven door een (of

enkele) vergelijking(en) ook geparametriseerd kan worden, althans locaal.

Omhullenden.

Een vlak stelsel vlakke krommen.

Beschouw een vergelijking wvan het type £(x;t) = 0 met een f: IE:2 X :lE1 - ]’:‘.1

die differentieerbaar is met Df continu. Men kan voor iedere vaste t de ver-
R : 2

gelijking opvatten als die van een kromme Ft = {x ¢ E ] £(x;t) = 0}. Onder

een omhullende van dit stelsel verstaan we een kromme I' met de volgende

eigenschappen:

i} Er is een surjectie g: E1-+I‘zd‘dat Ft in @{t) raakt aan I (locale
voorwaarde) ,

ii) Vt£P nIL is discreet] (globale voorwaarde).

. Vat men ¢ op als een parametervoorstelling voor I, dan volgt uit de locale

voorwaarde dat voor ¢ geldt

\A CE(p(L) ;&) = 0 A [le(qa(t).-t)]inqa(t)l =0]

fnodige voorwaarde), equivalent met
Yo [f(e(t);t) = 0 A D E(e(t);t) = 0] .
¢ voldoet aan de vergelijkingen
f(o(t) st} =0 A D,E(p(t);t) =0 : .
‘en is (1.5193) bepaald door x en y op te lossen als functies van t uit
f(x,y;t) =‘O A sz(x,y;t) =0 .
Dit resultaat wordt gewoonlijk als volgt gepresenteerd:

-
-

(1] L1} § =
Beschouw "het" snijpunt S(t,At) van Ft en rt+At

£(x,y;t) = 0 A £(x,y;t + At) =0 .

flx,y;t + At) = £(x,y;t) + (D, £(x,y;t) JAt
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zodat S(t,At) ongeveer voldoet aan sz(x,y;t) = (Q, en des te beter naarmate

At kleiner is; vandaar.

2 .
Beschouw een afbeelding f: 'El X ]E:1 + E ; we kunnen dit opvatten als een

stelsel kromme Ft: voor iedere t ¢ El is f(s;t) een parametervoorstelling
van F£ met parameter s. Volgens de locale voorwaarde moet voor T = QCRQ_.

nu- gelden

Vt [as plt) = £{s;t) A det[D¢(t),le(s,t)] =0] .

o1 1
Noem de functie die in de eerste eis wordt gepostuleerd ¢: E~ - E  ; dan

staat er

\A Cpl{t) = £(Pp(t),t) A detLD¢(t),le(¢(t),t)] =03 .

Nu volgt uit g¢{t) = f(w(t),ﬁ) dat
| Do(t) = [D,£(h(8) ,DIDY(E) + D E(H(E) )

en daarom is ook

det[D, £(y(t),t),D,E(y(t),£)] = O

of
det[DE(Y(t),£)] = 0

zodat men Y vindt door s op te lossen uit

- det[pf(s,t)] =0 .
Men vindt dan g(t) = £($(t),t) als parametervoorstelling van TI.

Voorbeeld. De lijnen 2t die de x-as snijden in (t,0) en met de codrdinaat-

assen in 1R2 een oppervlakte 2a2 insluiten hebben als vergelijking

X , Yt
: =+ =
e t—, .2 1.
4a
en naar t differentiéren geeft

—xt 2 s (4a2)'1y =0

zodat
2 2 2 2
‘[4a x * yt" = da"t]A[t'y = i4a2x].
N 2 '
Eliminatie van t geeft xy = za", de vergelijking van twee hyperbolen.

De tweede manier: een parametervoorstelling voor Et is

: x = [t,007 + slt, 4at E1T,

lt‘
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1 4+ s t
Dx(s,t) =
. t4a25t 2 t4a2t

en de vergelijking wordt
i4a2(1 + s)t“t i4a25t~1 =0
s = -% .,

De omhullende is
x(t) = [t,+2a%t71]

inderdaad een parametervoorstelling voor het al gevonden paar hyperbolen.

Voorbeeld. Op een cirkel met straal a bevindt zich een lichtbron in het

punt p, waarvan de stralen in de cirkel worden gereflecteerd. Te bepalen

de omhullende der gereflecteerde stralen.

Voorbeeld., De vergel£5king (x2 + {y - t)2)2 - az(x2 - (y - t)z) = 0 (a con-
stant en>0) stelt voor iedere t een lemniscaat voor. De omhullende voldoet
aan (y - t){2(x2 + (y - t)z) + a2} = 0, en eliminatie van t geeft

x4 - a2x2 =0,dat isx =0 v x =a v x = -a. De rechte x = 0 behoort niet

tot de omhullende, maar is de verzameling der dubbelpunten.

Voorbeeld., Beschouw, met § : = ad - bc # 0 , het stelsel rechten

- S S . - at+b
ﬁt. T + 2t B 1, of, met gp(t) : = ct+a’
ct + 4

X + ty = to .

De omhullende is de kegelsnede met vergelijking

a2x2 + 2(ad - Zbclxy + d2y2

+ 2abx - 2bdy + b =0 .
Voorbeeld. Een cirkel C rolt zonder glijden over een rechte 1lijn L. Zij D

een diameter van C. Bepaal de omhullende van D.

Voorbeeld. Een cirkel C rolt zonder glijden over een cirkel C Z2ij D een

0
diameter van C. Bepaal de omhullende van D.

Een stelsel ruimtekrommen.

Beschouw de vergelijkingen
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o

0

o
o l(x,y,z:t)

0

fz(x,y,z;t)

Ze bepalen voor iedere t een ruimtekromme Ft, en die ruimtekrommen vormen

in 't algemeen een oppervlak; een parametervoorstelling verkrijgt men door

met

£(x;2) : = £ (x,yi2,t)
£, (x.yiz,0) |

als sz(ﬁii) # 0, z en t uit £(x;z}) = 0 op te lossen.

Een stelsel oppervlakken met &&n parameter.

Beschouw de vergelijking f£(x,y,z;t) = 0. Het bepaalt voor iedere t een op-
pervlak Et.

Beschouw o

Et: f(x,y,z;t) = 0

2t+h: f(x,y,z;t +h) =0,

De snijkromme voldoet aan beide vérgelijkingen, dus ook aan
D2f(x,y,z;t) +p({x,y,2;h) =0

met een p waarvoor limp({h) = 0
h=0)

Voor h + 0 gaat de snijkromme over in de zogenaamde karakterisitieh Ty

£(x,y,2z;t} =0 A sz(x,y,z;t) =0 ;

en de omhullende van het stelsel Et is de vereniging I van deze karakteris-

tieken, met een vergelijking
g(x,y.,2) =0

die ontstaat door t uit de vorige vergelijkingen te elimineren,

Stelling. I en Et raken elkaar in ieder punt van Pt.

Bewiis: Beschouw Et : f({x,t) =0
S't : D2f(§.t) =0,

zodat Ft = I _n ZFt aan beide vergelijkingen voldoet; zij x =& (u) een para-

t
metervoorstelling véor I' ; dit betekent V.Y, [f(gt(u),t)

2t

Bepaa i ' ; ’ =
paal uit E ¢ een gt(_:::_) zS dat Vi sz(f_,gtti)) .0'

dan is

]

I F(X) = £lxg(x) =0,

0 A DEE (W,8) = 0
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en in het bijzonder

= [D,£(E,, g(§, 1] = [D £(E ,t)] = grad £

%it sztgt, g(§t)) =0 .
Nu is

grad ?!'Qt =
daar g(gt) =t per definitie,

Voorbeeld. Beschouw het stelsel bollen

Bt: x2 + (y - t)2 + zg = a2t2 .

[D £(E, ., g(g )] + [D£(E, g(§))I[Dg(E)] =

Et,t,

met een vaste a € [0,1] dan is de afgeleide naar t

=2(y - &) = 232t

en de karakteristieken zijn de cirkels
2 2.2

-

t

T : 32 + (y - t)2 +z =at Ay=t{(l- a2) .

Eliminatie van t uit deze twee vergelijkingen geeft achtereenvolgens

2
a

)

2. -1 2. -
t=y(l~-a") ", y-t= —ya2(1 -a}
x2 + y2a4(1 - az)-2 + 22 = a2y2(1 -
en
B: x2 - a2y2(1 - r=12)—1 + 22 = Q
of ock
x2‘ Y2 i z2
= - 7+ 30,
a 1 -a a

de omhullende kegel.

Voorbeeld. Zij m{u) een kromme, r{u) een functie

middelpunt m(u} en straal r(u) :
Bt {x-mu),x - mw) = 2 .
Differentieren naar u geeft

(x = m(u),-@(u)) = r(@z(w .

de karakteristieken zijn cirkels en de omhullende

Voorbeeld. Het stelsel oppervlakken f£(x,y,z)

o

1

r

-2
L

van u en Bu de bol met

heet een hanaalvlal:.

heeft geen omhullende.
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Een stelsel oppervlakken met twee parameters

Beschouw de vergelijking f£f(x;u) = 0 met x ¢ IR3 P O ]R2 , voorstellend een

vlak Eu; als u in ]R‘ varieert, ontstaat een stelsel vliakken '{zu}uemz .

Onder de omhullende verstaan wij een oppervlak I met de volgende eigenschap-
pen:
i) Er is een surjectie g: IR2+'E z$ dat Z, in 9(u) raakt aan'L (locale

voorwaarde) .

ii}) Vﬁ £Z n Eu bestaat uit krommen en gelsoleerde punten] (globale voor-

waarde) .

Als we ¢ opvatten als een parametervoorstelling voor I dan volgt uit de

locale voorwaarde voor g
v, [fle(w);w) =0 A [D,£(g(u);u) J[De(w) ] = O]

als nodige voorwaarde, equivalent met

Y [£(p(w);w) =0 A D Fflp(u);w = 0] .

Met andere woorden: men kan ¢ vinden door %,y en z op te lossen uit

' ] 3
f(x,y,2;u,v) =0 A ™ £{x,y,z;u,v) =0 A v f(x,y,z;u,v) =0 .

Beweging in E2

De pool en de vaste polode

Bij een verplaatsing in I:z geldt (1.438) voor het dekpunt d en een wille-
keurig punt a

d=a+k v, + 4 cot(g/2) Jw_ . met w_ : =a > ala).

Stel dat W_ en ¢ van een parameter t afhangen met Ea(O) = 0,¢(0) = 0.

W
. _9/2 _ Ta
Dan is k ga.cot(m/Z) Tan(e/31 ° o zodat

p:=limd=a+ (p'(0)7" aul(0) .
t~0
Hieruit volgt

w!(0) = ¢°(0) J(p + a),

in overeenstemming met de bekende stelling over de instantane snelheidsver-
deling (J. Bernoulli,1742).
De verzameling der punten p, een kromme, heet vaidfe pofode.
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Hoofdstuk IT. LIJNENMEETKUNDE

2.1. Pn.ofec';téaue ruimte.

2.11. 2zij {o, LIy 33} een, niet noodzakelijk orthonormaal, codrdinaten-

stelsel in E 3. Bij iedere x € E~ js er een eenduidig bepaald drietal
xl' x2, x3e;R, met x =g + L

3

%38 7 zij vormen een kolomvector X =

3 T
. =[x1,x2x3] e R

Defin;tie. De vier getallen ‘50.'51"52,"'53 van het viertal [-50’51’-;2'-53]
heten homogene coshdinaten van x als galgi = xi(i =1,2,3).

Een viertal homogene codrdinaten vormt een kolomvector § : = [50,51,52,53]1-
€ JR4 , waarbij E‘O # 0. Als x door § wordt voorgesteld, dan ook door pE met
p € R\{O} . In het bijzonder is [l,xl,xz,gB}T een homogene voorstelling
voor X.

2.111, 2ij a,b « 2, a-

+
ot Xiai-‘:'.i, b=o+ Zibjﬁi' a # b.
Aa + (1 - Ob|x e R} .

Neem voor a en b homogene codrdinaten, aen g .

De lijn <€ a,b®» is de verzameling {x =

Dan vindt men de homogene codrdinaten g van X met

—

~ : N -1 -af 7
=ty s _1,1 4 7% Ba %8y
X Auo oy + (l-A)BO 31 l80a1+(1-?\)a051
N -1
X, kao a, + {l-l)uo 62 A8002+(1-l)a032
-1 -1
i x3- I Aao aq + {_l—l)uo 83— | ABOG3+(1-7\)3083 |
Oomdat ao en Bo willekeurig in R\{0} gekozen kunnen worden, kan men ook
p = J\BO eng : = (1 - A)ao willekeurig in Rkiezen mits niet beide 0. Dan
is =
. GOBO = aOBO{ A+ (1 - Ay = pa, + cBO, en
ot [ T - 7 - -1 T
E=agBy | pag +oBy 4 =g Bye | ey | By | Byl g
pay ,o8, ! Byl
puy *ofy %y B,
_pa3 +UB3__. . I e, | LB3

omdat £ een homogene vector is, kunnen we aa 186 1 ﬁeqlaten,

g=

Dit is een homogene paramatervoonstefling voor de rechte < a,b® door a en b,

pa + of




2.112, Beschouw drie niet-collineaire punten a,b,c € E™ .

2,113,

2,114,

€ a,b,¢c®» = {x =2a + ub + vec |l +Uu+ v

voor x vinden we de homogene wvector

£ = 1
-1 -1 -1
Aao ul + uBO Bl + vyo 71
Ao, + 3"13 + vyl
0 %2 T HPg Py T VY Y,
-1 -1 -1
Aao a3 + uso 63 + UYO Y3
Metp : = ABOYO' g : = uaolo .
-1 -1 -1 [ h
£=0% 8y 7g | pag T 9By TV,
pa1 + 081 + Tyl
pa2 + 082 + 172
E.90:3 + 053 + Yy |
<a,b,c® = {§_=pg_+cg+13_'_

1}

-1,-1 -1

=% By Yo

en

3

%80Y0

[2e1BoYo* BB Yy + VagBaYy

AaBoYot Mgl Yy VagBaY,

AasBaYot HagBaYy + VasBLY,

e

T:. = vaOBOr p,0,T niet alle 0, is

ol + ol + |<] £0 1},

een homogene parametervoorstelling wan het vlak <€ a,b,c ® .

Beschouw twee evenwijdige vlakken Vv en W in E 7,

met £

v clxl + czx2 + c.x

373

W o,x, +o.x +

1% X2 7€

3%3

#geng#Q_.'

In homegene codrdinaten komt er

v --fF,{.J + clgl + c2£2

| —gEO + clsl + c2§2

+

3
£, (c,x) = £ ;
g, (c.x) =g ;
c3£3 = 0,
c3£3 = 0.

Deze vergelijkingen hebben als oplossing

T
£ = ilo, -5 cl,O} + ul 0, ~Cy, 0, cl]T, AL e R ;

voor |l| + |u| # 0 zou er de parametervoorstelling van een lijn staan als

[D, ~Cye €y OJT en [0, ~Cq» 0, cle punten zouden voorstellen; helaas is

dit niet zo.

Beschouw een vlak V en een liin g in.ZIE3

+ c3x3

Xx=a+iu ;

= f ;

2
#

s

A\

0.

(el =0a (a,0) #EAu#0.
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In homogene codrdinaten word:t het

v

—fE,’O + c1§1 + czf;'z + C3E3 =0

)

£ = pa + g8, met, bijvoorbeeld,

T . T
a =11, a;, a,, a;]’ , B=1[1, a, +u,a, + uya; +u,l

Door substitutie van L in V komt er
- + + +u,))=
£ (p + 0) Ei ci(pai cr(ai ul)) 0,

waaruit volgt

Er is dus een oplossing 50 = g(B - a) = o[ O,ul,uz,u3]T;

helaas is dit geen ﬁur_lt.

Als m een lijn in v is, evenwijdig aan g,

m:x=b+iu; (be) =1£f;

dan 'is een parametérvoorstelling in homogene codrdinaten

- T T
m: §= pEl'bl’bZ'bBJ + U[lvbl + ulsz + u2,b3 + ‘.13:]

en ook deze bevat _go -

Definitie. 2Zij £10E,08; € R en Ziigi[ # 0 ; onder een oneigenlifk punt

£ van :IE3 verstaan we de viertallen p[O,gl,gz,gajT met p ¢ R\{0} .

De verzameling van zulke punten heet het oneigenfiske vlak v_ van E> . pe
(driedimensionale} projectieve ruimte is 193 : = ]E3 uv, . '

pé oneigenijhe punten van een Lifn (vlak) zijn die oneigenlijke punten
die voldoen aan een homogeen gemaakte vergelijking of parametervocrstelling

van die lijn (dat vlak).

Stelling . Als £V en nietf « Vv, dan hebben ze in P één oneigenlijk punt
gemeen.

Als 2iim en niet £ = m, dan hebben ze in ;.-193_één oneigenlijk punt gemeen.
Bewijs. 2.114 en 2.115. O
Stelling. Een rechte % in IE3 heeft precies &én oneigenlijk punt.

Bewijs. 2ij 2 : § = pa + 0B, met o en B behorend bij a,b ¢ ]E3 . Voor een
oneigenlijk punt is EO = 0; dit is zo als pao + cho = 0; het oneigenlijke
punt is dus Bo2 = 958 . ) 0
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2,123. Definitie. Als a¢eV _, B € V_dan noemen we h : £ = pa + 0f (lpl + |o]# 0
een oneigentijke rechte. ' '

Stelling. JTeder vlak V' ¢ ;IE3 heeft precies &én coneigenlijke rechte, h‘;r .

Bewijs.. Zij a,b,c € ZIE3, V: £=pa + o + tylle| + |of + |t| #0) .
2ewlls

Voor de one:.genlijke punten is EO = 0, dus po
1
= pa + of - YO {aop + B U)I. = p'{o (YO_ oy) + cyo (Yoﬁ_ 80;{_) .

O+0’B +TY0 0, 1=

-y B o . De onelgenlljke punten van V len dus E =

Hierin is Yo = Gy ‘het one:.genl:.]ke punt van <a,c» - Byy dat

¥Eo
van <b,c» . Bovendien is |p‘Y0 | + |U'Y0 |yo| (|p| + |c|r) #0 (1),
Die uitdrukking is derhalve een parametervoorstelling van een oneigenlijke

rechte, hv . ' _ G

2.124, Stelling. Twee vlakken V, W in E3 , met V| W en V # W, hebben dezelfde on-
eigenlijke rechte.
Bewijs. 2,113 en 2.123, 0
2,125, HetAoneigenlijke punt van £ : x = a + Au in IE3 .(3 # 0), is [O;ul,uz,uBJT.
. De oneigenlijke rechte van Vv : (¢,x} = £ in :IE3 (¢ # Q) is
R ({ JE T s S (c/x) =0} .

2.126. In IP? geldt nu : _
'~ ‘Twee vlakken V en W, met V # W, hebben &é&n rechte gemeen.
Twee lijnen £ enm, £ # m hebben &&n punt gemeen dan en slechts dan als ze
in &&n vlak liggen. We spreken voortaan gemakshalve in zulke gevallen altijd

van"snijden".

2.127 Als, in ]E:3 Ay 0,31,92,33} een orthonormaal cofrdinatenstelsel is, dan noemen
we de afgeleide homogene cobrdinaten [1,x1,x2,x3] van x de gewone homogene

codrdinaten.

2.128 BAls a,b,c,d punten in 194 zijn dan geldt a,b,c collineair # rang [a,b,c] < 3.

a,b,c,d coplanair & rang [a,b,c,d] < 4.

3 .
2.13. In E° is de vergelijking van een vlak v
+ + =
c1x1 c2x2 c3x3 £,
in (al of niet gewone) homogene codSrdinaten wordt dit

- fEO + c1€1 + c252 + c3€3 =0.

Men kan de coéfficiénten -f, Cye c2, ‘ c3 met een willekeurige factor p # 0
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vermenigvuldigen, en dan komt er weer  een vergelijking van V. Men kan, met an-
dere woorden, het vlak kenmerken door een homogeen viertal [vo ,.v'1 ,vz,vjjT

# [O,O,O,O]T . Analoog aan de situatie bij punten geldt:

Als v = [vo ViV ,v3]T en w = [wo,wl,wz,w3]T verschillende vlakken voorstellen
’ .

2
- dan stelt Av + uw voor alle A,p ¢ R, niet beide 0, een vlak voor dooi de

sniflijn van v en w .

2.131 . Als 31,...,\_;'2 vlakken voorstellen, kan men uit de rang van [31'22""’22,3
aflezen wat hun doorsnede is. Aangezien de rang £ 4 is, beperke men zich tot
L = 4, In het bijzonder : \_71,22,23,34 lebben een lege doorsnede als rang
[‘_71, }_’2,\_-’3,\_?4] = 4, &&n punt gemeen als de rang = 3, een lijn gemeen als de
rang = 2, vallen samen als de rang = 1. Dit volgt rechtstreeks uit de hoofd-

stelling der lineaire algebra ( en de definitie van de punten in JP3 ).

2.132. Definitie : Een 'pﬁ.ojee,t{'.eva thans formatie t van P’ is een afbeelding 7 : o
met w(af + Bn) = an(g + BTr('_r!) . Het hoeft geen betoog dat bij een projectieve
afbeelding een matrix behoort : H(Q = [ﬂij £ =: PE .

De afbeelding heet Aegilier. als det [wij] # 0.

Als T een reguliere projectieve transformatie is, is het beeld van een lijn
weer een lijn, van een vlak weer een vlak. Meer expliciet: als y_T_E_ = 0 de
vergelijking is van een vlak, dan voldoet RE aan VTP-IPE = 0, zodat het beeld

, -T
van viak v is P v.

N 3 *
2,133 . Veronderstel dat r:n.l,ag‘,z,,a:,‘,r:\‘4 € P met rang [al,az,aB,a4] =4,
. _ . ' 4

i=
zien van een factor, is £ eenduidig bepaald. Deze vector heet de homogene

coondinatenvector van x ten opzichte van het ghondtetraeden a; a, aj a

Dan kan ieder punt x van 1P3 geschreven worden als x = z 1 giai; en, afge-

. Uit

x=[a a,a;a,]E=":ag
volgt

a .

3

2.14. Dpefinitie. Voor vier punten hi op €a,b® in IP3 met a # b,
‘a: = [a,,0,,0,,a,],b:=C[8,8.,8.,8.7" en
1772773 g ’ 17727P37Py
hi = J\ia -I:_ uiB' (i = 1,2,3,4) heet de uitdrukking
R L By L R L PR A
BVihyhyhghy) = Tyt 3 X
- 213 P2 MMy T g,

de dubbelverhouding.
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-39 _

Stelling. L dubbelverhouding is onafhankelijk van de bekozen punten a en b

op € a,b>en ook van hun voorstelling.

Bewijs. ‘Neem c: = 9a + yb en d: = ya + pb op<a,b®; opdat ¢ # 4 is nodig
en voldoende dat '

de determinant van M : = [ ¢ X ] onqelijk'aan 0 is; dit zo zijnde, dan is

X P :
NS . R
h, = [a,b]l] * en [¢,d] = [a,b]l] M zodat h, = [c,d1 M
! i N . 1 i
(det M'i)[c,d][ f 'XJ [ﬁi - ¢ Le,ai| el
. - 9] Mo Hy
en dan blijkt |
(det M)(i1ﬁ3 - i3ﬁ1) = (det M)(}1u3 - lsul) , enzovoort. , g

Stelling. De DV is invariant bij projectieve transformatie, en ook bij

homogene codrdinatentransformatie.

Bewijé. Dit volgt direct uit 2.133 en 2,134, ‘
Als S en T vliakken zijn dan is S + T een vlak door S n T. Neem V, := liS**FiT.

_ i
(1= 1.2,3,4) en definieer |

A A

DV(V1 V2 V3 VA)‘: ='.A

- A - X

A T 1 T s SR .
23 T AgMy T A, = A,

Zij € a,b®een willekeurige 1ijn, die S N T niet snijdt; dan snijdt <a,b>
de vlakken S, T, vl' vz, V3, V4,_voor zover niet samenvallend, in verschil-

lende punten, s, t, Vir Vor Var V, . We veronderstellen dat S # T, dan s ¥ t.
Stelling. DV (V,, V,, V4, V,) = DV(v,, v,, v, v ).

Bewijs. Het is, 2.141, geen beperking te veronderstellen dat a = s en b = £,
Zijn'nu o, t, o, B homogene voorstellingen voor S5, T, a, b, dan geldt

ETE.= 0, gT§_= 0; bijgevolg geldt voor het snijpunt v, = Eia + nib van

< a,b> met vy = Ais-ruir

0= Do+ “iEJT Cgjo + 8] = Anyo's + ﬁigfinl '
gi = ling'.ni = 'UiZTE : en door een beroep op 2.141 blijkt dat
DV(vl, Vor Vi v4) = DV(Vl, VZ' V3, V4). : ﬂ
Bij het berekenen vén de DV kan men het beste twee der punten in de overige
uitdrukken: ' | |
1.u1 - O.Al_ 1.u2 - 03l2 Ay

DV (a,b,).a + u.b a + y.b) = . -
_(a, !11 W= 12 . Hoy ) 0_u1 - 1.11 0.u2 - 1.12 _ 11“2
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2.145. Voorbeelden.

2.1451. Als Dv(a,b,c,d) = -1 dan wordt het paar (a,b) hawmonisch geschediden
door het paar (c,d). Bewijs dat dan DV(c¢,d,a,b) = -1, en ook DV{(b,a,c,d) =
Dv(albrdac) = -1 .

Als men uit p aan de kegelsnede K raaklijnen trekt met raakpunten rl,r2', dan

heet <r1,r >de poollifn van p ten opzichte van K. Een lijn L door P snijdt

2
4 ro,x, # en K in s,klkz. Dan is DV(p,s,kl,kz) = -1,

2.1452, Zij Kp de poollijn van p ten 0pziéhte van K. Bewijs dat a ¢ KP =P € Ka.

2.1453. De poollijn Kr van een oneigenlijk punt r ten opzichte van K is een middel-

lijn; de poollijn Km van het middelpunt van K is de oneigenlijke rechte.

2.2. Lifncoondinaten.

2,21. Lijncodrdinaten van een lijn door twee punten.

3
Zijae P ,Dbe IP3 + en beschouw

P;. = ’ irj =0,1,2,3 .
i3 b, b

2,211. De matrix P : [pij} is scheefsymmetrisch,
- . 2 ’
2.212. det P = (pgyPy3 * PoyPyy * PoaPry) = O
.2.213. Alsa' =)a +yb, b =pa+0ob, A\a - up #0 (d.w.z. a' # b}) dan is
' = —
Piy = (do - welpy
en

P' = (Ao — up)P # 0.

2,214, De getallen PoyPpyrPgy¢Py5+PyqsP,4 heten de Lifn~, PLOcker— of Grassmann
codndinaten van de lijn door a en b.

2.215. De rijen (of kolommen) van P stellen in 193 de punten voor waar de rechte

door a en b de respectieve zijden van_het grondtetraeder snijdt.

2.216. opdat de lijn P in het vlak o ligt, is nodig en voldoende dat Pa = 0.

2.22. Lijncodrdinaten van een lijn docor twee vlakken.

Als o en B vlakken in :IP‘3 zijh, beschouw dan

o, a,
i 7j "

q.. = r i,j=20,1,2,3.
L
I s, 8
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2,221, De matrix Q : = [qij] is scheefsymmetrisch.

| 2
2.222. det Q = (qg,dy3 + 95dyy + Ip39yy) = 0
2.223. Als a' = Ao + pB, B' = pa + of, Ao -~ pp # 0, dan is
| - -
en
Q' = (ko - uplQ # 0.
To1 _To2 Yoz Y2 T3y Y23

Pas3 P31 Pz Poz Poz  Ppp

2.224,

2.225. De rijen van Q@ stellen de vlakken vocor die door €én lijn gaan (namelijk
die door ¢ en B), en die door de réspectieve hoekpunten van het grondtetra-

eder gaan.

2.226, Opdat een punt a op de lijn Q ligt, is nodig en veldoende dat Qa = 0.

2.23 Enige eigenschappen van scheefsymmetrische 4 x 4-matrices.

Zij K de verzameling der scheefsymmetrische 4 x 4-matrices en L := {A ¢ K

det A =20 }.

2.231. Definitie.
Voor A,B ¢ K is

C(R/B) 2 = a5,by3 * 205031 T 203P12 * 212503 * 231P02 T 223%01
w(d) : =Q(a,n)/2
_ 2 2 2, 2 2 2
v(A).—a01+a02+ +a;,+a, ., +ta,, .

43 12 13 7 333

2.232, De minor van a01 is a23m(A), enzovoort.

De minor van aO0 is 0, enzowocort.

LY -
2.233., det A = m(A)2; als det A = 0 dan is rang A £ 2; als 2 ¢ I. en A # 0 dan is

., rang A = 2,

2.234. Definitie. Voor iedere A ¢ K definieren we

AT s =0 ayy o oay Capy
"3y 0 33 2
831 "33 O %01
T3y T8 ¥y 0] -
n .
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2.235. Eigenschappen.

2,2351. Voor &, B ¢ K is Q{A,B) = {(B,A) = Q(A&,BT).

2.2352, Voor A,B,C ¢ K is Q(ecA + BB,C) = aQ(A,C) + BR(B,C)
2.2353. Voor A,B ¢ X is w{gA + BB) = azm(A) + aBfi(A,B) + BZQ(B).
2,2354, Voor A,B ¢ X is ABA = w(A)B” - Q(A,B")A ¢ K.

JR(4X4) en B ¢ K is m(ABAT) = (det a) w(B).

2.2355. Voor A ¢
2.2356. Voor A,B € K is w(ABAT) = w(a)> w(B) .
2,2357. Voor A,B ¢ K is {(aBA)” = aA"B"A” .

2.2358. Voor A,B ¢ X is AB* + BAY = -3{A,B)I .

2.2359. Voor A ¢ X is det(A-AI) = AT + vw(a)A2 + w(a}? .

2,236, Voor R,Be L. ,2#Benca, € R\{0} is aA + BB ¢ L & Q{A,B) =0 .

2,24, Incidentievoorwaarden; transformaties.

2.241, Een punt a en een vlak @ zijn incident als ara = 0. ST

2.242. Een lijn L en een punt a zijn incident als L”a = 0.
2.243, Een lijn L en een vlak o zijn incident als La = 0.
2,244, Twee lijnen L en M snijden elkaar (of: liggen in éé&n vlak) als Q(L,M) = 0,

2.245. De lijn door de punten a en b is abT - ba'.
2.246. De lijn in de vlakken o en g is (aBT - Ba ) ”.
2.247. Het snijpunt a en het gemeenschappelijke vlak ¢ van twee lijnen L en M vol-

doen voor iedere b op L en voor iledere B door M (niet samenvallend met a

respéctievelijk' a) aan
IM" = - (aa") (b'B)

zodat (2.2358) ook

ML = (ag) (b 'B) .

2.248. Stelling. ({(van von Staudt). Zij 01020304 een viervlak, L een rechte; de vlak

;, de punten op L en in 0,0, 0 =zijn ai (L =1,2,3,4;

ken door L en Oi zijn a %%

i

j,k,% # 1); dan is Dv(a1u2a3a4) = DV(a1a2a3a4).
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Bewijs. De vlakken o door L voldoen aan La = 0, zodat a ligt in de door LY

opgespannen nulruimte van L:

a = 0] + A 223
123 0
31 “%03
112 102
ay gaat door 01: Al = 0.
az gaat door 02: Az =@
«, gaat door 0g: A3 = 231/203.
a, gaat door 0,° A4 = —212/202.

au):ll-x34lz-13=i§-=,f.3_1.f.g.g
34 A1 A4 2 4 4 203212

DV(ulcr2

De punten a op L voldoen aan L’a = 0 zodat a ligt in de door L opgespannen

nulruimte van L”:

a=40 j+ ur201
201 0
%02 212
%03 23
a, %igt in 020304: uy = 0.
a2 ligt in 030401: u2 = mf
ay ligt in 040102: ug = 102/212.
a, ligt in 0,0,05: 1, = 203/213
My = M3 My T My Hy Zpolyg
Dv(a1a2a3a4) = - : — === . 0
Hy TRy M T Mg My %92%03
2.249. Stelling. Als a' = Ra een coordinatentransformatie voorstelt (met det A # 0),

dan geldt voor de codrdinaten a' en P' van een vlak & en een lijn P:

- T Ty =1
a' =2, P' =apa’, P! =2 "o"at .

Bewijs. Voor alle punten x van het vlak geldt aTﬁ =0, aTA-lx' =0,
(A“Ta)Tx' = 0, zodat o' = A_Td.

Voor de lijncodrdinaten Pil geldt, met b en c op de 1lijn P,
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' = ' 1| = ¥
Pyy by P Yi by 2j 25P5| =
L} [ ]
Sk % ;i i€y Zj 223%5
- - T
= zizj *k1®23F4 5 Zizj %1Pi3%50"
De laatste bewering volgt uit de vorigen. ' 0

2.2491. Zij o een projectieve transformatie die aan 01_.02,03,.04 toevoegt de punten
waarvan de codrdinaten zijn verzameld in de kolémmen van de matrix S. Dan
zijn de cobrdinaten van o{(x) voor alle x gelijk aan Sx, en voor een lijn L

geldt o(L) = SLS .

Stelling. Als y de cobrdinatenvector is van een punt ten opzichte van

01,02,03,04, dan zijn de codrdinaten ten opzichte wvan 001,002,003,004

verzameld in y' = S—ly. O

-

2.25, De raakliin aan een kromme

Z2ij, met I < IR, een functie x: I =~ IP3 gegeven; bij iedere u ¢ I is er
een x(u) e IIP3,- de verzameling x(II ) is een kromme. Beschouw een i ¢ I,

he R. Dan zijn a : = %x{i) en b : = x(i + h) punten van de kromme, en

x(1i + h) - x(i) is een punt van de lijn door a en b, bijgevolg ook

h_l(x(i + h) - x(i)A) (mits x(i + h) # x{(i)). Als h + 0 nadert deze uitdruk-
king tot x' (1), en. dit is blijkbaar een punt op de raaklijn in a = x(i)

aan de kromme x(II).

'2.251. Stelling. In IIP3 gaat de raaklijn in x(i) aan de kromme met parameter-

voorstelling x ook door het punt x'{i} . O

-2.252, 2ij ou P: II -+ L, zodat bij iedere u < II een rechte (p01.poz,p03,p23,p31,p12)

is bepaald. We veronderstellen dat Vu pOICu) # 0. Dan ?:gaat P door de punten
a t = (0,pyy+PyyrPys) e b & = (-pyy,0,p,,,p,) Vvan P

Opdat het lijnenstelsel P{u) een kromme als omhullende heeft, is nodig en
voldoende dat er een functie A : I -+ R bestaat zé dat P{u} in c(u) : =

= 'afu) + A(u)b(u) raakt aan de kromme c{u). -

Hiervoor is nodig en vc}ldoende‘dat c'{u) een punt van P(u} is, dat wil zeg-

gen dat er a,f : I + R bestaan 26 dat

ce'{u) = a(uya(u). + B{u)yb(u) .
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Dit is hetzelfde als

a'+ A'b + Ab' = qa + Bb .
Vermenigvuldig dit met P”:

P'a' + xp"b' =0, of P"(a’' + Ab') =0 .

Deze vergelijking moet oplosbaar zijn naar }; dus moet a' + Jh' -~en punt
van P zijn, dus moeten P en P (door a' en b') elkaar snijden,

Nu heeft P met P' (als matrices gezien) de eerste twee rijen en de eerste
twee kolommen gemeen; als P' een lijn voorstelt dan is zeker P' = P (omdat
dan ook het enig overgebleven element P! overeenstemt), en dan snijden P'

32
en P elkaar; want uit

0

w(P) = PyiPys * PoyP3y ¥ Py3Pyp =

volgt

Q(p',pP) Q.

J—— 1 ' ' v ' =
Pg1Pp3 * PpoP3y * Po3Pyp + Pa3Poy * P31Pgy + PyoPys

Is, omgekeerd, P een rechte die P snijdt, en die, op péz na, alle elemen-

ten met P' gemeen heeft, dan geldt

g = 7! ' ' v 1 =
Q(P,P) = P)1Py3 * PooPyy ¥ Pi3Pyg + dp3Pgy + P3yPoy + PigPo3 = 0 &

en op grond van de vorige identiteit is dan (daar Py # 0)
] iy - 1
qy3 + Psyyr en P =P' .

Met andere woorden: P en P snijden elkaar dan en slechts dan als P' een

rechte voorstelt, w(P') =0 .

Stelling. Opdat het stelsel lijnen P{u) een omhullende heeft is nodig en-
voldoende dat w(P'}) = 0.

Men kan gemakkelijk inzien dat P = P' alleen dan als P = Pof(u) met een

constante PO en een of andere functie £ van u, zodat P dan, projectief ge-

sproken, constant is. Als dus w(P') = 0 dan bepalen P' en P precies één
punt a® +Ab%en precies é&n M projectief gesproken). Voor deze A{u} .is
c(u) = afu) +Ab{u) de omhullende.




- 2.253,

2.254.

"2.26,

Voorbeeld. In ]E3 :
Pl{u) = 0 1 2u 3u2 , P'{u) = 0 0 2 ou
' : : 2
4 0 W 2? 0 0 2u 6u
=2u -u2 0O u4 -2 =2u 0 4u3
-3u2 -2u3 -u4 0 -6u -6u2 -4u3 0

en w(P) = w(P') = O.

c{u) = al{u) + ibf{u) en ) voldoet aan

0 =P"(a‘'+ Ab') = | 0 o -2 u’ 0 = *
T T Ve 0 *
3 2 2
=2u -3u 0 i 2 + 2ul 6u + 6u A
-uz 2u -1 O 6u-+6u2A =2 = 2ux

zodat
-1 ’ -1 250
A=-u ", cflu) = {u l,u,u ] ’

; 2 3.r
en in niet homogene ccordinaten x = [u,u”,u" 1.

Het bepalen van c(u) kan iets minder ocmslachtig door A op te lossen uit de

vergelijking
rangla,b,a' + Ab'] =

In het bovenstaande voorbeeld is

[a,b,a' + '] = 0 -1
1]
2
2u u 2{1 + Ju)
3u2 2u3 6u(l + Auw)
en men ziet direct dat )\ = -u—l.

Het lineaire complex

In 1?3 heeft een lijn L de homogene codrdinaten 201,2 2,203 23,231,212, die
aan de betrekking m(L) = 0 voldoen. Er zijn dus vier van deze coSrdinaten
willekeurig te kiezen en men zegt dan ook dat er m4 lijnen inZP3 zijn.
Stelsels rechten die men verkrijgt door aan L. ij nog 1, 2 of 3 voorwaarden

op te leggen heten achtereéﬁvolgens complex, conghuenitie, regulus (of regel-

schaan) en bevatten achtereenvolgens wB,wz,ml rechten.
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ﬁe raaklijnen aan een cylinder vormen een complex; ieder punt "snijdt op
het complex twee lijnenbundels in"; ieder vlak "snijdt op het complex

een kwadratisch vlak lijnenstelsel in".

De gemeenschappelijke raaklijnen van twee cylinders vormen éen congruentie;
ieder punt snijdt op de congruentie vier raaklijnen in; ieder wvlak snijdt
op de congruentié vier raaklijnen in. De congruentie heet daarcm een (4,4)-
congruentie,

De gemeenschappelijke snijlijnen van twee elkaar kruisende lijnen vormen
een {(1.1)-congruentie. De gemeenschappelijke snijlijnen van drie elkaar
kruisende lijnen vormen een regulus; de puntverzameling waarvan de regulus
de drager is, is een (tweedegraads-) opperﬁlak, namelijk een eenbladige

hyperboloide of een hyperbolische paraboloide .

ZijAe K enL € IL; A # 0, Door de voorwaarde {(A,L) = 0 wordt een com-

plex bepaald,

c :={Ler | Qa1 =0}.

A

|

De voorwaarde {A,L) = 0 is lineair in de coordinaten £01,..;,£12, en we
noemen zo'n complex een £ineaisr complex; als A ¢ L dan heet het complex
speciaal, als A € K\L dan heet het complex algemeen. Een speciaal complex

CA is de verzameling van snijlijnen van A (2.4.4).

Stelling. De lijnen van CA die door een gegeven punt a gaan liggen in het
vlak a%a {door a).

Bewijs. Allereexrst ligt a in a%a want éTA7a = 0. Neem een punt x # a op een

lijn L door a en in CA' Dan is zij = aixj - ajxi en
0 = Q(a,L) = ,aY g, = -4 - =
(3,1 Zi,; 1313 zi,] 13(@1%5 ~ 3%y
= ,aj.ax, -y, . al -2 i = Ta”
R I R TR LA

T .
en a AT = (-a%a) .
x ligt dus in het vlak A”a, en bijgevolg ook L. 0

Stelling. De lijnen van CA die in een gegeven vlak @ liggen, gaan door
het punt Aa (in a).
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2.265. Uit AA” = A"A = -W(A)E volgt dat, indien A £ I, dus als CA algemeen 1is,
het complex een bijectieve afbeelding van punten en vlakken in duceert.
A%a heet het poclvlak van a ten opzichte van CA’ Aa heet de pool van o ,
en de toevoeging noemt men een pofaritelt of comrelatie; omdat iedere
pool in zijn poolvlak ligt, spreekt men hier in het bijzonder van een
nubpolarniteit of nubcorrelatie. als & ¢ I  is A"A = O, hetgeen wil zeggen
en ook méetkundig direct duidelijk is, dat de pool Aa op A ligt en het
poolvlak A”w door A gaat. De polariteit is nu ontaard, de toevoeging a + A7a
is niet bijectief; voor alle b € A’a is A" ='A"a; vlakken niet door A zijn

geen poolvlak, punten niet op A zijn geen pool.

2.266. Bijzondere complexen.

2.2661. Het fundamentaal complex Py + Ppy = 0.

A=A7=

O O e O
QO O =
= O O O
o - O O

Het Poolvlak van a = (ao,al,az,aS) 1s(a1,a0,a4,a3) R

De pool van o = (ao,ui,az,a3) is (al,ao,u4}a3).

2.2662, Het fundamentaal complex Pgy ~ Pp3 = 0.

De grondpunten hebben dezelfde poolvlakken als in het vorige geval; toch zijn

de correlaties verschillend.

2.2663. Er zijn zes fundamentaal.complexen (Klein,

2.267, Poolliqn.

Zij A e XK, CA een complex, niet speciaal, Beschouw een rechte L door a

en b, Voor een willekeurig punt x = a + ub van L geldt

A = Aa"x + 1"

zodat deze poclvlakken door de snijlijn M van A%a en A®h gaan, Dus MAYa = 0
en MA’b = 0, Beschouw A” als de matrix van een projectieve transformatie o.

Dan staat er dat de lijn MT'dqor @¢(a) en o(b) gaat; dus gaat o*(M") door a
en b, dus

e
o (M) =L, M" = (1) = a"1a”T = A"1a”
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M=AL"2 = w(A)L - QA,L)A (2.2354)

Men noemt M de poollijn van L; de poollijn van M is AM”A = PA'LAYA = L.

Als L € CA dan is {A,L) =0 en
M=2aL"a = -(LA”Y + Q(A,L)I)A = -LA"A = w(A)L ;

met andere woorden, de complexlijnen zijn hun eigen poollijn (en omgekeerd).

Stelling. Als L en zijn poollijn M niet samenvallen, is iedere lijn P, die

L en M snijdt, een complexliijn.

Bewijs.

i) Meetkundig: het poolvlak van L n P gaat door L n P en door M; Lhet poolvlak
van M n P gaat dooxr M n P en L; P is de snijlijn van beide, en dus pool-

lijn van P; dus P € CA

ii) Algebraisch: Q(L,P) = 0, Q(M,P) = 0 en M = AL™A; volgens 2.236 is
M=wA)L - QA,L)A, zodat '

0 =0(mP) = w(A)R(L,P) - Q(A,L}A(A,P) = -Q(A,L)Q(A,P) ;
omdat Q(A,L) # 0 volgt hieruit {(A,P) = 0. a

2ij A ¢ K, CA 2en lineair complex, niet speciaal. Neem het grondtetraeder

zo dat 0001 en 0203 poollijnen zijn; dan volgt uit 2.5.7 dat 0002, 0003,

Olozén 0103 complexlijnen‘zijn.ne Plickervoorstellingen van deze vier

rechten zijn

Pot Po2 Pgz Pz P3; Pyy

0002 0 1 0 0 0 0

0003 0 0 1 0 0 o

0102 0 0 0 0 o 1

0103 0 0 0 0 -1 0
zodat a02 = a03 = a31 = a12 =0, en

. .
Ca # 201Pa3 * 353F; =0 (a5, #0 #a,,) .
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‘Als CA speciaal is, is A een lijn; neem die als zijde __0001 van het grond-

tetraeder, en de vergelijking wordt:

CA: Po1 =0 .

Als CA niet speciaal is, is de volgende stelling waar: Als van een tetra-

eder twee paar overstaande zijden tot CA behcren,. is het derde paar een paar

poollijnen.

Lijncodrdinaten in JE3

Neem in.‘]E:3 een assenstelsel (ao'e-1’§2’9-3) en de gewone projectieve codrdina-
ten. Voor een lijn L, die door twee punten (l,xl,xz,x3) en (1',y1,y2,y3) van

]E3 gaat, is

Pog =¥y " % 1 =123 py = xy¥y - Xy =[x % yly .

Dus [901'P02’po3] =y-x, Ep23,p31.p12] =xxyena(l) =(y-xxxy) =0,

zoals het behecort.
De vector y -~ x is een richtingsvector voor L, en xXxy is het moment wvan

Y - % ten opzichte van de oorsprong a_ .. In deze versie worden lijncodrdinaten

0*
toegepast in de mechanica, zie [181, [19].

*
2ij & een richtingsvecteor voor L met |_,0;| =1, en zij £ het moment van 4 ten

*
opzichte van a.. Dan is (&,2 ) = 0. De voorwaarde van het snijden van twee

0
lijnen L en M wordt nu

(L,m) + (25 m =0 .

Als L een oneigenlijke rechte is, door [0,u1,u2,u3]T en [0,v1,v2,v3]T dan is
’ T _ T _
[pgyrPyarPp3] =0+ Ipy5ippq.pg, ] =uxy.

Opdat deze L een lijn M : x = a + Am snijdt moeten L'O,ul,uz,u3]T '

T - -
[0,v1,v2,v3] en [O,mi,mz,mBJT collineair ziin, equivalent met

0= det.[_'l.l,i, ] = (E X .‘.’.'E) = (9_,2*) + (E X .Y.'E.)'

Het paar'{g,_g X v) speelt voor L dezelfde rol als (m,m*) voor M, We stellen
.. 3 : -
een lijn L in E™ ook voor deze vectoren in plaats van de matrix [ = Le,2%7 .
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) * *
Als 2 # 0 dan is % een richtingsvector, L eigenlijk, het_ moment; (&,&_) =0,
*
Als £ = 0 dan is L de oneigenlijke rechte van de vlakken (£ ,x) = ¢ (¢ ¢ R);
*
L =uxvy,

Definitie: Als, in[?.,l*] en [E,i_q*], geldtl2[=| m] = 1 dan heet

fr,m] = (Lm) + (f.m)

het wederzifds moment van L en M.
2 en £* heten de (genormeerde) PLOckervectoren,[%,2 Jheet de PRackervoonstel-

Ling van L.

) * * *

De lijn L met richtingsvector % en moment % noteren we als [£,2 1; £ en 2
' *

zijn op een evenredigheidsfactor na bepaald. Het paar[1,% ] legt de lijn L

eenduidig vast (ten opzichte van een gegeven codbrdinatenstelsel {ao;gl,gz,EB}) .

' *
Als I_R_._l = 1 noemen we (de voorstellinglf,2 ] van) de lijn genormeerd.
* *
Als van [£,2'] en [m/m ] niet geldt & X m = 0, zodat deze lijnen niet even-

wijdig zijn, dan is de orthogonale transversaal vandeze lijnen
(g2 x m, n& + gm]

met £ : = |2 xm|?
n = (LmdetlL,mn’] - (mmdetlg,m2*] ,

*

1.

18
i

’

Z := (L,mdetl2,m,2"] - (2,2)detls,

Men kan dit nog herleiden:

*

n= (& det[g,mn"] - m det[2,m, £*],m)
¢ = (4mdet(2,m, 2"] - 2 det[,m,m*] ,
en we definié&ren

L8m:= 2 det[g,mm"] - m det[g,m, g*] .

Merkopdat&@g:ga 2.

Dan is

ngtm={(gemmy - (20 mm= (iem) x (g xm .
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We vinden voor de orthogonale transversaal derhalve
2
[jg xml"¢ xm (Lom x (Lxm],
zodat een parametervoorstelling is
-2
x=|exm| “(zoem +2Lxm.

*
Het snijpunt p van deze met [£,2 ] moet voldoen aan

(e xn"%zom + e xmxg=g

en door inwendig met m te vermenigvuldigen komt er

(£*:E) ’

detl|g x g[-z(_g._e m + AL x m,2,ml

It
=
x

R=jxxm

Door- verwisseling van £ en m komt er voor het snijpunt van de transversaal

*
met [m,m ]

g=12xm*Lemn- (2g)2 xn}

zodat
p-g= 2o Ut ¢ (aiiL % m,

en de afstand d van de lijnen [‘&,f] en I:P.l.'m*] is

a=lgxn™@m + ] .

foem=m®o L.

—t

(a

ém=afeém
T

AT * T T '
Zom=[gm ~mt & xm de afbeelding [&g_*z'_ - g_.?:*'] heeft eigenwaarden

x
(m,2), - (4%,m) en 0; & en m zijn eigenvectoren.

~

Bij overgang naar een andere oorsprong a0 = ao + & verandert het moment van

. * ~ .
[28)={x|b+M}in%=(-a+b) x 2 —axg=¢ -ax32. Dan

]
o
X
=

is(_&@ m) = _&det[&,ﬂ,g] -m det[g,g,z] =L20m-~ _,g,_det[_,g_,ﬂ,i ;a:__n_1] +
tmdetlLma x2)=20m+ (a x(Lxm) x (L xm.

De term (a x (& *xm)) =% (£ xm) is dan en slechts dan O als a en & Xm af-

hankelijk =zijn.
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- -

i=bxi=-2bxnaL=-albxy =aL,

—  ommm e

en

- A{g detl2,mm"] - m detl2,m 21} =

It

A(Z o m .

L=‘[0 £T en . L7=F .&*T-
Loz —ae T

Hierin is ﬁ(gg de 3 x 3-matrix met het effect ﬂ(§)§_= &_x‘i.

*. *
Voor twee lijnen [%,£ ] en [m,m ] is

R L o ALY -
eehn’ -w T euham
= [[-22" @muT 7 =
T
EIOSEAREEY" SRR -
- T -
= —;Q,_TE* (El_ X _!,_) -
: T T
g xn’ - e w2y
Door verwisseling van L en M komt er
w® = -2’ @ xm’
T.
Fxgt mg™ et -ntan
zodat : oL
) v r * * .
MY + MUY = -((2,m) + (£ ,m}1, .,
in overeenstemming met 2.2358
Zijn L = [£,27] en M = [m,m"] twee (gerichte) lijnen met || = |m]

2,m onafhankelijk.-

. (2@ m" = det[AL,Am,An"Iag - det(af,An,AL" 1an =

. Bij rechts-orthogonale codrdinatentransformaties % = Ax is het moment

1,
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- - r— = ale oo em

Zij N de orthogonale transversaal, van p € L naar g € M, zodat

N=(2xm |¢xn"%(2em x (&xml. Dan is

O pege-lgxalesh v @imizxn .
Als (_g,:_::) + (_2_._*,1_q_) < 0 dan is het volume V van het tetraeder é(p +£)q(q+g:_)
gelijk aan

V == detlf,m, p +ql =~ %{(ﬂ,p_*) + (}_*._@} '

S

<]
* * .

als (2,m ) + (2 ,m) > 0 dan komt er

( rm*) + (_R_'*!E)} H

—

V=

O’\’LH

We korten af, [L,M] := (}._,_n_x*) + (_9_..*,:3), en dan geldt:

Steliing V= -1-[[[L M1] ' | | -0
.. 6 r - ‘ ) . '

Gevolg. [L,M] hangt niet van de keuze van de oorsprong af.

Opmerking. [L,M] > 0 dan en slechts dan als p > q en & X m tegengesteld ge-
richt zijn. -
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3
Het lineaire complex in E

Uit het voorgaande wvolgt dat in JE3 een complex wordt bepaald door twee vec-

*
toren a,a ; de vergelijking van het complex wordt

(22" + (£5,2) = 0 met (%29 =0 .

. *
De oneigenlijke rechten [0,£] van het complex voldoen aan

(252 =0

*
en aangezien voor iedere cneigenlijke rechte % wordt verkregen uit de
projectieve voorstellingen {0O,u) en (0,v) van twee van zijn cneigenlijke

puntenmet £ = u X v, kunnen we ook schrijven
detlu,v,al = 0,

hetgeén wil zeggen dat (O,u) , (0,v) en (0,a) collineair zijn; anders ge-
zegd: de oneigenlijke-rechten uit het complex zijn precies de oneigenlijke
rechten door het ocneigenlijke punt (0,a); anders gezegd: (0,a) is de pool
van het oneigenlijke vlak.

De pocllijnen van oneigenlijke rechten gaan dus door dit punt, zijn dus,

in ]E3 bekeken, evenwijdig. '

Deze lijnen heten middeflifnen van het complex; ze hebben alle de richting a.

We zoeken nog de middellijn die loodrecht staat op de poolvlakken van zijn

puntern.




Hoofdstuk III. DIFFERENTTAALMEETKUNDE

We beéschouwen Ck—afbeeldingen van R" in IRn, m=1o0of 2, n=20f 3, k=2
- of 3. '
3.1. Knommen.

24 I éen- int-er\‘r-e-xiwin'la ,5_ III > ]E3. een Cl;éfbeeidiﬁg. .W-e ﬁoter:an S
het beeld x(t) als een vector x = (xl,xz,xB) , en xl,xz,x3 zijn dan reéle
functies van de parameter t ¢ II . Als voor de afgeleide X van x naar t geldt

X(t) # 0 voor alle t € II dan heet de parametervoorstelling x negulien.,

. 3.11, Als I, I intervallen zijn, 6: I+ I een clofunctie is met 8'(t) # 0 voor
alle t ¢ Ten 8(f) = T, dan heet § een foegelaten substitutie. Een toege-
laten substitutie is monotoon en heeft een inverse e*‘: T -+ I die ook een

toegelaten substitutie is.

Stelling. Als X een reguliere parametervoorstelling is en & een toegelaten

substitutie, dan is Sok E = X o 0 een reguliere parametervoorstelling. O

Blijkbaar is £(t) = (a(B))e'(¥).
3.12, Onder de "kromme x" verstaan we X(II) tezamen met alle reguliere parameter-

voorstellingen.

3.13, z2ij @.::= [a,b], X een reguliere parametervoorstelling. De lengte van 5(1[)
is L.= f}; |i:(t) |dt, en door g(t) := s := f: Ii(‘r) ld'r wordt een tbegelaten
substitutie og: I =+ [0,L] gedefinieerd.

8 o) = |x(0)] >0,

ZijE=x00, danis x=£ * g,
x(v) = £(o(t))o' (t), E(s) = x(0)/]|x(v)] . =
De parameter s heet de booglengie, de parametervoorstelling £{s} heet de

natuwrlijke parametervoorstelling, en om het bijzondere karakter aan te ge-

. . d '
ven schrijven we as met een accent: '.

Stelling. Voor een natuurlijke parametervoorstelling x heeft de raakvector
x' de lengte 1. . ' . 0

3.14. pe naaklifn aan de kromme x in x(s) is x(s) + <x'(s)>.

Het nonmaalvlak van de kromme x in x(s) is x(s) + <x' (s)>t.




We werken locaal, laten daarcm de parameter vaak weg, en noemen t := x°',
Omdat t' L t, is t' ¢ <1:_>‘L,- we nemen n en K 2 0 z4 dat t' = Kn. Voorts ne-
men we b = t X n; dan is <£>J' = <n,b>, en {t,n,b} is een (rechts georien-
teerd) orthonommaal stelsel; k heet de Rriomming.

Het osculatievlak is de limiet van het vlak door x(s+h) en de raaklijn in
x(s), als h > 0. Met als lopende plaatsvector § volgt uit

0 = |x{s) - £,t,x(s+h) - 3(5)| =
- h2 2 .
= [x(s) - £,£,hx'(s) +5- x"(s) + h'p(h)|

2
h?li(s) - QlE:E“(S) + 2&(}1)'

voor de vergelijking van het osculatievlak, als k > @,

|x - &.£n] =0 .

De lijn x + <n> heet de hoogdnormaal, de lijn 5 + <b> de bdnormaal en het
vlak x + <t,b> heet het #ectificerend vlak van de kromme in x.

Als k = 0 dan is het osculatievlak (nog) niet bepaald; een punt met k¥ = 0
heet bufigpun,t; als Vse:II n.(s) = 0 dan is de kromme een rechte lijn (of recht
lijnstuk) .

3.15. {.3.:..'11.'.}3.} is een orthonormaalstelsel, een basis voor de raakruimte T OR ). Te-
dere vector in T CER } kan in {t,n,b} worden uitgedrukt.
3.151, Voorbeelden: Zie {12] hoofdstuk 4.
3.152, Stelling van Frenet. {t’',n',b'} = {t,n,b}|0 -x Of .

kK 0 =t
] T 0
De matrix C_ = 0 -k 0] heet de Carfammafrix van de kromme; T heet de forsie,
- K 0 -1
0 T )

3.153. Stelling. Als k(s) en T(s} continu zijn op een interval I dan is er &én (op
verplaatsing na bepaalde) kromme x(s) waarvan s, x en T de booglengte, krom-
ming en torsie z:.jn. : B
(Vergelljkn.ngen K .= rp{s) y T = ¢(s) heten de na,tuu):,ujfze vergelljklngen van de

kromme, }




Bewijs. .

1. Er is hoogstens &&én kromme met die eigenschappen. Veronderstel dat x(s)
en %(s) zulke krommen zijn, waarvoor x(0) = (0}, £(0) = 2{0), n(0) = a(0)
en b(0) = b(0).

Beschouw dan de functie {van s) (_t_:_,f_i_) + (n,fi) + (13,13_};

S = (€D + (LE) = k@b e
Sem = @,a + @A) = kel + b - ki + @b
Sp,B = @B + &5 =-t@wh - 1k
dus
D + @n + @B =0
en '

-

(£ + (@8 + ®B) = (D + @o + @B __, =3

dusv55=§’\ﬂ=f‘.'\2=§' en bovendien

Tox - % =0, x - % =[x - 28]

= s=0=_.0.'

equivalent met VS x(s) = k(s).

2. Er is minstens &én kromme met die eigenschappen. Beschouw het stel-
sel {t',n',b'} = {t,n,bIK.
Op een vaste basis zij [t,n,b] =: A, zodat A' = [t',n',b'] .

Dan ié A' = BK een stelsel lineaire differentiaal vergelijkingen.

Bij iedere beginvocorwaarde AO is er één oplossing met A(0) = AO.

Kies een orthonormale matrix A_, en bepaal die oplossing A,

¢
"Dan is
. , _
(aah) ' =a'aT + aa" =axa’ + ak'a’= 0. dus
T T _
AA = AOAO = I.
: s
Vervolgens nemen we i(s) = f t{uldu + 50
¢

met een gegeven Xy

Dan is x(s) een kromme uit x(0) = J_EO, (0} = ¢, n(0) =‘n

5 ’ P_(O) = Eot en

0

waarvan k¥ en T de bij de booglengte behorende natuurlijke parameters zijn. [J




Opmerking. Op precies dezelfde manier bewijst men dat in het platte vlak
door ieder punt x{0) &&n kromme in iedere richting t(0) gaat met een gege-
ven continue kromming Kk . A

3.154. Stelling: Een kromme x(II) is dan en slechts dan een rechte als Vsk = 0,

Een kromme, geen rechte, is dan en slechts dan vlak als Vs = 0.

0 «#x'"(s) = 0 ®x'(s} = ¢ {constant) ®#x=cs +a,

. Bewijs. k=0 |_)_:_“.(S)[

It

een rechte.

Stel nu K.# 0.

Als x(s) vlak is dan 3 P M Vs(i_i_(S) r2) = a
0

R
M. m

Differentieren

VS (_'E(S) t_a_)

]
o
>
A
)
1A
)]
[ ]

|
o
»

dus (_E:E_) =0 A (Bvﬂ)

Dus asmtXn=b enp =0dus 1t =0.

Als, omgekeerd, Vs T = 0, dan is b*=0enb constant..

In het vlak (x,b) = (30,_13_) door een punt X, van de kromme is een kromme door k,

Xy en t, bepaald. Volgens 3.153 is er maar één, Dus de kromme is vlak. 0

3.155, Als een kromme x: II -+ IR3 een paramet_er'u heeft, ongelijk aan de booglengte

s, dan geldt (met . respectievelijk ' voor afgeleiden naar u respectievelijk

s):

5=|x|, x=8x" =3t g=8c+ 8%,
. «3
= (8 - KzéB)_t; + 5(3k$ + &8)n + k1S8'D ;
ook 3 i aer s
b =% x %8, n= (8 - 88/
. s o o 2.6
k% = ((%,%) - 8% /5%, 1 = det(x,%,%) /k"S" .

- =3 .
Merk op dat k = § 3(1':_ x %,b) = 3§ “det(Xk,%,b).

— — —

3.156. Voorbeelden. Zie [12] hoofdstuk 5.




.

3,157. Bijzondere krommen.

i: : Rechte 1lijn : K = 0.
ii : Vlakke kromme : t= O.
ak + bt = cf{a # 0).

]

.iii: Bertrand kromme

iv : Cirkelschrcefliin : xken T constant.
-1 ,4 1 d 1

v ¢ Kromme op een bol : ¢ ¢ a T dEx

vi : Schroeflijn : te | constant.

( Een Bertrandkromme Y is een kromme waarvan de hcofdnormalen ook hoofdnor-
malen zijn van een tweede kromme ?; een schroeflijn is een kromme waarvan de

¥aaklijnen . een constante hoek maken met een vaste richting.)

3.16; Osculatiecirkel, kromtestraal, torsiestraal, involuut.

3.161. We beschouwen een kromme x(s) met een booglengte s, en het punt x. = x(0)

0

met zijn driebeen EO' 0 -

Een bol die x in %5 raakt heeft een middelpunt'§0 + An, + pb, en als verge-

Dyl

tijking (£ is de lopende .codrdinaat)

le - Xy " Ang - u130|2,= 12 + u2.

We beschouwen

£) = | x(8) ~ x - Amy - wpgl? < A% -2

Teneinde de Maclaurinreeks van f te bepalen berekenen we de afgeleiden

£ w0, k=0,1,2,... .

£%0) = £ =0 .

f'(s) = 2(t, x - Xy ~ ABg — uby) , £7(0) =0 ;

£"(s) = 2(kn, x -~ X9 = ABg —uby) + 2(E, ), £7(0) = -2¢ )} + 2

0

£17(e) = 2 (<’n + k(=xk + TB), x - %, - Ay - Wb) + 2(km,t) +4(t,Kn)

£ (0) = 2(ka6 - uKOTO} ;
f(4)

(s} = 2(k"n + 2¢' (-t + 10) + k(-¢'t - rczg + T'h - -rzn), X = X5 Ang -ub ) +

+ 2(K'B_ + K(-K_t—_ + 1_-2)' _E_) ’
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[ )

fM)(O) = -A(Ks - - K 12 ) - u{2elt. + |<0-r'0')- 2k . Dus

%o 070 0o

.. L2 1 3.0t ..o, 3 2 o
Esr = (1 - KO.;\JS - -ﬁlxb + wco'ro)s + -51-_{_7\(|<0 - Ky -« 'ro) +

- w2kt + x.T!) - 2:3}54 N

]
0%0 T %00

Teder der bollen heeft met v een dubbeltellend punt X, gemeen. Opdat x, een

0 0

-1
meer -(dan twee-)voudig punt is, is nodig dat A = K‘O ; als bovendien

U =—|c6|<0 10-1 dan is X een (terminste) viervoudig snijpunt van y met die bol, Dez
bol heet Riomtebol of osculerende bof, zijn middelpunt @m = x + K_l_ll—. & ..:"2'1‘"'12'_ »
heet sfernisch hremte-middelpunt van y in x { de index 0 is weer weggelaten).
We definiéren o := |<_1, de kromtestraal en ¢ := 1 1 , de torsiestraal
Dan is m = x + pn + cptg en de sferische hromtestraal is R = (p2+ a2p'2) ",

Iedere bol door x en met E =X + pn + b snijdt het osculatievlak voigené
de osdculatiecirkel met middelpunt m = x + pn; dit punt heetRromtemiddelpunt

van ¥ in x .

Ieder dier bollenheeft met y het drievoudige punt X gemeen, bijgevolg is de
raking van vy met de osculatiecirkel ook driévoudig. '

3.162. Beschouw nu de raaklijnen x + At als functie van s. Ze voimen een oppervlak,

het raaklijnenoppervlak.
We bepalen A(s) zd dat

¥(s) = x(s) + A(s) t(s)
een‘orthogonale trajectorie van de raéklijnen is.
Dan is

Y EE+AE+ M
zodat

O0=1(t,y) =1+ 1% A(s) = ¢ - s met een willekeurige c.

Voor iedere ¢ heet zo'n kromme een ontwindende {(Lnvoluut)

3.1637 voorbeelden

3.1631, Schroeflijn X

Lcos ¢, sin ¢, hol ,




3.1632;

3.1633.

N

2

i s 2 . 7®
Xx= [-sin ¢, cos 9, h] , § = Y1 +h , s=v1l+h p t= §f=5/s.
¥ = [cos ¢, sin 9, hel + ¢ = s [- sin ¢, cos g, h] =

Vi + h?

{.evy eees_ch ], vlakke krommen.

Y1"+°h
De hoofdnormalen hebben een omhullende dan en slechts dan als de kromme vlak is.

Bewijs. We brengen de normaal X + lﬁ_in lijncoSrdinaten, \

P=1[n xx n] . Dan is

p* = [kt + 1, £xn+xx(«t+ )] = [«t + tbyb + XX (L + )]

We berekenen, conform 2.252,u{P'):

-

WP') = (-Kt'+ Tb,b + x X (~kt + 1b)) =
=-xlget t,x,~kt + ®I + 7 + tdetlb,x,~xt + ®] = 7 .

Er is een omhullende als w(P') = 0, en dit leidt precies tot de bewering . B

De cmhullende van de normalen van een vlakke kromme is de verzameling der
kromteﬁiddelpunten.

Bewijs. Beschouw Y = X + pn, dan is
Y =t+op'n+o(xt)=p'n.

Deze kromme raakt dus in het kromtemiddelpunt aan de betreffende normaal, en

is bijgevolg de omhullende. 0
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Ve2akke Rrommen

Een kromme r{u): II -+ ]E3 is dan en élechts dan vliak als 1 =0 (3.153); het
vlak van de kromme is bijvoorbeeld a + <t,n> met vergelijking (a - x,b) = 0.

In dit vlak is de kromme bepaald door {t'/,n'}l = {E'E}[O -k| -
' ¢k O

{t,n} is een orthornormaal stelsel, en de lineaire afbeelding J definiéren

we in <t,n>: Jt := n, Jn := —-t. We laten de conventie k 2 0 varen, en nemen

+ . . . “
in plaats daarvan {E'fl} rechtsdraaiend. Dan is J een rechtse draaling over = .

3.211.

3.212,

3.213.
3.214.

| 3.22,
|

3.221,

2
De matrix van J is op iedere orthonormale basis [0 =-i}.
1 0
In het bijzonder is t' = kJt (in de terminologie van 1.536: J =D ).
_ 2
Als k = {(s) met een gegeven continue Y, dan is de gedaante van r(s) bepaald.

"k = P(s)"” heet de natuuwrfifke vergelijking van de kromme.

De formules van 3.154 gaan over in

= &t + §7¢n ,

I

= -E’

I%

waaruit door eliminatie van t en n ontstaat

=537t

I

X + 3kJ

I

-

Zij & de hoek van t_:o = £(0) naar t := t(s), afhankelijk van s; dan is

.t; = Dego'

Bieruit volgt wJt = t' = 9'JD

i

t 8'Jt, zodat 8' =k, 9(s) = f; « (u) du.

6-0

Kromtestraal in x(s): p(s) := k(s) . | |
Kromtemiddelpunt in x(s): m(s) := x(s) + p(s)n(s). De osculatiecinkel in

_:i(s) : de cirkel met E(s) als middelpunt en p{s) als straal,.

Ontwondene = développée = Evolute = evolute; Ontwindende = développante =
Evolvente = involute.

De evoluuf van x(s) is Ex(s) := x{(s) + p(s)n(s), de kromme die door het krom-
temiddelpunt wordt doorlopen. ‘

De Anvofuut van x(s) in x(0) is Ix(s} := x(s) - st(s). _

Op de involuut y := Ix zijn de booglengte, kromming en kromtestraal 5,8.0

(differentiérennaar s: "}.
' =x -t-sth=t-t-skn=-sa,

zodat 5' = l—snc].
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| | 2

y" = -xn - sk'n + skt
23
K = (E')-Bdet(-snﬂ,snzg,g) = —E—Efg =s 1sgn(Ks).
| -sx|
p = |s|sagn(x)
n = sgnisxk)t .

De evoluut EIX = Ey van de involuut is
L

y +pn=3x- st + |s|sgn(k)sgnisc)t = x ,

EIx = x .

3.222. Op de evoluut y := Ex zijn de booglengte, kromming en kromtestraal 8,R,p

(differentiéren naar s: ').
Y=z +e'm-pekt=t+en-t=pln,

zodat &' = |p'] en £_= (sgn p'"}n.

De involuut IEX = Iy “in ¥y van de evoluut is
y -8 =y - 8(sgn p')n = x + pn - S(sgn p’)n .

We veronderstellen dat p(s) monotoon is; dan is &£ p' 2 0, 8' = p',

8=p+censisgnp') =p+c, 6£p*' £0, 8'=-¢"', 8 -p + ¢ en

[ ' 8(sgn p') = p — ¢; nemen we de involuut in XO dan is ¢ = 0 en IEX = X.

3.223. Veorbeelden . Zie [12] hoofdstuk 5.
3.224, De stellingen van Hartmann(1893), Savary (18452?) en Bobillier ( ).

3.225. Theorie van raderwerken,




3.3,

3.31.

.3.311.

3.312,

3.313.

3.314.

3.32.

3.33.
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. _ngenuﬂafzken

Z2ij I een interval in IR2, bijvoorbeeld I = [a,b] x [c,d]. 2ij x: & +IR3

een Cz-afbeelding, dat wil zeggen dat de componenten x1 ,x2,5<3 van x conti-
nue tweede afgele'iden hebben naar u = ul en v = uz. (We passen de indicering
aan aan de af en toe te gebruiken Einsteinconventie voor scmmaties.)

De afgeleiden van x naar u” heten 3.x (a =1,2), die van x" heten aaxh

(ad =1,2, h = 1,2,3). (Als we aan deze notatie geen behoefte hebben, schrij-
ven we ook wel :_cu en §v.) De afgeleide van X naar u = (u1 ,u2) in (ué,ug)

heet D_J;_(go) {ook geschreven [Di(go) 1, bx of [Dx], al naar behoefte).

Beschouw %: [a,b] x {v } +JR3, gedefinieerd door %(u) = x(u,v ).

aAls Vu [a,b]

een kromme die op x(X ) ligt; een u-fromne (u ~kromme) .

] x(u) # 0 dan is dit een regu].:.ere parametervoorstelling van

Evenzo gaat er door X (1_._10) een v-kromme. <_

~

De parametervoorstelling x: I —+ IR3 heet regufien als ranglbx(u)] = 2 voor
alle u € X ; dit is gelijkwaardig met 31}_<(E) X 82?_:(11_) #0.

Een substitutie 6: I -+ I heet toegelaten als 6 een Cz—afbeelding is, met
@et{DB(8)] # O voor alle @ € X . Dan is 6 ook locaal bijectief.

Stelling. Als x: I + IR3 regulier is en §: I + I toegelaten, dan is x o8

ook regulier. d

Onder "het oppervlak" verstaan we X(XI ) samen met zijn reguliere parameter-

voorstellingen.

Beschouw een punt Xo = i(go) = _:E(ué,ug) € x{(@). Z2ij £: T + I een regulie-~
re kromme, met ~g_(to) = u57 dan is ook X @ £: I > IR3 een reguliere kromme.
Dan geldt X = [3{15]1'1 € <3,%,9,%x>. Het vlak X5 + <3 1% 32x>0 heet het raaks
vlak aan het oppervlak _}5(.31) in x,. De nomaal in Xy is x ) + <9;x x 3,%>.

De nommaalvector (soms kortweg ook normaal) is N := 31:_-: X 825/[315 X 32x| .

N ligt in het normaalvlak van iedere kromme op x(X ) door x.

De booglengte s van de zojuist beschouwde kromme is s(t) = ft (x,%) L“dt, met
22 _ (g 3y o a0eB
¢ = (%,%) =04 (3,%s3,x)

M hrijft :=' .

en schrij GaB (aaz,asg en de getallen GaB (door Gauss, met een andere

notatie, ingevoerd) vormen de eersfe of metrische fundamentaalvorm van het
opperviak X(I }; de uitdrukking .




3.331.

3.332,

3.333.

3.3331,
3.3332..

3.3333.,

—-66...

2 e, B . .2 _ .
ds” = Gquu du” , eguivalent met &% = GaBu

o,
noemt men het Lifnefement van het oppervlak. Uit

~6.1- T - toxl's
6=l l=(6;; 6, (6)13_*:)-r (3,x,3,x] = [Dx] (px]
G21 Gy [(32¥

volgt (WIS 20, 3.6.6, p. 146)

2
v = >
g Gl1 G12 lal§ X 32§ 8]

G1 G2

en bovendien dat G positief definiet is. ]
*
Voor twee krommen x en x op x{Il) en door §Ozij de hoek (van de raaklijn-

Yectoren) g; dan is
s X . Sk .0 *B a.B . L ky,*E L
cos w—(§0,§0)/|2_<0||§0] = (GaBu a )0/(Gu5u a Gyﬁu g )0 . %!

-

In het bijzonder geldt voor de hoek § tussen de parameterkrommen

/G, .G )5

cos ¥ = {Gy,) 5/ (G160

zodat de parameterkrommen een zogenaamd orthogonaal netl vormen indien

VEeJI Glz(g_) = 0. De oppervlakte van x(X) is

[I det{g,alg,azg]dulduz = JJ VEduldu2 . i

JL J

: N e
De inverse van G is g G22 —G12 en in verkorte schrijfwijze noteren we
. a8 T Sul
deze matrix als ¢*". bus ¢%Fg, = G.. G " = §%.
BY By Y

Als u en G twee krommen door X, zijn, op het oppervlak, beide geparametri-

Q
seerd met hun booglengte, en elkaar raken, dan is t=t, dus 'u“a x=='ﬁaa x,

« o a- a=
dus 'u = '4 .

Voorbeelden.

Bol.
Recht schroefvlak.

Hyperboloide.
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.

3.34. {3 X, 82x N} is een (gewoonlijk niet ort.hcnonnale) basis veoor T CIR | zodat
de afgelelden van 9 1 X 2
drukt.

oX en N weer in 3 1 X ] ;X en N kunnen worden ultge—

3.341. We definiéren eerst de fweede 5undame.m‘aa.£uonm van het oppervlak x(X) in een

punt x(u}:
LGB 1= (y_,aaas§} .
L := [LaB] . _
_ - 2
% :=det L = L,L,, - L, . | , ,
Merk op dat geldt detfalg,azr_:,ﬁas:-_!] = /:;- LaB' zodat in het bijzc;nder' L =L, .

—— . - e s cmmm - e R PR — - - C e R,
* o — gy -

‘ 3.342.. Voorbeelden.
3.3421, Bol.

3.3422. Recht schroefvlak.
3.3423, Hyperbololde.

3.3424. De meetkundige betekenis van L.

3.343, De afgeleide van N

vit |N| = 1 volgt (3 N,N) = O zodat 3 N e <3, x,3,%> Of ook

i ~
[oN] = [Dx] A met een nog te bepalen matrix i . &
vit (N,3 05) = ( volgt door differentiéren naar uB dat
s (3_N,3 x) + (N,? 3_x) = 0 zodat [DN]T[Dx] = -L ,
g~ ‘o™ = %a’p~ - L&

A voldoet aan de vergelijking
AT[Dx1T(Dx] = -L , of A'G = ~

en dat betekent f = -G L , [DN] = -[Dx] ¢ .

van Weingérten (1861) .

ap Bo

In uitgeschreven vormen staat de laatste uitdrukking bekend als de formules

Ty o
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3.35.
3.351.
3.352,
3.353.

3.354.

3.36.
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11 12 ‘ 12

22
aly = -(LllG + L12G )alg - (L11G + L12G )82§ =
= g_l(G L -G, L .,)Jo,.x + g-l(G L - G, L )a-x
. 12712 227117 1= 12711 117129 72= 7
3 N.— -I(G L -G, L, ). x + -1(G L - G, L,.)3,.%
2— =9 12722 22712 1= g 12712 117°22%72=

Stellingen{
Y

81§ b BZE =g “IN.

-
det[N, 3, N,3,N]

g 2.

[t

s . -
det[N,d N,3,x] =g {G,,L , ~ Gyl 13- : : -

=L
g {Gyylyy - €

det[N,d N,3,x] 22

Lal}.

Beschouw een vlak door x + <N>; dit snijdt het oppervlak volgens een kromme,
die we met zijn booglengte geparametriseerd denken. Voor deze (vlakke} krom-

me is dan n = iN, we kiezen de parametrisering zé dat n = N. Nu is

B .

x" = ('u“a x)' = %3 x + ‘ug'u 3 3. x ,
—_— o- - o B-.-
en anderzijds is x" = kN, zodat
_ a. B : A5
K = " = ! ' - Z.
(gjx } u 'u LaB ) ;

De kromming van déze kromme noemen we de noamalfe hromming Knhvan het opper-

vlak in x in de richting t. We krijgen zo

(met . voor willekeurige parameters).

Beschouw nu een willekeurige krcmme door X, op het coppervlak en geparametri-

seerd met zijn booglengte. Stel dat 8 de hoek tussen N en n is, en dat « de

kromming van de kromme is. Dan is
x" =xn en (x",N) =k cos 0.
Anderzijds is
"N = wfL o=« (volgens 3.332)
= aB n :
zodat K, =K cos 8 (stélling van Meusnier, 1776).

Men noemt nu k_ ook de normale hromming van die kromme, het is de normale

component van de kromming, en voor alle krommen in die richting even groot.
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3.3611.
3.3612.
3.3613.

3.3614.

3.362.
"3.3621.

3.3622.

3.3623,

3.37.
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Voorbeelden

Plat viak.
Bol.
Recht schroefvlak.

Voorstelling van Monge.

. - ] - o
Stellingen
Als LuB = 0 voor alle u ¢ &I dan is x(JX) een plat vlak.
Als c constant is en LGB = CGGB voor alle u ¢ T dan is x(J) een bol of een
plat vlak. '
Als E? een kromme is op %(X) met raakvector t in x, en als @ de normale
sectie is van het vlak .door x + <t>, dan is het kromtemiddelpunt van E?
in X de projectie van het kromtemiddelpunt van g? op het osculatievlak van
o ‘ e
u in x. S o o B
We kunnen, in een puntxo, K beschouwen als een differentieerbare functie
van de raaklijnvectorlﬁ E = (g, n) , namelijk
<, =L £2+ 2L En+ L nl=ET(L I
O 1250 F ot = & Lhpln s -

onder de nevenvoorwaarden § [G J£ = 1. pus heeft, omdat [g ] positief de- T

B
finiet is, Kk een globaal maximum en een globaal minimum, hoaﬁdfmammngen

genaamnd, laten we zeggeq |<1 en |<2, met |<1 < Kn < |<2. Als Kl = |<2, dan is Kn

constant en

Baf o _ el _Daaf
Gi11%y  Spal¥y  GpylX

zo'n punt heet een umbilicaalpunt; van een bol en een plat vlak is ieder
punt umbilicaalpunt.

Stel nu dat Kn niet constant is, <y # Koy

b
Ayt

ir
[

Bgschouw in 1R2 de functies £(£).= E 'LE en h(§) = ETGE .

*1 en K, zijn extremen van f onder de voorwaarde h. (g) = 1.

De 'vectoren E; waa.r £(g) deze extreme waarden aanneemt voldoen aan verge-

lijkingen
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£,(2) - on (&) =0
£,(8) - oh(B) =0 | terwijl & = £(D)

h(f) =1

Omdat £ en h homogene polynomen van graad 2 zijn, is

2£(E) = Elf1(§) + £,£,(§) en h analoog. Vermenigvuldig de eerste twee ver-
gelijkingen met El resp. §2 en tel op :

-

2£(E) - 26h(E) =0, 8= k .

voorts is f1(§) = EIL§_+ ETLEI =2 EI L zodat

£,(8)| = 2{1 o |rg=2mg,
fz(i)_ o 1

evenzo .

h,(E)] = 26,

h,(E)
en de eerste twee vergelijkingen gaan over in

LE - Eq; =0 , equivalent met G-1L§_= E;_.

Dus K, en Kz zijn de eigenwaarden van G-IL . €@n El en 22 zijn de bijbe-
horende eigenvectoren. ‘

Omdat g= det G>0,heeft det(G—lL) hetzelfde teken als det L = £ ;

verder is K,k = det (¢ ) = Zg_l en

Ky Ky =& (G L) =g " {G L)y = 26 ,0,, + Gyl )
i ) 2 >0 dan KjKy 2 o, Ky > 0 en Ky > 0 , elliptisch punt ;
ii y =0, 0= Ky % Ky s parabolisch punt ;
iii) ¢ <0 , Ky < 0 < Ko s hyperbolisch punt.

Als L :
-aB|§0 = 0 dan spreken we van een planair punt.
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Voorbeelden,

Bol.
Torus.
x =(u,v, w v e u44]T' h

Alle_pﬁgﬁgg.?p het raaklijnenoppervlak van een kromme zijn parabolisch.

.- : [ Yy S - T ——

3.373.

3.372. De eerste of gemiddezde kromming van het oppervlak in x, is u := 5(K1-+n25,
de tweede, totale, dpecifiehe of Gausde kromming is K = K K,;

‘gonale hoofdrichtingen in x

_ Gyylag * Spolyy T 0y | |
- = , |
L, L., ~ L2 % - E
T A r I '
K‘= p g

De hoofdkrommingen kK, en Kk, zijn de wortels van de vierkantsvergelijking

x2 - 2ux + k = 0, of van

2
9x" = (G lyy * Gpolyy ~ Wpplypl* + 2 =0

De bij kK, en k¥, behorende eigenvectoren 51 en 52 bepalen de ortho-

1 2

d. Een kromme op het oppervlak, waarvan de raak-
vector overal hoofdrichting is, heet kiomtelijn.
Uit RGE - Lé = 0 volgt, via 3,33 en 3.343 ,

[kpx + DN]'[pxIE = O .

Nu stelt [ngé‘een raakvector E_vdor, met de kolommen van kDx + DN in het
raakvlak gelegen; dat beide kolommen met E_orthogonaal zijn, hetgeen de
laatste afgeleide betrekking juist voorstelt, betekent dat die kolommen af-
hankeliijk zijn, anders gezegd, er is een A_GJRZ met [ED§ + DNIA = 0.

Voor zo'n A is dan evenwel ook o . e
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3.375.
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[EG - L]_}L = 2_ r
zodat A = E;

.'[ED_:E + DN]E =0 ,

= dx Q¥ _

Kgs Tas -2

de differentiaalvergelijking (vaﬁ Rodiigués, 1815) wvoor de kromtelijnen; als
lc.(_g(s)) aan deze differentiaalvergelijking voldoet is het, omgekeerd, een
kromtelijn. ' ' '

poox ieder punt van het oppervlak (niet umbilicaalpunt) gaan precies twee

kromteliinen,
Stelling. x{u(s)) is dan en slechts dan kromtelijn als det[x',N,N'] = O,

Bewijs. Uit de verge'lijking ’Ei' +N' =0 voigt direct dat det[x',N,N'] = 0;

omgekeerd volgt uit deze betrekking dat er x,A,u bestaan 20 dat

L}

kX' + AN +UN' =0,

en aangezien x' en N orthonormaal zijn, is u # 0; voorts volgt door met N

inwendig te vermenigvuldigen, A = 0; dus kx' + uN' = 0 of Eﬁ' + N =0. [

befinitie (Strubecker, 1958) : De grootheid

Tg T det{x',N,N']

heet de geodetische fonsie van de kromme (op het oppervlak, in het punt).

Als de parameterlijnen kromtelijnen zijn, dan is
K43, x +.3115 =0,
K,3,x + 3.N =20

en 2°2= = =
612 = L’12 = 0;

en cmgekeerd,

Stelling (van Joachimsthal, 1846; van Bonnet, 1853). Als de snijkromme van
twee oppervlakken een krc;mtelijn is op beide oppervlakken, dan is de hoek

tussen die vlakken léngs de kromme constant; en omgekeerd: als de hoek con-
stant is en de kromme is krémtelijn op één, dan is ze ook kromtelijﬁ op het

andere oppervlak.
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Bewijs. Langs die kromme is

‘IC_)_(_' +§| =

jo |o

+-ﬁf =
waaruit door vermenigvuldigen met E, respectievelijk N volgt

(Hl rﬁ) + (E' :H) =0

of ~

(N,N)' =0 ;
omgekeerd, uit (N, E) = 0 en kx' + N' = 0 volgt {N',N) =0, dus (N,N') =0,
en omdat ock (ﬁﬁ ] =0 is N' gx N, zodat ex een ¥ is met y_' + E_' = Q_.D

3.376. Stelling van Euler (1760) . T e ez e o e

R v T me—e—-

B TTTAT TR DT M SRS T Al e

Als een raakvector vanmﬁ;f$5 een hoek ¢ maakt met een hoofdrichting £,

dan geldt voor de normale kromming in die richting

-

c052¢ + K, sinzm . o ' 0

|
\

K =K
) n 1

3.377. Indicatrix van Dupin (1813),

Teken in een normale sectie wvan het oppervlak de osculatiecirkel, en snijdt

deze met een vlak dat op een afstand h met het raakvlak evenwijdig is; men

vindt dan 2 puntén, op afstand vYh(2p -h) ™ ¥2ph van de projectie van X ver-
wijderd; nu is p = K;l, en Dupin beschouwde in verband hiermee de verzame-

ling

{ln - Eg“a | & GE = 1}

van vectoren in Tx (x(XT)) . Voor de co&fficidnten Ea geldt dan
0 .

H
[

-b_1 — -1 _
|K |7 Lglx |77 = Kannl =
zodat die verzameling ult één of twee kegelsnede(n). bestaat, en wel een al-
lips in een elliptisch, twee hyperbolen in een hyperbolisch, een paar even-

wijdige rechten in een parabolisch punt.

—_— = e . fmeee em e mn e e e e iem s m e

3.378. Asymptotische richtingen o e

Richtingen waar Ky = 0 corresponderen met een asymptoot van de indicatrix

en heten adympfolische richfingen. In een elliptisch punt zijn er geen;

o e e




. -7 -

in een parabelisch px-mt is er &é&n, tevens hoofdrichting; in een hyperbolisch
punt zijn er twee, gespiegeld ten opzichte van de hcofdrichtingen.

Als Kn 0 dan heeft de betreffende normale sectie een buigpunt (of nog plat—
ter punt), en dan heeft iedere kromme door dat punt in die richting de krom-—
ming 0, behalve als het osculatievlak met het raakvlak samenvalt,

Als % continu is op x(X)} is met een hyperbolisch punt ook een omgeving hy-
perbolisch, en in die omgeving zijn twee velden van asymptotische richtin-
gen gedefinieerd; krommen die in ieder punt raken aanleen asymptotische
richting heten asymptotische krommen; op {y € x(I) | £ ¥ 0} gaan door ieder

punt twee asymptotische krommen, bepaald door
L ,u 'u =0 of (x',N') =0 .

In het bijzonder is iedere rechte 1lijn op x(I) een asymptotische kromme.

3.38. Rangezien {31:_-:,32;_:,I_~I_]~ een basis is voor Tx GR3) kunnen ook 311x , 9 X = 321:\_:

en '322}_: in deze vectoren worden uitgedruk-t_.', zodat, gebruik makend van 3.341,

=1 + L
3028 = TagdyX ag?

met zekere, naar Christoffel (1869) gencemde, co&ffici&nten I‘Y

ap

die we nog
nader onderzoeken.
I'!Y

_LnYE _
3.381. Stelling. aB = G (BGGBE + aBGt—:a GEGGB) . d

pe IV .hangen dus alleen van de fundamentaalverm G af, en niet van L.

af
3.382. 2ij weexr x(u(s),v(s)}) = x(u(s)} een kromme op het oppervlak x(I) . Dan is

t=x"'"="ud x,
kn = x" = 'ua'u 3 SB:_< + "u3a x =
cr. BFYBé x + "uYa x + 'u uBL Blj
= .{'u 'uBI‘IB + gt }BYx + uBL Bg

en als we in het raakvlak de vector s := N X t invoeren dan is de component

van x" in het raakvlak door § gericht, zodat, met Kn = ’cng + K'g§

o (g BrY b wyT1s
K S {ra™rar g u}Yg_c

Kg heet de geodetische kromming, van de kromme, in x.
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Men ziet voorts direct dat
Ky = Kles) = K(nNx 8 = ¢ detN,t,nl = (N,D)

en (N,b) is de cosinus van de hoek tussen raakvlak en osculatievlak. Men

kan ook schrijven k = det[N,x',x"]1.

Een kromme waar in ieder punt geldt k. = 0 heet geodeet of geodetische krom-
me.

Geodeten worden bepaald door

B

[ 4
W rIB +mY =0 = 1,2
of door
det[N,x',x"] =0 .

De tweede vergelijking drukt uit dat langs een geodeet het osculatievlak
door de normaal op het oppervlak gaat (als x" # 0).

Stelling. Door ieder punt van het oppervlak gaat in iedere richting een geo-
deet. - ‘ o

Stelling. Als een boog Yy van y naar z op het oppervlak %(J) korter is

dan alle andere bogen van y naar z, dan is y een boog op een geodeet. 0

Voorbeelden,




3.4.

Regelvlakben.

Zij I een interval inR, I := I'X R, r: I ~» ]R3 een'reguliere krcomme,

y: I + IR3 een Cl-afbeelding met VueJI y(u) # 0. Beschouw het oppervlak

._:E_(JI) met x(u,v) := r(a) + vy_(u) ¢ dat met het punt _r_(u), een gehele rechte

" door x(u) bevat; dit opperviak noemt men een tegefvlak, zo'n lijn een be-

3.41,

3.411.

een cilinder met rdichtkromme x.

3.412.

schndijvende Lifn.; een beschrijvende is een parameterkromme met vaste u, 2

Opdat de parametervoorstelling regulier is, is nodig en voldoende dat geldt
Exy+vyxy#0 (voor alle u en v in een omgeving in I) .
We veronderstellen dat hieraan -is voldaan; dan is in het punt x(u,v} de vec-

tor £ x y + v)'r_ X y een normaalvector van x(I) .

Het geval dat y x y = 0 voor alle u € I . Dan is y(u) = £(u)y, en x(XI) is

Het geval dat ¥ x y 95' O, ent x yenyxy zijn afhankelijk; dan is § x pd
een normaalvector op x(JX) langs de bij r(u) behorende beschrijvende, en

bijgevolg is
CvelE - zwgxy =0

: )
de vergelijking van het raakvlak langs die beschrijvende. Het oppervlak x(I)
is dan de omhullende van dit stelsel raakvlakken.

PSR S [ P S e mim L eeen

Immers

Vs Ry d (E-r Zxy) =0

a
of (E-x,yxy =0

geeft als karakteristiek

R -
e

i— £.= A(i}_xx_) X (ixl) = ldet[y:9f§]z-

We veronderstellen voorlopig dat n := det[y,y.71 # O.
Dan is de karakteristiek juisti , en %), de verzameling der karakteris-

tieken, de omhullende van {Vu}u




- 77 -

3.413. Als v, (E.a) = p

een stelsel vlakken voorstelt, met van de parameter u afhankelijke & en p,
dan wordt (zoals we vroeger zagen) de karakteristieke lijn bepaald door

V en V' , met

u u
' . 1y = nt
Ve ¢ (&sa') =p' .

Nu heeft lu met Vv een punt gemeen waarvoor, indien we schrijven
f{u} := (E,a(u)) - p(w) , geldt
f£{u) =0 A f'(u) =0 A £(v) =0,

zodat er een w tussen u en v is met f'(w) = 0 en er een t is tussen u en w
met f"(t) = Q. Dus voor zo'n £ is f"(t) = 0, en als v + u dan geldt voor het
_ limietpunt (als het bestaat)
V; : f"(u) = (£,2a") - p" =0 .

Dit punt heet het karakteristieke punt Eu’ en het voldoet aan de vergelijkingen

-

Men kan ook zeggen : het karakeristieke punt is het snijpunt van de karaktes
-ristiek £ en het vliak V" .
u u

']

Op het ontwikkelbare oppervlak vinden we het karakteristieke punt doocr

E =r + vy te snijden met
Vot RI xp + L Yxy+gxy =0,

zodat de parameter vaordtgevonden_uit

(-J':,y_xx) + (v‘y_,fxy_i»?xg) = 0,

vl = det [£,7,y] /det [y, 3,91 =

det [f,y,y] /det [y,¥,9] .
De keerhromme van het oppervlak is dan
k=x+vly

en de raakvector k voldecet in het karakteristieke punt aan ,
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]
[=

(,a) + (k,4) =P " (k,2)

= p'
- o Ke <ax a>,.
(R,3) + (k,8) =5 - (k,3) =0

(k&8 + k3 =F

Op het opperviak isa=y x§ enaxd=(yx 9 x (yx = ng.,
zodat kK ¢ <y >.

De keerkromme is de omhullende van het stelsel {’Q'u}u

Beﬁijs deze laatste bewering met behulp van stelling 2.252.

In alle besproken gevallen geldt (zie 3.412 )

Exy) x (gxy =0,

equivalent met

detlf,y,7] = 0 ,

. blijkbaar de noodzakelijke en voldeende voorwaarde voor een ontwikkelbaar

regelvlak,

In het algemene geval is det[f,y,¥] # 0 en we spreken dan van een 4cheef
regelvlak. voor twee regels r(u) + vy(u) en r(u+h) + wy(u+h) vindt men
de gemeenschappelijke loodlijn door de punten met (noteerx r(u+h) =: g,

r(u) =: r, enzovoort)

v, = |y zlﬁzdetti X ¥i3.2 - 2]

en
-2 ) -
w, = |y x.g| “getly x y.y.2 - £] .
'S

Substitueer

£=x+ni+om),

- 2

g=y+hy +0(h) ,

dan

v, = {|y x.ﬁl + O(h)}-zfdetfi_x yo¥.E1 + O(h) }
wo={|y = 3] + 0(h) } %{getly x Yoy.E] + O(h)i
en de limiet voor h + 0 is van beide
¥ = |y x gl hetly % vy, £l
De.kromﬁe x(u) + g(u)z(u) heet de stnictie~ of heelhromme van het oppervlak;

ze bestaat uit de stiictiepunten, ook centrale punten genoemd.

- . e}
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Kijk nu in de richting y x # , dan is § gedraaid over ¢ ¢ [ 0,n] .

R-x,yx®

Ty 7] =:a is de van een teken voorziene door X "z;fgelegde weg"
en
. “ly x gl
sin ¢ = -
lxlizn
a _ lzligl@-z,yx2
bus oim ' 2
ly x 2|

Buds (R-x,yx9 = @+8g-z-uy,yxg) =

=(2~xr,yx®) =(ht+ b’(hzj r ¥ x{y +hy + 0'(1—12)} ) =
= hz(f_r Y X g+ O'(ha)= h2 de{:[ £,y,91 + 0’(h3) -

en |y x le = hzly x frlz + d(h3) ; hieruit volgt

Lim a loa _ getli,y, #lyf?
h~0 ® nheosn® '

oy xyl? e

(Als Iy_] = 1 gaat ait over in t(j_,y_)-ldet[x_,i,_f_] .) We defini&ren de 4poed of
verdelingsparameter van het regelvlak als

d = (ry) (g x 3.y x 9 detly, 7.2 .

Aangezien voor de ori&ntatie van Y. £, £ + “;1.12 - £ - vy geldt
det[z.’i'i - x + wuz = Vué._f] i hzdet[x:iri:l.

kan men zeggen dat de lijn £ + w§ door een infinitesimale schroeving om een

lijn door het strictiepunt uit r + vy ontstaat; de spoed van deze schroeving
is d.

L Y

voorbeelden

3.421, Voor heu'raaklijnenop_pervlak van een kromme is de spoed 0.
3.4211. Voor het oppervlak van de hoofdnormalen van een kromme is
3.4212, T+ La=l e 47
3.4213, Voor het oppervlak van de bir :malen van een kromme is

=0 ;d=T

<

<
3.4214, Schroefvlak.
3.4215, Konoide
3.4216. Op een ontwikkelbaar oppervlak is de strictickromme de keerkromme.




3.422

3.423.

3.424.

-
~

De raakvector van de strictiekromme is £ + Vy + V¥ en is in het algemeen nief

loodrecht op de beschrijvenden.

.-

Het raakvlak in Xy = Ejuo,vo) aan x(I) is (met lopende vector §)

detlf - xo,r + v l1=20

oLo'¥o

Waaraah voor alle r. + vzo is Yoldaan, zodat de raakvlakken langs een be-

=0
schrijvende een bundel vormen:
det[£ - EO'EO’XOE + v detlg - EO'XO'XO] =0 .

Uit de gelijkheid der parameters van de punten r
de raakvlakken volgt de

-

I, + VY, en de corresponderen—

Stelling (van Chasles). De dubbelverhouding van vier punten X1 %o 3,§4 op

een beschrijvende is gelijk aan die van hun raakvlakken VI' 57 3, 4
Deze redenering geldt niet als op de bebchmcjuende geldt detl# 'YO’YOJ =0,
of, anders gezegd, als EO % Yo en ZO % Yo afhankelljk zijn. Zo'n beschrijven-

de heet singuliern, Stel io X Yo = lgo X Yor dan is in het strictiepunt
¥, = lyg * 7172 (@ X goe-Ay X ¥y = A
0 =0 =Q =0 o' 0 0 !

mits IXO x 20| # 0; het strictiepunt heet hier een cuspidaalpunt van het re-
gelvlak, de beschrijvende een fornsielifn. als Yo * 20 = 0 dan heet die be-

schrijvende een cilindrische beschrijvende. (aAls gO = 0, contrarie de af-

spraak, en rin r. een keerpunt heeft, dan heet 50 + VXO een kee&be&chnijuen—

=0
de . Beschrijvenden die niet torsielijn, cilindrisch of keerbeschrijvende




3.425.

3.43.

3.431,

-.81 -
zijn, heten negu&ieaa beschrijvenden. De stelling van Chasles geldt voor re-—
guliere beschrijvenden.) '

Het raakvlak aan x(&) in een stulctiepunt heeft als normaal

G+ xy=fxy-lgxglTaeely x gyl y -

1

ly 2] 2w * gy x PExy - (gx§Expy x g} =

g x 2@ xp x (Exp x g x g =

ly * 272z * » x {y getli,y, 97}

aty,p) Ny x 9 xy =

d(XrX) “1{ (Xfy_) i - (x:i}y_} .
Als we hier nemenllzj = 1 dan staat er, weer wegens (x,j) =0,

(L +Vp) xy=dy.

Stelling. Als y genormeerd is met norm 1, dan wordt de normaal van het op-
pervlak in een strictiepunt gericht door y.

De locale basis

2ij s{u) de naar zijn booglengte u geparametriseerde strictiekromme, zij

[xjujl =1 en zij
x{u,v) = s(u) + vy(u) op I := I X IR.

In punten s nemen we als basis {yl,yz,y3} met y, = ¥, Y, 3= 2/|2J, y3==y1x Yp-
{yl,yz,y3} is een orthonormale basis voor T ¢ ¥y richt de beschrljvende door
S. ¥, richt de normaal door s en heet aenznaaﬂno&maaﬂuecxvn ¥y ligt (even-
als gl) in het raakvlak door s en heet de centraalraakvector. Merk op dat

= 1717 x 1.
De basis {21,22,23} hangt van u af, en dus geldt

{Yl:yzfy3} = {11,22,23} 0 -k «
K 0 -1

~{ T 0

waarin men direct herkent dat o = 0.

Uit ¥ = ¥y =Ky, = k3/137] volgt voorts x = |2J; K heet de natuwilijke krom-




3.432.

- g2 -

ming, T heet de natuwrlijke forsie van het regelvlak, k := «Z2112

de totale natuurlifke Rromming.

% heet

Definitie. Onder de 4fnictie van het regelvlak verstaan we een getal

¢ e (- %—,gﬂ z6 dat (na eventueel u door -u te hekben vervangen) geldt

8’ =r L= Y,C0s ¢ + g3sin g .

i

K, T en o heten de bawegingsinvarianten van x(I) .

3.433. Stelling. Als Kk een C3—functie, Tend Cz-functies van u € I zijn dan is

er &én, op verplaatsing na eenduidig bepaald, regelvlak x = s{u) +vy{u)

met als natuurlijke kromming, natuurlijke torsie en strictie de functies

. K, T en U,

3.434.

3.435,

3.44.

3.441.

Stelling. Bij de functies -k, T en -0 hoort "hetzelfde" regelvlak als bij
Stelling : j

K, Ten ¢; bi} -k, -1t en ¢, en bij ¥k, -t, -0 horen regelvlakken die door

spiegeling ontstaan uit het regelvlak bij «, T en ¢; bij de drietallen func-

ties *x, #t, *0 die nog niet gencemd zijn, horen met het bij «,t,0 horende

regelvlak in het algemeen niet-congruente regelvlakken.

d = K_lsin g. -

Fundamentaalvormen

zij x{u,v) = s(u) + vy(u), als tevoren,

Uit 315 =s' + vy, 32§ = y volgt

T
34X = y,€0s 0 + y;sin 0 + kvy, [cos o, kv, sin 0],

12
: ) T
325 = = [1;0103 ’ _
22 _ _ o2 22
G11 =1+kv ,Glz-cosc, G22 =1, g=sin¢d + v ,

Uit 81§ = {gl.gz,XB}ECOQ o, kv, sin U]T volgt

3,3,% = {3,,%,,§,}[cos o] + {y,,y,,y;}{-¢ sin o] =

K'v kv

sin g ¢ cos o
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- 2 .
= {zll¥21Z3} K'v g sin ¢
K gos 0 - T sin o 4Ry
KV +3 cos O

' T
3,0, x = {y,,y,,¥,}[0,x,0]

terwijl 9 32§ = 0, zodat

2
/o ' 2 . —
L,,Yg = |cos O i -k"v - § sin O =
Kv 0 Kcos d - T sin O + Rv
sin ¢ 0 v + & cos ©
= sin o(k cos 0- T sin ¢) +v(# sin 0 -«kd cos U)'-KZTVZ '
L12/§'= cos ¢ 1 Q| =k sin o, L22J§.= 0.
Kv 0 k
sin o 0 0
3.442._Vbo£ de totale kromming vinden we
K = —Kzsinzd _ -sin20 _ szz
sinzo + szz d2 + v2 d2 + v2
zodat de totale kromming niet positief is. Op de strictiekromme v = 0 is
2
X = =K .
3
Stelling., Een regelvlak is dan en slechts dan ontwikkelbaar als K = O.

3.443. De normale kromming op de strictiekromme wvolgt uit 3.36, 3.43 en 3.432:

K = {g" =K cos 0 - T gsin o .
nls (s".y))

3.444. De geodetische kromming op de strictiekromme volgt uit 3.382:

3 = det[zz,§f,§ﬂ] = -g' .

als
Stelling (van Bonnet). Als een kromme ¢ op een scheef regelvlak twee van
drie volgende eigenschappeﬂ heeft, heeft ze ock de derde:

i} strictiekromnme,

ii) geodeet,

iii} isogonaaltrajectorie van de beschrijvenden.
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Bewijs. Hierboven staat i = [ii & iii], equivalent met[[i A £i] = iiil A
[LLi A £ii] = 1i]]. Blijft te bewijzen [ii A iii] = i.

Neem een kromme ¢ = s + vy, met v een functie van u.

Dan geldt Kg = det[é,é,yz], en hierin is ¢ de afgeleide van ¢ naar ziijn
Sy £ 2 c _
booglengte, s. Dus & = ¢' du en & = c"(g-g-)2 + c'g—E = c"ﬁz + c¢'fi., Met
= = ds = — 'ds - .2 = =
ds
[ Q| 1 | - v :
c s' +v Xl + vy, gl(cos g+ v') + KVXZ + 2351n g,

" _ ' - - i

c ng(cos g+ v') + kv Ky, * 123) Ty,sin u.+

+ xlt—o'sin o+ v 4y, (k'v+ Rv') + c'¥3cos g =

= zl(-nzv-u‘sin g+ v") + ZZ(K cos 0 + xv' - 1 sin 0 + k'v+kv') +

+ 23(KVT + ¢g'cos o) ,

vinden we

v

. 2 - .3
Kg = detfac*,0"c" + gf,22]= a det[gf;gf:gzl =
'3 ] 2 b n
=14 |cos T + v kv — o'sin 0 + v 0
Kv K cos 0 + 2¢v' - T s8in 0 + kv' 1
sin ¢ : KvT + g'cos @ 0
'3 ] 2 1o n
= -1 |cos 0 + V -k'Vv -~ g'sin g + v
sin o KvT + 0'cos @ .

Dit is een gewone iweede-orde differentiaalvergelijking in v, die voor Kg==0

overgaat in

2 , :
0 =t!cos o+ v' -k v - ¢'sin o + v"

'sin ¢© KvT + g'cos C©

Opdat de (strictie)kromme v = 0 voldoet is nodig en voldoende dat

0 = lcos ¢ =g'sin o| = ¢' ,
sin g g'cos ©
en dit betekent precies dat de kromme v = 0 isogonaaltrajectorie is, 0O

3.445, De geodetische torsie op de strictiekromme volgt uit 3.373:

= ' '] = i
Tg - detls ,22,22] T cos 0 + K sin 0 .

Stelling. Scheve regelvlakken hebben een kromtelijn als strictiekromme in-

dien T cos ¢ + Kk sin o = 0. . : 0
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Hoofdstuk Iv. KINEMATICA
Beweging |

Een beweging in 1E3 is een continue schaar van verplaatsingen: er is een in-
terval ¥ < IR en er is bij‘ iedere u ¢ I een verplaatsing @, ]E3 +JE3; an-

ders gezegd, er is een afbeelding a: :IE3 x I +JE3 en a(x,u) := uu(x) is het
beeld van x ¢ EP bij de parameterwaarde u € II; in kinematisch jargon: au(x)

is de plaats van x op het ogenblik u (ter vermijding van misverstand en voor-

oordeel: u stelt niet noodzakel'ijk de tijd woor).

We veronderstellen dat a voldecende vaak differentieerbaar is; dan is a zeker
ook continu als functie van u.

Bij vaste x is a(x,I) een kromme, de baan van x.

De bewegingsvergelijking .

Uit a{x+h,u) = a(x,u) + o, (h,u) volgt dat de beweging gepaard gaat met een

continue schaar direct-orthogonale lineaire afbeeldingen

_ R 3
o, T a*( ;a: RT >R .

in het bijzender wordt een orthonormale basis {_ta_,_@_,g_} in IR3 afgebeeld op een
orthonormale basis {a*ug,a*u'_f,a*ug}. ;
We kiezen nu een willekeurig punt © ¢ E”, daarbij een orthonormale basis
, <, 3
{e,r85:25} in o R7).

Dan is au(0+ Zj xjgj) = au(o) + Zj xja*u(gj) . Het stelsel

{au(o) :a*u(gl) la*u(gz) ra*u(§3)}

heet het bewegend coordinatenstelsel; het wordt geacht vast te zitten aan
een bewegende ruimte E; ter onderscheiding noemen we de onderliggende ruim-
te Eo’ de vaste nuwimte.

In E, kiezen we een codrdinatenstelsel {0,E EprEg}. 215 K := 0 + o (o),

1
dan is

_ T
= 1y KE; = (B E B MK Ky KT .

|

Zij voorts aij = (_E_i,a*u(gj)), dan is

a

waley) = L a8

u.u(o+zj xjgj) = a (o} +zj xja*u(gj) = 0+zi {Ki + Xj aijxj}gi '

in matrixnotatie




T ..
g%yl =X =R+ Ax =Ry

-
I
~
+
g
]
cr
b
]
m
21}
[

[xl,x

waarin‘ﬁ € U;GRB).

De vergelijking X = K + Ax heet de bewegingsvergelijking van de beweging
E/E,.
X, X en A zijn functies van de bewegingsparamelenr u.

4,111. Sferische beweging

Er is (tenminste) &én punt o voortdurend op dezelfde plaats; K is constant.

4.112., Draaling om een vaste as

Er zijn tenminste twee punten o en p voortdurend op dezelfde plaats; dan

blijveh alle punten van de rechte <0,p> op dezelfde plaats.

4.113. Rust .

Er zijn temminste drie niet op &én rechte liggende punten o,p,g voortdurend

op dezelfde plaats; dan bliijven alle punten op dezelfde plaats.

4,114, Translatie

Er 2zijn tenminste twee onafhankelijke vectoren g,g‘e]R3_die bij de beweging
niet veranderen. Dan verandert geen enkele vector vanIR3 bij de beweging en

A isAconstant.'

4.115. Schreoeving

Er is (tenminste) &é&n rechte § die bij de beweging voortdurend op zijn plaats
blijft (maar niet noodzakelijk blijven alle punten van § op hun plaatsen).

iy

4.116. Vlakke beweging

Exr is (temnminste} é&&n vlak W dat bij de beweging op zijn plaats blijft. Dan
blijven alle viakken evenwijdig met W op hun plaats. De beweging is in ie-

der dezer vlakken congruent met o|w.

4.12, De snelheidsvérdeling

Uit de bewegingsvergelijking X = K + Ax volgt door differenti&ren naar u

{(aangegeven met ')
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indien de parameter de tijd t voorstelt dan levert differentiéren naar t

{aangegeven met -)

=X+ Ax =R+ ARTX-K) = AaT

X + K ~ AAK .

1¢e

Deze uitdrukking stelt de snelheid voor op de plaats X. Alleen de term I.XATEK__
hangt van X af. Het veld X heet het snefheiddveld van de beweging op het be-
schouwde ogenblik en verandert (in het algemeen) met de tijd. Het snelheids-

veld heeft de volgende eigenschappen:

De matrix A is orthogonaal, zodat AAT scheefsymmetiisch is; als rang(Z.\) = 0,
dan is A= 0 en Vx _)_(_ = _'IS, het snelheidsveld is constant (als functie van }_(_);

we zeggen dat er een {ndfantane translatie is.

Als rang(i\) # 0, dan is rang(z.\AT) = rang(}.\) = 2.' Er is een vector § # 0 2¢
dat X =@ X X +K - 2 x K. Nu is ¥, (X,@ = (X,Q), zodat (X,Q) onafhankelijk
is van X. Ontbind i(_ in twee compon'é-nten, &€én langs 2, een loodrecht daarop.

=@ '&pa+n @ =0.

g = i dan en slechts dan als X — Y € <£>.
D= 9_ dan en slechts dan als

- (K2 (@0 R,

iR

gx(X-K =-

~k= @2 Taxk+on,

sk + @27 xk+ag .

(12

e

Dit is de parametervoorstelling van een rechte; op deze rechte is de snel-

heid

de projectie van _l_(_ op <Q>. a

Als Z op deze lijn ligt, dan is voor alle X

I
e

=ax x-2 ,

=ax (Xx-2 +I.

ir<e

Het snelheidsveld is op dit ogenblik hetzelfde als van een schroeving. Die
lijin heet derhalve i@&nMne schroefas (ISA). De grootheid h := (2,Q) -1 (_1.3,52_)
heet de (instantane) g¢reduceerde spoed: T = hQ. T heet de (instantane)
tnanslatiesnelheid, @ de (instantane) hoeksnelhedid. Als h = 0 dan is de be-
weging een {nstantane roidtie, anders een {nstantane schroeving.
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=X=02x (Z>X +T.

"4.123. Zij X := 0 + X; we schrijven Yx :
Beschouw de afbeelding 8: ]E3 +1E3, B(X) = X + Veo

Stelling. B is een affiene afbeelding.

3 . _ .
Bewijs. Neem n € I, Xi e E™, Ai eR (i :=1,...,n} en Xi Ai = 1. Dan is

B(Y, XX =1, AX +8x (Z2~ I M) +T=

ll

Iy A%, + 8 x (I, Aj2 %)) + ] \T=

| =, MNix v ax @rx) +Th =] )81 . | a

4.1231. De met B verbonden lineaire afbeelding B _ volgt uit
B, (w) = B(X) » BX + ) =
={X+Qx (Z+X +T}+{X+u+Q2x (2> (X+w)+7T}=

=u+Qxau.

B. is regulier; B* heeft &én reéle eigenwaarde, 1, met eigenruimte <_$_2_> of
| ] ' :IE*, al naar gelang { # 4] of 0 = 0; in het bijzonder is B een affiniteit.

Als Q # 0, dan is <§2_>J' invariante deelruimte van 8 _.
4.1232. Stelling. Als T = 0, dan is ieder vlak E loodrecht op f een invariant vlak
van §, en B[E is eéﬁ géii;jkvorinigheidstransformatie .
L
Bewijs. Als u,v € <@>" dan

(BuB¥) = (+2Xu, y+2xy = @y + @xyu 2xy =

= (u,v) + ((@ x ) xQ,v}) = (w,v) + ((GDu,v} = (1+ (2,8)) (u,v) .0

Als de beweging vlak is, dan is op ieder ogenblik T = 0, en dan heet deze
stelling naar Buwmesiten.

4.1233. stelling (van Mehmke): Als C := oA + (1-a)B dan is YV, = oV, + (1-a)V,. [

4.124. Neem A,B ¢ E°; dan is

(}_IA -\_IB,-A—>B) = get[Q,a ~ B, A—)-B].: 0.




4.1241.

'E:=‘D+B,g_:=D+C,5=U. -U,v::=U -0

Definitie. Een veld U : E> + &> heet equipnojectief indien
Y .V . (U -U,a+B) =0. :
3 g BOR .

Stelling. Het instantane snelheidsveld van een beweging is equiprojectief.[]
Stelling. Een equiprojactief veld is een snelheidsveld.

Bewijs. Neem vier niet coplanaire punten A,B,C,D, en beschouw het veld gx

in die punten. We zoeken een Q, T en 2 z8 dat

va_91g=ﬁx (z2 +X%X) +Tlal2 xTI=0 .

Daartcoe beschouwen we allereerst de vergelijkingen

1) ax (z2+a +T=0,,
2) @x (Z+By+T =0,
3) gx(z+c)+2=tlc,
4) 2% (z+D) +T=U, .
We veronderstellen eerst dat EA’ L—’B’ gC en EI_D niet alle gelijk zijn; dan is

het geen beperking om te onderstellen dat EA # t;I.D. 2ij nu a := D > A,

-a %D ¢ W o= L_Ic - QD' Dan leidt

eliminatie.van T ‘en Z uit {1} -{4)' tot

-B D

5) 2@xa=u,
6) gxb=yv,
7 Qxgc=w.

De equiprojectiviteit, uitgedrukt in a, b, ¢, u, v en w, betekent
8) (@,v) + (b = (bW + (&,¥) = (g, + (aw =0 .

Kan men de paren [a,u], [b,v], [c,w] opvatten als Plicker-codrdinaten? Ja,

want (a,u) = (D > A, u, - ED) = 0. Dan stellen ze dus coplanaire lijnenpa-

A .
ren voor, en die snijden elkaar in &&n punt (ze zijn, daar a,b,c onafhanke-
1ijk zijn, niet evenwijdig); dit punt is blijkbaar @, en eenduidig bepaald.

Men verifieert zonder moeite dat, ais (u,b) # 0, geldt

9) 2= (b luxy,

en dat, als (_Ll,_b_} = (0, geldt

(10) Q= |a x b| *{detlv,a,bla - detlu,a,blb} .
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Men ziét, eveneens met gemak, dat uit @ € <a,b> ock omgekeerd volgt (u,b) =0.
Aangezien @ expliciet in a,b,u en v is uitgedrukt, is @ niet afhankelijk van

de keuze van C. Dus

(11) VeRx (D>X) =U -0 .

Uit de onafhankelijkheid van a,b,c volgt dat @ = 0 dan en slechts dan als
u=v=w=20,en deze conditie betekent dat _qx constant is; neem in dit geval
T := f_._lA, Z willekeurig. _

Als @ # 0 dan is T = (g,g_)-l(gA,g)g, en de schroefas is

Z = A + (g,_g)-lg X U + aQ .

Omdat @ eenduidig is bepaald, zijn ook T en de ISA eenduidig bepaald. O

: . 3 3 . . . '
4.1242, Stelling. Als gi: E- + R equiprojectief is, li €R (L :=1,...,n) dan 1s
U := zi Aigi equlprOJ'ectJ.ef., en {i = zi )\igi.

Bewijs. De equiprojectiviteit is vanzelfsprekend. Voor het overige nemen we
n := 2; dan volgt het algemene geval door inductie, Veronderstel eerst dat

Q, en Q. onafhankelijk zijn. Beschouw de velden (die we herncemen V en W)

=1 =2

in de punten . A A+€_21 1!.+$22

Het veld V ‘-’A YA Y_ 81 x ﬂ

het veld W !-IA T:_IA + 92 X 9. HA

het veld U=AV+ uW J\}_IA+ ui_r_lA M_IA+ “HA+ pg 2x 91 h\_?A+ M_)l X _@2 + uEA

We verkeren met U in de situatie van formule (10) uit 4.1241; u := g Q

2

b = 92, en (u,b) = 0. Dus

a=|g x {det[m x2.,8,,0,]2, - detlu@, x @

Horiyrina iy :9119219 1= )\Q + uQ

-2[ 1 -2 °

Als S_!l en €_22 afhankeliijk zijn; dan volgt de bewering direct uit formules
{(5), (8) en (7) van 4.1241. ' 0

4,125, De positie van de schroefassen

4.1251. Stelling. Als U en W equiprojectief 'zijn met onafhankelijke 5_2_1 en 92 en
schroefassen P, en p,, dan is de schroefas p van AU + pW een orthogonale

snijlijn van de orthogonale transversaal g van p, en p,.
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.Bewijs. Zij A het snijpunt van P, en q, B het snijpunt van p, en q. Pan is

ereend €R z6 dat A +~ B = dnl x $'2~2. De Plickercodrdinaten ten opzichte van

A zijn
p1 [91!9_] r
Py [2,,d(8) x @) x a1,
q [91 x 92!2] .

De ISA van V := AU + uW vinden we met behulp van 4.1222:

Als de spoeden van U en W zijn hl en hz, dan is gA = h191 en
EA = 92 ® (—c'is;t’.:L X Qz) + hzgz, zodat
Va =08y +uhyRy +udR, x (@) x2;) =48, +udy € <@),8>

en een parametervoorstelling voor p is

Z =2+ (g,'g_)"lg x ¥, + af ;

in Plickercobrdinaten
-1
P [9_; (gl&) (& X YA) X &] ]

met { = 7\91 + 1"&2'

Men ziet direct dat (f x YA) x i e <91,$;22> zodat p en q elkaar snijden, en

dan uiteraard orthogonaal. O

Opmerking. Het snijpunt C = YA + {(1-+v)B van p en g is precies
A+ (@97'2 x v,. Dus |

= (&r&)—lﬁ x V., = kg,g)_l(km-un):_zl x Q, ,

(l-v)c‘lg_z1 x Va

2
(1-v)d(2,2)

Atuh, +ud(@,,2,)) = #(Ah, - ud(2,,8,))

Authy-h)) + ud(@,,2,) -

.4.1252. Neem, in het vorige geval, A =u =1; @ = Q, +Q

h, - h, + a(2,8,)

I

(1) l-Y = d(&!ﬁ) .
_ . a(@,9) +h, - h’

2) 1=y _ 2 *hy

y &@f) +h -h

Voor de translatievector T vindt men nu (met 4-.1222) T = (9_,&).*1 (\_IA,_S_Z_)_SL
zodat




..'9'2_.

Ty -1 _ -1 _
h = (El&) (‘-{A'&) = (E_z_r_&) (2-‘_21 + mgzcﬁl + 2-2) =
-1 S : '
= (227(2@,,8) + 2+m@,2,) +n@,2,)},
- d(gztgz) p M = h

met £ = h + d(S_Zl,gz); de factor in accolades wordt

1 2

B (R,,9,) -d(,,8) (2,,2,) + (b, +h) (2,,8) +

+3(8,,8,) (12,8 - (2,,8,)) +h,(2,,2,) +a(2,,8,) (2,,8,) =

' 2 2
“(h191+hzgz'91+92)."'dl§1xgzl = (21"'!2'.@ '5191"‘32| .

- -1 2, 2
T =h2= (0 eI +T,2 -dlg x2,|%) =
=t +7 -d(@,2 'a, xa,|%
=17 =2 SLLLL] g Tl 2 -

4.1253. Stelling. Als Uen W equipro;ectief. zijn, met 81 £0, Qz;é_q en @1 en 92 afhan-

kelijk, zeg 81 = wige, dan zijn pPyr P, eN P coplanair.

Bewijs. Z2ij q:= A + <u> een rthogonale transversaal van p, en py,met A_ € Py ‘

en Igl = 1, die Py in A + du =: B snijdt

Py fa,.0]
q [u,07 .

Met 4.1222 is de ISA van ¥V = AU + uW de lijn

Z=a+ (@@ XV, +a@,

p £2, @2 1@ x v) x gl

en [p,ql = |£|_3det[g x \_IA,&,B_]. In dit geval is

Vo = A8 +ulhyRy - ddy x m) = Ah @) + pho8, - pddy xu,
zodat @ x V. = -udQ x (@, * w) = wd(Q,,2,)u, en [p.ql = O.

Dus p snijdt g, en klaarblijkelijk orthogonaal. Nu is

h +uh,w,) (Awy + Hw,) (2,5,24) =

171
-1

@@ w2 = @@ ong

= (J«hlwl ¥ phzmz) (J\ml + nw2) .

Het snijpunt C van p en q is juist a + (Q,Q) -—12 x YA; met C = yA + (1-¥y)B

en gebruik makend van zojuist gevonden betrekkingen geeft dit




4.1254.
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(1-y)du = ud(@,2 1 @,a)u

o -2 _ ' -1
l-y = u(lm1 + uwz)w2 (J\m1 + umz) = uw, ()un1 + ““’2) e
-1
2) '

1 .
{?\wlA + i.lsz} .

v Awl(lwl + uw

Cc (Awl + uw

2)
Voor A := y = 1 komt er

_ -1
C = (ml + wz) (wlA +. sz) .

‘Dit geval doet zich, met h, := h, := 0, voor bij de vlakke beweging; deze

1 2
versie van de stelling heet de stelling van Aronhold (-Kennedyl}. 0

2ij nu U een veld met ISA p1= A + <Q> en spoed hl' W een constant veld.
We beschouwen weer V := AU + pW.
De hoeksnelheid van V is Afl.
De ISA van V is dus °
z=a+2 (@72 xy, a2,

en YA= Ahlg + UW, dusgx YA= u&ng_. Dus
-1 -1
Z=DA+ X "p(RQ2) 2 xW+al,

een lijn p die evenwijdig is -met Py -

Voor de spoed h geldt

h=2"t@e e = 2T @e T on @) + nwe ) =

h, o+ A @ T we

zodat de translatiesnelheid is

s ke Twae .

=1

In de laatste term is (_Sl,_@_)-l (W,Q) 0 de prcjectie van W op <@> . Een bijzon-

der geval is hier '51 = g en W := n&; dan komt er, met A =y := 1

met andere woorden: de snelheidsschroef is te beschouwen als de som van een
instantane rotatie "en een instantane translatie in de richting van de rota-

tie-as.




- 4,126, Voérbeeléen

4.1261. Ruimtelijke drijfstang

De ruimtelijke drijfstangbeweging, met twee leibanen ({27, p. 113, [ 4],
p. 120) (ellipsographe, Doppelschieber, double-slide mechanism}.

Een stang pg beweegt ten opzichte van {0,§1,§2
langs de lijn {x = a A Z = 0}. , q rechtlijnig langs de Z-as beweegt;

,§3} 26 dat p rechtlijnig

L :.= Ip -+ qI, en L > a .

i) Yeder punt r = ap + (1-a)g van de stahg doorloopt een kromme; met

T
P = [a,n,O}T, Q= IZO,O,;]TJ'.s_a.2 + n2 + ;2 = 2.2 en R=[aa,an, (1 -a)zl",

- -
en door eliminatie van n en { vinden we de kromme:

2.-1.2" 2 2 2.-12

@_1{Qm2—a) Y ;(l-w“ {(£°-a") 2" =1 AX = aal} ,

een ellips, voor o := % een cirkel.

De 1ijn <p,g> doorloopt het 4-de graads regelvlak

-

2 2

x | a2(X2{a -X)° + (a- X)ZY2 + X222) = 2 xz(a - x)z} .

;i) Laat een ruimte, vast met <p,g> verbonden, meebewegen. Dan geldt voor

het snelheidsveld

v =ﬁ§2:v =&E3' r\ﬁ"'C&:Or

-pP _Q
_S}.x (P-)'Q) =YQ_YP’
-2
a=fp>of P x (Y -¥) +A® Q) =

x'zﬁ-n& + 'ﬁc,ai,aﬁJT + Al-a,—n,z] .

De term met P » Q duidt eropldat de beweging door de gegevens niet is
bepaald; een rotatie om <p,g> kan nog gekozen worden.

De snelheid in R is overigens nu wél bekend: : .

YR = cﬂ_fP + '(1-31\_19 -
iii) We beperken het aantal vrijheidsgraden van 2 tot 1 door de koppeling
in Q te laten bestaan uit een prisma "P" en een rotatie "R"; de as van
"P" is de Z-as, die wvan "R" evenwijdig met de X-as. Op iedere met <pg®
verbonden, meébewegende lijn, die evenwijdig met de X-as is (en blijft),
is het veld YX constant. In het bijzonder is in T, de projectie van P
op het v0Z-vlak, V_ = V_. Uit g x (P>T) =0 volgt nu § = Egl, zodat

v -2 -1 TP -1
A=af2 “n " en& =nrt, dus @ = Az E,.

—_—
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Uit (V@) = (Vp® =0 volgt V_ =0, h = 0. )
De beweging is een instantane rotatie, en omdat het vlak t+ <p =+ t>"in
T + <P + T>T blijft, een vlakke beweging. Het is de vlahkke elliplische
beWe.gi.ng , waarbij alle punten ellipsvormige banen beschrijven.
De ISA is '

2

0~+2z= (2,9 Q_x\_lo+)\g=nr~_:2+c§3+u§1,uem;
hierbij is gebruik gemaakt' van YO = YP + YQ'
De doorgang S van de ISA in het YOZ-vlak doorloopt de kromme n§2+ ;§3,
dat is de cirkel (X | ¥2 v 2% = 2% = a? ax = 0},

De ISA doorloopt de cylinder {X [ v2 4 z2 = 22 - az}.
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versneilingsverdeling.

4.16. De

Uit dehbetrekkingen

X=%+Axenfa'x = 0xX

' (4.12, 4.122) volgt

4.161.

4

2=R+2xax,
en door differentidren
=R xax + g x Ax
X BX + Q2 x (@ x Ax) .

X

Iz

£+

Hi

uit
2-I=Qdxalx-y +2.%(2xAalx-y)
volgt dat er dan en slechts dan punten zijn waar dezelfde versnelling is

als de vergelijking
dxp+ax(@xp =0

een oplossing heeft.
Door inwendig te vermenigvuldigen met £ komt er

det[g_rg,rp_] =0,
en substitutie van D := £Q + nt geeft dan

Blxa+max(@xQ =o0.

Er 2zijn drie mogelijkheden :
X Qen Q x ig_; Q) lineair onafhankelijk

el
o
=
N
[
.
=}
o

.1611, '}
=0

en
r de oorépronkelijke vergelijking wordt

4.1612. Q x
& x {2 x D)

Z2ij de lineaire afbeelding W gedefinieerd door

WD := @ x D,
.

1 -I - -
=a (I - avy 1W + v 1W2) met v = a2 + ( )

- dan is (aI + W)~

r




B e M — kb m e e ——— g w1 o o - — - e

- 97 -

1

b= a-l(I -av W+ v-lwz)(uﬂ) = anlg& .

4.1613. Als 2 = 0 dan is blijkbaar D = uf .

4.162,

4.163.

Resumerend vinden we : .
In het algemene geval zijn er geen punten met dezelfde versnelling.

Als de ISA stationnair is, Q_x £ = 0, dan vinden we op lijnen evenwijdig

.met. de ISA een constante versnelling.

Als de beweglng een instantane translatie is, zodat de ISA niet is gede-
finieerd, dan vinden we op lijnen met richting é_een constante versnelling.
Als de lineaire afbeelding B wordt gedefinieerd door

xD+ 2x(2 x D)

0+

BE_:=

dan kan men de resultaten van 4.161 ook als volgt interpreteren:

Alséx&#gdanisrang (B) =3 ;als g xQ=20 en_@_ en § zijn niet

e I

beide O dan is rang (B) = 2 ; als Q= Q = dan is rang (B) = 0 .

De versnellingspoocl. Als rang (B) = 3 dan is er precies één punt H waar

de versnelling 0 is, en dat correspondeert met de oplossing van de verge-
1lijking C

X Ax + 2 X (2 x Ax) = -K

j0.

Deze Splossing luidt

ah = [ x @] (R x 2+ (XD + (delR2,K + (@,2(2,0)0)

hetgeen men door invullen kan verifieren.

Dus.
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In dit geval is de versnellingsverdeling dus

X (=X -8 =Ba(x -h) =B(X - B) .

Als @ #0 en é = af} (zodat rang (B} = 2} dan vindt men de punten waar g_ =0

uit

]
1
|4

al X Ax + Q x (@ x Ax)

met oplossing

1

=@ laxE+viR+ne ew

als (K,f) = 0; en lege oplossing als (I:<__,§2_) #0 .
Bij een vlakke beweging doet zich het eerste geval voordurend voor.
Daar is dus in ¢en vlak van de vlakke beweging een versnellingspool, namelijk

axk + vk

&>

i

B=K+av (g0

Ook.hier is dan
X=B(x-H.

In dit vfak beschouwen we dan nog de afbeelding
alx) =X+ X,

uitgraard een affiene afbeelding met

alX + V) =X+V+ (X+V)" en

a*(_\_f_) =¥ + BV, a= I+ B.
. L .
Voor vectoren in & is

BD=aQ x D+Qx(2 xD) =ag x D - (2,2)D ,

dus B =aW- (Q,MI .
Dan is o, = I(1 =(,Q)) + aW , ol = I(1 - (2,8)) - aW en

T 2 22
o =11 - @an? - 2% = 11 - @an?+ 2@ .

. 2 2 2 T e
Schxijf even - = (1 -(Q,Q)) " + a“(2,2) = (1 ~ (R, 12+ (Q,2) dan staat er

T R -1 : o
aa =u I zodat p a* een isometrie is .,

Hieruit volgt dat o een gelijkvormigheid is met factor M.
(Stelling van Mehmke) |

i S S,
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