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HOOFDSTUK 1. Manipulaties met vectoren

Van een aantal fysische grootheden zoals massa, temperatuur, volume, lengte,

electrische lading, kan men de "grootte" of "hoeveelheid" aangeven met 6&n

e, 5k

reeel getal. Zulke fysische grootheden heten scalaire grootheden. Het ge-

noemde reéle getal hangt natuurlijk af van het gekozen eenhedenstelsel.

e 7,

Een aantal andere fysische grootheden zoals verplaatsing, snelheid, hoek-

B

snelheid, versnelling, kracht, veldsterkte, zijn wat gecompliceerder van

aard. Deze hebben behalve een grootte ook een richting (in de "fysische

ruimte" om ons heen). Zulke fysische grootheden heten wvectoritle prootheden.

Een vectoriele grootheid stellen we grafisch voor door een gericht lijnstuk

(pijl of vector) in de ruimte.

Heel platvloers stellen we ons nu een vector voor als een stok AB met een
punt eraan. Als een willekeurig punt C in de ruimte gegeven is kunnen we de

stok evenwijdig aan zichzelf

B verplaatsen, zodanig dat hel
_ » nieuve aangrijpingspunt C is.
& - -7 Dit "evenwijdig verplaatsen"
C"’ ” is hier niet wiskundig bedoeld,

maar als een ambachtelijke bezig-
heid, Met goed timmermans- of landmetersgerecedschap kun je zo'n evenwijdige

verplaatsing "heel precies" uitvoeren.




In de ruimte om ons heen kiezen we nu een vast punt O uit en we beschouwen
de verzameling V van alle vectoren die in 0 aangrijpen. Elementen uit de
verzameling V geven we aan met onderstreepte letters: a,b,x,.. -»A,B ete,
(In de fysische literatuur staan vectoren vaak vet gedrukt of gebruikt men

» -+ -
de notatie a of a.)

Met behulp van ons timmermansgereedschap voeren we nu in V een viertal ope-

raties in.

I. Optelling a +b (uitkomst is een vector)

Recept: Verschuif b evenwijdig aan zichzelf totdat zijn staart samen—
valt met de punt van a. Het gerichte lijnstuk ¢ van O naar de

punt van b is dan per definitie a + b. Zie figuur.

IT. Scalaire vermenigvuldiging A a (uitkomst is een vector)

Recept: Maak a |x| maal zo lang. Als X > O dan wijst A a in dezelfde
richting. Als X < 0 dan wijst A a in tegengestelde richting.

Als X =0 dan is A a = 0, de nulvector. Zie figuur.
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Eigenschappen van optelling en scalaire vermenigvuldiging: a + b = b + a,

. (§+

1o

) +c=a+ (b+c), a+ 0= a, voor iedere a is er een b zodat

a+

o

=C, 1 -

o

=a, 2ua) = lwa, AMa+b) = Aa+ b, (A+wa=1%ra+ pa.
Bij gegeven a, b, etc. kunnen deze eigenschappen m.b.v. ons timmermansge-
reedschap experimenteel geverifiéerd worden. Het zal de aandachtige lezer
niet ontgaan dat bovenstaande eigenschappen precies de Axioma's zijn waar
een 'Vectorruimte" aan voldoet. Blijkbaar is het wiskundige begrip vector-
ruimte erg geschikt om fysische eigenschappen van de ruimte om ons heen te
beschrijven. We hebben hier een eenvoudig voorbeeld van een mathematisch-
fysische theorie. In een mathematisch-fysische theorie is er de volgende

correspondentie:

wiskunde experimentele natuurkunde

Axioma's > Operationele definities,
recepten

Stellingen > Waarnemingen

Naarmate meer stellingen "kloppen" met waarnemingen is men meer geneigd

te geloven dat de axioma's "waarheid" bevatten.
g

III. Inwendig product a = b (uitkomst is een getal)

Recept: Bepaal de hoek 9 tussen a en b met een gradenboog. Bepaal de
lengten |a| en |b| van a en b met een meetlat. Per definitie

is a + b = |al|b] cos¥.

Eigenschappen van de inwendige vermenigvuldiging: a-b = b - a,

—

+b) =ira-+b, a-+a=]|al“. Cosinus-

(a+b)  c=a-c+b - ¢, M

|a®

1

rege1:|§-+9|2 = + 2|al!b]| cos 9.




IV. Uitwendig product a x b (uitkomst is een vector)

Recept: Bepaal weer %, |§| en |§[ als bij het inwendige product.
De lengte van a x b wordt gedefinieerd door |axb| = |a||b| sin9. ¢
De richting van a x b is loodrecht op het vlak opgespannen

door a en b en passend bij a en b als een rechtse schroef.

Zie figuur.

f axp
b
-1
e * §
SN
0L 5
A >
a
Eigenschappen van de uitwendige vermenigvuldiging v x w = ~w x v,

vxy=90,cx (§+12_) = (gxé) + (EXE)- Er geldt i.h.a. niet

a x (bxc). Neem maar b = a dan staat in het linkerlid

~
f
xX

1=a

ha—
x
[yl
|1}

altijd 0, terwijl het rechterlid niet O hoeft te zijn.
De gencemde eigenschappen van de inwendige en uitwendige vermenigvuldiging
kunnen m.b,v, timmermansgereedschap weer experimenteel geverifieerd worden.

Om met de ingevoerde operaties gemakkelijk te kunnen rekenen, voeren we in

V een orthonormale rechtsdraaiende basis {gx,gy,gz} in. D.w.z.

e . = LI = - a = 1
~X =X -y -y -z -2z
() & * &y = 0, etc.
e X e = . X e = » x = @
-X -V —-Z -y -z -X -2 -X -y



Vaak worden de vectoren e Ey e, "verlengd" tot coordinaatassen. Je

krijgt dan een rechtsdraaiend Cartesisch coordinaatstelsel. Zie figuur.

Een willekeurige vector A kan worden ontbonden door te projecteren langs de

assen:

Er geldt

A = |Alsing cos ¢ , Ay = |Alsin8sing , Az = |Alcos ® .

De getallen Ax’ Ay’ Az heten wel de kentallen of componenten van A. Deze

kentallen worden vaak in een rijtje achter elkaar_geschreven (Ax’Ay’Az) .
Een veelgebruikte slordige notatie is A = (Ax’Ay’Az)’ e, = (‘I ,0,0), etc.
Deze notatie is slordig, omdat je niet ziet welke basis er gebruikt is.

Als je van tevoren &&n vaste basis afspreekt en je daar verder aan houdt

kan het geen kwaad.




De componenten van een positievector r zullen we schrijven op de
bekende manier r = xgx + y._e_y + zgz. Stel nu dat we de kentallen van

een aantal vectoren A,B,... weten, dan kunnen we met de boven gevonden

rekenregels en met (%) de som A + B, het scalaire product X A, het inwen—

dige product A « B en het uitwendige product A x B uitdrukken in de kentallen

-

o
+
ws]
Y

{(Ae +Ae +Ae)+(Be +Be +Be)s=
- - X=X y=y z-z X=X vy zZ=z

(AK+BX)9x + (Ay+By)Ey + (Az+Bz)§z

de componenten van A + B zijn dus (Ax +Bx » A

-]

A =2Ae +vAe +Ae)={OAje ) (MAde + (RA e
= X—X y=y z-z X =X y - -

b
=

de componenten van A A zijn dus (X A Ay s A Az) .

Il
1

III. A - B (Ae +Ae +Ae)+ (Be +Be +Be)
= - X=X y-y z=-z X=X y=y z=z

AxBx + AyBy + AZBZ {(m.b.v. (%)).

il

Iv.

s
*®

=]
1]

(Ae +Ae +Ae)=x(Be +Be +3Be)
.- X=X vy z-z X=X vy 7=z

1]

- - - 3 DV,
(Asz Asz)gx + (Asz Asz)Ey + (AxBy Aylx)gz (m.b.v

Om deze formule te onthouden wordt ze vaak geschreven als een formele

determinant
e e e
-x =y -z
AxXB=|A A A .
- = X v z
B B B

(*))

-



Toepassing
Stel op een materieel object werken een aantal krachten E]""’EN met
aangrijpingspunten

Tesp. I se..sT De

N’
totale kracht F word:

gedefinieerd door

F=F +F, + ... +F.

Voordat de krachten op-
geteld kunnen worden

moeten ze evenwijdig

worden verplaatst zodat
ze allemaal in de oor-

sprong 0 aangrijpen. Het totale moment M wordt gedefinieerd door
M= (EIXE]) + (EZXEZ) oot (INXEN)

We zeggen dat het materieel object in statisch evenwicht is als F=0enM-=

Opgave: Ga na dat het er bij onderzoek naar statisch evenwicht niet toe doet

waar je de oorsprong kiest.

Behalve fysische grootheden van het scalaire en vectoriéle type komen er nog
geéompliceerdere fysische grootheden voor: de zgn. tensoriéle grootheden van

de 2e, 3% en 4% soort. We gaan daar in dit college niet verder op in.




w

HOOFDSTUK 2. Kinematica van het materiele punt

In dit hoofdstuk geven we aan hoe de beweging beschreven kan worden van een

MJ

materiéel object dat zo klein is dat het tot &&n enkel punt geidealiseerd
kan worden. In deze beschrijving spelen de zgn. kinematische grootheden
(positie, snelheid, vefsnelling, etc.) een belangrijke rol. In de kinema-—
tica beperken wé ons tot het beschrijven van bewegingen, we houden ons niet

bezig met de "oorzaak"

van een beweging. Teneinde de beweging van een punt
te beschrijven, kiezen we een vast codordinatenstelsel Oxyz. We vragen ons
niet af of dit codrdinatenstelsel in rust is. (Wat is trouwens "in rust",
ten opzichte van wat?). De corsprong van ons vast gekozen codrdinatenstelsel

kan zich dus bijv.'in de collegezaal bevinden, op een draaimolen of aan boord

van een straaljager.

§2.1. Positie, snelheid en afgelegde weg




De positie ten tijde ¢ van het materiéle punt wordt in het Oxyz-~stelsel

gegeven door de positievector
r(t) = x(tle + y(t)gy + z(t)e,

De verplaatsingsvector tussen de tijdstippen t en t' wordt gegeven door

Ar

' - =
r(t") r(t) Axgx + Aygy + Azgz .

Hierin is

Ax = x(t') - x(t) , etc.

De gemiddelde snelheid tussen de tijdstippen t en t' is de vector

=g
H

- = - bx Ay Az = ¢! -
Yoem At ~ At =x Y ic s Y ac & met At =t .
De snelheid ten tijde t is de vector
dr
. = dx dy dz
- o e— B e +_._. .
v(t) Aigg Ygem dt at $x 7 dt gy dr &2

Deze limiet bestaat als de functies x(t), y(t) en z(t) differentieerbaar
zijn, In de mechanica bestaat de handige gewoonte om een afgeleide naar

de tijd te noteren met een puntje boven het functiesymbool. Dus

De snelheid y(to) ten tijde % is een ragkvector aan de baankromme in

E(to). Aanschouwelijk is dit duidelijk. Wiskundig kan dit als volgt worden

toegelicht:

i

I
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In de buurt van g(to) benaderen
we de beweging "zo goed mogelijk" .
doer een eenparige beweging langs v

een rechte 1ijn:
A(t) = _Jg(to) + (t—to)g .

Deze benadering heet "goed" als

voor t - to klein geldt g(t) =~ r(t).

We kunnen schrijven

r(t) = 2(t) + rest(t-t,)
r(t) = z(to) + (t-to)g + rest(t-—to)

~waarbij de rest harder naar Q gaat dan t - ty. D.w.z. zelfs als je de rest
deelt door t - t, gaat dit nog naar 0 als t -+ tO. Als dit het geval is,
dan moet blijkbaar gelden dat § = g(to).

De grootte van de snelheid iy(t)| wordt gedefinieerd door

v ] = &2(E) + $2() + 22(e) .

We zullen vaak spreken over de afgelegde weg s(t) langs de baankromme op

tijdstip t. We nemen meestal s(0) = 0.

De scalaire snelheid v(t) wordt ge-

definieerd door v(t) = %% . Veronder-

stel dat s(t) monotoon niet-dalend is,

dan geldt
Ar Ar
[v] = | 1im —| = 1lim |—| =
6t-0 BF1 pesg 18T
11 é.?. = d_S = g =
im = =gy = §=v,.

Ae=0
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Opmerking: In het algemeen geldt ]y(t)l =+ y(t). Als s(t) monotoon niet-

dalend is, vind je door te integreren

L t t
s(t) - s(0) = J s(t)dt = J v(t)dt = J vt ldr =
0 0 0
t
.2 .2 .2 .
= J X +y + 2 dt = afgelegde weg sedert t = 0 . ;

Al naar gelang het ons uitkomt zullen we met s(t) de "werkelijk afgelegde

weg' dan wel "de afstand langs de baankromme" bedoelen.

Voorbeeld 2.1. Algemene eenparige beweging

r(t) =P+ tvVv , P,V constant )
£(t) =V = constant
’é(t)l = ]Y| = constant %
: t %
. Jd
s(t) - s(0) = J |vldr = t]|y] .
0 o

r(t) =P+ tV+4t°a , P, V, aconstant
Br) =Y+ ta
1
(O] =AYV +2a v+ cla-a
t
s(t) - s(0) = J j(T)|dT = uit te rekenen
0

v(t) = |£()] .
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Opmerking: De baankromme is een parabool gelegen in een vlak met P als
‘.'4'

steunvector en V en a als richtingsvectoren.

Voorbeeld 2.3. Harmonische trilling langs een rechte

r(t) = P + sinwt A , | A = constant, w constant, w > 0
E(t) = wcoswtA

|__1'-(t)| = u|cos wt| |;_‘\|

s(t) - s(0) = sinwt |Al

v(t) = §(£) = wcoswt |A] . /

Voorbeeld 2.4, Eenparige cirkelbeweging

x(t) = Rcoswte + Rsinmtgy , R, w constant, R > 0, w > 0
t(t) = ~-wRsinwte + wRcoswte ! .

- TX Y ' T(t)
,f:(t)l = wR (t)

s(t) - s(0)} = wRt

v(t) = (1) = uR .

Opmerking: £(t) 1 r(t), dus i(t) raakvector aan de baankromme in r(t).
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Voorbeeld 2.5. Eenparig versnelde cirkelbeweging

2 . \
r(t) = Rcos lat e * R31n%utzgy . R, o constant, R > 0, a > 0
* _ . i 2 1 2
t(t) = -atRsin jat e, * atRcos jat e,
i(t)| = v(t) = atR
t
s(t) -~ s(0) = { aTRdr = %ath
0

Ook hier geldt dat steeds #(t) r r(t).

De eenheidsraakvector e, is een meetkundig begrip en heeft alleen te maken

T

net de vorm van de baankromme. Als in het punt r(t) van de baankromme geldt

I(t) = v(t) # 0, dan definiéren we

v(t)

- x(t)
2® = Y]

e 520 + 2200

Als s(t) monotoon is, dan geldt trivialerwijze ‘ _ i

v = lvles =

Opmerking: Als je een punt r(t) van de baan toevallig doorloopt met v(t) = O,
kun je proberen dat punt met een snelheid # 0 te doorlopen. Je kunt proberen
de hele baan te doorlopen met een snelheid, die constant in grootte is.

Soms echter heeft een baan punten waar dat niet lukt. In de volgende plaat—

jes is de oorsprong zo'n punt,
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y=v|x|
y = [x]
x X
Bepaling van r(t) uit r(0) en v(t)
Als de beginpositie x{(0) en de vectoriéle smelheid v{t) als functie van de

integratie berekend worden.

t t
r(t) - r(0) = { r(t)dr = J v(t)dr .
0 0

Het berekenen van de integraal gaat hier componentsgewijs, dus

x(t)gX + y(t)gy + z(t)gz - x(O)gX - y(O)gy - z(O)gz -

Aan het slot van deze paragraaf nog een algemeen resultaat: Veronderstel
dat op ieder tijdstip t geldt dat v(t) 1 r(t), dan blijft gedurende de

hele beweging de afstand |{r(t)| tot de oorsprong constant.

Bewijs: - ()| = é% (-(t) - g(t))% = (r(t) - g(t))_i(i(t)- r(t)) =0 .

1
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52.2. Versnelling

v(t")

De gemiddelde versnelling tussen de tijdstippen t en t' is de vector

by w(e") —v(t)
égem X T et -t

De versnelling ten tijde t is de vector

dv

a(t) = lim a___ = - = ¥(t) = £(t) =
AtsQ —Bem dt

H

b (e, + Y (De + ¥ (e, =

I

x(t)e, + (e, + Z(te, =

ax(t)gx + ay(t)gy + az(t)gz .

De grootte van de versmelling [al| = n/i'<2+§2+'z'2 .




Vervolg Voorbeeld 2.1.

B(r) =0 .

Vervolg Voorbeeld 2.2,

£(t) = a = constant .

Vervolg Voorbeeld 2.3.

() = —wzsin¢ut§ = —wz(g(t)-g) .

De versnelling is blijkbaar evenredig met de verplaatsingsvector vanuit

. . . . 2
het "evenwichtspunt" P. De evenredigheidsconstante is -w™.

Vervolg Voorbeeld 2.4.

x(e)

2 2_ .
- Rc:osmtgX - w Rsinwpte 6 =

b

A

—mz.g(t).

5] = 'R .

L

De versnelling is blijkbaar constant

in grootte en wijst steeds naar de

oorsprong. Ook geldt r(t) 1 E(t).

Vervolg Voorbeeld 2.5.

. . 2 2
r(t) = -oRsinzat e + aRcos jot g, *

. 2
_uztzR ¢cos %utz e, ” uztzR sin jot Ey =

-az'tzg(t) + % £(t) = -aztzg(t) + aRgT(t) .
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Omdat r(t) L £(t) geldt hier

HO AL,
t

aR ¥l + a2t2 . I
i

1o
1

t=

Soms is de versnelling als functie a(t) van de tijd pegeven. Als dan ook
nog de beginsnelheid v(0) gegeven is, dan kun je de snelheid v(t) op ieder
ogenblik vinden door te integreren

t
v(t) = v(0) + J a(tddr
0

(De integratie moet weer componentsgewijs met als in §2.1.) Als verder ook

nog r(0) gegeven is, dan kun je r(t) vinden door nogmaals te integreren. Cf.

§2.1,

Voorbeeld 2.6.

Gegeven

(0 =ae , ¥(0) =Be g(t)=Yt9y
t t

v(t) = v(0) + [ a(t)dr = Be + J YTgy=BgX+%Yt29y
Ot Ot

r(t) = r(0) + I v{t)dr =<xgz + J {ng + 1y ngy]dr =
0 0

3

1
+ + —v t .
“2, B tgx 6Y =




Voorbeeld 2.7.

Gegeven

£(d) = Iy o ¥(0) =y, ¥(t) = a = constant .
Dan

I(t) =v, + ta

r(t) =y + tyy + ic’a .

Dit is precies de beweging beschreven in Voorbeeld 2.2. Een bijzonder geval

hiervan 1s de klassieke kogelbaan. Dan

r- =0, v(0) =v. cosae + v sinace
- - 0 -x 0 -z

a=-ge , g>0.

-~z
z _ .
Yo r(t) = tv,cosae + tv,sinae,
ST 2
- itTge,
‘\a Oftewel x(t) = tvO cos o
X L\\\ z(t) = tvosina - %tzg .
t elimineren levert z = Xtana - %-—§—J£—~— xz. De horizontaal afgelegde
v2 sin 2a Vo cos @
weg L = —evr—— ,

Aan het slot van deze paragraaf nog een algemeen resultaat: Veronderstel
dat op ieder tijdstip de versnelling a(t) loodrecht op de snelheid v(t)

staat. Dan blijft gedurende de hele beweging de grootte |'g(t)] van de snel-

heid constant. Bewijs: —;E (vev) = 2(a- v) = 0.

+
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§2.3, Algemene cirkelbeweging

We beschouwen de beweging van een punt op een cirkel met straal R rond
de oorsprong in het xy-vlak.
Als we op ieder ogenblik t de

\%(t) hoek 9(t) tussen de voerstraal

% en de positieve x-~as geven, dan

ligt de beweging van het punt op

] de cirkel volkomen vast. (In
Voorbeeld 2.4 was 8(t) = wt, In Voorbeeld 2.5 was 5(t) = la tz.) De positie

in Cartesische coordinaten wordt gegeven door
x(t) = Rcos 9(t) , y(t) = Rsin9(t)

Voor de afgelegde weg s(t) hebben we
s(t) = Ra(t) .

En voor de scalaire snelheid

v(t) =98 2 r3p .

gs
dt

é(t) heet wel de momentane hoeksnelheid.

We voeren de vectoriéle hoeksnel-

heid w in volgens

w(t)
w(t) A

Blijkbaar geldt de relatie

7 \ E(t) - Li)(t) % I(t)

r(t) v(t)

1

é(t)gz

We differentiéren $ nogmaals:

alt) = 8(t)
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en voeren de vectoriele hoekversnelling g in volgens
alt) = %(t)gz .

Omdat de beweging zich in het xy-vlak afspeelt geldt

@ =0 .

Teneinde de vectoriéle versnelling ¥ te bepalen differentiéren we (2.1)

(nu (%) toepassen)

1=
If
1E-
X
I
+
1£
x
I M

]
1R
x
[1a]
+
1E
x
~
1€
X
[la]
N’

De zgn. tangentiéle versnelling gp =2 Xrs= ﬁgT = 5I{gT raakt aan de
: . 2
cirkel. De zgn. normale versnelling 3y =@ (wxrt) = —wzr =-YX r-
v2 I - - T - R2 -
= - T R staat loodrecht op de cirkel. Anders gezegd 2y wijst naar het
middelpunt.

In Voorbeeld 2,5 was o een constante vector. Ga zelf na dal alle resultaten
van deze paragraaf geldig blijven als de cirkel zich op een hoogte h boven

het xy—-vlak bevindt:

r{t) = Rcos®(t)e + RsinfH{tle + he
= =x -y =z
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52.4. Graden van vrijheid, poolcodrdinaten

Het aantal getallen dat nodig is om de positie van een deeltje vast te

leggen, noemt men het aantal graden van vrijheid. Zo heeft een punt dat

vrij in de ruimte kan bewegen 3 graden van vrijheid en een punt dat ge-—
dwongen wordt op een cirkel te bewegen 1 graad van vrijheid. Om de positie
t: beschrijven van een punt dat vrij in het platte vlak kan bewegen, zijn
2 getallen nodig, bijvoorbeeld de Cartesische cobrdinaten x en y. In het
platte vlak worden ook vaak poolcoordinaten gebruikt. Men geeft dan de af-
stand r van het deeltje tot de oorsprong en de hoek p die de voerstraal

maakt met de positieve x~-as. Zie figuur.

e In deze paragraaf
-9
y -r drukken we een aantal
e . .
r o kinematische grootheden
e
e ff ~R
i -y ’ \(p uit in poolcodrdinaten.
| -
e
-x

De positie als functie
van de tijd wordt be-

schreven door r(t) en

en p{t). Het 1s duide-
lijk dat

r(t) cos p(t)

1l

x(t)

r(t) sing(t) .

y(t)
We voeren twee vectoren e en E¢ met lengte 1 in

=cosge + sinrpgy

e = —sincpgx + cos vey -

Deze vectoren veranderen i.h.a. als de positie van het deeltje verandert.

Zie'figuul.
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Differentieren naar de tijd levert

HpD
il

Sa
o

1D
1]
-1

s
©

We drukken nu positie, snelheid en versmelling uit in poolcoordinaten.
De positievector r(t) = r(t) gr(t) differentiéren levert

v v(t)

I
I
P
+
L
1
p-‘-
®
+
H
[4+]
"

v

¥ 9-'\ M
%—% /
v e
€ = + .
\\\/ r&r v.oe V¢§®

-

We noemen v = T de radiele

- snelheid en v r¢ de trans-

versale snelheid.

Bij een willekeurige beweging
op een cirkel om de corsprong geldt steeds v, = 0. Bij een willekeurige be-~
weging op een rechte door de oorsprong geldt steeds vcp = 0. Verder differen—

tieren levert

¥ = {'f—r@z}gr + {2fq3+r&;}g(p =a e +a e

r—-r [V ]

v .2 . - .
We noemen a =T-TI§ de radiele versmelling en a(p = 2¢t¢ + rgde trans-—

versale versnelling. Bij een willekeurige cirkelbeweging om de oorsprong

geldt r(t) = R = constant en g(t) = 9(t). Dan komt er

F=-R3“e_+ Rbe .
- -r L

conform §2.3,
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Tenslotte merken we nog op dat de ontbinding van kinematische grootheden
in radiéle en transversale componenten uitsluitend van de positie in het

vlak afhangt en NIET van de richting van de baankromme die door het be-

schouwde punt gaat.

§2.5. Tangentiele en Normale Versnelling. Kromtestraal

SR S R

v(t)
a(t) =x(vd
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Als bij de beweging van een punt de versnelling steeds loodrecht op de
snelheid staat, dan blijft de grootte wvan de snelheid constant. Zie slot
§2.2. In een positie r(t) ontbinden we i(t) in een component ay langs v . n

(of gT) en een component a,. loodrecht daarop. Zie figuur. Je hebt dan het

T

gevoel dat a_ verantwoordelijk is veor veranderingen in de grootte van de

T

snelheid en dat 2y verantwoordelijk is voor richtingsveranderingen (baan-

kromming). We zullen dit precies maken.

s .o ld o _al1_ g
=" 21 ~ 2 dt =T° =T  dt 2
Verder schrijven we
N RPNt S
dt =T dt ds ds °
de
Er geldt o L ep
Definiéer de eenheidsvector ey door
. - dgT -1 dgT
=N ds ds
en stel
dgT ) ) l
ds | TP TR

p heet de kromming en R heet de kromtestraal. Beide variéren i.h.a. van punt

tot punt.
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De opsplitsing van i kan dan tenslotte geschreven worden als

A (2.2)

op ieder tijdstip.

Om te laten zien dat onze definitie van kromming een zinvolle generalisatie
is, zullen we nu eerst laten zien dat de kromming van een cirkel met straal

R, als we bovenstaande definitie toepassen, in ieder punt gelijk blijkt te
!

ziin aan ¢ :
ep = e(p = -sinq:gx + cospe
d
gT _e.T-_d_q}e
ds ds -r
=T
Ey#‘ 5 8
o en omdat ¢ = R geldt
-
t ) der 1
_ ds R <r °
..—/
We zien hier ook nog dat exn de

kant uit wijst waar de kromme

heen buigt.

We hebben gevonden

(o H
i
]
]
im
=
+
o 2
1o
=2
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ar heet de tangentiéle versnelling en ay heet de normale versnelling,

Bij een beweging langs een rechte 1ijn heb je
& = 0 dusp =0 of R = w en 3y = o .

Pas de resultaten van deze paragraaf toe op de algemene cirkelbeweging

van §2.3,

Voorbeeld 2,8, Berekening van een kromtestraal

r{t) =ace +B8the a en B constant .

De baankromme is een parabool van de vorm y =-J% xz. Van de uitdrukking
‘ o

(2.2) zijn alle grootheden gemakkelijk te berekenen, behalve R.

I(t) =ae + 28te
— —x -
r(t) = 28e
= =y

5 Al
£(0)]? = a? + 4p? ¢? v = bl eig?e?

=1

|2(6)|? = 4p? e [CRR T R L T Ly

Voor de kromtestraal op t = 0 vinden we dan

' 4
r2(0) = <.
48

R(0) 1
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HOOFDSTUK 3. Dynamica van &én deeltje

In 82,2 hebben we gezien dat de positie en de snelheid van een deeltje

in principe berekend kan worden als pegeven is

a) de beginpositie I3
b) de beginsnelheid LA

c) de versnelling a(t) als functie van de tijd.
De berekening bestond uit twee opeenvolgende integraties van a(t).
Bij de meeste problemen echter is de versnelling niet voorgeschreven als

functie van de tijd (alleen), maar hangt ook nog af van de positie en/of

de snelheid van het deeltje. Dan geldt dus

, T .

Ige

Elr) = a(r,

Dit is een differentiaalvergelijking voor r(t). Als a alleen van t afhangt,
kan de differentiaalvergelijking opgelost worden door a twee maal te int«-
greren naar t, zie §2.2, Echter als a (ook) van r en/of t afhangt, gaat dit

oplossen veel moeilijker.

§3.1. De bewegingsvergelijking

De precieze functionele vorm van de voorgeschreven versnelling a(r, i, t)
wordt door experimentele fysici en ingenieurs vastgesteld. In de opgaven

wordt a(r, i, t) vaak gegeven. Verder wordt a altijd geschreven in de vorm

F(r,,t)
alr,i,t) = ——/.

Hierin heet F(r , I, t) de uitgeoefende kracht en m heet de massa van het
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deeltje. m is een constante die hoort bij het beschouwde deeltje. Fun-
damentele beschouwingen over massa en kracht zullen gegeven worden in

Hoofdstuk 5. De positie als functie van de tijd voldeoet dus aan de dif=«

ferentiaalvergelijking(en)
m¥ = F(r,t,t) . (3.1)

We noemen deze de bewegingsvergelijking(en). De bewegingsvergeliijking

speelt in onze verdere beschouwingen een centrale rol. Al onze kunstjes
met impuls, impulsmoment, arbeid, energie etc. zijn slechts methoden om

wat te kunnen zeggen over de oplossingen van de bewegingsvergelijkingen.

Het superpositieprincipe zegt: Als op een (bewegend) massapunt meerdere

krachten werken, dan mogen deze krachten vervangen worden door &&n kracht

die de vectorsom 1s van de werkende krachten.

In het algemeen staan in (3.1) drie gekoppelde differentiaalvergelijkingen.

We hespreken nu een drietal ontbindingen.

~ De bewegingsvergelijkingen in de 3-dimensionale ruimte uitgeschreven in

Cartesische cobrdinaten
F=F e +F e +F e =mxe +mye +mze .
- X <x y =y z-z - -X =y -z
Dus

mx = Fx(x,y,z,k,y,z,t)

mS; = Fy(x’ygz:isY’é’t)

mz = FZ(X:Y:Z’i:YsZ:t) .

Soms is de krachtfunctie F zodanig, dat de vergelijkingen gedeeltelijk

ontkoppeld zijn,
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= De bewegingsvergelijkingen in het platte vlak uitgeschreven in pool-
codrdinaten,

F=F e +F

" W2 e . !
= - + 2 .
r&r ¢g¢ m(r-rg¢ )gr m(r ¢ + ¢8)2¢

Dus
2

mY - mrq" = Fr(r,(P,T.-',é,t)

mr;ﬁ +2mtg = F(p(r,qa,l'.’,q':,t) .

- De bewegingsvergelijking ontbonden bij beweging langs een voorgeschreven

kromme

w(I - epdep + mI-elle. .
Dus

dv v .
mar = m§ = FT(s,s,t)

2 5 (3.2)

v _ é _ bt
mi(-s—y =m ﬂ_s—)_ = FN(S,S,t) .

In dit stelsel is s altijd een
onbekende functie. Soms is FT gegeven en moet FN bepaald worden. Soms is

een verband tussen FTen FN gegeven,

Nog twee bijzondere gevallen: Voor de beweging langs een rechte lijn (neem

voor het gemak de x-as) is de bewegingsvergelijking

Voor de beweging langs een cirkel met straal R volgt met gebruik van pool-

cotrdinaten

l'l'lR(:\(; = F ((P!(b,t) ’
, (3.3)
"qu.J = Fr((p,(ﬁ,t) .
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Omdat dit twee vergelijkingen zijn en p(t) de onbekende functie is, kun-
nen Fm en Fr niet onafhankelijk van elkaar worden voorgeschreven. Als
bijv. F@ gegéven is, dan ligt F_ vast.

OEmerking: Het stelsel (3.3) volgt ook uit (3.2) door s = R¢ te nemen.

We bespreken nu een aantal krachten (of krachtvelden), de daarbij beho-

rende differentiaalvergelijkingen en de oplossingsmethoden,

§3.2. De constante kracht

F=F e + Fye + F eZ = constant

= X =% =y z -
mx = F
X
ny = F
y
mz =F ,
z

De vergelijkingen zijn ontkoppeld. De algemene oplossingen zijn

1 2
x(t) = A1 + Blt + g Fx t
y(t) = A, + B, + —L-F t2
2 2 2m "y
z(t) = A, + B, t + —L-F t2
3 3 Zm z

Ai en Bi zijn willekeurig te kiezen constanten, Deze worden vastgelegd

door begincondities en beginsnelheden aan te gevea. Zij

r(0)

Il
H

Iy = (Xga¥gsZg)

£(0)

il
<
|

Yo = Wox*Voy* Voo
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Dan volgt

In vectornotatie is dan de oplossing

_ t
x(t) = pt bty t5 F -

Vergelijk dit met Voorbeeld 2.2 en 2.7 van Hoofdstuk 2,

- 83.3. De lineaire veer (= de eendimensionale harmonische oscillator)

—kx Een massapunt kan langs de x-as

/
/ .
7 bewegen en zit vast aan een veer,
m
7 die eveneens langs de x-as ligt.
7 0 ‘ 0 RO is de ongespannen veerlengte.
b4 =

% is de gespannen veerlengte.
x=8 - 20 is de uitrekking. k is de veerstijfheid, k > 0. We kiezen eerst
de oorsprong, x = 0, in de ruststand, De uitgeocefende kracht hangt alleen

van de plaats x af. Dus mk = F(x). F(x) = -kx dus
m¥% = -kx .,

De algemene oplossing van deze differentiaalvergelijking is
x(t) =Acos/§t + Bsin/%t

met A en B willekeurige constanten,

s, o
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Als de begincondities gegeven zijn: x(0) = Xy %(0) = Vg dan volgt

*%(0)

[

En

x(t)

XCOSV’Et‘FV /ﬁsin\/}{—t.
0 m 0 k m .
Vergelijk dit met Voorbeeld 2,3.

Als we de oorsprong niet in de evenwichtsstand maar bij het bevestigings-

unt van de veer kiezen, komt er
o -k(x L4 ), P er, kom

7 m% = -kx + k 2

7 0 0o O/\Ofb/“j

0"

Een oplossing is x = &, (= constant!),

0

J

NN
|
g

De algemene coplossing is

x(t) = ?.0 +Acos/§t + Bsin/—gt

met willekeurige constanten A en B, die weer vastgelegd kunnen worden door

begincondities te kiezen,

§3.4., Coulombse of droge wrijving

Dit is een voorbeeld van een kracht die van de snelheid afhangt. Veronder-
stel dat een massapunt langs de x—as beweegt., De x—as oefent een normaal-

N kracht uit, die loodrecht op de

bewegingsrichting staat. Er kan

W - { > Vv
P s dan een wrijvingskracht W zijn, die

—_— X

de snelheid '"tegenwerkt". |H| wordt

evenredig met |N| verondersteld, de evenredigheidsceonstante heet f, de
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wrijvingscoéfficiént en hangt af van de ruwheid van het oppervlak. Dan

geldt de bewegingsvergelijking
mx = ~f |§] sgnx .

De "functie” sgn heeft de volgende grafiek

q
q=sgnp
+1
P
. -1
-f|N] als x>0
Dus de kracht W = £IN]  als % <0
< fIN] als x =0,
Bij beweging langs een kromme geldt eveneens
met
v
T.;J——flljlsgnvg.rk V—E'ET.

Voorbeeld 3.1, H

Op een horizontale starre draad zit een kraal met massa m. Op de kraal
werken: de (verticale) zwaartekracht —mggy, g > 0, een wrijvingskracht

W en een constante horizontale kracht F = ng.

(i) Hoe groot mag F zijn opdat de kraal in rust blijft? IFI < ’{Mg
(ii) Als de kraal op t = 0 in rust is, wat is dan de versnelling als F
. . o i (F— o
groter is dan de onder (i) gevonden waarde? X = g
(iii) Als de kraal op t = 0 een snelheid v, < O heeft en F > 0, wat is

0

dan dc¢ versnelling en hoe lang blijft dat zo?
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Oglossing

De bewegingsvergelijkingen zijn

i

m% =F + W .
my =N - mg .
Omdat in de y richting geen beweging mogelijk is, geldt ¥ = 1} en dus

N=mg,
,(i) Als X =0, dan F = —ﬁ
|F| = iw| < £[§] = fmg .
£ fmg, dan blijft de kraal in rust.
(ii) Als F > fmg, dan treedt beweging naar rechts op, dus

m¥=F+W=F-fng

1
E(F-—fmg) .

me
1l

(iii) Als % < 0, dan
mX=F+W=F+img

(L) = v

F
o VG ER

V4

t=tr=75‘__ dan x%(t) =
ntte

Als 0 £ F £ fmg, dan verder rust.

Als F> fmg, dan is voor t > tr de versnelling gelijk aan % -fg.

Voorbeeld 3-_2/. Lorents kracil mI : eBxrl . Schryt L= wxr,
et i:‘:"e—B,d& LM&W-&&W{\J Me&ng 8,_,_;_,

M, - gom () r@s o+ tw, €5 , (i) rt)= Resute, +Qf—mwz‘e

De ¢tio bl o ote :?4‘;«-4.,,2 W#M
v,/ = Jw/ R wle (J/o, §2):0

r(t) - 0 +atg; + Rw(%@ﬂy)g, + R S;-L.(Eé“.,) e,
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83.5. Visceuze of natte wrijving

In dit geval werkt de wrijving ook tegengesteld aan de snmelheid, maar

is evenredig met de grootte van de snelheid. In formule

W=~y , k>0,

Bij vallende regendruppels of bewegende knikkers in stroop, schrijft men
vaak « = Kn., Hierin is n de viscositeit van de vloeistof. K hangt af van
de geometrie van het bewegende object. Als dit laatste een bol is, dan

geldt volgens Stokes K = 6m R, R de straal van de bol.

Voorbeeld 3.2,

Een deeltje met massa m kan langs de x—as bewegen., Op het deeltje werken
visceuze wrijving en een constante uitwendige kracht F, De bewegingsver-
gelijking is

mX =-xX +F .,
x zelf komt niet voor. Stel X = v en pas scheiding van veranderlijken toe.
De vergelijking

my =-kv +F
heeft als algemene oplossing

K
~-=t
v(t) = Ce meoy % , C willekeurige constante ,

x(t) vinden we door v(t) te integreren

x(t) = Ae + B + =t s A en B willekeuyrige constanten .

Neem x(0) = 0 en %(0) = Vs dan
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De limietsnelheid 1is altijd-g.

<
o
1
el

Tenslotte
-—1
m ,F m
x(t)—;(;—vo)(e —1)+—t.

Opmerking: Eperimenteel moet worden vastgesteld of de "wrijvingsmodellen™
van §3.4 en §3.5 correct zijn. Er worden ook wel andere wrijvingsfuncties

dan —f|1j|sgn}'c en -k X gebruikt.

§3.6, De centrale kracht

Een centrale kracht in het platte vlak of in de ruimte is een kracht die
steeds naar de oorsprong toe of van de ocorsprong af is gericht. De alge-

mene gedaante is
F=F(xr,T,t)e met e = ! .
- r - * -1 =r Il —

Hierin is Fr een willekeurige scalaire functie van de aangegeven variabelen.

le Bijzondere Geval

De Newtonse centrale kracht F(r) = - —

Als ¢ > 0, dan aantrekking en als ¢ < 0, dan afstoting.
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2e Bijzondere Geval

De Harmonische oscillator F(x) = “kr = -k |£le .

Als k > 0, dan aantrekking en als k < 0, dan afstoting.

In het platte vlak luiden de algemene bewegingsvergelijkingen in pool-

w o,
coordinaten

v .2 s e
mr -mr¢ =F (r,p,t,qp,t)

r
mrop + 2mtd =0 ,

In de twee bovengenoemde bijzondere gevallen vinden we een speciale op-
lossing (zeker niet de meest algemene beweging!) door r(t) = R = constant
te nemen, De onderste vergelijking wordt bevredigd door ook ¢ = constant
te nemen, De waarde van deze constante wordt door de bovenste vergelijking
bepaald:

le geval: "mRiaz

2e geval: ~mR (})2

1l
|
=
)

Alleen als ¢ > 0 c.q. k > 0 zijn er oplossingen mogelijk

le geval: ¢ =+

Jo

'

E=1
[}
1+

= E 5

2e geval:

In beide gevallen wordt dan de cirkel eenparig doorlopen. Heuristisch

gesproken: de centripetale kracht wordt geleverd door F.
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Voor de harmonische oscillator geldt de bewegingsvergelijking

i

Ga na dat de algemene oplossing in Cartesische codrdinaten gegeven wordt
door

r(t) = cos/—i{; tA + sin/% tB

met A en B willekeurig te kiezen constante vectoren. Ga na dat de baankromme

zich in 8én vlak bevindt en de vorm heeft van een ellips,

§3.7. Krachten die optreden bij meetkundige restricties (Reactiekrachten,

gedwongen beweging, vrijmaken)

Stel dat een massapunt m vast zit aan een touw of staaf. Of stel dat m ge-—
dwongen wordt langs een voorgeschreven kromme of in een voorgeschreven
(opper)vlak te bewegen. Om de bewegingsvergelijkingen te kunnen opstellen
moeten we het massapunt m dan vrijmaken van zijn verbindingen: d.w.z. in
gedaghten maken we m los en brengen de invloed die m ondervindt van zijn
omgeving in rekening door (eventueel onbekende) krachten in te voeren., Een

fundamenteel principe in de mechanica (Actie = —Reactie) zegt dan dat de

omgeving dan even grote maar tegengestelde krachten ondervindt van m,

Voorbeeld 3.3, Slinger: Vrijmaken van een massapunt aan een koord.

54/ ’//5/' ddds “

mg
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Voorbeeld 3.4. Vrijmaken van een massapunt op een hellend vlak.

Het aantal onbekende componenten van de reactiekracht is gelijk aan het
aantal graden van vrijheid dat de gedwongen beweging minder heeft dan de

vrije beweging.

Wat betreft de bij gedwongen beweging optredende krachten zullen wij in dit

college steeds de volgende aannamen maken:

= De kracht die een massapunt ondervindt van een slap massaloos koord is

gericht langs het koord, met dien verstande dat alleen een trekkracht
kan optreden. In ons model is de kracht overal in een koord hetzelfde.

Ook als het koord over een (massaloze) katrol of "gladde pen" peslagen is.

- De kracht die een massapunt ondervindt van een massaloze staaf is gericht

langs de staafas.

— De kracht die een massapunt ondervindt van een ondoordringbaar vlak be-

staat vit een normaalkracht loodrecht op het vlak en een wrijvingskracht

die aan het ondoordringbare vlak raakt.

Zo'n ondoordringbaar vlak is een eenzijdige restrictie (kan alleen duwen
g2 Jaig

en niet trekken). Zodra de normaalkracht nul is, kan het massapunt vrij-
komen van het vlak en neemt het aantal graden van vrijheid met 1 toe. De

onbekende reactiekracht verdwijnt dan.
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Soms levert een ondoordringbaar oppervlak zonder wrijving dezelfde

restricties op als een massaloos koord:

Ay L

- ////
Een gladde buis kan eenzelfde restrictie opleveren als een massaloze

staaf of een starre draad:

Sl - A buis
: kraal

Vanwege de restricties weet je al iets van de beweging. Het aantal onbe-

kenden blijft echter hetzelfde, omdat een onbekende normaalkracht optreedt,

Voorbeeld 3.5, Hellend vlak met wrijving,

De bewegingsvergelijkingen zijn

mx = -mgsina + W
my = N - mgcos o
W=-fNsgnv.

Het hellend vlak is een eenzijdige restrictie. Zolang m langs het hellend

vlak beweegt, geldt y = 0. Dus N = mg cosa > 0. Dat kan dus. Er blijft over



- 41 -

de bewegingsvergelijking

Als % =

Voorbeeld 3.6. Berekening van de kracht in het koord van een vlakke slinger.

mX = -mgsina - fmgcos asgn X

=
P
[

~mg({sina + f cosa)

~mg(sina - f cosa)

=
»
]

als x> 0

als Xx <0 ,

0, rust, dan |mgsina| = |fmgcoso:|, dus tano < f,

De onbekende functies zijn o(t)
en S(t). Samen 2 = aantal graden
van vrijheid van een punt in het
platte vlak. |

We voeren poolcodordinaten in

mn(* - rd;z) = Fr(r,tp)

m(ri6+ 2t ¢) = Fr(r,m)

In ons geval r(t) = R = constant, De bewegingsvergelijkingen worden

mRy = ~mgsino

-mR¢{” = mgcoso ~ S

De vergelijkingen zijn ontkoppeld. Als we ¢(t) uit de eerste vergeliiking

oplossen kunnen we door ¢(t) in de tweede vergelijking in te vullen, de

spankracht S(t) berekenen. We zien dat i.h.a. S > mgcos 0. (Anders zou er

geen kracht overblijven voor de normale versnelling!!)

e e SRR R T

B

R
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Helaas is de eerste vergelijking niet exact op te lossen, wel de peline-
ariseerde versie wvoor kleine uitwijkingen

5~ -

o .

. Al

Dit is de harmonische oscillator
p(t) =.A cos /gt + Bsin/—gt .

We kunnen dus S{t) niet exact uitrekenen. Echter met een truc kunnen we wel
de spankracht S(9) als functie van ¢ uitrekenen. Dat gaat als volgt:

Vermenigvuldig de eerste bewegingsvergelijking met ¢.

é&3=-¢%sinm ;f—t{%éz-%cosm}=0.
Neem aan ¢(0) = 0 en $(0) = 0y dan
%ﬁz(t) - £ cos p(t) = constant = %wz - £
R 0 R
éz(t) = w(2) + —21-{5 (cosgp-1) = wg - % sin2 lg .

En dan

S(p) = mgcosg + mRtI)Z = mg(3cosgp-2) + meS' .

Bij het omkeerpunt geldt ¢ = 0 en dus S(g) = mgcos ¢. Als w(z)

wordt kan ¢ > %worden, ga na, en dus kan S(p) negatief worden.

= &RE gekozen

Als een massapunt aan een staaf is oppgehangen, blijft het keurig een slinger-
beweging uitvoeren. Als het massapunt echter aan een koord is opgehangen,

zal het voorbij de hoek ¢, van S(cpl) = 0 een vrije paraboolbaan gaan be-

schrijven. Ga na dat cos 9, = --% .
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Voorbeeld 3.7. Algemene gedwongen beweging van een deeltje m langs een

Veakke kromme ('Kraal op een, starre draad").

wlotike

a=0 Kromim e xyvu424£

Veronderstel dat op m de uitwendige kracht F(s , § , t) werkt, We hebben 2

onbekenden s(t} en N(t}. De bewegingsvergelijking is

mf=F+N+U.

+ F._e

We schrijven N = Ne T &7 N &N

ey» W=We,, F=F

In ieder punt van de kromme ontbinden we de bewegingsvergelijking als volgt

Legp = Fp + W

FN+N.

=
~
o

i

|

2}

o]
I

Dit wordt
ms = FT(s,é , t) = £N(t) sgns
2

gé = Fe(s, 8,0 + N(©) .

Dit zijn gekoppelde vergelijkingen, Als f = 0, zijn ze ontkoppeld. Je

kunt dan (in principe) N(t) vinden door eerst uit de eerste vergelijking
g(t) op te lossen en dan de geﬁonden s(t) in de tweede vergelijking in te
vullen. Het hellend vlak met wrijving is hiervan een bijzonder geval. De

vector e is daar omhoog wijzend gekozen, s = x en R = «,

N
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Als het geen kraal betreft, maar een blokje dat "los" op de draad ligt,

dén kan het loskomen als N = 0 wordt,

Voorbeeld 3,8, Loskomen,

Op de top van een gladde cirkelvormige ijsberg bevindt zich een massa m
met een zeer kleine snelheid €. Op welk punt van de berg zal de naar be-

neden glijdende massa vrijkomen van de "helling"?

\ f=0, s =Rg
e .
-T 9 FT—mgsqu
R FN=mgcosq1
I/
IE"NEN
[ mR9 = mgsing
%R26)2=mgcosm+N
1
p(0) =0
#{0) = e =0 ,

De eerste bewegingsvergelijking met ¢ vermenigvuldigen levert

) =2ﬁg—(l-coscp) .

Dit in de tweede bewegingsvergelijking invullen, levert N
Aanvankelijk is N < O zodat m op de berg blijft liggen. Echter als cos ¢ =

wordt, dan komt m vrij.

wg(2 -3 cos ¢).

Wi~

t
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Een axiale kracht is een kracht, die in elk punt van de ruimte naar een

vaste rechte (de z-as bijv.) ge-

richt 1s, Als we de z-as als richt-

as nemen is de algemene gedaante

Hierin zijn Fr en FZ willekeurige scalaire functies. Het electron in een H

molecuul ondervindt een axiale kracht.

Voorbeeld 3.9. De kegelslinger.

LY

<+

[
-

~

i
]
~ i
l

Een slingér met lengte £

heeft zijn ophangpunt op

een hoogfe % loodrecht bo-

ven de oorsprong van het
horizontale xy-vlak, We stel-
len de bewegingsvergelijkingen
op en geven twee speciale op—
lossingen daarvan. Van de Car-
tesische coordinaten x, y, z
handhaven we de z-codrdinaat
en vervangen X en y door pool-
coordinaten. Je krijgt dan

zgn. cylindercodrdinaten.




- 46 —

De algemene bewegingsvergelijkingen als er een axiale kracht werkt, zijn

"in cylindercoordinaten

o .2 N ~
mr -mrpg =F N
r "
mry + 2mip =0 P
o
hY
m.Z‘ = F - \\‘

z
) ‘Q—z;

Joor de kegelslinger wordt dit

" .2 T
mr — mrg =-IS

d 2. _
-a-E(mr p) =0

i mZ = -mg + S - % S .

De onbekenden hierin zijn r(t), e(t), =z(t), S(t). Er geldt de relatie

(E-—z)2 + r2 = 22 .

We proberen een oplossing te vinden met z(t) = h = constant en r(t) = R =

= constant. Dan volgt uit de 3e bewegingsvergelijking S = ;{;i = cjlu *

Uit de tweede vergelijking vinden we dan ¢ = w = constant. Uit de eerste

vergelijking rolt dan w = ¢ = % y—E&_ |

Dus, hoe groter h is, hoe harder de kegelslinger moet ronddraaien om in

zijn horizontale baan te blijven. We vinden ook nog Fr = —%LS = -mg tana,

Een andere speciale oplossing vinden we door ¢ = constant te nemen. Je

krijgt dan de "gewone" vlakke slinger. -
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53,9, Krachten, die meerdere deeltjes die via koorden en staven aan el-

kaar verbonden zijn op elkaar uitoefenen

We bekijken alleen een tweetal voorbeelden.

Voorbeeld 3.10.

In nevenstaande contraptie be-
rekenen we de optredende versnel-
lingen en de kracht in het koord.
Er is geen wrijving. De onbeken-
den zijn s(t), z(t) en S(t). Er

geldt s + z = constant. De bewe-

gingsvergelijkingen die we met

vrijmaken vinden zijn

ms = -mgsina + §

Mz

-Mg + 5 .

De oplossing is

. msing -M
z'--——-——-—--—-_—-
M+m

g = -2

mMg .
= Mo (l +sina) ,

|72 ]
|
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Voorbeeld 3.11. Katrcllensommetje.

4 ////#!

3mM

De kracht in het koord 5 = Zm i g.

Vrijmaken levert

g
B
"

~-mg + S

Mz

It

-Mg + 2§ .

Er geldt

+ 2 = .
z] 22 constant

i
o

Z| + 222 .

De versnellingen zijn

“ 2m-M

2y = "2 3w 8
- =2m—M
2 Im+M & ¢
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HOOFDSTUK 4. Relatieve beweging

§4,1, Afleiding van de transformatieformules

We keren terug tot de kinematica, Als de kinematische grootheden van een
bewegend massapunt bekend zijn t.o.v., een codrdinatenstelsel Oxyz, willen
w2 berekenen wat deze kinematische grootheden zijn t.o.v. een ander codr-
dinatenstelsel O'x'y'z', dat t.o.v, Oxyz een willekeurige beweging uitvoert.
W2 kunnen op ieder tijdstip een vector van 0'x'y'z' naar (xyz "overbrengen"
door zijn kop en zijn staart als punten van Oxyz op te vatten. Echter een
aldus overgebrachte snelheidsvector zal dan niet altijd de snelheid vaﬁ'het
beschouwde massapunt in het 0'x'y'z'-stelsel voorstellen. Er moet nog wat
bij! We zullen het vertalen van de kinematische grootheden positie, snel-

heid en versnelling in drie speciale gevallen bestuderen.

Geval I, O'x'y'z' in rust t.o.v. Oxyz

Voor de positie van het punt

A geldt op ieder tijdstip
r=R+r'. (4.1)

Hierin is R de positievector
van 0' in Oxyz. De vector x'

is "overgebracht" naar Oxyz

zodat r' bij R opgeteld kan

worden. Zij nu v de snelheid

van A in Oxyz en v' de snel-

heid van A in 0'x'y'z',
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Er geldt
= » - + "
v < ke +7ye te, (4.2)
y! = }‘c'gx, + g,'gy. +zle , . (4.3) “

Differentieer nu (4.1)

o
o]

" dR
= %1
at v K'e

.t 51 ' 't .
Fyle v 2le )r (xTe .ty gy.+2'gz,)-

.
rt

X v X

(4.9

Hierin zijn de le en de 3e term nul, =zodat

I

=v'-

Op dezelfde manier vinden we dat de versnellingspijlen in beide stelsels

hetzelfde zijn
a=a',

De componenten van a en v zijn i.h.a. in beide stelsels verschillend omdat

de bases scheef t.o.v. elkaar staan.

Geval 1I, ('x'y'z' transleert t.o.v. Oxyz

Verschuif op ieder tijdstip t de hasisvectoren e s Ey

evenwijdig aan zichzelf naar de oorsprong O van Oxyz. Als blijkt dat de

1> €,4 Van 0'x'y'z!

aldus overgebrachte vectoren als functie van de tijd constant blijven,

dan zeggen we dat het stelsel ('x'y'z' een translatie uitvoert t.o.v. Oxyz.

e
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We beschouwen nu de trahslatie, die in de figuur geschetst is. We nemen
y y! aan dat op t = 0 (

en 0' samenvallen, dus
R(O) =0 .

Bij eenparige transla-

tie geldt

R(t) = tV = tVe,

o' met V constant, Voor de

-x positievectoren geldt

weer het verband

r=R+ ',

De snelheid van A kan weer geschreven worden als (4.2) e.q. (4.3). Als w:
r differenti€ren., kregen we weer (4.4). In het onderhavige geval blijft

daar van over
v=R+y' . (4.5)

De term E heet wel de sleepsnelheid, Het is de snelheid, die A t.o.v. Oxyz

heeft als A t.o.v. 0'x'y'2' in rust verkeert.

De term y' heet wel de relatieve snelheid en v heet wel de absolute snel-

heid. Vooralsnog is er echter aan (xyz niets absoluuts.

Als 0'x'y'z' eenparig transleert, krijgt (4.5) de gedaante
ye=y+v . (4.6)
Nogmaals differentiBren levert met een analoge beschouwing

+al. | (4.7)

15

-a-.ﬁ
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Hierin heet a de absolute versnelling, a' de relatieve versnelling en R

de sleepversnelling. E is de versnelling die A heeft t,o.v. Oxyz als A t.o.v.

O'x'y'z" i Yust verkeert,

Als O'x'y'z' eenparig transleert, krijgt (4.7) de gedaante

a=a'. (4.8)

0 en 0' vallen samen. De z-as en de z'-as vallen samen. De rotatie van

O0'x'y'z' t.o,v. Oxyz wordt beschreven door de hoeksnelheidsvector

we .

12
]
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Er geldt dan t.o.v. Oxyz

€ , =wxe é , = uw x & =@ X =0 . 4

Sxt TRXEp s G TwXen, & =exe, =0 (4.9)
Hier is R = 0. Dus

r=rx'.

Verder geldt, gezien vanuit Oxyz de relatie (4.4). Hier is B'= 0. De derde

term herschrijven we met (4.9). Er komt

v=v' +wxr1, (4.10) E
Hierin is w x 1' de sleepsnelheid. , ;
Differentiéren van (4.10) levert
a=(xX'e , +y e,+':i'gz,)+(i'é,+§'éy,+£'éz,)+
+ow X {(i'_x, + §'gy, + é'gz,) + (x"é , + y'éy, + z‘éz,)} . :
Met (4.9) volgt ﬁ
a=a"+ 2(uxy") +wx (wxr') . , (4.11)

De term w x (wxr') is de sleepversnelling. De term 2(w x v') is een rest-

term en heet de Coriolisversnelling.

Ga na dat de formules (4.9), (4.10) en (4.11) geldig blijven als je de

stelsels Oxyz en 0'x'y'z' van rol laat verwisselen.
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Als de drie behandelde gevallen in combinatie optreden, dus als het
0'x'y'z' een willekeurige tramslatie en een rotatie met constante hoek-

snelheid t.o.v. Oxyz uitvoert, hebben we de formules

r(t) = R(t) + r'(v) ‘ _ (4.12)
v(t) = R(t) + v' () +w x x'(t) (4.13).
= R(t) +2'(8) +w x (xr'(0) + 2u x v' () , (4.14)

a(t)

Voorbeeld 4.1, Correcties op de vrije val als gevolg van de rotatie van

We voeren 3 coBrdiﬁatenstelsels in. Oxyz is het stelsel van de buitenaardse
waarnemer die ziet dat vrij vallende vooxrwerpen een versnelling gericht
naar het middelpunt van de aarde ondervinden. 0'x'y'z' is een codrdinaten—
stelsel, dat aan de aardbol vastzit, {0 en (' vallen samen in het middel-
punt van de aarde. De z-as en de z'-as vallen samen langs de draaiingsas
van de aarde. Zie de figuur bij Geval III, Tenslotte is 0"x"y"z" een geo-
graphisch coordinatenstelsel. (" ligt in Eindhoven, het x"y"-vlak raakt aan

het aardoppervlak, de x''-as wijst naar het Oosten, de y"-as wijst naar het

Noorden, de negatieve z''-as gaat door het middelpunt van de aarde.

40 106
Enkele getallen: de aardstraal R = —— m,
= 2m ~ . -5 -1 - -1
W= Sra3g00 <~ /»3 0 10 Tsec ', @R~ 470msec
sz A 3. 10-2msec—.2. (4.15)

Stel dat een vrij vallend voorwerp in Oxyz een versnelling g heeft. In

0'x'y'z" is de versnelling dan g' = g - 2(wx¥') ~w x (wxzr'").
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In het geographische codrdinatensysteem 0"x''y"z" is de versnelling van

dat vrij vallende voorwerp dan

L1

g =g~ 2xy") e x (wxr" -wx WxR) . (4.16)

"

A = Noorderbreedte.

Hierin is R de positievector van 0" in 0'x'y'z'. Deze vector is overgezet

naar 0"x"y De positievector r'"(t) van een vrij vallend voorwerp voldoet

" |l.
dus aan de differentiaalvergelijking

gy

B = (") - 2xEM - w x (@xr™) - wx @xB) . (4.17)
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We beperken ons tot een gebied met een diameter van zo'n 25 km rondom 0",
Dan mogen we g wel als constant beschouwen. Verder verwaarlozen we de 3e
cerm in het rechterlid van (4.17) t.o.v. de 4e term, want || is veel

cleiner dan |R|, de aardstraal. Er blijft over

'f.'"=g"2(9x_‘32")"£x(“-"xr-{) . (4.18)

Deze vergelijking (of liever: dit stelsel vergelijkingen) kan met 2e jaars

wiskunde worden opgelost.

We schrijven het stelsel (4.18) uit, laten de dubbele accenten weg en

gebruiken g = -y e,

e
|
=3

coshe + gysinie .
.-Y -

Er komt

- 2w(2Z cos X\ -}'rsin?'\)’

e
B

¥ = - 20 ksin - w? Rcos A sind (4.19)
" . - 2 2 .
= -y "'__29-‘3‘ cos N + w Recos™ A .

chS )i << 94 3to ‘“/Sec

We laten nu een massapunt van hoogte h vallen

i

x(0)

[
o

v (0) z(0) =h

x(0)

It
N3
~
a=]
—
Ik
]

y(0) = 2

Gezien (4.15) en y = 10 is het verwaarlozen van de doorgestreepte termen
. . . . . . 4
in (4.19) zeker verantwoord zolang % en ¥ kleiner zijn dan 10" m/sec, De

oplossing is nu

z(t) =h - by £
y(t) = -I-ﬁmchos A sin ) t2
x(t) = ?13- t3mycos)\ .
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We berekenen de coordinaten waar het punt de grond raakt. Dan moet

2 _ 2

z(t) = 0 dus t~ = . Het inslagpunt heeft dan coordinaten

2
X =-% Y2'h ELB-COSA
Y
9 (4.20)
w h . ’
y = - v cos Asin ) .

Dit zijn resp. de oostelijke en zuidelijke afwijkingen van het inslapgpunt

die bij vrije wval optreden.

Opgave: Bereken deze afwijkingen als h = 102m, h = 104m. Neem A = 530,

vy = 10,

§4.2, Stilzetten. Schijnkrachten

In het Oxyz—stelsel beschouwen we de bewegingsvergelijking
n¥ =F (4.21)

zoals ingevoerd in £3.1,
Met behulp van (4.14) schrijven we dit in 0'x'y'z'

m¥' = F ~ iR+ w x (wxr') + 2wxv")} . (4.22)

De tweede term in het rechterlid noemen we de schijnkracht Es. Dus

We kunnen dus ook in O'x'y'z' met een bewegingsvergelijking werken als we
de oorspronkelijke kracht F maar corrigeren door er de schijnkracht Es

bij op te tellen,
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Men schrijft wel

-mR+F_+F__ . (4.24)

F
“~B -COY

f

Hierin is F, = -mw x (wxr') de zgn. centrifupaalkracht en Ecor =

= «2mw %X v' is de corioliskracht.

De centrifupaalkracht staat loodrecht op de draaiingsas, is van de draai-
ingsas af gericht en is in grootte gelijk aan uunz maal de loodrechte af-
stand van m tot de draaiingsas, De corioliskracht staat loodrecht op het

vlak gaande door de draaiingsas en de relatieve snelheid.

Het overgaan op het O'x'y'z'-stelsel wordt ook wel de methode van stil-

zetten genoemd.

Voorbeeld 4,2, Lift,

F = -mR, R=2ze
-5 - - -z

Het mannetje op de bodem

van de lift maken we vrij.

N=mZ +mg .
x! R(t)

Als Z < -mg, dan loslating.
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Voorbeeld 4.3. Draaimolen.

¥y x! Y ‘ Ecentr
y! ¢ A -

F
-cor

Neem

= —2muw x v' .,
-cor = -

Beschouw een stilstaand punt A in Oxy. Gezien vanuit 0'x'y' heeft dit

punt een hoeksnelheid ~w. We berekenen de schijnkracht op A.

F = —my X x r'
Feentr w x (wxzx")

F -2 x ' = ~ [N —wxr' .
Feor mw X v 2mw x (~uxr')

De totale schijnkracht is dus mw x (wxr') en die is naar 0! perieht,

Con i sie : SOK?»I%obﬂ-n 27-« S50ms el En Soms Awt f'meém'

Voorbeeld 4.4. De coriolisversnelling op het aardoppervlak.

De Foucaultslinger,
In de buurt van het aardoppervlak bevindt zich een massapunt m, Stel dat
er behalve de zwaartekracht mg = -Yme, mnog een kracht F op m werkt., De

bewegingsvergelijkingen in geographische codrdinaten moeten ook de schijn-

v

AR 2
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kracht als gevolg van de aardrotatie bevatten. Deze bewegingsvergelijkingen

zijn, cf. (4.17),
mE" =mg + F - 2m(@xE") - mw x (xr") - me x (@xB). (4.25)

Als we de z"-as een klein beetje draaien (in de richting van het schiet-
lood zetten!) kan de laatste (constante) term in (4.25) worden opgenomen

in g. Als we verder |£ weer klein veronderstellen, houden we, na weg-

lating van de accenten, over
m¥ = mg + F - 2m(wx i) . ‘ (4.26)

We kijken nu naar horizontale bewegingen. De corioliskracht -2m{w x i)
heeft dan een horizontale component ter grootte 2m|9||§| sinl, X is de

Noorderbreedte (in ons geval), De verticale component is veel kleinmer dan

A = Noorderbreedte

Ecor,H

.
T
b 4 -

de zwaartekracht en die verwaarlozen we. De horizontale component van de

corioliskracht EC = —2m(gv><§) staat steeds loodrecht op I en "vercor-

or,H

zaakt een afwijking naar rechts", Dit heeft belangrijke gevolgen in de

Meteorologie: de wet van Buys Ballot, en in de geologie: rechteroevers

-
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vin rivieren slijten (op het noordelijk halfrond) meer uit dan linker-

oevers (zeggen ze).

We: bespréken nu de Foucaultslinger. Dit is een slinger, die aan
de bovenkant vrij draaiend is opgehangen. De uitwijkingen worden
. klein gehouden, zodat de terugdrijvende kracht op de massa als
een horizontale kracht gezien mag worden.

Aldus nemen we in (4.26) F = -0 r en we schrijven alleen de x en

y componenten op

-ax + 2wsinA ¥

L
Il

y=-ay - 2usin} x ,

Een oplossing is

~ ~7 i
coswtcosvw +ot

x(t)

Lo~ j/~2
y(t) = sinwtcosvVuw +at .

1

Hierin is @ = wsin A een lage frequentie en v Sz-ku een hoge frequentie,
Als A = 0, op de evenaar, zal het verticale vlak van de Foncaultslinger

op zijn plaats blijven. Als X = %-, op de noordpool, zal het genoemde ver-
ticale vlak precies eens per etmaal ronddraaien. De aardbol draait a.h.w.
onder de slinger door. Op breedte A zal het genoemde verticale vlak per

etmaal een hoek 27 sin A draaien,

)
w_. ____________ - - B
T iA o Wy 4'2—0
|
|
|
1
t \\
: I./ ot
|
—p— W~ 7
an T A \" T am
z z
{a} noordelijk haifrond (b) zuidelyk haltrond

Rotatie van het slingerviak als gevolg van de corivlisversnelling. (De
rotatie op het zuidelijk halfrond geschiedt in de tegengestelde richting met die op het
noordelijk halfrond.) '

peal T

-

SR g e s
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"

Met de Foncaultslinger werd "aangetoond" dat de aarde draait.

Opmerking: (4.27) kan heel gemakkelijk opgelost worden door x + iy = z
te stellen. Dan
P+az+2i0z=0

met als algemene coplossing

. . /2 . . /2
-1wt+iY w +o —1wt=1v W +0
e +

z(t) = A Be -

Voorbeeld 4.5. Stelsel Aarde-Maan. De Getijden.

Van de aarde uit gezien draait de maan in (iets minder dan) een etmaal

om de aarde. Er zijn echter twee eb-vloed perioden per etmaal. We zullen

aan de hand van een sterk vereenvoudigd model zien hoe dat komt.

Stel de maanmassa m, de aardmassa M, Aarde en maan trekken elkaar aan

aMm

d2

punt is, Er bestaat een eenparig roterend coordinatenstelsel, zie figuur,

met een kracht

als d de afstand tussen maanmiddelpunt en aardmiddel-

'y
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ten opzichte waarvan m en M in rust blijven. Dan geldt

aMm

F =
L+2)°

=Mw2R= mmzr .

Duan moet blijkbaar gelden ML = mf. Dus de oorsprong O van dat coSrdinaten—

szelsel ligt in het massamiddelpunt. Verder moet gelden

2 _ am aM
w = =

L+ o(L+2)?

Erkele getallen: M=8lm, L + & = 3 .'loanh
2T T
w = sec 3 08 aac
24 X3boo X30 - » L™ gy 10 m=3750km. . ‘
w oz 2,42.107° Sec

Dus 0 ligt binnen de aardbol.

Op een massapunt in A werken de aantrekkingskracht van de maan en de
centrifugaalkracht naar links. Op een massapunt in B werken een kleine
aantrekkingskracht van de maan naar links en een grotere centrifupaal-

kracht naar rechts.

Als de hele aarde met een oceaan bedekt was, zou het waterniveau zich op
de stippellijn bevinden. Op iedere plaats op aarde komt dus twee maal per

etmaal een waterbult wvoorbi].
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HOOFDSTUK 5. Fundamentele beschouwingen over Inertiaalstelsels, Massa,

Impuls en Kracht

Een vrij deeltje is een materiedeeltje, dat geen wisselwerking heeft met

andere deeltjes of met zijn omgeving. Een deeltje kan vrij zijn als het
"heel ver" verwijderd is van andere deeltjes en als er geen velden zijn,

die op het deeltje werken.

Een inertiaalstelsel is een rechthoekig ccordinatenstelsel, zodanig dat

ieder vrij deeltje, waar het zich ook bevindt, zich met constante snel-

heid v beweegt,

In het bijzonder peldt dus, dat een vrij deeltje, op een willekeurig punt
neergezet, daar rustig blijft zitten., Het is duidelijk dat een coordinaten-
stelsel dat t,o.v. een inertiaalstelsel eenparig translieert, eveneens een

inertiaalstelsel is.

De begrippen "vrij deeltje" en "inertiaalstelsel"™ zijn idealiseringen. Ze
kunnen alleen locaal en tijdelijk gerealiseerd worden door voldoende ver
van sterren en planeten te gaan zitten of door volledig aan de zwaartekracht
toe te geven (vrij bewegend ruimteschip). Soms is een codrdinatenstelsel in
bepaalde richtingen inertiaal, bijvoorbeeld een niet te groot glad horizon-

taal vlak op aarde.

Een direct gevolg van bovenstaande definities is:
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Traagheidswet (le versie)

In een inertiaalstelsel beweegt een vrij deeltje zich met constante snel-
h;;ET\zEf?nderstel dat het beschouwde vrije deeltje bij nader inzien uit
twee wisselwerkende stukken bestaat. Het is een ervaringsfeit dat dan een

zeker gewogen gemiddelde van de snelheden constant is: Beschouw 2 materie-

deeltjes in het (verder lege) universum met posities El(t) resp. Ez(t) in

een inertiaalsysteem. Dan zijn er constanten o, 8, 0 < a <1, 0 € B < 1,

o + B8 =1, zodanig dat
Gil(t) + Biz(t) = ¢ = constante vector (5.1)
alt, (t) ~c) + Bk, () ~c) =0 . (5.2)

Als gi -c# 0, dan liggen o en B vast.

g heet de massaverhouding van de deeltjes. Door nu voor het eerste materie-
deeltje de standaard kg te nemen, kan aan het andere deeltje een getal wor-
den toegekend dat de massa m van het deeltje heet. In principe kan zo aan
ieder deeltje, door het met de standaard kg te laten wisselwerken, een massa-
getal worden toegekend. Herschrijven van (5.1) levert (als de ruimte verder
leeg is)

w v, + myVy = cons tant ., (5.3)

Hiervan wordt gebruik gemaakt bij de dynamische methode om 2 massa's te ver-

gelijken., Voor t = 0 zijn 2 massa's in rust. Op t = 0 vindt een explosie

m, l!1|

plaats., Als de snelheden dan v  resp, Yy zijn, dan geldt — = A .

1




- 66 —

De impuls p van een materiedeeltje definiéren we nu door p = mv. Aldus

krijgen we

Traagheidswet {(2e versie). le wet van Newton

In een inertiaalstelsel beweegt een vrij deeltje zich met constante impuls.

We komen nu toe aan de algemene impulsbehoudwet, Deze is, wiskundig ge-
formileerd, een generalisatie van de le wet van Newton. De impulsbehouds-
wet geeft aan, dat niet alle denkbare wisselwerkingen tussenldeeltjes ook
mogelijk zijn. Bijvoorbeeld bij twee deeltjes met eiﬁdige massa die beide
stilstaan, kan nmiet pletseling het ene gaan bewegen en het andere stil
blijven staan. De impulsbehoudswet geeft geen informatie over de precieze

aard van wisselwerkingen.

Wet van behoud van impuls

De totale impuls van een geisoleerd stelsel van N deeltjes in een inertiaal-

stelsel is constant.

N
P = E P = Py p2 + ... + EN = mlyl + ,.. + u%IEN = constant .,
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We benadrukken dat p = constant alleen geldt als er alleen onderling wis-—
selwerkingen zijn en geen wisselwerkingen met de buitenwereld. De impuls
van &&n deeltje uit een geisoleerd stelsel kan wel veranderen, er kan

impulsoverdracht naar andere deeltjes plaatsvinden.

Het superpositie-beginsel zegt, dat bij N geisoleerde wisselwerkende deel-

tjes de wisselwerking van het le deeltje met de overige deeltjes gezien

ka1 worden als de som van de wisselwerkingen met de afzonderlijke deeltjes:

p,(t) = B (®

F B 12

j=1
J#L

Hierin is, op zeker opgenblik t, p..(t) de impulsverandering {massa x ver-
P B 213
e

snelling) van het i€ deeltie als alle overige deeltjes, behalve het j ,

worden weggelaten.

Vaak wordt slechts op de beweging van €&n deeltje gelet, omdat de deeltjes
waarmee het wisselwerkt niet, of moeilijk, inde beschouwing betrokken kunnen
worden, Vaak ook wordt de beweging van de overige deeltjes niet interessant
gevonden, De wet van impulsbehoud mag voor het ene beschouwde deeltje niet
gebruikt worden. Een practische aanpak is dan het vrijmaken van het deeltje

door het inveeren van het begrip kracht.

De totale kracht F, die o? een deeltje werkt, is per definitie gelijk aan

de impulsverandering é. Dus

T = é =m¥ =ma (2e wet wvan Newton) . (5.4)

i

e R S
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In het geval van 2 wisselwerkende deeltjes geldt P + By = constant, Dus

F, = -Ez {(3e wet van Newton) . {5.5)

Bij 2 wisselwerkende deeltjes is de kracht op het ene deeltje even groot

als en tegengesteld aan de kracht op het andere deeltje: Actie = -Reactie.

Volgens het superpositie-beginsel geldt dit ook voor meerdere deeltjes.

Als een deeltje met massa m met meerdere deeltjes wisselwerkt, dan vercor-
.e . . . .
zaakt het i~ deeltje een impulsverandering van m gekarakteriseerd door Ei'

Dus geldt volgens het superpositie-principe:

= é =F +F, + ... =F. (5.6)

Het door ons ingevoerde begrip kracht is vooralsnog een leeg mathematisch
concept, Echter, het krachtbegrip maakt het mogelijk de wisselwerking tussen

deeltjes kwantitief te beschrijven.

Bijvoorbeeld bij 2 geisoleerde wisselwerkende deeltjes heeft men de relatie

By =m I =E(x 1,5
(5.7

By =

o = Ey(xy sty hx, s 1) = -k,

|
=

Jak
I

De uitgecefende krachten Fi» E2 hangen af van alle optredende posities en
snelheden en beschrijven de wisselwerking. Dikwijls hangt F alleen maar af

van 5‘1 "1:_'2 .

!
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Het eerste voorbeeld van een wisselwerking (5.7) w epd door Newton gegeven.

Voor de gravitatiewisselwerking tussen 2 massa's gaf hij

lem2

1
1l

|r . |3 (E -El) .
=1 =2

De functies in de rechterleden van (5.7) moeten experimenteel vastgesteld

worden, Voor N gelsoleerde deeltjes wordt de wisselwerking beschreven door

IprIysecer Iy

o
-

) e
et

21 = m]i] = E](I]’ E

Z10

1~

=N . (5.8)

RIS VIC SIS SIS S SIRRTH

e e w

N - "Iy

g
]

By s E I By s By

We zijn speciaal in de beweging van m, geinteresseerd. Veronderstel nu dat

1

d¢ afhankelijkheid van F, van r 22 seers Iy ,fN te verwaarlozen is of te

1 =2?

vervangen is door een expliciete afhankelijkheid van de tijd t. Dit kan

het geval zijn als bijvoorbeeld

(i) ‘De deeltjes 2,...,N weinig van plaats veranderen en erg langzaam be-
wegen. Een reden hiervoor kan zijn dat ze grote massa hebben,
{(ii) De effecten van deeltjes 2,...,N elkaar min of meer opheffen en je

een constante "achtergrond” overhoudt. (Wrijving)

In zo'ngeval spreken we dan van de beweging van &&n deeltje in een kracht-

veld. De bijbehorende bewegingsvergelijking is dan

e

m¥ = F(r,r,t) . (5.9)

In Hoofdstuk 3 zijn we hier al op vooruitgelopen.

R B e e =

e S
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HOOFDSTUK 6. Dynamica van een deeltje. Behoudswetten

Een behoudswet is een functie H van r en t, zodanig dat voor iedere op-
lossing r(t) van de bewegingsvergelijking geldt, dat de functie van de

tijd t gegeven door H(r(t) , t(t)) een constante is. H heet een behouden
grootheid. We zijn zoiets al tegengekomen bij Voorbeeld 3.6: De "verme-

nigvuldiging-met-¢"-truc.

Een ander voorbeeld van een behouden grootheid is de impuls van een vrij
deeltje in een inertiaalstelsel, Natuurlijk is de fysische grootheid "im-

puls"

niet in ieder probleem een behouden grootheid. Dat is evenmin het
geval met de, in dit hoofdstuk te behandelen, grootheden impulsmoment en

energie. Vaak kun je als de bewegingsvergelijking niet op te lossen is,

wel behoudswetten vinden,

§6.1. Impulsmoment

1<
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Het impulsmoment van een massapunt m t.o.v. een referentiepunt A wordt in

een coordinatenstelsel Oxyz gedefinieerd door

L = (6.1)

TR TR

Het moment (of koppel) t.o.v. A van de kracht F wordt gedefinieerd door

Ip = Ipy X F . (6.2)

De impulsmomentstelling, Zij YA de snelheid van het referentiepunt A, Als

Ya =Rf’, A een willekeurig getal, dan geldt
L, =1, . .3
L, =1, (6.3)
Dit bewijzen we als volgt: Differentieer de relatie LA = rp, ¥ P naar t.

Dan komt er

=
l

L, = (i"éA) xp o+ (5-£A) xp= (Y"YA) X B ¥ Ipy X

= IPA N YA P .

In de laatste stap is gebruikt dat é =Fenvxp=myvxyvs=_0. Met de
Definitie (6.2) concluderen we dat EA =T, dan en slechts aan als YA =>[E-
A mag van t afhangen. In het bijzonder geldt dit als X = 0, Dan staat A
stil. Vaak nemen we de oorsprong als referentiepunt. We schrijven dan

Lo = L.

Voorbeeld 6.1,

Bij de algemene cirkelbeweging ( 2.3) geldt
2.
_1:1\_7,L=mrv=mr(.?,g=mrm.

Bij de algemene vlakke beweging geldt in poolcoordinaten L =

my X (v e +v
rx (v e,

- m 2. o
T fP_Z.

e =mr *x v e, Ondat r1L e en v = Yt § eldt
g€ T I Vo =0 = p ¢ B

i

5 Tl AR T
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Het impulsmoment L-is een behouden grootheid als L =0, dw.z. als T = 0.

Dit is zo in het triviale geval dat F = Q. Het deeltje beweegt dan met een

cenparige snelheld en L =mr x v = constant, Er geldt L] = mci]y]. Zie .

figuur, Veel interessanter is het geval, dat F een centrale kracht is

(§3.6). Dan geldt

en E = constant.

Een gevolg hiervan is de klassieke perkenwet. Stel een massapunt beweegt
in het Oxy-vlak onder invloed van een centrale kracht. Zij A(t) het ten
tijde t door de radiusvector r door-

veegde oppervlak. Er geldt

dA = %rzdw

dus !

dA 2 do

FrRL i X
dA

Met Voorbeeld 6.1 volgt dan-EE = constant.

Dus A(t) = ¢ *eyt, ¢y enc, zijn con-

gtanten,
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In woorden: De voerstraal bestrijkt in gelijke tijden gelijke oppervlakken,

- Deze perkenwet werd door Kepler geobserveerd bij de planetenbeweging. Soms

is T # 0, maar is een der componenten van T gelijk aan nul. Dan is de cor-

responderende component van L een behouden grootheid. Bijvoorbeeld als op

een massapunt een axiale kracht (§3,8) werkt, die steeds naar de z-as ge-

richt is, dan is de z-component van het impulsmoment Lz een behouden groot-

heid, Dat is het geval bij de kegelslinger. Zie Voorbeeld 3.9.

§6,2, Arbeid en Energie

Stel op een massapunt m werkt een kracht F.
Als m zich verplaatst langs een kromme K
over dr = dng, dan is de door F op m ver-
richte arbeid dA gedurende deze verplaatsing

per definitie

dA = F « dr = |E|cos 9ds = FTds .

Als m langs de kromme loopt van A naar B,

dan berekenen we de op m verrichte arbeid A

als volgt. Bereken de tangentiéle component FT(s) als functie van de afge-

legde weg s langs de kromme.

N,

- —— o — =y

w
bd
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Er geldt dan

B
A = I F.dr= J Fpds . (6.4) .
s
A A

Voorbeeld 6,2,

Veronderstel K is een rechte. F = constant en maakt een constante hoek %

met de rechte F F

SB ' SB SB
A= [ ¥ ds = J |E|cos%ds = |§|coss f ds = {Flcos® « L .
S Sa Sa

Voorbeeld 6. 3.

Bij een eenparige cirkelbeweging is de arbeid verricht door de centripetale

kracht gelijk aan nul omdat steeds F i1 dr,

We geven nog enkele voorstellingen van de arbeidsintegraal (6.4). Als het

massapunt de kromme K doorloopt met een zekere smelheid, dan geldt

B B ds 4t B B
A=SJ FTds= J FT(_i-E '—J FTth=tj E'Ydt

Als het beschouwde stuk kromme zowel met X, als met y, als met z kan worden

geparametriseerd, dan geldt
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t t t
B B B
_ dx dy dz
A = . J FX at dt + . J F E dt + J FZ -a-i:— dt
A A A
(6.6)
*g Vg Zg
= J F_dx + [ F dy + J F_dz .
X X A ¢
A A A

In fysicaboeken vind je vaak de (symbolische)} notatie

B
A = J F dx + F dy + F_dz .
X y Z
A

Dat staat erg grappig, maar je kunt er niet veel mee doen. Om de arbeid

te berekenen moet je dus weteng(i) de baan, (ii) F(x,y,z).

Voorbeeld 6.4.
In het Oxy is gegeven het krachtveld F = ayzgx. Gevraagd wordt de ver-

richte arbeid als je van 0 naar 2§x + 4gy loopt voor vier verschillende

wegen als aangegeven in de figuur.

11 (::);, : —

én @ \® | ?
©

O
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2 4 2 4
1. A = J F dx + f Fydy = J Fx(x,O)dx+ f Fy(Z,y)dy=0
0 0 0 0
SB
2 A = J F.ds =T + IT
S T
A
4 2
I:fo.-ds=o Il:faszds=%a.
0 0
Totaal%a,
3. Langs v = 2x
B 2 4
_ B 2 _ 32
A-[dex+Fydy— J Aaxdx+J0 dy——-3-——a.
A 0 0
2
4., Langs y = X
2 4
A = J axadx-l- J 0°dx=§5—a
0 0
Anders:x=t,y=t2,05t$2,£c-—-1,3}=2t.
2 2
=1 * ] - =£
A = J[ (Fxx+F yydt = J at dt 5a.
0 0

Blijkbaar hangt de verrichte arbeid van de gekozen weg af.
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Het vermogen P is het tempo waarmee arbeid verricht wordt, Stel de tot

tijdstip t verrichte arbeid is

Er geldt

P='&T=E'Y=FTV. (6.7)

We drukken nu de verrichte arbeid A uit in de snelheden van het massapunt.

- %mvz(tB) - gmvz(tA) ) _ (6.8)

De grootheid T = %nrvz noemen we de kinetische enerpie, Er geldt volgens

(6.8 A=7T -T

B A dus de verrichte arbeid is gelijk aan de toename van de

kinetische energie.

Voorbeeld 6.5.

Gegeven een lineaire veer

(§3.3). Vanuit de uitgerekte

7
12 mn toestand x = a laten we m los.
7,
4? Dus x(0) = a, %(0) = 0, Wat is
a
0 % de snelheid zlg m in een punt

x, 0 € x £ a, aangekomen is?
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Antwoord:

o
="
b
It

Mege |

f -KE dE = k(a® - x2)

[}
=
<

B

A a
anders:
a-x a-x
1 2 2
tmv~ = FTds k(a-s)ds = {k(a"~-x") .
0 0

De arbeid, die verricht wordt op een massapunt, dat zich in een constant

krachtveld F beweegt, wordt gegeven door

u
e
M
~~
|
bﬁ
p—
+
Lo |
h]
P
g
o
[
~
=g
S
+
i
N
o~
N
w»)
t
N
-
o
Les |
~~
a1
~
S

T2 Mgty o

Blijkbaar hangt de verrichte arbeid hier (anders dan in Voorbeeld 4) alleen

af van begin- en eindpunt van de gekozen weg.

Definieer de functie U(r) = U(x,y,z) = -F + r. Dan geldt A = U(EA) - U(IB).
U(r) heet de potentiéle energie en de verrichte arbeid is blijkbaar gelijk

aan de afname van de potentiéle energie.
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Voorbeeld 6.6,

Het zwaartekrachtveld wordt gegeven door F = “mge . Dan geldt U = mgz + C,
C is een willekeurig te kiezen constante. Beschouw een slinger met lengte

L. We laten m los terwijl het koord eenm hoek 9, maakt met de verticaal.

0
Wat is de snelheid van m als de hoek, die het koord
met de verticaal maakt, gelijk is aan 9, 0 < 9 < %0.
Antwoord: Op m werkt de spankracht in het koord,

Die verricht geen arbeid. Verder werkt de zwaarte-

kracht en die heeft een potentiéle energie U = ng z.

Dus

émv2 = mg L(1 - cos %O) - mgl(l-cos§) = mgi{cosd~cos %O) .

Aldus hebben we de snelheid berekend zonder de bewegingsvergelijking op

te lossen!

Een kracht (krachtveld) heet conservatief als er een functie U(E) bestaat

zodanig dat voor alle punten Iy Ip geldt

B

- |

A

 Lea]

+ dr = U(£A) - U(EB) . (6.9)

De functie U(r) heet de potentiéle energie. We merken op

(1) A is onafhankelijk van de gekozen weg.
(1ii) Afname van U = verrichte arbeid tussen de eindpunten.

{(1ii) U is slechts bepaald op een constante na.

Een constant krachtveld is een conservatief krachtveld. Een voorbeeld van
een niet-conservatief krachtveld is gegeven in Voorbeeld 4. Je kunt daar

niet van energie spreken!! (Behalve als je journalist bent.)
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We zoeken nu een eenvoudige relatie tussen U en T,

(x+h,y,2)
U{x3¥42) = U(x+h,y,z) = F + dr .
(%,7,2)

Omdat de integraal niet afhangt van de gekozen weg, integreren we voor

het gemak maar langs de rechte verbindingslijn. Er komt

X+h

U(x,y,z) - U(x+h,y,z) = J FX(‘E’Y:z)dE .

X
Door h delen en h - 0 levert

dU(x,vy,2)

3% = ‘FX(K.YsZ) .

Analoog kan men vinden

AU(x,y,2) _

By _Fy(xslhz)
{(6.10)
3U(x,y,2) _ _
--"'""'é-;'—'—'— = FZ(X,y,Z) -

Omgekeerd levert iedere functie U(x,y,z) via de formules (6.10) een conser-

vatief krachtveld,

Voorbeeld 6.7.

Het krachtveld F(x)gx is conservatief. De potentiaal U(x) wordt gegeven

door W
X

U(x) = - J F(£)dE .
0
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Voorbeeld 6,8,

De centrale krachtvelden

E(£)=-ﬁ-2-sr en  F(p) = ~kr
r

uit §3,6 zijn conservatief. De potentialen zijn respectievelijk

-C

/ 2 2 2!
X +ty +z

U(x,y,2z) = en U{x,y,z) = %—(x2-+y2-+22) .

De oppervlakken op U constant heten equipotentiaalvlakken. In ieder punt

staat de kracht loodrecht op een equipotentiaalvlak,

Voorbeeld 6.9,

'Bij het zwaartekrachtveld zijn de equipotentiaalvlakken horizontale vlakken.
Bij de krachtvelden van Voorbeeld 8 zijn de equipotentiaalvlakken concentrische

bollen om de ocorsprong.

— i - e e em W e A e
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We kunnen mu de wet van behoud van energie voor een deeltje in een con-

servatief krachtveld formuleren: Verrichte arbeid = toename kinetische

energie = afname potentiéle energie, .

T -T, = U(EA) - U(EB) .

B A
Dus
U(EA) + TA = U(EB) + TB .
We noemen
W=idmt « &+ U(x) (6.11)

de {(totale) energie van het deeltje. W is de som van de potentiéle en de

kinetische energie. Er geldt
W = constant .,

Een heel korte af -leiding van de energiebehoudswet voor conservatieve
krachtvelden kan met de kettingregel voor partiele afgeleiden verkregen

worden, Dat gaat als wvolgt

aU dx aU dy aUu dz
E o= e m— o — e o ——
x dt y dt z dt .
d .
it bnz s T+ U(x,y,z)p = O
imf « £ + U(x,y,z) = constant .
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56.3. Energiebeschouwingen bij de eendimensionale beweging

Voor de eendimensionale bewegingsvergelijking

(6.12)

mX = F(x)

geldt de energiebehoudswet

hnkz + U(x) = W = constant .,

Hierin is U(x) zodanig dat F(x) = - g%-. Stel dat het beschouwde deeltje

op t =0 in x, zit en een snelheid vy heeft. Dan geldt

0
|22 _ 2
M+ U(x) = W= %mvo + U(xo) . (6.13)
= _, ]2 [W-U( )]1% (6 14)‘
dt 7 |m X [ - :
Als vy ? 0, dan geldt in (6.12) voor voldoend kleine t het + teken, (6.13)

is een le orde vergelijking, terwijl de ocorspronkelijke vergelijking (6.12)

van de 2e orde is. (6.13) kan gesepareerd worden

x t
f dg = dt = t (6.15)
X

o J/imw-u)l o
m

Dit levert t als functie x t t(x). De inverse functie x(t) is dan de ge-

zochte oplossing (6.12). Helaas is de integraal (6.15) meestal niet in

elementaire functies uilt te drukken,
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Voorbeeld 6.10. De harmonische oscillator.

Bewegihgsvergelijking mX = —0X.
Begincondities x(0) = Xq x(0) = 0,
Potenti€le energie U(x) = hxxz.

Totale energie

m . o .- /m N
-V — arcsin Yo X + ¥V = arcsin i =
0 2W o

met Xy = (%?Di. Inverteren levert

X(t) = \/—%‘—W—‘ coOs {‘/-gt} .

We zetten nu U(x) uit in een grafiek. Dat levert de potentiaalkromme

\ D

W= %miz + iaxz = 1o x

t

2
0

u(x)

|
W C
2
U(X) \
B
T
i W3
A

U

X *5 *2 *q
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In het punt X heeft U een absoluut minimum. Bewegingstoestanden met
energie W kleiner dan U(x5) ziin niet mogelijk. Er geldt F(x5) = —U'(ks) =
= 0. Dus als we in Xg een massapunt met beginsnelheid 0 neerzetten, dan

blijft het in Xg stilzitten.

> U(XS)’ dan kan het

Als we zorgen dat de energie W = U(xo) + bmvg

gebeuren dat het deeltje een periodieke beweging gaat uitvoeren tussen

X, en %X, of tussen x, en X, (als W= W,). De punten Xys Xps Xqy X,

I 2 3 1

heten keerpunten. Het kan ook gebeuren, dat het deeltje oneindig ver

weg raakt (als W = W,).

2
In het punt x6-heeft U een locaal maximum. Daar geldt F(x6) = -U'(xﬁ) = 0.

Dat is dus een evenwichtspunt net als x_.. Het punt X is een labiel even-

5

wichtspunt. D,w.z. als je het massapunt, in x, gesitueerd, een willekeurig

6

kleine aanvangssnelheid geeft, dan raakt het ver verwijderd van Xg

W = W3). Het punt Xg daarentegen is een stabiel evenwichtspunt. Hoe

kleiner de aanvangssnelheid is die je geeft wvanuit g hoe dichter het
bewegende punt in de buurt van xg blijft.

Het deeltje bevindt zich in een vrije toestand als het zich in een

onbegrensd deel van de ruimte kan bewepgen (W = Wz). Het deeltje bevindt

zich in een gebonden toestand als het zich slechts in een begrensd deel

van de ruimte kan bewegen, Bij W = W] zijn 2 gebonden toestanden: Bewe-
ging in de intervallen [x],x2] resp., [x3,x4]. Beide toestanden zijn

gescheiden door een potentiaalbarriére {= het stuk van de potentiaal-

kromme op het interval [xz,x3]). In de klassieke mechanica kan een

deeltje niet door een potentiaalbarriere (ook wel verboden zone geheten)

heenkomen.
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§6,4, Beweging onder invloed van conservatieve centrale krachten

In het Oxy=-vlak beschouwen we de bewegingsvergelijking
mr = F(r) (6.16)

Met F(r) een consérvatief centraal krachtveld. Dat wil zeggen dat F(r)
een potentiaal heeft van de vorm U(r). We gebruiken poolcodrdinaten, Er

zijn twee behoudswetten in dit geval, Behoud van energie

Imve + U(r) = W = %mv(z) + U(xy) (6.17)

mrzij?-= L=mr§ﬁ)(0) . (6.18)

Zoals aangegeven zijn de constanten W en L uit de begincondities te bere—

kenen,
2 2 2 2 L2
Omdat v = v, + v =1+ 53 kan voor (6.17) geschreven worden
¢ m r
hnfz + U . {(r) = W= constant {(6,19)
eff
L2 2
met Ueff = + U(r). De term heet centrifugaalpotentiaal. (6.19)
2mr 2mr

is eenzelfde vergelijking als (6.13),

dr _ . /% (Werff(r)? (6.20)

[a W
-+

met de methode van §6.3 kunnen we hieruit in principe t(r) en r(t) vinden.



- 87 -

Vervolgens kunnen we g¢(t) bepalen met (6.18)

t

p(t) = ¢(0) + J L 4. (6.21)

2
0 mr (1)
Als L > 0, dan is ¢(t) een monotoon stijgende functie. Als L < 0, dan is
¢(t) monotoon dalend. Het deeltje loopt dus altijd in eenzelfde draairich-

ting om het centrum, Daarbij geldt de perkenwet.

Nu we r{t) en ¢(t) in principe berekend hebben, is de vergelijking (6.16)
in principe opgelost. Uit (6.18) en (6.29) kunnen we nog de baanvergelij-

king in poolcoordinaten bepalen:

2 1
dr _dr fdy _ mr 2 _
Tooac/ar = T g WU () (6.22)

N. integratie vinden we op(r)

p{r) - ¢(0) = J _ - -
r(0) mp2 /% (W—Ueff(D))

W

§6,5, De planetenbeweging I
U=- % (cf. Voorbeeld 6,8). \

L2 wz

- _E . . )

Ueff 5 - (zie figuur),.

2mr

. . : T . T
Voor W < 0 is de oplossing r(t) min max
. -3 T

periodiek. Het massapunt bevindt W,

zich dan in een gebonden toe-
stand, de baan is een roset-
vormige baan binnen een begrensd

~gebied rondom de ovorsprong.
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Voor W > 0 wordt r(t) willekeurig groot. In feite zijn voor W < 0 de
banen ellipsen en voor W > 0 hyperbolen, beide met 0 als brandpunt. We

zullen dat gaan bewijzen.

Intermezzo over kegelsneden

/‘ N

Een kegelsnede K met richtlijn £ en brandpunt F is per definitie de ver-

zameling van alle punten P in het platte vlak, waarvoor de verhouding

o

L z! r 6.23
E=F’_Q=1d-x| = d<Trcos o (6.23)

een vast getal is.

Uit (6.23) vinden we door kwadrateren de vergelijking van K in Cartesische

coordinaten

(1—5:2):(2 + 2€2dx + y2 = €2d2 .



- 89 -

Voor 0 < e < 1 is K een ellips, voor € = | een parabool en voor € > | een

hyperbool,

Eveneens uit (6.23) vinden we de vergelijking voor K in poolcoﬁrdinaten

€d

r = m . (6-24)

Hiervan berekenen we de afgeleide

dar - Ezdsin¢ = rzsin¢
do d

2
(1 +ecos )

=~

(L) -5 o’y - 5 {, o I U A
deg d2 d2 r € d2 2 ed

Einde intermezzo

We kwadrateren nu (6.22), vullen voor het linkerlid (6.25) in en delen

door r4. Er komt

2
1 1 2 | 2m L
_2(1—_2)+edr_—7=—2—{w_ 2-U(r)}.

d € r L 2mr

Onder de aanname U{r) - 0 als r » « vinden we hieruit

2
=L (, _Lz) (6.26)

. (6.27)

Smpian b

il
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Een belaqgrijke conclusie is de volgende: Als de bewegingsvergelijking
(6.16) met een conservatief centraal krachtveld .barnpn oplevert die een
kegelsnedezghﬂmt het centrum als brandpunt, dan is de potentiéle energie
U(r) van de vorm U(r) = %;. Newton kwam op deze manier aan zijn gravitatie-
wet! Hij kende de vorm van de planetenbaan via de waarnemingen van Kepler

en diens voorgangers.

Uit (6,26) volgt dat de baan een ellips is als W < 0, een parabool als
W = 0 en een hyperbool als W > 0, De parameters £ en d, die de gedaante
van de kegelsnede bepalen, kunnen berekend worden uit (6.26) en (6.27)

en de begincondities., De begincondities bepalen immers W en L.



- 9] -

HOOFDSTUK 7. Botsingen-

§7.1. Eendimensionale botsingsproblemen (Centrale botsingen)

A.__Volkomen elastische botsingen

.We laten langs een rechte lijn (in een gladde buis bijvoorbeeld) twee massa~

punten m, en m, tegen elkaar botsen., Gegeven zijn de snelheden v, en v, v3or

de botsing. We willen weten wat de snelheden vV, enV, na de botsing: =zijn

m, m, m, .,y
- > —> - > . *
vy V2 V1 KZ
vbor na

Uitgangspunt: 1, Impulsbehoud.

2. Behoud van kinetische energie,

m,v, + n.v =le1+mV

11 22 2°2
. (7.1)
2 2 2 2
1 =
dm V) o+ %mzv2 im]V] + 5m2V2
|
Na enig rekenwerk |
|
3 |
(m] - I1'12)V1 + 2m2v2
V=
m +m,
. (7.2)
_ 2myvy + (my - my v,
2 mI +m2

De andere oplossing V, = v, en V2 = v, is niet interessant,
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Er blijkt te gelden

o

Vy =V =1 (v2-v1) . (7.3)
(7.2) kan worden teruggevonden uit (7.1) en (7.2),.

Als uitwendige krachten een rol spelen, moeten in (7,1) de impulsen vlak
voSr en vlak na de botsing genomen worden. De uitwendige krachten hebben
dan '"geen kans gekregen" de impulsen "veel" te veranderen.

B.__Volkomen inelastische botsingen

i 2 1 72
- > > ———— e =3
Vl V2 V]=V2=V
vooTr ni
Uitgangspunt: 1, Impulsbehoud.
2, V} = V2 =¥,
myv, o+ myv, = (m]-kmz)V . (7.4)
m, v, +m,v
V., =V =V = .-..1.—_1—._2._._.2. (7_5)
] 2 m, +m
1 2
Er geldt blijkbaar
V2 - V] = ~J = (VZ-V]) . (7.6) @
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C.__Onvolkomen elastische (rgglistischgl botsingen

» Uitgangspunt: 1. Impulsbehoud,
2. De botsingsvergelijking:

V2 - V] = =g (v2-v1) , Ozex<1, (7.7)

e heet de restitutiecoéfficiént, We zitten nu tussen geval A en geval B in.

Oplossing
3
. m1v1+m2v2+em2(v2—vl)
1 m]+m2
r (7.8)
_ m!vl+m2v2-—em](v2~v])
2 1-1'|]+m2
Verdere berekening leert
m m
2 2 2 2 2 172 2
1 = 1 1 - 1 - — -
2m]V1 + 5m2v2 MV o+ dm, v, 1(l-e™) NN (v2 v]) -

We zien dat er energieverlies optreedt als |e| < 1. Er komt energie bij als

le] > 1. Dan vindt een "explosie" plaats. Als e < 0, dan gaat m, dwars door

m2 heen.

"§7.2. Botsingen in het platte vlak en in de ruimte (Niet-—centrale botsingen)

G

TR LS T
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Ons algemeen uitgangspunt is, dat vlak na de botsing de totale impuls

hetzelfde is als wlak voor de botsing

v, +m,v, = mV, + mV

™I 232 11 2~2 ° (7.9)

In het platte vlak (ruimte) staan hier 2 (3) vergelijkingen met 4 (6) on-

bekenden, Om bij gegeven v, en Yy de snelheden V. en v, te berekenen {(d.i.

i 1

het botsingsprobleem op te lossen) moeten er 2 (3) vergelijkingen bijkomen.

Soms is er behoud van kinetische energie

dmyy vy + dmpyy e vy = Y, - Ty dmY, - Y, (7.10)

Doch dit levert maar 1 vergelijking extra.

Opgave: Laat zien dat bij een niet-centrale volkomen elastische betsing
(dow.z. 7.10 geldt) tussen 2 gelijke massa's, waarvan er aanvanke-—
lijk een in rust is, de snelheden na de botsing loodrecht op elkaar

staan.
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Om het botsingsprobleem op te lossen, moeten we meer informatie hebben

over de precieze wisselwerking tussen de deeltjes. Wij zullen botsingen
bespreken tussen gladde bollen, waarvan de massa in het middelpunt gecon-
centreefd zit, Dat betekent dat we rotaties van de bollen buiten beschouwing

mogen laten.

Vlak voor het ogenblik dat de bollen tegen elkaar botsen, ontbinden we

de snelheden in de richting van de normaalvector n van het raakpunt van

de bollen en de richting loodrecht daarop. Zie figuur.

Stel

VSVt Vi, =V, °n
met . (7.11)

Yy = Vou R * ¥y Von T ¥p oD

met . (7.12)
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Omdat de bollen glad verondersteld worden, vinden in de tangentiéle rich-

ting geen veranderingen plaats. Dus

Vit ® Y1t en Vor = ¥op (7.13)
In de normale richting geldt impulsbehoud

) Vn Vo T WYt Vo, (7.14)
en we nemen aan, dat de botsingsvergelijking geldt

Vin = Vo = melv -V, ) . (7.15)

In totaal hebben we dan 4 (6) vergelijkingen. Genoeg om het botsingsprobleem

op te lossen,
(7.14) en (7.15) worden door (7.8) opgelost.

We bespreken temslotte nog het pgeval van een botsing tegen een vaste gladde

wand /

/
-, I3
voor -T - 1/
/'!
B e I 11
/
Vs
ni - /
/
!
I'd
7/
/
/




- 97 -~

We nemen ¥, = 0 en m, = . Deel eerst (7.14) door m, . Dan volgt V2n =y

= 0., De muur blijft dus stil staan. Uit (7.15) volgt dan V., = -ev, .,

2n

In In

Als het bolletje m, de wand onder een hoek § treft, dan geldt

1

V. = v, = vgin &

V =-ev = -gvcos
n
zodat
Vt 1
tan8 = = — = — tan 9 .
Vn e

Dus tan 8 = tan ® alleen als e = 1. Als 0 < e < 1, is de hoek van terug-

kaatsing 8 dus groter dan de hoek van inval 9,

] e s 127 AT
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HOOFDSTUK 8. De mechanica van stelsels bestaande uit meerdere deeltjes

i

De bedoeling van dit hoofdstuk is o.m. te laten zien dat F =ma enL =t

ook op uitgebreide lichamén (zwermen van deeltjes) toegepast mogen worden.

§8,1. Stelsels van N deeltjes

Beschouw een zwerm van N deeltjes met massa m, en positievectoren s

1 £1 < N, Stel M = m,o+tm, .., 4 Tys de totale massa, Het massamidde L-

punt Iy wordt gedefinieerd door

N .
E m. r, . (8.1

L1 - -
We voeren een met de zwerm mee translerend coordinatensysteem 1n, waarvan

we de oorsprong in Iy leggen., Dit coordinatensysteem heet het massamiddel-~

puntsysteem of M-systeem. De vector zi = I, < Iy is de positievector van

het i® deeltje in het M-systeem. Er geldt

De snelheid vy Yan het massamiddelpunt is

N
. 1
= = — 8,
LIRS SR A (.2)
1=1
De totale iﬁpuls P wordt gegeven door
N
P= ] p; =My, . (8.3)

1=
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Op elk deeltje m, werken

N-1 inwendige krachten Eij

F. . uitgeoefend door de overige
=j,uitw :
deeltjes en een uitwendi re
kracht F, . . We berekcnen
=i,uitw
de afgeleide van de totale
impuls P.
oo NN
P= ) By= L F et L1 EL
=1 Tt = TRWE oy goy TH
J#i

Volgens Actie = -Reactie is de tweede term in het rechterlid 0. Voor de

eerste term schrijven we Eu . Dan geldt dus

itw

U T (8.4)

De conclusie is dat we op het massamiddelpunt F = ma mogen toepassen en

dat de inwendige krachten daarbij geen rol spelen,

s

RS

S

£ e Tt A AR A 2

e e T Ll
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Het impulsmoment van een zwerm deeltjes t.o.v. een referentiepunt A wordt

gedefinieerd door

12

L, SIESNES (8.5)

i=1

Dit schrijven we als volgt

=

(zy+xi-ry) = py = (gy-xr) xB+ ] rlxp . (8.6)
! i=1

[

De term (EM-IA) x P heet het impulsmoment VAN het massamiddelpunt, De term
N

z 5{ P Ei heet het impulsmoment OM het massamiddelpunt. We noemen deze
i=1

term ook wel het inwendig impulsmoment Linw en er geldt

-inw

Dit is dus gelijk aan het impulsmoment in het M-systeem,

Vervolgens voeren we in het totale moment t.o.v, A van de krachten dit op

de deeltjes werken,

) (8.7)

met

1 ' 7
1xt
als de krachten Eij’ die de deeltjes op elkaar uitoefenen langs de verbin-

dingsrechten russen het i° en je deeltje werken, dan mogen we in (8.7) de
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* term met F, . weglaten, Immers
=1,1inw

) ] ) ’
(r;-x,) x F. . = r. x F., . -r, x [ z E F..] . i
i21 1 A 1,1nw oy ~1 -1i,inw =A is1 3= -1] .
it
Volgens Actie = —Reactie is de laatste term 0. De andere term kumnen wé) ;
|
met indices verwisselen, schrijven als k
i )
r, xF.. =4 ) (r.xF,. + r.xF,,) = ki
121 521 i 1] =1 3= i7" =ij i =i E
it j#i
N N
=4 ,z _z (Ei"I ) x Eij =0 .
i=1 3=1
it .
Conclusie é
N i
-T~A=i£ T =In) % F oiew - (8.8)
g
De impulsmomentstelling voor een zwerm deeltjes. Zij Yy de snelheid van E
het referentiepunt A. Als Yy = AEM, A een willekeurig getal, dan pgeldt )
L, =1 (8.9)- .

N N -

Ly = )@ i) xp ¢t E (r -rA) x p. = :
1=1 1=1] :

= _YA X E + izl (Ei-rA) x F MVA b _\_{M + TA . :

Hieruit volgt de bewering.




- 102 -

Er zijn twee belangrijke gevallen:

1) A is vast punt, bijvoorbeeld ¢, dan X = 0,

2) A is het massamiddelpunt ¥, dan A = 1,

Conclusie: Iy = EA geldt t.o.v. een vast punt en t,o.v. het (eventueel)

bewegehde) massamiddelpunt,

Met (8.6) is in te zien dat Einw = T t.o.v. de oorsprong in het M-systeem.

De kinetische energie van een zwerm deeltjes wordt gegeven door

N N 2
T= b odmpycy = 1o fyrwl”
i=1 i=1
(8.10)
N 2 N 2 N
= ! -
,izl £mi|yM[ + iZ] &mﬂgil + izl m vyt Vo

De laatste term is nul. De eerste term heet de kinetische energie VAN het

massamiddelpunt. De tweede term is de inwendige kinetische energie en is

gelijk aan de kinetische energie in het M-systeem.

§8.2. Stelsels van 2 deeltjes

De beweging van het massamiddelpunt van een stelsel van 2 deeltjes is een
bijzonder geval van wat in §8,1 besproken is. Hier bestuderen we de interne
beweging van een stelsel van 2 deeltjes. We laten zien dat de interne be- 4
weging uiteindelijk bestudeerd kan worden met de theorie van Hoofdstukken

3 en 6.
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Beschouw een geisoleerd stelsel van 2 deeltjes. Er geldt

. 1 . 1 1
v,= — F v, =—F, =~ —F .
1 m, =12 -2 m, =21 mo 12

Dus

d . d _ _ 1!

Tt W m¥) tgr ¥ 2 Ty Ep (8.1D
met 1 = —L—+ —L-. u heet gereduceerde massa. De positie r van m, t.o.v.

u m m, =12 1

m, voldoet dus aan de bekende bewegingsvergelijking

UEIZ_EIZ . (8,12)
m, m
Als m, << m,, dan § = ——— ™ ( - —l) ~ m, . (Stelsel Aarde-Zon, H~-
1 2 ml 1 m, 1
1+ —
)

atoom, kunstmaan-aarde, etc.) Aan (8.12) zie je, dat je mag doen alsof m,

stilstaat als je m, maar vervangt door de gereduceerde massa.

1

We laten nu zien dat de gereduceerde impuls uy precies gelijk is aan

12

de impuls in het M-systeem:

1,
—

. (8.13)

R
rS ==
]
1
=
1<
[\]

SR L L

A

wu¥

i
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Verder is

m m -
2 |
. = ' ox L L ' = - — =
Linw "5 "R T 52T B2 T mim, (Zyp*nyyy) m1+2(-’512" WY
= x
iz *¥o
Tenslotte geldt voor de inwendige kinetische energie
2 2
= 1 ¥ =
Tinw %m} h{]l + %mz lyzl
2
= 5“‘1. sz "12{ * imy ‘ ml+ —-IZI = %“"—’1212'
e T e
Alle gencemde fysische grootheden die je vindt als je m, als vast beschouwt
en de gereduceerde massa p invoert, hebben dus dezelfde waarde als de corres-
ponderende fysische grootheden in het M-systeem.
§8.3. Starre stelsels van N deeltjes
We veronderstellen, dat N massapunten m;,...,My door massaloze staven zo-
danig onderling verbonden zijn, dat het een onwrikbaar geheel is. Dit kan
A w als een eenvoudig model gezien worden voor een stuk
vaste stof, waarvan de atomen onderling niet van
plaats veranderen. We laten het verkregen lichaam
nu eenparig om een as rondwentelen. We nemen aan dat
de as door de oorsprong gaat en dat hoeksnelheids-
vector w is., Als op zeker ogenblik de positievectoren v
I zijn, dan is op datzelfde ogenblik het impulsmoment
N N
L= , X m, v, = L L, % XTr.) . 8.14
Lo Dompemy - b omr x rr) (8.14)
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Als functie van w is L een lineaire afbeelding. We kunmen dus schrijven

L=Juw. ‘ (8.15)

Hierin is

ne

een lineaire afbeelding. De matrix van J, die we ook J noemen,

kan met (8.14) berekend worden:

- N N N B
I om ez TR S lomx e
. AT i . 171 . 17171
1= 1=] 1=1
N N 2 N
(8.16) .‘I = —.Z ml xi yl z mi(xi+zi) ".z mlyi zl
i1 i=1 i=1
N N ¥
-7 mox, 2 -] my. oz ] m (x2+y2)
. 17171 . ifi"1 ; 17171
_ i=1 1=1 1=1 4

Deze 3 x 3-matrix noemt men ook wel de traagheidstensor. Bij continue licha-

men worden de sommen vervangen door integralen.

Voorbeeld 8.1. Traagheidstensor van een halter,

¥/
Zmb2 0 0
b 0 0
o o 0
m " 0 0 2mb’

X

z
o b2+c2 0 0
2
be +ce, m 0 c bec
0 be b2
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In het algemeen is L niet een scalair veelvoud van w (in Voorbeeld 6,1 ;
was ‘dat wél het geval). Teneinde het koppel
T op het starre stelsel te bepalen, bereke-

nen we _I': ui tgaande van (8.14)

=
=4

Lomlexr) x wxr) +

m T, X (wx (wxr.)),
5 jop i=i = -1

De eerste term is nul, De tweede term herleiden we met behulp van

ax (bxe)+cx(axh) +bx(cxa) =0
tot
. N
L = Z mow X {r.x{wxr,})) = wx L . {(8.17)
= . i =i = " -
1=]
We hebben dus
TeexL=wx Ju . (8.18)

Het koppel is ongelijk nul als L geen scalair veelvoud is van w. In Voorbeeld

(8.2) is dat het geval als je w = we neemt.

Tenslotte drukken we de kinetische energie uit in de traagheidstensor J en w.

N L N
T = 'zi %milfil = 'Z %mi(9><£i) . (Qx'fi) = .

1= i=1

N L]

Hierbij is gebruik gemaakt van de rekenregel .
Proceessy cande 2680 o,

(axb) = c=a- (bxg) . hoo 2310
A



Vectoren

-

Bewijs dat twee vectoren loodrecht op elkaar staan als de grootte van hun

som gelijk is aan de grootte van hun verschil.

Bewijs dat twee vectoren dezelfde grootte hebben als hun som en hun verschil

loodrecht op elkaar staan.

Laat zien dat de grootte van de som S en het verschil V van twee vectoren

a en b als volgt kan worden uitgedrukt:

s

2 2 2.5
[(ax+bx) +(ay+by) + (az-i-bz)]

) 2 2 2.%
[(aX - bx) + (ay - by) + (aZ -b ) 1° .

v
zZ

Hierin zijn a , bX enz. de componenten van a en b t.o.v. een rechthoekig as-
x 2 =

senstelsel OXYZ.

Gegeven

Bepaal:

i) de
ii) de

iii) de

Gegeven

Zij s =

zijn de vectoren:

[
I

2¢ + 3& + 5,5e ,
2y s

| &
1

2e - 3e - 2,5e_ .
-X -y -z

grootte en de richting van de som van a en b;
grootte en de richting van het verschil van a en b;

hoek tussen a en b.

zijn de rechten:

= -2
V) TO%, T, T g,

y2==—3§x + e -Te_,

v. =4d4e + TJe + be
=3 -x -y

v, + v, + v._.

1

Bepaal s en bereken de hoeken die s maakt met de positieve X-, Y- en Z-as.

SRS et
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Beantwoord de wvolgende vragen:
i) Ga, door rechtstreeks uitschrijven, na of

v, % {v

] X v,) en (Yl x Yz) * v

2 -3 3

een verschillend resultaat leveren.
i1) Bereken (v,,{v, X v,)) en ({v; * v,),V,).
iii) Bereken ((\_73 X Yl),yz) en vergelijk dit resultaat met de in ii) gevon-

den antwoorden.

Bewijs de volgende cyclische relaties

(0,7 (¥y X ¥3)) = (Vyrlyy ¥ v,)) = (v, (yy x v)) .

Bewijs dat de absolute waarde van dit tripelpreduct gelijk is aan de inhoud

van het (scheve) blok opgespannen door Vir v, en v,

Bewiijs dat:

vy X vy X vy) = (vavidy, - (Vv )vy .

] 3 2

Gegeven de vectoren:

|
I

2 4+ 3e + 2e ,
=y Zz

b e + 4de + be ,
- -y

-x -z

waarin bk een nog onbekend reéel getal is.

i) Voor welke waarde(n) van b heeft de vergelijking
axx=5b

een oplossing?
ii) 2Ziijn er wvoor de onder i) gevonden waarde(n) van b meerdere oplossingen?

iii) Geef een meetkundige interpretatie.

Gegeven de vector

a=3 + 22 -e .
- -X =y =z

i) . Bepaal de oplossing(en) van de vergelijking
(a,x)= 14 .

ii) Geef een meetkundige interpretatie.



i0.

11.

12.

13.

14.

15,

16.

17.

Bepaal de afstand tussen de punten P(4,5,7) en Q(-3,6,12). Geef een parame-

tervoorstelling van de rechte lijn door P en Q.

Bepaal de afstand van het punt P(4,5,-7) tot de rechte lijn door Q(-3,6,11)
die evenwijdig loopt aan de vector v = 2§x - gy + 2§Z. Bepaal de afstand van
P tot het platte -vlak door Q en loodrecht op v.

Gegeven zijn de vectoren a = (1,2,-1) en b = (3,9,-9).

Bepaal de vector p en de scalar ) zodanig dat

(p,a) =0

b=p+ia .

Gegeven zijn de vectoren a en b.
Bewijs de relatie:

la xb]? = |a

Bewl]js dat voor elk drietal vectoren geldt:

ax (b xg)+bx (cxa)+cx (axb)= 0 .

Gegeven zijn de vectoren a en b zodanig dat axb#0,

Bewijs dat voor de vectoren X en y, die voldoen aan de relatie:

xxa=yxb,
geldt:
(x,a xb) =0 en (vra xb) =0 .

Bewijs dat voor elk drietal vectoren a, b en ¢, die voldoen aan de relatie:

a+b+c=0,
geldt:
axb=bxgc=cxa.
A‘ - - - o s — .. e e

Gegeven zijn de vectoren a en b, heide met lengte £.

Zij ¢ de hoek tussen beide vectoren (0 < ¢ < 7).

Bewiijs
i) |a + b| = 22 cos up ,
ii) la - b|'= 22 sin %o .



18.

19.

op w, geef dan R R S w
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0 e,

- [—
-

Een jongetje A staat op de 3-meter-plank van een zwembad (voor de afmetingen

zie de figuur).

i) Geef, in componenten t.o.v. het in de figuur getekende nggygz—stelsel,

de positievector van A t.o.v. O.

Een vriendje B van A staat langs de kant van het zwembad op een afstand van

4 meter van O (zie figuur).

ii} Geef de positievector van B en bereken de afstand van A tot B.
iii) A duikt met een snelheid van 3,5 m/sec in de richting van B. Geef de

componenten van de snelheidsvector v.

Van een punt P, met positievector r t.o.v. 0, dat in een cirkel beweegt, is
de snelheidsvector v gegeven door

v=uxr.
i) Bepaal v als:

w=e +e,r =28 + 4e .
- =X -y -X -Z

ii) Bewijs dat alle punten op de lijn r + aw (o willekeurig) dezelfde v

hebben.

Als gegeven is dat P beweegt in een vlak door het eindpunt van r en loodfechﬁ‘

iiii de afstand van de oorsprong O tot dit vlak;

iv) een parametervoorstelling van dit vlak.
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20. De centripetale versnelling van een punt P is gegeven door

a, = (w x (w x )
i} Bewijs dat
a = -wd, (w=|u]
waarin
(_U_)_rr)
d = - w .
_ _ (EU_rUJ) -
{Hint: gebruik opgave 7.)
ii) Bewijs dat |d| de afstand van P tot de werklijn van y is. Geef een
meetkundige interpretatie van de vector 4,
iii) Bewi]js dat alle punten op de lijn r + aw dezelfde a, hebben.
iv) Bereken a. voor w en r volgens 19.
cLo (1) L (2) (n) -
21, Zij F F P een stelsel krachten (= vectoren). De resultante R

is gedefinieerd als de som van de krachten.

i) Stel
F(i) =2e + 3e — Z2e ; F(z) =4e - e + 5e ; F(3) =-e =-T7a -~ 3e
— -X -y Zz' — -X -y -z’ — -X -y -z
Bepaal de componenten van R, de grootte van R en de richting van R
t.0.v. Oxyz-stelsel.
L. 1 4 .. 1 2 3
ii) Van een stelsel van 4 krachten E} ),...,E} ) zijn E‘ ), E( ) en E} )
gegeven door
3
F(l) = 6e - 3e , F(z) =2 + 28 - 2e , F( ) =4de + T7e .
= -X -y — -X -y —z' = = -z
Bepaal §F4), opdat de resultante van het stelsel nul is.
22,
Fo
Een boot wordt veortgetrokken door twee koorden, waarin de krachten F(l) en
5}2) werken volgens bovenstaande figuur.
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M) - gen p?) - /2

Bepaal de resultante R, de grootte van R en de hoek die R maakt met de

i) Stel |F

lengte-as van de boot (= e ).
-X
(1)] = 4.

(2)|

ii) Stel |F

Bepaal |F , opdat R langs de lengte-as van de boot valt.

23.

Het moment van een kracht F t.o.v. een punt 0: 1. is een vector gedefinieerd

a
door

IO=£XE'

waarin r de positievector van het aangrijpingspunt A van F t.o.v. 0 is.

i) Bewijs dat het moment niet verandert als F langs zijn werklijn verschuift.
i1i) Bewijs de volgende relatie voor het moment t.o.v. het punt 0' op afstand
a van G:

101 IO-EXE'

Toon hiermee aan dat het moment niet verandert als 0 evenwijdig aan F

verschuift.
(1) _{2) (n) ..
Beschouw een stelsel krachten F F PR met aangrijppunten t.o.v.
0: 5}1),5}2),...,£}n) resp. Het resulterende moment t.o.v. O: M  is gedefi-

=0
nieerd door:

n
- (1) (i)
My = _Z r x E .
i=1
iii) Gegeven
F(l) = e + 2e , r(1) = 3e - 2e_ ,
- - Y - -y -2
F(z) = 2e - 2e , r(g) = 4e .
- -x -z — -y

Bepaal de resultante R en het resulterende moment MO .

R
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- -
24. We zeggen dat een krachtenstelsel in evenwicht is als

R=0 & M, =

]

i} Bewijs dat als R =0 én @0 = 0, dat dan ock
EOI = gl VOI -

ii) Beschouw

(1) _ o

¥ = Xye, v Rye, e X =0,
F(z) = 2e - 3e + 6e ; r(z) =e ,
- - - -z = -x
F(B) =X,e + 4d4e - 3e ; r(3) = g ,
- 4=x -y -z — -y
F(4) = X.e + X e + Z2e; r(4) =e .
- 5-x G-y =z — -z

Bepaal X1 t/m X_ opdat dit stelsel in evenwicht is.

6

25, '/_/ / V4 /

U

ti

Op een, massaloze, balk AB liggen vier gewichten volgens bovenstaande figuur.

Bepaal de oplegkrachten in A en B, R1 resp. R2, uit de eis dat de staaf AB

in evenwicht moet zijn.

N e e e T YT - T AT T T T e R .l o - I L IR R



26.

27.

Een balk AB, lengte 2%, is in A scharnierend ondersteund en in C, AC = 3/2%,

Q
via een koord verponden met een vast punt D. De hoek ACD is 30 . Op AB, op

een afstand AL (0 = } £ 2) ligt een blok met een gewicht van 9 N. Het ge-

wicht van de balk zelf is 3 N en grijpt aan in het midden van de balk.

i)

ii)

1ii)

iv)

Geef, in componenten t.o.v. het in de figuur getekende AXYZ-stelsel,
de vectorvoorstelling van alle op AB werkende krachten (volgens figuur)
met hun aangrijpingspunten.

Bepaal van elke kracht het moment om A.

Bepaal de scharnierkrachten in A, R, en R

1 2'
koord CD uit de eis dat AB in evenwicht moet zijn.

en de spankracht S in het

Kan R

1 kleiner dan nul worden (voor X e [0,27]}?

C
“R
Y // \ 3
/ \
a’ \\
/ \
/ AY
a N\
__71_4?6' \
! | \
/ ,90 \
/ i \ .X
ANR, a R,/ &

Een ronde tafel (in bovenstaande figuur in bovenaanzicht getekend) wordt

onder

steund door drie poten A, B en C, welke tezamen een gelijkziijdige drie-

hoek met zijde a vormen. Op de tafel ligt een blok met een gewicht G en met

posit

ie %08y + yogy t.o.v. het in de figuur getekende AXYZ-stelsel. Het block

ligt binnen de driehoek ABC. De krachten in de poten A, B en C geven we aan

met R

R, en R

17 B 3 resp.




28.

29.
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i) Geef de vectorvoorstelling van de vier op de tafel werkende krachten
tezamen met hun aangrijpingspunten.

11} Bepaal van elke kracht het moment om. A.

iii) Bereken, uit de conditie dat de tafel in evenwicht moet zijn, de ondex-

steuningskrachten R R, en R, als functie wvan Xo en Y-

1r 72 3

iv}) Bewlijs dat als G binnen ABC ligt dat R R, en R, positief zijn.

17 T2 3
V) Bepaal de waarde({n) van (xo,yo) waarvoor het maximum (Rl,R2,R3) Zo
klein mogelijk is.

X

Nevenstaande figuur stelt schematisch = A a

een hijskraan voor. De hoogte van de
kraan is h. Een contragewicht W hangt {L—H)

op een afstand a van de verticale as h W

OA van de kraan. De arm van de kraan -

[y |
[3n7 §

draagt op een afstand r van & een last

met een gewicht L. De last hangt een
'i A\(

afstand (h ~y) onder de arm(x en y

zijn inStelbaarJ x

i) Bepaal het totale moment om 0 van L en W samen (EO).

ii) 1Is de waarde van T, afhankelijk van x? En van y?

0
iii) Stelity (= |30|) moet kleiner blijven dan een kritische waarde t_ = aW.

Bepaal dan de maximale last Lmax die de kraan kan dragen op

X=a, x=2a, Xx=3aen x = 4a .

(Het gewicht van de kraan-armen mag worden verwaarloosd.)

De twee vrienden door dik en dun:O.H. en S.L. moeten een pianc langs een
steill oplopende trap naar boven dragen. De vooroplopende S.L. draagt met

een verticale kracht Rl en de achterste (0.H.) met een verticale kracht R2.




5.

9.

10.

11.

12.

18.

19.
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Neem voor de hellingshoek o = 30., voor de afmetingen van de piano (zie fi-
guur) a = 1m, b = 0,5m en voor het gewicht van de piano G = 150 kg.

Neem verder aan dat de snelheid waarmee C.H, en S.L. de plano sjouwen za
klein is dat gesteld mag worden dat de piano voortdurend in evenwicht is.
Vergelijk de inspanningen, gemeten naar de krachten Rl van S.L. en R, van

2
O.H., van beide vrienden.

Antwoorden (H.1.)

i) ]gj = 5, s in x-z-vlak,

6: hoek met positieve x-as:

fl

arctan(i)
2"

ii) |v| = 10, v in y-z-vlak,

4
8: hoek met positieve y-as: 6 = arctantg).

iii) <a,b> = 130,5°.

-]
s = 6e_ + 6§y, en ligt in XY-vlak en maakt hoek van 45 met positieve X- en

Y-as.
(v lv, x v)) = (v, x ¥v,).vy) = (¥ x vy),v,) = 270 .
i) b = -5, ii) Ja.
i) x = xe + ygy + ze , met Ix + 2y -z = 14.
PO = 5v/3.

£ door P en Q; £: x = (4,5,7) + a(7,-1,-5).

Afstand tot 1ijn 18;
afstand tot vlak 7.

p={(1,0,1) + g % (1,2,-1), (Vq); A =5.
1)z, = (6:2,3).
ii) r, = {0,4,0); AR = 7.

iii) v = (-3,1,-1,5).

= (4,-4,-2); iii) a = v2;

v
iv) V: x = (1,1,0) + ul(l,—l,4) + a,(2,-2,-1).

2(




20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

L R B I I T o "l £
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= (-2,2,-8).

iv) a
-C

i) R = (5,-5,0), |_P_{_| = 5/2, R in x-y-vlak en maakt hoeken van 45° met po-

sitieve x-as en negatieve y-as.

i1y r = (-8,-3,-5).

i) R=(1+ 2/3)e_+ e ; |R|] =4,57;
R 2 ST BT
hoek = arctan{———) = 13 .

(2) 1+ 23

ii) || = 2v2.

iii) R = (3,2,-2); M, =

0 (_41_27_11)o

*

X, =-5, X,=12, X, =-5,X =-3, X = 6, X, = -3.

Rl = 4G; R2 = AG.

iii) Ry = 10 - 62; Ry = 2(1 + 33 V3; g = 4(1 + 3A).
iv) Ja, voor X € (53-, 2].

O R - LomE  n o oLl e

i) Ry = (a - x5 -3y Ry = O - 3ye/Ho Ry
1 G

v) xo—lza, yo—ga/B_, (Rl—RZ—R3~§).

i} = (aW - xL)e ; iii) L = 2W; W; — W; lW

1) Ty = t4 -z’ max T a2 T

R, = 53,4 kg; R, = 96,6 kg.

1 2

LA

FRUMEER

Rk

Rk
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Kinematica

Theorievragen

Een punt P beweegt langs een rechte.

a) Bepaal de snelheid en de positie van P als functie van de tijd als
P in rust is op t = 0 en de versnelling a van P gegeven is dcor: (¢ en

W : constant)

[

i} a =0, ii) a = ¢, iii) a = ct, iv) a = ¢ cos wt .
Beschrijf de beweging.

b) Bepaal de snelheid en de versnelling van P als de positie x(t) gegeven is
door:
i) x(€) = ¢, ii) x(€) = ct, iii) x(t) = ct®, iv) x(t) = c cos wt.
Beschri]f de beweging.

c) P heeft beginsmelheid v, en een constante versnelling a. Bewijs dat

0

2 2
v =v

0 + 2ax ,

waarin v de snelheid van P is en x de door P afgelegde weg.

d) Beschouw de grafiek van de snelheid van P tegen de tijd (snelheids-tijd-

diagraﬁ). Bewijs dat bij een rechtlijnige beweging met v = O het opper-

vlak onder de grafiek gelijk is aan de door P afgelegde weg.

Een punt P beweegt langs een cirkel met straal R en middelpunt M. Noem de

hoek tussen een vaste middellijn en de lijn MP: 9.

a) Bepaal de radiale versnelling van P, de radiale en tangentiele snelheid
van P en de hoek 0(t)} als P op t = Oeen snelheid v, heeft en de tangentiéle

versnelling a, van P gegeven is door (neem 0(0) = 0)

g

g = o, ii) a, = ¢, iii) ag, = ct, iv) a, = ¢ cos wt.

b) Bepaal de radiale en tangentiéle snelheid en versnelling van P als

i) a

. .. - v e s 2 .
i) 6(t) = ¢, ii) o(t) = ct, iii} 8(t) = ct”, iv) 8(t) = ¢ cos ut.
¢) Is de snelheid van P, indien P met constante "hoeksnelheid" (d.w.z. 6)

langs de cirkel beweegt, constant?

Bewijs de relaties:

ér = Bge, é, = —fe .
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Leidt af de relaties:

o
L}
i
1
o

Ie
-

R

I
=
lan]
+
[y
[n
[av]

Hoeveel graden van vrijheid heeft een punt dat:

i) vrij beweegt in]R3,

ii)  beweegt in een vlak,

iii) beweegt langs een rechte,

iv)  over het oppervlak van een bol beweegt,

v) beweegt langs een cirkel,

vi) slingert inﬁRB (konische slinger),

vii) slingert in een verticaal vlak,

viii) met voorgeschreven snelheid langs een kromme beweegt,

ix) beweegt langs een cirkel die vrij kan draaien om een middellijn,

x) beweegt langs een cirkel die met voorgeschreven hoeksnelheid roteert

om een middellijn.

Fen thein han een maximafe snelhedid berelken van 144 km/uur en heeft een max-
Amale vermsnelling van 0,25 m/»secz en een maximale agremming van 0,50 m/éecz.
Bepaal de hontste tifd die de trein nodig heeft om van een sfation naar een
30 km vender gelegen station Le rnifden, indien de trein op bedlde staticns

stopt. Teken het snelhedlds-tifd-diagram.

Een punt beweegt met een constante versnelling van 4 mjsecz. De aanvangs-
snelheid wvan het punt was 3 m/sec, in dezelfde richting als de versnelling.
Wat is de snelheid wvan het punt na 7 sec en hoe groot is de door het punt
afgelegde weg in die tijd?

Beantwoord dezelfde vragen als de versnelling de tegengestelde richting van
de beginsnelheid heeft. Schrijf voor beide bewegingen de afgelegde weg als

functie van de tijd.

. Een auto start vanuit rust en beweegt gedurende ! sec met een versnelling van

1 m/sec2. De motor wordt daarna ontkoppeld en tengevolge van wrijving vermin-
dert de snelheid gedurende 10 sec met een vertraging van 0,05 m/secz. Daarna

wordt gedurende 5 sec geremd en de auto komt tot stilstand.

Bereken de afgelegde weg gedurende de beweging. Maak een grafiek van de afge-

legde weg x, de snelheid v en de versnelling a als functie van de tijd t,
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Twee auto's, A en B, rijden in dezelfde richting met smelheden v, Tesp. Vp.
Als auto A zich op een afstand d achter B bevindt, begint B te remmen, waar-—
bij een constante vertraging a optreedt, De reactietijd van de chauffeur van
A (dit is de tijd die de chauffeur nodig heeft om de remmen in werking te stel-
len, nadat hij de remlichten van B heeft waargenomen) bedraagt T sec. De rem

vertraging van A is eveneens a.

Bewijs dat er geen botsing plaatsvindt indien

Een auto trekt op tot 90 km/uur volgens de volgende tabel:
182 versnelling: 0-15 km/uur in 2 sec,

2% versnelling: 15-30 km/uur in 3 sec,

3% versnelling: 30-45 km/uur in 4 sec,

5 versnelling: 45-90 km/uur in 15 sec.

Aangenomen mag worden dat in elke stand de versnelling constant is.

Teken het snelheids-tijd=diagram. Bepaal de door de auto afgelegde weg tot

het bereiken van de snelheid van 90 km/uur.

Van GALTILEO {1564-1642) is het volgende
experiment bekend. Galileo liet een knik-
ker langs een hellend vlak naar beneden
rollen en hij tekende op dit hellend vlak
een stel horizontale strepen, welke op een

zodanige afstand van elkaar stonden, dat

alle trajecten tussen twee strepen in ge-

lijke tijdsintervallen werden afgelegd.

Indien wij U geven dat de versnelling van een punt langs een hellend vlak
gelijk is aan g sin o (o is de hellingshoek), bepaal dan de verdeling van de

strepen opdat aan bovenstaande voorwaarde voldaan is.

Verconderstel dat de aande in een cirnkelvoamige baan om de zon beweegt, waar-
bif de ghootte van de snelheid van de aarde constant {s. De straal van de
cinkel As 1,49.107] m en voor de omloopstifd mag 3,16.107 sec. genomen wor-
den.

Beneken de ghootte van de snelhedld en van de centripetale versnelding van de

aarde tifdens haan beweging om de zon.
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Veronderstel dat de zon in een cirkelvormige baan in de melkweg beweegt,
waarbij de grootte van de snelheid van de zon constant is. De straal van de
cirkel is 2,4.1020 m en de omloopstijd is 6,3.1015 sec.

Bereken de grootte van de snelheid en van de centripetale versnelling van de

zon tijdens haar beweging in de melkweg.

Een electron beweegt onder invloed van een magnetisch veld langs een cirkel
met een snelheid die constant van grootte is. De straal van de cirkel is 3 m
en de snelheid van het electron bedraagt 4.10° m/sec.

Bereken de centripetale versneiling van het electron.

Een punt beweegt in een cirkelvormige baan, straal van de cirkel 2 m. De hoek
die de voerstraal maakt met een zekere vaste halfrechte vanuit het middelpunt
noemen we 9.

Gegeven 1is; ¢ = 2t2 + 6t, waarin t de tijd,.

Bereken de tangentiale en de radiale snelheid en versnelling van het punt

als functie van de tijd.

Een jongetje staat in het middefpunt M

van een met constante hoeksnefheid w ho-
tenende schiff met straal R. Op zeken

L fdstup to zdet het fongetie in een punt
A buiten de schiff zifn moedern staan.

Het fongetie begint met constante snelhedld
V te Lopen Langs een vaste sthaal MB van
de cirkel [op £ = 2, i85 V naan A gericht).
Bepaal de radiale en tangentiale snelhedld en vernsnelling van het jongetje,
als functies van V, w en L. Hee groot moet V zifn opdat het fongeffe als hij
de nand van de schiff bereikt heegqt, precies bif A L& aangehomen?

Een punt P beweegt langs een vlakke spiraal, welke in poolcoodrdinaten wordt
voorgesteld door: r(f) = Rehe. Gegeven is: 6 = wt (w: constant).

a_ en a, van P.

Bereken vr, ve, r 5

Een punt P beweegt langs een cirkel waarvan de straal in de loop van de tijd
verandert volgens r = Ty * Vt (rO en V: constant), waarbij B =uw is constant.

Bereken de radiale en tangentiale snelheid en versnelling van P.
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Een massapunt beweegt aanvankelijk aan het einde van een touwtje in een vlak
langs een cirkel, waarbij de grootte van de snelheid counstant is. Op t =0
is r = T, en 6 = w. Daarna wordt het touwtje ingetrokken, zodanig dat de
lengte van het touwtje verandert volgens: r = Ty ~ Vt. Bij de nu volgende
beweging mag worden aangenomen dat het product van de straal r en de tangen~
tiale snelheid van het massapunt constant blijft.

Formuleer bovenstaande eis in termen van r, 9, r. en .

0
Bepaal de radiale en tangentiale smelheid en versnelling van het punt als

functies van Ty, W, Ven t.

20. In een plat vlak waain Oxy een rechthoekig assenstelsel is, zifn de coordi~
naten van een punt P gegeven door:
x[t) = a sin wt
ylt) = b cos wt ,
waarin a, b en w posifleve constanten zifn.
Bepaal :
L) een coohdinaatvoorstelling van de baan;
LL)  de componenten en de groofte van de snelheid van P;
Lid] de componenten van de versnelling van P;
Lv] Jwat voor scornt Rromme P doorkeoopd.
21. Een auto rijdt met een snelheid van 24 m/sec in noordelijke richting. Een
5 seconden durende windvlaag geeft de auto een versnelling van | mjsec2 in
oostelijke richting.
Bereken:
i) de grootte en de richting van de uiteindelijke smelheid van de auto;
ii) de baan door de auto beschreven tijdens de windvlaag.
22. Een auto beschrijft een vlakke baan, De coordinaten van de auto ten opzichte

van een rechthoekig assenstelsel worden voorgesteld door de volgende betrek-

kingen:

263~ 3¢2

]
[

=t - 2t + 1 .

o
L
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De coordinaten x en y worden gemeten in meters en de tijd t in

Bereken:

i) de positie van de auto op het tijdstip t = 1 sec;

ii) de componenten en de grootte van de snelheid van de auto;
iii) het tijdstip waarop de snelheid van de auto nul is;

iv) de componenten van de versnelling van de auto;

v)  het tijdstip waarop de versnelling van de auto evenwijdig

y-as,

Een massapunt beweegt langs de parabool y = xz. De snelheid in

voorgesteld door Vs is constant en bedraagt 4,5 m/sec.

seconden.

is aan de

x-richting,

Bereken de grootte en de richting van de snelheid en de versnelling op het

moment dat x = | m.

De coordinaten van een bewegend punt ten opzichte van een rechthoekig assen-—

stelsel zijn:

X at

b sin at .

y

Teken een grafiek van de baan {in het xy-vlak),

Bewijs dat de grootte van de versnelling evenredig is met de afstand van he£

punt tot de x—as.

Antwoorden (H.2.)

a) 1) v(t) = x{t) = 0.

i) v(t) = et, x(t) = 5 ct”,

iii) v(1) =g ct’, x(t) = ¢ et

iv) v(t) = % sin wt, x(t) = ==(1 - cos wt)
by i)  v(t) = a(t) = O. ;

ii) v(t) = ¢, a(t) = 0.

iii) v(t) = 2ct, a(t) = 2c.

iv) v(t) = —we sin ot, a(t) = —w’c cos wt.
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2, a) 1) a =—V2/R v =0, v. =v 0 =i—0—t
r 0" Ty > g Q: R
.. 1 2 1,1
== _r = = = (L
11) a R\ct4-v0) , v 0, A ct + Vg 8 R(2 ct
_ 11 2 2 1.2 _
iii) a = ﬁ(f ct™ + VO) > V. = 0, Vg Sy ettt + vy, 6
. __loe . 2 = =< o
iv) a R(E'Sln wt + VO) SV = 0, Vp = = sin wt + v
_1l, ¢ c
8—§( —"Z—COS L\Jt+VOt+—2').
w W
b) 1) v, = 0, vy = 0, a_ = 0, a, = 0.
.. 2
ii) v, o= 0, v, = ¢R, a, = -c"R, a, = 0.
e 2.2
iii) v, = 0, vy = 2cRt, a_ = —4c Rt a, = 2¢R.,
. . 2 2 . 2
iv) v_ =0, Ve = ~cRuw sin wt, a. =-cwRsinut, ay =
5. 1)y 3; iiy 2, iii) 1; iv) 2; v) i vi) 2; vii)
ix) 2; x) 1.
6. 870 sec.
7. 31 m/sec; 119 m,

25 m/sec; 77 m.

8. 9.25 m.
10, 346 m.
11. Verhouding tussen eerste en n—de interval is (2n- 1)
4 -3 2
12, 10,66 x 10" km/uur; 5,89 x 10 ~ m/sec”.
13. 2,4 x 105 m/sec; 2,4 x ]0—10 m/secz.
14. 5,33 x 1010 m/sec?.
2

15. vy = 8t + 12 (m/sec); v, = 0; ay = 8 m/sec”,

a, = 32t2 + 96t + 72 (m/secz).

2
6. v_=V, v, = wVt, a_ = -¢"Vt, a, = 2uV.
T 8 r )
v wR

= EE .

3

-cRmzcos wt.

i; viii) Q;



17. v_ = ~mRe_wt, v, = mRe_wt, a =0, a = —ZmZRe*wt.
T 8 r 8
- - .2 -
18. v, = v, vy = m(ro + Vt), a, = w (rO + Vi), ay = 2wV.
. 2
19. r"8 = constant = r.u.
0
2 2 4
wr w'r
v ==V, v, = 0 a 0 a, =10
- » _ » r - » = u.
x 3] (r0 Vi) (ro _ Vt)3 3]
X2 2
20, 1) A+ ¥_ -,
2 2
a b
ii) wv_ = aw cos wt, vy = ~bw sin wt.
v = wp, p = Ya‘cosZut + b4sinut.
s 2 . 2
iii) a_ = —aw®sin wt, a_ = -bw cos wt.
X ¥
iv) Ellips.
21. 1) v = 24e  + 5e .
N = - a 2
ii) Baan (codrdinaatvoorstelling): y = —5 X .
2v
0
22, 1) r(l) = —gx(m).
ii) v, = 6e(t- 1), vy =2(t-1), v = 2(c- 1DV/9EZ + 1 (m/sec).
iii) t =1 (sec).
. 2
iv) a_ = 12e -6, ay = 2 (m/sec™).
v) t = 0,5 (sec).
23. 1) v = 4,59X + 9gy (m/sec).
ii) a = 40,5gx {(m/sec).

- V.19
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3. Relatieve beweging

Theorievragen

1. Een eenheidsvector e roteert met constante hoeksnelheid w om een vaste as.

Bewijs dat:

e = X e .

2. Beschouw de beweging van een punt P t.o.v. twee waarnemers (} en 0', waarvan
de laatste transleert en roteert (met constante hoeksnelheid) t.o.v. de eer-
ste. Toon aan, uitgaande van de algemene relaties voor de snelheden en ver-—

snellingen van P t.o.v. 0 en 0', dat:

i) de sleepsnelheid de snelheid van P t.o.v. 0 is als P niet beweegt t.o.v.
0"

1i) de relatieve snelheid de snelheid van P t.o.v. 0 is als 0' niet beweegt
t.o.v. 0;

1ii) de sleepversnelling de versnelling van P t.o.v. O is als P niet beweegt
t.o.v. 0';

iv) de relatieve versnelling de versnelling van P t.o.v. 0 is als 0' niet
beweegt t.o.v. 0

V) de versnelling van P t.o.v. 0 een term bevat die zowel voor iii) als

voor iv) nul is; hoe heet deze term?

3. Wat kunt U in het algemeen zeggen van de richting van de centripetale en de
coriolisversnelling? Geef een aantal gevallen waarin deze versnellingen nul

zlin,

R REERPERESN

Een auto, breedte d en fLengte %, nifdt met constante snelheid u docn een
nechte straat op een agstand a van de straathant (zie figuur]. Een voetgan-
gen begint met een constante snelheid v onder een hoek o en op een afstand
b voon de aufo de stnaat oven te steken.
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Bewijs, door de nelatieve beweging van de voefgangern £.o.v. de auto te be-
kijken, dat de veetganger doon de auto zal wornden geraakit als:

bainao - (a+dlcos a u_(b+8)sina - acos o
{a+d] Ty o @

Twee treinen A en B rijden resp. 70 en 90 km per uur. De rails maken een
hoek van 60° met elkaar. .
Bepaal de relatieve snelheid van B t.o.v. A. Hangt deze relatieve snelheid

van de plaats van de treinen af?

Twee plaatsen A en B liggen op afstand van 1 km aan een rechte rivier. Iemand
gaat van A naar B en terug maar A in een roeibeoot die zich met een snelheid
van 4 km/uur t.o.v. de rivier voortbeweegt. Iemand anders loopt langs de oe-
ver deze route met een snelheid van 4 km/uur. Als de stroomsnelheid 2 km/uur

bedraagt hoe lang doen beide mensen dan over deze tocht?

Een man die met 80 km/uur door een regenbui rijdt ziet op de zijramen dat de
sporen van de druppels een hoek van 80° met de verticaal maken. Als hij stopt,
constateert hij dat de regen in werkelijkheid verticaal wvalt.

Bereken de relatieve snelheid van de regen t.o.v. de auto

i) als deze stilstaat,

ii) als hij rijdt met voornocemde snelheid,

Een rivier stroomt noordwaarts met een snelheid van 3 km/uur. Een boot vaart
t.o.v. het water loodrecht op de stroomrichting met een relatieve snelheid

t.o.v. het water van 4 km/uur.

i) Bereken de snelheid wvan de boot t.o.v. de aarde.
ii) Hoe lang doet de boot er over om de rivier, die 1 km breed is, over te
steken?

1ii) Hoever is de boot bij deze oversteek afgedreven?

Fen man fietst met 12 km/uur in oostelijke richting en voelt daarbij de wind
uit het noorden. Als hij zijn snelheid verdubbelt voelt hij een wind uit het
noordoosten.

Bepaal de werkelijke snelheid van de wind.
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Het ophangpunt 0' van een sLingen,

bestaande wit een punt P aan een a-—rg ?
staaf tern Lengte 1, beweegt met |
constante versnelling a t.o.v, 0 la& {
Langs een horizontale rechte. De E p
|

hoek die ¢'P met de verticaal
maakt 45 olt) (= gegeven).
Bepaal, voor een met 0' meetransferend stefsel, de nelatieve en sleepsnel-
hedid en nelatieve en Aleepvernsnedling van P.

De hier naast getekende tafel

transleert zodanig dat elk punt O' ALP
van de tafel een cirkel met straal LI )
R doorloopt. De hoeksnelheid van r') e

de stangen (bijv. 00') is constant

en gelijk aan w. Over de tafel be- R R
weegt zich rechtlijnig een punt P,

waarvan de afstand tot een punt van o

de tafel 0' wordt aangegeven door 0
r'(t).

Bepaal, voor een waarnemer 0' welke met de tafel meetransleert, de relatieve

en sleepsnelheid en relatieve en sleepversnelling van P.

Een buisje, dat een hoek o met de
horizontaal maakt, transleert met
een constante horizontale versnel-
ling a. In de buis beweegt een punt

P. De positie van P t.o.v. een punt

0" van de buis wordt aangegeven
door r'(t).
Bepaal, voor een met O0' meetranslerend stelsel, de relatieve en sleepsnel-

heid en de relatieve en sleepversnelling.
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Een punt P beweegt Langs een cirkel,
welke met constante hoeksnelheid w

om een middelfijn rofeent. De posdi-
Lie van P f.o.v. de draaiingsas wordt
aangegeven mel 6{t). Yoer in een met
de cirkel meenoterend stefsel, met
consprong in middefpunt van de cinkel.

L] Bepaal de refatieve en sleepsnelheid en de relatieve, sleep- en cordle-
Lis versnelling.

L] Laat zien dat als © 48 constant de relatieve snelhedd en vernsnelling en
de cordolisversnelling nul ziin.

LA} Laat zien dat als w = 0, de sleepsnelhedid en -versnelling en de corio-
Lisversnelding nul zign.

iv]  Hoe ghoot 4s de centrdpetale versnelling t.g.v. w en hoe {8 die gernicht?

Een buis roteert met constante hoek-
snelheid w om een vaste as door O
loodrecht op de buis. In de buis be-
weegt een punt P, De positie van P
t.o.v. 0 is gegeven door r{t). Voer
een met de buis meeroterend stelsel
door 0 in en bepaal de relatieve en

sleepsnelheid en de relatieve, sleep-

en coriolisversnelling.

Wanneer zijn deze grootheden nul?

Beschouw het hiernaast getekende schema 0=0 R A

van een zweefmolen, welke met een con-— |

stante hoeksnelheid @ draait. De stand

. BEONE
van een stoeltje wordt gegeven door 9(t) |
{er vindt alleen beweging plaats in het : P
&
met de molenas meedraaiende verticale _— l

vlak = vlak van beweging). Bepaal, t.o.v.

1

een met de zweefmolen meeroterend stelsel
met oorsprong op de molenas, de relatieve en sleepsnelheid en de relatieve,

sleep- en coriolisversnelling.
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Een deeltje beweegt in zuidelijke richting met relatieve snelheid van 500

m/sec t.o.v. de aarde op een breedte van 40 N. (R = 6,37 x 106m).

arde
1) Bereken de centripetale versnelling van het deeltje.

ii) Bereken de coriolisversmelling.

Een rivier stroomt in zuidelijke richting met een snelheid van 9 km/uur t.o.v.
o
de aarde op een breedte van 45 N.

Bepaal voor een met de rivier meebewegende deeltje de coriolisversnelling.
Antwoorden (H,3.)

= - NG .
v 25e  + 45 2§y (e 1V,)

-BA

Boot: 40 min. Voetganger: 30 min.

i) 14gy (x: horizontaal, y verticaal).
i1} 80e + i4e
&5 <
i) BEX + AEY (m/sec) (x—as in stroomrichting).
ii) 15 min.

iii) 750 m.

12 km/uur, noordwest.

= =0 -_— % 3 ¥
c Vel I cos ae - Ld sin oeg (gxﬂ’OO ) s
Ysg ~ atg¥,
a = (-L3 cos o + Qézsin a)e + (—fa sin a - Edzcos a)e
-rel =X <y’
859 T 8y -
= 7!
Voop = ' (B)e (e /f/tafel),
Voo = {(-wR sin wt)gX + (wR cos wt)gy,
= 4
8ye1 T T (t)gx’

2 2 .
= (- + (—w R sin wt)e .
) (-0"R cos wt)e ( )-y
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12, v = ' (t)e e langs bui
~rel £ ( )~x' ’ (-x' ngs buis)
V., = at cos ae_; ~ at sin ce , ,
-si -X -y

= t)e

~rel t'(te
a = a cos oe_, ~ a sin ae ,
=sf -X -y

13. Neem: e , 1 vlak van cirkel, ey, in vlak van cirkel en 1 w, e langs w-as.
£x £ w, =

i) Vel = R8 cos egy, - RO sin egz, s
Yoy = -wR sin ng. >
v «2 . .-, .
= - i + - -
2ol (RO cos 0 R87sin E)gy, {(-R6 sin ¢ -R8° cos 8)92, s
2 .
g, = "w R sin Sgy, .
a = -20RH cos Be ' s
~cor -x
. 2 .
iv) & entr = W R sin Ggy,

14, Neem: e langs buis, e in w-richting.

v = re v = wre
—-rel -x'* =52 ~y'?

2 .
=-p're ,, a = 2ure , .
-X -cor -y

a = Ye a
-rel —x'? Zs5¢

15. Neem: e langs as naar beneden gericht, gy,: richting 0'A, e_r L vlak.

v = -26 sin Be . + L& cos 6e .
-rel -X -y

= =- + 1
Yoy w(R + & sin S)EZ, ,

. . !2 e '2 A
2.1~ (-0 sin & - 20 ¢cos e)gx, + (46 cos 6 - £87sin e)gy, .
2 .

a, =" (R + ¢ sin B)Qy. .
a = ~2wlé cos e '
=cor ~z

16. 1) 2,58 x 10 % m/sec?.

ii) 4,68 x ]0_2 m/secz.(in costelijke richting).

-4 , .. . .
17. 2,58 x 10 m/sec2 (in oostelijke richting).
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Dynamica van een deeltje

Vrij massapunt

De volgende vragen handelen over een vrij
massapunt P met massa m onder invloed van
een kracht F met positievector t.o.v. 0
gelijk aan r. De versnelling van de zwaar-
tekracht g mag voor numerieke uitwerkingen,
tenzij anders vermeld, gelijk genomen wor-—

den aan 10 m/secz.

Theorievragen

Wat moet voor 0 gelden opdat:
mr = F.

Is het hiervoor noodzakelijk dat O in rust is?
Geef de conditie(s) voor F, opdat P in evenwicht

Beschouw een rechtlijnige beweging (r = xe s F =
mx = F ,
en met beginvoorwaarden
x(t = 0) = x4, (£t = 0) = A
Laat F alleen een functie van de tijd zijn:
F = F(t)
en bepaal uitdrukkingen voor:
x(t) en x=(t) .
Pas dit toe op {(c,w: constant)

F(t) = ¢, F(t) = ct, F(t) = ctz, F(t)

. Als 3, maar nu met F = F(x), dus

mx = F(x), met x(0) = X, en x(0) = v,

is.

Fe )} met:
=X

cos pt

Lo |
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1) Bewijs dat

ii) Pas dit toe, voor de bepaling van x als functie van x, op

F(x) = ¢, F(x) = cx, F(x) = -‘55 , F(x) = cos x .
xX

Beschouw weer rechtlijnige bewegingen met bewegingsvergelijkingen (w,),k,c:

constant)

a) x + mzx 0,
2

b) X - A7x =0 en

c) x + kx = c.
en met x(0) = Xy en x(0) = Ve

i) Bewijs dat de oplossingen hiervan luiden:

v
a) x(t) = xocos_wt + — sin wt
| Yo, At ! Yo At

1l

B)  x(£) = j(xg + e+ h(xy - e T,

1 ¢ -kt c
X0+E(E—VO)(E —1)+-L‘c-t.

c) x(t)

ii)} Bewijs dat, voor willekeurige Xy en vp, de oplossing a) voor alle t be-

grensd is en dat
iii) Bewijs dat als k

constante waarde

de oplossing b) voor t = = onbegrensd toeneemt.
> 0 de snelheid voor geval c¢) voor t + = nadert naar de

c/k.

Beschouw een vlakke beweging. Schrijf:

mt = F

uit in poolcodrdinaten r en €.

Bewijs dat als de kracht in 9-richting nul is, de term:

i

constant is.
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. Een ballon waarvan de totale massa (inclusief die van de mand, witrusting e.d)

M bedraagt, daalt met een versnelling §.
Hoeveed massa moet wernden afgeworpen om de ballon te Laten stijgen met vex-
snelling 47

. Een man die in de dakgoot van een gebouw staat gooit een steen omhoog met een

snelheid van 10 m/sec. Na 5 sec valt de steen op de grond. Wat is de hoogte
die de steen bereikt, hoe ver is de goot boven de grond en met welke snelheid
valt de steen op de grond? (De versnelling van de zwaartekracht g mag gelijk

worden genomen aan 10 w/sec?.)

. Een auto heeft een massa van 1500 kg en een snelheid van 72 km/uur. Als ge-

remd wordt met een constante vertraging staat de aute in 0,2 min stil.

Bepaal de kracht die de auto ondervindt.

Twee muildieren trekken een schuit met massa m door middel van touwen die
. " . - o4
aan de boeg zijn bevestigd door een kanaal. De hoek tussen de touwen is 45

en de kracht in de touwen is resp. K(¥3-1) en K¥2.

i) Hoe groot zou de versnelling van de schuit zijn indien er geen weerstand
van het water was?
ii) Als de schuit eenparig beweegt, hoe groot is dan de weerstand van het

water?

. Een man met een massa van 90 kg staat in een lift. Welke kracht oefent de

viocer op hem uit als de 1ift:

i) ecenparig omhoog of omlaag beweegt:
ii) met een versnelling van 3 m/sec2 omhoog of omlaag heweegt;

iii) als de kabel breekt en de 1ift vrij valt?

d -
- D U
O Ex f (A Yo

Een maternieel punt P, massa m, worndt door een punt 0 aangetrokken met een
kracht miZ|xl (u> 0), waanin |x] de agstand tox 0 is. In een punt A, waar x = d
(d > 0), woerdt P met een snelhedd vy in de nichting 0A weggeschofen.
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4] Geef de dimensie van q.
£4)  Stel de bewegingsvergelifhing en de beginvoomwaarden op. Laat zien dat
deze bewegingsvergelijking niet afhangt van het feif of P zich Links
dan wel rechts van 0 bevindt en of P naan 0 toe dan wel van 0 af beweegt.
L) Bepaal de snelheid en de posditie van P als functie van de tijd. (Hint:
gebruik opgave 5.}
Aiv)  Bepaal de snelhedid van P als functie van x. (Hint:gebruik opgave 4.)
v} Bewdifs dat P voorn elke waarde van v, in 0 ferughkeert.
Bepaal de maximale waarde van x.

0

ul]  Bepaal de snelheid waarmee P de consprong 0 passeert.
vid] Beschiijf de beweging van P.

Een materieel punt P, massa m, wordt door een vast punt 0 aangetrokken met
2 . .
een kracht mu/r~ (p > 0) waarin r de afstand tot 0 is. In een punt A, waar

r =d (d™> 0), wordt P zonder snelheid losgelaten.

i) Geef de dimensie wvan .
ii) Bewijs dat P naar 0 gaat bewegen, en geef de bewegingsvergelijking voor
de fase dat P naar 0 toe beweegt. Geef de beginvoorwaarden.

iii) Met welke snelheid komt P in 0 aan? (Hint: gebruik opgave 4)

Een raket, massa m, wordt loodrecht van de aarde, straal R, weggeschoten met
een snelheid Vg De raket wordt door de aarde aangetrokken met een kracht
mu/rz, gericht naar het middelpunt 0 van de aarde, waarin r de afstand van

de raket tot 0 is, De luchtweerstand wordt verwaarloosd.

i) Bepaal de ontsnappingssnelheid van de raket (dit is de minimale waarde
van v, waarvoor de raket uit het aantrekkingsveld van de aarde ontsnapt,
dus niet meer op de aarde terugkeert).

ii) Bedenk dat de aantrekkingskracht op de aarde gelijk is aan mg en druk
hiermee p uit in g en R.

iii) Bepaal de numerieke waarde van de ontsnappingssnelheid wvoor R==6.36:<106

men g = 9.81 m/secz.

Een punt P, massa m, wordt vanaf een hoogte h met een snelheid vy verticaal
omhoog geschoten. Het punt beweegt onder invloed van de zwaartekracht en on-
dervindt een luchtweerstand evenredig aan de snelheid, evenredigheidsconstan—

te mk.
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i) Geef de dimensie van k.

ii) Stel de bewegingsvergelijking en de beginvoorwaarden op. Laat zien dat
de bewegingsvergelijking niet afhangt van het feit of m naar boven dan
wel naar beneden beweegt.

iii) Bepaal de snelheid en positie van P als functie van de tijd.

iv) Bepaal de maximale hoogte die P bereikt.

v) Laat zien dat de snelheid waarmee P op de grond komt, voor voldoende

grote h, nagenoeg onafhankelijk is van vy en h.

RS

0 X

Een massapunt P, massa m, wordt vanuit de corsprong 0 van een vast assenstel-
sel OXY, met de V-as verticaal, afgeschoten cnder een hoek o met de X-as.,

P beweegt onden invloed van de zwaartekracht en ondervindt Luchitweernstand
evenredig met de snelheid, evenredigheidsconstante mk (kR > 0).

i) Bepaal de bewegingsvergelijkingen en de beginvooawaarden.
iL) Bepaal de snelhedid en de positie van P als functie van de 2ifd.
LAL) Bewlifs dat de snelheld in X-richting voor grote £ naar nul gaat.

Als 16. maar zonder luchtweerstand.

i) Bepaal de bewegingsvergelijkingen en de beginvoorwaarden,

ii) Bepaal de snelheid en de positie van P als functie wan de tijd.

iii) Bepaal de grootste hoogte die P bereikt.

iv) Bepaal de horizontale afstand die P heeft afgelegd als P weer de X-as

heeft bereikt. Voor welke waarde van o is deze afstand maximaal?

. Een geladen deeltje, massa m, lading q, beweegt in een constant, uniform

electrisch veld E. Op t = 0 heeft het deeltjeeen snelheid v, loodrecht op

0
het E-veld. Het deeltje ondervindt van het E-veld een kracht qE.

i) Bewijs dat het deeltje in het vlak door v, en E blijft bewegen.

0
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1i) Bepaal de bewegingsvergelijkingen en de beginvoorwaarden.

1ii) Bepaal de snelheid en de positie van het deeltje als functie van de
tijd.

iv) Hoe ver is het deeltje van de yo—richting afgeweken op het moment dat

het deeltje in de yo-richting een afstand L heeft afgelegd.

19. Een massapunt P, massa m, beweegt in een vast 0XY-stelsel en ondervindt daar-
bij van de X-~as een aantrekkingskracht muzy, waarin y de afstand van P tot
de X-as is. Op t = 0 bevindt P zich op de Y-as op een afstand a van 0 en
heeft het een snelheid Yy gericht in de positieve X-as.

Welke baan beschrijft P?

Antwoorden (54.1,)
1. 0: inertiaal; ay = 0, ¥, = constant, hoeft niet nul te zijn.
2. F =0,

. . _c _c 2
3. i) x(t) = - t + Vs x(t) = > t= + vot Xy s

‘. . _c 2 _c 3

ii) x(t)——z—m-t * Vg x(t)—ﬁmt Vgt Foxy

111) %(6) =St + v, x(6) = - % 4 vt + x

3m 0’ 12m 0 0
. . 1 . 1 a
iv) x(t) = —— sin wt + v, x(t) = 2(1 cos wt) + Vot *+ Xg .
o

L.y 22 - 2 2c, .2 G2, e, 2 2

4, 1i) x°(x) = vyt ?E(x xo), X (x) = vyt E{x xo),
iy N ) .2 A P s
¥ (x) = vyt m(;g X), X (x) = vy ¥ m(5111 x — sin xo).
“ +2 - .r
6. mr = mrd F , mr6 + 2mr9 = Fe
7 2Mf
CEr g

8. 80 m, 75 m, 40 m/sec.

2500 W.
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L 2 ..
i) 7% 3 ii) 2k.

i) 500 N; ii) 1170 N, 630 N; iii) O.

i) [(u] = T !,

i) %+ u’x =0, %(0) = vy x(0) = d.
iii) %(t) = -dp sin pt + VyCOoSs ut,

Yo
x(t) = d cos pt + " sin pt.

iv) x(x) = i/v% + u?(d% ~ x7y.

vi) i""oz + uZd<?.

3.2

. 1) [(p] = 1L°T

ii) T + J%—= 0, r(0) =d, t(Q) = 0.
r

s . 2 .
i) V=85 ii) wo=gR;  iii) 1,12 x 10% m/sec (% 40.000 km/uur).

= -g, x(0) = h, %(0) = v..

H
=

S
i
+
e
Nl

1

0
iii) x(t) = - -1%- + (vy '{%‘)e—kt s
x(t) = h - —E— t + %(VO + —E—)(] - e_kt)
V5 g kvo

iv) h + — - n(l + —2y,

iy x+ kk =0, x(0) = 0, %(0) = Vo8 o

§+ky =g, y(0) =0, §(0) = vysin a .
. -kt _ _
ii) v(t) = Vpeos we e+ [- % + (Vosm o + _l%)e kt]_‘%y .
Vv,
__9 -kt 1 . ~
x(t) =4 cos a(l - e e+ [- % £+ (vysin o + _1%)(] - e kt)jgy
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. 1) ¥ =0, x(0) =0, x(0) = VpGos o .
V= -g, vy =0, 7(0) = vySin a .
i1) v(t) = vycos ag + [-gt + vosin cx]gy ,
E';gt) = vyt cos ae + [—%gtz + vyt sin u]gy
ooy 0 L2
1ii) == sin ~ o
2g
2
. Y0
iv) e sin 203y a = /4.
. 1i) X =0, %(0) = Vos x(0) =0 (x: richting go) .
" E .
§ = %; » ¥(0) =0, y(0) =0 (y: richting_g)
iii) v(t) =ve + & o |
— 0=x m -y
r(t) v.te + 9E t2e
0 m =y
iv) qEL
2mv2
0
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Gedwongen beweging. Vrijmaken. Eenzijdige verbindingen

Theorievragen

. Wat verstaat U onder een gedwongen beweging en wat onder een eenzijdige ver-

binding?

Bij de nu volgende bewegingen treedt nergens wrijving op. Een punt P wordt

gedwongen te bewegen:

i) in een plat vlak,

ii) over een boloppervlak,

iii) langs een rechte lijn,

iv) langs een cirkel,

V) aan het eind van een gespannen koord, waarvan het andere einde aan een

vast punt is opgehangen (drie-dimensionale of konische slinger).

Hoeveel onbekende reactiekrachten moet U invoeren bij het vrijmaken? Hoe

groot is het totaal aantal onbekenden en welke zijn dat?

Y

o X
YL II7TT77777.

Een stelsel OXY is vast verbonden aan een horizontaal vlak (zie figuur). Een
punt P, dat alleen kan bewegen in het verticale OXY-vlak, wordt behalve door
zijn gewicht G nog door een willekeurige kracht F belast. De wrijvingscoéffi-
ciént tussen P en het horizontale vlak is f (fk = fé = f) en de verbinding

tussen P en dit vlak is eenzijdig.

1)  Aan welke ongelijkheidsrelatie moet de Y-coordinaat van P voldoen?
ii) Welke reactiekrachten kunnen er door het vlak op P worden uitgeoefend?
Aan welke ongelijkheidsrelatie moeten deze reactiekrachten voldoen?

Welke vereenvoudiging krijgt U als f = 07
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Onderscheid . de volgende gevallen:

iii) P beweegt over het horizontale vlak (dwz. langs de X-as). Geef de con-
dities voor de positie en snelheid van P. Hoeveel graden van vrijheid
heeft P? Welke reactiekrachten treden op en aan welke condities moeten
deze voldoen? Hoeveel onbekenden heeft dit probleem en welke vergelij-
kingen heeft U tot Uw beschikking?

iv) P is in rust op het horizontale vlak.

Zelfde vragen als bij iii).
V) P is los van het horizontale vlak.
Zelfde vragen als bij iii).
vi) Geef de conditiesvoor G en F opdat de situaties iii), iv) of v) optre-

den, aangenmomen dat P in rust is op t = 0.

In bovenstaande figuuwr stelt P een massapunt, massa m, voch dat Ligt op een
hordzontaak vlak, wiijuingscodfficibnt §, en AB een massaloze staaf, welke
in A met P is verbonden, onder een hoek o (0 < a < 7/2) met de honizontaalk,
en waavan B alleen Langs een gladde horizontale rail han bewegen. (Op t = b,
P s dan in nusz, werndt het stelsed in B befast door een horizontale hracht
F.

A4} Wat is de hracht doorn AB op P witgeoefend?

) Aan welhe netatie{s) moet{en) F en a voldoen, opdat P in nusit bLijft?
Lid) Idem, opdat P Langs het hoﬂizoﬁtaze viak gaat glijden? Geef dan de bewe-
gingsvergelishing voorn P Zezamen met de beginvoonuwaarden, Bepaakl de

snelheid van P als functie van de afgefegde weg.
vl Tdem, opdat P Los komt van de grond? Hoeveel ghaden van viijhedd heeft
P nu?
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In bovenstaande figuur stelt P een massapunt, massa m, voor dat ligt op een
horizontaal vlak, wrijvingscoéfficiént f, en dat is verbonden aan een koord
dat een hoek o (0 € o £ n/2) met de horizontaal maakt en waaraan via een
vaste gladde pen A wordt gétrokken met een kracht F (F > 0).

Geef in een F-a-vlak de gebieden aan waarvoor (Hint: normeer F op (F/mg) en

neem zelf een waarde voor f):

i) P in rust blijft,
ii) P langs het horizontale vlak gaat glijden,

iii) P los komt van het wvlak.

mE

Een massapunt P, massa m, ligt op een hellend vlak, hellingshoek a. De wrij-

vingscoé€fficiént tussen P en het hellend vlak is f.

1) Geef de conditie voor f opdat het blok gaat glijden.
ii) Indien aan deze conditie voldaan is, bepaal dan de positie en de snelheid

van P als functie van de tijd.
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7. Twee gelifke massapunten, massa m, hangen o ««0 by O
onder een vast punt 0 en zijn met 0 verbon-
den door middel van een elastieckie (geval a) k,é k,&
redp. een veer (geval b), beide met veerstijf-
heid k en een ongespannen veerlengte L. Bedenk 3,
echten dat het elastiekje, in tegenstelling tot P p
de veen, alleen cen stijfheid heeft tegen wit-
nekken  maan wiet tegen indrukken leenzijdige mg¥ ma¥ .

verbinding). Beantwoord de volgende viagen
voor beide systemen:

<) Wat 4s de eveyudichitsstand van P? (De bif deze stand horende witrekhing
worndt de statische witwijkhing gencemd.)

L) Rek het elastickje/veer nog een afstand a vanuit de evemuichtsstand wit
en Laat hem zondern beginsnelheid £os. Stef de bewegingsvergelijhingen
voor P met de beginvoormwaarnde op.

A} Wat 44 de maximale hoogte die P zal bereiken?

mg 5

Een massapunt P, massa m, kan glijden over een glad horizontaal vlak en is

verbonden met een veer, veerstijfheid k, ongespannen veerlengte 20.
Stel de bewegingsvergelijkingen voor P op en laat zien dat deze onafhankelijk
zijn van het feit of de veer ingedrukt dan wel uitgerekt is en of P naar
links dan wel naar rechts beweegt,

‘9. Als 8, mear nu met wrijving f tussen P en het vlak. Stel weer de bewegings—
vergelijkingen op en laat zien dat deze nu wel essentieel verschillen als P

naar links en als P naar rechts beweegt.
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Een massapunt P, massa m, ligt los op een veer, P

veerstijfheid k, ongespannen veerlengte 20.
Vanuit de evenwichtsstand wordt de veer nog

kL,
¢

Bewijs dat P los komt van de veer op het moment dat de veer zijn ongespannen

een extra afstand a ingedrukt.

veerlengte bereikt. Bepaal de maximale hoogte die P bereikt.

hen blokje, massa m, zit bevestigd aan een veer, veerconstante k, en ligt
op een horizontale, lopende band die met snelheid v in de aangegeven rich-
ting beweegt. Zie figuur. Tussen het blokje en de lopende band heerst wrij-
ving met wrijvingscoé&fficiént f. Kies de corsprong van de x-as zodanlg dat
bij ongespannen veer het blokje zich in x = 0 bevindt. De versnelling van
de zwaartekracht is g. Tot aan t = 0 bevindt het blokje zich in rust in

X = a en wordt daar vastgehouden,

i) Voor welke waarden van a zal het blokje direct na loslatingop t = 0

naar rechts gaan bewegen? Bereken de positie x als functie van t, zo~ Gg%

lang % nog kleiner dan v is. '%ﬁ
ii) Voor welke waarden van de snelheid v van de lopende band bereikt het g&
blokje eveneens de snelheid v? En welke afstand heeft het blokje dan %§
afgelegd? ”‘;

iii} Kan het blokje een snelheid groter dan v krijgen? Mativeer Uw angyoord'~
iv) Stel dat v zodanig is dat het blokje de snelheid v niet bereikt; ﬂhere— &
ken dan de afstand die het blokje aflegt alvorens momentaan tot stil-

stand te komen. e ey el




Een cylindrische staaf AB, massa m, lengte {, doorsnede-oppervlak S, hangt

R N S 10 o e o Tl AT

verticaal onder een vast punt O. Het bovenste punt A is met O verbonden door

een veer,veerstijfheid k, ongespannen veerlengte £ Onder O bevindt zich e

0’ .
een zeer groot bassin gevuid met water. De soortelijke massa (= massa per j
L
volume-eenheid) wvan het water geven we aan met p. Op t = 0 is het systeenm #

in rust, is de veer ongespannen en bevindt B zich juist in het water. De
staaf wordt vanuit deze stand losgelaten. De afstand die B zich onder het
niveau van het water, dat constant mag worden genomen, bevindt, geven we aan

met x. De opwaartse kracht die de staaf AB van het water ondervindt wordt

gegeven door de wet van Archimedes:
"de opwaartse kracht is gelijk aan het gewicht van de verplaatste

hoeveelheid water."

De lengte & is zo groot dat de staaf niet volledig onder water verdwijnt, De
versnelling van de zwaartekracht is g.
i) Hoeveel graden van vrijheid heeft dit systeem?
ii) Geef de bewegingsvergeliijking met de bijbehorende beginvoorwaarden.
iii) Bepaal hieruit de snelheid en de verplaatsing van de staaf als functie
van de tijd t.
iv) Bereken het diepste punt dat B bereikt.
v) Wat verandert er in de bewegingsvergelijking, indien de staaf behalve
de opwaartse kracht ook nog een visceuze dempingskracht ondervindt
evenredig met de snelheid van AB, evenredigheidsconstante c. Gggf (in

woorden) aan wat de invloed hiervan op de beweging van AB is, Kbﬁﬁqgg SR
R . J_‘.‘,\;;_,f';“:'ﬁ_;.'_:; o 3

staaf nu tot rust? Zo ja, in welke stand?
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Een massapunt P, massa m, 458 via een massa-
Loos hoond, Lengte &, verbonden met een vast
punt 0. P beweegt in een verticaal vlak
(vlakke slingen).

L) Geef de sfingen een beginuitwifking 0,
0 < 8, < 7l
snelhedd Los. Stel de bewegingsvergeldijking voor P op met de beg&nuaon—
waarden. Bepaal § als functie van 0. Bewifs dat 6 nooit groten kan wor-
den dan 6y Bereken de kracht in het koord als functie van 6. Waarom L4
deze kracht voor & = 0 groter dan mg? Neem 8y << 1. Hoe kunt U in dit
geval de bewegingsvergelfifking vereenvoudigen en kunt U ult deze vereen-
voudigde vergelifhing de snetheid van P als functie van de tijd bepalen?

L) Geef P cp het moment dat hij vernticaal ondesn 0 hangt een horizontale
snelhedd vg. Neem aan dat P een volledige cirked deorloopt. Geef de con-
dities waaraan 8 en de kracht in het koord moeten voldoen opdat aan deze
aanname voldaan i8. Hoe ghoot moet Vg minstens zifn opdat dit het geval
487 Hoe groot is dan de snelhedid van P in zifn hoogste punt?

<

en Laat hem zonder begin-

Een puntmassa P, massa m, bevindt zich
op een gladde kegelmantel, met een wver-—
ticale. as en een halve tophoek «, en is
via een massaloos koord, lengte %, verbon-
den met de top O van de kegel. De lijn OP

roteert wet constante hoeksnelheid w om

de verticaal door 0.

i) Bereken de snelheid wvan P.

ii) Bepaal de kracht in het koord.

iii) Bepaal de reactiekracht van de kegelmantel op P. Hoe is deze gericht?
Voor welke waarde van & wordt deze reactiekracht nul? Wat gebeurt er

als w groter wordt dan deze waarde?
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De hierboven getekende gladde, cirkelvormige buis AB ligt in een verticaal
vlak. E&n massapunt P, massa m, wordt zonder beginsnelheid losgelaten in een

punt dat op een hoogte h verticaal boven A ligt.

i) Met welke snelheid komt P bij A in de buis?

ii) Bepaal, als P in de buis beweegt, de snelheid van P als functie van de

afgelegde hoek 5.

iii) Bepaal de reactiekracht van de buis op P.
iv) Hoe groot moet h minstens zijn opdat P weer bij B de buis verlaat?
V) Bereken de waarde van h, waarvoor P na de buls bij B verlaten te hebben,

weer bij A in de buis terecht komt.

Een electron, massa m, lading (-e), beweegt onder invlced van een constant,
uniform magnetisch veld B in een cirkel, straal R, met een snelheid v die
constant van grootte is. Het B-veld staat loodrecht op het vlak van de cir-

kel en het electron ondervindt een kracht: —e(z_x §) van dit veld.

i) Bepaal de richting van bovengencemde kracht.
ii) Geef de relatie tussen B, v en R, welke moet gelden opdat bovenbeschre-

ven beweging mogelijk is.
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]
|
|
|
|
A. 7T

Een massapunt P, massa m, wordt met snelheid Vg vanag een hordlzontaal viak
An een verticale, cirtkelvormige, gladde goot ABC geschoten.
Bepaal de waanrden van ug/gR, Waarva o :

L) P volledig in contact bLifft met de goot, maar weer in A terughkeent,
L) P voordat C bereikt is Los komt van de goot.
LA} P volledig in contact bLifft met de goot en deze bif C weern vernlaat,

A 0 B
P

rng %

Een massapunt P, massa m, wordt zonder snelheid losgelaten in het punt A van
de hierboven getekende verticale, cirkelvormige, gladde goot AB. Bepaal de
door de goot op P uitgeoefende kracht en de snelheid van P als functie van

de afgelegde hoek. Waarom is deze kracht in het onderste punt groter dan mg?
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Een massapunt P, massa m, kan bewegen langs een verticale, cirkelvormige,

gladde goot.

i) P wordt met te verwaarlozen beginsnelheid in het bovenste punt van de
goot losgelaten. Waar verlaat het punt de goot?

ii) P wordt met een zodanige horizontale snelheid Vo vanuit het hoogste
punt weggeschoten dat het onmiddellijk de goot verlaat. Hoe groot moet

v, minstens zijn?

0

iii) P wordt via een veer, wveerstijfheid k, ongespannen veerlengte g = 0,
verbonden met het middelpunt O van de cirkel. Hoe groot moet k zijn
opdat P nergens loskomt van de goot, als P zonder beginsnelheid in

hoogste punt wordt losgelaten?

Antwoorden (84,2,)

i) Een reactiekracht (L vlak); 2 graden van vrijheid.

ii) Als 1i).

iii) Twee reactiekrachten (L rechte); 1 graad van vrijheid.

iv) Als iii).

v)  Een reactiekracht (in richting koord); 2 graden van vrijheid.

Steeds in totaal drie onbekenden.

i) y 2 0,

ii) N-Ve,Nz0,
W= e, W| < fN,
F=0>W =0

iii) y =% =0, x # 0; 1| graad van vrijheid;
N>0en W = ~fN sign %. 3 onbekenden: x, N, W.

vergelijkingen:mx=Fcos &« - W, 0 =N+ F sin o - mg, W = —fN sign x.

R PERNES . S e A s My L GRR Y At
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vi)

ii)

‘ iii)
\ iv)

T

ii)

iii)

geval i11):

geval v):
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*

x =y =y =0, nul graden van vrijheid.
N>0en |W <fN
2 onbekenden: N, W.

vergelijkingen: 0 = F cos a - W, 0 =N + F sin a - mg.

y > 0, 2 graden van vrijheid.
N =W =0.
Z onbekenden: x,Y.

vergelijkingen: mx = ¥ cos o, my = F sin o - mg.

cos a > f{mg - F sin o),

sin o < mg.

sin o < mg.

F
F
geval iv): F cos o < f(mg - F sin o),
F
F

sin o > mg.

F .
—_— ht.
s’ langs AB geric
F < mgf

= (1 + f tan w)

mgf
(1 + £ tan o)

< F £ mg cotan o;

Il
o

mk = F(1 + f tan a) — mgf, (x langs vlak), x(0) = x(0)

v(x) =V/E%§(] + f tan o) - ng]xgx .

F > mg cotan a; 2 graden van vrijheid.

mg
sin o °

mgf
cos a + £ sin o

mgf F < mg

< : < 7
cos o + f sin o sin o

. 1ii) F »

; ii)

[

. . 2
< tan a; ii) v(t) = g(f cos a - sin @)t, x(t) = %{f cos o — sin a)t”.

= I—n.-g— ‘
T R® G}
mx + kx = mg, %(0) = 0, x(0) = x, + a,

0
(x verticaal naar beneden van ongespannen lengte). Bewegingsvergelijking

geldt voor a) alleen als x > 0; als x < 0 geldt: mX = mg.
Maximale hoagte boven ongespannen lengte:

a) als a = %% ; zie b)
: l(lfiz__ I8y
© 2'mg k”

b) a -

=& ~|R
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8. mx + kx = 0 (x: uitrekking veer).

11.

12,

13,

X > 0: mx + kx = -mgf,
% < 0: mx + kx = mgf,
 ka mg .
i (—— + =2) boven evenwichtsstand.
mg k
. mgf | . mgf _mgf .
1) a < — x(t) A + (a - Jcos wt.g
11) v < (Eg’—f-—a)w . {mits a < mgf :
k k

‘e mgf mgf., 2 v, 2.4
iii) x=-—1-‘ci‘-—+ [(a—-—l%—- - (—u;)}]z;
. _ 2mgf _
iv) x = T a
i) Een, x: uitrekking veer.
ii) mx + (k+pgS)x =mg ; x(0) = %(0) = 0.
iii) =x(t) = A{l - cos wt) , %(t) = Aw sin wt,

(A = mg/(k +pgS) ; w = V(k +pgS)/m).
iv) Xoax - 2mg/ (k +pg8).
v) mx + cx + (k+pgS)x = mg,

LI mg/ (k + pgS).
i) miB + mg sin & = 0, 8(0) = 8, 6(0) = 03

8(8) = i/%&(cos ® - cos 90)

Kracht in koord: S = 3mg cos 6 — 2Zmg cos 60.

00 << 1: me + mgh = 0, v = @60 sin( Et)'
ii) 6 20, 20,V

oel0,2m]}

g > /5gi; Vgh.
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i) wf sin oj

.. 2. .2
ii) mg cos o + mw ¢ sin” o

cas . 2 .
iii) N = mg sin o - mo & sin o cos a (L kegelmantel),

N = =—-_—-g-—.._._.

0, voor w T oon 3
. .. - e . 2mgh
i) v2gh;  ii) ¥2gh + 2gR sin 6; 1iii) 3mg sin 0 + 3

ii) eBR = mv,

2 2 2
.0 . Yo Ly
i) P < 23 ii) 2 < Py < 53 1ii) P = 5.

3mg sin 8; v2gR sin 8.

i) 8§ = arccos(%) (8 is hoek OP met verticaal);
ii) /gk;  iii) k > ELEE.

iv) R;

v)

o
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4.3, Impulsmoment. Momentenstelling

Theorievragen

1. Geef de definities van het impulsmoment L, en het moment t1,. Aan welke con-—

A AT

ditie(s) moet A voldoen opdat geldt:

Geef enkele wvoorbeelden.
Is, voor een massapunt, de momentenstelling afhankelijk of onafhankelijk van

de tweede wet van Newton?

2. Een massapunt P wordt aangetrokken door een punt A door een naar A gerichte
kracht. Bewijs dat, onder bepaalde condities voor A (specificeer deze), het

impulsmoment van P om A constant is,

3. V., A g
:
BN\ J

i
Het ophangpunt A van een slinger beweegt met constante snelheid V langs een

horizontale rechte. De hoek €6(t) is niet constant, dus é(t) # 0.

i) Bepaal het impulsmoment van P t.o.v. A,

ii) Bewijs dat iA # Tpo als V # 0, en dat é =1, als V = 0.

A A

4, Bereken het impulsmoment van;

i) de aarde t.o.v. de zon, volgens de gegevens van vraagstuk 12 van hoofd-
stuk 2, en met de massa van de aarde = 5.98 x 1024 kg;
ii) een vlakke slinger t.o.v. zijn ophangpunt;

iii) van P om 0 (en 0') van 13 en 14 van hoofdstuk 3.

5. Leid m.b.v. de momentenstelling de bewegingsvergelijkingen af van de vraag-
stukken: uit 4.2: 13 en 18,
Toon aan dat dezme vergelijkingen afhankelijk zijn van de eerder m.b.v. de

tweede wet van Newton verkregen vergelijkingen.

)
i
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Een massapunt, massa P, is verbonden aagn -
nhet einde van een koord, Lengfe L, dat

cver een vaste, gladde pen 445 geslagen

en waatvan het beginpunt A met een con-

stante honizontale snelheid V beweegt.

Op £ = 0 bevindt A zich boven 0 en maakt ¥/
OP een hoek 8, met de verticaal door 0.

L) Geef een uitdrukking voor de Lengte £{t) van OP.

L) Bepaal het impulsmoment van P om 0.

A44) Ledd met behulp van de momentenstelling om 0 een digperentiaafvengelis-
king voor & af.

Av)  laat de zwaartekracht buiten beschowwing (dwz. Laat P bewegen Ln een
hornizontaal vlak) en stel 6 = w op £ = 0. Bewifs dat nu L, constant s

0
en Leldt hieruit een uitduukhing voor 6 als functie van t af.

. De positievector van een mhssapunt van 1 kg wordt gegeven door

T = (3t2 - 6t)e - 4t3e + (3t + 2)e m .
— “x =y -z

Bepaal

i) de kracht op het deeltje,

ii) het moment t.o.v. de oorsprong uitgeoefend op het deeltje,
iii) impuls en impulsmoment t.o.v. de ocorsprong.

iv) wverifieer T = L, om de oorsprong,

Op t = 0 bevindt zich een massa van 3 kg in ¢ = ngm met snelheid 102y m/sec.
Er werken geen krachten. Bepaal het impulsmoment van de massa t.o.v. de ocor-
sprong ten tijde t = 0 en t = 12 sec. Beantwoord dezelfde vraag als op de

massa een steeds naar de ocorsprong gerichte kracht werkt,

Bepaal voor het geladen deeltje uit vraagstuk 18 van § 4,1 het impulsmoment
t.o.v. de beginpositie van het deeltje. Welke vergelijking levert het toe-
passen van de momentenstelling hier op? Hoe groot is de verandering van héet

impulsmoment na t sec.

I e R
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Een massapunt P, massa m, wordt door twee 0
vaste punten Oi en 0, aangetrokken door 3\._\_5 p
de krachten E] resp. EZ’ waarbij (u: con- ® v,
stant) !

Fo=mz, (z,; =0,B) , //’fa

rd
Pa—
Fy = mmiry (r; = 05B) . 0,

Op t = 0 heeft P een snelheid Yy loodrecht op het wvlak door 0}, 02 en P.

i) Bewi]s dat, indien F, en E, de enige op P werkende krachten zijn, de

]

component langs 0102 van het impulsmoment om 01, of om O

Schrijf deze relatie uit.

5» Constant is.
ii}) Bewijs dat als de positie van P t.o.v. het vlak door 01, 02 en P con-
stant is, dat dan ook de snelheid loodrecht op de vlak constant meoet

zijn.

Antwoorden (84,3.)

i) LA = mlzé - meV cos 8 (L vlak).

i) 2,64 % 1040 ke m2/sec;
i) me?d (L vlak);

. as - . .2 2
iii) -mRzee s mmR251n 6 cos e , + me?sln e , en mur e ,
g =y -z A

. 1) () =L - vVt

i) mL - ve)2h;

iii) m(L - vt)6 - 2mvy = -mg sin §;
2
wL

iv) § = ——— .,
(L-Vt)2

. 1) 6gx - 24tgy;

ii) (722 + 48D)e + (18t + 12)e + (-48¢> + ]44t2)gz;

2 3

. v m — —_— - 4
iii) 6(t l)gx 12t gy + 352, (24t

+24t2)gx4-(9t2+-12t—12)gy+(‘12t

150 kg mZ/sec.

e2,

%qEvO

+48c)e .
-z
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4.4, Methode van het stilzetten

Theorievragen

. Een waarnemer 0' transleert met versnelling a' t.o.v. een inertiaal waarne-
mer 0. De positie van een punt P, massa m, t.o.v. 0 en 0' wordt aangegeven
met r resp. r'. Op P werkt een kracht F. Formuleer de tweede wet van Newton

t.o.v. 0 en t.o.v. 0',

2, Als bij 1, maar nu met een waarnemer 0' welke met comstante hoeksnelheid w

roteert t.o.v. O.

3. 0' transleert resp. roteert eenparig t.o.v. 0. Celdt dan:

4., Wat is een centrifugaalkracht? Wanneer moet deze worden ingevoerd. Hoe is hij
gericht?

Wat is een corioliskracht? Wat kunt U zeggen van zijn richting?

5. Maak de opgéven:

§ 4,1: 11 (translatie) ,

§ 4.2: 15 (rotatie) ,

met de methode van het stilzetten.

6. 0’ o
k’fo:‘O iﬁ /
I\ P
a F a ! 9
mgt. 3
v b) '

Beschouw tfwee Liften, wefke bedide met een versnelling a verticaal naait bene-
den bewegen. In beide Liffen bevindt zich een massapunt P, massa m, dat in
geval a) met een veen, veerstiffheild k, ongespannen veerlengie Ly = 0, aan
een punt 0' van de Ligt 45 opgehangen, ferwdifl in geval b) P met een kocad,
Lengte 2, met 0' 4s verbonden, Op £ = 0 48 P 4in nust t.o.v. de Lift en 48,
voor a), de veer een afstand u uitgereht en, voor b), maakt 0'P een hoek 9

T

met de vernticaal,0 < eo <7 .
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L) Zet het met 0' meetransfenend stelsel sl en bepaak t.o.v. dit stelsel
de bewegingsvergelifhingen voor P, onder de aanname dat in geval b) het
koornd gespannen bLijgt.

AL)  Voorn welke waanden van u resp. 9, beifgt P in nust £.o.v. de Ligt?

Ail) Neem a = g. Wat kunt U dan zeggen van de beweging?

iv)  Waaraan moet a voldecen, opdat het koord 0'P in b) indendaad gespannen
beifft. Wat gebeurt exr met P .indien a grofern is dan deze waarde?

v)  Geldt, na stilzetten, t.o.v. 0' de momentenstelling?

-~

Een massapunt P, massa m, ligt op een hellend vlak, hellingshoek a = /6
wrijvingscoéfficiént f =-%/§} Het hellend vlak heeft een horizontale versnel-
ling a. Geef, voor a uit het gebied (—=,), aan voor welke waarden van (a/g)

het punt P;

i) langs het vlak naar beneden gaat glijden,
ii) langs het vlak naar boven gaat glijden,
iii) in rust blijft t.o.v. het vlak,

iv) los komt van het vlak.

) Geef voor de gevallen i) emn ii) de versnelling van P t.o.v. het vlak.

Een massapunt P, massa m, ligt op een horizontaal vlak en is met een koord,
lengte %, verbonden met een punt O' van dat vlak. De wrijvingscoefficient
tussen P en het vlak is f. Het vlak stijgt met een verticale versnelling a

(a> 0). Op t =0 heeft P t.o.v. het vlak een horizontale snelheid Y lood-

recht op 0'P.
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i) Bepaal de normaalkracht die P ondervindt van het vlak,
Waarom is deze groter dan mg?

ii) Bepaal de snelheid van P als functie van de afgelegde hoek 6.

iii) Wat is de door P afgelegde weg op het moment dat hij tot rust komt t.o.v.
het vlak?

In een 1ift van 260 kg staan drie personen met massa's 60, 80 en 100 kg. De
kracht van de liftmotor is 5500 N. Hoe groot is de versnelling van de 1lift
bij het stijgen? Veronderstel dat de man van 100 kg op een weegschaal staat.

Hoeveel 'weegt" hij dan als de lift stijgt?

0/

7

Beschouw de in opgave 11, hoofdstuk 2 beschreven translerende tafel met daar-
op een massapunt P, massa m. De wrijvingscoéfficiént tussen P en de tafel

is f.

i}  Bepaal de schijnkracht werkend op P, na stilzetten van een met 0' mee-
‘ translerend stelsel.
ii) Bepaal de normaalkracht die P ondervindt van de tafel.

iii) Bepaal de maximale waarde van w waarvoor P nog in rust blijft t.o.v. de

tafel.
Beschouw een met constante hoeksnethedid __._00 R A
notenende zweedmolen (zi{e cck opgave 15, o
H.2). De massa van de stang AP mag worden ~_

verwaarfoosd en P kan alleen bewegen in

vlak. Zet het met de,aan de mofenas ven-
bonden, waarinemesr 0 meeroterende sitelsel Ay
ALLE,




14,

- V.53 -

L{)  Bepaal de op P werkende centrifugaal- en corioliskracht {(An grootte en
richting) .

L) Stel de bewegingsvergeliiking voorn P op.

L) Bepaal de door de stang op P witgeoefende reactiekrachten,

Av)  Bepaal w, als functie van 8, opdat P in aust blifft £.c.v. de molen.
Hoe ghoot zifn dan de reactiekrachten in de sfang?

vl Geldt na stilzetfen om A de mementenstelling? o {fa, wat Levent deze
dan op?

Een andere, buiten gebruik geraakte kermisattractie, is de zogenaamde "steile
wand'"., Deze bestaat uit een cylindervormige ton met verticale as, die met een
constante hoeksnelheid w om deze as roteert. Deze hoeksnelheid is zo groot
dat personen die tegen de binnenwand van de ton komen aan deze wand blijven
"plakken", dus met de ton meebewegen., Neem de binnenstraal van de ton

R = 2,5 men de wrijvingscoéfficient f = 1,

i) Hoe groot is de normaalkracht die de man van de wand ondervindt?

ii) Hoe groot moet w minstens zijn, opdat een man van 80 kg biijft "plakken".
Is deze waarde afhankelijk van het gewicht van de man?

iii) Welke extra schijnkracht ondervindt de man indien hij met een horizon-
tale smelheid V t.o.v. de ton langs de wand gaat kruipen?

iv) Bewijs dat de normaalkracht op de man groter wordt indien hij in de
draairichting kruipt en kleiner indien hij in tegenovergestelde richting

kruipt.

. Een motorrijder rijdt met een constante tangentiale snelheid vy langs de bin-

nenkant van een verticale cirkel met straal r. Hoe groot moet v, zijn opdat

0
de motorrijder niet naar beneden valt?

Fen rivier stroomt op het noordelijk halfrond in zuidelijke richting. Laat
zien dat het water door de op de waterdeeltjes werkende corioliskracht tegen
de rechter (rechts voor een met de stroom meebewegende waarnemer) oever op-—

stuwt.
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Een gladde buis roteert met constante hoek-
snelheid w in een horizontaal vlak om een
vast punt 0. In de buis bevindt zich een
massapunt P, massa m, dat via een veer,
veerstijfheid k, ongespannen veerlengte

%., verbonden is met 0.

0
Bepaal, door de buis stil te zetten,

i) de bewegingsvergelijking van P,
ii) de reactiekrachten door de buis op P uitgeoefend,
iii) de afstand 0P, als functie van w, waarvoor P in rust blijft t.o.v. de

buis.

Beschouw het in opgave 13, hoofdstuk 3, beschreven systeem. Neem aan dat er
geen wrijving is en neem de draaiingsas verticaal.

Bepaal, door de rotatie van de ring stil te =zetten,

i) de bewegingsvergelijking van P,
ii) de reactiekrachten door de ring op P uitgeoefend,
iii) de waarden van 0, als functie van w, waarvoor P in rust blijft t.o.wv.

de ring,

Antwoorden (§4.4,)

a) i) mx' + kx' = m(g ~ a) (x': uitrekking veer);

.. _m{g - a} |,
ii) Xg = —¢

b) i) mid + m(g - a)sin © = 0

ii) als a < g: 89 = 0, als a 2 g: By = T3

iv} a € g.

i) g3 <a < 0; ii) a>g/3; iii) 0 <a < g/3; iv) a < —-g/3;
v) geval 1): %—a/g; geval ii):‘% avi - g.
2
fidy o0
2(g + a)f °

1) m(g + a); ii) v = fvg " 7(g ¥ a)fi6;
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16.

1 m/sec2

-85
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; 1100 N.

= mmzR cos egx, + m?R sin Bgy, (gx, langs tafel, £: hoek tussen

en horizontaal door 0);

ii) N = mg - msz sin 93

iii)

gf

RY1 + £2

Eenheidsvectoren volgens 15, hoofdstuk 2.

i) K
—c

= m’(R + 2 sin e .. K

= 2mul8 cos Oe . 3
=cor -z

i1) med + mg sin § - mwz(R,+ % sin B)cos 8 = 0

1ii) S1

S
iv) m2
i) N
ii) w

il

%

= mg cos 8 + mQ,é2 + mmz(R + ¢ sin 0)sin 8 (richting PA),

I

-2mpid cos Bgz, (L stang).

g sin © _ _mg _
(R + £ sin H)cos 8 ? Sl cos 8 ? 5 0.

11

msz;

2 rad/sec; is onafhankelijk van gewicht;

iii) K = 2mwVe , (e ,: radiaal).
—cor -x' =x

q = YgR/E.
Neem: e langs buis en e langs w (x' = rgx,).
i) mr + (k-mmz)r = k£0 ,
‘s 2,
ii) El = 2mw rgy,, EZ = -mgey,
kL
iii) r = —
(k - m™)

i) mRE - mg sin 6 - msz,sin 8 cos 8 =0,

ii) Nr
Ny
iii) 6

= msz sin 8 - mg cos 8 - mRé2 {(richting PO),

2mwR6 cos 6 {loodrecht vlak van de ring).

0, 6 =m, & =+ arccos(- —%—9 (mits —%— < 1).
w R w R

00!
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4.5. Vrijmaken van stelsels van meerdere deelt]jes

In deze paragraaf beschouwen we stelsels van een beperkt aantal {(dwz. 2 3 3)
deeltjes. We zullen hier niet de totale beweging van het stelsel bekijken

{dit gebeurt in hoofdstuk 5) maar de beweging van de vrijgemaakte deeltjes

afzonderlijk.

Theorievragen E
1

vrijmaken:

wH

bun |
D_E-i'm

[t] L.
Beschouw een, eventueel bewegend, massaloos katrol met twee massapunten.

Welke onderlinge relaties moeten er gelden tussen de in de figuur getekende

reactiekrachten F] t/m FS?

N
F\\J::jf}—___"*'zq
T —

A A A A A A A A A A S

Een blok T ligt op een ander blok II. Beide blokken bewegen rechtlijnig met
snelheden v, resp. v,. De wrijvingscoéfficiént tussen de blokken is f,

Waar hangt de grootte en de richting van de wrijving door II op I uitgeoe~
fend vanaf en hoe is het verband tussen deze wrijving en de normaalkracht

van II op I?
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M

Eenblok A, massam, Ligt op een blok B, massa # , dat op een horizontaal viak Ligt,
De wriijvingscolfficiént tussen A en B is f; en die tussen B en het horizon-
tafe viak i3 62. Het blok B is uvia een koord,dat over een gladde pen is ge-
sLagen, verbonden met een blok C, massa IM, dat verticaal onder de pen hangt,

4} Neem eerst m = 0. Hoe groot moet 52 minstens zifn opdat B niet in bewe-
ging homt? Hoe groot is dan de kracht in het kooxd? Indien 52 kLeinen
48 dan de hiervoon gevonden waarden, hoe groot zifn dan de versnellin-
gen van B en C? Waarom {4 de kracht in het koord nu kleiner dan IMg?

Neem vernder m # ¢,

AL)  Heoe groot moet §, nu minstens zifn opdat B niet in beweging komt? Hoe
ghoot zifn dan de kracht in het koond en de op A en B uitgeoefende widif-
vingskrachten?

L) Stet f, kleinen dan de bij i) gevonden waarde. Bepaal de waarden van 57
opdat A in nust bLijft t.o.v. B, Bepaal dan de versnellingen van A, B
en C,

Lv] - Neem nu de wrifving tussen B en het horizontale vlak gelifk aan nuf
(ﬁz = 0). Aan welke conditie moet §; voldoen opdat A gaat bewegen £.0.v.
B? Bepaal in dit geval de versnellingen van A, B en C.

A B c
L 1 +—1 +—F

De massapunten A, B en C, massa's resp. 10 kg, 15 kg en 20 kg bewegen langs

een gladde horizontale rechte. De punten A en B en de punten B en C zijn ver-

bonden door een koord, terwijl op C een horizontale kracht F = 50N werkt.

i) Bepaal de versnelling van de punten en de krachten in de koorden.
1i) Herhaal het vraagstuk indien het stelsel verticaal in plaats van hori-

zontaal beweegt.
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Een blok A, massa m, ligt op een blok B, massa M, dat weer ligt op een hel-

lend vlak, hellingshoek a. De wrijvingsco&fficisnt tussen A en B bedraagt £

en die tussen B en het vlak f,. Zowel A als B is aanvankelijk in rust.

Geef de relaties voor f] en f2, als functies van m en M, opdat:

i) A én B in rust blijven,

ii) A daalt maar B in rust blijft,

iii}) A en B met dezelfde snelheid dalen.

iv) Geef in het t,~f,-vliak aan in welke gebieden de bewegingen i), ii) en
iii) optreden. Welke beweging zal in het opengebleven gebied plaatsvin-—

den?

f B M A
L J ¢

Een massapunt B, massa m, ligt op een lange rechte balk A, massa M, die op
een glad horizontaal vlak ligt. De wrijvingscoéffici&nt tussen B en A is f.
Op t = 0 is B in rust en krijgt A plotseling een snelheid Vy- Daarna beweegt

het systeem verder wrij.

1) Beschrijf de beweging van A en B zolang B t.o.v. A beweept,
ii) Welke weg heeft B t.o.v. de balk afgelegd op het moment dat B tot rust

komt t.o.v. de balk? Hoe groot is dan de snelheid van het stelsel?
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Fl oM Fl@m

- o M

In bovenstaande constructies s nergens wiljving en de katrnollen zijn massa-
Loos. Aan net systeem wondt getrokken met een constante kracht F, op de .in

de figuur aangegeven wifze.

A} Hoe groot moet F zifn, opdat het massapunt P, massa M, naar boven gaat
bewegen? Geef 4in dit geval de bewegingsvengelifking van P. Hoeveel is
A gezakt, als P een hoogte h is gestegen?

L) Het Linkernhatnof KI wondt verzwaard met een massapunt Q, massa m. Beant-
woornd dezelfde vragen als bif i}; hoeveel draagt de contramassa Q bij tot
de verlaging van F,

8. rn‘I A
a)

IS d e ddd

me A

LTI

b) B c)

Bepaal voor de hierboven getekende katrolsystemen de versnellingen van de
massapunten en de krachten in de koorden. Alle katrollen zijn massaloos en
er is nergens wrijving. Hoe groot moet voor c) m, zijn opdat A naar beneden

beweegt?
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9, F(t)

\_/
A
M,

' m’

Twee massapunten A en B, massa's resp. m; en m,, rusten op een horizontaal
vlak en zijn verbonden met een massaloos katrol, straal van de schijf R,
lengte van het koord £. Op t = O begint op het katrol een kracht F(t) te

werken welke van de tijd afhangt volgens F(t) = 2at,

i) Bewijs dat A en B aanvankelijk in contact blijven met het horizontale
vlak,

ii) Neem m, < m,. Welk massapunt komt dan het eerst los en op welk tijdstip?
iii) Bepaal de versnelling van het stijgende massapunt gedurende de fase dat
€én massapunt los is en het andere nog op het horizontale vlak rust.

iv) Bereken het tijdstip waarop ook het andere massapunt loskomt.

V) Geef de versnellingen van A en B indien beide los zijn van de vloer.
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‘

Een massapunt A, massa m kan bewegen langs een vaste, verticale, cirkel~
vormige, gladde goot, middelpunt O, straal R. Het massapunt A is via een
in de goot liggend massaloos koord, lengte 2, & > wR, verbonden met een
ander massapunt B, massa my, m, > m,. Op het begintijdstip t = 0 is het
systeem in rust, bevindt A zich op dezelfde hoogte als O links van O en
hangt B verticaal onder het tegenover A liggende punt van de goot. Het
systeem gaat bewegen onder invloed van de zwaartekracht, versnelling g,
Bepaal, als functie van de door A afgelegde hoek 8 en zolang A nog in con-

tact is met de goot:

i) de bewegingsvergelijking met beginvoorwaarden;

1i) de spankracht in het koord;

1ii) de op A werkende normaalkracht.

iv) Geef de conditie waaruit het punt waarop A loskomt van de goot kan
worden bepaald. Hoe moet de verhouding m2/m] worden gekozen, opdat A

precies verticaal boven 0 loskomt?

Antwoorden (§54,5.)

i) 23 2Mg; %(2 - £,)8.

.. 2M
11) m M 2Mg, 0, 2Mg.
2M - (M+uw)f Mg - (M+mygf
iii) f, = Z. 2
1 (3M+ m) ’ (3M + m) ‘
2Mg - mgf
iv) f M 1

1 OMemy b % - &fys ag =a. = 3M
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10 2 _ 250 100

1) a = ) m/sec”; SI =5 N (tussen B en C); 82 =5 N (tussen A en B).
... _ 80 2 _ 250 . . _ 100
ii}) a = 5 m/sec” (naar beneden); S1 =5 N; 5, = 5 N.
i) f] > tan a, f2 > tan o;
mfI + M tan o
11) f; < tan «, f2 > CRESY) ;
iii) f] > f2, f2 < tan a.
. _ fmg _ _
i) Vo T Tw b Vg = vy~ fat.
2
5 MVO mvo
11 ZM+mfg > M+ my °
i) F z jMg; My = 2F - Mg; 2h, LR g
ii) Fz i(M-m)g;
M+m)y = 2F - (M-m)g,
) Zng 4m2g
8) a, s /——7—— ,a, = —— __ _ .
A (mI + 4m2) B (m1 + 4m2)
m,m,g
_ _ _ 172
Sa T % Sy =S = oy -
1 2
by o - 2m2g L Mg
= T L 3 B o 3
A (4m1 + 1'[12) B (4m1 + m2)
S, =§ = e O S. = 28
A (bm +my) > "B~
c) a, = w~———= (naar boven), a. = —— o _ (naar beneden)
A (411'1] + m2) > 7B (4m] +m2) ?
3m. m

Z o - 12 1
SA"S—W’%%%-
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i)

ii)

1ii)

iv)
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sin @

mg
A -
los op t ol
ot _ .
m T8
8
a
A m Es % " o g -
] 2
(m1 +m2?Re = myg - mg cos B,
8(0) = 8(0) = 0.
m m,g
S ='m—]:|-%1'— (1 +cos B8).
1 2
)8
N = m [(31111 +m2)51n & - 2m28].
‘ (3ml +m2)
Los voor 8 = 9_,: 8, =
1 i 2m2
m
=T 1 _ 7m-1

i’
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5. Arbeid en energie

Theorievragen

Y Fe)

0 A ¥ X

B

Een punt P beweegt onder invloed van een kracht F(x,y) langs een vlakke krom-

me K van een positie A naar een positie B. De hierbij door F verrichte arbeid

kan worden geschreven als:

1)

ii)

B
A= J (F,dr) .
A

Laat K gegeven zijn door de codrdinaatvoorstelling:
y = £(x) .

Bewijs dat
)
A = J [va(x) + f'(x)f‘y(x)]dx ,

X

waarin:

fx(x) - Fx(x’f(x)), f?(x) = Fy(x,f(x)) en £'(x) = di;x) .

Laat K gegeven zijn door de parametervoorstelling:

X = f](T), Yy = fz(T) >

en bewijs dan dat

Tp

J [FX(T)f;(T) + %y(T)fé(T)]dT ,

A

Ta

waarin:

F(1) = F(f](T),fZ(T)) en f£'(1) ='E§§£l .

=
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iii) Neem voor de parameter T de tijd t en bewijs dat:

iv) Neem voor 1 de booglengte s*en bewijs dat

i) Geef de definitie van de kinetische energie T van een massapunt.

ii) Bepaal de kinetische energie van de massapunten uit de vraagstukken:
Hoofdstuk 2: 12, 14 (uitdrukken in eV), 18 en 20.
Hoofdstuk 3: 11, 13, 14 en 15,

iii) Bewijs dat voor de arbeid A als P gaat van A naar B geldt:

Beschouw een op een punt P werkende kracht F, welke alleen een functie is

van de positie r van P:
E-EQ -
i) Wanneer is F(r) conservatief?
Neem voor de nu volgende vragen aan dat Eﬁz) conservatief is.
ii) Geef een definitie van de potentiéle energie U(r).

Is bij gegeven F(r) de potentiéle emergie volledig te bepalen?

iii) Hoe luidt het verband tussen Fx’Fy’Fz enerzijds en U(x,y,z) anderzijds

en tussen Fr’ FB en U{r,9).
iv) Bepaal de potentiéle energie van de volgende krachten:
a) F = ce_, (bijvoorbeeld: zwaartekracht).
b) F = cxe_, (bijvoorbeeld: veer).
c) F = Ef'gr’ {(bijvoorbeeld: Newtons aantrekkingskracht).
Tr

v) Bepaal F als de potentiéle energie gegeven is door:
a) U(x) = cx of U(x) = cx + d.
Bewijs dat beide dezelfde kracht geven.

B) U(x,y) = ————m— ,
sz + yz
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c) U(x,y) = ax2 + bxy + cy2 .

Il

2
) TE,y) =x+y+ i (x+y)",

e) U(r,8) =rcos ® + r sin & + %rz .

Laat zien dat de bij d) en e) gevonden krachten gelijk zijn,

4. Geef voor een conservatief systeem met &én graad van vrijheid en potentiéle

energie U = U(x) de voorwaarden voor:

i) evenwicht,
ii) stabiliteit wan dat evenwicht.
11i) Stel:

U=U(x) = ax2 - bx .

Bepaal de evenwichtsstand(en) en onderzoek hun stabiliteit.

iv) TIdem, als

U=1(8) = acos 9, (a > 0), (=9 <2m .,

5. i) Laat zien dat de resultaten van de vraagstukken

§ 4.1: 41},
§ 4,2: 15ii),

overeenkomen met T + U = constant.
ii) Bewijs dat voor een punt met &&n graad van vrijheid (zeg: x): T + U =

constant, gelijkwaardig is met de tweede wet van Newton:

Fx(x) = mx .
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6. Een punt P, massa m = I, beweegt onder invloed van de kracht:

a) F

fl

Ste + (3t2--1)§y

2
b) F xe + (1 -3y )gy.

Op het tijdstip t = 0 bevindt P zich zonder beginsnelheid in de oorsprong.
Bepaal, voor a} als functie van de tijd t en voor b) als functie van de po-

sitie (x,y) van P,

i) de impuls van P,

ii) de kinetische energie van P en

iii) de door de kracht verrichte arbeid.

iv) Vergeliik de antwoorden van ii) en iii).

v) Zijn deze krachten conservatief? Zo neen, waarom niet?

Zo ja, geef dan de bijbehorende potentiéle energie,

7. Beschouw een kracht van de volgende vorm

2
F=muwye .
L Y_y

i) Bereken de bij F behorende potenti€le energie (= UC).

ii) Laat zien dat F overeenkomt met de centrifugaalkracht, werkend in het
stilgezette systeem, op een massapunt P, massa m, indien P roteert
met hoeksnelheid w (= ng) om de x~as, waarbij P zich op een afstand y
van de draaiingsas bevindt.

iii) Verklaar nu waarom de bij i) berekende UC de centrifugaalpotentiaal

wordt genoemd. Laat zien dat deze Uc gelijk maar tegengesteld is aan
de kinetische energie van P (bij de beweging volgens ii)) tgv, alléén

de rotatie w (dus tgv. de sleepbeweging; daarom heet deze T: T

s

s1(eep)
dus toon aan dat

Uc = —Tsl & T(yrel

=0).

iv) CGeef aan op welke manier(en) U van een systeem met een voorgeschreven

beweging de kinetische evenwichtsstanden kunt bepalen. Wat verstaat U
hierbij onder kinetische evenwichtsstanden?
v)  Welke "energie-behoudwet" kan er in een systeem met voorgeschreven bewe-

ging gelden; formuleer de hierbij behorende condities.
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Een massapunt P, massa m, kan bewegen Langs een glad hellend vlak, hellings~
hoek . Op £ = 0 heedt P cen naar boven gendichte snebfheid V- Bereken, als
punctie van de doon P afgelegde weg x:

4} de door de zwaarntekracht verrichte arbeid,

Al de verandening van de kinetische energie van P,

£44) de verandening van de petentiele enengic van P. 1s de keuze van het nuf-
niveau hierbif van befang?

Aiv)  Verngeldisk de antwoorden op £), iL) en {id).

v]  Bepaal het hoogste punt dat P bereiht en de snelheid waatmee P weer in
zdin witgangspunt terughomt.

vi)  Beantwoord dezedfde vragen indien het hellend vlak wiet glad is, maar
een wilifvingscolfficiént § heeft. (ad v} Waaraan moet § voldoen, opdat
P inderdaad terugkomt).

Een massapunt P, massa m, beweegt zonder wrijving langs een verticale cirkel
met straal R. Het punt P begint te bewegen vanuit het hoogste punt van de

cirkel. Bereken de door de zwaartekracht verrichte arbeid als functie wan:

i) de afgelegde hoek,

1i) de verticale zakking van P.

Bepaal, door middel van een energiebeschouwing, de toename van de kinetische
energie van het geladen deeltje uit opgave 18 van § 4.1, nadat het deeltje
cen afstand L loodrecht op de E-richting heeft afgelegd.

Een massapunt P, massa m, valt onder invloed van de zwaartekracht vanuit rust
over een afstand h naar beneden.

Bereken:

i) de door de zwaartekracht verrichte arbeid;

ii) de toename van de kinetische energie van P;

1ii) de afname van de potentiéle energie van P. Is de keuze van het nulniveau
hierbij van belang?

iv) Vergelijk de antwoorden op i), ii) en 1ii).
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12, Een massapunt P, massa m, hangt aan een veer,

veerconstante k, ongespannen veerlengte RO. ji

1)  Hoe groot is de totale potentiéle ener- k 2
. L) » . L - ,
gie behorende bij de statische uitwljking.

ii) Hoe groot is de potentiele energie bij een

N

P ¢

verticale verplaatsing x van P. Neem hier-
bij x zowel vanuit de ongespannen toestand
van de veer als vanuit de statische uitwij-
king. Maakt het verschil of P naar boven of
naar beneden is verplaatst?
1ii) Bewijs, met het resultaat van iii), dat de statische uitwijking een
stabiele evenwichtsstand is.
iv) Geldt hier: T + U = constant? Zo ja, stel deze relatie dan op. Welke
vergelijking verkrijgt U door deze relatie naar de tijd te differentie-

ren?

13, Geef de energie-betrekkingen behorende bij de opgaven 9 en 10 van § 3.2 en

4 leidt uit deze betrekkingen de bewegingsvergelijkingen af.

14, Een massapunt P, massa m, bevindt zichop eenhoogteh
boven het vrije uiteinde van een verticale veer,

veerconstante k, die op de vloer is bevestigd. Het

punt wordt vanuit rust losgelaten. )
i) Bepaal de snelheid van P op het moment dat hij 9 kré
7

o

op de veer valt.

ii) Bepaal de maximale indrukking van de veer.
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AM’/&AAA/}@E/F

Een massapunt P, massa m, ligt op een horizontaal vlak, wrijvingscoéfficient
f, tegen het vrije einde van een horizontale veer die is verbonden met het

vaste punt A. Het punt P wordt in de richting van A gedrukt, waarbij de veer

2fmg
k

een afstand X, (xo > ) wordt ingedrukt, en vervolgens vanuit rust losge-

laten.

i) Bewijs dat het massapunt los komt van de veer op het moment dat de veer
zijn ongespannen lengte heeft bereikt.
ii) Bepaal de snelheid van P als functie van zijn positie.

iii) Bepaal de plaats waar P tot rust komt.

-~ s
- \\
V4
4 N P
/

/ w R \
i i
r 0 \
} ot f
\ 1

/
Y , 9
\ /
~ rd
~ ~
~ -

{Een massapunt P, massa My 448 door middel van een massaloze Ataaf OP verbon-
\den met een vast punt 0 en han bewegen in een verticale cirkel.

ka) De staag OP draait vais om 0.
W) Gekdt nu T + U = consiant? o0 ja, schiuiff dan deze betrekking uit.
AL} Bereken de verandering in de kinetische enengie van P en in de hoek-
| snelhedld van 0P tussen het ondernste en het boueﬁéte punt van de cin-

} kel, als gegeven is dat de hoeksnelheid in het bouenéte punt w A4,

f AL} Bepaal de evemuichtsstanden van OP en onderzoek hun stabiliteif.

b) De staad OP wonrdt gedqugen met constante hoekAne%heLd w om 0 te dnaa&an.
4] Geldt nu T + U = constant? Waarom (niet)? |
iL) Bepaak T en U van|P. Bewifs Uw antwoord op L).
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Een satelliet S, massa m, wordt door het

middelpunt van de aarde 0 aangetrokken

door een kracht F volgens

waarin k een constante is en r = re de
positie van S t.o.v. 0.
De satelliet wordt afgeschoten op een

afstand a van 0 met een beginsnelheid

N

0
i)

1)

iii)

iv)

V)

vi)

Een massapunt P, massa m, ligt op een
horizontale schijf met wrijvingscoef-
ficient f. Het punt P is door een koord,
lengte L, verbonden met het middelpunt 0
van de schijf. Op t = 0 1is P in rust en

begint de schijf plotseling om O te rote-

2

3

F=-—

2 =r
r

0 a .

loodrecht op 08,

Bepaal de kinetische en potentiéle energie van S en formuleer de ener-
giebehoudwet wvoor dit systeem,

Bewijs dat het impulsmoment om O van S behouden blijft en schrijf deze
relatie uit. Bepaal hieruit é als functie van r.

Stel een vergelijking op voor t als functie van r.

Hoe groot mag Yo hoogstens zijn, opdat de afstand van 5§ tot O begrensd
blijft?

Voor welke waarde vy gaat 8 in een cirkel om a bhewegen?

Bewijs dat als v, groter {(kleiner) is dan de bij v) gevonden waarde dat

dan r 2 a (r < a).

a0 ®

ren met hoeksnelheid w.

L)
ii)

iii)

——

ot
Stel de energiebalans voor P op. Komt deze overeen met T + U = constant?

Bepaal de snelheid van P als functie van de afgelegde hoek.
Bewijs dat P na verloop van tijd met de schijf meebeweegt en bepaal de

door P tot dit tijdstip afgelegde weg.
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19. Een, in een verticaal vlak gelegen cirkel-

20,

vormige, massaloze schijf, straal R, mid~
delpunt 0, rust op twee vaste gladde pennen
A en B, A en B liggen op een horizontale
lijn en de hoek BAQ is o (0 < a < w/2). Aan

de rand van de schijf is een massapunt O,

massa m, vast aan de schijf bevestigd. Op
t = 0 is het stelsel in rust en bevindt P

zich op dezelfde hoogte als 0.

i) Geef uitdrukkingen voor de kinetische en potentiele energie van P.
ii) Bepaal de hoeksnelheid van de schijf als functie van de hoekverdraaling.
iii) Hoe groot is de snelheid van P in het laagste punt van zijn baan?

iv) Wat is de maximale hoogte die P aan de andere kant van O bereikt?

oy

Een massapunt P, massa m, kan zender wiifuing glijden Langs een vaste, hoii-
zontale nechte L. Het punt P is via een veen, veerconstante k, ongespannen
veeilengte Lo verbonden met een vast punt A dat een afstand a boven L Ligt.

{)  Bepaal de kinetische en potentiéle enengie van P.

L) Bepaal de evenwichitsstanden van P. Toon aan dat P sLechts één evemwichts-
stand heegt als 8y < aen driie als Ly > a.

AdA) Ondernzoek de stabiliteit van de onden iidl) gevonden evemwichtsstanden.
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|
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Een massapunt P, massa m, kan zonder wrijving bewegen langs een horizontale
rechte L, Aan P zit een oog waardoor een elastisch koord loopt met veercon-
stante k en te verwaarlozen kleine ongespannen lengte. De beide eindpunten

van dit koord zijn bevestigd in twee vaste punten A en B welke in het verti-
cale vlak door L liggen op de in de figuur aangegeven wijze. We onderschei-

den de twee gevallen:

a} het koord kan zonder wrijving door het oog glijden;

b) het midden van het koord is vast aan het ocog bevestigd.
Beantwoord voor beide gevallen de volgende vragen.

i}  Hoe groot is de potentiéle energie?
ii) Welke zijn de evenwichtsstand(en) wvan P?

iii) Zijn deze stand(en) stabiel?

Een massapunt P, massam, kan zonder wrijving bewegen in een, in een verticaal vlak
gelegen cirkelvormige buis met straal R. P is via een elastiekje, veerstijf-
heid k, ongespannen veerlengte nul, verbonden met het hoogste punt 0 van de

buis.

i) Bepaal de totale potentiéle energie,
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ii) Bepaal de evenwichtsstanden van P, Bewijs dat de stand 6 = 0 (P in 0)
de enige evenwichtsstand is als (kR/mg) 2 1, en dat er meerdere even-—
wichtsstanden zijn als niet aan deze relatie voldaan is.

iii) Bewijs dat de stand 8 = O:
stabiel is als (kR/mg) > 1, en
instabiel is als (kR/mg) < 1.

Beschouw de opgaven 15 en 16 wit § 4.4. Zet de voorgeschreven rotatie sLLL.

i) Bepaal de centrlfugaalpotentiaal,

Ai]  Weklke "enengie-behoudwet" geldt in het stilgezette stelsed? Leidt
hieruit de bewegingsvergeldifbing ag.

AiL) Bepaal de kinetische evemwichtsstanden; hoeveel zifn en en waat hangt
dit aantal van ag?

ul] Ondenzoek de Atabiliteit van de bif {iL] gevonden standen,

L

— I

- ———g]

Een staaf PQ kan zonder wrijving in horizontale richting glijden. langs

een vast punt O van een vaste verticale as L. PQ kan t.o.v. I alleen
transleren en nlet roteren. De staaf is massaloos, heeft een lengte 2% en
in zijn eindpunten P en Q zijn twee massapunten, beide met massa m,
bevestigd. Het midden van de staaf PQ is via twee identieke veren
verbonden met twee vaste punten A en B op £ op afstand h boven resp.
onder PQ. De veren hebben veerstijfheid k en ongespannen veerlengte nul‘f
Het verticale vlak door £ en PQ roteert met voorgeschrevenﬁﬁgonstant 2_;ﬂ

hoeksnelheid w om de verticale as L.
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i) Hoaveel graden wvan vrijheid heeft dit stelsel?

ii) Bepaal de bewegingsvergelijking(en).

i1ii) Bepaal die standen van PQ, waarvoor PQ in rust kan blijven t.o.v.
het roterende verticale vlak (kinetische evenwichtsstanden),

iv} Onderzoek de stabiliteit van de bij iii) gevonden kinetische

evenwichtsstanden.

Z
oS
\\~;__—/’, ﬁ}
- — = ——— m
|
I
!
= 'Z% Poe

Een verticaal vlak (x-as horizontaal, z-as. verticaal) roteert met
constante hoeksnelheid w om de z-as, In dit verticale vlak bevindt
zich een starre draad waarlangs een kraal met massa m zonder wrijving

kan bewegen. De versnelling van de zwaartekracht bedraagt g.

(1) Bereken in het “stilgezette" x-z-vlak de schijnkracht die het
massapunt, ter plaatse (xo,zo) en met snelheid (io,éol onder-
vindt,

(i1) Bereken in het stilgezette vlak de potenti&le energie U(x,z),
U(0,0) = 0, voor de resultante van de schijnkracht uit (1)
en de zwaartekracht. 7

(iii} Neem aan dat de starre draad van de vorm z = x2 i1s. op t = 0
bevindt de kraal zich in (0,0) en heeft de snelheid Vol
Bereken, als functie van w en Vo de maximale hoogte die de
kraal bereikt.
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(iv) Schrijf als w = 0 een integraaluitdrukking op voor de tijd die
de kraal nodig heeft om in (0,0) terug te keren.
(v)  Beantwoord vraag (iii) voor het geval dat de starre draad de vorm
z = x4 heeft.
(vi) Bepaal in geval (v) een positie, anders dan (0,0), op de draad waar

de kraal zich in evenwicht kan bevinden.

N T

Een wagon beweegt met constante versnelling a langs een rechte lijn. Aan
een punt A van het plafond van de wagon is via een koord, lengte £, een

massapunt P, massa m, bevestigd. Op zeker tijdstip t,. maakt het koord een

0
hoek 60 met de verticaal door A en is P in rust t.o.v. de wagon.

Bepaal 80, opdat P im rust blijft t.o.v. de wagon. Hoe groot is dan de

spankracht in het koord? Is deze stand (in)stabiel?

R S

T

R
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Mg,

Een halter bestaande uit een massaloze staaf, lengte L, en twee massapunten
A, massa mA, en B, massa mB, beweegt in een horizontaal vliak.
Een puntO' van de staafop afstand d van A beweegt langs een rechte £ in het

vlak met een voorgeschreven constante versnelling a.

i) Hoeveel graden van vrijhelid heeft het systeem?

ii) Hoe groot moet 4 worden gienomen opdat iederestand een evenwichfsstand is?

iii) Neem aan dat d niet gelij?c iz aan de onder ii)} gevonden waarde, en be-
wijs dan dat er twee everﬁ!wichtsstanden bestaan.

iv) Bewijs dat van de onder iii) gevonden evenwichtsstanden er een stabiel

en een instabiel is. '

Antwoorden (H.5.)

.. 3
2, ii) 26,2 x 10 2J; 0,456eV; %m[Vz(l +w2t2) + ZerV + mzréj;

2 2 . . . .
im(a” cos” wt + b2 31n2 wt): iml (r')2 - 2wRt" sin wt + szz];
J;m(i"z + w2r2);

2,2

2,2 , 2 . . .
imR"(w” sin“ g + cp2); ém[wz(R + 2 sin 6)2 + 27677,

3, iv) a) -ex; b —%cxz; c){:-

v) a) —ce_; b) ———5——-—7— (xe -;-yg ) ¢) =(2ax+by)e - (bx +2cyle ;
X eyl y & &y

d)y -(1 +x+y)gx - (1 +x+y)gy; e} -(r +cos 8 +sin E})gr + (sin 8- cos e)ee.
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4, iii) x = , stabiel als a > Q.
e a
iv) 6y = 0, instabiel en ee2 = 7, stabiel.
. 5 2 3
6. 1) a) E-t e, + {t -—t)gy,
b) xe_ s /Zy(l-yz) (aanvankelijk: + teken).
ii) &) -é—t2(4t4+]7t2+4); b) ~2'-x2 fy(1-y2).
1i1) a) g Gt 170 40); B 3 x4y (1m0,
v) a} Neen; b) Ja; U = —%xz -y + y3.
. . o w2 20 . .
8. 1) -mgx sin a: i) fmx™ - WV 3 iii) mgx sin o;
2
o
V) Fnax 2g sin a 3 %0 = ~Vo?
2
v - -
. _ 0 s _ /sin o = f cos a
vi) max 2g(sin o +f cos o) ' x(0) = Yo"Sina F E cos o
9. 1) mgR(l - cos 9); ii) mgy (y: =zakking).
2 2
10. S_Ei%_._
2mv0
b1, i) mghy ii) mgh; iii) mgh.
m2 2 2
12, 1) U(xo) = _E%_ - mgﬂo; ii) x vanuit 20: U(x) = —;gélo + x) + 1kx",
- ) - - -2
x vanuit x, (x =x - Xy = X - %?): U{x) = Ikx" + (EE%_ - ngO);
iv) Ja; %miz + ékxz ~ mgx = constant.
| -2 1 2 1 '2 1 2 -
13, imx~ + ikx~ = constant; jmx + zkx = -fmgx + constant.
14, i) VZgh; ii) DBM1 o+ /1 o+ 2By
k mg
15, ii) =x(x) = ~JE(xg - xz) - 2fg(x0 - x) (x » 0, x: indrukking veer);
(%) = E—xg - ng(xo - %) (x < 0).
iii) = e x2 + x
*rust 2mgf 70 0°

>

§ AP T PRI R S

R L SRR

mits f < tan o.
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19,

20,

21,

22,

V.79 -

. 2. . .
a) 1)  Ja; imR 62 + mgR sin 0 = constant.
11) ZmgR; sz + %%—“ w.
iii) Se] =-% (bovenste punt), instabiel en Gez (onderste punt) ==~ %

stabiel.

b) 1) Neen. i1) T = %mszz, U= mgR sin 6 (6 = wt + 8(0)).

.2

. 1 (2
i) smE + imr

_ mk
a

§2 _ mk
r

p—
[an Y (X}

mv

ii) 9§ =

av,
—5 .
r

saan 22 _a a, 2 2k
iii)y 7 = (1 ;J[(l + ¥)VO :r]-

vy YA, oy Sk,
a a

2 2
1) tme2é? = mgfL6, Neen; ii) 6 = / 2I8 9;  iii) £

1 2fg

i) T = ngzéz, U = -mgR sin 8; ii) & = ivﬂ%g sin 8;  iii) v2gR;

iv) hoogte wvan O.

1) T = imk>, U= bkx? - ke /2 * a2+ (at v 1)),
ii) %, = 0, xez,3 =+ RO - a“, mits RO > a.

iii) X stabiel als 20 < a en instabiel als 20 > 0.

Xe2,3: stabiel als 20 > a (dus als ze bestaan).

i) a) U = feclvx® + 427 + V(30 - x)2 + 22]2,
b) U = clx® + (38 - x)2 + 5227,
3

i1) a) x, = 2%, b) x, = 5—2,

1ii) Beide stabiel.

i) U= k%% - mgR(l - cos 0).

ii) eel = 0, plus eventuele (als kR < mg) andere oplossingen van

kReé = mg sin ee.

»



23,

24,

25,

26.

27,

Opgave 15, § 4.4:.(zie ook Opg. l4, H,3).
DUy = -dwlr? i) dme? - g’ s gk -g? =
kEO
iii) r = 5 (B&n) ;
(k - mw™)
iv) stabiel als mz < k/m.,
Opgave 16, § 4,4: (zie ook Opg. 13, H.3)
i) Uc = —%mmsz sin2 83
ii) ngzéz - %mmsz sin2 8 + mgR cos 9 = C}
iii) iwv) 81 = 0 : instabiel,
85 = ™ 3 stabiel als m2 < g/R,
8, = arcos (—-%?—), bestaat alleen als w2 > g/R en is dan stabiel.
w R
. .. . 2
i) Een; ii) mx + (k~mw )x = 0;
iii) iv) x = 0, stabiel als w < vk/m.
, 2 22
i) Foo=mwxge; mexggy, ii) U = mgz -~ lme x";
oy 2 Y0 2
iii) " < 2g 1 z_ = 3y w2 2g 1z >
m 2 m
(2g-w")
1
iv) t =2 I /(l +4x2)/(vé—2gxz) dx , (xl = VO//EE);
0
2 2
- |w / 2,4 .
V) z = [4g {1 + 11—8gv0/0) }] :

vi) (x,z

tan 80 =

i) Eén

- V.80 -

) = (+V’/ag , w® 168
a/g; S = mVaz-kgz,

: ¢ (= hoek tussen L en 0'A);

iiy d = mBQ/(mA-+nE).
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Dynamica van een stelsel van deeltjes

Theorievragen

Geef voor een stelsel van N deeltjes de definities van:
I By Lyen T,

Bewijs dat
} By = Myy -
i

Bewiis dat

L, =L

=M Zinw °

of te wel dat
}xixp; =) xpl.
i i

Aan welke conditie(s) moet de positie A voldoen opdat:

r =1

—-A AT

Beschouw het volgende voorbeeld:

B s

YU

Een serie massapunten, P

. t/m,Pn, zijn verbonden door koorden en bewegen

over een horizontale tafel. EFen massapunt Py is via een koord, dat bij A

over de tafel hangt, met P, verbonden en beweegt verticaal naar beneden.

I
Geldt, voordat P1 de rand bij A bereikt heeft, de momentenstelling T = L_om:

PO, A, P, M,

'l’

en waarom (niet)?
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5. Wanneer blijft van een stelsel
E L'A’ 1‘inw’ T+U,
behouden?
.
6. Beschouw
ot
X
' lad

Heeft de indrukking van de veer invloed op:

i) de beweging van het massamiddelpunt,
ii) de verandering van de impuls,

iii) de verandering van de totale energie?

. Twee massapunten P] en P, zijn verbonden door een starre staaf. Bewijs dat

(g, = 5 (E, =1, =0,

waarin r en r, de posities van P resp. P, zijn.

1 l 2

Twee massapunten Py en Py, massa's my = 2 kg resp. m, = 3 kg, bevinden zich
t.o.v. een cantesisch assenszelsel 0XYZ inde punten (0,1,1) rnesp. (-1,0,2). P, heeft
een snelheld van 10 misec in de X-wichting en P, een van & m/sec onder een hoek

van 60° met de X-as, evenwifdig aan het XY-viak.

4] Sehriff belde snetheden in vectorvorm.

L) Bereken de positie van het massamiddelpunt M.

AiL)  Bereken de snelhedid van M.

Av]  Betreken de totale impuls.

v} Bereken de snelheid van Py en van P, £.o.v. M.

vi)  Bereken het totale impulsmoment t.o.v. M,

vil)  Bereken het totale impulsmoment t.o.v. 0. Doe dif op twee manieren.
uidd] Bereken de totale kinetische energie.




10,

- V.83 -

Jr

o G

vl

—y

Drie gelijke massapunten L P2 en P3 zijn door drie massaloze staven, elk
lengte %, zodanig met elkaar verbonden dat zij de hoekpunten van een gelijk-
zijdige driehoek vormen. De snelheden wvan Pi’ P2 en P3 t.0.v, het in de fi-

guur getekende 0XY-stelsel zijn gegeven door:

v, = 2e + 4e
=1 b =y

, = o+ 2e

3

H

v s

¥y = Bey tye
i) Bepaal a, B en v.

ii) Bepaal de snelheid van het massamiddelpunt,

Twee massapunten Py oen Py, massats my en m,, verbonden door een koord met
Lengte &, kunnen zonder wrijving bewegen over een horizontale fagel. Op
£ = 0 drnaait het punt P, met snefhedld vy om het in nusit zifnde Py, dat op
dat mement wondt Losgelaten.

4} Bepaal de versnelling en de snelheid van het massamiddelpunt,

i) Bepaal de hoekversnelling en de hoeksnelheid van de Liin PP

i) Bepaal de versneldingen van Py en Py,

iv)  Bepaal de thekkracht in het hoond.

vl Bepaal de tfotale kinetische energie. 1s deze constant?

vi]  Beantwoord dezelfde vragen indien het stelsel niet in ecen horizontaal
vlak maar in een venticaal vlak beweegt, en op £ = 0: PIPQ horndizontaal
A5

2.
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Een puntmassa A, massa M, kan zonder wiifving glifden Langs een horizontale
nechte. Een fweede puntmassa B, massa m, is via een massaloze staaf, Lengite
%, verbonden met A, Op £ = 0 4s A An nust, bevindt B zich verticaal onder A

en heegt B een naan rechits gerlchte snelheid v

L)

Av)

v)

wi)

0"
Hoeveel graden van vrijheid heeft dit systeem? Geef cobrdinaten aan
die de beweging beschrifven. Stel de beginvoorwaarden op.
Stel de bewegingsvergelijhingen op. "

Laat zien dat hier de volgende behoudwetten gelden en Antenpreteen
deze,

(M+mlk - med cos e=cmuamt=a7

%{M4-kaz + %-mzzéz - mB% cos 8 - mga cos 8 = comsdant = ¢,

(zie verderop ook opgave 54), H.4 en cpgave §, H.5},

Bepaal uit de beginvoomwaarnden de twee constanten ¢y en ¢, van de bif
L44) gegeven behoudwetten.

Geldt t.o.v. het punt A de momentenstelling?

Veer een met A meetranslenend assenstelsel in en zet dit stif. Hoe ghoct
45 dan de op B werkende schijnbracht? Mag nu de momentenstelling om A
worden toegepast? Zo fa, wat Levert déze dan op en is deze relatie onag-
ﬁankeﬂijk van de needs eerder gevonden vergelijhingen?
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oc,éﬁy
;

Twee massapunten A en B, massa's m, resp. m,, zijn verbonden door een koord

ter lengte %. Het punt A beweegt over een glad, horizontaal vlak en het

koord gaat door een gat O in de tafel. Het punt B hangt verticaal onder O.

Op t

= 0 is B in rust en heeft A een horizontale snelheid A loodrecht op

OA en is QA = 1.,

i)
ii)

iii)

iv)

0
Hoeveel graden van vrijheid heeft dit systeem? Kies codrdinaten.
Stel de bewegingsvergelijkingen met de beginvoorwaarden op.
Bewijs met behulp van de beginvoorwaarden en de bewegingsvergelijkingen

de behoudwetten: (r = 0A)

m, T 6 = mTVOrO »

en

2, ém]rzé

2, = im v +
MY = WV, + mygr, .

%(m] +m2))':
Interpreteer deze behoudwetten.
Bewijs, uit deze bewegingsvergelijkingen, dat de bewegingstoestand
waarbilj A een eenparige cirkelbeweging uitvoert, mogelijk is. Welk
verband moet er dan bestaan tussen de afstand OA en de hoeksnelheid

van 0A?
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Om een massaloze schijf, straal r, die
vrij kan draaien om een horizontale as v

door zijn middelpunt 0 is een koord \ 0 j
geslagen waaraan twee even zware aapjes, \\\\H__,///
beide massa m, hangen. Het systeem is-

aanvankelijk in rust. Een aapje begint é

met een snelheid V t.o.v. het koord g

naar boven te klimmen.

Bepaal de werkelijke snelheid van beide aapjes.

14, Op een platte kar, massa M, die zonder wrijving kan bewegen over een hori-

15,

zontaal vlak, staat een man, massa m. Op t = 0, het hele systeem is dan nog

in rust, begint de man met snelheid V t.o.v. de kar te lopen.

i) Bepaal de werkelijke snelheid van de man en van de kar.

ii) Bewijs dat als M << m de man in werkelijkheid niet van zijn plaats komt.

Een verticale homogene cirkelvormige ring met massa M en straal R kan zon-
der wrijving glijden langs een vaste horizontale rechte . Een massapunt P
met massa m kan zonder wrijving glijden langs de ring.

Ten tijde t = 0 is de ring in rust en bevindt P zich met te verwaarlozen

snelheid in het hoogste punt van de ring. De versnelling van de zwaartekracht

bedraagt g. We beschrijven de positie van P met behulp van de codrdinaten
x en 9 (zie figuur). Druk de antwoorden op de vragen 1i) t/m v) uit in x en

¢ en hun eerste afgeleiden naar de tijd.

:
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i) Hoeveel graden van vrijheid heeft dit systeem?

i1) Bereken de kinetische energie van P en van de ring.

iii) Bereken de potentiéle energie van P en van de ring.

iv) Bereken de impuls van het totale systeem.

v) Welke twee behoudwetten gelden hier en waarom?

vi) Hoe groot is de snelheid van P als P door het onderste punt van de
ring gaat (uitgedrukt in M, m, g en R)? Verifieer Uw antwoord voor
m/M << 1.

vii) Wat voor kromme doorloopt het massamiddelpunt?

' Een massaloze gladde buis kan zonder wrijving vrij roteren om een vaste ver-
ticale as loodrecht op de buis. In de buis bevindt zich een veer, veerstijf- f-fi

heid ¢, ongespannen veerlengte 210, waarvan het midden 0 is vastgemaakt aan

de verticale as, Ban de uiteinden van de veer bevinden zich twee gelijke mas-
sapunten A en B, beide massa m. Op het begintijdstip t = 0 bevinden A en B

zich beide op afstand r. van 0 en zijn in rust t.o.v. de buis, welke dan ro-

0
teert met een hoeksnelheid Wee
i} Hoeveel graden van vfijheid heeft dit systeem voor een-algemene bewe-

ging en hoeveel houdt U er over indien U rekening houdt met de. symme-
trie van de beweging? '

ii) Bepaal de impuls en het impulsmoment om ) van elke massa afzonderlijk
én van het totale systeem. )

iii) Bepaal de kinetische en de potenti&le energie wvan het totale systeem,.

iv) Welke grootheden blijven tijdens de beweging behouden en tot welke ; "
relaties leidt §it? i l

v) Bepaal de hoeksnelheid van de buis als functie van OA.

vi) Bepaal de componenten van de snelheid van A als functie van de afstand
OA. N

vii) Geef de bewegingsvergelijking voor A met de bijbehorende beginvébrﬁaar—;
den. .

blijft de positie van A

viii) Voor welke waarde van r als functie van w

o’ 0’
(en dus ook van B) ten opzichte van de buis gedurende de beweging con—

stant?
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Een massaloze cirkelvormige ring, straal R, kan vrij draaien om een verti-
cale as door een middellijn, Aan de ring is vast bevestigd een massapunt A,
massa m, zodanig dat de lijn door A en het middelpunt O van de ring hori-
zontaal is, Een tweede massapunt B, eveneens massa m, kan glijden langs de
ring. We geven de hoeksnelheid van de ring om de verticale as aan met ¢ en
de hoek die OB maakt met de horizontaal AQ met 6. Op het tijdstip t =0
draait de ring met een hoeksnelheid w en bevindt B zich diametraal tegenover
A en is in rust t.o.v. de ring. Er is nergens wrijving. De versnelling van

de zwaartekracht is g.

i)  Hoeveel graden van vrijheid heeft dit systeem?
ii) Bepaal van het stelsel, uitgedrukt in 8, & en P
de impuls P,
het impulsmément Lz om O langs de verticale as door O,
de kinetische energie T en
de potentiele energie U,
iii) Welke behoudswetten gelden hier? Schrijf deze uit.
Bepaal hieruit 8 en ¢ als functie van 6.
iv) Bereikt het punt B voor elke waarde van w het onderste punt van de
ring? Zo neen, geef dan de conditie voor w opdat dit punt wel wordt
bereikt. Als dit onderste punt wel wordt bereikt, hoe groot is daar

dan de snelheid van B?
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Antwoorden (H.6.)

1) v, = 10e (m/sec), v, = he  + 4/§éy (m/sec).

2
ii) ry = ~O,6gx + O,4gy + 1,6e (m).
1ii) = 6,4e + 2,4/§gy (m/sec) .
iv) P=32 + 12/§"gy (kg m/sec).

| . - . ' = .
V) v, = 3,6§X 2,4/§§y (m/sec); Y5 2,4gx + 1,6/§§y (m/sec)
vi) LM = —4,8/§§X —'7,22y - 2,4(2/3 + 3)«3z (kg m2/sec).
vil) EO = —24/§§X + 44gy ~ {20 + 12/3}32 (kg mz/sec).

viii) 196J.

—

. 1) a = 2, R ‘='“2 + 1/5’ Y = 3/5; ii) (6+/§)gx + (6+3\/§)Ey.

m.
. _ i .
1) 0, uzvogy (ui = Eq-:fEE-, i=1,2).

ii) o0, VO/R.

e H “é Ha¥,
iii) T, ¢ 2 sin 8)§X + 7 cos B)e ,
2
v u1VO . v
x, (- 7 5in e)gx + (- cos 8)e
m,m v2

. 120 L2
Y Tmompyr bW vy, Ja

vi) Ty = -ggy,

deren niet, evenals kracht in koovd. Bij i] en 22 moet EM worden opge-

teld en T verandert nu wel volgens:

T

n

2 2
T(t) = %mzvo - (m]~Fﬂb)(u2vOt - lgtTg.

iM = (gt + uzvo)gy; hoeksnelheid en hoekversnelling veran-
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i) 23 x(0) =0, %(0) =0, 8(0) =0, §(0) ==-v /%,

ii) (M+m)% - me(6 cos 8 - 52 sin g) =0,

m(% cos 6 ~ 26) - mg sin 9 = 0.

. 2

iv) ¢, = Mvy, ¢, = %mvo - mgl.

V) Neen,

vi) ES = —migx; Ja; mlzg = —mgl sin & + miX cos &; niet onafhankelijk.
i) 2; B8 en r (= 0A).

. - -2 by e

ii) (m1-+m2)r - mlre = ~m,8} mlre + 2m]r8 =0,

£(0) = r,, (0) =0, 8(0) =0, 8(0) = vo/R.
. m,g
iii) 8% = I—n% i

1

1V (beide omhoog).
iy MV/ (M +m); mV/(M+m).

i) 2.

. o2 s 2,2
ii) T = 4(M+m)x" + mRX¢ cos ¢ + 4mR"¢".
iii) U = mgR cos ¢ + constante,

iv) p=[(M+m% + mRy cos m]gx - mR¢ sin ¢ gy -

v) p. = constant; T + U = constant.
X

1) =2\|-aeti—e gR
vi oy R &

vii) Lijnstuk: Xy = constant.
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16, 1)  3; 2.

ii) By = migr + mrﬂge, =0,

2. 2
LAO mr-oe,, LO 2mr te .

i) T = m(#* + £26%), ¥ = 2c(r - 102

. 2 2 2
iv) T+ U < mrom0 + 2e(r - 20) s
_ - 2
(LO)z = ¢y 2mr0m0.
].'2(.0
. T
v) g = 5
T
\%' gz_ |
, 22 0 2¢ 2 2
vi) v. =+ 0wo(l :5) T;[(r 20) (r0 20) 1.
2
v = 0%
8 r '
., - .2
vii) mr - mre" = -2¢(r - 20),
mrd + 2mid = 0,
Opt=0;r= Ty t =20, 6 = Wy (8 = 0).
2cl
viid) ¢, = 0
0T T2
- muy
2 .2
iii) e=-_+\/{3§ sin e—gﬁﬂ——g—}, ({.} = 0) ;
) 2 (1+cos™@)
(p= 2
(1+cos™8)

iv) m2 <u/% PV = V2{g - w?R)R.
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Botsingen

Theorievragen

Beschouw een botsing tussen twee starre ballen.

Wat volgt uit het gegeven:

1) de ballen zijn vrij;

ii) de ballen zijn glad;

i1i) de botsing is centraal;

iv) de restitutiecodfficiént is e;
V) de botsing is onelastisch;

vi)} de botsing is elastisch.

Beschouw een centrale botsing tussen twee deeltjes.

i)  Bewijs dat, als 0 < e < 1, het energieverlies AT:
nul is als e =1,
maximaal is als e = 0.
ii) Bewijs dat
AT > 0,

als e » 1.

TR TR S Y L

iii) Bewijs dat het ene deeltje door het andere deeltje heen is gegaan als

e < 0.

Bewijs dat bij een centrale, elastische botsing tussen twee deeltjes de ge-

gevens:
a) Vl - V2 = -(v] - VZ)’ en
b) AT = 0,

tot hetzelfde resultaat leiden.

Bewijs dat bij een balfistische sfinger (zie Opgave 13) de

coefficiént e gelijk aan nul is,

Twee massapunten P, en PZ’ massa's m en m bewegen

1 2
tezamen met snelheid v langs een rechte lijn. Op zeker
ogenblik vindt tussen beide punten een explosie plaats,
waarbi]j een energie E vrij komt welke geheel wordt omge-

zet in bewegingsenergie voor de massapunten.

restitutie-

v
R ==k
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i) Is de totale impuls vdodr en ni de botsing gelijk?
i1) Hoe groot is de Q-waarde?
iii) Welke vergelijking volgt uit de energiebalans? Heeft U voldoende verge-

liijkingen om de snelheden van P] en P2 na de explosie te bepalen?

E oy B

SO VP R I g/

Twee massapunten P, en P,, massa's my en m,, zifn met elkaar verbonden door
een veer, veerstifgnedld k, cngespannen veerlengte Ly en rusten op een glad
horizontaal vlak. Een derde massapunt Pz, massa mg, beweegt met een Anelhedld
v nichting P;. De restitutiecot ficient voor de botsing tussen Pren Py is e

L) Bepaal de snelheden van PI’ P, en P3 onmiddellifk na de betsing.

L) Wat verwacht U als e = 07 15 dit in cvereenstemning met Uw antwoond op
L) 7

Lid) Laat zien dat als de bofsing efastisch is en geen energieverfies op-
treedt.

Lv]  Met welke snelheld gaat het massamiddelpunt van het systeem PTPZ bewe-
gen? 15 deze snetheid constant? ™

vl Welke nelatie hunt U wif de enengiebafans halen voor de beweging van PT
en P, t.o.v. hun massamiddelpunt? Heedt U hienmee voldoende relaties

2
om de beweging van P, en P, te hunnen beschiijven?

* .
Aangenomen mag worden dat P, en P3 niet meer botsen.

1

A B
" f g

VTP rd

Twee massapunten A en B, beide massa m, kunnen bewegen over een horizontaal
vlak. Het punt A beweegt zonder wrijving terwijl de wrijvingscoéfficiént tus-
sen B en het vlak f is. Op een bepaald moment botst A met een snelheid vy te-
gen B. De restitutiecoéfficiént e = /3,

Bepaal de weg die door de massapunten wordt afgelegd tot zij beide tot rust

komen,
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o
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il

P

n

% 2l b

a) Twee massapunten P1 en P,, massa's m, en m,, zijn verbonden door een koord
met lengte 2. P1 wordt vanaf de grond, waar P, aanvankelijk blijft liggen,
met snelheid v omhooggeschoten.

Wat is de maximale hoogte die P, zal bereiken? (Het koord is onelastisch;
dit houdt in dat P] en P, nadat het koord gespannen is met gelijke snel-
heden verder bewegen.)

b) Als bij a), maar nu hebben we in plaats van twee massapunten een keten
van n massapunten, alle met massa m. Neem \ /TTEE—en bepaal:

i) hoeveel massapunten in beweging komen,

ii) welke maximaal hoogte P, bereikt,

1
1ii) het totale energieveriies door de botsingen,

Bereken de laatste grootheid ook voor geval a).

4 I

P 9

Een massapunt P, massa m, bevindt zich op t = 0 in het midden A van een hol~-
le buis met lengte 20 en massa M. De buis die aan beide zijden dicht is, ligt
op een gladde horizontale tafel. Op t = 0 ligt de buis stil en heeft P een

snelheid v, . De restitutiecoéfficiént is e. Bepaal:

i) de snelheden van P en van de buis na de eerste botsing;
ii) het energieverlies t.g.v. de eerste botsing;
iii) de tijd die P er over doet om weer in A terug te keren in zijn ocorspron-—

kelijke bewegingsrichting.
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Vanaf de bovenste trede van een trap, waarvan de hoogte en de breedte van de
Treden o 44, wondt een massapunt P, massa m, onder een hoek o (0 < o < 7/2)
met een snelheid v afgeschoten. Na verboop van £ijd botst P op de volgende
trede. De nestifutiecobfficilnt hienbi is e.

Hoe moeten v en o gekozen worden opdat de baan die P beschrifft voor alle
irneden identieh is?

b

Een massapunt P, massa m, wordt op een hoogte h boven een horizontaal vlak
zonder beginsnelheid losgelaten., De restitutiecoéffici®nt tussen P en het

vlak is e.

i)  Welke hoogte bereikt P na de eerste hotsing?

ii) Bereken de tijd die verloopt tussen het loslaten van het massapunt en
het tot rust komen ervan. Controleer Uw antwoord voor de gevallen e=0
en e = [,

iii) Bepaal de waarde wvan e, waarvoor de totale door P afgelegde weg gelijk

aan 2h is.



12,

- V.96 -

Een massapunt P, massa m, is via een massaloos, volkomen onrekbaar koord,
lengte %, verbonden met een vast punt 0. Op een afstand a onder 0 (a < &)
ligt een vast, glad horizontaal vlak V. Het punt P wordt op een hoogte h
boven V (h < a) met gespannen koord en zonder beginsnelheid losgelaten,
waarna P in het punt A tegen V botst. Deze botsing is volkomen omelastisch

(e = 0). De versnelling van de zwaartekracht is g.

i)  Bepaal de snelheid van P vlak voor en direct na de botsing met V,

ii) Hoe beweegt P ni deze botsing?

iii) Bereikt P bij deze beweging nog een punt waarop het koord weer gespan—
nen wordt? zo ja, in welk punt gebeurt dit?

iv) Bereken de snelheid van P direct ma het strak worden van het koord.

v)  Wat is de maximale hoogte die P daarna nog boven V bereikt?

vi) Indien de bij v) gevonden hoogte kleiner is dan h, verklaar dan dit

hoogteverlies (ook de numerieke waarde ervan).
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P v M (M>m)
ﬂn
Een kogel P, met massa m, wordt met een horizontale snelheid v in een zak

zand, massa M, geschoten die aan een koord met lengte L hangt,

i) Neem aan dat de kogel in de zak blijft zitten. Hoe groot is dan e? Bepaal
de hoogte h die de zak na het opnemen van de kogel bereikt als functie
van v. (Dit apparaat wordt een ballistische slinger genoemd en, door het
meten van b, gebruikt om de snelheid van een kogel te bepalen.)

ii) Neem aan dat de kogel de zak met een snelheid v/2 verlaat. Hoe groot is
nu e? Hoe groot moet vminstens zijn opdat de slinger een volledige cir-

kel beschrijft?

///////|///

r
!
|
/
E 2

‘Ejz O’/ \\ k
N /

en P,, massa's m

Twee massapunten P en m,, hangen beide aan een koord met

1
lengte 2. Het punt P

1

1 bevindt zich, op de in de figuur getekende wijze, op

2

laten. De restitutiecoéfficiént tussen P1 en P, is e.

een hoogte h boven P, en wordt vanuit deze stand zonder beginsnelheid losge-

i) Bereken de hoogte die elke bol na de botsing bereikt.

ii) Bereken het energieverlies t.g.v. de botsing.
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L

\hi“Lé

Twee identieke b.iljantballen B, en B,, massa m, raken efhaar en Liggen 4in
st op een glad bilfarnt. Een dernde biljartbal 83, Adentiek aan 81 en BZ’
botst efastisch met een snelheld v gerdicht Langs de hornizontale naaklifn £
tussen By en 82 tegen B, en B,. Noem de snelheden na de botsing van de drie

?
batllen: y?’ Yz en 93.

i) Bewdifs dat v, en ¥, gelijk in grootte zijn en gelifke hoeken maken met
L, enw Hat ys Langs L gerlceht L5,
i) Hoe zijn Yy en V, gericht?

LiL] Bepaal V, en Ve

Eén deeltje, massa m, = 0,2 kg, beweegt met een snelheid v, = 0,4 m/sec en

I
botst tegen een ander deeltje, massa m

1

) = 0,3 kg, dat in rust is. Na de bot-

sing beweegt het eerste deeltje met een snelheid V., = 0,2 m/sec in een rich-

1
ting die een hoek van 40° maakt met de oorspronkelijke. Bepaal de snelheid

van het tweede deeltje en het energieverlies tgv. de botsing. Is deze bot-
sing elastisch?

Een massapunt, massa m, = 5 kg, beweegt met een snelheid v, = 2 m/sec en

1
botst elastisch tegen een stilstaand massapunt, massa m

1

5 = 8 kg, waarna m

45° van zijn corspronkelijke bewegingsrichting afwijkt. Bereken:

1

i) de snelheden,

ii) de hoek tussen de bewegingsrichtingen,

van de punten na de botsing.
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Een bolletje P], massa m, , botst niet centraal met een snelheid v, tegen een
tweede bolletje P,, massa m, . Op het moment van botsen maakt de lijn door de
middelpunten wvan P1 en P, een hoek o met de richting van v. De restitutieco-

efficiént 1is e.

i)  Bepaal de snelheden van P, en P, na de botsing.

ii) Bepaal, voor m, = m, = m, de hoek tussen de bewegingsrichtingen van P]
en P2 na de botsing. Klopt Uw uitkomst met het te verwachten antwoord
voor e = 172

iii) Bereken het energieverlies t.g.v. de botsing. Klopt dit met het te ver-

wachten antwoord voor e = 17

Met een kanon, massa M, dat zonder wnijving over een fionizontaal viak han
bewegen en waarvan de Loop een hoek o met de horizontaal maakt, wordt een
projectiel met massa m afgeschoten, Als de Loop van het hanon verticaal staat,
kan het dit profectiel tof een hoogte h boven de grond schieten.

4} Hoe grnoot 4s de Q-waande bif het afschieten van het kanon?

AL} Bepaal de snefheid, in grootte en nichting, waarmee het projectiel het
kanon verlaat.

L4} Bepaal de “schootsverhedd" van het kanon, dit is de maximale afstand
{voor 0 < a < 1/2) die de kagel kan bereiken voon hif de grond ween
naakt. Op welke waarde moet o hiervoor worden ingesteld.

Een wagon W,, massa m, rijdt met een snelheid v tegen een stilstaande wagon

]9
W, met massa m. Op het moment dat de bumpers tegen elkaar botsen vindt een

explosie plaats, waarbij een energie Q vrijkomt, welke wordt omgezet in bewe-

-gingsenergievoordebeidewagons.Bepaaldesnelhedenvanw]eﬂ1wzdirectnadebotsing.

i TR
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Een massaloze buls, lengte 2%, kan zonder wrijving in een horizontaal vlak
draaien om zijn vaste middelpunt 0. In de uiteinden van de buis zijn twee
massapunten, beide massa M, bevestigd. In het midden van de buis bevinden
zich twee massapunten, beide massa m, die zonder wrijving in de buis
kunnen glijden. De buis roteert aanvankelijk met hoeksnelheid Woe

Op zeker ogenblik vindt een explosie tussen beide massapunten m plaats,
waarbij een energie E vrijkomt, die geheel in bewegingsenergie van de
beide massapunten wordt omgezet. De beide massapunten m gaan ten opzichte
van de buis bewegen en botsen na verloop van tijd gelijktijdig tegen de
massapunten M, botsingscoéfficiént e, 0 < e £ 1, Na de botsing bewegen de
beide massapunten m weer in de richting naar het midden 0 van de buis.

Gevraagd wordt te bepalen:

i) de hoeksnelheid van de buis en de snelheden van de massapunten m
‘onmiddellijk na de explosie; _

11) de bewegingsvergelijking(en) voor de buls en de massapunten na de
explosie;

iii) de snelheden van de massapunten m juist voor en juist na de botsingen
met de massapunten M;

iv) de energie E die benodigd is opdat na de botsingen de beide

massapunten m het midden ¢ van de buis weer zullen bereiken.
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Onze held J.B. zit opgesloten in een vrij bewegende wagon (totale massa
van wagon plus inhoud is M), welke met een snelheid V een afgrond nadert.
Juist voordat de wagon de afgrond heeft bereikt, weet J.B. zich los te
maken uit zijn boeien en een zich toevallig achter in de wagon bevindend
kanon te bereiken, Het kanon is star verbonden aan de wagon. J.B. schiet
een kogel, met massa m en snelheid v ten opzichte van de wagon, af. De

kogel komt in de tegenoverliggende wand van de wagon tot rust.

1) Beredeneer of J.B. zich met deze actie kan redden.
Zo ja, hoe groot moet v dan minstens zijn?
Teken in een grafiek het verloop van de snelheid van de wagon als
functie van de tijd.

ii) Beantwoord dezelfde vragen als bij i), indien de kogel dédr de wand

heengaat, waarna hij nog een snelheid v/2 ten opzichte van de wagon

overheeft.
iii) Welke waarden heeft in geval i) en in geval ii) de botsingscoéfficiént

e?

Antwoorden (H.7.)

(1+e)m3 (m3-em1)
i) VvV, = +———z vy, V, =0, V, = ——— Vv,
-1 (ml-Fm3) = 2 3 (m1 + m3)
(1+e)mlm3
iv) fy = v = constant.
M Ty 4 my) Gy +mg)
2 2 2
Lo 3 I & - - =
v) am, F + imyt, + 2k(|£2 Ell EO) constant.
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v2
Sy
fg - -
m m v2
. 1 2 1 20
8. a) [1 (m +m)]£+(m) i
1 2 1 2 2
m,m, 9 m. gl
Energieverlies: m—7——c v~ - S .
2(m, + m,) 2(m, +m,)
1 2 1 2
. ..y 37 cean 7
b) i) 3; 11) 3 L3 i1ii) -§mg£.
. {(m- eM) (1+e)m )
9. = mr——— = e
1) =P (m + M) ¥o° ‘-]B (m + M) 20°
. . mM 2, 2
ll) 2—(m—+—M-)—(] - e )VO.
£ 1.2
iii) ;‘a(] +€) .
/(1—2e+5e2)g£ Ze
10, v = , o = arctan(] _e).

11.

12.

13.

14.

201 - e2)

. 2. .o (1 +e) /2h P |
i) e"h; i1i) I —g— : 1i1) —?:/5

D) v =2, v, =3 /2,

2
. a
iv) V2 = -5 Vzgh.

g

N
v) b (2) h.
m22

i) e =0; h = hd

2(M + m)zg

ii) e=-4(1 - l;;-) (% -4, want m << M), v > aM Vel
m
3 (m, - emy)” (1+e)’n]
1 h =——--—-----—-hh =._...._.—__.__h
1,na 2 7Y 2 -
) (m] +m2) ,0d (ml + m2)2

1'1111'112

.. 2
1.1) (1 - e )W gh.




= V0103 =

- =3 .
15. le = sz =TV
= - -1,
1y“ 2\12}T 5v3,
1
V3x——-5*v, V3}T 0.

16. ¥, = 0,0858e - 0,165, (n/sec); AT = 6,8 10737; Teen.

2
7.8 ¥y e v, Uy =0,625(e,-e ) (m/sec); ii) 3
(my — emy) | ,
18. i) Yl = [—(m—lTn—lgj-— v cos ot]e_zx + (v sin a)_e_y .
(1+e)m
Y, = [(m oy ¥ ocos u]gx.

1 2

ii) ©Noem hoek tussen V en yz: B, dan geldt:

1

: 2
cos R =__S_]___:__e_)__ cotan a .
Y8(1 + e?)
2, ™M™ 2
404 1 _ 4
iti) i1 e)(m . v cos a .
1 2
19. i)  mgh. _
ii) —-b-d—%-—- vocbs ae  + vosin ae  (x-as horizontaal), Vo = 2(M + m)gh
( m) 9 7 M+m sin“n)
caay Z2MM + m)"h _ M
iii) — 3 7 5 , VOOr tan o = T
(2M” + 3oM” + m M)
20.V =—‘.{+lyv2+ig,v -_-E—.!_,/vzq.ﬂ.
1773 m 27773 m
?.1. i) Qna =0y i V= YE/m.

ii) Neem: ¢ = hoeksnelheid van buis en r = afstand Om.

2 ‘s
(ML~ + mr2)q§ + 2mrreo = 0,

m:'i*—mr(b2=0.
Mw
mM 2 2 0
Voor: = + 2 e
1ii) voor: vy e M+m 0% EmTmS
MAw . .
mM 2 2 0
Na: Vv = - %ﬁ:+~——— L
- e (M + m) UJ033:‘([‘/1+m)—-8'
(1 - &9 w22
i E =
iv) ez (M + m) Y -

L . 2M
22, i) Neen; ii) Ja, mits v = o V; iii) e = 0; e = =k,

-

3y A.\-v‘f‘.‘r



-T.1 -

Examen/tentamen Inleiding in de Mechanica (WSK 1), dinsdag 13 januari 1981,

14,00 - 17.00 uur,

1&m

Beschouw het stelsel bestaande uit de aarde, massa M, straal R, de maan,
massa m, straal r, en een puntmassa P met massa 1. Aangenomen mag worden
dat aarde en maan in rust zijn en dat het massapunt P kan bewegen langs

de verbindingslijn £ van de middelpunten van aarde en maan. De positie van
P geven we aan met x, de afstand tot het middelpunt van de aarde. 2ij L

de afstand tussen de middelpunten van aarde en maan., Voor R< x <L - r
zijn de door aarde en maan op P uitgeoefende krachten dan resp.

_ fmp

= - f=e F S c————we_ .

(L - x)Z -X

i}  Bereken de potentiele energie van P ter plaatse x, R<x s L - r.
Maak een schets van de potentiaalkromme.

ii) De maten en massa's zijn zodanig dat er voor P op & een evenwichts-
punt bestaat,
Bepaal dit punt en onderzoek of het een stabiel of labiel evenwichts-
punt betreft.

iii) Op zeker ogenblik wordt P vanaf het aardoppervlak afgeschoten in de
richting van de maan, met een snelheid Ve

Bepaal de waarden van vy waarvoor P de maan zal bereiken.

iv) Kan v, zodanig gekozen worden dat P de maan met smnelheid O bereikt?

0
Beredeneer Uw antwoord.
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Examen/tentamen Inleiding in de Mechanica (WSK 1), dinsdag 13 januari 1981.

A ¥ S B
VJ/ -r II]_.’VO

I :

NN

Een stelsel bestaat uit de massapunten A, B, beide massa M en het massa-—
punt P met massa m. De massapunten A en B zijn onderling verbonden door
een massaloos koord ter lengte £ en kunnen bewegen over een ruw vlak,
wrijvingscoéfficiént f. Het koord is geslagen over twee glade pennen en
hangt af in een verticale sleuf. Het massapunt P hangt als een diabolo

in het afhangende deel.

Op zeker ogenblik bevinden de massapunten A en B zich op een onderling te

verwaarlozen afstand en krijgen beide een snelheid v, gericht loodrecht

0
op de sleuf in onderling tegengestelde richting. Zie figuur. 7
Als het massapunt P de lijn AB passeert komt het los van het koord. De

versnelling van de zwaartekracht is g.
i) Bepaal de waarden van f opdat het koord gespannen blijft.
Kies voor de volgende vragen f zodanig dat het koord gespannen blijft.

ii) Bepaal de waarden van v, waarvoor P de lijn AB zal passeren.

0
iii) Bepaal voor alle waarden van Vo de hoogte die P bereikt.
iv) Controleer Uw antwoord op (iii) met een energiebeschouwing ingeval

f =0.




...T.3...

Examen/tentamen Inleiding in de Mechanica (WSK 1), dinsdag 13 januari 1981.

Een halter AB, bestaande uit cen massaloze staaf, lengte 22, en twee massa-
punten, beide met massa m, 1s in zijn midden 0 verbonden met een verticale
as £. L kan vrij draaien om zijn eigen as (hoeksnelheid §), waarbij de hal-
ter met £ meedraait. De halter kan verder nog vrij draaien om 0 in het

(met 9 roterende) vlak door £ en AB (hoeksnelheid d). Op £t = 0 iz AB in
rust t.o.v. £ (8(0) = 0). £ roteert dan met een hoeksnelheid wg (p(0) = mo),
en AB maakt een hoek O, met de horizontaal door 0O (0(0) = 80, 0 <0, <m/f2),

0 0
Er is nergens wrijving. De versnelling van de zwaartekracht is g.

i) Hoeveel graden van vrijheid heeft dit systeem?
ii) Bepaal van het systeem, uitgedrukt in O, 8 en 9,
de impuls P,

het impulsmoment om £ (gz—as) t.o.v. O LO .
de kinetische energie T en z

de potentieéle energie U.
iii) Welke behoudwetten gelden hier? Schrijf deze uit.
Bepaal hieruit O en ¢ als functie van ©.
iv) 1Is de beweging van A in B-richting begrensd? Zo ja, wat zijn dan de
maximale waarden van 07
v) Tussen welke grenzen ligt de hoeksnelheid § en voor welke waarden van ©

treden deze grenzen op?

T e A AR T TR
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Examen/tentamen Inleiding in de Mechanica (WSK 1), dinsdag 13 januari 1981,

ol

In een sjoelbak ligt een gladde schijf I, massa m, straal R, in rust tegen

een zijkant 2. Tegen deze schijf botst centraal een tweede, identieke schijf II.
Deze botsing is volkomen elastisch.

Vlak voor de botsing heeft II een snelheid v.. De hoek tussen de richting

0
van v, en de zijkant £ is o. Na de botsing beweegt I langs de zijkant &

met snelheid V,+ De snelheid van II na de botsing is Yz.
i}  Bereken vy, en ¥V,.

.. m
ii) Controleer Uw antwoorden voor ¢ = 0 en ¢ = —

7 .
iii) Bereken de eventuele verandering in de totale kinetische energie en

verklaar Uw antwoord.
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Examen/tentamen Inleiding in de Mechanica (WSK I), vrijdag 27 maart 1981,
14,00 - 17,00 uur,

®g

Een massaloze buis kan zonder wrijving roteren om een vaste verticale as,
door het punt O, loodrecht op de buis. In de buis kunnen twee massapunten
P, en P2, massa m

1 1
en de massapunten P1 en P2 zijn twee veren, veerstijfheid kl resp. kz,

resp. m,, zonder wrijving bewegen. Tussen het midden O

beide ongespannen veerlengte nul, aangebracht.

9 zich beide op een afstand ry van 0

en hebben geen snelheid t.o.v. de buis. De buis roteert op t=0 met hoek-

Op het tijdstip t=0 bevinden P enP

snelheid wge
i) Hoeveel graden van vrijheid heeft het systeem?
ii) Bepaal de impuls en het impulsmoment om 0 van elke
massa afzonderlijk en van het totale systeem;
iii) Bepaal de kinetische en de potentiéle energie van
het totale systeem;
iv) Bepaal de hoeksnelheid van de buis als functie van
de afstanden OP1 en OPZ;
v) Aan welke bewegingsvergelijkingen voldoen de afstan-

l)
den OP1 en 0P2.




-y

n
La Jlg.2

i} Een massapunt P3, massa M, is via een koord, lengte £, verbonden met

ii)

iii)

iv)

een vast punt 0. Op een afstand £ onder O bevindt zich een glad, hori-
zontaal vlak, waarop twee massapunten P].en Pz, beide massa m, liggen.
Op t=0 zijn alle massapunten in rust en liggen Pl en P2 tegen elkaar
verticaal onder O (zie figuur 1). Het punt Py wordt rechts van P3 op
een hoogte h boven het horizontale vliak, en bij een gespannen koord,
losgelaten. De botsingscoefficiént tussen P, en P, is e. De versnel-
ling van de zwaartekracht is g.

Gevraagd wordt de snelheid van Pl na de botsing.

Beschouw weer hetzelfde systeem als bij i), maar nu ligt op t=0 nog
wel PZ onder 0, maar Pl ligt op een, kleine,-afstand d links van P2'
(zie figuur 2). De botsing tussen,Pl en P2 is volkomen enelastisch.
Gevraagd wordt de uiteindelijke snelheid van P].

Vergelijk de uitkomsten van i) en ii)} Zijn deze gelijk? Zo neen, hoe
kunt U dit verschil dan verklaren?

Neem e = 1, Bereken nu voor i) en ii) de totale energieverliezen. Ver-

klaar Uw antwoorden.




3. Een massapunt P, massa m, kan glij-
den langs een cirkelvormige ring met
straal R, Tussen P en de ring is
wrijving, wrijvingscoéfficieént f.
Aanvankelijk draait de ring met hoek-
snelheid w. en is P in rust t.o.v.

0
de ring. Vanaf zeker tijdstip (t=0)

gaat de hoeksnelheid van de ring af-
nemen volgens
wit) = Wy = at, {a>0) 0
totdat de ring tot rust gekomen is (op t = t, = E_)' De zwaartekracht mag
buiten beschouwing worden gelaten.
i) Hoe groot moet £ minstens zijn, opdat P niet meteen na t=0 gaat slip-
pen t.o.v., de ring?

ii) Bestaat er een eindige waarde veoor £, waarvoor P op t=te nog steeds in
rust is t.o.v. de ring? Zo ja, hoe groot moet deze waarde dan minstens
zijn?

iii) Neem aan dat f zodanig is dat P gaat slippen t.o.v. de ring op een tijd-

stip t, zodanig dat 0<tl<te' Bepaal dan t als functie van f, o en Wy

1
iv} Neem f nu zodanig dat P meteen gaat slippen op t=0. Hoeveel graden van
vtijheid heeft het systeem nu? Geef de bewegingsvergelijking voor P

met de beginvoorwaarde. Welke conclusie kunt U hieruit trekken omtrent

het tiidstip waarop P abscluut tot rust komt? Is P in rust op
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Examen/tentamen Inleiding in de Mechanica (WSK I), vrijdag 27 maart 1981,

Een halter bestaat uit twee massapunten P en Q, beide massa m, onderling
verbonden door een massaloze starre staaf, lengte £. Het punt P van de
halter glijdt langs een ruw hellend vlak, hellingshoek o, wrijvingscoef-
ficiént £, (f < tana).

Op zeker ogenblik wordt de halter zonder beginsnelheid losgelaten. De hoek
tussen de normaal op het vlak en de lijn PQ bedraagt op dat ogenblik 8. De
hoek B is zo gekozen dat de hoek tussen de normaal op het vlak en de 1lijn
PQ gedurende de hele beweging constant (=8) is. De versnelling van de '
zwaartekracht is g.

Aanwijzing: Voer een coordinatensysteem PX'Y' in dat met de halter mee-

transleert.

i) Bereken de grootte en de richting van de versnelling waarmede
het coordinatensysteem PX'Y' transleert. L
ii) Bepaal in grootte en richting de kracht die in P door het hel- :
lend vlak op de halter wordt uitgecefend.
iii) Bepaal de hoek 8.
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Examen/tentamen Inleiding Mechanica voor WSK I op dinsdag 12 januari 1982,

14.00 - 17,00 uur.

Am
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Een mechanisch stelsel bestaat uit een massapunt, A, massa m, en twee platen B

en C, beide op te vatten als massapunten, met massa Ml resp. M2 (M2 > M.}. Het

1
massapunt A ligt op de plaat B. De wrijvingscoefficient tussen A en B is f. Het
massapunt A is met een massaloos onrekbaar koord verbonden aan een vast punt., _
De plaat B kan zonder wrijving glijden over een horizontaal vlak, de plaat C kan
zonder wrijving glijden over een hellend wvlak, hellingshoek u. Tussen de beide
platen is een massaloos, onrekbaar koord bevestigd, dat over een gladde pen D
kan glijden. Het stelsel is aanvankelijk in rust in de getekende situatie, waar-—
bij de beide koorden juist strak staan. De versnelling van de zwaartekracht is g.
i) Voor welke waarden van f zal het stelsel gaan bewegen?

ii) Bepaal voor die waarden van f de versnelling van C.

iii) Bepaal de spankracht in de beide koorden voor alle waarden van f.
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Examen/tentamen Inleiding Mechanica voor WSK I op dinsdag 12 januari 1982,

14.00 - 17.00 uur.
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Een wigvormig blok, hellingshoek o, massa M, kan zonder wrijving glijden over
een horizontaal vlak. Op een hoogte h boven het hellende vlak wordt een massa-
punt P, massa m, zonder beginsnelheid losgelaten. De botsingscoéfficiént tussen
het massapunt P en het blok is e. De versnelling van de zwaartekracht is g.

i) Bereken de snelheid van P juist voor de botsing met het blok,

ii) Bereken de componenten van de snelheid van P en de snelheid van het blok

direct na de botsing.

iii) Controleer Uw antwoorden op ii) voor de twee limietgevallen:
a) o »- 0,

bB) m/M > 0
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Examen/tentamen Inleiding Mechanica voor WSK I op dinsdag 12 januari 1982,

14,00 - 17.00 uur.

Een starre staaf | draait met constante hoeksnelheid w om een wvaste verticale

as loodrecht op L. Langs de staaf kunnen twee massapunten, beide massa m, zonder

wrijving glijden. De beide massapunten liggen steeds aan weerszijden op gelijke,

veranderlijke afstand x van de draaiingsas. Een koord, massaloos en onrekbaar,

lengte 24, is tussen de massapunten aangebracht. In het midden van het koord is

een massapunt, massa M, bevestigd, dat zonder wrijving kan glijden langs de

draaiingsas. De versnelling van de zwaartekracht is g,

i) Bepaal, na stilzetten, de kinetische en de potentiéle energie van het
systeemn.

ii) Blijft de energie behouden? Verklaar Uw antwoord.

i1i) Bepaal de kinetische evenwichtsstanden.

iv) Onderzoek de stabiliteit van de kinetische evenwichtsstanden.
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Examen/tentamen Inleiding Mechanica voor WSK I op dinsdag 12 januari 1982,

14,00 - 17.00 uur.

@9

Een massaloze buis kan vrij draaien in een horizontaal vlak om een vast punt O,

In de buis kan zonder wrijving een massapunt P, massa m, bewegen. Het punt P

wordt aangetrokken door O door een kracht evenredig met l/r2 (r = OP), evenre-

digheidsconstante mk. Op het tijdstip t = 0 heeft de buis een hoeksnelheid we

en is P in rust t.o.v. de buis op een afstand T, van 0.

i)  Hoeveel graden van vrijheid heeft P?

ii) Geeft uitdrukkingen (in r, ¥, ¢ en #) voor de impuls, het impulsmoment om O,
de kinetische en de potentiéle energie van P.

iii) Welke twee behoudwetten gelden hier? Schrijf deze behoudwetten uit.

iv) Bepaal de bewegingsvergeli jkingen van P met de beginvoorwaarden.

v) Welke relatie moet er tussen r, en

0 Wy bestaan, opdat P een eenparige cirkel-

beweging gaat uitvoeren?
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Examen/tentamen Inleiding in de Mechanica (WSK 1) op vrijdag 23 april 1982,

13.30 - 16.30 uur.

Twee massapunten A en B, beide massa m, zijn bevestigd aan de einden van

een massaloos, onrekbaar koord K, lengte 22. In het midden C van K is een f
massapunt P, massa M, bevestigd (M < 2m). Het koord is geslagen over twee

gladde pennen D en E, die op &én horizontale lijn liggen, onderlinge afstand

2a, 2a < ¢.

Het systeem wordt vanuit rust overgelaten aan de invloed van de zwaartekracht,
versnelling g; in de beginpositie valt C samen met het midden van DE. Aan—

genomen mag worden dat de beide massapunten A en B steeds dezelfde beweging

uitvoeren.

De daling van ¢ wordt aangeduid met x, de stijging van A en B met y.

i) Bewijs dat x en y voldoen aan de vergelijking: ¥ = —=__,

f2 2
X +a
ii) Bepaal de kinetische energie T van het.®fsfeem als functie van x en %.

P
+ 1ii) Bepaal de potentiele energie U van het systeem als functie van x. ) »
i : T it
i iv) Bepaal de grootste en de kleinste waarde die x bereikt. ﬂgz“gf
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Tentamen/examen Inleiding in de Mechanica (WSK 1) op vrijdag 23 april 1982,

13.30 - 16.30 uur.
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Een blok B, massa M, kan zonder wrijving glijdén langs een horizontale rechte
L. Tussen het blok en een vast punt A van L is een lineaire veer, veercon-—
stante k, bevestigd. Op het blok ligt een massapunt P, massa m. De wrijvings-
coéfficient tussen het blok en het massapunt is f. De versnelling van de
zwaartekracht is g.

Vanaf zeker ogenblik, beide massa's zijn op dat ogenblik in rust en de veer
is ongespanmen, gaat het systeem bewegen onder invloed van een constante

kracht F op P in de richting van L.

i}  Voor welke waarden van F zal P onmiddellijk over B gaan glijden?

ii) Voor welke waarden van F zal P nooit over B glijden?

iii) Neem voor F een waarde tussen de in i) en ii) gevraagde grenswaarden. Hoe

groot is dan de verplaatsing van B op het moment dat P over B begint te

glijden?

PR T

e

st

L -
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Tentamen/examen Inleiding in de Mechanica (WSK 1) op vrijdag 23 april 1982,

13.30 - 16.30 uur.
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Drie staven zijn in de vorm van een symmetrische Y star aan elkaar gelast.
De poot van de Y is verticaal en de halve openingshoek is o, met a« ¢ (0,mw)
{zie figuur). Langs de staven kunnen twee identieke massapunten P, en Pys

beide massa m, zonder wrijving bewegen, waarbij P, en P, steeds op dezelfde

1 2
hoogte blijven. De punten P] en P2 zijn met elkaar verbonden door een massa—
ioze veer, stijfheid k, ongespannen veerlengte 20 = 0, Het stelsel roteert

met een constante hoeksnelheid w om de verticale symmetrie—as. De versnelling

van de zwaartekracht is g.

i) Hoeveel graden van vrijheid heeft dit systeem?
ii) Bepaal de kinetische evenwichtsstand(en) wvan P] en P2.
iii) Onderzoek de stabiliteit van deze standen. Onderscheid hierbij

@ e (0,0) ena ¢ (-Tzi,wr).
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Examen/tentamen Inleiding in de Mechanica (WSK 1) op vrijdag 23 april 1982,

13.30 - 16.30 uur.
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Verticaal boven een vast punt A bevindt zich een massapunt Pl’ massa M,

dat via een massaloze veer, veerstijfheid k, ongespannen veerlengte EO’ met

A verbonden is, Het punt P] drukt tegen een vast horizontaal vlak, waar- }

verticaal boven P, bevindt zich

in boven P, een gat zit. Op een afstand ho 1

een tweede massapunt P2, massa m. De versnelling van de zwaartekracht is g.

i) Hoe groot moet {, minstens zijn, opdat P, inderdaad tegen het horizontale
0 P 1 &

vlak drukt? Neem verder: QO = a+ ££&%EQ§-.

Het massapunt P, wordt zonder beginsnelheid losgelaten. Alle botsingen zijn

volkomen onelastisch.

ii) Bereken de snelheid van P2 vlak voor de botsing en die van P1 en P2

direct na de botsing.
1ii) Bereken de maximale indrukking van de veer.
iv) Bereken de maximale hoogte (h]) die P, bereikt.

v) Na hoeveel botsingen komt P, tot stilstand? Bewijs dat toch de totale

door P, afgelegde weg eindig is en bereken deze weg als functie van

g = (M+m)/m.
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Examen/tentamen Inleiding in de Mechanica (WSK I) op donderdag 17 juni

1982, 9.00 - 12,00 uur.

@~

Een blok B beweegt met constante snelheid vy over een horizontaal vlak
langs een rechte geléiding L. De bovenzijde van het blok wordt gevormd

door een cylindrisch oppervlak K met parametervoorstelling:
K:y=éh(1 —cos-%}i).

Over het oppervlak kan zonder wrijving een taster, massa m, glijden.
De taster beweegt zonder wrijving in een verticale geleiding. De ver-

snelling van de zwaartekracht is g.

Voor welke waarden van v, blijft de taster in contact met het blok?

0
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Examen/tentamen Inleiding in de Mechanica (WSK I) op donderdag 17 juni

1982, 9,00 - 12.00 uwur.

Een massapunt P, massa m, kan zonder wrijving glijden langs een vaste,

*
horizontale rechte L. Het punt P is enerzijds verbonden met een vast punt
0 op L dow. een veer met veerstijfheid k en ongespannen veerlengte nul en

anderzijds met een vast punt A op een afstand a verticaal boven O dmv.

een veer, eveneens met veerstijfheid k, maar met een eindige veerlengte %

i) Bepaal de potentiele emergie van P als functie van x (zie figuur).
ii) Bepaal de evenwichtsstanden van P. Hoeveel evenwichtsstanden heeft
P en waar hangt dit aantal van af?

iii} Onderzoek de stabiliteit van de bij ii) gevraagde evenwichtsstanden.

0"
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Examen/tentamen Inleiding in de Mechanica (WSK 1) op doncerdag 17 juni

1982, 9.00 - 12,00 uur.
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Een voldoende lange plaat AB, massa M, beweegt wonder invloced van een kracht

rechtlijnig met constante snelheid vy over een ruw horizontaal vlak, wrij-

vingscoefficieént fo. Op de plaat rust een massapunt P, massa m., De wrij-

vingscoéfficiént tussen het punt P en de plaat A is f. De versnelling van

de zwaartekracht is g.

Op t = 0 wordt de kracht weggenomen en de plaat en het massapunt bewegen

onder invloed van de wrijving rechtlijnig verder.

i) Stel de bewegingsvergeli jkingen op.

ii) Laat zien dat P nooitleen kleinere snelheid in de richting AB kan
hebben dan de plaat.

iii) Bepaal de waarden van f waarvoor het punt P voor positieve t over de
plaat glijdt.

iv) Bewijs dat voor de onder iii) gevraagde waarden van f eerst de plaat

en dan het massapunt tot rust komen.

i e R
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Examen/tentamen Inleiding in de Mechanica (WSK I) op donderdag 17 juni

1982, 9.00 - 12,00 uur.
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Een wigvormig blok ABC, hoek ABC is o, met massa M kan zonder wrijving
glijden over een horizontaal vlak. Op een hoogte h boven het punt A van
het blok wordt zonder beginsnelheid een massapunt P met massa m losgela-
ten. De botsingscoefficiént tussen m en M is e, De versnelling van de
zZwaartekracht bedraagt g.

i) Hoe groot is de snelheid van P vlak voor de botsing in A met het blok?
ii). Bepaal de snelheid van het blok en de snelheidscomponenten van P

direct na de botsing.

[

.. .. T
iii) Controleer Uw antwoord op ii) voor o 0 en voor o =-§ .

Neem voor de nu volgende vraag o = %-en M

iv) Hoe groot moet h, als functie van e, gekozen worden, opdat P na de

m.

botsing in A direct, dwz. =zonder eerst nog het vlak AB te raken,
in een zich bij B bevindend putje terechtkomt. De horizontale afstand

tussen A en B is a.

Wat neemt U waar voor e + 0? Verklaar dit verschijnsel.

T e e e e S e . T e B o B . Mok . e e e . e e e e e e e e e e Y B R TP M D o o e e e e e e A e A e g e o e S B -
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Examen/tentamen Inleiding in de Mechanica (WSK III) op maandag 20 juni 1983,

9.00 - 12,00 uur,

Een massaloze staaf AB, lengte !, kan vrij draaien om het vaste uiteinde A

in een verticaal vlak V. In het uiteinde B van de staaf is een massapunt P,

R R e R T s w o, -

| massa m, bevestigd. Op het punt P werkt een constante horizontale kracht F

in het vlak V. De hoek tussen AB en de verticaal door A wordt aangeduid met g.

Aanvankelijk is de staaf in rust en heeft ¢ de waarde a. De versnelling van

de zwaartekracht is g.

i) Voor welke waarde van F zal de staaf in rust blijven?
Bepaal in dat geval de staafkracht S5 in AB.

ii) Bepaal voor F groter dan de onder i) berekende waarde de snmelheid en de
versnelling van P als functie van de hoek gp.

1ii) Bepaal voor het onder ii) bedoelde geval de staafkracht $§ als functie

van de hoek g.
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Examen/tentamen Inleiding in de Mechanica (WSK III) op maandag 20 juni {983,

9.00 - 12.00 uur.
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Een massaloze staaf AB, lengte R, kap vrij dradien om het vaste uiteinde A

in een verticaal vlak V. In het uiteinde B van de staaf is een massapunt P,
massa m, bevestigd. De staaf wordt losgelaten vanuit rust in een stand waarbij
de hoek tussen AB en de horizontaal gelijk is aan «. Aanvankelijk beweegt de
staaf uitsluitend onder invloed van de zwaartekracht, versnelling g. Op het
mcment dat P de horizontaal door A bereikt, botst het punt P op een punt Q,
massa M. De botsingscoefficient tussen P en Q is e, 0 < e < 1. Het punt Q was
voor de botsing in rust en is bevestigd aan een lineaire veer, veerconstante k.

Bepaal:

i) De snelheid van P op het moment dat AB de horizontale stand bereikt.

ii) De snelheden van P en Q onmiddellijk na de botsing.

Aangenomen mag worden dat de punten P en Q elkaar na de botsing niet meer treffen.

Bepaal in dat geval

iii) De grootste hoogte die P bereikt na de botsing.

iv) De grootste indrukking van de veer ni de botsing.

o
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Examen/tentamen Inleiding in de Mechanica (WSK III) op maandag 20 juni 1983,

9.00 - 12.00 uwur.

Een massapunt P, massa m, kan bewegen langs eeﬁ,'in een verticaal vlak V gelegen,
gladde, cirkelvormige ring, straal R. De ring beweegt met een constante, hori-
zontale versnelling a in V. De versnelling van de zwaartekracht is g.

Op het tijdstip t = 0 is P in rust ten opzichte van de ring en heeft § (zie

figuur) de waarde %O.

i) Hoeveel graden van vrijheid heeft dit systeem?

ii) Voer een met het middelpunt O' van de ring meebewegend assenstelsel 0X'Y'
in (zie figuur). Zet de beweging van dit assenstelsel stil. Welke schijn-—
kracht(en) moet U hierbij imvoeren? Bepaal de totale potentiele energie
van P (afkomstig van de zwaartekracht &n van de schijnkracht) als functie
van %.

iii) Bepaal de bewegingsvergelijking van P met de bijbehorende beginvoorwaarden.

iv) Bepaal de waarden van %O’ waarvoor P voor alle t > 0 in rust blij%t ten
opzichte van de ring (kinetische evenwichtsstanden).

v) Onderzoek de stabiliteit van deze kinetische evenwichtsstanden.

vi) Stel %0 = (0. Wat is nu de maximale waarde die &0 bereikt?
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Examen/tentamen Inleiding in de Mechanica (WSK III) op maandag 20 juni 1983,

9.00

- 12.00 uur.

I3 z

Een massaloze buis'AB, lengte 2R, kan zonder wrijving draaien om zijn vaste mid-

delpunt O in een horizontaal vlak. In de buis bevinden zich twee magneetjes P en

Q, beide massa m. P zit vast aan de buis in het eindpunt A; Q kan zonder wrijving

bewegen in de buis. De magneetjes trekken elkaar aan met een kracht, welke omge-

keerd evenredig is met het kwadraat van de afstand PQ, evenredigheidsconstante muz.

Noem

figuur). Op t = 0 is ¢ = w

1)

ii)

iii)

Voor

iv)

v)

de hoeksnelheid van de buis ¢ en geef de afstand van O tot Q aan met x (zie
0’ x=0en x = R.

Hoeveel graden van vrijheid heeft dit systeem?

Bepaal de impuls, het impulsmoment om O en de kinetische energie van P en Q
afzonderlijk en van het totale systeem en de potentieéle energie van het to-
tale systeem, alle uitgedrukt in x, %X en ¢.

Bepaal de bewegingsvergelijking in radiale richting (d.i. in x-richting)
van Q, met de bijbehorende beginvoorwaarden. Bewijs hiermee dat Q voor

w, < U/2R naar A toe gaat bewegen,

0

de volgende vragen mag worden aangenomen dat aan deze ongelijkheid is voldaan.

Welke twee behoudswetten gelden voor dit systeem? Bepaal ¢ en T als functie
van r.
Bepaal de snelheid waarmee Q het punt O passeert; hoe groot is op dat moment

de hoeksnelheid ¢ van de buig?

il L a1
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Examen/tentamen Inleiding in de Mechanica op woensdag 17 augustus 1983,

9.00 - 12.00 uur.

A
| Em /B
| Q e =0

Een buis AB, massa M, kan zonder wrijving glijdgn over een horizontaal vlak.
In de buis kan, eveneens zonder wrijving, een massapunt P, massa m, bewegen.
Op t =0, AB en P zijn dan in rust en P bevindt zich bij A, vindt tussen P

en het linker uiteinde A van de buis een explosie plaats. Bij deze explosie

komt een hoeveelheid energie Q vrij, welke geheel wordt omgezet in kinetische

energie voor P en AB. Na verloop van tijd botst P tegen het andere uiteinde

van de buis in B, Deze botsing is volkomen onelastisch (e = 0).

i) Bereken de snelheid van P en van AB direct na de explosie.

ii} Bereken de snelheid van P en van AB direct na de botsing bij B.
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Examen/tentamen Inleiding in de Mechanica op woensdag 17 augustus 1983,

9.00 - 12,00 uur.

Vd Vt

9'.
Een half-oneindige, massaloze staaf kan draaien om een horizontale as door
het vaste punt O en loodrecht op de staaf. Aan ﬂet eindpunt van de staaf is,
op een afstand % links van O, een massapunt P, massa M, bevestigd. Het punt P
ligt aanvankelijk op een vast horizontaal vlak, op dezelfde hoogte als O.

Een ander massapunt ), massa m, beweegt met een constante, voorgeschreven
snelheid V langs de staaf naar rechts. Op t = 0 is de staaf in rust en be-

vindt @ zich juist rechts van O. Er is nergens wrijving. De versnelling van

de zwaartekracht is g.

i) Neem aan dat de staaf voor 0 < t < tl horizontaal blijft.

Hoeveel graden van vrijheid heeft dit systeem nu?
ii) Bereken voor 0 < ¢ < t], en als functie van t, de normaalkracht door
het horizontale vliak op P uitgecefend.

Bepaal het tijdstip t,, waarop P loskomt van het horizontale vlak.

1

iii) Hoeveel graden van vrijheid heeft het systeem voor t > tl?

iv) Bepaal, voor t > tl, met behulp van de momentenstelling om O de bewe-

gingsvergeli jking voor het systeem met de beginvoorwaarden.
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Examen/tentamen Inleiding in de Mechanica op woensdag 17 augustus 1983,

5,00 - 12.00 uwur.

'\
4
~t
L]

'

Twee massapunten A en B, beide massa m, kunnen zonder wrijving glijden langs
een vaste, horizontale rechte L. De punten zijn star met elkaar verbonden
door een massaloze ring, straal R, middelpunt C, gelegen in het verticale
vlak door L. Langs de ring kan een massapunt P, ook massa m, zonder wrijving
glijden. De versnelling van de zwaartekracht is g. Op t = 0 is het gehele

systeem in rust en bevindt P zich juist onder B.

i) Hoeveel graden van vrijheid heeft dit systeem?
ii) Geef uitdrukkingen in x, 9, %X en § (zie figuur) van de impuls P, het

impulsmoment L, om C, de kinetische energie T en de potentiele energie

C
U van het totale systeem.
iii) Welke twee behoudwetten gelden hier?

iv) Bepaal %, 9§ en x als functie van 9.

v) Hoe groot is de maximale verplaatsing van de ring?
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Examen/tentamen Inleiding in de Mechanica op woensdag 17 augustus 1983,

9.00 - 12.00 uur.

Q,m

Een halter, bestaande uit een massaloze staaf met twee massapunten (P, massa

M, en @, massa m) kan vrij draaien in een verticaal vlak V om een vast punt O,
Het vlak V draait met constante, voorgeschreven hoeksnelheid w om een verticale
as door 0. De afstand OP is a en 0 is b. De versnelling van de zwaartekracht
is g.

i) Hoeveel graden van vrijheid heeft dit stelsel?

ii) Zet de rotatie van V stil. Welke schijnkrachten moet U hierbij invoeren?
Bepaal, als functie van ¢ (zie figuur) de totale potentiele energie van
het stilgezette stelsel (dus inclusief de centrifugaalpotentiaal).

iii) Bepaal de (kinetische) evenwichtsstanden.

Hoeveel zijn er en waar hangt dit aantal van af?
iv) Onderzoek de stabiliteit van de stand, waarin Q zich verticaal onder 0

bevindt.
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ANTWOORDEN TENTAMENS

13-1-1981

(M~ m)x ~ML

i) Ux) = % uf .
il) x = L/(1 +vm/M); instabiel.

i11) z 2Mf L—R—R/—mz
111 Vo—m m .

iv) Neen,

i) £ <1, ii) v

2Mf +
> vuel, (“ = m)

S : = - ..1_ 2_ .
iii) vy < Yugd Y max g (vO ugl);
vy > Yuge Ymax = Zg (vO ugl} .

i) Twee: ¢ en 9.

ii) P=0; L. = 2m’§cos’ g;
i} = OZ
T = mlz(éz +(I‘12 (:c.s.2 ¥y, U= 0.
2
cos 9 w, cos o
iii) ¢ = 0 w5 8= 22
¢ 0°* cos 9
cos ©
; -§ £ § <
1v) %O g %0.
V) $0) = wicost 8, £ ¢S w = §ES )
0 0 0 0"
L2
2v,. cos o V., s1ln a
. 0 0
i) V1 T A V2 a 2
(1 +cos™ a) (1 +cos” o)
11} AT = 0.

v/t:os2 g - c052 3.

0
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27 -3-1981
. 1) 3, (rl,r

ii) P = (m, %, -m. T )gr + (mlrl—m r )ég

= 151 7 MT 2527V 853
L. = 25+ 25)
=0 T MhT YT myI, Ve, .
2 2 2 2, 42
= Ly & [F 1 .
iii) T sy T+ ampty 4 2(m]rl +m2r2)% :
2 2
= 1 L
U = 2klr] + 2k?_r2
2
Ly mprmyrg
iv) § = w

m 12+ ot 0°
Ty WLy

" +2 . .2
V) P1 : ml(rl—rlﬁ) = —k]rl, P2 : mz(rz—rz% ) = —k2r2.

i) v, o= (1 +e)M /Zghs ii) Vv U +e)M VIghs

17 ™+ 2m) 1 T ZM+m)
2mM2
iii) (AT)i) = 0; (AT)ii) = - ———— gh.
(M +m)
w
iy £ 2 a/wé. ii) Neen., 1ii) £ =-a2— ._]__
Vaf
iv) & + féz =0, $(0) = wy3 TUSE: € > @,
. UJO
(opla: $(t) = T2 +w0ft)

. 1)

ii) R

(1]
I

-g(sin o - f cos a)gx

2mgf cos o e, * 2mgcosa ¢ Egtre

iii) tanf = Ff.
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2-~1-1982
i) f < (lem)s'ina.
ii) x = (M2 sina—mf)g/(M] +M2).
1ii) § = (M1 sina+mf)M2g/(M] +M2) , voor f < (Mz/m)sina;
S = Mzg sina , voor f > (lem)sina.
i) _‘_'7] = v2gh Eyo
ii) (P:1;blok:2)
v] 2 2
Vl = [M(l+e)sinacosae + {(M+m)sin o - eMcos a}e],
- . -x Y
M+msin™ a) .
v _m{l +e)sino cos
Yo e
(M+msin2 o) ¥
. .2 sz)'iz
1.) T = mx  + '—_2"_2 ’
2(¢7 =-x7)
U= —ngfsaz—x2 - mmzxz .
Vv, 2
2 M . 2 M
iii) x]=0,x2= 2 -(-——-‘—g—z-) , MLts w >§n%f'
2mw
iv) x, : stabiel als m2 < _Iig_; x, : stabiel (als hij bestaat).
1 2mf, 2
i) 2 : ren 9,
ii) P = mte + mrée I, = mrzée
- -r =% =0 -z ?
T = émi‘2 + %mrzéz, U = —-m-;.
111) imi2 + bmrog’ - ™K o gmel? - T
T 0" 0 r
0
25 = mra
mr 0%
iv) m’f—mr%.z +_ml_%=0’ nrd+ 2mi’é=0,
T
r(0) = LI ¥(0) =0, 8(0) = Wy
32
V) Towy = k.
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23 -4 -1982

2 2
i) T=Ma +(M+mx }.(2

2 2 )
a +x
iii) U = ng"az +x2 - Mgx - 2mgt .
iv) 0 < x g —ﬁb;m-—i-z—— . :
(4m~ - M) ;
1) F 2 M+mmgE/M,
ii) F < (M+2m)mgf/ (M +m) .

iii) x = M+m)gf/k ~ MF/(mk) .
. 1) Eén : vy,

ii) y = P 1& 5 s <
- 2k)tan o

(mie

o€ (O,g-) , mits wz > 2k/m

a € (-g-,w) , mits wz < 2k/m

2

iii) o € (O,-g—) A w” > 2k/m : instabiel,

o e.(%,w) A w2 < 2k/m : stabiel . ;i

. 1) 'Q'O > a + Mg/k. 0
31 = = = _m_ v
) vy =v2ghy . V=V, = gy Voeh .

imizeieeaswiai 1 i

».’Zm?'gho 2
m. iv) h] = {(m/(M+m)) hO.

2
2 /2m gh
) S=(1+u)h + 2 . 0

(1—112) 0 (1-1) k(M+m)

1ii) x
)m

et




17~-6-1982
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2
i) U(x) = %kxz + ik \/az-l-x2 - Q’O] .

ii) iii) a » 20/2 rx, =0

a <.20/2

=
]
o

o]
It

iii) fO > £,

»

stabiel ;
instabiel ,

il = 32 , stabiel,

1) ii) zie temnt, 12-1-~ 1982, Opgave 2,

iv) h = 3a/8e(l +¢) .
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20~6-1983
i) F =mgtana; S = mg/cosa.
iii) 8§ = -F(2sina-3sing) - mg(2 coso -3 cos o) .
. 1) v, = v2gl sina ,
.. _ {m-eM) . _ (1 +e)m
W Vi Y V2 T aray e
2
i) n =B L pgina . iv) ox - Gt
(M + m)
. 1i) U =-m2(gcos9+asin®) .
iii) med = ma cos 9 = mg sin 9.
iv) v) «51 = arctan(a/g) : stabiel ;
%2 = 1 + arctan(a/g) : instabiel.
. . 2 2
vi) %max = arcsin{2ag/(a +g)) .
L i) P o=mke! - m(R-x)pe’ 3 L. = m(RE+x)ge’
= =% =y * =0 =z’
T = %m}'{z + %m(R2+x2)¢2; U= —mu2/(R+x) .

111) mGE-x8%) = ~m2/(R+x)°; x(0) = R, %(0) = 0, §$(0) = 0y -

iv) T+U=¢ : L = ¢

W kx=0) = A%/R-28%], 9(x=0) = 2
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17-8-1983

) / 2mQ 2MQ
v = e te TN _ e SN . .
i) I My V2 G+ wm (AB:1,P:2).
11) V1 = V2 =0,
. _ mgV
i) 0, 11)N—Mg—Tt. 11i) 1.
iv) ML +mVt)gp + mVp = (mVt-ML)gcos g,

i) 2 :.x, 9.

i) P = (mk+mRésin®e, + (mRd cos 9e, ; v
., 2.
Lo = m(Rksin® +R ej;
T = % m5c2 + %mRzéz + mR%d sin 9 ;
U = -mgRsin 9, *
: j
iii) Pl = (l_’,gl) =3 T+ U = Cy o .;
. 6 in 9 6 Rsin?’% ’; w
iv) &8 =12 mgSan s k=31V=2EREn T 5 : . ;
R(3 - sin” 9) (3-sin” 9) d ]
X = % R{cos &-1) . ‘f‘}
_ 2 A ?
v) |x!max =3 R. " i
» :'
) 2 2 S
i) 1:%, ii) U= (Ma-mb)gcosd - 3(Ma +mb2)w 31n2% . . '
‘ b
111) iv) o® € § (:= (mb - Ma)g/(Ma® +mb2)) E
W
= - ] >' ’,?'T
%] 0 : stabiel als mb > Ma, } Eﬁ
.
$, = m : stabiel als mb < Ma 1N ]
2 b
w >y "_ ﬁ.‘{
%] =0, %2 = 7 : instabiel,
%3 = arccos(u/wz) : stabiel,
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