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NUMERIEKE WISKUNDE -

HOOFDSTUK I : INTERPOLATIE BIJ ONGELIJKE INTERVALLEN.

3

1. Inleiding |
In ‘de numerieke wiskunde komt het vaak voor, dat men van een getabelleerde
functie y = f£f{x) de functiewaarde moet bepalen voor een argument, dat niet
in de tabel staat., Wanneer £(x) niet gemakkelijk direct te berekenen is,
maskt men gebruik van interpolatie. o ‘

Bekend is de lineaire interpolatie, dle o.a. gebruikt wordt bij logarithe-
mische en goniometrische tafels. ‘ S i T{x )
Bij interpolatie tussen de .basispunten ' )

x, en x, wordt f(x) hierbij vervangen

door een lineaire functie £*(x) met
£x(xo) = f(xo en £*(x,) = £(x,).

Dan geldt dus

. . - -

X = X,
Cf(x) ® 2o (x) = 2(x) + ;:—:f;—'{f(x1) - 2(x )} .
‘ © ‘

Lineaire interpolatie kan echter alleenlwqrden_toegepasﬁ‘als.het.interval
d.w.z. het verschil tussen twee opeenvolgende waarden van het argument in

gen tabél, klein genoeg is.

In het algemeen zal men trachten f(x) te vervangen door een eenvoudige
benaderingsfunctie f*(x), die in n + 1 basispunten X , Xy Xpgeecey X,
. dezelfde waarden heeft- als £(x) en voor andere punten een goede benadering

geeft,
WiJj hebben dus

©f(x) = £*(x) + R(x). _

R(x) heet de restterm en is-de fout, die bij de interpolatie wordt gemaakt.
Voor f£*(x) kan men verschillende soorten functies kiezen, b.v. polynomen, .
gebroken rationale functles, sommen van trigonometrische functies enz.

Interpolatie d.m.v. polynomen wordt in de praktijk het meest gebruikt.
We zullen dan ook alleen dit geval beschouwen. o

l2. Formule van Lagrange
We willen door de punten X, X yee-c X, €€n polynoom £*(x) van 20 laag
mogelijke graad leggen, zodanig dat f‘(xi) = f(xi) voor i = Oy%,iae,0e
We zullen laten zien,: dat het mogelijk is £*(x) zo te kiezen dat de
graad hoogstens n is. Verder merken we op, dat er precies &én polynoom.
van de graad S n is. Voldoen namelljk £*(x) en g*(x) beiden, dan is
£*(x) - g*(x) een polynoom van hoogstens de graad n met n + 1 nulpuntex,
dus identiek nul. : ! ‘ '

We proberen £*(x) te schrijven in de vorm

0 =L, () £(x) + L, (D) £0x) + e v By £x ),  (1.2.1)
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waarbij L '(x),...;Ln (x) polynomen van hoogstens de graad n zijn.
Nu zal inderdaad f‘(xi)i= f(xi) zijn, als geldt dat L, (x ) =1en
o)

Ly (xj) =0 voor i # j. Dus heeft L, (x) de nulpunten

Xy Ky ogeeey Xy g9 Xy qreees xh; Hieruit volgt

Li (x) =.Gi(x - xg){x = x1) esefx = X )(x - %, 1)..;$x - xn)

waarbij Ci een constante is, De eis L, (xi) = 1 geeft

1

(xi-x )(x =X, )...(x = )(x X, 17...(xi -x_) °

"fiteindelijk vinden we dus

C

(x-v'x M x-x, Yoo (x-x )

f(x) = f.(X) + R (x) ri -x )(x -x )o-.(x -%X ) f(xo)w+
(x-x ) (x-x, Yoo (x~x )
2 £(x,) +
Ti -X-T(x -x )o-o(x 1_7 Tee
(x-x )(x-x ).--(x—xn_1)
+ see * —(— _x )(x -x )...(x _x ) f(xn) + Rn+1(x)- (1.2.2)

Dit is de interpolatieformule van Lagrange.
(x) is de restterm bij interpolatie d.m.v.een n® graadspolynoom door

n + 1,punten. In § 5 zal voor deze restterm een uitdrukklng wcrden afge-

leid.
De polynomen Ly (x) heten Lagrangecoéfficienten.

Opm,1 : Formule (1 2.2) kan in meer compacte vorm worden geschreven door
te stellen .

ﬁn+1(x)-= (xlﬁfko)(x - x1)...(x _‘Xn)’

Dan is

(x.) = (xi‘- xo)...(xi - xi-1)(xi - xi+1)...(xi = xn)

en gaat (1.,2.2) over in

f(x }

f(x) =x (x) + R_..(x).
n+1 (x ~X; )n 1(xi) o+

=1,

g%ﬁ. 2 : We kunnen (1.2.2) 4n het bijzonder toepassen.op de functie
Fix ' )
Aangezien f£*(x) eenduidig bepaald is, geldt dan ook £*(x) =1, Dus

Lo (X) + H-'I(x) * asastd Lﬁ :(x) = 1 voor elke x', (1;2-3)

e A RPN




g Deze betrekking kunnen we gebruiken als controle op de berekening van
' Lagrangecoefficienten,

Yoorb. : Bepaal het polynoom door de punten
x | -1 01 2 ‘

f(x)‘l 111 -5
. (x=0) (x~1) (x=2) | (x+1)(x=1) (x=2)
£2(x) = 5y (-1 (=1-2) 1 * ToenI(o-17(0-2) *1 *

x4+1){x=0) (x=1)

(x+1) (x=0) (x=2)
S 20 2=y *¢-2) =

* (-0 12y 1 7

= -%x(x-1)(x—2) + %(x+1)(x-1)(3h2) -%(x+1)x(x-25 *

%(x+1)x(x—1) x>+ x4+ 1,

3. Gedeelde differenties
Is in een tabel f(x) gegeven voor de waarden‘xo, X, xz,;‘. van het

argument, dan kunnen we berekenen :

f(x ) - £(x )" - f(x)) - £(x )
. s flx ,x J= A enz,
177 R

f[xo,x1-]= e
1 o

Dit zijn de eerste gedeelde differenties.

Merk op dat f[xo,x1] = £Lx, 4% ]

Vervolgens kunnen we vormen
f[x1,x2] - f[xo,x1]

fl:xo'x‘i'xz:l - X =X '
2 0 ‘
| tlx ,x] - flx ,x ]
f[x X9 X, ] = enz.
. 2 * I,‘ ~ X 1 :
Dit zijn de tweede gedeelde differenties.

In het algemeen kunnen we berekenen de grootheden

tlx,yx T TP L P Rl U PR LA PV
hARN T R L Xs4n T %y (1301
de

- gde n  gedeelde- dlfferenties. :
De gedeelde differenties kunnen overzlchtellak worden gerangschikt in een
tabel : < -



X, £lx ]
ffxo,x1]
;,;1'___. f[x1] - '_ f[:co‘,x1 ,'x'zj
flx, ,xa] o B ¢ IRE e ,x,.‘]
Cx, f_[xz] : f[x1'xz'z3] ,
/f[:s ,'x,] -f[x1 ' %, 9% ,:&]
x,_.f[xsl N flx, ,x ,x, 1 '
| ©flx ex]
X, . £ lx, ]

Hierbij is f[xil = f(xi).

Opm, : De argument en X g Xy Xaeee behoeven niet in volgorde ‘van. grootte
te worden genomen, ‘

Voorb, 1 ; Neem f£(x)
Het schema wordt @

1

x? met x = 0,1,4,3,6!7. -

x £(x)
0 0 -
1

1 1 5

- 24 1
4—-64\37 § : 1 0‘ )
3. 27 \ 0

: '63/ 1

6—2167" 16
S 127 )
7 343

De omrande tweede gedeelde differentie £{4,3,6] wordt berekend als

gl - 3.
Men kan de gedeelde differentie ook ale volgt schrijven :

N f(xo) 1:‘(::1 ).
ft":c:;”':"_] ='xo -x T X - X,

1
ol 1 . o
f[xo’x1 ,ij = xz _ xo {f&1 ’xaj - f[xo'x1]] -
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fcx') | £(x, ) £(x_)

(x -x, )(x -X, Tt (x =X, )(x -X, y * (x -X )(xz-x }
£(x) £(x, )
fcxo’xj’.."xn] = Go—x )oac(x -x )— * (x -x )(x -x Jo-o(x —xT ¥oean
f(x) . : ’ :
+ r _x Yocoﬁ x ' 7 (1-‘37-2)

Formale {1.3.2) is sym;netrisch in de argumenfen xo,'x;l eveyX o zodat

£ ['xc",x1 geee ,xn] onéfﬁankelijk is van de volgorde waarin xo...xn worden l

genomen., _ .
Zo is f[x“x!,x,,x ] = PLx 4%, , ,x,] = V1550 %, 9%, 1 enz,

Voorb. 2 : In voorbeeld 1 was berekend f[1+ 3 6] = 13.
Bereken £{3,6,4] ,” .

£6,41 = BE=218 = 96, £[3,6] _?%2—.‘_—'%2 < 63, on £03,6,4] =

[6 4] - £f3, 6]
b3
Tussen de gedeelde d:.fferenties en d.e afgeleiden van een functie bestaat

een nauw verband,
Is £{x) d:.fferent:.eerbaar, dan geldt volgens de middelwaardestelling

f(;,) - f(xo) = (JC-1 - xo) f'(z) met £ tussen X, en x_ .

f(x1) - £(x )-

- A S
Dus f[xo,_x1] = X X, = £1(8).,

= 13.

.Algemener geldt de stelligg : 18 £{x) n-maal differentieérbaar, dan is

£y © (1.3.3)

f[xo'x1,o-n’x ] n:

met m:l.n.(x yoseX, Yy < E <max.(x teeeX Ye

Bewijs Beschouw de functie
F(x) '(x - X )(x - x )Oln(x - x ) {f[x x 'x ’.‘.;:n] f[xogx reey X ]}

We zien direct F(x ) = 0.
Verder volgt uit formule (1.3.2) dat

* (JC L )(x -X. )o'n(x - X )f[x x1.,ooo,x] = f(x) - f*(X)o

Hierin is f£*(x) een veelterm van de graad n - 1, ‘waarvoor geldt f*(x } =
f(x ) VOOI‘ i = 1,...,!1. : . °

Dus F(x) = £{x)} « £*(x) = (x = x1)(x--— xz)...(x - xn)f[xo,x1,...,xn]

met F(x)) = F(x,) Seaes= F(x)) = (1.3.4)

De'stelling van Rolle zegt nu :
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F'(x) heeft minstens n nulpunten n.l. tussen x_ en x1;x1 en x  enz,
Dus F"(x) heeft minstens n ~ 1 nulpunten. Zo verder redenerend vindt men

(n)(x) heeft minstens 6&n nulpunt &, gelegen tussen het minimunm en
het maximum van X' 4X geesygX_ s

oty n
(1.3.4) n masal differentieren geeft
© ()
P (x) = £ @) - atelx,x yeeenx L

Substitueer x = %, dan komt er’

1 (n)(g).

f[xo,x1’|oo'.xn? = n_!' h

n-1 . ' :
+ eve + 2 X4 A , dan is

L s X |
Gevolg : Is £(x) = a_ X"+ &n 4% 0! R

f[x ' X, ,...,x 1 = & en alla hogere ditferenties 2ijn nul (vgl. voorhee1d1)

Wat gebeurt er als 2 of meer baslspunten samenvallen ? '
Men kan de definitie van gedeelde differenties niet zonder meer-toepassen,
omdat- de noemer nul wordi, We moeten dus de limiet nemen.

f{x + ) - £(x)
= ‘

%o is flx,x] = 1im f[x,x + €1 = lim = £'(x).

‘ g —+0 e =0
De eerste differentie wordt dus vervangen door de eerste afgeleide,
Evenzo geeft (1.3.3) onmiddellijk

f[x,X,.o.,XJ = -ﬁ.]T f(n)(x)‘
n + 1 maal '

" (1.3.5)

Voorbeeld_} B . | . : |
Van £(x) is gegeven £(1) = 1, £'(1) = 3 en £"{1) = 6 ; £(3) = 27, £(4) = :
Maak differentietabel, 6 - *
Neem basispunt x = 1 nu 3-voudig, £[1,1] =3 en £{1,1,1] =3 = 3.

We krijgen dan ' : -

x £(x)
L% T ! .
3
x, 1 .«5 ' 3 |
3 1 4
x, 1 1 . 5 0 ?
| 3 U
x, 3 27 8 3
| 37 !
x L 6k 3
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L, Formule van Newton

We behandelen nu een ﬁgthode, waarmee het mogelijk is hét inferpolatie;
polynoom stapsgewijs op te bouwen. Bij elke stap wordt een nieuw
baslspunt toegevoegd.

£(x ) < £(x)

X - X
o

We hebben ffx xJ =
dus £(x) = f(_)lco) + (x=x) fhxyx J o (k)

elx ,x 1 - £lx,x.]
Nu is f[x,xox.‘J =. o' ‘o

x, -‘x

of f[x,xp] = .f[xo,_x1 F]+‘ (x - x1) f[:w:,.xo,x1 J.

.Substitueren in (1.4.1) geeft

£(x) = 'f(xo) :- (x_‘ - xa)._ffxo,x"h (x = x )(x - x_.') .ff‘x,xo,x‘l 1
(1.4.2)

Hierin is f:(i) = f(x) + (x - xo) f[xo,x13_het interpolatie-polynoom
van de eerste graad door X, -en X , immers! £{x) = f:(x')' voor

X = X _+X
ot *

Verder is Rz(x) = {x - x )(x - ':‘c‘l) £Beyx ox] derestterm bij

lineaire interpolatie. e

We voegen nu het nieuwe basispunt X, toe.

f [:_co,x1,x_23 - f Ex,xo,x“]

xz-x

Uit flx,x ,x, ,x2] =

volgt :
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f[x,xo,x1] = flx_,x, ¥, J+ (x - xz) f[x,xo,x1,x2].

Substitueren in (1.4.2) "geeft

£{x) = f(xé) + {x - x;) f[xo,x1] + {(x - xo)(x - x1) f[xo,x1,x2] +

+ (x = ko)(x - x1)(x - xz) f[x,xo,¥1,32].

id vormen het interpolatie-

De eerste drie termen van het rechterl
en X, want £(x) = f;(x)

‘polynoom van de 2e graad door-xo,_x1
. voor X = X_X_oX
o' 12’

De restterm R,(x) bij kwadratische interpolatie is dus

(x = xo?(x.;.x1)(x -.xz) f[x,xo,x1,x2].

We kunnen dit proces voortzetten. Zo vinden we de formule van

Newton :

£f(x) = f;l(x) + Rn+'1(x) = .

f(xo) f (x - xo) f[xo,:\:‘1 J+ (x - xo)(x - x1).ftx;,x1,x2]  see

"4 (x - xo)(x =X eeelx - xn—1) 4 &0,x1,...xn] + Rn+1(x) (1.4.4)

met R_,,(x) = (x = x)(x - I R (144.5)

f;(x) is het interpolatie-polynoom van de n°® graad door

X X ey X want
o! 1!-0 1% nt. ‘

f;(x) = £(x) voor X = X sX seees¥ye

Y
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Aangezien fﬁ(x)-eénduidig'bepaald is {zie §2), zijn de formules van Lagrange
en van Newton equivalent. Beiden hebben dus ook dezelfde resttern.

Or de gedeelde differenties in (1.4, 4) te berekenen maken we weer een
differentietabel.

X, f(xq)
f[xo,x‘]
x, f(x1) : f[xo,x1,x2]\\\\
f[x1,x2] : ’;//f[xo,x1,xz,x,]
x, f(xz) f[x1,x2,x3] N
£lx,,x ] |
x, £(x )

Volgen we de bovenste 1lijn, dan vinden we formule (1.4.4)
_f'(x) = f(xoz + (x = xo)f[xo,x1] + {x = xo)(x - x1)f[xo,x1,x2] +

+ (x = x )(x = x Mx - x )0 % ,% 4%,  (144.6)

Bij de afleiding van de formule van Newton is echter de volgorde, waarin de
‘basispunten worden ingevoerd niet van belang. We lkunnen b,v, ook de zig-zag-
lijn volgen, d.w.z., we kiezen de basispunten in de volgorde x 91X g X 93X e
Dit geeft , 2 37
*(x) = f(x ) + (x~-x JEx hx ]+ (x - x)(x - x )f[x FERES 1+
+ (x - x )(x - x )(x -x )f[x NERENEN 1. , o (1.h.7)

(1.4.6) en (1.4.7) geven dezelfde veelterm door X1 %, 0% 2%, o We kunnen op

deze manier een aantal interpolatieformules opschrijven.

Laten we in beide formules de laatste differentie weg, dan geeft {(1.4.6) het
polynoom door Xpex, enx, en (1.4.7) het polynoom door:& v X, en X, .
Moeten we interpoleren tussen x  en X,, dan nemen we in dit geval (1.4.6).

In het algemeen gebruiken we de differentiea die 20 dicht mogell jk biJ _
het interpolatiepunt liggen. . .

Voorbeeld 1 : Van sink x is gegeven de tabel :
x| 0,00 - 0.20 0,30 0,50
sinh x 0,00000 . - 0.20134 - 0.30L452 0.52110

Bereken .sinh 0,23,



0,00

0.20

Se

0.30

0.50

10.R.

sinh x
0.00000
1.006?
0.,20134 _.0.08367
ﬁ\\\1.o318’/// \\\\0.1733
0.30452 0417033
1,0829
052110

We volgen de zig-zaglijn en vinden

£*(0.23)

0.20134 + (0,03)(1.0318) + (0.03)(-0.07)(0,08367)
(0,03)(=0.07)(0.23) (0.1733)
0.20134 + 0,030954 - 0.000176 - O, 000084 = 0.23203.

+

1

De waarden van sinh x zijn gegeven in 5 decimalen. In de berekening is 1’
decimaal meer meegenomen om afrondingsfouten tegen te gaan., Het eindre=~
sultaat is weer afgerond op 5 decimalen. :
Afgerond op 5 decimalen is sinh 0.23 = 0.23203 ;

Lineaire interpolatie geeft 0,23229 ;

~Kwadratische interpolatie geeft 0.23212.

Laat men alle basispunten Bamenvallen, dan ziet men, onder gebruikmaking
van (1.3.5), dat de formule van Newton overgaat in .

(x - x, ) (x - X, ) 2

£f(x) = f(xo) + -—————f—— f'(x ) o+ -*—ET—f-— f"(x ) teee+

1!

(x - x )2 (2)
T e — o _ p'\2 (xo) + R

n+1 !

de formule van Taylor. .
Door basispunten te laten samenvallen kan men bij de interpolatie ook
gebruik maken van afgeleiden. '

Voorbeeld 2 § Construeer het polynoom, dat voldcet aan de gegevens van

voorbeeld 3 van ¢ 3, .
We gebruiken de differentietabel en kunnen onmiddellijk_opschrijven :

£(x)

f

f(;o) + (x = x )2lx ,x ]+ (x - xq)z £lx 9% 0% ] +

e bx mx )8 : 1=
. + (x xo) .fﬁco’xo'xogx"]

1 (xe DBt (xm DE3 4 (x=1301=x .

Restterp

‘Voor de restterm R, (x) bij a9¢ orde 1nterpolatie hebben we in §\# gevonden

(x) (% - X, (x - X, Yeeolx = x Y lx,x 01X r e s Xy l. (1e5.1)

@

P T

{

WEERA L L Loy e

I
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Door formule (1.3.3) toe te passen kan men hiervoor schrijven

-. | : o o(n+)
Rn‘ﬂ(x) = (x = x)(x = x)eeelx - x) f7n_+_§§)? (1.5.2)

Hierbij ligt ¥ tussen het minimum en het maximum van XyX 3K yeeeX o

Voorheeld 1, Lineaire interpolatie tussen de bhasispunten X, €R X 4

dus f(x) = f(xo) + (x ~ xo) f[xo,x1J+ Rz'(x).

fu( )
Rz(x) = (x - xo)(x - x1) -—5!5— .

Voor x <x <x ig {(x - x J(x - x )| maximaal #(x - x)?,
o 1 o 4 1 o
Is nu |£f"(x)] < M voor x, < x <x1 , dan is dus

T 2
|R2| <‘-8-(x‘ -xo) M.

Bij de interpolatie is er nog een andere foutenbron, nl. de afrondings-
fouten. De functiewaarden in een mathematische tabel zijn afgerond
op n decimalen, Wat is hiervan de invloed op het interpolatieresultaat ?

1

£(x) = (1= p) £(x)) + p £(x ).
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f(x ) en f(x ) hebben beiden een fout e <'%.10-n. De fout in f(x)

is dus maximaal (1 - p) ¢ + pe = €. Afronding van f£(x) op n decimalen
geeft nogmaals een fout €. Dus de totale fout in f(x) kan 2 bedragen,
d.w.z., een eenheid in de laatste decimaal.

Deze afrondingsfout treedt dus ook op als R, geheel te verwaarlozen is,

Voorbeeld 2 :

We bekijken nogmaals voorbeeld 1 van § L, Bij kwadratische interpo=-
latie voor x = 0.23 is

R,(0.23) = 31—! (0.23 « 0,00)(0.23 ~ 0,20)(0.23 ~ 0.30) cosh§ =
= =~ 0,0000805 cosh¥ ,

met 0 < § <0,30, dus

1 < cosh¥ < 1.0453.

Dus - O, 0000842 <R, '(o 23) < - 0.0000805,

Bij kwadratische lnterpolatle zal de fout in eerheden van de laatste

decimaal dus - 8 zijn.
In feite was de fout - 9. Het verschil is een gevolg van afrondings-

fouten in de getabelleerde functiewaarden.

Meestal kunnen we (1.5.2) niet gebruiken, omdat f(n+1)(x) niet
bekend is, of omdat de berekening ervan te cmslachtig wordt.

Zijn van f(x) alleen de waarden in de tabel bekend, dan kunnen we
in principe niets over R (x) zeggen, We kunnen immers tussen ‘de

basispunten aan f(x) elke willekeurige waarde toekennen,
Veronderstellen we dat f(x) een "gladdée' functie is, d.w.z. dat de
afgeleiden langzaam variéren, dan is fExo’ﬁ ,...,xn,xn+1] te
gebruiken als_benadering van f[xo,x1,...,in,x] en kunnen we
R (%) volgens (14541) "schatten door '

(x - xo)(x - x1)5..(x - in) f[xo,x1,...,xn+1].
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Dit is echter de eerste verwaarloosde term in de formule van Newton,
Bij de berekening nemen we dus in de formule van Newton zoveel termen, tot

ze voldoende klein zijn geworden.
Dit is een prakitisch voordeel van de formule van Newton boven die van

- Lagrange.

Bij Lagrange moeten we de orde van de lnterpolatle van te voren vastleggen
en geeft de berekening ons geen indruk van de berelkte nauwkeurigheid.
Willen we overgaan tot een hogere orde interpolatie, dan moet bij Lagrange
de berekening weer geheel opnieuw worden uitgevecerd. Bij Newton behoeft
slechts een nieuwe term te worden toegevoegd.

Aitken's Interpolatiemetﬁode

Aitken heeft een zeer praktische interpolatiemethode ontworpen. Evenals
bij Newton wordt hierbij het interpolatiepolynoom stapsgewijs opgebouwd.

De lineaire interpolatie kan worden geschreven in de vorm

f(xo) X =X

£*(x) = E——iF;Fm—- ° ' (1.6.1)
1 o f(x1) X, =X

We voeren nu .de volgende notatie in ;

de ' R )
fo . 2’“”n(:‘:) is het n™ graadspolynoom door de basispunten X ,X y...,X .

In deze notatie wordt (1.6.1)

. fo X, = X
T (x) =
O "% f X ~ X
1 1
. 1 f, *-x
en f1 (x) =
12 2_x1_ f X - ]
2 2
Beschouw nu
f (x) x_ =x
0,1 o
P(x): ! \
. X
2 ° T (x) =x. - x
1,2 2
p{x) is een vééltefm van de tweede graad:
Verder is p(x ) = £, (xo) = f(xo) en
’

p(xz) = f1,2(x2) = f(xz)

fo,1(x1)' X, = %,

px,)

1
(o]
—~
o]
—
.
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Dus p(x) = £, :(X)'

We krijgen dus het 2e orde interpolatiepolyncom fo . 2(x) door lineaire
L B |

interpolatie toe te passen op fon(x) en f 2(x).
]

We kunnen dit proces he:halenk-
Men heeft b.v.

_ £ (x X - X
£ (x) = 1 ' Oy 1y 2y 348 ) 5 _
0,1,2,3|~'5 xs"'x
b .
- f (x) X =X
O3 1y 24345 5
‘ f X X - X
_ 1 0,1,2,3,5( ) 2
T x - X
4 2
f (x) . x =x
0’1’5’515 “

Het Se graads interpolatiepolynoom wordt zo door lineaire interpolatie
verkregen wit 2 verschillende ke graads intérpolat;epqunomen,

De berekening wordt OVerzichtelijk gerangschikt in het volgende schema :

X f ' X =X
0 o ) o

X T £ X - X
1 1 041 1

x . f £ « f X =X
2 2 042 04192 2
3 3 ] Cq 3 0'113 01'1, 2,3

£, 3(x) wordt b.v. berekend als

1y
¢ ) f°’1 X, - X
(x5 =~ x)-(x, = x) £ x - x|
. 0,3 3
Voorbeeld : We berckenen nogmaals sinh (0.23). (zie'voofbeeld 1 van § L)
x £(x)-
0.20 0.20134 -3
0.30 0.30452 0,23229% | v
0.00  0.00000 - 1541 - 0.232118 -23
0.50  0.52110 3316 0.232034 27
- De omrande ‘wanrdé 0.,231936 wordt berekend als
: . ] ' 2294 7
PTET s 2n |

We zien sinh (0.23) & 0.232034. Hierbij is de Ue decimaal vrijwel zeker goed,
‘de Se decimaal is nog twijfelachtig. Voegen we 0.60 toe als basispunt, dan
krijgen we nog de volgende rij erbij : ‘
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0.0 0.63665  0.233988  0.231899  0,232034  0.232034 37
De Se decimaal blijkt ook goed te zijn. Dus sinh (0.23) = 0.23203.

Opm. : De basispunten - staan niet in de natuurlijke volgorde. We kiezen

als eerste punt 0,20 omdat dit het dichtst bij 0.23 ligt, vervolgens 0.30
enz. : ,

Inverse interpolatie

Bij inverse intefpolatie is de functiewaardé gegeven en wordt de bijbeho-
rende waarde van het argunent gevraagd.
Dit kan men doen door de rollen van X en f{x) om te wisselen en een van
de behandelde interpolatiemethoden te gebruiken. :
Voorbeeld 1 : Gegeven is de tabel ] .

x | o.7e5 - 0.726 0.727 0,728
sin x ] 0.66313544  0,66388361  0.66463111 0.66537795

Bepaal x zodat sin x = 04664,
We gebruiken Aitken :

y = sin x X ¥y =Y

0.66313544  0.725 g -86456
388361 6 0.72615557 -11639
€311 7 608  0.72615565 63111
537795 8 : 660 5 137795

Het resultaat is x = 0.72615565.
Voorbeeld 2 : Van £(x) = X’ is gégeven de tabel

x o 1 2 3 L

£(x) o 1 8 27 64

Bepaal x voor f(x) = 20. . .
We passen een S5-punts Lagrange-formule toe.
De Lagrange-coefficiénten worden

L = $20 - 1)(20 - 8)(20 = 27) {20 - 64)
L *=To=-1(0=28)(0-2700 -84

‘ Ly = -6.44685 3 L, = 1.96k29 5 L, = 0.40656 3L, = -0,00382,
De somcontrole geeft 1.00000 en
x = (5.07986).(0) + (~6.44689).(1) + {1.96429).(2) +
v (0.40656).(3) + (-0.00382).(k) = =1.31391.

= 5.07986

3 )
Echter X = \IEO = 2.7144, De "blinde" Lagrange interpolatile geeft dus een
foutief resultaat.

3
De oorzaak ligt in het feit dat ﬂ x zich in de buurt van x = O niet als
een polynoom gedraagt. Immers de eerste afgeleide wordt oneindig voor
x = C.




We

kunnen hetzelfde voorbeeld ook met Aitken aanpakken en krijgen

y=2 x ; y, -7
27 3 | | n
8 2 2.631579 ' ’ -12
1 J461539  2.923077 - S =19
0 0  .222222 3.2u561%  =3.205130 -20

6 b 810811 2.669986  2.846748  ~1.313918 Lk

Dus weer x = -1.31392. Echter uit het verloop van de berekening is duide-
1ijk te zien, dat dit resultaat onbetrouwbaar is, er treedt geen convergentie

Op .

Degelfde situatie doet zich ook voor als f(x) in de buurt van het inter-
polatiepunt een extreem heeft, immers dan is f£'(x) = O en de afgeleide van

de

inverse functie wordt oneindig.

We laten aan een voorbeeld zien, hoe men in een dergplijk geval te werk
kan gaan. ) ' : '

Voorbeeld 3 & Gegeven is de tabel

x | - 1.2 1.3 1,4 1.5 4.6

7 - ainx | 0.9520k 0,96356 0.985k5 0.997h9  0.99957

Bepaal x zodat sin x = 0.96968.

We
a)

b)
c)

d)
e)

krijgen de volgende stappen :

Lineaire inverse interpolatie tussen y, = 0,96356 en v, = 0,98545,
Dit geeft als eerste benadering x' = 1¢328. :

Directe interpolatie hhgéﬁingéntEAitkeé geeft £(x') = 0.97067.
Lineaire inverse int;rpolat;e tussen Yo = 0,96356 en y: = 0.97067;
Dit geeft als tweede benadering x" = 1.324,

Directe interpolatie geeft f£(x") = 0.96970.

Lineaire inverse interpolatie tussen y = 0,96356 en jr = 0,96970.

Dit geeft als derde benadering x"' = 1.3239.

Dus x = 1.3239 met-onzekarheid in de laatste decimaal
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HOOFDSTUK IT, INTERPOLATIE BIJ GELIJKE INTERVALLEN

1. Formule van Lagrange’

In dit hoofdstuk behandelen we de interpolatie voor het geval, dat de
waarden van het argument equidistant zijn,
Z2ij h het interval van de tabel. We voeren- een nieuwe varlabele P 1n,

gedefinieerd door
f

o . |
P =3 of x = x_ + ph. (2.1.1)

We onderscheiden nu twee gevallen.,

a) De basispunten zijn x T IPTIITTE SPFEINEIPRRTRE

-n
het aantal is dus oneven.

X X X X X X X X
-3 -2 =1 0 1 2 l’
' 1 2 3 r

. Volgens (1.2.2) is

(2n+1). (x - x_ )(x -x
Li (X) = (xi

) --o(x—xi (x-x ) .an(x-xn).

_ -1+ i+1
- x_n)(xi - :::_n.'_,l)....(x:L - % )(x - xi+1)...(xi - xn)

Substitueren van x = x, + rh geeft

(2?;;) (p +0)(p + 0 = 1esalp =1 + 1)(p = i - 1)soelp = n )

(i + n)(i + I - 1)..0(1 - i + 1)(1 R 1)..0(1 - n)

Dit kan men nog verder herleiden tot

(2n+1) n+i “—ﬁzp -n+ J) | g .
Ly () =) u+inm-in@-1) (2.2.2) .

(2n+1)
L, (p) is de coefficient van f(x ) blj (2n + 1)-punts 1nterpolatie.

B
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Men kiest de basispunten symmetrisch om het interpolatiepunt. Een (2n + 1)-
punts formule zal men dus meestal gebrulkean voor interpolatie inm het

interval x, = '}h( X< X, o+ th d.wezs voor 1< P < 4.

L.

b)-De basispunten zijn x_n+1gx_n+2,...,x;1,x°,x1,...}xn {

het aantal is dus even,

4
¢
pd
i
A

x x x x x x x
TE-7 RIS U= APV N SO
-2 =1 0 T 2 3 P
Men vindt nu
(22) erelp ot + V=i = Deeelp = n)
L (P) =%+ n - sees\p = + P - - ..-Vp - 1
i H"‘ n - 1ﬁoo€ -1 % 1)(—1"' i - 1T-oo(i - 117
of
' 2n-1 - .
(2n) —[_E (p -n+ )
L, (p) = (~-1)P¥ __.J=9 - (2.1.3)
i (n+1i=-1t-3(p - 1)

Een 2n-pun®s formule-wordt gebruikt wvoor ihterpolatie-in het -interval
x, <x ‘<:1_,. dus voor 0 <p <1, .

De Lagrange coefficienten L(n)(p) zijn getabellgerd. Een uztgebrelde tabel
%es, vol 4. In Chambers' Six Figure Math.Table

is N.B.S.Columbia Press Ser
vol 2 vindt men Lagrange coefficienten voor 4 sn €~-punts formules met

= 0(0.01)1.

De 3-punts formule (kla&ratische interpolatie) is -
oz, + p0) =100 £x_ ) + 18000 10x)) + 1) £(x)).

Ter illustratie geven we een tabel van L ) (’) en Li’) voor

p = -0, 5(0 130.5.
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LE:)(p) Li’)(p) L:’)(p)
0.0 0 1 0. 0.0
0.1 |-o0.045 -}o0.,99 | 0.055 - 0.1
0.2 |- 0.08 0.96 0,12 - 0.2
0.3 |=-0.105 | 0.91 0.195 ~ 0.3
Ok 1- 0,12 0.84 0,28 | - 0.4
0.5 |- 0.125 0.75 | 0.375 - 0.5

LE’)(p) Lé’)(p) LE:)(p) P

Voor negatieve waarden van ., gaat men uit van de rechterkolom en de
onderste rij. Dit berust op de peslatie ;

{Zn+if}l (2n+1)
L (ﬂ = L_s(-p)

Deze betrekking volgt onmiddellijk uit (2.1.2). Vervanglng van p door =-p
en 1 door =i heeff{ geen invloed.

Voorbeeld.:

x '|1;oo |1.1o , i'1.2o '| 1,30
sin x | 0.8415" 1 0.8912 I 0.9320 | 0.9636 |
. 0
Bereken sin 1.24 met een 3-punts formule., : ﬁ
04 :

We kiezen xé'- 1.20, dan is p = = 0.4

f'21;24) =”(-0.125(0.8912)'+ (0.84)(0.9320) + (0.28)(0,9636) = 0.945744. f

Afgerond op 4 dec. sin 1.24 = O. ok57, : ,
Een ‘sinustafel geeft sin 1.24 = 0.94578. ;

Differentles

Wanneer de’ ba51spunten equidistant z13n, is het niet praktisch met gedeel-
de differenties te wverken, Immers bij de berekening hiervan moef men -
delen door factoren van de vorm x; = xJ. Dit zijn echter steeds veelvouden

van het interval h, Het is beter deze deling achterwege ‘te laten en te
werken met differenties,
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De functiewaarde f(xi) in een punt x, van de tabel zullen we aangeven

met fi of ¥y .
De verschillen fi+{ - fi heten de ee#éte differenties. De verschillen
van deze eerste differenties heten tweede differenties, etc.

Men gebruikt voor deze differenties drie notaties :

a) voorwaartse differenties

-Af, = 1 - £,

D
A
L]
[~
Hy
]

[ =
o)

vty =ty - fi

v?fi = vy - W,

n n-1 n-1
vie, =v e v,

bfi = fi+% 1%

2 = > -

& fi = bfi+% 5fi-%
n n-1 . n=1

De differenties worden overzichtelijk gerangscﬁikt in een. schema, de
differentietabel, . .
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x £f(x)
x f A%z
Af : Al
-2 -3
2
x-1 f—“ Af-a .
aAf INE 4
-1 -2
x f Acf

Voorwaartee differeﬁties

Differenties met dezelfde onderindex liggen op een voorwaartse
diagonaal. ‘ : ' :

x £(x)
x f virs
-2 -2 -1
ve_, ’///,—v £
x £ Vit
=1 -1 ’2/,,” (o] -
vE : v’
/ o 1
2
x; f° ' ,V.f1
.
Vf1 v f2
F 4
x, f1 .V f2
,.
sz 2 v,
x, fz v f3 :

 Achterwaartse differgnties

Differenties met dezelfde cnderindex liggen op een achterwaartse
diagonaal. ‘

of woaBedEam ol

=
s

e
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X £(x)
x £ 5of l o't
-2 -2 -2 -2
of_, &1_,
2 2
x_, £ o' _ o _
82_4 &t _ 3
x £ 8%f 5'e
o o _ o 0
bf 3 6’1‘.1_
: \ .
X, £, . 8t ot
. ]
61’; : L) f_%
2 . gh
x.2 f2 | 6f2 ‘ bfz

Centrale differenties

Differenties met ﬁeze;fde onderindex liggen op een horizontale lijne.

Merk op dat 8f = f% - fi"in de differentietabel niet voorkomt en

ook niet kan worden berekend, als van #(x) alleen een tabel is gegeven.
' . 2n+1 . ‘
Algemeen geldt dit voor 6 'fi (i geheel).

. Voorbeeld 1 :

£(x) = x? x = 1(1)5 |

x . f(x)
X =1 1
-2
7
x_ = 2 8 12
. 19 ¢
x =3 -27 . 18 . 0

37
x. =b 64 T 0

x =5 125 30

x 4= 6 —216
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De omrande derde differentim is in de drie notaties resp. A’fo,

3 3
-V f, en b iiz.

gpm. 1 Als er geen verwarring mogellgk 15, schrlgft men vooz'A fi vaak

kort a® . Evenzo schri jft men.v n en 6

i

i*

Opm.2 In principé kan men met één notatie voor de dlfferentles volstaan,
De formules worden echter overzichtelijker, als men de notatie aanpast
aan de aard van het probleem, zcals in de volgende paragrafen nog zal
blijken,

De differenties kuinen natuurlijk uitgedrukt worden in de functlewaarden.
Zo is bv.

ais
Q

A%
(o]

bty - Of7, w (£ =i ) mlf, £ ) = £, o~ 28 4 f_

Af1-Af°=(fz-f1)-(f1_-f°)=f2—2f1+f°

3 A2 - A% _ - -
A fo =4 f1 A fo = f, 3f2 + 3f1 fo'

Met volledige inductie bewijst men

_}; (=1)i(-§) fn_; (2.2.1)
1= T .

Het verband met gedeelde dlfferenties is ook eenvoudig,
Men vindt bv.

f(xi+1) —‘f(xi) )

1 2 A -
£lx, 30%5, 13 = T S T M T I R T
141 i
£z, e, - f[x 1,x 51 = flxg % 4] N
[ ] = - . -
| i+177442 xi+2 xi
A 1 1,2 1 o2 1
( Af -——4f ) = m—— Af = —TTf, = b § f. .
= 2n ‘h h 7i oh? i oy is2 op? i+1

Met volledige inductie bewijst men ¢
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1 n
f[xi|xi+1’oo'|xi+n ]= A f. (2:202)

3 1 n

f[x v I (2.2.3)

i 1'..l' i+n

ftx + i 1,o.¢,xi+n] = f (2-2."‘]‘)

Tenslotte gaan we nog ha, welke invloed de grootte van het interval h
heeft op de differenties.
Is. f{x) n-maaX dlfferentleerbaar, dan hebben we volgens formule (1.3.3)

(n)

£ (2)

ftxi'xi+1'°f"xi+n] = o7

Hieruit volgt dus

{n)
At = n"f (r,) _ (2.2.5)

met x; <E <xi+n

We zien dat Anfi van de orde h" ise Zijn'dé afgeleiden niet te groot

en is h'klein,-dan nemen de differenties met toenemende orde -snel af,
De invlced van de grootte van het interval is nu ook duidelijk. Wordt het
interval bv, gehalveerd, dan worden de differenties van orde n ongeveer
‘gen factor — Kkleiner.

2"

Opmerking : Uit (2,2.5) volgt, dat voor een polynoom van de graad n de
differenties van orde n constant zijn. Alle hogere differenties zijn
nul.(zie voorbeeld 1).



Voorbeeld 2 :

£(x)

1.0
1Q5
2.0
2.5

3.0

f(x)

3.375

15.625

27
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‘= 1.0(0.5)500
§
2.375
' 2.25

4,625 0.75

3,00 0

’ ®

7.625 _ 0.75

3.75 '
11,375

‘Vergelijk dit met voorbeeld 1.

3. Eenvoudige toepassingen van differenties

a) Polynoomopﬁoui

We 1ichten dit toe aan een voorheeld.

Gevraagd wordt f£(x) = x? - 5x* + 6x + 1 te berekenen voor x = 0(0.01)0.1.
in 4 decimalens : ' '

We berekenen eerstvf(x) voor x = = 0,02{0,01)0.02 (eenvoudige startwaar-~
‘den) en berekenen vervolgens het deel van de differentietabel boven de
aangegeven diagonaal. Zo krijgen we de startdifferenties, We weten dat
de derde differenties constant zijn (polynoom van graad 3). Op grond
~hiervan kan men nui de rest van de tabel worden bérekend door herhaalde
optelling. Ult de derde dlfferentles berekenen we de tweede differenties

ete,

!
1
|
!
:



X £{x) A a? ; Al

-0,02 0.877992

61507
~0.01 0.939499 -1006
| - 60501 6
0 1.000000 -1000 start
59501 6
1 0.01  1,059501 - 99
. 58507 6
0,02 1.118008 - 988
57519 6
0.03  1.175527 - 982
56537 6
0.04% 1.232064 - 976
. 55561 . 6
0,05  1.287625 ' - 970
' 54591 :

\
I
] i
1 i

0.10 14551000

——-

P ——
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. £(x) afgerond

,0.8780

0.93295
1.0000
1,0595
1.1180
1.1755
1.2321

1.2876

1.5510

Opmerking 1 : Voor de start zijn slechts 4t functiewaarden nodig. We
nemen er echter 5, omdat het gelijk zijn van de derde differenties

een controle op de berekening geeft,

Evenzo kan men £{(0.10) direct berekenen. Dit geeft controle op de gehele

berekening.,

“Opmerking 2 i Het resultaat wordt verlangd in 4 decimalen nauwkeurig.

De derde differentie is slechts 6 eenheden in de 2esde decimsal. Toch

kan deze differentie niet worden verwaarloosd, omdat dit een systematische
afrondingsfout geeft, die in de loop van de berekening zal accumuleren.
Bij deze berekening is het nodig alle cijfers mee te nemen en pas het

eindresultaat op L4 decimalen af te ronden,

b) Invioed van afrondingsfouten op differenties




1,0 0,84147

‘ain x

1.1 0.89121

1.2 0,93204

1.3 0,96356

R
1.5
1.6
1.7

1.8

0.,98545 -

0.99749

0.99957

'0,99166

0.97385

a7k

- Lo83

'-891

=931

3152
2189
1204 -
‘ éos
-791

-1781

-963

- ~985

-996
-999

-950

A'!

32

-22

=11

Ad

10

11

12

27.R

A3

De waarden van sin x zijn afgerond op 5 decimalen, Deze afrondingsfouten

planten zich voort in de differentietabel., Het onregelmatige verloop van

de vierde differenties moet hieraan worden toegeschreven. De vijfde
differenties zijn niet meer significant. Het heeft dus geen zin hogere

differenties te berekenen.

Het ongunstlgste geval doet zich voor, als de afrondlngsfouten in de
functiewaarden afwisselend 3% en =% eenheid van de laatste decimaal zijn.

0.5

-1

. -0-5

G.5

0.5

0.5

-1

5 ;
h
-2 '
' 4
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_Men ziet uit deze differentietabel dat de fout in de n-de differentle

maximaal b an -1 eenheden iB..In de praktidk zal de fout altijd Kleiner

zijn, omdat een dergeliake verdeling van de afrondzngen Zeer onwaar-
schijnlijk,is.

¢) Controle wan tabellen.

We zullen eens nagaan hoe een fout e in een functiewaarde zxch R
voortplant in de differentietabel. : '

!

0 0

0 0 e
-0 e

0 ] wite
e . =Je

e -2e 6e
- 3e

0 e - =le
0] ~e

0 0 - e

0 o

o o o0

‘Merk op, dat In elke kolom juist de binomiaalcoafficiénten voorkomen.

Vergelijk dit met. formule (2,2.1) ‘De invliced van de fout neemt toe met
dé orde van de differentie., Men kan' dit gebrulken om in een tabel

- fouten op te sporen en zo mogelijk te corrlgeren.

" Voorbeeld :

(zie volgende blad)}
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x fx) s al A At
o 358 _
12
3 370 - 15 ,
| o2y 12
2. . 397 27 ‘ .= ‘
| Sk 11
3 451 38 - 7\
92 10
4 543 48 -1
5
6
7 1124 108 | 109
~48 | a
8 1476
9 1888 a‘
' . | e%i
10 2383 87 -1
. 582 3
11 2965 - . 90
| 672
12 3637 '

Uit het onregelmatige verloop van de .hogere differenties blijkt dui-
delijk de aanwezigheid van een fout en wel in f(7). De vierde differem-
ties moeten blijkbaar -1 zijn. De fout in opvolgende vierde differenties
is -18, 72, -108, 72 en =18, dus e = =18, De gecorrigeerde waarde var
£(7) wordt 1142, Dit wijst op een verwisseling van 2 cijfers, een veel
voorkomende fout, .

ngé king : Uit de differentietabel hlijkt de'aanwezighéig;%an toevallige
-fouten. Systematische fouten hoeven op deze manier niet voor de dag te
komen, - ' -
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4, Interpolatieformules van Newton-Gregory

a) Voorwaarise formules

De voorwaartse formule van Newton-Gregory wordt gebruikt aan het begin
van een tabel, waar alleen’ voorwaartse differenties beschikbaar zijn.

. xo :"l.fo '\
P A o
X, £1 \\\‘Azf
T 7o
X
v

*2
'
'
!

De formule van Newton voor ‘gedeelde differenties (§1+ hfdst,I) luidt :
f‘(x) = f(x ) + (x = X, ) f[x ' X, ] + (x = x, Mx - x )f[xo, 1,x 1+....
- ‘ : “(2.4.1)
.
nin?

" i ‘ e n
Volgens (2f2.2) is f[xo,x1....,xn] = L

Stel nu x = i; + ph, dan‘éaat (2.%4.4) over in

X s r o+ 2 ‘plp = 1) 2, . plp = N(p = 2)
£2(x_ +ph) = £ + JTAL + ST ATE 4 3] s’ £+ oas

Gebruiken we de notatie voor binomiaalcoaffiﬁiﬁnten

(p)= p(p_- 1)..;;%L.n £31)

dan volgt de voorwaartseAggrmuie van Newton-Gregory :
. - P . [Plaze . [P} a6 P SO
f(xb-rph) =1 + (1)Af°+ (E)A fo-lt» '_(B)AA f°+.(4)A*fo+e..
o T ' B (2.4,2)

De eerste (n + 1)termen van deze formule geven het 1nterpolatle polynoom
van de graad n door de punten X9 Ky aeeesX o
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Voor de restterm vindt men op dezelfde wijze
(r+1)

_ P n+1 .
Bpr(x, v ) = (26 @) 5 5, <7 <x.

Opmerking 1 : Men kan de formule van Newton symbolisch schrijven in
de vorm . v :

f(x + ph) = (i + A)Ps(x)

Als men (1 + A)P formeel in een machtreeks ontwikkelt vindt men
(2.4.,2) terug. .

'%Enéfking 2 : Nemen we in het bijzonder p = n (n geheel) dan breekt

2.4.2) na de (n + 1)wste term af en
n, , 1 "
f(xn) = g;; (i) AtE . | (2.4.3)

Hiermee worden dus de functiewaarden in een tabel uitgedrukt in de
differenties. :

De achterwaartse formule wordt gebruikt aan het eind van een tabel,
waar alleen achterwaartse differenties beschikbaar zijn.

T g e e eo-

1
l
t
’I

v
-1

ve_, | /,//2 b ;

x, ot - vl §
ve

x - £ /’// °

r - o
|” ;:‘I ° )

De formule van Newton voor gedeelde differenties is in dit geval

1 |

[ I

: |
x! |
|

2 V=g

BRI e o a s mmm

£*(x) = f(xo) ¢ (x - xé)f[xo,xn13 + (x = xd)(x - xh1) f[xo,x_1,x_z]+.“ &

Stel weer x x, + ph en gebruik nu (2.2.3), dan volgt na enige herleiding ;

| . -p _{-p) g =P\ gh
foﬂ' (1)71‘01' (z)vzfo- (;)vfo + (L")Vfo + see
(2.b.4)

f‘(xo + ph)

De achterwaartse formule van Newton-Gregory.
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Eventueel kan men in deze formule p door -p vervangen,
Dit geeft

ex, oo x gy - (3)ve, e (2) - (3) 70, 0 (B) e, v e

De binomiaalcosfficiénten - i zijn getabelleerd. H.T.Davis, Tables of
ngher Mathematical Functlons val.a geeft tabellen-voor n = 2 t/m 6 en
= 0(0,01)1,

Voorbeeld :

Gegeven is de tabel van sin x in § S
Bereken sin 1. 02.

1,02 = 1.0

0.1 = 0.2.

We gebrulken de voorwaartse formule nmet x, = 10 en p =

fo = 0,84147
paf 0.2 =x h97h _ 9948
I . )
(2) g £, =0.08 x (-891) = 713
P 3 . -
(3) A £, 0,048 x - (=40) = =19
(ﬁ) A‘fo 0.03s x . 8 = L3
‘ 0.352106

afgerond op 5 dec. 0,85211

Formules van Gauss en. Stirling

De formules van Gauss dienen voor interpolatie midden in een tabel, waar
dus centrale differenties beschikbaar- zijn., Ze worden zelden gebruikt,
We zullen er echter de belangrijke formules van Bessel en Everett Ult
afleiden. :
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7 Gebruiken we de diffeérenties op de voorwaartse zig-zaglijn, dan wordt de
formule van Newton -

£*(x) = f(x_o) + (x - xo)f[xo,x‘l“l + {x - xo)(x - X, )f[xo,x“x_, T+ oes

Substitueren we x = X + ph en gebruiken we formule (2.2.4), dan volgt

de voorwaaritse formule van Gauss :

f"(xo +'Ph) = fo_'+ (2)61’% + (12’) bzfo + (P;1)63f11_ + (pz1)6"f° + eoe

(2¢5.1)

Neemt men de differenties op de achtefwaartae zig~zaglijn, dan vindt men
op dezelfde wijze de achterwaartse formule van Gauss

“( 1) = ' P (o4 pzp . (p+1) o p+2) s
f(x9+ph) £+ (1) bf_i_+(2)-6f°+ (3)6f-‘3'+ (4)61‘0"'_"'
| gé.s.a)

Men kan symmetrie bereiken t.0.v. het punt X, ais men van beide formules

het gemiddelde neemt. Dit geeft na enige herleidi_ng :
.f“(xo‘ +#ph) = £+ (1;)‘.;1-(6:1‘%4 'bf_%l + 5 (1;’) | czazfQ +
.. + (P;1)-%(§a:*+ 6‘_’1‘*—) . ﬁ (j:;‘l) 6"f9 + ..."
Met ﬁe.notatie My = f(fi+i.+‘fi“%) wordt dit |
-‘ft(xo + ph) = folf (ﬁ) ‘“bi;o + 12)- (2) '6#0 + (P;.‘).}l'b?fo‘ + E (p;‘l) b"fo + e

o . o (2.5.3)
.Dit is de formule van Stirling.

‘Deze formule is geschikt voor interpolatie in het interval -+ < p <%,
Ock deze formule vindt weinig praktische toepassing. )

Opmerking 113 fo' né 2£*1'" ué’fo etc, noemt men gemiddelde centrale

differentvies.
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6. Formule van Everett

: 2 L) 6
x, tfo—bfo_"'b_fo__b‘fo

At

T L8 s 6

De !mﬂ!. van Everett gebruikt alleen de even - dlfferentiea op de beide

horizontale lijnen door x, en x,'.

Deze formule volgt uit de voorwaartse formule van Gauss (2, 5. 1), door hierin
de differenties van oneven orde uit te drukken in die van even orde,
immers

‘l-fo

"
‘—b

6f. =
B
3 2. 2
5 fi‘ =} f1 ) fo etc.

Substituereﬁ we dit in (2.5.7), dan komt er ' ‘
- (1 - ([P p+1} g2 ' p+1) 2
f-(xo-l-ph)-(’l p)‘f°+p-f1+ (() (3)) 6%t + (.3 65f, +

o (E) - gl (357) ota v e

p) _ p+1) _ ( p-)
Wegen§ (k) (k+1 = = { e wordt dit

f"('xo + ph) = (1 - p)fo + pf, - (g) 621‘0 + (9;1) baf., - (p;‘) bl'foq-
p+e [}
+ ( 5 ) 6f1 + sas . (206-1)

Dit is de formule van Everett.

— 2n (2n) T .. en
" Geven weo" de coefficient -van & f -aan met E -’ en de coefficlent van & I 1
met l(fg)., dan krijgen we : '
o ) (2) ., t?) 2 (%), (%)
f‘(xo+ph)—(1~p)fo+pf1+E° o'f + E,CI8E, + B+ Ef B4
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7. Formule van Bessel -

x o'z, b‘f
)4 l \bf/ \ sf :
R AR 3 \-a £, ~ \5‘

o

De voorwaartse formule van Gauss was

' f-(xo + ph) = f0‘+ (}:‘J)ﬁf* + (12)) .b.!fo + (D-!- -""."e'l;f '-+ (P’:1) 6~f.. P

" De tchtortaartsé formule van Gauss uitgaande van hef basispunt X, wordt .

!

£*(x, + (p-1)h) = 'f"'é'xo fph) = £, + (p 1) ;f (g) o, 4:‘:
o (3) o (LYo e

Het gemidaelde van belde formules wordt

1

+ 3( (P+1) " (13’))6’1'% + eve

£o(x, + pm) = 42, + 32, + 2((2) « (27) deg, + i(g) (o2 + 62) «

of ‘ _
'f“(xo + i:h) = f; +p8 fi‘ + i:(g) (621'0 + 6"1‘,) +%_(P,- %’)(g) 5’ fir +
4 (‘”1) (8 + 6%) + ... (2.7.1)

Dit is de formule van Bessel.

(n )

‘Geven we de coefficient van de ﬂfterentiea van orde n aan met B
dan wordt de foz'mﬂ.e

£4(x  + ph) = £ + pblfi_ +_B(’)(b’:o + 81) + B”(T”)_'a’f% +

+ B(~)(6~f° + 6~f1) + ese | (2.7.2)

R N

A X
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. - . (211) sn ' -
Opmerking 1 Eindigt de formule met de term B (6 f +8 f dan is

t"(x + ph) een polynoom van de graad 2n, dat met f£(x) aamenvalt in

.x_n+1,...,x°,...,xn. Dit zijn an punten :L.p.v. 2n + 1.

0 merkixi 2. : Als men in de formule van Bessel de oneven differenties
door even differenties vervangt, vindt men de formule van Everett terug.

Interbolatie voor p-= %+ (halvering van het interval) komt vaak voor. Dan is
82+ _ 5 ap (2.7.1) wordt. |

£y = ¥, 4 2 - 1—16( o't +8'2,) 4+ 5}5'6( g't, + 8)) -“50%-5-( ez, + 6°2.) + ..
(2.7.3)

Ketjebruik van interpdlatieformules

De restterm bij  u-de orde interpolatie is

(n+1J( ) (ﬂ+1)( )

l(x -_.-to)(x - x,)...(x - xn). -(m)—l;- = ﬂn+1(x) GT—WL

Voor bv. » = S ziet de grafiek van de factor nn+1(x) er als volgt uit

NN
NIV

(s)
Varieert f {x) weinig in het beschouwde gebled, dan is de restterm minimaal
in het imterval x, <x <x,/. Men moet dus de basispunten zovéel mogelijk

symetriach on het interpolat:l.epunt kiezen., Vandaar dat de centr;le formules

-pauwkeuriger sijn dan de formules van Newton van dezelfde orde.

Bovendien is duidelidk dat bij extrapolatie de fout zeer esnel kan toenemen,
Voor kwadratische interpolatie gebrulkt men Bessel
(2

L ' )P L2
.fp = £ fpl?l‘i_ + B (bfo + 6!‘1).

Voor derde arde interpolatie heeft men -

e e (), .2 2 ()
£ —f°-+pbfi_,+B (6fo+ 6f1)+B

P b’f% (Bessel)
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(2) .2 (2) ,2
of ;P = £+ p‘,e,f‘:r + B 8%+ EFC 6°F. (Everett)

Everett vereist iets minder werk,

' Voor vierde orde interpolatie kan men Everett gebruiken, aangevuld met

een Besselterm

; (2),2 (2 )2 NS P v )
£f,= £, + P bfy+ E*6°f +BO8°f +B (s #o + 8 fq).

P o

Vaak worden in een tabel tevens differenties van even orde gegeven.
In een dergelijke .tabel interpoleert men met Everett.,

" Bij de formule van lLagrange behoeft men geen differenties te berekenen.

Zoals reeds eerder opgemerkt in hoofdstuk I, heeft Lagrange echter het
nadeel, dat men geen indruk krijgt van de bereikte nauwkeurigheid. Hiervoor
zou men toch weer differenties moeten berekenen, maar dan kan men beter

. Bessel of Everett toepassen., Dit bezwaar vervalt als men bij een analytisch

gegeven functie iets over de restterm kan zeggen.

Wanneer kan men in de formule van Bessel differenties van orde n verwaar-
‘ (n) -

lozen ? Dit kunnen we nagaan door het max%fmm van |B (p)| te bepalen. Zo
-(2) A - ) a2 2y . . |
is bv. | B Imax = 7g+ De bijdrage van B (60 + 8,') is dus kleiner dan

een halve eenheid van de laatste decimeal als |63 < & is.

Het resultaat voor hogere differentiqs is in onderstaande tabel gegeven.

L P L
2 0.06250 L
3 0.00802 60
l 0.01172 20
5 0.,00087 500
6 000244 100

Differenties kieiner dan |6nlm

voor de formule van Everett,

ax kan men verwaarlozen. Dit geldt ook

Tabellen van Bessel en Everett coéfficiénten vindt men o.a., in :

1) Interpolation and Allied Tables
2) Chambersis 6-Figure Math. Tables, vol, 2
3) Table of Everett coeff., van Wijngaarden-Dijkstra.

i
%




"38.R

Voorbesld _
" Bereken in onderstaande tabel £(2/3)

i
b
-

x flx) b2 . o' S5 S B ¢
' 0.50 2.00000
i 0.55 ~ 1.81818 3031
: . ~15151 =701
; - 060 66667 2330 203
: -12821 -198 -
: 0.65 .53846 1832 131
Lo ' : -10989. : -367
0.70 42857 1465 93
' ) =274
0.75 +33333 ’ 1191 63
‘ - 8333 =211
0.80 25000 980
- 7353

0.85 i.17647

h = 0.05, x_, = 0:65 en p = 1/3 ; vijfde differenties mogen we verwaarlozen.

Everett Beszel

£, = 1453846 o1 = .1.53846
- pby = 36630 ' pbi = =36630
Eg')bz = - =131 . B(’)(6:+6:) = =1832
BVt = 723 B(”)bz = -23
B('?(6;+51*) = 22 B(")(bg-rb:) = 22
1.499998 | 1.499997
afgerond 1.,50000 afgerond 1.50000
Newton |

£, = 1453846

- (s = -36630

(B = -1628

$ra’ = 169

(', = -26

1500007

afgerond 1.50001

Ter vergelijking hebben we ook Newton toegepast. Men ziet dat Bessel iets
sneller convergeert dan Newton. Men kan bij Newton de vijfde differentie
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nog niet verwaarlozen.
De getabelleerde functie ip— 7 dus £{(2/3) = 1.5 exact,

De interpolatiecoefficienten voor p = 1/3 zijn in dit voorbeeld direct
berekend, Gebruikt men echter een tabel voor bv., p = 0(0.01)1, dan zou men
door interpolatie in deze tabel de coéfficiénten kunnen bepalen. Dit kan

in het algemeen niet lineair gebeuren. Men doet daarom beter eerst te
interpoleren voor p = 0.33 en p = 0.34, waarvoor men de interpolatiecoeffi-
cienten dus kent en in de flJnere tabel te interpoleren voor het gevraagde

argument,

Men vindt dan % o
: . X 0.6665 0,667
P 033 034
£, 1.53846 . 1.53846
Py - 36264 - 37364
(2),2
E 8] - 127 ~ 1137
RS T -~ 73k
) (6% 69 2 22
0 1 ’
1,500373 1.499247

9.

Het interval is nu 100 maal kleiner geworden., De twéede differenties zullen

ongeveer een factor 10 * kleiner worden, dus van de orde 0,2 in de vijfde

‘decimaal. We kunnen dus tussen de twee gevonden waarden lineair interpoleren,

£(2/3) = 1.500373 - % x 1126 = 1,499998, afgerond 1.50000.,

Terugworp (throwbask)

L.J. Confi. heeft een methode aangegeven om de bljdragén van de vierde
differenties door een wijziging van de tweede differenties in rekening

‘te brengen.

In de formule van Bessel geven de tweede en vierde differenties de bijdrage

,_: ‘i)(a’f e 621' ) + B(“)(bﬂf + b f ) (2.9.1)

i

fi
.M
o
(

ki
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(+) S(2)

Nu is B'*/ = fgtp + 1)(p -~ 2)B?’, De functie ;%{p + D (p = 2)

_vafandert'weinig voor 0 & p £1 ; het maximum is -0,1667 en het minimum
’ (2)

Het ideé is‘B'~, te vervangen déor_C.B "y waarbij € een nader te bepalen
constante is, Dan wordt (2.9.1)

(2) 2 & 2 »
B .(§ £, +CO L+ & f +Ch f1).

De fout die men Hierbij maakt is
(B(l) - CB(z)}(6~fo-+ 6“f1).

() - .

Men bepaalt C zodanig, dat de extremen van B CB(z) gelijk 2zijn in
absolute waarden en afwisselend teken hebben, Men vindt € = - 0.184, |

@) _ 8| & 0.00023. De fout is dus kleiner dan een halve

eenheid als | &% <1000 is.

Dan is B

Wij stellen

B2f = 6%f - 0.184 &'f
m o -] T o
. - ‘L (2.9.2)
bmfi =6f - 0.184 & %
. blfo-en bifi heten gewijzigde tweede differenties,
De formulé van Bessel tot en met vierde differenties wordt nu
£*(x l+ ph) = £+ pbf, + B(’)(o’f £ 62£,) + B¢, (2.9.3)
' o [} + v Tmo ‘m 1 %

Men noemt dit procedé het terugwerpen van de vierde differenties op de
"tweede differenties, Het mag worden toegepast-als | 6*| < 1000 is.

Men kan op défgélijké wijze ook hogere differenties in rekening brengen,
bijv,. '

a; = &'~ 0,184 &' + 0,038 &° yoor | 6] < 1000.

of meerdere differenties tegelijk wijzigen. Desbetreffende formules vindt
men in Chambers's Tables.
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In de formule van Everett kan men gewijzigde tweede differenties gebruiken

als | 8% | < 400 is. De formule tot en met vierde differenties wordt nu

(2) (2)

f*(x +ph) = (1 - p)f I pfy + B inf + E,

Met deze formule interpcleert men, als in een tafel gew13z1gde tweede
differenties worden gegeven.

Voorbeeld : . 1
De tabel van § 8 voor pe met gewijzigde differenties wordt ¢

x f(x} bin
0.60 1,66667 2293
.65 «53846 1808
70 42857 1448

75 33333 1179

Bereken f(2/3)

(1 - P)fo = 1,025640

Pf1 = 0'04?6190

E?) g2 - ~1116

Q mo

(2) =

B o, -715

" 1.499999 -

£(2/3) = 1.50000

Opmerking : Men kan uit gewljzigde tweede differenties natuurlljk geen
hogere differenties ber:kenen.

10. Inverse 1nterpolatle.

De inverse interpolatie is reeds behandeld in hoofdstuk I § 7¢ Wil men
gebruik maken van het feit, dat de basiepunten equldlstant zijn, dan kan
men nog anders te werk gaan,

We illustreren dit aan een voorbeeld.

§2;1 . (2.9.4)
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x sin x 6 8 & 5 8

20° 0.3k202 =1039 | | 31 -1045
15798 =480 o

30° . 0.50000 . . =1519 .45 -1527

Gevraagd wordt arc sin O.h.

De formule van Bessel met gewijzigde differenties is’

L (2) | (3) - |
_ : 20 2 3 : '
£,= £, + Pofy + Blp (bmfo + 6mf1) + B(p)&*1,. (2.10.1)
Nu is f_ = O.%4 bekend, m.a.w. (2.10.1) stelt een vergelijking voor waaruit

4
"p moet worden opgelost.

Daartoe schrijven we (2.10.1) in de wvornm

(2) ' (s)

R B(p) (6;11‘0 + 6;f1) - B(p)b’f% i
P = ol =
(2) G
= 0.36701 + 0.,1628B(p) + 0.0304 B(p) | (2.1C.2)

Een eerste benadering van p volgt uit

f - f )
p = === = 0,36701
.. of,
7
We bepalen de bijbehorende waarden van B(Z) en B(’) en substitueren'deze

in het rechterlid van (2.10.2) Dit geeft een betere benadering van p.

0.36701 + (o.ﬁ628).(o.o'5808) + (0.0304).(0.0051) =

1

P
- = 0436701 = 0.,00946 + 0.00015 = 0,35770.
(2) ()

We bepalen nogmaals B en B voor » = 0.,3577 en substitueren weer

in (2.10.2).

p = 0436701 + (0.1628) (-0.05744) + (0.0304)(0.0054) =

0436701 = 0,00935 + 0.00016 = 0,35782.
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Men ziet 'dat de bijdragen van'B(z) (6;fo + 6;f1) en B(;)blf%
maar weinig veranderen. Een volgende iteratie geeft nog slechts een
wijziging ‘in de vijfde decimaal., -

Afgerond op 4 decimalen is dus p = 0.3578 en arc sin 0.4 = 23,578°. é

Opmerking : De nauwkeurigheid waarmee p kan worden berekend is afhanke-
1ijk van het aantal cijfers van 6f. In dit geval heeft Bf vijf cijfers ; 1
we kunnen daarom p in vier decimaléen bepalen. ' ;

. %

4
g
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HOOFDSTUK III. NUMERIEKE INTEGRATIE

1 [}

2.

Inleiding . | R |
Wordt de functie £(x) gegeven in de vorm Vvan een tabel, dan zal'men
voor de berekening van de integraal van £(x) gebruik moeten maken van

-numerieke methoden, Ook als £(x) analytisch is gegeven, maar de inte-
graal niet langs analytische weg kan worden berekend, zal men deze

methoden moeten toepassen, _ : _

Men kan twee gevallen,onderschoiden, nl.

. : b
1) de berekening van integralen met vaste grenzen, d.W.Z. I =M[ £(x)ax,

a en b constant. a

2) de berekening van "lopendeh integralen, d.wez, I(x) = \{x £(t)dt,
- N a

waarbij I(x) moet worden berekend voor een aantal waarden van de’
bovengrens X. PR

De integfatieformulis worden verkregen door de diverée interpolétie-

. formules van hoofdatuk II te integreren en berusten dus weer op de

benadering van f£(x) door een polynoom, Lagrange geeft integratiefor-
mules uitgedrukt in functiewaarden, terwijl Newton, Stirling en Bessel ’
integratieformules opleveren, uitgedrukt in differenties.

Iﬁtegratioformnles met functiewaardeh

_ b _ .
Om\Jﬁ £(x)dx te berekenen verdelen we het imterval (a;b) in n gelijke

a
)

_Bubintervalien_vun dﬁ lengte h = o en stcllaﬁ we X = x; + hp,

met x, = a4,

We benaderen f£(x) door het interpolatiepolynocom door de n + 1 basis-
punten X = &,X 1Xgr000sX, = b. '

Volgens Lagrange is -
£(x) = f(x°'+ ph) = L (p) £, + L,(p) £. « ""+_Ln(P) fa * Ko

dus-
n

Lo(p)dp 4+ eee +'fnJﬂ Ln(p)dp
(]

~ x _+nh n n

o
Jx £(x)dx = j

f(xo + ph)dp = fﬂJ~

Q

Bl

[+

o+ resttern,
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Men vindt achtereenvolgens voor n = 1,2,3,4

4

r_\x + h .
° “ n . n’ .
f(x)dx = 3 (fo + £,) - =5 n(E) trapezium-regel.
\..xo ’
.mxo-l-&h b h’ (b) \
i fF?)dx =3 (f°.+ 4£1+ fa) -5 f.(l) regel van Simpson.
%o
r\x°+3h . _ (i) .
f{x)dx = %? (Yo + 32, 4+ 32, + £,) - %ﬁ; £ () drie-achtste regel.
ot o 2h o | gn? (6)
| e(x)ax s 55 (71, + 328, + 122, + 328, + 7£)) - 345 * (¥)
x .
o .

Dit zijn de formules quVNewton—Cotes van het zgn, gesloten type, omdat
de functiewaarden in de eindpunten van het interval in de formules
voorkomen, ’ . ‘ :

In de formules van Newton-Cotes van het open type komen de functiewaarden
in de eindpunten van het interval niet voor, Men verkrijgt deze, door
(a,b) weer in n gelijke subintervallen te verdelen, doch nu het inter-
polatiepolynoom door de n = 1 inwendige basispunten te integreren,

Voor n = 3,4 vindt men

Ax;+§h ' ;
J £(x)dx = %h (2, +2,) + 2= ()

X

° ' ;

X +4b () . i
J £(x)dx = %1-1"(21'1 -t 2t,) + 1%‘-3 £ (%) a
:_CO ' _ : !é

Deze formules spelen hoofdzakelijk een rol bij de numerieke integratie ki
‘van differentiaalvergelijkingen.,
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In bovenstaande formules zijn tevens de resttermen gegeven, die we
verder niet zullen afleiden.

: 3
De trapezium-regel heeft de restterm - %5 f'"(¥). Deze regel is dus

exact voor een lineaire functie, zoals op grond van de afleiding ook
is te verwachten. Voor vele toepassingen is de trapezium-regel te on-
nauwkeurig.

' (s)

3 LS
Beschouwen we de regel van Simpson, dar is de restterm - 90 f (;)

M.a.Wo Geze regel is exact voor een polynoom van de derde graad., Dit

is meer dan we konden verwachten, omdat bij de afleiding een kwadratisch
interpclatiepolynoom is gebruikt.

Men ziet dat deze eenvoudige formule reeds een vrij goede nauwkeurigheid
geeft, mits h klein genoeg is. De regel van Simpson wordt dan ook vesl
gebruikt,

Hoewel de drie-achtsteregel vier functiewaarden gebruikt is de restterm
van dezelfde orde van grootte als die van Simpson. De toapa551ng van
deze formule levert dus geen enkel voordeel op.

‘Bij integratie over een“groot interval (a,b) zou men een Newton-Cotes

formule kunnen toepassen voor meer punten, Dit is in het algemeen niet
aanbevelenswaardig. Men kan beter het interval (a,b) verdelen in klei-
ne subintervallen en de trapezium~regel of Simpson herhaald toepassen.

Een verdeling van (a,b) in n subintervallen van de lengte h en n-maal
toepassen van de trapezium-regel geeft :

‘b .
' : n n ’
J fx)ax = hF £, + £ o4 e+ I 4 3 £) - 33 0. (3.2.1_)
a .

Past men de regel van Simpson % maal toe, dan komt er

b

. h ) )
f(x)ax = 3 (fo + 4f1 +2f, + 4f3 F oaee + 4fn-3 + an_a +

©ps () -
b 4 * £5) = kTR (;) _ (3.242)
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Deze formule is alleen te gebrulken voor een even aantal intervallen,
Moet men integreren over een oneven aantal intervallen, dan kan men
bijv. voor het eerste drietal intervallen de drie-achtste regel gebrui=-
ken en daarma overgaan .op formule (3.2.2). ‘

. X ) .
Voor de Berekening van een lopende integraal-\rl f(t)dt zal men natuur-
. A _

lijk de bijdrage van elk interval afzonderlijk mveten bepalen,

Bij de regel van Simpson of een andere Newton-Cotes formule geeft het
verloop van de berekening geen indruk van de berelkte nauwkeurigheid,
Men moet dus op een of andere wijze een schatting van de fout maken,
Als van f(x) de vierde afgeleide bekend is, kan men aan de hand van

de restterm nagaan of het gebruik van Simpson voor een gegeven inter=-
vallengte h geoorloofd is of eventueel’ vooraf bepalen hoe groot h

moet zijn.

Heeft men alleen een tabel, dan kan men de restternm schatten door

90 8%, Hiervoor moet echter eerst een differentietabel worden gemaakt.
Een schatting van de fout kan men ook als volgt verkrijgen. Men berekent
de integraal twee maal, de eerste maal voor een onderverdeling van

(ayb) in n, subintervallen en de tweede maal voor een verdeling in n,
subintervallen.

Volgens (3.2.2) geldt dam

. (»)
- ..(...b_'_.E'.z.:f (:1)
180'n:

o
[
H
T
o
1
o
el
] h* )
W
o

() o ' ' (s
Als men aanneemt dat ¥ (x) weinig verandert in (a,b), dan is f (g ) =
()
£ (g,) en eliminatie van de vierde afgeleide geeft

(I, -1,.
2 1

Neemt men speciaal h; = 2n,, dan is dus

; 1
I=1,+ 15 (Iz - 11).
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? Voorbeeld

O, 8
Bereken \[ cos x dx m.b.v. onderstaande tabel en de regel van Simpson.
o :

x cos X vermenigvuldiger
) 1,00000000 1 1

0.1  0.99500417 4

0.2 0.98006658 2 4

0.3 0495533649 4

Ouk 0,92106099 2 2

0.5  0.87758256 b

0.6 0.82533562 2 4

0.7 0.76484219 L

0.8 0.69670671 1 1

De som f + b o+ 20 + .00 kan in &én machinegang worden berekend.
" Het resultaat wordt vermenigvuldigd met 3. We vinden I, = O. 71735649,

De nauwkeurigheid schatten we op twee manieren @

1) met de restternm

(s) '
R=-£§-’f(g) i“_%—g%ucos; met O < £ <0.8

dus —~0.0000004%4 < R < =0,00000031,

2) we berekenen nogmaals de integraal met h = 0.2.
Dit geeft I, = 0,71736250

~ (1 -
R ~ -15 (I 2 - I 1) - -OQOOOOOOL"O
Deze correctie aangebracht op I, geeft I = 0.71735609.

.8
Directe berekening van \[o cos x dx met een sinustafel geeft dezelfde

waarde,
, o
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Men kan uit de Newton-Cotes formules nog tal van andere afleideno
Als voorbeeld nemen we de 7—punts formule

X, +6h .
f f(x)ax = T (41f + 2161‘ + 27£ + 2728, + 271, + 216 £, +
x

o _
() %

S+ kg, ) - Ti?&)' 't (g ).

Verder heeft men de.relatie

1h74'-0 bsfi = 7111;13 (fo - 6f, + 151'; - 20f; + 15f, .~ 6fs + fs) ‘

A
!
:

:

k
!

DPoor beide formules bij elkamar op te tellen vindt men

x_+6h : :

o 3h : : .
f f{x)ax = €5 (£ + S5f, + £, + 6f, + £, + 5f, + £;) +
x : '

o

(6 . (8)

7
-hs e - BB e .

Dit is de regel van Weddle.,

Fen voordeel van deze formule is natuurlijk dat de coeff:l.clenten 3¢
eenvoudig zijn, De praktische bruikbaarheid wordt verminderd doorda'
het aantal intervallen een veelvoud van zes moet zijn.

3. Integpratie met behulp van differenties.

-

Integreert men de formule van Bessel tussen de grenzen X, en x <+ h,
dan vindt men

Bl

o*h n ! (2) i
£{x)ax = J\ f(xo + hp)dp = b[ (fo + pbfi + B (6’f + B%f, )+.Jdp-z
o o ‘

- 1 (g2 2 11 ) . =
=8, + 308y ~ gy (£, +8°£)) + gz (B E B L) Ll =
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1 (g2 2 11 (sbp . sdp
= #{(g, + 1) - 5 (872, + 8°F)) w555 (871 4 87F,) 4

191 ‘ PI.L |
- 35336 (66:6° + bsfl) +§3§§%56 (bsfo + 65£1) b oeeel - (3.%.1)

Bij de integratie vallen de oneven differenties weg.

Evenzo kan men de formule van Stirling integreren tussen 'de grenzen
X, - hen x + he Hierbij vallen eveneens de differenties vam oneven

arde weg en men krijgt

X +h
0

Pl

_ ' 1 .2 q 4 1
f(x)dx = 2(f° + g [ 735 § f +

s | .
o o 1512 5 :o + ooo) - (3-3-2)

X =h
o

Nu is 2(£, + 7 8°1) = 1(f + 4f 4 £), dus de eerste twee termen geven

-1
juist de formule van Slmpson. Men ziet tevens dat de correctie ongeveer
b s
90 ) f :LS.

Tenslotté kan men uit respectievelijk de voorwaartse en achterwaartse
formule van Ngwton afleiden

X +h
10 TeCaax = g, + 400, - SR« B2 - A .
o . | . (3.3.3)
| ¥ %A’Io -‘3%%6:&6:'0 * e
en x +h . i B
1 t(x)ax = £, - 45, - 5% - 2—'1,+-v~".»*:1 7—2%:; £, - -é—v L+ ees
%o | o (3.3

. . x
Met behulp~vanrdezefformules kanmen.“r f(t) dt Bérekenen yoor een.aantal
A _

waarden van de bovengrens x. . '

- De formules (3.3.3) en (3.3.4) zal men alleen- gebruiken aan het Yegin

of het eind van een tabel, als er geen centrale d1fferentles beschikbaar
z:.;]n.
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x0+%h
Men kan natuurlijk dit soort formules ook opstellen voor J“ ’

xo+~}h ' xo
J etc,
xo-%h :

Voorbeeld 1

x
2
Bereken F(x) = J\ et dt in vijf decimalen voor x = 0(0.1)0.8.
X .

We gebruiken fornmule {3.3.1), die we schrijven in de vorm

' : x
j+1 .
. 6Fj+% = \[ f(x)dx = % hsj+%‘

X,
J

Eerst zijn berekend de sommen

5 =f.  +f. , - -+ (62, + &2 ¢ 1) 4 ees o

j+r j oM 12 3 j+

Bijv. voor s,/z heeft men :

£, + f, = 2.05086

- (6%, +5%£,) =  -3609
-712-5 (6%, + 6%,) = 42

- oofas (60g, +08°5) = -1
= 2,04729

s
3/2

We zien dat de iavloed van de zesde differenties zeer gering is. Ver=-
volgens is een controle uitgevoerd op dit deel van de berekening door
bzs.+% op twee manieren te berekenen nl. 1e rechtstreeks uit de waarden

van Sj+% en 2e met behulp van de formule

e e e L

g ek i
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1
2 2 - — ) I
633% bf +‘6:t’._,_._1 15 (5fj+6fj+1)+...

Deze betrekking volgt onmiddellijk uit (3.3.6).
Vervolgens zljn de waarden van BJH‘ gesommeerd, Vermenigvuldiging met

"+ h levert tenslotte F(xj).

‘Dit laatste deel van de berekening kan men ook weer controleren door
.‘j 3 op twee manieren uit te rekenen nl. 1e rechtstreeks uit de waarden

van Fj en 2e door op te merken dat & F j43 = +he’s j3° Dit volgt u:Lt
(3.3.5).

Opm. In de praktijk zal men meestal de sehele berekening controleren door
0.8

j xadx te berekenen met een van de hieronder gegeven formules. Een
[e]

eventuele fout wordt hierdoor wel aangetoond maar niet gelocaliseerd, '

x
N
Om J i‘(_x) dx te berekenen voor vaste grenzen x, en x, kunnen we bijv,
x

o : . ,
n maal (3.3.1) toepassen en de resultaten optellen, We krijgen aldus

“n h S ' 1 2 2
f(x)dx = 3 ;:0 £y + £, 4~ 35 (6°F, + 8%, ) +
X .

c

L b
+ 720 (6 f + 6 f ) + o--]’ L]
Bu is
: 2k, 2k .2k, _ ., 2k=-1 2k~1
5TE, 4+ b E, 4+ a0 v 867 L =5 f3 -6 g
2k 2k 2k, _ 2ke1 2k~1
[+ f1 + 6 fz + ase + O fn = § fn+_!_""6 % ’

zodat de formule overgaat in
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, . o
= h H'fo + £+ a0+ fn-1 + %fn - 33 ‘(pbfn -ubfo) +

720 (}Lb’f - 11.6’1’ ) - 3 10 (]J.b’f - 'ﬂ.b’f ) + see } .

Dit is de integratieformule van Gauss, een zeer bruikbare formule,
Deze formule bestaat als het ware uit de trapeziumregel, aangevuld met
correctietermen., Om deze te kunnen berekenen heeft men centrale diffe-
renties nodig in de eindpunten van het integratie interval m,a.w. men
moet f(x) ook buiten dit interval kennen, Is dit niet het geval, dan
kan:men gebruik maken van de formule van Gregory :

x .
n
. _ _1_ .
j f(x)dx-h{%fo-l-f, + eee +fn_1 +-!-fn+ (Afo-an)_q-
X

12
o .

1
- op (A%« V) + 7—}0 A%z - ¥f) - :‘-363 (atf + V42 ) +

+ 208 (B2 - L) 4 ...

— Deze formule kan men op soortgelijke wijze als de formule van Gauss
afleiden uit (3.3.3) en (3.3.4). We zullen in de volgende paragraaf
nog een andere afleiding geven. )

Voorbeeld 2,

1

- dx o

Bereken I = —_————  in 7 decimalen.
o 1 + x2
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We gebruiken Gauss met h = O.1.

Dan is
4
10 ——QE—} =4 1 + 1 + ] + + 1 + 1 L +
T+ 222 T.00 v o Y ToE e TABT T 20 2,00
o '
a 11 3 .3 .
- 33 (p.&fn —u&fo) + 720 (].I.ﬁ fn - 116 fO) + oo '
= 7.8498150 + correctietermen.
ﬁ
. 1 . _ 3 _ l _ :
Nu is T %7 een even functie, dus uafo = ub fo = aee = Oa

We behoeven dus alleen de bovengrens van de integraal te beschouwen.

x £(x) 6 6> 6%

0.9  0.5524862  _sougg, 1912 1702

1.0 045000000 475113 1162 1286
1.1 0.4524887

1 11 .3 191 .5, L ag
-3 2oL, + 730 & £,y - 2680 ub'f1° = 0.00416656 +

+ 0,00000057 ~ 0.00000047 = 0,0041667,

 Men vindt I = -g (7.8498150 + 0.0041667) = 0.7853982

1
J‘ —-gﬂz—— = ﬂ/‘-l- = 0‘785398163.0.
Q

14 x2 "7

L, Integratie met somfunctie
 De eerste somfunctie van f£(x) is een tabel waarvan de eerste differen- z
ties gelijk zijn aan de functiewaarden van f(x)} in de basispunten. :
Analoog definieert men de tweede somfunctie etc. '
In de drie notaties heeft men
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-2
[+ ] - =2 -
Nt Af v 's ve
o - - / o]
=2 - -2
AT E, \fo voof_, P
a7t Nat Ve vt,
-2 -2f/ f
N £, vooL ,
-2
67t _, £_,
-1 )
5 £
Iy o 4
-2
O 5 — £,
6", ¥ 4
% +
6" 2f £

Merk op'dat_A-1f slechts op een constante na bepaald is. Zodra men een
keuze heeft gemaakt voor b.v. A-1f°i ligt .de eerste somfunctie vast. De

tweede somfunctie is op een lineaire functie na bepaald;
x

Wil men van F(x) = Jﬁ £(t)dt een tabel maken, dan geeft formule (3,3.3)
a

de differenties van deze tabel, immers

x,+h

2%, =L £(t)at = n(s
R

+ $AE, - —’—Azf:j +'§Ea’f3 - aede (31D

3 312

Dit betekent dat F(x) de eerste somfunctie is vaﬁ het rechterlid van
(3.4.1), dus

X
J -1 1 1 2
, Fd = £(t)as = h(A :Ej + ird ‘- ﬁntj + 3% A fj -
" a
. 86 |
7o 1 + %A"fj - 2oty e ) (3.4.2)
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Hierin moeten we A-lf,'die immers op een constante na bepaald is, nog
a
vastleggen, Dit doen we door op te merken dat Jﬁ f(t) dt = 0 ; nemen

a
we dus als x, nu de ondergrens a, dan isA~ £ bepaald docr de eis

L A2 R ;
o o 126fo—24bf0+?20 E E‘f Toeee ;

Gaan we uit van formule (3.3.4), dan vinden we op dezelfde manier voor
de achterwaartse differenties

x
ey -1 2 1 49 3. 3o
Fj =‘J\ £(t) dt = hgv fj - %fj - TEij - Egvzfj - 5507 fj 755V f +)

-1 L
waarV f is vastgelegd door

2 _iL
+ TSV 4 24v £, 0+ Vi 4 16Ov4f + eae

B by SR E =55

0 o 12

Tenslotte kunnen we de formule voor centrale differenties afleiden uit
(3.3.1), Dit geeft :

X, :
J -1 1 3p 5
Fj = J\ f{t) dt = h(ud fj - ?Eubfj + 720p6 ——%g—pb f + ess)
A - . (3.4.4)

waarblj 6_1f wordt bepaald door

-1 1
wo £ - 12u6f f B E - zof
Verder is pd = (87t L 4 a'if%) = 5-1f-% + 3£,

dus uiteindelijk
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-4 -— 1 l- _ ‘1_1_ 3 -_,1-9—1— 5 . . l I
6 f _g= =¥L + 5ubE - 555 BET, + Folpg R T, e (Z.5.5)
Voorbeeld
x
2 .
Maak een tabel wvan F(x) =\Jﬁ et dt met behulp van formule (3.4%.4) voor
=0k

x = 0'0(001) 1.0I
We zullen alleen F(O.4) en F(0.5) bereckenen,

-1
B ening van & f :
are.x £ ] _4_&_

- f-h = -101?351
1 4 _ |
75 (byg + 05y = -15822
11,3 3 _
“720 (O g + 854) = 192

191 5 5. -
Za%g(s (6_4% + 6_3%) = -5 ‘ 6_4’} = —6-5945?-
-1.189142 '

Na de opbouw van de somfunctie kan men F(0.5) berekenen.

51 . 5™ - .
fhi + £5 19436905
1
- TIE (54% + 65%) = -21652
11 5 3 -
730 (64% + 65%) = 283

=191 -5 5
Rigs gy + boy) = =7

19.34767
Qe

Evenzo vindt men F(0.4) = 0.84479
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X ' ' X, X
T - n ' o
1 A ! ot L 1 1 2
~l f{x)dx = 5 f{x)dx - T =V fn -!-fn - 33 vf - 24an -
x a “NMa,
0 .
1903, _ -1 L 1 1,2 - 19 ,3 ' |
- ?aov £ (a ‘fo + %fo T30 £, + 338 £, 720:1 £+ ces) (3.4.6)

volgens formules (3.4.2) en (3.L4.3),

. -1 =1 ‘
Fuis ¢ f -v 3‘.‘0=f1 4_-._1‘,_,,+...+i‘n
en V-1f =Aa" 4+ £ .
. 0 0 e}
-1 _ -y
dus \ fn = fo + f‘l + ses T fn + A foa

Hiermede gaat (3.4.6) over in

< .
n -
) 1
j f(x)dx = %fo * £, 4 see + fn-‘l + i—fn - 13 (an - Afo) -
x

o}

1 2 2 A9 3 3
- '2-["_' (V fn + Aito) - 720 (v fn - A fo) - 480 @
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.'5. Gauss-integratie

Alle tot nu toe behandelde integratieformules zijn gebaseerd op
equidistante argumenten, Gauss heeft laten zien, dat men, door de
basispunten niet equidistant te kiezen, met een gelijk aantal ge=-
bruikte functiewaarden een hogere nauwkeurigheid kan bereiken., We
geven slechts een korte schets van deze methode,

b
Zij te berekenen f(x)dx. We transformeren het interval (a,b) *
' . ‘ , _ ;
op (~141) door de substitutie '
x = #b + a) + #(b - adt,

v 1
Dan is f(x)ax = (b - a) | g (t)dt, met o(t)

lf(%(b+é)+%(b-a)t)

~

a -1 : S

met g(t) = f(%(b+a) + %(b—a)t).

We zoeken een integratieformule van de worm

1

- f£(t)dt = iwkf(tk). | (3.5.1)

-1' 1

I -

Vergelijk dit met de vorm van de Newtdn;COtes formules. In het rech:
terlid van (3.5.1) treden nog 2n onbekenden op, nl. de n gewichien
w, en de n basispunten tk' We kunnen eisen dat (3.5.1) exact is voor

alle polynomen van de graad £ 2n -~ 1, Dan moet de formule dus in het @

bijzonder exact zijn voor f(t) = 1, £(t) = t, f(t) = tz,..., £f(t) =

t2n-1. Dit geeft 2n vergelijkingen. Omdat we 2n onbekenden tot onze

beschikking hebben, mogen we verwachten dat we hieraan kunnen voldoen,
De vergeli jkingen worden

1 ' g
dt-"—'2=w1+wz+.oo'+w 3
n R

o e
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tzdt = % - w1t2 + Wzt: + see *+ Wnt;
-1
1 .
2n=1 2n=1 2ne-1 en=-1
t dt = 0 = W1t1 + w2t2 + see + W t [
- nn

-1

Dit is een niet-lineair stelsel vergelijkingen. Door middel van een
kunstgreep kan men dit stelsel oplossen, We lichten dit toe voor -
n = 3, Het stelsel wordt dan

L + W, W, =2

wibt, +w,t, +w,t, = o

w1t:+w2t:'+ w,t§=% , 2
witi+witlswit]=0 722
Wby + wtd + wyts =%

witl +w,tl + wytl =0

Men kan de .tk opvatten als wortels van de vergelijking

t?+ at?+at + a,= 0,

waarvan de coefficiénten a«,, ©,en aj nog te bepalen zijn. We ver-

nenigvuldigen de eerste vergelijking van (3.5.2) met a5, de tweede

met & de derde met e, en de vierde met 1 en tellen op. Dit geeft

+£a1+001 = O.

2(1;'1' 0.0.2 3

. We herhalen dit voor de 2de t/m de 5e vergedijking en tenslotte voor
de 3e t/m 6e vergelijking. Dit levert

2 2 .
O.m3+ 3“2"' O.a'-‘ + 591 .— O

a. + O.0x +-2-c: + 0,1 = 0.

3 % 2t 5%

en {
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Uit deze drie lineaire vergelijkingen kan mena , , a, en o, oplossen ;
‘ 1 2 3
0-1:0'“2:-3/59110,’-:0. 3 2
‘Men kan nu de t, berekemen uit t? -« T t =03 t, = - t, =0 en

5 1
t =\;%o

3

Tenslotte kan men w,, w, en Wy bepalen uit het lineaire stelsel

L w o+ W=
1 - 2 3 2

-\}%w1+0cw2+\’%w;=o

% W, + Oew, + % Wy = %
Men vindt w, = 5/9, v, =.8/9 en w, = 5/9.

We hebben dus ae volgende 3-punts formple
1

5 \[D .8 5 ¢\ [3
f(t)at = ) £( 5) *3 £(0) + 5 £( _5).

Deze formule is exact voor een polynooﬁ van de vijfde graad., De regel
van Simpson_gebruikt eveneens 3 functiewaarden, doch is slechts exact
voor een polynoom van de derde graad. ‘

-1

Voor n = 2 heeft men

1 ‘ - .
t(t)as = £(~ 3\[3) + 2(3\3),

exact voor een veelterm van de derde graad.

Uit het oogpunt van nauwkeurigheid zijn deze formules dus zeer aan-
trekkelijk. Een praktisch bezwaar is, dat men om de vereiste functie-
waarden te bepalen meestal moet interpoleren,

De basispunten tk.zijn de nulpunten van de zgn. Legendre polynomen

e L
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en liggen alle tusseﬁ =1 en. +1.

Men kan uitgaande van (3.5.1) nog andere eisen stellen, bijv, kunnen
enkele of alle tk worden gegeven, waarna men de bijbehorende gewichten

w, kan berekenen, Ook kan men de gewichten voorschrijven en de bij-

behorende basispunten beﬁéien. Eist men bijv. dat ‘alle gewichten
gelijk zijn, dan vindt men de integratieformules van Tchebycheff,

Opmerking

Alle in dit hoofdstuk behandelde integratiemethoden berusten op de
benadering van de integrand f(x) door een polynoom. De formules zijn
dus niet zonder meer bruikbaar als f(x) in het integratieinterval '
een singulariteit heeft d.w.z. al$h f(x) of een van zijn afgeleiden
oneindig wordt. EY '

a
Voorbeelden zijn integralen van de vorm Mf log x g(x)dx en
a (o
xaé(x)dx (-1 <& <‘f), waarbij g(x) een '"mette" functie is.
o
Soms kan men op eenvoudige wijze een dergelijke singulariteit ver-
. 1 )
wijderen. Zo heeft de integraal I = \[ exVE.dx een singulariteit
‘ o |
bij x = O. Men kan deze geheel elimineren door te stellen x = t %

1
: t? 2
Men heeft dan I = 2 e t°dt,
' o x _
De logarithmische singulariteit in \r 11: :: dt kan men verwijderen
‘ | Yo

door partiele integratie :

X ' . x
log t : arctan t
T—:ﬁgy dt = arctan x log x - re dt.

Q
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HOOFDSTUK IV, NUMERIEKE DIFFERENTIATIE

Uit de interpolatieformules kane men door differentiéren formules
afleiden voor de numerieke differentiatie., Men moet hierbij nog
bedenken dat

n
als (x) 1 4 f(xo + ph)
dx hn dpn

Uitgaande van de formule van Bessel vindt men bijvs
hf;(x) =6f, + (p - $)(B¥E_ + 67L,) + lpr = p+ Deds, 4
3 T2V ) 1 2 60" 1

*d
A(p3 2p2_ 2 A 5 .
+ —(p gp TP + 2)(6 £, 46 £,) + o

2 ' ;‘1 2 2 AP | '
)4 f"(x) = 2(6 f‘o + b f.‘) + (P 2)6 f_g_ + ase .

Speciaal van belang zijn de afgelelden in de basispunten (p = 0)
en halverwege (p = 4.
Voor p = + heeft men

by = 6¢ -Ebf g%af

2 2 .y 4 2 6p
h f_'i_ =].|..6 f_} - ﬁ;p.b f% +~?’%g ub fi’ + aee

De formules voor p-= 0 leidt men op dezelfde manier af met Stirling.
Men vindt aldus de volgende formules :
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1 .
- - 3 A
hfl = ubf - g ub £+ 30 »o f + ene

RIfN = 67 ~ 75 64 + 35 661+ .u

Sent = 3 _.1 5 AN |
h fO —}lé fo 4].1.6 fO + 120]].6 fO + see

-5 P 2 g5

hzféi _1.1.6 f EE}.L& f ‘i‘ 5_27%%‘],{661‘% + oo

Sont _ 53 1.5 27 _ a7
hf%'_b f%-gb f%+19205 f%+...

In voorwaartse en achterwaartse differenties heeft men

1 1 4 1 1
= - - A — A - 4 - AD ees
hfo-Afo 2Afo+3.f.\ fo EAfo+5A fo+
2en - A28 o A% A1, 5 1 6y -
hfg-Afo :3.1‘(:‘+2 gaf %%A_fo"'"'
T o2 1 . 1 o4 1 5
{ - — - —
hfo'vfo"'aVfo+3‘;fo+1:v£o+5v'fo+-‘”

o o 1

2oy _ o2 3, 1 g 1 )
hfg_Vf + VP2 4 V“f°+gv5fo+7g%vsfo+..,

Men ziet dat de centrale formules sneller convergeren dan de voor=-
waartse of achterwaartse, terwijl de formules met echte centrale
differenties weer beter convergeren, dan die met gemiddelde differenties.
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Bij het gebruik van deze formules dient men het volgende in het ocog

te houden, De invlioed wvan afrondingsfouten in de functiewaarden wordt

bij hogere differenties steeds groter. Hogere afgeleiden kunnen dus

slechts met beperkte nauwkeurigheid worden bepaald, Terwijl dus bij

de numerieke integratie de afrondingsfouten min of meer worden ver-

effend, worden ze hier  juist geaccentueerd.

Bovendlen komt hier nog een moeilijkheid bij. Men mag het interval

h niet te klein nemen, immers dan worden de differentieas ook klein,

Bij het berekenen van deze differenties heeft men dus verlies van :
significante cijfers. Anderzijds mag h ook niet te groot zijn, want , E
dan convergeren de differentiatieformules niet meer. Men mcet dus g
trachten een compromis te vinden, :

Al met al is het beter de numerleke differentiatie zo mogelijk te
vermi jden. ‘

Voorbeeld

Gegeven is een tabel in 6 decimalen van f(x} = sin x met h = T/gg (2°),
Bereken f'(45°) = cos 45° = 0,707107 uit de tabel.

x sin x 5 62 52
Lite . 0,694658 -845
24682 T =32
Le ° 0,.719340 =877

Nu is p = %, dus

£r(45°) = %? (24682 + éh.sa) = 0.70709 + 0.00004 = 0.70713. f

Er treedt cijferverlies op, omtiat het interval te klein is,

Gebruiken we een tabel met h = f% (10°), dan heeft men

x sin x & 8> -~ 57,
Lo ° 0.642788 : ,
123256 «3743 108
50 © 0,.766044




£ (45°)

a8 . A 2 _
- (123256 + 24-_3743 + 61}0.108) =

0.706205 + 0,000894 + 0,000003 = 0,707102,

Nemen we een tabel met k =T /5 (90°), dan vindt men

£1(45°) % (1 + 511;.2 + 3.)%,4) =

0,6366 + 0.,0531 + 0,0119 = 0,7016,

De convergentie is nu slecht,.
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HOOFDSTUK V., DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN

1« Inleiding ‘ )
Zoals bekend, is een differentlaalvergelijking een vergelijking,

waarin behalve de grootheden X en y ook de afgeleiden y', y"esay n)
voorkomen, dus @
F(y(n), y(n-1)...yl;y,x) = 0, (5.1.1)

De vraag is dan : welke functies y = y(x) voldoen'hieraan ?

Reeds enkele typen zijn vroeger behandeld, nl, schelding van varia=-
belen, lineaire d.v. met constante coefiicienten.

We beschouwen nu als bijzonder geval van (5.1:1) de dlffernntlaal—
vergell jking

9 (y'y¥yyx) = 0

en denken ons deze naar y'quelost :
y'o= £(xey)e (5.1.2)

&

Daar y' de tangens van de hoek voorstelt, die de raaklijn in het punt
(x,y) maakt met de positieve X~as, kan men zeggen, dat (5.1.2) een
richtingsveld bepaalt : aan elk punt (x,y) is een rlchtlng toegevoegd.
Als het richtingsveld aan bepaalde eisen voldoet, die we hier niet
zullen behandelen, gaat door elk punt (x WYo ) slechts één- kromme,

een zgn, integraalkromme.

Hebben.we de algemene oplossing gevonden in de gedaante ¢ (x,y,C ) = 0O,
dan kunnen we, als we de integraalkromme door (x ,y ) wensen, C vinden
uit ¢(x WY, ,C) = 0,

Voorbeeld :
Zij gegeven y.= Cx® , C constant, willekeurig.

Dit stelt een stelsel parabolen VOOor.
Differentieren geeft : y' = 2Cx, waaruit na ellmlnatle van C volgt :

A
y'.= 2 X : (5.1.3)

SR came
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Deze d.v., 18 door scheiding van variabelen ﬁirect op te lossen, immers
uit (5.1.3) volgt .

, ¥ 2 .. ) - .D
. Iy_ = % == 1log |yl = 2 log | xl +D lyl = e x? = ax? 3

A> 0, dus y = Cx® met C = A (5.144)

We kunnen de d.,v. (5.1.3) ook oplossen met behulp van zgn. isoklinen
(1ijnen van gelijke helling). , o _ . -
Deze zijn nuttig om een inzieht te krijgen in de gedaante der oplossing,.

We gaan ult va;:‘.(s.‘l".}) en stellen £ = E (E constant).

Dit is een rechte door O, Wegens (5.1.3) is in elk punt van deze rechte
y' = 2E, -

y .

Aan elk iiuzlt van y = I is een richti : " ; . .
ng 2E toegevoegd. Het richtings-

Ielt.d is nu bekend, dus kunnen we nu door elk punt P Ean het vlak e:ﬁ‘ '

ntegraalkromme tekenen., In dit geval is er slechts &én. '

Is P= (1.1), dan volgt uit (5.1.4) : ¢ = 1,
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" 2e Exacte differentinalvergelijkingen

We raan uit van . Fix,y) = C. ‘ (54241) |
Door differentiatie naar x volgt er ;
OF 3F _, _ . | .. ;
ax +- ay b - O' o . . . (Dadlaa) :
We kunnen nu zeggen : (5.2.1) voldoet aan de d.v. (5.2.2). :

(5.2.2) is van het type
P(x,y) + Qlx,3) ¥' = 0. (5.2.3) .
:
Wegens Eifl = Eij;. (we nemen aan, dat dit geldt) is-nu 3

dxdy ~ dydx ' ; .

8P _ 239 _ - ;

Ben d.v. van het type (5.2.3), die aan (5.2.4) voldoet, heet exact.
Omgekeerd zullen we nu een oplossing van de gedaante (5.2.1) trzcnten

te vinden, uitgaande van (5.2.3). : . A ﬁ

Voofbeeld :

. 7 A
Los op ¢ x? + ¥y2% + 2xyy' = O,

Oplossing : .De d.v., is inderdaad exact, want

3P _ 80 _
3y - 2y en ax‘f Z2Ye

oo
] I"i
n
]

+
¥

We zien dus, als F(x,y) = C een oplossing moet zijn, dat

-

waaruit volgt F =:% x’“+ xy? + 2(y).

We trachten nu® (y) zo te vinden, dat

(=11 [=T]
‘4""1

= EXY.

3 _
Nu is 3% = 2xy + ¥ (y), dus €'(y) =0 ; &(y) =cC,.
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De algemeno oploessing is dus

1 .

. . ‘- -
3 .|.l;qz+.c1=0‘_0f_‘3'x

"Het komt vaak voor, dat bij gegeven

P(x,y) + Q(x,y) y' = O niet geldt, dat LIS A

De d.v. is dan niet exact. Toch gelukt het soms om de gegeven vergelijking
exact te maken, door vermenigvuldiging van het linkerlid met een zgn,
integrerende factor p(x,y) ¥ 0. De d.v. wordt dan .

™ »P + pQy' = O, | . (5.2.5)

die ﬁu wel exact is.

Dan moet 3(WE) a(ggl zijn, of

oy
P g;J. Ak GE - O (5a2.8)
| _

We moeten nu B trachten te vinden, zodat hieraan voldaan is. Dit leidt
echter tot het oplossen van.een partiele differentiaalvergelijking, wat
in het algemesn beduidend moeilijker is dan het oplossen van een gewone
d.,v. 4 als waarvan we zijn uitgegaan,

‘Met enige handigheid ia echter vaak te zien, dat p bv, alleen van x,

van y, van Xy, van x + y of iets dergelijks afhangt., Het is nl, voldoende
dat we één ¥ vinden, die aan ('5 2.6) voldoet,

Voorb.e eld

Los op- (x2+y%+2x) + .?.yy' = 0,

glossigg 1. De gegeven d,v. is niet exact, dus we voeren een integrerende
factor u in.

- {54246) geeft

) ]
213%-(;’+y’+2x)3§=2uy.
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Kies voor p. een functie, die alleen van x afhangt, dan blijft slechts
over _

dn

-— = 1 een oplossing is : = e¥
dx ~ * i P E 18 : g =6 .
De gegeven vergelijking wordt nu
eX(x 2+ y 2+ 2x) + 2e°yy' = 0,
dus F= |[(x2+3%+2%) etdx + ¢(y) = (x2 + %) e* +0(3).

318

= 2ye* + @' (y) = 2ye* = o' (3) = 0 =o (y) = C1.¢

1

De algemene oplossing is dus (x? + y2) e =D, (D £ 0)

Opmerking : De gegeven d.v. kan veel sneller worden opgelost. Ze is
‘nl. te schrijven als :

(x?+y?+2x) dx + 2y dy = O of

(x?2+ 3% ax + d(x? + 3% = 0
a(x? + 2.) _
dx 4--;Frf:ﬁ§1— = 0,

Integreren geeft : x + log (x? + y¥) =C of (x?+ y% eX=D, (D#£0)

3., lineaire differentisalvergelijkingen van de eerste orde

Gedaante : y' + P(x) y = Q(x). B . (5.3.1)

P(x) en Q(x) zijn willekeurige'functies van X.
We passen, om deze d.v. op te lossen een tweetal kunstgrepen toe.
Eerst stellen we y = v(x)su{(x)}, er volgt dan :

- B T L

T o Pl

e i e e e

k
;
g

A

R e
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u'v + uvt + Puv = @ (5.3.2)
u(v' + Pv) + u'v = Q

Iﬁ_es nu één V(x) za' dat v‘ + PV = 0 . (5.303)
du's-%! = «P(x)dx of wv(x) = Ce IP(x)fix en neem C = 1,

Dan is v(x) = e-.fP(x)dx'

Daar v(x) slechts aan (5.3.3) behoeft te voldoen, nemen we de eenvoudigste
functie v(x) # O, die daaraan voldoet,
We krijgen nu wegens (5.3.2)

du _ Q(x)

ax T wx) T Q(x),

waaruit u direct door integratie volgt.

Daarmee is y{(x) = u(x)«v(x) gevonden als oplossing van (5.3.1),
Voorbeelden

[ 1 — -1-
1) Los op ¢ y' + ;—EEE—E =3

' Opleossing : Stel y = uv, dan volgt er

' L . SN Vo, Y 1o = X
u'v + uv + = Tosx - x of u(v' + " log_x)'+ u'v = 7.

v _ __dx
v~ xlog x

-

Stel v' + ————— = O, dan komt er :

x log x » dus

log v = = log log x + C,

1
NeemC—O"—_—-}V—log .

Substitutie van v geeft :

u! = ;5245 , dus u =+ log?x + C,

o S c
De algemene oplossing is dus y = uv = 4 log x + Tog x °



2) Los op @
Oploséing
ulv?
Stel v' +
u! =

‘dus u =
Walle Ve ¥y

754R,

- 2x _ 1 _
y T - xz7 1+ x? °
: Stel y = uv ; er volgt
-—23—7 v) +‘u'v = 1
T o x T+ x?2
2x o a2
g v =0 =v= x*-1, dus
1 1 L
T XX -1 " (breuksplitsing) =
14 A _1_a
“ 2 s x2 T X1k x +1
=% arctan x + % log L
x + 1

x -
X +

+C}o

= (x2 =« 1) { = % arctan x + + log

1

Ogmerkiné : De standaardmethode is niet altijd de snelste, zoals het

volgende voo

Los op

(x « x¥y' + (1 - 2x)y

rbeeld laat zien.

X
= €

L 4
-

Qplossing : Nadere beschouwing van het linkerlid leert, dat dit geschre-
van kan worden als S

_Er volgt dus

2
dx (* - x) v,

X

(x = x*) y=¢ +C,
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t, Homogene differentiaalvergelijkingen van de serste orde

. Gedaante : y' = f(%).

Ze worden opgelost door te stellen z = % .

We geven ter illustratie een voorbeeld

(x?« y? dx + 2xy dy = O op te lossen.

Oplossing ¢ y' = - 5555—;— ' Xy # O.

Deze d.v. is inderdaad wvan de gestelde'gedaanﬁe, immers het rechterlid

is te schrijven als : = % ? + ¥ i en dit is een functie van'i.

We stellen nu z = i, en er volgt :

[

y!' = xz! N z, dus xz' + z = %z _'§% 5 xztg_Egzi_l ; dus
\ :

'E%Eéh? = - % of (2%+1) x=C, wouave (x* % 3% = Ox

met C # 0.

Een tybe, dat direct tot een homogene d.v. te herleiden is, is

' - ax + by + ¢
7= £ dx + ey + g)’

waarbij a, b, ¢, d, e en g constanten 2zijn.
We stellen hierbi] ‘

cx=X+p

o o
.

tenzij = =

am
®m |0

Y+ g4q
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waarbij p en q geschikt gékozen worden.

E £ % stelt men z = ax + by.

e
n

In geval dat

Voorbeeld :

y _X-=JY = L ;

Los op ¥y X+ Yy <2

y=%Y+ q, dan volgt‘

-

Oplossing : Stel x = X + P

+ |t
kg
+ |1

Kies nu p ~q - &
- p+4q-2

Y
De d.v. wordt dan b W

wat een homogene d.v. 1Se

Oplossen van differentiaalvergelijkingen met behulp van machtreeksen

Om de gang van zaken aan te geven, beginnen we met een voorbeeld.

Los op y' - x% =0 . ' (5.5.15

De algemené‘oplossing is direct te vinden door scheiding van variabélen,
' 1.3 '
X

lnl. ¥y = A-e3 .

We substitueren voor y de machtreeks ¥ = a_  + a,X + 2,x% + aesy

kort geschreven : ¥y = | ' anxn, waarbij we a, Z0 trachteh te bepalen,
) . .
dat aan (5.5.1) is voldaan.

‘ . - : 2 _ n-'1
Nu is y' = a, + 2a,X + 385X" + ses of y' = é na X .

n="1
Substitueren in (5.5.1) geeft

(a1 + aazx + Baalxz + .oa) - (aoxz + a“lx3 + oo-) = Q.

i e e T Ko

B T T S s




Dit moet gelden voor iedere x en we stellen dus de cOefflclenten van x°
voor n = 0414240 gelljk aan O, :
Er volgt dan :

a, =0
a2=0 .
..38"3-&0__0
#a§ -~a, = 0
na_ -.a =0
n -3
dus 3 0=a1=a,.=8.7=.‘-.
en0=a2=a5_=a8=_.,l.,

terwijl slechts die indices, die 3-vouden zijn, # O zijn, daar we
a_ #£O0stellen. ‘ ‘ _
o] . ;
' Dus

83 ®3.2) o - 8 %
B3k = T3k 31;,3(1: S Tt TER3(k - D3 SRy S

Als oplossing vinden we dus : .
51.

De hlerboven geschetste methode gelukt altlad bla een llnealre deVey
‘waarvan de coefficiénten en het rechterlid in een machtreeks te ontwik-
kelen zijn en de coéfficiénht der hoogste afgeleide 1‘15.'.

Het bewijs van deze- bewering voeren we niet uit.

1
o

Een iets ultgebreider voorbeeld dan het vorige is het onderstaande :

g .

y"ro- xly" o+ 2%y = 2y = O op te lossen,



We stellen weer ¥y = § anxn

Substitutie levert

n=3

Uitschrijven van elke reeks geeft

30241 &, +.4.3.2 a,x + Se4e3 agx?

o0 -

n=0o

+ 2 a;x

- 2a
o

De codfficiénten van x° (n = 0,1,2404)

r\

Hieruit volgt, dat

6a; - 28
o

4,3,2 a,

5,4.3 a,

- 2 aux

:E:-n(n - 1{(n - Z)é.nxn-3 - zg;
n=

g
+ 2.2 8,%

2 a,x

0

>

En+3)(n+2)(n+‘1)an+3 - nkn-1)an+2nan-2an =0

moeten nu

n

n(n - 1)a 'x +
n

aee + (n+3)(n+2)(n+1)a xn + nc.. +
- n(n-1)a _x"
} n"

n
+2n ax + eo.

-2 8%
n.

(n+3)tn¥2)(n+1)a
n+

= ) (a-2)a

n

i
i
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Verder blijkt, dat a, en a, niet in deze reeks van coefficienten voorxomen.
!, Deze zijn dus willekeurig te kiezen., Bovendien is ook a_ nog willekesurig
te kiezen, Is a vastgelegd, dan ook a;, a, enz,

We zien dus dat, als we n = 3k stellen (k = 0,1,2...) de algemene term
wordt ' . - .

 GRNGEDay Gk (3k-2) Gkeh) (3xe5)
83(k+1) = (Gk+3) (3k+2) (3k+1) ~ (3k+3) (5k+2) (3k+1)3k(3k=1) (3x-2) 23(z=1)

(3k-1)(3k-2)oocoo 5-4
7

=.(3k+})(3k+2)..-.. 9.8. & =

_ 1. -
= 38,
2 .
= = . - , a dus
(3k+2)(3k+1)3k+1(k+1)! °* ’
a - a . . (k = 1,2,--:) : (5-5;3)

. a
3K (31-1) (3k-2)3%t  ©

De algemene oplossing is dus

-

[--]
y = E anxn =a, +ax+ 8,X° + a,x’ + ésxf + aes =
n=o Yy
[- -]
' & : k
= a,Xx + azx"' + 2 x3 . (5,5.4)
k=0 (31:-1)(31:-2)3}&:1 .
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Cvwerkingen :

. ' . . ‘ N
a) In de algemene oplossing zitten 3 willekeurige constanten a , a, en a .

Dit is‘duidelijk,.want we hebben een d.v, van de 3%e orde,
b) De algemene oplossing (5.5.4) is te splitsen in 3 omafhankelijie
oplossingen '

" 3

k=0 E(jx--'l)(51:-2)_5“}:! "

Y1=x;y2=f;Y3=

De bveide eersten zijn polynomen, de laatste een reeks, die niez
tot de bekende typen behoort.
¢) De relatie (5.5.3) geldt zeker vanaf k = 3.

. Direct is in te zien, dat ze ook voor k = 0,7,2 nog oigaat.

' Ve beschouwen nu een voorbeeld, waarbiij de coefficient van de hoogéte
orde afgeleide Z 1 is, ' :

y'=-y=0.

2

Als we nu delen door x ,,dén wordt de coéfficiént van y' weliswaar 1,

-y s 1. . . . :
maar de coefficient van y, te weten ¥z 1isnu niet in een machtreexs

in de omgeving van O te ontwikkelen, -1/%
"Door scheiding van variabelen blijkt direct y = Ae .
S o

Substitueren we y = g _anxn, dan volgt er
' ) .

Enaxn+1- § axn::O.
n
1 n=o
Er blijkt direct
= = . - = = = 2 eis
a SRR ¥ 0 ] na.n 7 ?‘n+1 O=='>an+,]_r nan n 1, _
dus a, = 0 voor alle n.

2

J
!
a
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De corzaak hiervan ligt in het feit, dat ¥y eT/ in de omgeving - van

x = 0 niet in een machtreeks naar x ontw1kke]d kan worden.

Helaas behoren vele belangrijke d.,v. tot dit type. Door middel van ean
kunstgreep is het toch mogelijk een dergellee d.v. door mlddal van
machtreeksen op- té lossen., We gaan hier niet verder op in.

Stelsels differentiaalvergelijkingen

"~ In het voorgaande hebben we steeds &én d. V. nmet éen onbelfendn furc+1a

¥y van x beschouwd,

We kunnen echter. ook een stelsel dlfferentlaalvergelljkingen met
verschillende onbekende functies van x beschouwen. Als voorbeeld
hiervan nemen we lineaire differentiaalvergelijkingen met constante
coefflclenten

Voorbeelden

r~
1) ¥y o+ %ﬁ +2=0
i { : y
a , 2z =0 ‘ op te lossen & .
dx :
"

Het gaat hiler heel eenvoudig, want uit de eerste vergelijking volgt

dz
¥y =-3x " g, dus

e

2 oL : - ’ .
.4z + dz 2z = 0 na substituttie in de tweede,

dx? = dx
-2X

[}
L.
®
+
[ws)
®
1)
o]
u
=
o

W.U..V. z

y ~2he %% _ Be® 4 Ae™%* - Be® = wne™3X . 2Be”,

In het algemeen passen we, om dergelijke simultane systemen op te lossen

2 methoden toe, nl,
a) eliminatie
b) substitutie



hx + 2y

ra
e
i1

qt =3x - ¥ op te lgssen

Methode a :
We elimineren bve. X.
Differentieren van (5.6.2) levert

Qﬁ; = -3 dx _dy
dt? ~ dt = dt

834 R

(5.5.1)

(5.6.2)

(5.643)

Vermenigvuldig (5.6.1) en (5.6.2) resp., met 3 en 4 en tel o§ :

3Tt

%E% -3 %% +2y =0 " wegens (5.6.3)

net als algemene oplossing -

t 2t

y = Ae  + Be en

Aet - Beat.

wlro

dus X = -
Methode b

Zoek een oplossing van de gedaante :

x = Aekt .y =:Bglt,

en substitueer dit in (5.6.1) en (5.6.2) ; dit levert. :

ax |, 4y ax |, _ 4 4r
+ & it = 2y = 3 it - 2y - L ot
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At At

A Ae = 4Aelt + 2Be

?\Belt = -3AeKt - Beht ’ dus
>4 = ha + 2B Alle = A) + 2B = ©
AB=-34A- B 34+ B(1 +A) =0

Zoals bekend is er slechts een oplossing voor A en B £ de nuloplossing,
als

- 2 =0 (karakteristieke vergelijking)
3 1+ A
Woll,V, A= 1 5 A= 2,
We vinden dus voor A, =1 : 34 +2B =0
en voor A ,=2 A+ B =20,

Omdat de gegeven vergelijkingen lineair en homogeen zijn is de som
van 2 oplossingen weer een oplossing, dus de algemene oplessing luidt

Bij n lin, homogene vergelijkingen met n onbekende functies gaat men
analoog te werk,

-~

-

Het kan voorkomen, dat de karakteristieke vergeli jking meervcoudige of
complexe wortels heeft.’ _ '

De behandeling hiervan verloopt analoog met die der gewone lineaire
homogene differentiaalvergelijkingen, waar we vroeger al kennis mee
hebben gemaakt,



HOOFDSTUK VI, NUMERIEKE INTEGRATIE VAN DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN

1 De Pavlorreeks

We gaan uit van

y'os $lny) (6.1.1)

y(xo) =,

~en willern berekenen y(xo + ho).
We ontwikkeleh, aannemend dat dit in een omgeving van x = X, mogelijk is

h?,
y(xo + ho) = y(xo) + hoy'(xo) + 5% y"(xo).+ cee o (5.1.2)

Nu is

¥ (xo) =¥,

y'(xo} = f(xo,yo) |

y'(x,) = (%ﬁ)o +(g—§)o (3 = £,(x07g) + £ (x,30) £x,,7,)
" enzovoort, |

Uitgaande van (6.1.2) kan men op dezelfde wijze y(xo + hd + b, ) enz.
berekenen, waarbij dan y(xo +h o+ h,) wordt uitgedrukt in de afgeleiden
van yx) in x = x, + b, maar die zijn niet exdct bekend.

Om eép‘oplossing te starten berekept men vaak eerst y(xo : h) en y(io : 2h

‘uitgaande van de Taylorreeks in x = X o

;
j
i

" We krijgen dan, als we stellen :

yn=y(x+nh) n=o’ _1'-2,.-. .




Yy =3, % hyé + %; yg + ses + %; yi5) + aee (5,1.3)
; Y, =¥, ¢+ Ehy; + %?; Yo eee * éé%i ygs) + ese (5.1.4)
3
5 Y_, =¥y~ hygt %; Yo * eee = %;'yis) + o (Ze%a3)
| y_, = ypn- chy! + %%i yo + .i. - 2%%2 ygs) + eee (2.%4%)

merking
Als y, uwit y  gévonden is met (6.1.3) kunnen we omgekeerd als confrole

y, uit y, met (641.5) vinden.

Voorbeeld :

y' = x +y met x, =0 5 ¥y, =1 (5'1f7)
Er volgt y" = 1 + y'-
yin = y" enzovoort, dus

wegens de beginvoorwaarden
' (3) (&)
Vo =% ¥ ¥ =114 Vo= 14955239, =¥, = eee=2e
Neem h = 0,1, dan geeft de substitutie in (6.1.3) t/m (6.1.6)
¥y = 1,1103 5 y, = 1.2428 3 y_, = 0.9097 ; y_, = 0.8375,

5 ;
als we de ontwikkeling doorzetten tot %T yis). Deze term is nl. hoogstens :

Verder zijn
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Yy, o=x, +y, = X, * h +y, =1.2103
¥y =%, 4y, =x_+2h+y, = 74426
VA SR S ho+y_ = 2.4097
“f-'z =x_ +¥_,= X, = 2h + Y., = 0.6375.

Opmers<ing

Men kan (%5.1.7) ook door directe integratie vindern, {1in. d.v),

er volgt : y = 2¢° = 1 - %
Het kont heel vaak voor, dat het bepalen van de hogere afgeleiden van
(0.1.1) een beverkelijke affaire is.

We zeginnen daarom zo eenvoudig mogelijk en verwaarlozen in (6.1.3)
de termen van de 2e graad in h.

Dus
y(xo + h) = y(xo) + hy‘(xo) + 0(h?) er algemeen 12
v olx, + (n + 1)h} = y(x°.+ nh) + hy'{x_ + nh) + 0(h?)
- [ 2 ., :
of Va4 T Vg * hy! -+ o(n®). (Euler) (6.1.8)

Ook kunnen we z2ls velgt te werk gaan

=
"~
w

Ypoq = Vg * RIL F ST YN+ ST I 4 c(rn*)
- h? h’
- - t Dy o = ym b
Yaeq = ¥n = Wy *5¥ Yy T 5T ¥y * (L) -
Vpeq = Tpoq * 2BYL + 0(h?). (6.7.9)

(641.9) is dus nauwkeuriger dan (£.1.,3) voor kleine i,

At e ®

‘;'
3




Ca
X
.
o
.

om (6.1.8) te starten hebben we (xo,yo)_nodig, om {6.,1.9) te starten

(xo,yo) &n (x,,y,), immers uwit (6.1.9) volgt

Y, = ¥, + 2ny} + 0(n’},

waarbij y! volgt uit (6.1.1) door substitutie van Xy9¥q o

Het schema passend bij (6.1.9) wordt dus :

a) Bereken Yppq W6 Fpoq = ¥poq * 2hyt.

b) Bepaal y! , = £(

X1 n41

)

en herhaal deze berekeningen voor elke volgende stap.

Yoorbeeld

y! = -2xy 2 y(0) = 1. (F.1.17)
De exacte oplossing is, zoals direct blijkt y = T—ijI .
Differentiéren van (6.1.10) geeft

y" = -2y? - bxyy', dus

y(0) =1 ;3 y"(0) =0 ; yW0) = -2,
(6.1.,3) levert als we afbreken na de term met n?

h? -

y‘(h)=1+0.h+§-!—.-2=‘1-h2 .
Nemen we voor h = 0,1, dan volgt er @ x, = x6‘+ h = 0,1, dus

y (3.1) = 0.990 en wegens (6.1,10) : &: = - 0.196.
Met (6.1.9) volgt nu

Y, =7, ¢+ 20,70y} = 1 = 0,2 % 0,196 = 0,961  enzovoort,
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We krijgen de volgende

TABEL I
D.V. y' = =2xy?; y(0) =1 3 h = 0.1, Ezacte oplossing q-j;grg.
X Y y' ;i%r fout
x, 0 1000 0 1,000 |
X, 0.1 | 0,990 | -0.196 | 0,990
X, | 2 961 370 n962 | -1
e, | 3 | w916 | ws03 | w97 | -1 |
X, o4 .860 «592 .862 -2
X, 5 798 637 .800 | -2
g .6 733 o6l 735 | -2
X, .7 669 627 671 | =2
x, | 8 | o608 | . .592| .610 [ -2
Xg .9 «551 o547 552 | -1
X, | 1.0 199 198 «500 -1 |
;

We zullen voor deze methode een schatting geven van de fout, die we
maken, waarbij we afrondingsfouten buiten beschouwing -laten,

Stel, dat de juiste oplcssing voor x  gelijk is aan zn(xn)sz zZ:,

terwijl e de fout is.

Dan is : J, - 2, = e, en wegens (6.7.9)

ns1 = Tpoq T OB 2(x 43,). Verder blijkt z  ,- 2z, _, = 2}11‘( x 02,) + T :

ti‘f{

+1

s s h? :
= 2 . < <
waarbij T, 3 2 (8), met X _, 4 X

Dan is dus .



e - e

n+1 n-‘l. = Zh [f(xn'yn) - .f‘(xn'zn) ] - Tnc‘

Wegens de middelwaardést_'ellihg is

£xy7,) = £(x 42,) = (yn-?n) Ty 'y tussen ¥, en -z ).
dus '
n+1 T ne1 T ch er_l_gn - Tn (=e7.11)
af(xn.y) |
als we 3y = 8y stellen,
Deze recurrente betrekking kan opgelost worden, als we &, . nT

n
kennen voor elke n,

We nemen aan, dat deze grootheden slechts zeer langzaam veranderon, en
wel zodanig, dat we ze constant kuhnen rekenen,

We stellen gn =g en T =T (g en T constant).
Er volgt dan
e,,q - 2hge ~e . =-T ) (5.1.12)

We lossen eerst de differentievergelijking

e -Zhgen-e =0 -

n+1 n=1

op. door “te stellen -

Dit levert
r? - 2hgr = 1 = 0,

met wortels r, en r,e.
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. . n n
Als oplossing vinden we dus e, = lr1 + WUr,.

We trachten nu (Gs1.12) op te lossen door te -stellen

e, = Ar? + prg + C, . C constant. &
. y
Er volgt ) .‘ ﬂ
Cw2hgl = C=mTm=C = o, ' 1
De algemene oplossing van (6.1.12) is dan ' : ‘ ';a
n - n T - o |
e, = Ary + ur, + Sha® (£.1.13)
Nu is, zoals bekend, r,r, = -1, dus tenzij Ir,| = Ir,} is altijd &én "

der wortels in absolute waarde > 1. .
Het gevolg hiervan is, dat bij toenemende n € eXponentieel toensant,
We hebben hiér een zgn. instabiele recursievergelijking. . .

Voor kleine n en kleine h hoeft dit niet'ernstig te zijn., Br vlijxt
hieruit, dat we dus voorzichtig te werk moeten gaan bij het gzebruik

van (6.1.9). '

e e A e T i | s

We beschouwen nu nog (6.1.8).
Op analoge wijze als hierboven vinden we

.

, o s sen x_
e, O, B0, G x o x,)

-4 .
n+1

en dus

®n4q = Sy * beey - T,

"~ als we g, on Tn weer constant beschouwen,

De algemene oplossing is in dit geval

' Ry T
_én = (1 + hg‘). + he *
Als (1 +hg)] < 1 of -2<hg<o, . -

groeit de fout dus niet aan bij toenemende n onder de gemaakte afsyraken,
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‘In dat geval spreken we van een stabiele recursievergelijking.
‘Nu is h positief, dus moet men om een stabiele oplossing te krijgen h

zodanig nemen, dat
0 < h<l§'l is.

(g is negatief), Voor positieve g is er dus geen stabiele oﬁlossing.

2. De trapeziumregel

Gegeven 2zij

y' = £{x,¥)
y(xo) = ¥ge
yias
yr'1+1
. L
In
Yo

X-as

Het oppervlak van de figuur xo'xiBA-is zoals bekend :

Xs
Jﬁ - £(x,y)dx, dus er. volgt
X

0

ks *n+1
¥ =\Jq f{x,y) dx + Foreres¥p, 1 =\r fx,y)dx + Fpreee o
x

x
o ° . n 7

Als h klein is, kunnen we het oppervlak goed benaderen door dat van het
trapezium xoxlBA. -

Dit geeft
¥y =¥, + #h(yl + y]) en in het algemeen :

= yn + ,}h(y;l + y! ) . (6.2.1) ..

n+d n+1

Het procedé werkt als volgt :
Stel, dat de berekening is uitgevoerd tot X0
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» a) Voorspel §n+1 met (6,1.9).

) ol ' = 5
b) Bereken Yied met ¥y, .4 = f(xn+1sdn+1)'

c) Verbeter y met (6.2.1), waarbij men voor y!,q het zojuist

n+
gevonden getal invult,

e e e e\ e L

3 1 ¥ 1 = o
d) Verbeter Y+ met_yn+1 f(xn+1'7’rn+‘l)

e) Herhaal c) en d) tot geen verandering meer optreedt.

Voorbeeld :
y' = =2xy? y(O);= 1. ;
Oplossing : y; = (-Exyz)x_o = 0, Neem h = 0,1, dan volgt

- = 3 ¥ = et S ‘ — ;
Yy =¥, * hy; =1, dus y] = =2x,¥7 = =2« A1 = -U,Z. :

- - 4
De tweede benadering wordt nu :

F, = 1+ 2552120 = 0.9%. |

De tweede benadering voor y} is

- 2,0,1.(0,99)°

3! = = - 0,196 |
dus ?i =14+ 2= 2'1 6 h = 0.990.
- Daar ?1 en ?1 hetzelfde zijn, nemen we voor y, : ~Y¥, = 0,99,

Op analoge wijze worden y, enzovoort bepaald.
Tabel II geeft de berekening volgens deze methode,

Zijn de stappen, die we uitvoeren nu zo, dat we een convergent proces

hebben ? .
Zonder bewijs zij hier meegedeeld, dat er convergentie optreedt, als

| gl < 2,




' 9k4.R.

waarbij weer geldt g = _ELE;XL in het betreffende vak.,

Als we nog invoeren C°:= gecorrigeerde waarde - voorspelde waarde dus
C, is het verschil van §n+1, verkregen uit (6.1.9) en de uiteindelijke

yn+1 verkregen uit (6.2.1), dan kan men bewijzeh dat de afbreekfout‘

CO
T~ 2 is (6.2.2)

Opm,: We kiezen h liefst zo klein, dat reeds na 84n of twee iteraties
de gewenste overeenstemming is bereikt.

TABEL II

yt = =2xy® ;3 y(0O) =1 § h=0,1 3 exacté oplossing T3
x ¥y r' C0 ;:%g- fout
0.0 [1.000 {° © 'o.noo 1. 000 0

.1 |0.990 | -0.196 o | o.990 - 0

o2 .962 «370 1 . 962 0

3 | .918 506 2 | 917 1
ol .863 596 2 .862 1

o5 801 642 2 .800 1

6 737 «650 1 | +735 2

o7 .672 632 1 671 1

3 611 «597 1 .610 1

o9 « 554 .552 1 +552 2 o
1.0 «501 . 502 0 500 1

"Een ander voorbeeld, dat ons het belang van C0 illustreert, is het

volgende

Lyt = -2xy? y(0) = -1,

De exacte oplossing is y



TABEL III _
oyt o= —2xy? 3 y(0) = -1 h = 0,1 ; exacte oplossing
x NG y! o ;f%? fout
0.0 [|¥ ~1.000 0 -1,000 0
.1 L010 | -0.204 1,010 0
.2 .0h2 L34 | -0.001 JOb2 0
.3 .100 726 3 .099 1
ok 2193 | . -1.139 6 «190 3
.5 339 . 790 11 .333 6
.6 578 | -2.988 27 .563 16
W7 ~2.010 | ~5.656 . 73 | -1.961 39
.8 =3.024 | =H.631 315 | -2.778 246
.9 | -5.263 |
1.0 -co

x2 1

N B Bij 0.9 itereert het proces niet meer naar een eindige waarde.
: Wll men nauwkeurigheid tot in 3 decimalen, dan mag C het bedrag

_'0.0025 niet overschrijden, Gebeurt dlt, can moet men h verkleinen.
waarschuwt ons dat dit

We zien, dat de fout sterk toeneemt, maar C

gebeuren gaat,
Om nog eens duidelijk de noodzakelijkheid van contrdle te onderstrepen,

. zullen we op het laatste voorbeeld alleen (6.1.9) toepassen.

PABEL IV,

y' = —nyz H y(O) = =1
x N ¥
0.0 -1.000 - 0
! «010 - 0,204
.2 <041 A3k
W3, 097 .722
ol «185 1.124
o5 0322 « 748
.6 « 535 2.827
o7 .887 4,985
.8 ~2.532 10.258
-9 . "3‘0 939 2?- 929
1.0 -8.118

;s h = 0.1,

=

st s EL

BN

s




96IRI ’

Het loopt schijnbanr allemaal erg plad en men heeft geen idee, dat bij
x = 1.0 de fout e groot is.

T 3. Milne's methode

We gaan uit van (6.1.3) en (6.1.5).
Differentieren geeft

Y: = y(; +- hyg + é‘r y;‘ + ees . (6.3.1)
ern
yi = y! - hyn - h? M oa ' ' o (5.2,2)
-1 o o o1 o ess o . . el

Optellen en aftrekken levert

' Y= oyt 2_(3) . h* (5) ' ' .
y1 + Y_-l - 2y0 + h yo + 12  oeee- (Ja303)
en
: . R ) .o
L vl = " = o=
T4 5"__1 .2]_13'0 + z Yo + enve o o (£.3.%)
o ' () ) it eean G5t
Uit (6.3.3) en (6.3.4) lossen we Yo B ¥, op en substitueren 4it
in (6.1.3)} en (6.7.5). Er volgt o
- . ' ' ' n2 ., . (5) P
v, -yo+§-[;|(y_1_+‘l6yo + 7))+ vy - 100 ¥, vo (£.3.3
en v ’
h = alu-l_ “' ‘ 1 .}.1.3... .” _—5 (5) . , = =
Yo, =¥, = 3% (7;_1 + 16y§ + y1) + T Y f T3V, ot e (o./.a?
s (3) (o) .
Cp analoge wijze v1nden we door substitutie van Yo en y. in -

(614)en(616)
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L sy (%) (6.3.7

I 2h ' 2,1
yé.“ Yo * 53 (5y1 - y - yf1) - 2h yp * 45 B3y T 4 e
en

y-z = yo -

Door aftrekking van (6.3.5) en (6.3.6) volgt nog

(s)

Y, =7¥_, +‘§ (v, + 4y) + ¥)) - §3 o | er (6.3.9)

of algemeen

ned T Tnad

Op analoge wijze verkrijgt men

Ypq = yn_3 + ——- (ay' - yi_4 o+ 2y} ) + o’ (6.3.11)

(Zie voor deze beide laatste formules ook blz 45).

We kunnen dus biJv. (6.3.11) als "predictor" en (6.3.10) als "corrector"

. gebruiken, .

De start vereist vier bekende waarden van y.

Deze kunnen gevonden worden :

a) door gebruik te maken van de Taylorreeks ;

b) door succeisisve benaderingen, verkregen door herhaalde toepassing
van (6.3.57, €5.3.6), (6.3.7) en (6.3.8) of (6.,3.10).

Immers X, en ¥, zign_gegeven, y; en yg kunnen direct bepnald worden.
Geschatte waarden ii en §1{ worden gevonden met -
y: = y' + hy" en '?1 = y' - hyg, waarbij we termen met h?

verwaarlozen. o
Met (6.3.5) en (6,3, 6) vinden we y en y_,

Bereken hiermee y; en. yl1 nogmaals uit de d.v. en bereken met deze
waarden ;:‘en ?_1 uit (643.5) en (6,3.6), ' '

Herhaal dit proces tot geen verandering meer optreedt, voorzover de
nauwkeurigheid vereist.

2 Gy, - gy -y m oty - TP v (6.3.8)

+ 2 (Yn+1 + 4Y + ¥y ) + 0(h%) (Slmpson) - (6.3.10)

SRR e L o e

S
A
3
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- Bereken daarna y met (6.3.7) en met Simpson. Dit wordt net zo lang
herhazld, tot ooi hier geen verandering meer optreedt.

-De vier wagrden y~1, yo, y1 en yz kunnen we nu als start gebruilken.
Voorbeeld : y' =x -y ; y(0) = ;i h = 0,1,
x y y' A
-0.1 2.215 "‘2¢3 :
0.0 2,000 -2.0 r eerste beradering,
0.1 1.815 -1.7
\J
N
-0.1 2.2155 -2.315 .
0.0 2,0000 -2,000 tweede benadering
- 0.1 1.8145 =-1.715 ]
) A
0,1 2.21551 -2.3155
0.0 2,00000 -2 .0000 ] derde benadering
:
2.21551 -2,31551
1.81451 -1.71451 eerste benadering van y,.
1.65620 -1.45620
0.1 2421551 -2.31551
0,0 2,.00000 =2 ,00000
0.1 1.81451  -1.71451 | startwaarden
0.2 1.65619 ~1.45619

o

We gebruiken nu (6.3, 11) om een waarde Voor ¥ te'boorspelleﬂ"
Vs = 1.52246 met yi = -1.22246,
Als-"corrector" gebruiken we Simpson, deze levert
S ¥y = 1.52245 met y§ = =1.22245.

We beschouwen dit als de correcte waarde, daar nogmaals invullen in
(643.10) geen verandering oplevert. -

Met (6.3.11) vinden we nu y, = 1.41097, berekenen y} = ~1.01097 en
_passen weer Simpson als corrector toe =}y,. = 1, ’+1096 wat weer als
correct wordt beschouwd,

Zo gman we verder en krijgen dan de volgende tabel -
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2 3 exécte_oplossing ¥y =

3e”%
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+ x - 1

x ¥y y! G0 exact
041 2.21551% -2.31551
0.0 2,00000 -2,00000 start
o1 1.81451 -1.71451 e j
o2 | ~1.65619 =1.45619 : .
o3 1.52245 =1.22245 -1 | 1.5224547
ol 1.41096 ~1.01096 -1 1.4109601
«5 1.31959 -0.81959 -1 143195920
o6 1o 24644 -0.64644 0 1,2464349
o7 1.18975 -0.,48975 -0 1.1897559
«8 1.14799 | -0,34799 0 1.1479869 )
.9 1.11970 ~0.21970 | =1 1.1197090 !
10 1. 10364 -0,10364 -1 1,1036383 ;
o 1.,09860 +0,00140 -1 1.0986433. }
o2 1.10359 +0,09641 0 11035826 ;

gpmerkingen

1) Een nadeel van deze methode is, dat ze instabiel is, Het is dus van
het grootste belang de startwaarden zeer nauwkeurig te bepalen met
een zo groot mogellak aantal decimalen,

e R L e e L

2) Men kan aantonen, dat hier geldt j
B _ co ‘ ‘
T ~ 53 .

Zolang T niet significant is nemen we aan, dat de waarde, gevonden
met Simpson, correct is. _
Plotselinge veranderingen in C duiden op aanwe21ghe1d van fouten. g

C :
Als —— groter blijkt dan de gewenste nauwkeurigh®id teestaat, moet

29
men h verkleinen, : '
Halvering van h geeft een verkleiningsfactor in de fout van 32.

3) Bij de eerste waarden uit de tabel blijkt, dat G°

Men kan dan de stapgrootte. verdubbelen en kijken of er nog voldoende
nauwkeurigheid verkregen wordt. Door deze wijze van handelen wordt

het werk gehalveerd.

We behandelen daarom nogmaals hetzelfﬂe voorbeeld als boven, met

h = 0,2.

Als startwaarden nemen we x = 0.6 ; 0.8 ; 1.0 ; 1.2, {
en berekenen y(1.4) ;3 y(1.6) ; y(1.8) en y{(2).

verwaarloosbaar is,
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x Y h A Cb exact

10.6 | 1.24644 .
0.8 | 1.14799 | -0.34799

| 1.0 | 1.10364 | -0.10364 start
1.2 | 1.10359 | +0.09641
1.5 | 1.13979 | +0.26021 | =11 1.1397909
1.6 | 1.20569 | +0.39431 -9 1,2056896
1.8 |1.29589 | +0.50411 [ -9 1.2958967
2,0 | 1.40600 | +0,59400 | - 8 1,4060058
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3

van differenties

4, Integraties met behulp
: a) Methode van ‘Adams .
' Bij deze methode wordt I gevonden uit formules, die y 1 qiet;bevatten,

waarbij we dus achterwaartse di.fferenties toepassen.

Uit formule (2.4. k) vindt men door integratle

.
b

- x6+h _ 1 .
: . . , . . 1 '
Y Y, =‘JW : f(x,y)dx‘z»h;[ f(x°+ph,y)dp = h(y! + 3yl +
xb 0 : :

gvsyt ?20v‘y' Foues)

en in het algémeen

Ypeq © y“+ h(y' * J-vy' j—vy +§v’y' +- 720v‘y' + eea) (6 b,1)

In deze formule wordt A uitgedrukt in y en de achterwaartse diffe-
: renties van y « We noemen haar de '"predicter".
-Op analoge wijze vinden we uit (3.3.4)

™ +

% =7, + oy -3vn - 57V - - EPIL - a2y 4 e 1
en algemeen '
1 1 1 19
— A' - -— ' - ——— -—
Ypeq = Ig* BlVR 0 ~ 39T0,q = 13PT04 = 289704 ~ 720 net *0° ]

waarbl j Yneq wordt uitgédrukt in ) y' s n de differentles van 35;1

We noemen deze formule de "corrector”.

Adams methode volstaat met herhaalde toepassing van (6. 4 1).
Er bestmat ook een gemodificeerde methode Adams, die tevens (6.4.2)
gebruikt,
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Het gebruik van deze methode eist een tabel van differenties van ¥t
die bij de start van de berekening niet voorhanden zijn en dus op
andere wijze moeten worden verkregen., Dit kan geschieden met Taylor.

Zij nu.gegeven y' = f(x,y) y(x ) = T

en stel, dat we ¥or y{, Yz y,, Y, met hun afgeleiden al kennen,

We kfijgen dqn'de #olgénde tabel

x 7 o gy viy! viyt gty 3
X, y ! -
Q Q Q
. . vy, '
X 7y i S L
. : ' vy} ' vy, '
xg_ B £ T2 o _ .v’:V, 5 V‘yk
' vys . vyl
3 ¥ ¥ 2 A
L v 7. :
*, Iy Iy ;
ﬁ

s is nu met (6.4.1) te bepalen. Beraknn met de - d v. 7} en vul de tabel'
aan., Hierna: berekent men Yg enz.

Voorbeeld :

Los op §' =x %= y? met y(-1) =

Stel dat onze. startwaarden zijn ¢ x = -1,% ;=1,1 3 =13 =0,9 ; =0,8.
We krijgen dan de volgende - ' ! : ' :

. TABEL VII
B .‘l‘“

x y 7' AN A AR 26 U A IR O 5
“1.2  -0.23916  1.38280 18489 a . ‘;is£a£t ' é
Te1 =0.10995  1,19791 — o0, <1302 o, ‘ :
1.0 0 . 1 -19811 - 20 - o8 .
0s9  0.09005 0.80189 _jgom, 10 =301 4
o8 . .16073  .61417 “i6o7s 1797 ugg 290 44
7 «21350 Sbb2 o 2265 43 =250 g,
.6 . 25036 29732 _1ponp 2483 yg ~—170
.5 27376 L7505 _ ggge 2531 ¢
=0l .28619 .07809
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Een fout in de berekening manifesteert zich meestal in een plotselinge
sterke verandering van de hoogste differentie, die in de tabel voorkomt.
Een nadeel van de methode is, dat de convergentie slecht is,

b) Met somfuncties

We gebruiken hierbij formule (3 L,4) met j = n-+ 1 en formule (3.3.2).
Het zijn )
o =mete - B 2+ (6.43)
nst o+t T 12 720 B fpeq T oo Se're
en
Y,.4a =7 +2ne 4+ D% - B ogte [ | (6.4.4)
n+1 n=-1 n 3 n 18] n s - ADeTe

waarbij we (6.4.4) als "predictor" en (6.4,5) als "corrector" gebruiken.

In (6.4.3) en (6.4.4) kunnen we nog invoeren P = hf , darn worden ze

_ ub=1 a 11 83p
yn+1 = p,b ?n+1 - 12p6Pn+1 + 720]16 a+1 + ase (corr.) (6.4.5)
en
7 .= s 20+ 2% - Latp 4 ... (prea.) (6.4.6)
l. n+1 yn-1 n 3 90 e . NOe e

We gaan als volgt te werk : . :
Bereken met (6.4.6) 1y , , wit P en geschatte differenties.

Uit Tpet . vindern we een eerste benadering voor P n+1? waarna we het diffe-

rentlieschema aanvullen. .

Met (6.4.5) vinden we een betere Y .q0 €0Ze

- . .
De term “13 Fan+1 moet dus nog geschat worden.



We kunnen starten met Taylor of met iteratie.

In . beide gevallen

-1 -
w6 P =¥,

Als voorbeeld van het
yt=x?-y
We starten met y{(x) =

Q
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e g moet de ‘somfunctie aan de beginvoorwaarden worden
aangepast, er volgt analoog wegens een formule op blz. 57

1

+-——pbP° -

12

’

12

?

iteratieproces behandelen -we

11

726 o

-
- ua‘.~f9+ sse

i y(0) = 1.
1.00000 voor x =

P + ses "
[+

~0.3(0.1) 0.3

(6.4.7)

dus
x ¥ 6~'p P 5P 5 2p
: 1. 33600 .
0.3 \1.00000  1.,24500 -.09100 - 500
0.2 1.00000 1.14900 -.09500 - 300 200
=041 1:00000 1.05000 =.09900 . _ ,4q 200
0.0 1fooooo 0.95000 '-.10000 + 100 200
0.1 1.00000 . 0.85100 -.09900 | 300 aoo‘
0e2 1400000, ,osng -.09609 & 500 200
Toelichting

Voor x = 0 is y"= =-1,00000, voor x = <01 en x
P_, = -0.09900 = P, .

‘dus P = =0,
)

Hou.v.

100000

6P_% = =0,001 3 GP% = 0.001 = pbPo =

dus wegens (6.4.7) ne~

v .
“o

1,000 =67 'P_, + 87'Py ='2.0000,

Q,1 is y' = -0.99000,
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.. =t -1 L ; 1. _ !
Verder is : 8Py - 3P 4 = Py = -0.1 ==}5'P% = 0.95000 en 3™ P

-
1.05000,

Uit de nu gevonden waarden kan de bovenstaande tabel volledig gemaakt :
worden.

’ We passen nu (6.4,5) toe en v1nden nieuwe y-waarden en daarmee een

nieuwe dlfferentletabel, immers
= {287 Py + Py} Eﬂ{bpi + ag§}...-=
- ${1.90 = 0,099} - Zp {0.0004} = 0.90033 (zie de vorige tavel)

= (evenzo) 1. 0996?
dus de nieuwe 6P1 + OP 3= 0.01994, waaruit met (6. 4 7) volgt ¢
a‘ip_% = 1. 05083 enz.

x y 7P R ; 5P 52p  85p
0.5 1.29100  1+39983  5.42010
L 2 aaa9733 27953 qqmps 37 39
| 4 q.09967 119980 - qoggp 876 55 0 - W
0.0  1.00000 1-05083 0000 897 200 0 T2
1 . ,90033 '_95083 08503 1997 499 - a1
.2 .80267  *86180 .o7627 1276 161 - 18
o3 70900  *78553 06190 1437
. 72363
Na enkele iteraties treedt geen verandering meer dp, er volgt ais'
eindresultaat’
x ¥ 57p P 5P ¥ P -
0.3 1.3hoth MO39 o501
.2 te21860 12788 408 715 222
.1 1.10483 1.16032  jogug 837 112 - 10
0.0  1,00000 1.05083 40000 99 100 - 12
A 490516 295083 . ogg5q 1049 89 -
2 W82127 86132 ngqy 1138 83 = 6
.3 . 74918 .78319 ,06592 1221
71727
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Het blijkt goed te kloPPen met de analytische oplossing :

2 -X

y=z2-2x+x% @ ", e

Uit deze start kunnen we dus verder met (6.4.6) en (6 4,5).
Er moet gecontroleerd worden, dat de bij P 1 behorende differenties
Ya zouden kunnen belnvloeden,

Om dit zoveel mogelijk te voorkomen, klezen we h zo kleln, dat b P geen'
invloed heeft , .

/

"5, Methode van Runge-Kutta

We gaan weer uit van y' = £(x,y) 'y(xo) =¥,

De reeks van Taylor

=2
L]
2%

- , f 2 ot
3'11+‘1 yn + hy.n + i Yo *

yg}+ e {6.5.1) ;

wordt hier vervangén door een‘formule van het type

¥ =3, + h[aof(xn,yn) + aif(xn + b,y o+ b, h) +

n+1

T+ dgf(xn + Ezh?yn + bgh) + .. apf(xn + nph,yn + bPh)] (6.5.2)

waarbij de a's, de p's en b's geschikt gekozen constanten zijn en wel zo,
dat als het rechterlid van (6.5.2) wordt ontwikkeld naar machten van h,
de coefflclenten van een van te voren vastgesteld aantal machten van h
met die van (6 5.1) overeenstemmen, :

Een voordeel: van deze methode is, dat ze zelfstartend is, en dat een : i
verandering van h gedurende de berekening geen enkele moeilijkheid geeft.

Een nadeel is, dat iedere stap verschillende berekeningen van de waarde

‘van f(x,y) vereist, wat veel werk kan geven, ‘

We zullen nu de b'e trachten uit te drukken als llnealre comblnatles
van de voorafgaande waarden van f(x,y). s
In de plaats van (6.5.2) schrijven we op

+

Tn+1 % yn»+ aoko toky o+ ... aPk§ . . | (6.5-3)
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met k= hf(xn,yn) | 2
k, = hf(:fn + B by + l;loko)
k, = hf(xn +* Ry gk + A, ky) |
: [(6.5.4)
k_ = ht hey. + A_ - Kq+ eonsh, _ ko
% (o) +ppBeyy +hp Kk o+ A;M_ 1 ¥ eeeihy bt pf1) R

waarbij @, ¥, fen A.E.m nog te bepalen ¢onstanten zijn.

We zullen achtereenvolgens bekijken p = 1 en p = 2,
Hogere waarden van p geven-aanleiding tot veel rekenwerk en het principe
verandert niet. .

In dit geval kunnen we voor A1o en ¥, schrijven : A en u, dus

Yneg = Ig * u'oko + %K ) (6.5.5)

met k = hf(xn,yn) 3 k,.= hf(xn + phyy o+ J\.ko). , : (6.5..6)

We wensen nu door geschikte keuze van @y & Aen 1 de ontwikkeling

1?
van {(6.5.5) naar machten van h zo ver mogelijk te laten overeenstemmen

met (60501)- ) . . .

We maken hierbij gebruik van de Taylorontwikkeling voor een functie
van 2 variabelen, -

Deze luidt
| ' Sl 3 a O
f(x + b,y + k) = f{x,y) + n§=1 =T (h s +1£ -a-:}-)'f,

waarbij dit als volgt dient te worden opgevat

A . 3 . 4 _ . af af
n-1.(h-—ax+k-ay)f-h—-ax+k—-y.
3 2,2 a%f ?f 2 0%
‘n‘-2 : (hs-in+k-5-§) f-hz-é—-; Ehkaxby*.km enz.
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»

Nu wordt'

k= hilx, +uby, + Ak ) =

3f 5, 31 PPY L APV o SENEINPYPY k4
h[f(xn,yn) + (p.hax + M%a.y + #(u?n ax?‘+-21’;1hkphay + J\’kO 2)]4—0(}19 ;

oy

af afy bl .3k . % aif, .
= H T i 2 (a2 242 4
=hf +h (ﬂax-i_-lfay) + 535 m+3u?&faxay+ ;f-a—yj) + 0(h )."
‘ Gl f afr(x,v) '
als £ = £(x,3,) i 35 = "Efci']x ; enz., terwijl k = hf. (
n'n
Er volgt dan
' : ‘ af f
- 2, (ndL 3t
Ypiq = Tn +.h(a.° +a,)f + hia,(pg- + ?gfay) +
SN SO L RPN L AP TPL L4 oy
S+ L e B Ziflaxay + A a.yz) +.0(h b (6.5.7)
Wegeﬁs de gegeven D.V. is echter
8f _ af _ ot 24 N
et e gty Y Tt ey
p
s 3% ar ar  @8%f af,? 28% 4.
T"=5E * Timy Yokt oy * Gmy * Gy Y Tapr -

s a2f 3f af afy? 3 £ -
= 327 afaxay *3x Ayt £( y) + fzayz « €enz.,




i
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dus (6.5.1) wordt .

h? ,8f - df
yn+1-yn+hf+2(x+fy)+
h’ {azf 2f azf a_f a_f- a_i_' 2 . .
i + 2f 30 + fza——;y + ¥ .. - + f(ay) }+ o(h"),

(6.5.8)

We willen nu dat de coefficienten van de machten van h in (6.5.7)'én
(6.5.8) overeenstemmen, Dit levert de volgende relaties op :

@ +a; =1 5 Boe =% ; Aoy= 3, ' (6.5.9)

Kies bijv. x,=¢ {c# 0), dan volgt er

a=1-c;a=c;p=1=—1~. V '(6.5.‘10)
(6.5.7) reduceert zich nu tot

h? ,3f 3f
Yneq = ¥p * BE 'f"_a (ax +.2 ay)

B; %f— « 2f 3 + f"‘—, ) + o(nd), (6.5.11)

De afwijking tussen (6.5 A1)  eventueel (6.5, 5) en (6.5.8), eventueel

(6. 5.1) is te schrijven in de vorm . .

oot h’ (2% a2 28
T, =~ g5 -7 —5+2f dxay+f3;’+

3t o @77 bl o ,
3% * 3 f(oy) I+ 73 y(x+Ai‘ay)+OEh) of



ott“‘ﬁ_m%wvuh A 2 e do b, oo ,Qplc&o /w—(ot 18 Quen,

-haken in (6,5.12) wegvalt.,
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°kz

. J + 0(hY), | (6.5.12)

|
*a

Men kan in het algemeen ¢ niet zo bepalen, dat de vorm tussen vierkante
Een geschikte keuze is ¢ = 4, want dan is

(zie (6.5.6) ).

x_ +Bkh = x

n n+1
Er komt dan
Yppq = Tp * i—(ko + k) + T . (6..5.'13).
met
k, = hf(xn,yn) i k, = hf(xn+,|,yn.+ ko) | (6.?.14)
: {5 N L VLTS 4
waarbij T = - 35 [y;::'. -BYI;(ay 1+ O(h'f). , (6.5.15)
*nt¥n . ' '
(645.3) wordt nu
yn+1 = yn + aoko + a“kl + ‘a-zkz . . (6.5-16)
met
'
k, = hf(xn,yn)
k, = hf(xn + Wby o+ L,ko) | h _ (6.5.17)
k, = hf(xn + whyy o+ Azko + Ak,)
J

Op analoge wijze als b:x.j - vinden we :
“L%’éj.h Aba cw-usl-iw\-\w:j %L




e
'ao + ﬁ, + a, =1
GyPy F CgHy T %
0.17&.1 + az(?\g+ ?\,) =%
Fogd + Foi = 1/6 )
Gy Wy Ay F 0'21"2(3‘2 + 7\3) = /3
Fa M + Fa (A, + At = 1/6
gy = /6
U.Z_A-,‘A.a = 1/6

o
[

Oplossing van dit stelsel levert

AyoE oWy ;1"2'_'?.‘2*'7\3"

Wy -3 Tw -3

We voeren j,€n J, als parameters in, waarmee alle andere ¢
vastgelegd 2zijn.
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(6.5.18)

" (6.5419)

o'éffici'énté}i

Het blijkt niet mogelijk, om nu ook codfficiénten van h* met elkaar in

overecenstemming te brengemn.
De fout is dus steeds o(h %), ongeacht de keuze van B, en i,

We kunnen voor ¥, en i, enkele eenvoudige waarden invullen.
a)

. .—-1- —-‘1 —-é- 1.
111-2’112—:.)&1—3,112-3’,&0-

|-
-y

?\.s%;%:—’];?\:2’
dus .

sy + g Gy o+ by vk + 0D (Kutta)

(6,5.20)
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:
]
omet bk = Wiy, .
(k= hflx, + Fh,y + #k))
| X, = nf(x + b,y = £ + 2k,)
1 2 4
b) p"_g"l_l,z:':;ﬁao:'f;, 0.1_0,U.2=E
1 2 ‘
Ap=gs A,=043r,=3
dus %
’ |
‘ . 2
) _ 3 ’ % - - ' “
. Yn+1 - yn + n (ko M 3k2) + O(h ) _(I-_Ieun) (o‘.5.21)
_. ;
met k= hf(xn,yn)
- NI R 1
1 = pf(xn.+- 3 h’yn + 3 ko)
k, = hi(x_ + %-h.yn * §k1)-

Het in de praktijk meest voorkomende gevél is E = E (vierde-orde metho-
de)o : ' .
Eet resultaat wordt

- Voorbeeld :

2
-1x )

L . 1 ) ) ‘5 P B

Tpeq = Ty + gl + 2k, + 2k, + 1) + O(07) . (6.5.22)

- - ,:

met k, = hi‘(xn,yn) ' ‘j;
K, = hf(x + Fh,y + Tk ) ?

o = e, + B, + 30

= hfl{x + h,y. + k) 1

k3 e ? n 2 o/ f

|

y' = =xy  3(0,5) = 0.88249690 h = 0,1 (exact y = e
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‘De eerste stap bestaat uit het berekenen van k ky, k; en ky door achter-
eenvolgende substituties in de gegeven d.v. e

Daaruit volgt dan yi met (6.5.22).

Een nieuwe serie k's wordt nu berekend, waarna 35 volgt, enz,
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Opmerkingen @ ‘ :

"In het voorgaande zijn verschillende methoden bespro-
" ken om de d.v. ¥y' = £(x,y) numeriék op te lossen,

-We wijzen er nogmaals op, dat zeer nauwkeurige atart-
" waarden van het grootste belang zijn.

(Gebruikt men de Taylorreeks (6.1.2), dan is het
~ voord#lig h zd te kiezen, dat 3 of L termen der reeks

reeds voldoende zijn, om-de gewenste nau'keurigheld

. te verkrijgen.

Het starten met de methode van Milne (zie §’3) ver-
eist betrekkelijk weinig werk, ir tegenstelling met:
Runge-Kutta, die in het algemeen' bewerkelijk is,

Stabiliteitsoverwegingen spreken natuurlijk ook een

 geer voorname rol, vooral als er een groot aantal

stappen moet worden gedaan,

De in het voorgaande behandelde methoden knnnen we
in 2 groepen onderverdelen !

a) niet zelfstartend (Milne, Adams)

b) zelfstartend (Euler, Runge-Kutta).

Bij de laatste methode is het grote voordeel, dat ze
stablel is, en een, veranderins van stapgrootte onder-

.weg levert geen extra moeilijkheden op.: Een nadeel .

is, dat de berekeningen van f{x,y) omvangrijk kunnen
zijn en dus veel tijd kosten.
Ook simultane systemen kunnen op*analoge wijze met

. deze methode worden behandeld (zie opmerking ma 6).

Een pnactische vuistregel bij R.K. is de volgende :
Het. verschil tussen ky en kg mag 2a3% z1jn van
dat tussen Kk, en kj.

Wordt dit overschreden, dan moet hhverklelnd worden.
Een vrij grove .regel is nog de volgende H o
Stel dat het resultaat met stapgrootte h s y is

en " 1 n' r?.h : 3"

Def : 6" ;t'(§ - §) 'dén_isrde gecorriggerde

[ y] = \

»Tenslotte nog een. opmerklng betreffende bovengenoemde

vuistregel, als men deze niet ‘tospast @

yt = -i-l'-y- s y(0)=1, h=0,1 geeft een fout in y(1) van -
x 0.00242

¥ e Tal'.. 3 y(O)-—1, h=0,1 geeft een fout in y(1} van

X 0,6000205

y! =‘£HL 3 y(0)=1, h=d,1 geeft den fout in y(1) van
+x A A 0.0133
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- 6, Hogere aggeleiden en stelsels differentiaalvergelijkingan
’ In het voorgaande hebben we slechts differentiaalvergelijkingen van de
eerste orde beschouwd.
We beschouwen nu een stelsel lin. D.V. van de eerste orde van de gedaante
;; = f (x|y£|ocoyh) ‘ .
'y' = £ (x'yi'oo-y ) S

met zekere beginvoorwaarden en geven hieronder een voorbeeld, hoe men een
dergelijk stelsel numeriek kan oplossen, :
Indien men een d.v. heeft van de gedaante

y(n) =‘f(y(n'1?, y(n_Z),...y',y,x§ n‘3w1‘ T (6.6.2) 5
kan men deze voor subs?}tﬁtie van ' )
¥ o=y, |
AR A
PR T
(n—1) I
I o yn-’l'u
omzetten tot een stelsel d1fferentlaalvergelijklngen van)de eerste orde,
. : : U
Yo =¥y
I = v
Ty T o |
. ¢ " LT - - Cena .
Coe ) e AR ) : (6.6.3)
o a = Y : oo .
Tne2 ¥ Tn-1 :
it . - o - --"
2 A ';:(xngd""yi’yo'x)
. - . . t. T ' - U
van n onbekende functies #an Xy nle Y yeesd, 4

o -1"
Hiermee is (6 6.2) dus tot . (6 6.1) teruggebracht.
Voorbeeld H

vw
~uw-
=3uv

Los op u'

B
nuu

met Uy, V. en w functies van de onafhankellak variabelex, terwijl
u(0) = 0 ; v(0)*= w(0) =
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2 We bepalen eerst 3 startwaarden in x = =0,1 ; x = 0 ; x = 0,1
" en voor x = 0,2 een geschatte waarde,
1 Uit (6.6.4) volgt door differentiatie
; u" o= viw o+ vw!
(3) » Tt .Il
u o= vw o+ 2viw' o+ vw N _ (6.6.5)
4 3, 3
uF ) = v( )w + 3vi'w! + 3vtw" 4+ vw( )

:
b
B

We kunnen verder u, v en w ontwikkelen volgens Taylor, dus

<2 x5 :
u(x) = u(0) + xu'(0) + T u"(0) + 3T M (0) + ..e en

analoog voor v{x) en w(x).

? . Wegens (6.6,5) is dan

S
. X
'IJ.=I-T+...
2 4
p. 9 X
V=1--é—+'5—+...
X

We substitueren nu x = ;0.1‘; 0O 3 0,1 en vinden

= =0,09975 u' = 0,99253
x = = 0.,99501 ==y v' = 0.09950
= 0.99751 w!' = 0,04963

u=0 u' = 1

x=0 Jv=1 =) v' =0

‘-' = 1 ' " =0

Voo

: u = 0,09975 u' = 0.99253
S : x = 0u1-{¥ = 0.,99501 —. ¥ = ~0,09950
= 0,99751 w! = -0,04963

in 5 decimalen nauwkeurig

en als schatting
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In onderstaande tabel is de bereken

TABEL IX

.
*

T e

L-  6z6€ec  9L5eg” L~  00L99* Q6665 L- 6G064%*  00£08° o°L
L= 66442 GL4g° L= 609¢9° 68099° L= 9L09G"  gHOGL® 6°
L= :nm¢m. £62Lg” 2= mwmom. 26eel” 0 LL0%29° ¢6069° Q"
L= Gqggwe* L2l6g” L=  0209¢° GLigl* L= 06004° 7EH29* VA
22 - Lgbeee goLz6* 2= ¢gLo6e 2945Q° L 14g9l’ £Qoss* . 9
2= 9902 = Lb62H6* ¢-  06SHYy*  92288° L H6LEQ" GlLoLY"® g
L=  HGLLL® 0%£296° L= mromm.m | 90¢26" 2  9288%8° Lohge” #*
L= GzowL*  #2gl6* L~  folget  geEGE* 2 gLELe* L6z ¢
0 €0460° GLO66" 0 L096L* 02086° 2 65046° zogeL* 2’
€96%0°  1LGL66" 06660°=.  LOG66° " ¢Ge66*  GL66O°O L
0 00000°L 0 00000°L 00000°1 o 00
£9640°0  16466°0 05660°0  L0G66°0 €6266°  S§L660°0~ L*O-
oo M 'y oo , 1A A ou .. M n x
do =1yt L= (0)h = (0)A S 0= (0)nt Ang- = M ! An- = A ¢ Ma = m
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Opmerking .
Wil men op stelsels als boven Runge-Kutta toepassen dan kan men bijv. voor
n vergelijkingen van net type (6.6.1) gebruiken -

yi(x + h) = yi(x) +‘% (koi + Akii ¥ kzi) + O(h?)‘

met
ﬁ .
kO:L = hfi(x'iyi geoe o)'n.)
(dyy = 0f (x4 dhy g+ FR geenyyy + Fk ) (6.6.6)

o
TS
[

[~} on

= hfi(x +hyy, +2k, =k yeeeyy, +2k -k )

L’ .

7. Iweede orde vergelijkingen

We gaan uit van _
y"' = £(x,¥). : (6.7.1)

Men kan sommige D.V.'s tot deze gedaante herleiden, bijv.
de algemene lineaire vergelijking : .

'+ £(x) 7' + g(x) y = hix), (6.7.2)

Deze is eenvoudig terug te brengen tot (6,7.1), immers stel y = u.v, u en
v functies van x, dan is (6.7.2) te schrijven als

uty + ut (20t & £v) 4+ ulv" + £v' + gv) = h, - (6.7.3)

Kies nu v zo, dat 2v' = -vf, dan volgt

= Ce-rff dx .

v en wegens
v = <3 (f'% + fy') + 12y - 3£y “gaat (6.7.3) over in

n fz 1_2.1.. 6 i
u" + u(g ~ ££f° « #£') = =, wat van de vorm (6.7.1) is, daar

<

ut niet meer woorkomt,
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Iets algemenér is
¥y o= £(x,7,¥"), (6.7.4)
die opgelost kan worden door de‘d.v. te vervangen door het stelsél

!

f(x,y;z)

U

y' =z

Om (6,7.1), waartoe we ons beperken ,tot oplossing te brengen.past men
dubbele integratie toe,

Z21] gegeven:

y" = f(x,y) : ‘
yix) =3, ) | (6.7.5)
y'(xo) = yé :

Men kan dan aantonen

g

o g2 kR . P
¥y = Ll & fj + 12.f3 240 6 f + 25 6 fj + eved (6.,7.6)
We moeten nu 6-2 fo en 6~1 fo nog_vastleggen}
Er volgt
- hi[6"? . - =1 g2 i p
yo = h [6 f‘J v 12 fo 240 6 fo LXK .(00707)
en
yt =nlus ™' £ - b ubf_ s oot us’t .v.] © (6.7.8)
o o 12 720 Q"'
£
. -1 -1 -}
waarbij wo - f = 6 f_%.+ > e

Voeren we nog in Qj= h’fj, dan worden bovenstaande formules

terwijl

A i i £ e e - -




- - 2 2 . « |
To =8 79+ 33 4, - 3o ° Qoo (5.7.10)
. -1 - J a1 L JR :
en by, = #0 Q= g3 #BQ, + T ué Q... , (6.7.11)
Opmerking : .
De algemene uitdrukking is
| - =1 : - A & a1 55 | |
| hyj : ub ‘ Qj T3 n_Qj * a0 ¥ Qj ves (6.7.12)

a) Reeksontwikkeling
Stel, dat y in een reeks te ontwikkelen is :

* L2

1
- t — "
j = Vo hyo + 21 W y" + .0

e}
-Bepaal een aantal functiewaarden en .hun eerste afgeleiden. Hieruit
volgen dan de bijbehorende waarden van Q en hun differenties.,

Uit (6.7.9) bepaleg we ‘6- 2

Qj‘
"Voorbeeld :

. y" +‘xy’-= o

y(0) = 1

yr(o) = 0. .

. Reeksontwikkeling géeft de oplossing

L I
y: 1 -'x-!-+6—!xs 9! X L )
) (6.7.13)
2
en y!.: --'22c~!—+'5'%tx5 1.3; X ene

We starten nu met x = =0,3(.1)0.3 en bereckenen met (6.7.13)

t 1
Y_s tot ¥, eny!, tot Yyo
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Daar nu ook Q - tot %5 bekend zijn, kunnen we met (6.7.9) &~ Q “berekenen
en hiermee 6 QJ ER daar de eerste somfunctles differenties van de tweede
somfuncties zijn. Als controle zijm 5 Qj 3 te vinden uit (6.7.12),

immers deze kan geschreven worden als

Q. 5Q, 4 + 6Q
- 5" . A ra J=%
R I T S S 2 toeee E
Q
- -_"-1 -
=370Q, y + Sl- X (@, = Q) + e

Het is natuurlijk weer noodzakelijk bij de start zeer nauwkeurig te werk
te gaan. Neem dus h klein. Heeft men eenmaal de start, dan ken men met

(6.7.9) . verder., Met Q, 3" 2Q en 5" Q kan men dan de volgende waarden
bepalen.

De start wordt (met Taylor)

-l

x ¥ \ 57 Q ) 8/ 59 5% Q i
| 0.3 1.004504  1.004253 _o.Go3086  0-0030M o (oo ‘;
S 62 14001334 1.001167 -0.001083 0,002003 -0.001003 8 4

.1 1.000167 1.000083 0.000083 0.001000 ~0.001000 3 )
0.0 . 1.,000000 14000000 -0.000083 0.000000 Z0.001000 °©
o1 04999833 04999917 ooi0gh  =0.001000 g nnog0n 3

.2  0.998667 0.998833" -0.003088  ~0+001997 -0.000990 7

3 0.995496 . 0.995745  _, jocgq  =0.002986 i

o 0.989671 ' " :

JEr treden wegens afronding nog kleine verschilletjes op.
- De integratie kan nu bteginnen., '
-2 \ 2
Qj+ y maar Q';j+ en d Qj+
bij een gladde differentietabhel wel kan en daarmee berekenen we y,

hieruit Qj+
veel verschillend van de schatting, dan berekent men yj+1

We kennen 3 nog niet. We schatten deze, wat
j+?

en de daaruit volgende teruglopende differenties. Is QJ+1

opnieuw, Het

e AR L et s

behoeft geen betoog, dat men h zo klein moet kiezen, dat y. direct
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gﬁi

. goed is. Men zorgt er dus voor dat 63Q al geen invloed meer heeft, Er :
volgt op deze wijze

TABEL X :
| = y s s¢ . a4 sq g
O ML 100000 g = 0 g f
.2 99867  ,99884 -308 200 g9 .1
o3 99550 499576 - 608, -7299  _g 2 |
.5 f::%23 « 97964 _1#94 f490. L 89 ; (f).
W6 QB2 96470 g% =579 .@
: \ -2073 o _
'”éﬁz‘. | ‘hfhhhsh". geachat

b) Iteratie

basispunten.,

bouwt de tabel op,

Daarna gaat men verder met (6.7.9),
rBepaal weer Q, b 2Q en & Q, tot het geheel stabiel is.

 Neem al benadering y(x +h) =

.Met (6.7:10)" bepaalt men met y

0

: 5"2Qd

en met (6.?.11) : 51

y o+ yéh-en‘bgpga}'j»gn"q voor cen aantal .

Q_% en .

men vindt dan een rij nieuwe y—waarden.

We beschouwen nu hetzelfde voorbeeld en starten met beginschatting H

Er volgt dan

¥ =1, bepaal Q, de dlfferentles en de somfunctles._;

TABEL XT o , }
S SRR 2 TR - TR SR 1 3% q
, ;-0.3 1.909?90_ .004249_-}”_3033 3000 L6060

-2, '1,600000. ,001166. .1083 2000 600 0
-+1 11.000000 . .00098; - 85 1900 4000 o

0 1.000000 - ,000000 . . gz 0  _i000 0

.- #1 7 14000000 0f999917 1083 "1000 1000 0' 
2 -1,000000 998834 .3083  "2990. 4000 0 -
.3 1.000000  ,995751 : =3000

a
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Bepaal nu de nieuwe y met (6.7.9). We vinden :

TABEL XIT ‘i
x ¥ 57  &8'q e - &g 8'Q

0.3 1.00450° 1.004252 i _yoge  301H  _oa
.2 1.00133  .001166 g, 2005 oo 8
1 1.00017  .000083 _ gi 1000 050 3
.0 1.00000  1.000000 _.gz O 1000 ©

+ 41 0.99983  0.999KM7 _ 0. 1000 _g00 3.
2 0.99867- 0.99883% g0, =1997 | 990 7 |
o3 0.99550 0.99575% = -2587 | ﬁ

wat in overeenstemming is met de start bij methode a). §
Opmerking :
a) De exacte oplossing der gegeven D.V. is

‘- ’ ) : 1 - .
3 gl"(%_) Vx J 1 (2 x? ), waarbij J_, een getabellezrde

\H
A Bt e e

" Besselfunctie is,

b) Met de gevonden y-waarden in tabel XII kan men @ weer benalen¥de

 tabel verder Jugauwen, en.daaruit opnieuw de y-'s, net zolang tot geen
verandering m:-T Optreedt.

3. Tweepuntsrandvoorwaarden

~In § 7 hebben we de d.v. van de 2e orde behandeld waarb13 de initiaal- ;
voorwaarden zijn gegeven in één punt : . ;

y(a) =4 ; y'(a) = C. _ | | . %
Het komt echter vaak voor, dat gegeven is :

y(a) = & 3 y(b) = B.

T e s e SAF e r 1

In 7 zagen we, dat y" + u{x)y' + v(x)y = w(x) gefransformeerd kan
worden tot o _
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y"+ 20y = gl (6.8.1)

We geﬁr_uikéﬁ_éls' de formule :

1

Tagr = 2y * Tpq = BNy 45800 4+ 09 (6.8.2)

n+1

' Deze i‘ormule is direct u:|.t (6 7.9) af te leiden. ‘ '
Vervangen we nu y" door g, - f o¥pr Wegens (6.8.1), dan wordt (6.8, 2)

als we O(hs) verder verwaarlozen -

_HE, 5 .2 '
(1 + W n+1)y - 201 - % g £y, +
' ' hzr. . _ h? "
* 135 Bag) Vg = 33 (Bpyq * 108, + Baqde  (6.8.3)

~Verdeel nu het vak (a,b) in N + 1 gelijke delen, zodat

. b - a
xQ = a’ x1 = a + h’.no’xN = a + Nh’ xN+1 = b H b = N 1 -

We krijgen dan door suEstitutie een stelsel lineaire vergeiijkingen in
.y1’ooo|yN van dé gedaante

h? _ s Y g
N 1+ 33 £ )y, = 204 her )y, + (1 5 £)7, = - %,
h.2 hz' h2
(1+:|-é- t, )y1-2(1- h’f)y,+(‘l +Té-f)y3_Ta-Gz
a2 5h?
(1 + 33 fN-1)yN-1 - 2(1 = S fN)yN +
(6.8.4)

h? )
+ 01+ 35 Iy, INe1 = 92 Oy
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Waarbl:j Gk = gk+1 + 1ng + gk_1!

i

terwijl Y, A en INg1 = B, waaruit

y1;...,yn kunnen worden opgelost.

De -oplossing is vrij simpel, daar de matrix van het stelsel (6.8.4) er
als volgt uitziet :- '

AN = {aik} 3 aik =0 k£L-1,1,1+ 1
0(1) £{i,k) € ¥ - 1

terwijl de andere termen bekend zijn.
Op de bekende manier kunnen de onbekende y-waarden dus gevonden worden,

Opmerking :

Het kan natuurlijk voorkomen, dat de gegeven d.v. in het rechterlid

ook nog een factor y bevat.

Is deze van hogere graad dan de eerste, dan kan men eerst net doen of
het stelsel wel lineair is en gaat dan iteratief verder, d.w.z. gebruik
een oplossing om een nieuw rechterlid te bepalen, los het stelsel weer

op en berekeéen opnieuw de rechterleden net zo lang tot er geen verandering
meer optreedt in het gewenste aantal decimalen.

Partiele differentiaalvergelijkingen

Bij een partiSle d.v. treden de functies u(x,y), gﬁ, %% en de hogere

afgeleiden van u(x,y) op.

Een partiele d.v. is een vergelijking, die het verband aangeéft tussen
de bovengencemde functies, wat geschreven kan worden, als we niet verder
gaan dan afgeleiden_van de tweede orde als

(a= 92u 32w Qdu du
3x2? oy?' oaxdy' ax' dy

y Uy Xy ¥) = 0,

We bespreken'eEn eenvoudig voorbeeld
0. (Laplace) (6.9.1)

We zetten deze vergelijking eerst om in een fdifferentievergelijking.

.

We definieéren :
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o [y oontes ny) - utoy)
| % N
_ulx,y) = ulx ~ hyy)
v T h :
(6.9.2)
_ulx,y + h) - ulx,y)
u =
h h
_ulx,y) = ulx,y = h)
U= =
h
v
2
IT: - = Y% ?i _ulx + hyy) - 2ulx,y) + u(x = h,y)
¢ XX h - h?-
. .
4 - um A :
. X vy _ ulxgy + ) - 2ulx,y) + ulx,y - h)
u=. = = 3
Np h h
7 : : (6.9.3)

Op d&e volgende w@manier kan nen de functiewaarden bepalen in een net-
_werk van punten, Willen we het netwerk fijner hebben, dan verkleinen
we h. ) '

Met (6.9+3) kan faen (6.9.71) benaderd als Wolgt schrijven

-+ ulx + h,y) = 2ﬁ(x,y),+ u(x = h,y) +d=x,y + b} -
o ' (6.9.4)

- 2u(x,y) + u{x,y = h) = O,

Oplossen van u(x,y) geeft .

u(x,y) = # {ul(x + h,y) + uCx,y +-h) + ulx « h,y) + u(x,y - h)}
' (6.9.5)

We zien hieruit dat de functiewaarde van u(x,y) binnen een vierkant
bepaald door de punten (x,y - h) ; (x + h,y) ; (x,y + h) 5 {x = n,y)
benaderd wordt door het rekenkundig gemiddelde van de functiewaarden
in de hoekpunten.rond dit punt gelegen, volgens fig.I.
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Fig.I. _ a2

X - h,y +h Xpy + I (x + h, vy + h)
/‘\
- ™~
- AN
. - \
// ~
7 .
o N
” ~
AN

x = h (\ o (x,¥y) 1 X+ hyy

~ -

~ ”~
N i
AN ”
~ -
'\\ /s
-~ -~
S’

X - h,y - {(x + h,y - h)

We tekenen nu een netweri van kleine vierkanten exn nemen aan,
gegeven randwaarden van u(x,y) genoteerd worden door a
Het netwerk is getekend in

dat de

+ 8
1

LT

fig. II a‘ a, a, a, a,
8¢ 1, 4, My ag

u u u a

A 3 s § ?

a u u u a
1% 2 8 43 8

- A} .
a,y a a a a,

De eerste benadering;

12 11 10

uit (zie figuur IT)

[+
]

[~}
n

=]
]

=
il

[
n

%(a,
t(u,
% (uy
%(us
% (u,

en van de inwendige

.
.

+a,, +a,) u,
+a, +a,) u,
+a, +a, ) u,
+a, + a1,) u,
+a, +a,)

It

#(u, + a
%(u1_+ u
%(a, + 1

11-‘(119 + a

3

5

9

11

+

+

punten uz worden nu gevonden

(6.940)

Zoals blijkt, worden u 54 U, 4 U, , U gen u, bepaald uit het schema

zoals in fig. I te vonrschijn komt uit de stippellijnen, u.

en u, uit de getrokken lijnen in die figuur.
Daar we met een eerste benadering hebben te maken, is dit seen bezwaar.

s Uy

U,

g L.




In de volgende stappen gaan we wel volgens de stippellijnen uit

figuur I te werk.,

De tweede benadering wordt nu zodanlg, dat we de pas gevornmde nieuwe
waarden voor een zekere u gdirect in de volgende berekening substitueren,
Op die manier ontstaat een successieve benadering van het probleem
(iteratief proces).

Er kemt het volgende schema voor de tweede stap

=3(y, + a, a4 + W) | ,Y

+

#a, +u; +,u, + u,)

= +(uy + a, + U, + U ) | ,u 2lu, + a;, + a,, + 2u‘)

2% =4(ag + a, +,u, + u) | ,ug =y + a, +,u, 4 Uy)

+ U + ‘.1)

n
i~
E o
1
+
py
=
+
=
+
jul
+
&
g
=
-
1}

(a, + a

21 15 | 2 19 28 27§
2l = £#(u, + ug +,u,  + 2uz)
enz, ' (6.9.7)

Toepassing : .

\ . 2 AuEO,yilz 0 \

%u  ¥u _ L u(x,0) = #x
Los op Fee oyt = 0, als ull,y) = 8 + 2y

u(x”"‘) = »

We nemen 2ls netwerk, dat dus nog verfijnd kan worden (x WY = 0,1,2,3, &)
h = 1.

De randwaarden worden in deze punten berekend en rondonm geplaatst.

De berekening wordt volgens (6.9.6) en (6.9.7) uitgevoerd en er volgt

TABEL XIII (zie blz. 127)

Opmerkingen :

1) De berekening, die hier is uitgevoerd in een nauwkeurigheid van
L decimalen, wordt zover voortgezet, tot geen verandering meer
optreedt, Dit is hier bereikt na 110 achtereenvoelgende stapnen,
volgens het systeem der formules (6.9.6) en (6.9.7).

-
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2) Door de stappen kleiner te maken, krijgt men een fijner netwerk
en een snellere iteratie,

2) In sommige gevallen is het mogelijk een partidle d.v. zcals ({.9.1)
op te lossen met scheiding van variabelen. Dit kan tot*een esnvoudige
berekening leiden, als de randvoorwaarden geschikt zijn.



In ons voorbeeld-is dit niet het geval,
Het scheiden van variabelen gaat als volgt,

Men stelt ulx,y) = f{x) g(y), dan wordt (6.9.1)

1}

£7(x) gly) + £(x) g"(y) = Of::bf"(X) -k £(x) s X constant.

g"(y) = Kkigly’

Zijn de randvoorwaarden geschikt, dan is hieruit de oplossing te vinden,
We gaan daar niet verder op in. -

TABEL XIII
1 2 3 L
0.5 2 b5 8
1,625 0 3,6875 66250 10
. 5625 6719 +5586
5547 .6982 5722
« 5640 .’7088 « 5698
.5%70 .7554 .5570
2.0625 4,5000 | 8.0625 1z
.0469 6797 | .0908
+0576 +6992 0704
. 0658 .6931 L0656
.0526' .6576 .o°626
2.1250 4,9375 9.1250 14
1.9961 . 9502 0102 ‘
2.,0002 9274 8.9994
149983 .9227 £9971
1,9956 .9197 .9956
1.0 4,0 9.0 . 16
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