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HOOFDSTUK VIT. HET NUMERIEK OPLOSSEN VAN STEISELS LINEAIRE VERGELTJKINGEN

In dit hoofdstuk worden enige methoden behandeld, die gebruikt lounnen worden
voor het numeriek oplossen van stelsels lineaire vergelijkingen, Wij onder- .
scheiden directe en indirescte methoden. Onder een directe methode verstaan
wij een methode, die in een eindig aantal (van tevoren ie bepalen) bewerkingen
het juiste antwoord levert, mits van afrondingsfouten geen sprake is, Indi-
recte methoden zijn iteratieve methoden, Eerst zullen wij een keuze doen uit
de vele directe methoden, . '

1. Eliminatie methode van Gauss

Wij garan uit van een stelsel van n lineaire vergelijkingen met n onbekenden.

aX+aX+-¢...+ax=b

1171 1272 iTn E
+ sen s + =
&51%y Fa X, T &on®n bz
. . . (7141)
. L 4 L
[ 3 o a
[} *» .
[ ] * [ ]
-] [ ] -
+ =+ )
a.mx1 an2x2 PRPPI nnxn = b21
B X )
'1 a
Dﬁmhwﬁwumwﬁ(&),£=<:>,h=(}),
X b
n o}

den kan (7.1.1) worden weergegeven door Ax = b, .
Veronderstellen wij dat det A.# O, dan heeft TT.‘I 1) precies één oplossing
x. Ge om deze oplossing te bepalen als volgt te werk:

deel de codfficitnten ult de eerste vergelijking door & 44 €0 eliminesr

daarna met deze vergel:l.aking, (waarin de co&fficiént van x, nu geliak is

1
zan 1), de x, uit de 2% tot en met de n® vergelijking.

Wij krijgen da.n het a2an {7.1.1) ecuivalente stelsel

NN NP O O | (1.1.2)
NONSUSNCI NN
| § (7.1.3)

Merk op dat, indien A.(1) de matrix van het stelsel (7.1.3) voorstelt, geldt
det A=a o det A |
Behandel nu het stelsel (74103) op dezelfde wi_jzeéﬁu.s deel de eerste verge-

_Z_!_;l.,]lclng dooxr 2., en elimineer dazrna x2 uit de yolgerde vergelijkingen., Ve
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zetten dit proczs voort en komen uiteindelijk terscht op ket stelsel

) (1), .. (). (). _ . (1)
A a}a Fy Y oeesse TALL, =D
:':Cz -+ a‘?\.f)l{s T ceese T 2i)‘1" = bzl\d)
e 23 4+ secoee T aB(:l)XI‘. = b:ES)
: (Te904)
: -
-]
x + a(n”1)x = b(nni)
n~t o nel,nn Tt
Lo (m)
*n = bn

Uit dit =zgn. triangnlaire stelsgel berekenen wij achiercenvolgens xn, X

et
. o a 2 i

esey X, . Bovendien geldt det A = & . oM e B m i, (ﬂ1l

Te coéfficiénten Byyr Bass a7y eeeeny die bij dit eliminatie proces zo'n

speciale rol spelen, worfen pivots gencemd.
Het is mogelijk dat tijdens de berckeningen een pivot gelijk can nul verw

(1)

sehijnt. Stel bijv. a,, % 0, ey, = 0. Door omnummering van de onbekenden

5? xs, seey X (dqus kolommen vervisselen) kunnen we zorgen dat de co&ffi-
cignt links boven in (7.41.3) ongelijk aan nul wordt. De rol van pivot wordi
dus nu overgencmen docr een andere codfficidnt uit de eerste vergelijking
van (7.1.3). Deze strategie is ook voordelig indien de pivet Xlein is {(dit
gebeurt in het algemeen als de pivot verkregen is als het verschil ven

twee ongevesr even grote getallen (cijferverlies!)). Het delen dgor zo'n
kleine pivot kan grote fouten introduceren. Bij het zocken nzar een geschike-
te pivot behoeven wij ons niet te beperken tot een enkele vergelijking.
Hierop berust de zZgn. pivoial condensation., In deze straisgie gaan we als
volgt te werk: :

Door omnummering der onhekenden en door het verwisselen van vergelijkingen
kunnen we zorgen dat in het stelsel (7.1.1) de in absolute waarde grootate
cogfficignt in de linker bovenhoek komt te staan, Na de esrste eliminatie-~
ctap zoekt men de in absolute waarde grootste codfficiént uit de matrix

x

Aﬁ1 van het stelsel(7.7.3). Door vernummering van de (n - 1) onbekenden
en door verwisseling van de {n - 1) vergelijkingen uit dif stelsel kan
men weer zorgen dat deze coéfficiBnt linksboven in (7¢103) komt ie stzan etc
Bij de praktische uitvoering van de eliminatie noteert men allesn de coéf-
ficidnten en laat men de verwisseling van rijen en kolommen achterweze.
Wij onderstrepen steeds de pivots., Veak neemt men nog een contxrolekolonm mee:
de getallen c; = b3 a;j + bi’ Voert men op deze kolom dezzlide bewerkingen
A= -
o 1
uit als op de kolom dexr rachterleden dan blijkt dat de eigenschsp dat de

termen uii deze koleom de som zijn van de overige termen uit dezelfde rij
van het schema, behouden blijft, Dit berust in wezen op het feit dat uit
n n n .
5 a,.x,=Db, volgt S a..(x+1)=5%. + £ &, =c..
3=1 iy i 3=1 1375 i =1 ij i
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Voorbeeld 1

1.0134x, + 1.9725x, + 6,9147x, = 2.5624
1= -3,0025x, + 5.1234x, = 1.0920x, = 1.4027
1.8731x, + 2.7234x, = 1.2576x3 = 7.2338

De cobfficiBinten van het stelsel bezitten 5 significante cijfers, Tijdens
het pekenen nemen wij een extra oijfer mee, De uitkomsten worden weer af-
gerond. ' .

Gauss zonder pivotal condensation

x, X, Xy bi c,
1.0134 1.9725 6,9147 2.5824 12,4830
-3,0025 '5,1234  =1.0925 1,4027 2,43
C1.873 2,7234  =1.2576 7.2338 10,5727
(1)1 1.94642  6.82327 2454825 12,3179
10,9675  19.3944 9,05382 39,4156
~0.922439 ~14,0383 2,46067 | =12,5000
(2) 1 ©1.76835 | 0.825514 | 3.59385
-12, 4071 5,22216 | =9,18489
G | 1 ~0,259730 |  0.740293| A

De regels (1), (2) en (3) bepalen tezamen het triangulaire stelsel (Te1e4).
Te oplossingen zijn

X, = 1.8196 x, = 1.2848 X, = =0, 25970

Merk op dat det A = 1.0134 x 10,9675 x =12.4071 = =-137.90.

Gauss met pivotal condensation

X, X, X4 bi ci
1.0134 1.9725  6.9147 2,5824 12,4830
340025 51234  =1.0925 1,4027 2.4311
1,873 2,7234  =1.2576 7.2338 10,5727
(1) 0.146557  0,285262 1 0. 373465 1,80528
T2.84035  5.34505 1.81071 1.40337
2,05741 3,08215 7.70347 12,8430
(2)-0.522974 1 0,333154 | 0.810180
3,66929 6.67664 | 10,3459
(3) 1 A 1.81960 2,81959
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.'&'.1 = 138196 31'.2 = 1,2848 x3 = ~0,25970,
Let op! 6.9147 X.5.43505 X 3,66929 = + 137,90 = ~ det A,

2, Eliminatie methode van CGaugsg-Jorden

Eier herleidt men het stelsel Az = b tot een zgm, dis.gonaal stelsel. Na

de eerste eliminatie stap en delen door & !

20 heeft men

X +a.(1)x2 +8.1(;)3C + ssese +a(1)x =b(1)

k 12 in " n
x, + az(j)xB + voees é;) _ (2) '
agl)x2 * agl)xa + eanse T s.(n) = 'b(1) (7.2.1)
IE;) 2 1(13) 3 + asees +aIE;1)xn=‘bIE1")

Dan elimineert men %, niet alleen uit de 3° t/m de n-de vergelijking mear

ook uit de éerste vergelijking., CGaat men zo door dan krijgt men uiteinde-
1ik

*4 = b1(n)
B .. . (7-'2-2)
‘.':r. = b(n)
n

De rechterleden van (7s1.6) geven de oplossingen,

3, Tliminatie methods van Crout

Deze methode leidt tot hetzelfde triangulaire stelsel (7.1.4); dat het
resultaat was van de Gauss-eliminatie.

‘Het grote veoordeel echier is gelegen in de aanzienlijke bepe---mg van het
opschrijven van tussenresultaten; men behoeft slechts de elementen van

een hulpmatrix te no uerea-. Bij stelsels met een groot sanital vergelijkinger
geeft deze methode een aanzienlijke tijdsbesparing,

Om het geheel overzichtelijk te maken zullen wij eerst, zonder een bewijs
te geven, de gang van zaken schetsen.
We gaan uit van het stelsel Ax =
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p: + -+ . +
31151 8-123:2 ssseane a1nxn=b1

-

a +a_ x *+ +a X =Y
x1 22"{2 so0sv e nn 2

(7.3.1)

XYY RN
assebdo®

D essassse

& + + ' +a x =
n11x11 a.nzxz sss e o n

en bepalen de hulpmatrix

ol

' l -0 .&'
Bgy Bqp st in

al 352 csnssne aén

N -

(Te342)

0 esssens
P T XERR]
rsessscss o

©
B
o~

‘3__..-...

ashs o &

H
1 n2
met behulp van de betrekkingen

3=1

! =@, . ~ I a'! al. o i>j
a':1.;1 1 ey chak;] J

i1
gl . =—— (a,. - L al a'.) i< - (74343)
ii e K X

3 i1
t = —— - 1
b} =gy (by - I af BY)
S k=1 _

[a]
net de afspragk I 4.0 = 0

k=1 o
Dzarna vinden wij achtereenvolgens Xy X g9 oo Xy uit de betrekkingen

n

xl = D! - z aj'.k X.k ie=mn, n—1’ 3-2, XYY 1 - (703-4)
k=i -

Het bepalen van de elementen van de hulpmatrix (T+3+2) geschiedt op de
volgende manier,

Uit (7.3.3) volgt direct
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e.j'_1 =ai1 1="1) wesey 1
al =i3-'j-=il‘j~ = 2 n
i oEL T e DTS
By =;—=;—'

11 11

Hiermee zijn de elementen uit de eerste kolom en eerste rij van (?.3.2)
bepaald. Laarna velgen de overige elementen uit de tweede kolom

! = a, -al! a! i =
2ip = B4, i1 %2 i=2

Dan hepalen we nog de onbekende elementen uit de 2e rij.

1 . -,
f = e— o - H H
825 7 aL, ("23 424 a1j) 3>z
by =g (o -2y, b))
22

Zo vullen wij achtereenvolgens de verschillende kolommen en rijen aan,
Cm voortdurend een controle te hebben tijdens het rekenen nemen wij een

Zalie]

extra kolom ¢, mee: ¢, = a, + by 1= 1, ceey N

k=1

Deze c, behandelen we op dezelfde manier als de b . Dif komt ‘er_op neer,
dat we tegelijk met (7.3.1) ook het stelsel Ay = ¢ oplossen, ‘
Wij vinden de Y uit

| .

y. = C.'l” E a! y i = n’ n-1, ey 10 (70305)
i =i+ ik Yk _

Er moet nu gelden (zoals later aangetoond zal worden)

v =¥+

n - | (1.3.6)
c!l= 2 aly, *hl +1.
. L 1
k=1i+1

 (7e346) wordt gebruikt als controle op de berekening,

In het geval, dat de matrix A symmetrisch is d.w.z. a’ij = a’ji’ kan worden

bewezen dat veoor de huwlpmatrix geldt: .
al.
a"ij = 5—'}}- i< J, De elementen rechis van de hoofddiz-
ii

gonaal volgen dan direct uit de bereckening van de overige elementen.
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Een nadeel verbonden aan deze methode is dat pivotal condensation slechts
beperkt mogelijk is. Wij zorgen dat wij door omnummeren van de onbekenden
en door verwisseling van de vergelijkingen starfen met een matrix A

vasrin le | = ‘aijl i=1,3=1

Wij behandelen voorbeeld 1 met deze methode.
Het coBfficisnten schems met hulpkolom is

'x3 x, x1 .t.)i Cy |
649147 1.9725 1.0134 2.5824 12, 4830
21,0925  5.1234  ~3.0025 | 1.4027 2, 4311
1.2576 27234 1.8731 | 7.2538 | 10.5727

De hulpmatrix met controle kolom wordt

al. B! e!
i3 i i
6,9147 0,285262 Os 146557 0,373465 1.80528
~1,0925 5, 43505 =0, 522973 0, 333154 0,810180
=1.2576 3, 08215 3,66929 1.81660 2,81960

De ‘oplossingen zijn x, = 1.8196, x, = 1.2848, x,

nant ven de matrix A is op teken nal het prc;d{zgfmyai"i'dé—éignviéﬁ%—éﬁ

en al
37

= ~0,25970. De determi-
Pl 822

Rechtveardizing van de eliminatie methode wvan Crout

Wij voeren eerst enige begrippen in.
Een vierkante matrix (aij)

(ij = 1,

2, +..y 1) waarvoor geldt 8y = o,

voor i < j heet een linkertriengulaire matrix (L-mtrix). Als a’i‘j = 0 voor

i > j spreeki men over een rechtertriangulaire mairix (R-me.trix).
Wij vermelden enige elgenschappen. '
De determinant van een triangulsire matrix is het product van de hoofd dia

gonaal elementen.
R)-matrix., De inverse ven een

triangulair,

Het product van L (resp. R)-matrices is weer een
triengulaire niet singulaire matrix is -

L (resp

We vragen ons nu af of het mogelijk is een vierkante matrix A te schrijven

als het product van een L-matrix e
rijst de vraag of ~
Goor A zijn bepaald. Dit laat

indien deze''on

n een R-matrix
thinding"mogelijk is - L 'en R éénduidig
ste is inderdaad het geval als wij ons beper-

: A = L+ R, Bovendien .

ken tot R-matrices me% hoofddiagoneal elementen gelijk aan 1. Neem

IR R

1
A ,
B
21 Zo2
: .
a! al
ni 2

a’rm
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T al al_ seses a!

—4 = asses

Dan volgt met de definitie van matrixvermenigvuldiging uit A= L ¢ R

J=1
a,,= & al 1.+ al, i=2]
1 e 1ksk3 i) - J
(7e3¢7)
i
.. = L ! ', i < j
.a':i.,j - k=1 Six E'kJ P=d
Tus )
=~
= - =
ofy =yt B ek ol L2 |
(7.3.8)
1 i-1, .
4 e — - ] 1 il 3
oty Cap Tl k) P

Wij zien dat (7.3.8) identiek is aan (7.3.3). Dit betekent dus dat de matrix
(7+3+2) de ontbinding bevat van A in een L= en een Re-mairix. Hoe de elemen-
ten ai,j uit de betreklkingen (7.3.8)  mogten worden bepa.ald is reeds eerder

‘besProken.
Wij maken nu gebruik van deze triangulaire ontblndlng van 4 om het stelsel

vergelijkingen Ax = b op te lossen.
Vemenlgvuld:.vlng met de inverse van L geei‘t Rx = L~ b.

Met de notatie L 1b = b' volgt b .—.-iLb’ an dus

i
b, = I af, b waaruit volgt
k=1
1 ie | -
bj', == (bi - X a.:.[k bﬁ) : (70309)
ii k=1 : :

Deze betrekking is identiek aan de laatste betrekking van ('{ Ze3).
De oplossingen van het triangulaire systeem Rx = L b = b'-worden gegeven
door (zie (T+3.4))

n - : .
x. =b! - I a.j'_kxk 1=1n, Nely, aoey 1 (743.10)
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De betrekking (7.3.6) die als controle wordt gebruikt verifieert men een
voudig op de volgende manier., laten x en y de oplossingen zijn van resp.
Ax=Dben iy =cmetc, = j§1- gyt b

Nugeldt.&-.@+i) b +Al=c waar L= (1, 1, vuey 1),
Dus y o= x + 1.

Uit Ry_ = L~1£ = _9_! VO:I.@,“'t R(E +i> = E.!l dus -c-l =h! + Bl
Uitgeschreven geeft dit ' LTI s e
n
=b'+1+ 3 a! (7e3s71)

t Kei®l F ' '_

Tenslotte merken we nog op dat de Gaugs eliminatie in wezen bemét op een
herhaalde vermenigvuldiging van de matrix A met een linker tr:.angulalre
metrix (A= IR dus L 'A = R), _

Tot het oplossen van stelsels lineaire vergelijkingen kan men rekenen

het bepalen van de inverse van een gegeven vierkante matrix,

Onder de inverse van een matrix A verstaan wij de matrix B, waaxrvoor geldt
4B = BA.= I, waarin I de &&nheidsmatrix voorstelt.

2 . .
De n elemen‘ben 'b . van B moeten bepaald worden uit de n2 lineaire verge-

1ijkingen:
Iéa. b, =& 1=7 ecey me'l‘-&ik=0 als i # k
J=1 ij "k ik k=1 seay 0t =1 als i=Xk,

Neem k vasgt, dan vinden we de k-de kolom uit B als oplossmgen van
het stelsel vergelijkingen

a'11b11~:+a'12b2k+"' +a.1n bnk 4]
21 1k+a22b2k+"' +a'2nbnis 0
by T A Feer T A Dy =1
[ ] [ 3 O
a‘nsb1k * a'nz.bak Foeee ¥ &an bnk =0
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De coBfficidntenmatrix van de linkerkant van (7.3.12) is voor alle stelsels
vergelijkingen ter bepaling van de kolommen van B gelijk, We kumnen dus
simultaan met é4n van de besprcken eliminatiemethoden de n stelsels oplossen.
Wa gaan ulv van het coifficisntenschema

a a LI B A NN a 1 O 0..9‘0'000.0
11 12 o .
8-213.22 AR YN X aan 0 1' 0 searvsang O
: . . 07, .
. ] . . .
. c . . .
. ¢ . . @
L] L] - -]
. . . . »
. L] - . *
) . . . .
a-n1a-n2 esécessse a-m 0 0 0 ‘-caco'oc.-‘l

- Aan het slot van de bespreking van enkele eliminatie methoden willen we:
nog iets zeggen over de gevenden oplossingen, _
Veronderstallen we eerst, dat in het stelsel vergelijkingen Ax = b de
codfficiénten a‘ij' en bi exact zijn (dus geen afgeronde getallen).

Door de noodzakelijke afrondingen tijdens het eliminatieproces, is de
-gevonden oplossing x' niet precies gelijk aan de juiste oplossing x,
Vullen we de gevonden waarde x' in, dan vinden we

Ax' =D' met x'=3x+%x en b'=D +dh.
Dus geldt

A(z +5x) = b +bD of Abx =bb, ) (7.3413)

Daar het rechterlid van (7.3.,13) bekend is, heeft men hier een stelsel
lineaire vergelijkingen voor de correctie X,

In de eliminatie methode van Crout behoeft men ter bepaling van dx
slechts woor &én extra kolom (nl, 8b) de berekeningen opnieuw uit te
voeren.

Het bespreken van de mogelijke fouten in de oplossing, die te wijten
zijn aan onnauwkeurigheid in de coéfficiénten (bv. de cofficiBnten zijn
afgeronde getallen) laten we achterwege, daar deze materie te gecompli-
ceerd is. We merken alleen nog op, dat soms kleine veranderingen in de
gaarde der codfficignten grote verschuivingen in de oplossingen kunnen
veroorzaken. Zulke stelsels vergelijkingen worden "jlleconditioned
gystems"” genoemd.

PEEEF O DA
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Tteratisve methoden

Vele stelsels lineaire vergelijkingen, die in de praktijk optreden, .
kunnen zo worden omgevormi (dcor omnmummering van vergelijkingen en on=-
bel;enden), dat de absolute waarde van de codfficiént van T, in de k-de

vergelijking groot is in verhouding tot alle andere coBfficignten uit
deze vergelijking. Iakk] >> Ie.kll i#ke

Zo'n stelsel vergelijkingen kan men den vaak door een iteratief proces
0 oplossen, :
: We behandelen twee methoden,

.

4, Iteratieve methode van Gauss

Wij schrijven het stelsel Ax = b in de vorm

n

aiixi = bi - k21 E'.mzk i = 1, esey n (7.491)

ki

n
We kunnen in de rechterleden I a, X (i # x) als relatief kleine cor= -
' k=1 ‘
recties opvatten en dus als eerste approximatie van de oplossing nemen

b

1 i .

x£)=a—.*‘" l=‘1, aesy Il
ii

De volgende approximatie verkrijgt men door in de rechterleden van (7.4.1)

voor X, de eerste appreoximatie xk1) in te vullen,
Men krijgt dan i

) aikxlg” )

i

kel

(2) = - (bi N
ii k=
4

a

-

-

Dit proces wordi herhasld tot men de gewenste overeenstemming heeft tussen
de nieuwr verkregen xkvﬂ) en de daarvoor gebruikte Ikv » Het is echter de

vraag of dit iteratieproces convergeert.

50 Iteratieve methode van Gausg=-Seidel

Wanneer wij tijdens het iteratieproces een onbekende in het rechterlid
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steeds vervangsn door zijn laatst gevonden approximaiie krijgen wij de
iteratiemethode van Gauss~Seidel,

L(0)

Zo krijgt men beginnend met =0, k=1, seey 1

“k
(1) _ ¢
T
1 1
aazx%) = b2 - a21xz |
1) {1 (1)
239%3 T by - B F T 2 8%,
en daarna
(2) (1) (1) (1)
3.11x1( ) b1 ( ) - 312x2 - &13x3( ) - 3-1432? ):_:ooooooaoc
2 2 1 1)
aazx% ) = b2 - 3-21.3{1( ) ( ) - &23X3. - az4x% ),A.‘:IQUOOCO!
2 2 2 1
333353 = b3 - 3-3-111_"' - 8.32::2 - 3-34354 YY)

[ EFFF N E AN NN NN R NENRI NN ER NN NN FFRERNNE NN SR ENRRNNRREE RN R NE LY X ]

'EFRFERETNRRNNFERREBENE R RN N NN NN N E NN RN N SN NA RSN NENNNNERELNERERNRESEN]

Verwmacht mag worden dat deze methode, zo ze convergeert, esneller convergeert
dan die van Gauss.

Voorbeeld 2

A e

-X +21}C27+ 2}:3 - X = =fH1

1 4
x, + 2x2 + 28x3 - 2x4 = 28

Wij itereren volgens Gauss~Seidel

oSSl
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x1 x2 xé x4 bi
-2 2 1 54
) "1 2 "'1 —-61
1 [28] -2 28
0 1. -2 ~45
,2:250 "'29 7976 1,1195 "’1’9982
2,00683 -%,01097 1,00067 =-1,99938
1,999004 -3,000082 1,000086 -1,999987
1,999985 -3,000008 1,000002 -1,999999
. 1,999999 -3, 000000 1,000000 =2,000000
. 2,000000 =3, 000000 1, 000000 -2, 000000
De convergentie is wegens de relatief grote diagonaalelementen zeer

bevredigend.

£e Relaxatie methode

Hierbij schriift men het stelsel vergelijkingen Ax = b in de vorm

o3

R.= I a, - b,
i =1 :kalc i

i = 1’ 2’ ..."n

(

Substitueert men in (7.6.1) een beginschatting xkq) dan zullen de residudn

(7.6.1)f

Ri in het algemeen van rul verschillende waarden hebben. Men probeert mu

door een herhzalde verbetering van deze eerste schatting te zorgen dat alle
residudn nul worden in de gewenste nauwkeurigheid. Men gaat als volgt te werk
Men zoekt de in absolute waarde grootste Ri en maakt deze nul door verande-

ring van de ]‘_]go) met de grootste co&fficiént, Hierdoor veranderen alle resi-

duén. Van de nieuwe residu¥n zoekt men weer de grootste enz.-

Voorbeeld 3

4x, + x, = 6 ‘ x1=1,x2=2,x3=3

It
O

S )

i

_—_— =12
2x1 + 2;2 6x 12

3
'R1 = 4:{:1 +x, -6

Ry =x +dx, -x, -6

R, = £ 12

2::1 +&2 - 6x3
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HOOFDSTUK VIIT, HEET NUMERIFK BEPAIEN VAN EIGENVAARDEN EX EIGENVECTOREN

VAN MATRICES

1, Algemene theoretische bescpowh*lg

.

Zij A een lineaire afbeelding van Rn in zich zelf: ¥y = Ax. MNe keuze ven
een basgis in Rn wordt deze afbeelding gekarakteriseerd door een n- bij n

matrix, die wij eveneens met A aangeven.
= Ax kunnen we dan lezen als een mairixvermenigvuldiging, als we x en y
opvatten. als kolomvectoren, dus als matrices met &én kolom en n rijen.

Def, Een vector x 7! 0 heet een eigenvector van A, als er een getal A
besteat zodat Ax = A.x. Het geta.l A heet een eigenwaarde van A behorende
bij de elgenvector Xo

Om deze elgenvec'boi-en te bepalen moeten we het stelsel lineaire vergelij-
kingen Ax = Ax oplossen, Wij kumnen hiervoor schrijven (A - ADx = 0,

- Dit stelsel heeft een van o} verschzllende oplossing, als det- (A A.I)

Met matrix A = (a.ij) geeft dit

8.11-7\. 312 [N R NN NN N ] a.1n

fa a "'}\- sresssssae 2

22

.21 . ‘ .21‘1 =0
L] - L

L] '] .

[ . »

[ ] .

a a & =A

nt - on2 - nn
dus

n n Tl Tl=2 .
(<107 7 - p AT AP < = p =0

Deze ne-die greads vergelijking in A worét de karakteristieke vergelijking
van de matrix A genoemd, De wor'tels )\ 2\2, eeesh n van deze vergelijking
213*1 de en.genwa.arden van A.

. ! .

Uit bekende eigenschappen van nulpunten van polynomen volgt dan

eee T = +
A1 + A2 T aseee kn 31“ + 322 + eveee ann

;\-1 ‘Az. evesrd ‘An=de'tAc

Opmerking: By Tl Feeess ta wordt het spoor ven de matrix 4 gencend,

notatie sp(4).

De wortels van de karakieristieke vergelijking kunnen reéel, comple_-, enkelew
of meervoudig zijn. De bijbehorende eigenvectoren worden da.a.rna berekend
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uit de vergelijkingen (4 - AZ)Z =0.  In het geval dat A een enkelvou~
dige wortel is, is de eigenvector X bepaald op een multiplicatieve factor
ra, (geen bewijs). .

Yanneer A een p-voudige wortel is, vindt men bi] deze sigemwaarde hoogsiens
p onafhankelijke opl ossingen van (A - A I)xr=0, dus hoogztens p onafhanke-
- lijke eigenvectoren {geen bewijs).

Wij beschouwen in het vervolg slechis zlilke matrices A, waarbij een p-
voudige wortel van de karakteristieke vergelijking p onaf‘nankellee
eigenvectoren heeft. Dit blijkt bijvoorbeeld het geval te zijn bij sym-
metriache matrices d.w.2z. matrices A waarvoor geldt A = AT, Zie voorbeeld 2,
Teast de matrix A beschouwen we de matrix AEE (de getransponeerde matrix

vai AJ De eigenvectoren er eigenwaarden van AT vinden wij als de oplog=-

‘singen van A.Tx = AYe '
Er geldt, dat de e:.gerxwa.a.rden van A en A. gelijk zijn, immers

det(A = AI) = det (A - PLI) = de'l:(A - AI), dus de karakteristieke vergelij-
leingen van 4 en A zijn dezeli‘de. '

Als ¥y een eigenvector vank iz met bijbehorende eigenwaarde A geldt

A.Tz. = Ay of zTA = ?LXT, waarin ET de getransponeerde van y is, dus een

rijvector. We noemen y  een eigenrij van 4, terwijl de eigenvectoren x uit
Ax = Ax eigenkolommen worden genoemd, Elke matrix van n rijen en n kolom-. 3
men heeft dus n eigenwaarden, n eigenkolommen en n eigenrijen.

T T
In het geval dat de matrix A symmetrlsch is volgtuit Ax = Ax dat x A = 2z,
Bij een symmetrische matrix z:.an de eigenkolommen en de ¢ eigenrijen e].ka,ars
_ ge‘cra.nsmneerden.

. Voorbeeld 1.

1 2 1
A= 0 -1 2 .
11 3

1 - 2 1

0 1w 2 =0 of-A’+3%+4n=0
1 T 32 Comet A, =0y A, =<1, A, = 4

De eigenkolommen vindt men uit Ax =A z.
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A, =4 '-3::1 +5x2+ ::3=0 _
.-Sx'+2x3 ‘ T

.De eigenrijen van A vindt men als de getransponeerden van de eigerkolommen

van A.T : ATy =AY,

| 10 1
Al = 2 4
1 2 3

A= 0 _3[3: all, 1, =1)

ﬁ |
7\2 = 1 Is = 5(23 Ts "’4)
: T
7\-3= 4 I, = (1, 1, 3)
Stelling .
laten Lig Xpy eeny X eigenvectoren van A zijn met bhijbehorende eigenwaar-

den 3\1, }‘2’ voes Am. Stel bovendien, dat de A‘i twee aan twee verschillend

zijn, dan zijn de eigenvectoren x Xy seey X lineair onafhankelijk.

1’

Bewiis

Stel Xy X5 eovs X 7130 niet lineair onefhankelijk, dan spannen zij een

lineaire deelruimte van Rn 0p met een dimensie k, met k <,

JDoor omnummering der X, en )‘i kan men bereiken, dat als basis voor deze

deelruimte X , Z,) ooy X, kan worden genomen. De overige x, (;i >k} zijn
. =

lineair in deze basiselementen uit te druikken, bijv, = Z a.x. met

bijve @, # O, =1 ,
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Dan geldt

k k' >
D Aox = }x =4&x =A.(E ax
o = i1

 cz) - 3
T A=z, )= I o dX.
i=1 3 -1 l=1 i 11
.k
dus Z (A-A.)ax =0,
i=1

Lo Xps eeer X lineair onafhankelijk zijn volgt hieruit _
(l -A.)oc = 0 voor 1 = 1, 2, sesy k, dus (:\m Ah) = 0 en daar
c:h 40 geld’c }.. A’h.’ wat in st rijd is met de veronderstelling, dat de
Ai twee aan twee verschillend zian. ‘

Daar x 5 X

Coneclusie

Flke matrix A bezit (met de reeds vermalde restrictie) n onafhankelijke
eigenvectoren (eigenkolommen en eigenrijen). Deze e:.genvectoren kan men
- als een basis van R nemen, .

zij E.'«: een e:.genkolom van A met bijbehorende elgenwaa.rde M en zij ET
‘een eigenrij van A met bijbehorende eigenwaa.rde A;]’ A # }\k, dan geld-!:

"ﬂlazk zk(k x)=xk(A*c)=(xkA. )kak

dusr_ ﬁc)xkx =0 of_&;_c_j:--o.

Het 1nwend1g product van de twee vectoren xk en :cJ is dus 0, wat betekent
,dat y_k en zJ orthogonzal zijn.
Controleer dit resultast bi Jj voorbeeld. 1.

Stelling

Als de karakteristieke vergelijking van de matwrix A n verscaillende
wortels heeft, bestaan er matrices X en Y zodanig, dat YAX = D, waarin
D een diagonaalmatrix is met in de hoofddiagonaal de eigenwaarde )‘i‘ ,

Eéwijs
Neem voor X de matrix, waarin de kolommen de eigenkolommen van A zijn en
voor Y de matrix met in de rijen de eigenrijen van A, Normeer bovendien de
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: T T
x, er.u.‘.e;g,i zd, de.txi._:__ciu‘l.

~ Dan geldt voor het element d; 3 van D

| iy N .
dij - ¥, (A,lc.j) = ?\j L Ep Gus dyy =0 voor i # Jo
‘ d., = A
ii i

In het geval van voorbeeld 1 krijgen wij voor de genormeerde eigenvecioren

L -5 '
e (7)) 0 feehb-pd

1
e e [ T2 i1 A
- R . o B xz "5!"5’5

4 T 1
zs(g) 5 G )

de patrices X en Y worden dan

11
HA- SR
fa 2 «1 2 Is= --5- ~%5 3
1.0 5 1 1 3
' 20 20 20
0 0 o0
Controleer, dat I = 0 «1 0
C 0 4

2, Symmetrische matrices
Fen symmetrische matrix 4 iz sen matrix waarvoor geldt AT = A, Ve zagen
reeds, dat de eigenrijen van een symmetrische matrix de getransponeerden
ven de eigenkolommen zijn. ' |
We geven nu nog enkele eigenschappen, : ’

Stelling

De eigenwearden van een symmetrische matrix zijn redel. .
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tel A is een complexe elgenwaarde van de regle symmetrische matrix A en
x de bijbehorende complexe eigenvector, dan volgt uit Ax =xx dat

Lx=Ax dus AX=hrzx hierin zijn A en x de toegevoegde complexe waarden

van A respe X.

— [u——

Ten geldt Axex=x-Ax=A

T - T -
Z *x, dus (A = A) x'ex = 0, Dear

;Toajé 0 volgt A = * of A is refel.

Stelling

. Elgenvectoren van een syme‘br:.sche matrix behorende bij werschillende

eigenwaarden zijn orthogeonzal @ x. = 0O Ao (voor bewijs zie eerder)
7 251{ =3 3 : ‘ _

telling
Heeft men in de karakteristicke vergelijking van de symmetrische matrix

A een pevoudige wortel A, dan kan men big‘ deze A p onafhankelijke elgen-~

vectoren Xy eers EP vinden (geen bewijs ,
WZLJ zaan nu deze p eigenvectoren g’_j, evey _J_C_p ('behorende b:1.3 gen p-—voudlge

wortel A) orthogonaliseren,
Ter vereenvoudiging beperken wij ons tot het geva.l p = 24

‘Als x; en x, onafhankelijke elgenvectoren van 4 zijn bij dezelfde A, dan

is ook @ x, + x_  een eigenvector ven A met dezelfde e:.genwa.a.rde A, want

=1 T =2

‘A(,cg;_1 +_;£2) =aix +Ax, =adx +1x, = Alex, +x).
Bepaal mu & z6, daty x,(ax, + x,) = 0, neem dus

€™ - - » Do eigenvectoren x en x! mgx + x zijn nu ortre=-

«Lox . = =2 %Y =2 ‘

N = '
gonzal,
Conelusgie.

Een symmetrische matrix A. bezit n lineair onafhankelijke eigenvectoren

Xy Xyp evey Xy die twee aan twee loodrechi 0p elkaar stazh,

-1 =2

Stelling

Bij een symmetrische mairix 4 bestaat er een matrix X zodanig, dat

X-T_AX. = D, ]{T = X-1, waar D een dizgonsalmatrix is met in de hoofddiagoriaal -

de eigenwaarden van A, . -
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Bewiis
A heeft eigenvecioren Xy Eyy eees Ly die loodrecht op elksar staan.
Normeer bovendien de x, z6, dat _"_"‘_IT x; = 1. Neem voor X de mairix, wearven

de kolommen de eigenkolommen X, zijn. lan geldt voor het element dij ven D

d..=x, Ax. = A, X, X dus .., =0 voori%j
g 1 = d 7L =3 +J
d.. = A
ii i
. oy T .
Bovendien geldt X' X=1I, wvant x x,=0 als k£ 3
Z; J
=1 als k= j.
De .ma.tx'-:'.x ¥ is dus orthogonaal.
- Yoorbeeld 2
1 -4 8
T
4= -4 1 4 ’ AW = A
8 4 1
De karakieristiecke vergelijking wordt
1-ar =4 |
-4 T-A 4 |=0 of A’-9A°-BIA+729=0
8 4 1-2 A+ 9)(A = 9F=0
. .11-=-..9-~ 12=)L3=9,
De eigenvecgtoren vinden we uit
M o= =9 10x, = 4x, + 8%, =0

P
-4%, +16x2+ 4JC3‘=0 _}§1=c(1>;'kiesc=‘l
3x, + A4x, +10x; =0 -

h =‘kk = 9 —8}{1 - 4}:2 -+ 8}{ = 0 l

2 3 3
—4x1-2x2+4:c3=0 of 2::1+x2-2:c3=0
8x1_+4:fc_2-8x3=0

1 0
Hierven zijn de oplossingsn = = A (0) + (2)
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Kies x = {0 en bepaal daarne p zé, dat x_ = [ O + uf 2
—2 4 -3 1 1

_ 1
locdrecht staat op X, We vinden p = «2 en X, = (-4)
=1

Hierna normeren we 28, dat ﬁf X = 1.

- We krijgen

x =4
= 3

R
De matrix X wordt %— ¢
.2
)
Ga na.,' dat voldaan is aan
-9 0 0
Xax=| o 9
0 9

3, Het numeriek bepalen van eigenwaarden en eigenvectoren

Om de eigenwaarden te bepalen kan men de karakteristieke vergelijking
opstellen en daarna oplossen, De bijbehorende eigenvectoren kunnen dan
worden verkregen door stelsels lineaire vergelijkingen op te lossen.

Bij omvengrijke matrices geeft dit zeer veel rekenwerk, Bovendien i1s het
in de praktijk meestal niet te doen cm alle eigenwaarden, mear slechts
om enkele speciale eigenwazrden, Met behulp ven iteratieve methoden

kan men vaak deze specials eigenwaarden met bijbehorende eigenvectoren
op een handige manier berekenen, " :

4, Iteratieve methode ter bepaling van de grootste eigemvaarde van een
matrix met de daarbii behorende eigenvector.

Zij A een reéle matrix van de orde n met eigenwaarden ?\.1 y eeen ;‘n en
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elgenvectoren eres W o We veronderstellen dat A, redel is en dat
] 1

Zy1
i?\.1 1 > [}\.2[ = lA?\.3[ sss o Uitgaende ven een willekeurige vector -
- : s L
Y= &x tOx, bt X met &, 7 O bepalen we achtersenvolgens de
2 3 i
vectoren Av, A'v, A"V, +..; AV,
De vectoren A"v worden (door A) geTteveerde vectoren gencend.,

Daaxr A.mgi = ?9-1;_1 X, geldt

m m 91} i)
Ay=ehiz +0A x, +o0 +ah x
Of m m X
m m aa A an }Lp
APy = @ X7 [31 o T e T x ] (8.441)
1 1 1 i
Omdat [A1L > LAiL i=2,.0a, n volgt hieruit
Amx
lim = ¥
;o b‘1‘}‘1m |

Voor grote waarde van m geldt dan binnen de zelf te kiezen nauwkeurig-
heidsgfenzen, dat A_mg = a1k1m Xye A
Dus A-I.ny_ is een eigenvecter behorende bij de eigenwaarde A 4

(ﬁ‘n'lﬁ v)i

De eigenwasarde 7\.1 vinden we uit o
(Av)i

) oy, :

, wearin (&'v)i de i-de component
n_ . S

van Ay is.

Is A, in absolute waarde >1 of <1, dan worden de componenten van de gg-
itereerde vectoren spoedig Of onhandelbaar groot Of onhandelbaar klein zie
(80441), Men kan dit verhelpen door na-iedere iteratie op een passende
wijze te normeren. Het beste kan men één hepaalde component van de
geltereerde vecior steeds weer gelijk aan 1 maken door na ledere iteratie
alle componenten dcor deze component te delen, Wijnemen hiervoor bij
voorkeur de component die in absolute waarde "¢ grootste is. D.w.Z.

in plaats van de rij Ay, A.235, A-B_x_.:, e e+ beschouwen we de rij Yo Xos Ty oo
gedefiniesrd door '

Av By
— —n

= - = = .‘\
Tt Tg) T T T,y BT e (6.4.2)
is dus 1)

(gk is de k-de &énheldsvector, de k-de component van A
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Uit (8.4.2) volgt @, (1, & [
A% e An )& T T AT B

i 1

1
X o = o A NE o i :
(A“-Y-’E‘.c) (51’ -‘%k) * %(ﬁ) @7’%{) e Tf(%) @11.’5::)

1 1

(8.4.3)
x
- A =4 :
Du 1dt 1 = t a.
s ge m:fwv T”’_h mits (xl,gk)%

Hiermee is de eigenvector Lehorende bij de grootste eigenwzarde bepeald,
De eigenwaarde )&1 halen we uit de betrekking

m+1

o i&) @2,9{{)+ . +fg<f‘_g> CW)
%N G, 58,) % A\M Eq 15/

(A_Ym,e)=7\.

8. [ ]
1 1 +fg ,).L?_m e, ) 3 +f.1}.£%m G _re) (8.4.4)
a\A ] &) %M Egy

Er geldt lin (Av , e ) = A_.
Mo K

Deze speciale normering heeft dus het voordeel dat we gedurende het rekenen
de convergentie tot gstand zien komen,
De snelheid waarmee het iieratieproces convergeert is afhankelijk van het
quotiént ]-)—L-g-| (de zgn. convergentie factor). learmate de convergentie

1. . ) .
factor kleiner is verlcopt het proces sneller, Een slechie convergentie

A
treedt op als I}C’z“l S
1

Pas voor zeer grote waarde van m vinden wij een redelijke benadering van
de eigenwaarde JL1 en de eigenvector x, .Hoe we in dit geval te werk gaan

zullen we later behandelen.
Zen slechte convergentie kxan ook optreden als voor de startvector ¥ een
ongelukkige keuze is gedaan,

Stel ¥ = ax, +*ox +... +ox met I_cx1L klein (in het ge-n@l dat A

symmetrisch is betekent dit v nagenoeg loodrecht op X, )

m
* e U A X

™
A =a P +a A x r
ki ALz 27"2—2 ' =n

. . s m )
Fas bij zeer grote waarden vean m zal ot1 11 X, gdan overheersen en de conver-

genbie zal zeexr langzaam 1ot stand komen., In het geval dat o 4 T C zal op de




duur door afrondingsfouten een component in de x, richting onistaan en dus

1
weer hetzelfde gelden.

Voorbeeld

855 861 80 133

A< 2068 2619 244 =396
1344 1512 147 <231

1428 1848 168 =273

Wij willen K1 en.gq.bepalen in zes sgignificante cijfers.

1 :
De convergentie is uitstckend omdat hier Rf-2:40

2
Als controle nemen wij een extra rij mee, die men verkrijgt door de elemen-
ten uit iedere kolom op te tellen., Deze rij behandelen we ¢p dezelfde manier
als de overigen.

In het begin kunnen we volstean met slechis weinig decimalen te rekenen,

x, X, X, x4
855 861 80 ~133
2268 2619 244 -396
1344 1512 147 =231
1428 1848 168 -273
5895 6840 639 ~1033
v 1 1 1 1 )
Av 1663 4735 2772 3171 12341
v, 0,35 1 0.58 0,67 2.60
Ay 1118 3289 1913 2262 8582
v, | 0.340 1 0.582 . 0,688 2,609 X
Ay, | 1106.76 2259,68  1895.59 2243.47 8505, 49
v, | G.33953 1 0.58153 0,68825 2.60930
A'¥,_|1106,283 2258,400 1854.827  2242.654 8502.165
v, 10339517 1 0. 581521 0.688268 2,609307
Ay, 1106.269 3058,362  1894.805  2242,629 :
T, [0.339517 1 0.581521 0.688268
2-339517
Dus A1 = 3258,362 en Z, = 6.581521

0,688268
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Is de matrix A symmetrisch dan kan men de convergentie van de benaderingen
voor de eigenwaazdie (nict van die voor ds e:.genveo-bor) als wvolgt versnellen,
Vij mogen in dit gevael veronderstellen dat de eigenvectoren een . orthonormaal

stelsel vormen. (2.w.z. (:gw.,gc_j) = aij
Uit (8,4.3) volgt dan

am

2 am+1, 2
o A o A
18) w(-f) F @
iy 1
(V ,ij 1 .Oi%. _2Iﬂ f_r_x. 2 z\__rlzm
“ s+ e a l

}‘1

Uitdrukking (8,4.5) wordt het Rayleigh quoti#nt genoend,

(844.5)

Fen andere normering tiidens het iteratie proces krijgt men alsg volgt:
na iedere stap reduceert men de lengte van de geiitereerde vector tot 1.
Wij beschouwen dus de rij Voo Xyo weve gedefiniderd door

Av Ay
= —

V, = =T, Aty Y ———
ToNar ) TP Y, Ar)

Hieruit wvolgt _ _ E

m = 1’ 2, e e

Am_\:
V = ———
= R, )

ey . : 2 ‘s
Men kan eenvoudig nagaan dat %{Ew (Aym ’ A:l"m ) = }\.1, termijl Xom convergeert
naar een eigenvector behorends™bij ?\.1. Het teken van l1 vinden we deoor voor
"grote'waarden van m de vectoren v, en Agm te beschouwen, want dan geldt
‘A'Em 2 h1ym waaruit direct volgt of wij het + dan wel het = teken moeten

nemeil,

R s - P
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- Iteratieve methoden ter bepaling van elrrenw‘.a.rden er eigenvegtoren in

e

Te

het geval, dat A | = [ > |2, boves s
e onderscheiden h:.e_ drie mogelijkheden

A=A, A == A en A = A

?L1 =, ‘)\.1 | > "}'3]. P A"I‘ reéel. |

Zijn x ) BE, twee cnafhankelijke eigenvectoren behorende blj de tweevou=-

dige elgenwaarde )L , dan is cok cx_l_:gi + g . een eigenvecior behorende bij
+ = + .

}L s want A(ag_l 0&2_2) }\. (oc x cczi_c_z)

We gaan weer uit van een w:.llelceur:r.ge startvector v

v==0x +tA X FOXL T oese *TOAX
- -

1= 2= 3=3
A = 20 [o,x, +ax + 33>ma1+ + -J-\I—lmax] (8.5.%)
R B b 2=2 A, 3 0 't A, =n -3
Voor m groot genoceg geldt
' m+q
@ y,e )
APy = A [c!.x +a2__2] , — = X, (8.5.2)
&y, &)

Door wit te gaan van een andere startvector vinden wij een tweede eigenvector.

?\.1 = - 12, |k1 L > I}Lal vesee ?L1 is redel.

Het is mogelijk voor dit geval een speciale methode te geven ter bepaling
van de eigenwaarden en eigenvectoren. Wij doen dit echter niet wegens bet
risico dat men deze methode ook zel hanteren als A1 8o~ ha (bijve l1 = 40,

A,= ~39.9). We prefereren daarom de methode die besproken zal worden in

paragraal 8.

[ 1= 00,0 A, enh) ziin complexs A | > |A>e.res

De karekteristicke vergelijking bezit reele cogfficitnter, dus .mz = k1.

Als x een (complexe) eigenvector behorende bij )\1 ig, dan is _;;c_z = _:5_1 ech
[} .




!r-i"'

STUDIEBIBLIOTHEEK

g Wlskundex

13

— 1
i

onderafdelin
eigenvecior behorende A = 3:1 , want T
Ay =Ax =Ax =AZ =AZ.
= ! X ME T AE,

We itereren weer uiigeande van een willekeurige regle vectior ¥

I
2
™
+
[23

X T O 3w T oees G X
il

12 T Ty T Uiy
Omdat de vector redle componenten heeft (op de m.'buurl:.;jke vasis) geldt
v =X dus
0=5-3= @z +3k, +... +EE) -

1
Qi

waaruit volgt @,

¥, iteratie krijgen we

: '}" m m
il n ol = n M3 5
R T [aszs(?g‘) Toeee T O (A1 ]
(8.7.1)

Noemen wij de vector binnen de vierkante haken Bm'en bedenken we, dat

z+ 3 = 2R 2, den krijgen we

o

-

m i o
= & (\ox ) + XE Lo X, - (847.2)

P
i<

Stel .)\.1 = rew, dan geldt

m
A.'.. k' . . .

- ing \ im . im _ o
- ERe(e oc13c__1, + % . 1im ¢ T%R 0 (807.3)
r ' m =roo

De vector tx11:_1 zal hierin onder invloed van de multiplicatieve facior emCP

bij elke iteratie over een hoek ¢ gedraadid worden, zodat Re(e_ cpu1£1) en
Ay s

dus _7..1.1, een zeer onregelmatig verloop zal hebben (met c.2, tekemwisseling
r

der compecnenten) en niet zal convergerem.

Het omnregelmatig verlcoop van de gelteresrde vectoren geeft ons Jjuist de
aanwijzing, dat we met complexe eigemwaarden te doen hebben, Toch kunnen we
met behulp van deze iteraties de complexe eigemraarden en eigenvectoren
berekenen.
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Wij beschouwen veor voldoende grdte m érie opéénvolgende iteraties
: 1 +2 sa s
Amj_f_, A v en A%y en nemen aan, dat wij in (8,7,2) de stasrt A R
. n 1=m
DOgen Verwaarlozen t.0e.V. 21’{6()\1 a1;_».:_1). ‘
Deze veronderstelling is volledig speculatief, daar wij immers niet kunnen
zien, of dit inderdaad voor deze waarde van m geldt. :

(Derk san het ronddrazien van de vecior l?a1§1 )e

Dan geldt

m
Ay = 0 X +cCX
- 1= =2

mH .
AL = +
T o= A0 X T A0K, (847.4)
f2v=k20x +l2cx o
~- 11T 272

=- ‘=E =—
Cp = Cpr Xy = X5 A, = A

. m_ ;e I
- De drie vectoren Ay, 4 'y en A 2

v liggen dus in het vlak opgespannen
dcor de vectoren X enx en zijn dus lineair afhankelijik, Er bestzat een
.lineaire betrekking van de vorm )

£y 2 4"y 4o Ay = 0 ' (8.7.5)

Hieruit volgt met gebruikmalking van (8.7.4)

(Af + ek + a.o') c.x + (7\2 4-a.1l2 + ao)_ e.x = 0.

X
= 272

Laar x, en X, lineair onafhankelijk zijn, volgt, dat ;\_1 en A‘a wortels zijn

2 —
A +a.11\ +ao-0.

De bijbehorende eigenvectoren z en z halen we uit (8eTed)s

We wvinden
m4 il
Z = AV - A2A v
, Y s
2, = ATy }L1A v
of 2, = @y = a™y) + ipATy A, , = *ip (85706)
’ - s -

et deze gevonden schattingen voor de eigenvectoren kan men niet verder
itereren, Men kan met de ocude Yo opnieuw enkele iteraties ultvoeren en

weer de vierkantsvergelijking oplossen en zien of de gevonden eigenwaarden
en elgenvectoren veranderd zijn of niet. .
Ve kunnen ook controleren of binnen de vereiste nauwkeurigheid voldaan is
aan A x =Ax,
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Tanneer men tijdens het iteratieproces op de bekende wijze normeert dan

. . n m 2
beschouwt men in de plaats van ]:;.et drietal vectoren A'v, & ‘v en A Tv
d toren v, Av_ en (Av Av

e vectoren Yy , AV (A, &y /e 1

De coéffigiénten a, ena, van de vierkantsvergelijking worden berekend uit

de betrekking

' y + + =
Br s &) Av, Toaie, oy, =0

Waarna men voor de eigenvectoren 29 2, behorend bij A1,,A2 vindt

Zq,2 (v, -av.) tifz, . M,z = * L3P
VYoorbeeld 4
15 32 8 ~48
A= 80 79 40 =380

=96 =112 =49 128
64 48 32 =33

11 X2 x3 X4
15 32 .8 | 48
80 79 40 ~80
~26 -112 =49 128
64 48 32 =33
63 47 31 -33 Controle
v 1 1 1 1 _
Ay, | 7 119 ~129 111 108
v, ~0,05 -0,92 1 -0.86 ~0,83
Ay, 19.09 32,12 -51.24 13,02 12.99
¥, ~0.373 -0,627 1 -0.254 -0, 254
Ay, w5, 467 ~19,05 24.52 -13,59 T =13,587
v, -0.223 . 0,777 1 ~0,554 -0, 554
Av, 6.3830 5.0970 ~11,480 ~1,2860 - =1.2860
v, ~0, 5560 0.4440 1 © 0.1120 ©.0.,1120
Ay, =19,92400 ~48.51600  68,44000  ~28,59200 ~28,59200
¥ ~0.291116 -0, 708884 1 ~0.417767 «0,417767
A% 1,001788 ~5.869756 44867968  =6.871545 ~64871545
v, 0,205792 ~1.205792 1 ~1,411584 -1.411584 .
A, 40.25757 74.13251 ~114.3901  32,87494 33.87494

s, A
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Beschouw v., A v. en (A.v., e.) » A v _ en onderzoek deze drie vectoren oD

T2 s —5? 23 -7
afhankellakheld.
¥ = (=0,291116, -0,708884, 1 y =0e417767)
Ay = (1.001788 , ~5.869756, 4.867968 , ~6.871545)
(87,0 )eb v = (195.9726 , 360,8747, -556.8472, 164.9021)

f N

De coBfficidnten a, ena in de afhankelijkheidsbetrekking

(A;%,%)-Az? +a.1A;_r_6 +aoy‘6=_0_ (&7,7?

vinden we uit de vergelijkingen
195.9726 + 1.001?883.1 - 0.29‘|1‘l6aw.0 = 0,
~556.8472 + 4.867968, + a, = O.

Wij vinden &, = ~14.00018
ao = 62409996

Hierna controleren we of bij deze waarden van &, en &, ook door de twee

sndere kolommen op bevredigende wijze aan (8.7.7) is voldaan,

Bet rechterlid ven (8.7.7) wordt nz invullen ven de gevonden waarden a,
en a

voor de 2¢ kolom 0,000124

voor de de kolom 0,000759

Het resultaat is inderdaad hevredigend, Wamneer dit niet het geval zou zijn'
geweest, moesten we nog enkele iteraties urtvoeren en opnieuw op afhanke=~
lijkheid toetsen.

De vierkantsvergelijking voor de waaxded A1 en A 2 wordt

A% - 14,00018 + 624,9996 =

Ay = T.00009 + 23.99999 i (de exacte wearden zijn 7 + 24i).
, z : z

De eigenvectoren z, enz, vinden we uit

2y, = (3 =0y ) tify, metA , =oiif.

1,2 92
%.03960 ~6.98678
~0,90757 . | =17.0132
E1,2 7 | -2.13212 "+ | 24,0000

-3.94718 10,0264
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Ingevuld in A x =AXx vinden we

158,959 24,0427
A = 401,960 . -140,874
~590.919 - 116.8%2
_ 188,960 24,0423
Ax = 401,964 e -140, 876
\. =590, 925 - 116,831
: 213.003 -164,918

Br is een verschil van meximasl zes eénhéd?en”in het \zesde cijfer, .
B v as :

8, Bijna gelijke eigenwaarden A | m [A,| >|A.] «cu

A, en A, zijn vedel, Hieronder valt dus het geval 11 = -2,

Dat wij in dit geval verkeren merken we aan de zeer slechte convergentie
van het iteratieproces. '

i v o= +@X. F oaes T :
Uitgaande van de vector ¥ ax toa o.x ess t O X

X
, 2=2 T3
vinden we voor de mede iteratie

A AR . A B
m n . .m m 3\ - (I a :
by =Mz +Aex *+A [(A ) Gy tooee ¥ (A) oz ] (808.1)

Voor voldoende grote waarde van m geldt

m n 7}
= Aox, +ACX.
B = Aoz

=2

Wij passen nu de zojuist onder 7. beschreven methode toe.
Beschouw drie opeenvolgende iteraties.

om
Av

+ ox

= CE T L, ’ ]

m-+ \ :
A7E = Mogxy F AeaX, !
+2 2 2 !
Ar v = ACE tACXK. e =

11 2 2=2

' l
v+ aoA v = 0 leveri ons de

De afhankelijkheidsbetrekking A” oy + a, Nl

vierkantsvergelijking Az + 8.1?\ + a, = 0 voor de eigenwaarden) , & )”2 N




Te bijbehorende eigenvectoren z , SR E, sijn

mt+1 b
A.1 - _Z_.[ - .A. l’_ - A-zA.E_ 2
‘ ' m+t A
Ay rzy= b Y- ALY

Met de gevonden schatting voor x ; itereren we verder en bepalen x, en }L1 in
de vereiste nauwrkeurigheid. _ .
Hoe we aan een belere schatting voor A, en x  komen wordt later behandeld,

FWanneer men tijdens het iteratieproces op de bekende wijize nozmeér‘l:. werk?®
men met de betrekkingen

{h Tal + 2 =
g, gy, +tehy +a v =0

P a,A+a =0 - o | (8,8,2)
Zq,2 7 Ay - )‘2,1 X
Voorbegeld 5

2,08 -1.03 1.04
4= (3099 - 4.10 =3.92
2,97 =3.92 - 5.%

1 X2 Xy
9,08 -1.03 1404
3.99 4,10 ~3.92
3.97 ~-3.92 5e24 ‘
17.04 -0,85 i -5.06 -
v ' 1 1 1 '
iy 9,09 4,17 5.99 ) 19,25
T, 1,00 0,46 0,66 2,12
Ay, 9,293 - 2,289 6.087 18,669 |
v, 1,000 0,354 0.655 2,009
Ly, 903966 2.8738. 6,4730 18,7434
¥ 1,0000 0. 3058 0, 6889 1.9947
Av, 9,48148 2.54329 6,86333 18,88810
v 1,00000 0,26824 0, 72387 1.99211
Ay, 955654 2,25221 7021829 19,02704
T 1,000C0 0.23567 0, 75532 1,99099 °
Av, 9.622793% 1.995293 1.532774 19,15C960
¥ 1, 000000 0,207361 0,762805 1.99016€
AV 9.680535 1.771585 7.807007 19.259127
v 1, 000000 0,183005. * 0,806464 . 1.989469
Ay 9.750227 1.578982 8. 043017 19352225 ;
f
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De convergentie is zeer sleeht, wat wijst op ongeveer gelijke elgenwaarden.
Cnderzoek de vectoren Yy A'-l’s en (A._w_r_s, _gﬁ . Ag_\_r'? op afhankelijkheid,

¥ = (1.000000 , 0.207361 , 0,782805 )
Ay = (9.680535 , 1771585 , 7.807007 )
by ,0 )eb T = (94.193803, 15.255391, 77.8607'08)

Bereken a, ena met hehulp van de fe en 3e kolom,
We vinden

a, = ~18,011701
a, = 80,169099

‘Controle in kolom 2 geeft - 0,000076,

De vierkantsvergelijking wordt A2 = 18,011701) + 80,169099 = 0

9.972447

A =
7\.2 = §,038253 N
z, = (1.6422821L' 0.,104765,  1.514622)
z, = (-0.292912, -0.296519, «0,000257)
We normeren 2, tot v = (1,0.065792,0.922267) en_i;j;,ererezi weer verder
v 1,000000  0.063792 0,922267
AY 9,973452 0.636261 9.198201
v 1,000000 00063795 0.922269
A;E: 9.973451 = 0.,636265 9,198201
v 1000000 0.063796 0,922269
.&y_z 9.973450 0,636269 9,198198
¥ 1,000000 0,063796 0,922268
A Y, 2.973449 0.636273 9.1981 92
A 1000000 0.063797  .0.922268
AV, | 9.973448 C.636277  9.198188
X 14000000 0,063797 . 0.922268

Eieruit volgt 3.1 = 9,973448 met bijbehorende eigenvector zZ, =
(1,000000, 0, 063797, 0,922258},

&
5
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9. Ixtrapclaticmethode ven Altlken -

Wij hebben gezien dat in het geval van bijna gelijke elgernmaarden het itera-
tienroces zeer langzeam convergeert. Ve kunnen de convergentie versnellsn

dGoor middel van de extrapolatie methode ven Aitken, ook wel 3°«proces gencemd. .
We geen uit van een iteratieproces dat ons een rij schattingen Yy geeft voor

een grootheid y en we vercohderstellen dat geldt

Vpaq = yzc(yn =y) n=0p 1 seee s Je| <1

e spreken in dit geval over e¢en proces van de eerste orde of lineair proces
met convergentiefactor ¢ (fe| <1

Bij diedere nisuwe schatting Wo:rdt; de a.i‘m.jk:.ng van y ongeveer me-b een COn=-
stante factor ¢ vermenigvuldigd.

Nusel_d't 7 e

-y v met. =7

n "o

-y
- Men neent nu dyie opeenvolgende schattingen
. o,
Yoo y*+V, ¥y, By +ev, Y,y tTev
Hieruit kunnen we een betere scha.'t'tlng voor' y afle:.den.
We werken met behulp van differenties, B
“In vooma.a.rtse differenties ui'l:ged:cukt hebben we
b=y, = v m (e ~v A2 s(y,-y) - (v, ) (c «1)%v

dus

2 2
(&o). MV of youy - (AO)‘
2 ~ Y Aa S
_Alo _ ' o N

Werkend met centrale en achterwaartse differentles vinden we

33083 R T, v
2 "2 - O
YN, T Yy, -, vy - E
. o ‘ v 82
ik 2 1

We passennu deze methode toe ¢p de componenten van dxrie opeenvolgende vece

T 4V en uit voorbeel .
toren RACRL A kAN A Q d 5

1.000000 0.207361 . 0,782805
1, 000000 0.183005  0.806464

1000000 0,162276 04826601 -

J< J< 49
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We extrapoleren en vinden voor de nieuwe componenten

=54 2
0,207361 = {=0:024358)" _ ¢ nuzg0g

0, 003627
( 0,023559)°
0.782805 - =g, 003522 0.541734
- Hiermee verder itererend vinden we
- o 2 *3

v 1, 000000 0,043806 0,941734
Ay -10,014283 - 0.,478007 9.392180
z 1.,00C000 0,0477%3 0.937878
Av, 10,006228 0. 509224 9353882
¥, | 1.000000 0,050891 0. 934806

Opnieuw extrapolerend met v, Y, ey, vinden we

. . 2
0.043806 L_gggggzg) = 0. 063860

: 2
0.0m734 - L3 0B0E) _ 0,920769

Hiermee is de juiste waarde al veel dichter benaderd, Bij verder itereren
en extrapoleren wordt de noemer Ai steeds kleiner en de waarde van het
5 :
(a)

A
o]

quotiént steeds omnauwkeuriger, Fbctrapoleren heeft den geen zin meer,

10, Bepaling van de ¢verige eigenmaarden van symmetrische matrices met de |
deflatienethode van Hotelling, : i

Zii A een symmetrische matrix van de orde n met de fedle) eigenwaarden
JL1, }\2, vevy ]‘n en de bijbehorende eigenvectoren 51, _:_r_z, ceey Koo Wa ver=-

onﬂerstellen, dat de grootste eigenwasrde J&1 en de bijbehorende eigenvector

z, reeds bepaald zijn. Verder nemen wij aan - dat de eigenveétoregl een ortho-

1

At

R



T
normaal stelsel vozrmen (zT x5 = by ) We voeren nu een niewve matrix 4, in
door te definiéren

A= A=A x T o ' ‘ ' (8'10'1)

X
g T MEE

Bewering: deze mairix van de orde n bezrt de e:.genwaarden 0, }\.2, 7\3, eesy ?\

.en de e:.genvec'borengl, Zp9 Egy eees zna
Bewiis
o
Az =dx - MZXE =AX -AK =0
m _
g Azk MEEE T hE k=% oo

wantx%{ o, alsk¥1.

Om nu Ap €1 X te bepalen, gaen we uit van een w:.llekeurn.ge gtartvector
¥ en :'..'hereren deze met behulp van de matrix A, op de gewone manier

&,
x [oc +a, (-—-} + eee * G (—-—) __n] (8.10.2)

Door het itereren is de component in de x richting verdwenen en kunnen we
op de bekende maniexr A, en X, bepalen,

Voarbeeld 6

Van de matrix A zijn de groo-tste elgenwaarde A en de bijbehorende e:.genvector

Z, gegeven
BeT9 4.58 To Ot ) ?L1 = 18,03566
7,01 263 9.75 x = [ 0.501874
' 1.005342
Gevraagd worden )\. en X .
Allereerst normeren we X, 26, dat x_1T;_:_1 = 1,
- We vinden
0.664809
Z = 0,333650

0, 668361



Dasrna berckenen we de matrix 3:_13?

0.,4419T71  0.221814

T e 0,221874  0,111322

X X
.,

_ _ p
Dearns bepalen we A1 = A - 7\.12:_13:_1

0.444322  0,222999
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0.444332
0, 222999
0, 446706

A =

1

0,818761

0.379438
-1, 003821

. 0,379438  ~1,003821
. 2,0%2234  «1,003821
=1.391934

1.693362

starbend met de vestor ¥ = (1,1,1) krijgen we

X1 xz ' 323
v 1 " 1 1
AY | 0,194 1,020 - =0,702
¥, | 0.190 1,000 ~0,668
Ay, | 1.226 3,062 ~2,748
AT | 14607 30433 -3.312
Y, | 0468 1,000 0,965 -
1 A,1_'\:3 1f7313 ' 345530 ~3.4958
"14 0.,4873 140000 - =0,9839
Ay, | 1.7661. 345867 ~3.5472
' v, 044924 1,C000 ~0,9890
A‘115' 17754 . 345957 =345610
¥, | 044938 1,0000 «0,9903
A‘lz's 1677783 359803 ~3456456
Ay, | 14778481 34598707  ~3.565546
¥, | 04494200 1,000000 ~0,990785
Ay, | 1.778640 3,598860 ~3,565780
v | 0.494223 16000000 -0,990808
AY5 | 12778662 3.598900 =3.565842
¥, 00494229 1000000 =0,990814
' &1,?_1 a 1.778693 34598911 -34565858
v,,| Oe494231 1,000000 . =0,990816
AV ) 14776697,  3.598915  ~3.365864
x| C.494231 1., 600000 -0,590816

e TR R AR
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Dus A | 3,59892 | ‘?'32‘2333
3 = * X o= .
2 . 2 ~0.99082

- We ronden ef op 5 decimalen, omdat in de matrix 4, de zesde decimeal door
afrondingen is ontstean. Ingevuld in de metrix A vinden we .

177867 : - 1.77870

Ax, = 3,59889 cen  Ax = 3459892
' ~3456590 ~3.56586

We kunnen dit deflatie proces van Hotelling voortzetten en zo successievelijk
de overige eigenwaarden en eigenvectoren berekenen, Wij krijgen dus de rij
nmatrices : ‘ '

heh e kehiaes Ged)

De matrix Ak heeft del eigemwasrden 0, O, 4..5 O, th’ caoy An en de eigen-
vectoren ;51‘,7 Ly eewy Koo _
Hieruit volgt dat An geen van nul verschillende eigenwaarden bezit en dus de.

nuimatrix is. Dit betekent dat A. geschreven kan worden als de som van n matri-
~ces van de rang 1 : :

11. Het berekenen van overice eigenwaarden van niet symmetrische matrices met
de deflatie methode van Hotelling,

We onderscheiden hier twee gevallen:
a) A (de grootste eigenwaarde) is redel;
b) A, is complex.

a) A, is retel,
213 g_z:__l de bijbehcrende eigenkolo_m en x? de bijbehorende eigenrij en =77

. T
1) =1,
bovendien y x ’ 1 .



‘0, 0, A
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Definieer

A =4 X x¥ . . | (801101)

Bewering: als A de elr"en:;:ﬂ azrden Ay, ?\.2, arey A. en eigenveactoren
Xy Eyr oeeey X, €0 }51, Yy eeey I, bezit, dan heef‘t A de elgenwaarden
0, JLZ, tesy }\n met de elgenvecto:en:_c_i, Xyr eeey X, enx_1 _v_z, cesy g_n

Eet bewijs volgt direct met gebruilkmaking van E1£1 =1, ‘Y-:Lﬁ.c = 0 voor k & * i,

Uitgaande van een willekeurige starivector v vinden we dan itererend met
behulp van A.1 de eigenwaaxrdas }\.2 en eigenvector 32 v

b) A, is complex,

s T - . . - T
Z2i3 :3:_1 en 3_1 de bijbehorende elgegvectoren en zij .bovend:.en-L;_c_l Te
Cndat A een matrix met redle codfficiénten is, is ook Ao = Ay een eigen-
=T
waarde met hijhehorende eigenvectoren x, = 3_1 en y_z x

Definieer

| T T m ' .
A =A-Axy -Axy =4-2R Ajgaﬁ% . | (861142)

ewering: als A de eigenwaarden ?ul, Aoy eeey l bezit en de eigenvectoren

2
Xys Xy eeesr X enLl 3_2, ooy Xn’ dan bezit A de elgenwa.arden

g9 Myo eees A en de eigenvectoren X, X,y eees X enL, 3;2, ceey -In.

Het bewijs gaat weer op dezelfde manier,

Titgaande van een willekeurige vector v vinden we door iteratie met behulp
van de (redle) metrix A de A, en x..

-3
Voorbeeld 7 (zie voorbeeld 5)

4

9,08 -1,03 1,04 AE') = 0,973448
A= 3699 4,10  =3.92 1. 000000
3097 "3092 5'94 .:_t.1 = (0'065?97
0.922268

Afz).

We vinden 152) = 9,973443 Ef = (0,820405, =0,811284, 1,000000),

: m
We bepalen met beaulp van aT de eigenrij xf" en




AET) . hfz)

1

Neem A, = m——— = 0,9T3446

2
o.n

T
L

X
=4

1~

A‘.1=A-A.1

3

iy

0,820405
0.,052339
04756633

4,241046
A = . 3,681291
-0, 492811

-0, 811281

- =0,051757
-0,748219

3755138
44405276
0.493183

= A - 5,898250 5_11? .

1,000000

0., 063797
0,922268

-4.858250
-4,296291
0,500233

150.R

.We nemen als startvector de schatiing voor X, die uitgerckend was op

Pags 143.Ha

0,987836 \ .
A o~ 8,03825%3 x 1,000000
2 2 0. 000867
X4 %5 x5
v 0,987836 1,000000 0, 000867
AY 7.940384 8, 038063 0. 006800
v 0.987848 1,000000 0, 000846
A, 7940537 8,038197 0.006784
v, 0,987851 1,000000 0.000844
L 74940559 8.038217 0,006781
v, 0.987851 1, 000000 0,000844
' 0,987851
Dus A, = 8,038217 z, = [ 1,000000
‘ 0, 000844

Ingevuld in & vinden we



74940566 74940561
Az, = 8,03%8217 A x,= 8,038217
0,006782 0,006784

De overeenstemming is goed,

Wij kunnen dit deflatieproces voortzetten en zo successievelijk alle eigen=
vwaarden en eigenvectoren van de matrix A bepalen.
Ook hier geldt

T T T
A—A1§1L +)\23_r__212+...+?\.xx.

als wij zo genormeerd hebber dat ﬁg_j = &, ..

o ke S 2
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HOOFDSTUK X, NUMERIEK OPLOSSEN VAN VERCELIJKINGEN

1, Inleiding
In dit hoofdstulk tespreken we eerst enkele iteratiemethoden die gebruikt
kummen worden voor hat bepalen van de nulpunten van
een willekeurige functie f{x)., Hierbij moet men reeds over esn beginschat=
ting van het nulpunt beschikken, Een dergelijke schatiing kan men bijv.
halen uit een grafiek, Isarms volgen enkele iteratiemethoden die geschikt
ziin voor het oplossen van het stelsel vergelijkingen (niet lineair)
£(x,y) =0, g(x,y) = 0, _
Tenslotte geven we nog een methode die alleen van toepassing is op polynomens

2. Successieve substituties

De vergelijking f(x)} = O wordt geschreven in de vorm
x = F{x). | (9.2.1)

T2 iteratieformule is mu

x . = Flx ) (9.2.2)

Met (9.2.-_2_) berskenen we, uitgaande van de beginschatting X5 achtereenvol-
gens de waarden Xy Xy Koy ees ebce Zij nu « de oplossing. Ligt z, dicht
genoeg bij o en is |F'(a)| <1, dan convergeert de rij X s Xy Xy oo
. nRAr .

Men kan 4it met behulp ven een figuur onmiddellijk inzien.

X

o«
Vezens a = Fla) volgt wit (9.2,2)

€=z, = Fa) - F(xn) = (ot = xn) F'(En),

waaxrhi] En tussen x, en o iligt, -
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Convergeert het proces, dan is voor n voldosnde groo F?(EP) ~Fr{a) en
geldt dus ‘ : -

L

6-x, mTE) @ -x)s  (.2.3)

Me2eWe de fout in x
pdyns |

- Men zegt dat de convergentie lineair iz of van de eerste oxde, Man ziet
ook weer dat voor convergentie noodzakelijk |Ft(a)] < 1 moet zijn.

is ongeveer een constante maal de fout in X

Voorhaeld

Bepaal de kleinste wortel van
X ~logx-2=0; o= 0,15,
De vergelijking kan op verschillende manieren in de vorm x = F(x} worden
. T
geschreven, bve. x = ;1{- (log x + 2), x = \’log x+2 en x=e° 2,
Alleen de laatsite vorm is bruikbaar voor ons iteratieproces, '

¥en vindt achtersenvolgens

x, = 0.15

x, = 0.13842
x, = 0,13795
X, = 0413794

Bij een eerste oxde proces kan men uit 3 opeenvolgende iteraties een
verbeterde schatting van o afleiden, Immers uit (9.2.3) volgh, voor n
voldoende groot SR

o -Xn+2 mcd - "{n-‘r-‘l
- X O = X
_a T1-H he1

Eieruit kan men ¢ oplossen, Dit geeft

2 2
o (xn+2 ~ xn+1) _ (Vxn+2) ' (9.2.4)
M¥nve =% = 2 &% nte T 2 ' \Je2ed
n+2 hakeoy n Vx
n+2

- .
Men noemt deze procedure het & ~proces van Aitken,

: Yoorbeeld

x> - 10x + 9 = O. -
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We schrijven de vergelijking in de vorm x "-135 (x® +9) en starten met

x, = 1e5
Men vindt
X, = 15
xq = 102375
x, = 140895 X, = 0,9989 % = 0,999999
x, = 1.0293 %, = 049996704
x, = 10091 x, = 0,9999012

Met (9.244) is uit x,, X, &0 X, de waarde 354 berekend; vervolgens is weex

2 meal geftereerd, waarne uit 24, x  enx, de waarde :'EG volgt,

3 Method.e van Newton-Haphson
' 2ij X, een schatting voor de

wortel o, We trekken de raak-
7 : 1lijn aan de kromme y = £(x) in
£ (x) het punt (xn, f(xn) . Het snij-
punt Xppg VBR degze racklijn met
de x-as zal over het algemeen
gen betere benadering van de
wortel zijn, _
Uit de figuur lezen we af

/ax x
ntt .
£x_ )
£1{x_ ) = tan cp"—'——n——'-
- ), " Fng

Hieruit kan men x_,, oplossen:

+1

X =X =3 = . : (90301)

Ve gean nog na, hoe groot de fout in x is, Uit (9,3.1) volgt

n-+1

Cf(a) - £(x) .
n-+1 n . f! (xn) ‘

(943.2)



Volgens de formule van Taylor is
£(o) = £l ) = (@=~x) £'(x ) + 3o =z )% £ (g),

wearbij & tussen a en x ligh., Substitutie in (9.3.2) geeft

"
£ (g)
1+ n ' ix
ol

Ligt X, dicht genceg bij o, dan geldt dus (mits £'{a) 7-4 )

1 fr{a) 2
& - x ;s-*—(—g- o -x
N+ Z Fay o) 7

Bieruit zien we dat, als £'(a) # 0 en £'(a¢) # O, de fout in x

evenredl
n+1 €

is met het kwadrsat van de fout in xn.

Eet prqces convergeert kwadratisch (is van de tweede ozde). Dit betekent,

dat bij elke iteratie het asntal goede cijfers ongeveer wordt verdubbeld.

Als men de afgeleide van f(x) gemekkelijk kan bepalen, zoals bij algebraische
vergelijkingen, zal men wegens de snelle convergentie de voorkeur geven asn
de methode van Newton-Raphzon, ‘ -
In andere gevallen kan men de methode van § 2 of van een van de volgende
paragrafen gebruiken, » : -

We merken nog op dat, ale f£'(&) = 0, het iteratie proces van de eerste orde
1S

O'omerking 1
Ook als x dicht bij « ligt, behoeft het proces ‘nog niet naar « te convergeren,
zozalsg uit de volgende figuur blijkt,

na Eeidea s
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Cpmerking 2

De methoden van § 2 en § 3 zijn in principe ook bruikbaar voor complexe
wortels, De moeilijkheid is hier vask om een eerste benadering te vinden,
terwijl bovendien het numerick werken met complexe getallen onprakitisch is,

Voorheeld

We nemen weer de vergelijking x> - 10x + 9 =0 en starten meixo = 1,5,

n X, £1(x,) £(x,)

0 1.5 -~ 3,25 - 2,63

1 0,69 - 8457 + 2443

2 0,974 ~ 7415399 + 0,18401

3 0,99972 - 7.00168  + 0,00196024
4 0.99999997

Voorheeld .
Bepaal het redle nulpunt van f(x) = 2 - a, a >0 k geheel = 2,
Het iteratie proces ter bepaling van o =4 wordt '

X, "—"l {(k - 1)1{ + } ns= 0’ 1’ 2’ erer s

-+ k n k-t
X
n

Voor k = 2 krijgt men
= 1 =
X = 3T {}En + - }-

-
! n

Di%t is een gebruikelijke methode om \E te berekenen,

4L, Regulg falsi

Zij x
£(x) 2

de x=-asg in X 4q? de nieuwe benadering voor «

g eomx twee schattingen vcor een wortel ¢ van de vergelijking
8. De Boorde door de punten (xn_1, £(x, 1)) en (xn, f(xn)g- snijdt
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tal
RN

™

xn+1 i1

In formule

X =X
n Nt .

. ot T rxn - f(xn) - f(xn‘-':) y f(xn) (94401 )

Vervolgens herhalen we dit proces met X, en X, enz
Men kan bewijzen dat, als £'(a) # 0 en £"(a) # 0, de orde van dit proces

-gelijk is aan (1 + \6) = 10618 w... De convergentie is dus minder snel dan l
bij Newton. Maar daar staat tegenover dat men f! (:cn) niet behoeft te berecke-

nen, hetgeen bij gecompliceerde functies een wezenlijk voordeel is,

We kunnen de regula falsi ook iets anders hanteren. We bepalen cerst x, en
x, zodanig dat de wortel o (en geen andere) er tussen in ligt, Dit betekent
dat f(xo) . f(x,l) < 0, Daarna berekenen wij de nieuwe benadering x, met de

formile

- e

%% TR ‘;Exo) - £(x,) (9.4.2)

Vervolgens herhalen we dit proces met X, enx, of met x , & :c2', al naargeslang

f(xo) . f(xz) <0 of f(x1) . f(xz) < 0 enz,
Dit proces is in het algenmeen van de eerste orde., De convergentle kan worden

versneld met het ba-proces van Aitken.

PRI 8 = S

e




Voorbeeld ‘
Zelfde vergelijking als in § 3, Start met %y = 1e5 en X, = 0,5, We gevruiken

. het eerste orde proces ven de regule falsi (9e4.2)
n X, f(xn)
0 15 - 24625
1 0.5 + 4,125
2 1,119 - 0,739
3 1,018 - 0,12502
4 1,00276 - 0,01930
5 1,00042

Hierbij is bv. x berekend uit X, en X, Berekent men x 2 uit x, en X, dan

2
vindt men :-‘:4 = O, 99905. Deze benaderlng is beter dan X, Men heeft dan ge~

bruik gemaskt van formule (9.4e1).

Be Methode van Muller
Iaten X, X, enx, drie verschillende schattingen zijn voor de wortels o van

de vergel:l.gkmg £x % g 0. Met de interpolatie formule van Lagrange bepaalt
men de parabool P(x) die gast door de drie puntenparen '(x , £ ), (x1, £, )

en (x f ) De wortel van de vergelijking P{x) = 0, die in a.bsolu‘ce waa.rde

het d:.ch‘bst ligt bij |x2[ neent men als de nieuwe schatting x Hierna.

;berekent men f en herhaalt het proces met de’ p]m'ben x1 y X, en :ka enz. Men

}gaa* 20 1a.ng‘door i;_o;t_d_a{t;l g = Xy in de gewenste precisie, De interpolatie
formule van Lagra.nge VOOT Xy X4 €1 X, is :

(x-x)(x-x) (x =x ) (x =x,) (x-x)(x-x)

*P(’C)a(:c-x)ﬁ-nﬂo’“(xx)(xz) ) =) ¢

Met de notatie

- ' X® ~x
* 2

gaat P(x) = O over in een kwadratische vergelijking in A
A [af -bf +£ 1+ AR ~b%, + (am)e,] +bE, =
0 1 2 o 1 2 2

De wortels van deze vergelijking zijn

- 2,
A= 5 = (94541)
o + Vo© - 4abf (af, - BT, + £,)
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2 2
met c=af ~bf + ( +b)..2

We kiezen het teken in (9.5.1) zédanig dat de absoluie wazrde van de breuk
20 klein mogelijk is, Cnze nieuwe bencdering veor o volgt dan uit de betreke

kings: x, = (xz-x1 M+ x, .

De startwaarden x_, x, en X, kunnen we bijv, halen uit een grafiek van £(x).
Deze methode kan 8ok worden gebruikt om complexe wortels te bepaken, Het
vinden van geschikte startwaardsn is dan in het algemeen veel moeilijker.
De convergentie van het iteratie proces van Muller is in het algemeen van
de derde orde. Bovendien behoeft men f£'!'(x) niet te berekenen hetgeen bij ge-
compliceerde f een wezenlijk voordeel is, ' ‘
Fen nadeel verbonden aan deze methode is dat men vaak met complexe arithme-
tiek moet rekenen ook al gzat het om het bepalen van een reésl nulpunt o van
cen resle functie. Het kan nl, gebeuren dat .de parsbool P(x) geen reéle
snijpunten met de x-ag heeft, Hierdoor is deze methode niet zo azantrekkelijk
vij het gebruik van tafelrekenmachines, :
We merken nog op éat, 2ls men de wortel & in de gewenste precisie heeft be-
paald, men verder kan itereren met de functie f£(x) om de andere wortels te
' e

- bepalen,

6o

We bespreken nu enige iteratieve methoden die gebruikt kunnen worden om het
stelsel (niet lineaire) vergelijkingen f(x,y) = 0, g(x,y) = 0 op te lossen.

Successieve substituties

Het stelsel fgx,y) = OE wordt geschreven in de vorm
glx,y) =0 ‘

x = P(x,y)y, ¥ = &(x,y) | (94601)

7ij (xn,yn) een echatting voor een wortel van (94641) dan vinden we een
nieume schatting (:;n+1,yn+1) door te nemen
X = F(anyn)s Yn_,_.l = G(xnsyn) (9-602)

We zetten dit proces voort.
Het is duidelijk dat als de rijen {xn} en {y } limieten «, resp. B hebben

(ayB) een oplossing van (9.6.1) ise A

 Het proces is in het algemeen van de eerste oxde,
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7. Methode van Newton~Ravhson.
We beschouwen in R, de oppervlakken z = f(x,y) en z = g(x,y). De krommen

_ f(z,y) = 0 en g(x,y) = 0 zijn de snijkrommen ven deze cppervlakken met het
x-o-y viak, Een snijpunt (¢,8) van beide krommen is een oplossing van het
. stelsel vergelijkingen

g(x,y) = 0 .(9.7.1 )

[ 7 f(x:}’) = 0,

Ay (x A ) een schating voor het punt (w,8). De raekvlakken in (x NS )

en (xo,yo,go) aan de opperviakken worden gegeven door

af
z~f = - X-x ) + oy, (y=y,)

(90742)

2 ~g, = P (xx) + B (yoy)

c axo oy

<

Met de notatie £, = £(x,,7,)s &, = 8(x ¥, ),

( ) BllZs
3\- '.Y

De snijlijnen van bhelde raakvlakken met hel x—o-y vla.k kr:.;]gt men door in-
(9.7, 3 z gelijk aan nul te stellen.
Men neemt het snijpunt (x 'Y, ) van deze twee snijlijinen als de nieuwe 'bena-

dering van {(«,B).

We vinden
P o . _ ar
0 ayo o] ayo
X =X =
1 o D
af gf
ST ox oy
met D = ° ° (90703)
dg. 38z,
af _ ag % oy ..
80 ox fo dx °© ©
= - O &}
1% %% >

Men zet dit proces voort totdat men (a,B) in de mewenste precisie heeft be-
rekend, Men kan bewijzen dat dit proces in het algemeen de orde twee heeft.



8, Mothode van Bairstow

Ve behandelen nu een methode om complexe wortels van een algebraische ver-
gelijking te bepalen. : ‘

Een polynoom P(x) met redle codfficiénten is altijd te schrijven als een
product van reéle lineaire en kwadratische factoren. Immers zijn a + ib

en & = ib een paar toegevoegd complexe wortels dan is de veelterm deelbaax

door (x =2 = ib)(x = & + ib) = 2 + p % + q meh P, en g, redel, Bairstow

heef} een iteratieproces gegsven WadImes men esn beginschatting voor p, o

IR kan verbeteren,

Isat x> + px + q deze schatting zijn. Wij delen P(x) door x* + pﬁc + Q.
Iit geeft

P(x) = (x* +px +q) Qx) v+ x + T, - (9.81)
Z1j ma
B n ne=1.
Pf(x) =aXx +axX *oees t2, X +ea,
en
_ ., o2 n-3 '
' Qx) b X DT Fees t b Xt D,

dan heeft men dus

n 2 T2
ax + + = + + b S aee + + T .
o eso a (xl + pX q)( ox_ oe b _2) r1x T,

Door lirks en rechis coéfficitnten te vergelijken vindt men

(] o
a =b1 +p‘no

=D + +
a, B b 4 q_'bo
8 p = Pp, ¥ PP, TP,
Bhuq =T TR0, @, .,
&y =T T,

Hieruit kan men successievelijk 'bo, bi’ e+ ctc, oplossen,

Defini¥ren we'b_, = b_, = 0 dan vlgt

by =8 =Bby = Ay,

H
o

net

i= Q’ 1‘, eeey n- o (908-‘2) s
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Relatie (9.8.2) geeft ons de coéfficiénten van het quotiZnipolynoom en de

rest bij deling door {x° + px + a)e

Uit (9.8,2) volgt dat de by, v, en r, functies zijn van p en q.

We moeten nu P en q z0 'tra.chten te bepalen dat

r (pyq) = O
‘ ° (94843)
| L (psa) = 0 eCe
Dit stelsel vergelijkingen lossen wij op med de i‘te'ratiemethode van .
Newton=-Raphson.
. Uitgaande van de startwaardez (p,q) vinden wij
: or
P=P =3\ ag o 8q
~ - 1 (z ar1 .z aro , (9.8.4)
| 4= a7 VY By 3q :
met
ar1 ar1
ap 0q
D=
] op 0g
aro aro ar1 ar{ .
5 ! 3q ' op en —aa- bepalen we op de volgende manier.

We gaan uit van de identiteit (9.8.1) en differenti¥ren links en rechts naar
P en q. Dan volgt '

F .

- or |
. : w5, 5
o 0=xQx)+ (x +px+q) + e x + 5 ‘|
¢ or dr \
32 _ . 2. . 99 1 0 ‘ j
5q = 0= Qx)+ (x=+pt+aqg) 5 5 + 5
H:.eru:.t volgt ’
5q ; 2 ar Eiro
x Qfx) = gg(x +PX-+q)-$x o (9.8 5)
aQ. ( ) a:r: Bro )
xX) = x~ +px+q) = ---— X - = o e b
Qx) px +q) =5 5 (9.8
| Br ' aro - ‘
Uit (9.8.6) volgt dat = aq X =5 de rest is bl;: deling van het polynoom '

Q{x) van de graad n~2 door de kwadrar]::.sche factor x2 + px + Q.
Het quotisntpolynoom = -g% is van de grzad n-4 en 1s gegeven door

99 =4 N=5
- -+ d + pee +
aq=cx c1y oes cn_4.



Wij vinden dan (zie (9.8.2))

C, =C, = 0
Cl = bl PCI_1 - qci-z i = O’ 1’ oess N2
met oz, or .
E T e - m—— = +
8q nes o0 0 Crz ¥ Pnua

Uit (9+8.6) volgt na vermenigvuldiging met x

or ar

1
ta (xa +Px+Q) +

1

xQ(x)=-{X%§‘+ Ty

Gelijkstelling met (9.8.5) geeft

ar1 gr oT ox ar

P 3q 2q &p 9q op

Met (9.8,7) volgt dan

ar1 _ aro
- —— - — +
op °n-2 " op - et P cn-z
met
Cpeq = = POpup = %o,

Invullen in (9.8.4) geeft

~ Pt Onep = Py Oney
p=p+
D
b.C - b
~ L T2 pald | oy |
g=q*
D
metd )
D = Cpm2 “ Cnaq Cnes

Wij vatten de procedure nog eens samen

Erj
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(9.8,7)

ar1
+qE€'

(9.8.8)

(9e849)
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ao 'bo ¢y Bereken de kolom b's uit de a's
b c volgens
1 1 1
° ‘ ¢ bo =&
. ’ y b =& = TbD
¢ . . 1 -0 :
. v . bi = ai - pbi_1 - qbl 2 (l=23003n)
8 ko) c
Nl T3 Ilee3
e
Tlwe 2 bn-2 cn"2
)
Bt Nt g
=1 b
n n

Bereken vervolgens de kolom ¢'s unit de b's volgens

¢ = 'bo

c, = b1 - Be, o

c; =b, ~qgo, . ~aqo; . (i =2y aevy n=2)
Cpat = T PO = 95

Bereken D, p en g met (9.8.9),

Het proces convergeert kwadratisch als p en g dicht genoeg bij P, 0 a

1iggeri° Er treden moellijkheden op als D nul of zeer klein wordt. Dit

‘duidt op twee (bijna) gelijke kwadratische factoren.

Is geen beginschatting bekend, dan kan men het proces starien met bv.
p=a=20 :

Nadat een kwadratische factor is gevonden, geven 'bo, b Y ‘nn‘__2 de coéffi-

cisnten van het polynoom waaruit deze factor is weggedeeld. Men kan op de-
zelfde manier van dit polynoom ook weer een factor bepalen, etc.

Eventueel kan men ter verhoging van de nauwkeurigheid elke kwadratische factor
nog eens itereren m.b.v. de corspronkelijke veelterm,

Voorbeeld

Ios op
x4~8x3+39x2—62x+50=(x2-2x+2)(x2-61+25)=0.

We starten met p = ¢ = G,

Pyl = 0 0 =143 1e3 ~1,9 1.9 -«1,998 1_'998
1 1 1 'R 1 9
-3 -8 -8 - “6.7 "504 ‘6-10 "4.20
39 39 39 29.0 20,7 25,51 15,63
w62 52 0 ~15.6 3%,9 -1.94 27.7T
50 50 -8,0 ~2.16
o D= 1521 612 403 - -
p,=~p =4p = ~163 =0, 6 -0,098
Q~qg=4g-= 143 0.6 0,098
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HOOFDSTUK X, APPROXTMATIE

1.

2,

inleiding

In de numerieke wiskunde moet men vaak een functie approximeren door een
andere functie, welke bestaat ult een linesire combinatie van elementaire
functies. In de berekeningen zal men dan de oorspronkelijke functie ver-
vangen door de benaderende funciie, speciaal als de waarden van deze laatste
genalkkelljker te bepalen zijn en tevens binnen de vereiste n_.wmeurn.gne:.d
overeenkomen met de gewenste functiewaarden.

We hebben hiermee a2l kennis gemaakt in de eerste hoofd.s tukken, waar we voor
deze approximatie gebruik maaikten van een interpolatiepolyncom, Dit polyncom .
is daardoor bepaald, dat het in een zantal voorgeschreven puiten dezelfde
waarde heeft als de gegeven functie, Soms is het mogelijk de approiimatie

te verbeteren door de punten waar functie en polynoom gelijke waarde hebben
niet voor te schrijven, maar op een geschikte manier san te passen aan de
gegeven functie. Dit is het geval bij de Tachebyscheffeapproximaties

Worden de functiewaarden verkregen uit metingen, waarbij dus toevallige
fouten optreden, dan mag men niet te veel waarde hechten san de afzonderlijke
punten, Men zal dan een benaderende functie moeten zoeken, welke volgens

een of ander criterium zo goed mogelijk past bij alle meetpunten tesamen.

Als elementaire functies kunnen behzlve polynomen ook andere functies gebruikt
worden., Zo ligt het voor de hand om periodieke functies te henaderen met een
trigonometrische som, texrwijl in andere gevallen exponentiéle of rationale

funeties sangewezen kunnen zijn., We beperken ons tot veeltermen en trigono-

metrische sommen,

In dit hoofdstuk behandelen we twee methoden van approximatie, de methode
van de kleinste iwadraten (zie syllabus Wiskunde II, hoofdstuk VIII) en de
Tschebyscheff approximatis,

Te metheode van de kleinste kwadraten, algemeen

Gegever is het stelgel vergelijkingen

+ + =D,
a11x1 Fia¥o T oeee B h1

& 8 X toaee & =b
*y 2052 T o By 2

=3

(10.2.1)

L E AN R AR R NN

a + a + e & -
n1¥y T %no¥s T e ek~ Pn

We veronderstellen dat n > k, Dan is het stelsel vergelijkingen alleen oplos-
taar als er een stel van hoogsiens k onderling onafhmmlkeliljke vergellgklngen
is dat een oplossing heeft, terwijl de overige n«k vergellg,ﬁ_ngc 1 hiervan af-
hankelijk zijn.

In de praktijk komt het vazak voox dat men van een stel grocotheden, zeg
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X, X
17 T2

deze grootheden voldoen. Theoretisch is hel stelsel vergelijkingen dan oplog=-
bear. Mear doordat de getallen bi verkregen zijn uit metingen, waszrdcor deze

eeves K g €ED groct aantal vergelijkingen (10.2.‘1) kan geven, waaraan

getallen toevallige fouten vevatien, is het niet mogelijk het stelsel exact
op te lossen, Nemen we dan precies k vergelijkingen, dan is dit stelsel wel
oplosbaar, maar de oplossing kan onfer invleed van de meetfouten behoorlijk
" ver af liggen van de werkelijke oplossing. (m de invlced van toevallige

fouten in de bi zoveel mogelijk te beperken nemen we juist een groot aantal

vergelijkingen.

We veronderstellen nu dat het stelsel (10.2,1) niet oplosbear is, Dan zal

voor ieder stel waarden X X, eee T gelden dat minstens &&n van de residuén

I‘i = &i1x1 + 8-12]{2 + oesss ail{xk - bl i= 1’ 2,0.-., n (105202)

ongelijk nul is. De waarden van X, X, eee X, WaArvoox

2

I'12 “+ rz + asseoe I'n is minimaal (100203)

" noemen we de oplossing van (10.2.1) volgens het principe van de kleinste
kwadraten,

Voor een meetkundige interpretatie van dit principe nemen we een ogenblik -
san dat k=2 enn = 2,

r
' 1
In RB"is de vector 'z = | r, |te schrijven als
r
3
=zxa +xa =5
I=Fa TEAH T :
& a b
11 12 1
meta =, a 5 =1} a h =
-1 21 =2 22 - 2
a a b
31 : 32 3

Dan betekent (10.2.3) dat we zoeken naer de vector r met de Xleinste lengtes
Anders gezegd, we zoeken iIn
het vlak opgespannen door & ea

a, het punt X2 tX2& dat

zo dicht mogelijk ligt bij
het punt k. Dit punt is de
projectie van b op het viak
door & en a en de vector &
- =2 =

staat loodrecht op dit viak. .}5'-2
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In het algemene geval virnden we wezenlijk hetzelfde.
In Rn noemen we

24 S b, Ty
%21 %2k b, Ty
g, =\ ¢ 5 =| ¢ bl i =)
an1 8’nlc bn I'n
Ten kunnen we (10.2,2) ook schrijven als
‘ _J;- = }C1_3_-.1 + xzé?- \'f' e s %ﬁ_ - h (100204)

De voorwaarde (10.2,3) betekent, dat we X, X, eoes x, 2o moeten bepalen dat

de lengte.van r minimeal is, Dit is het gevel als r loodrecht staat op de

lineaire deelruinte van RnAopgespannen door 2y B, eeee dus als r lood-
recht staat op leder van de vectoren &, &, ... Zye bit geeft voor

Xy Xy eewe X de vergelijkingeg

&
-l
L
Y
S
[{

= (@159‘_1 )31 + @1"5’.2)-32-'* LA ('&-‘I’ak)xk - (.':;."_1!&) ='O_
(Q?_’.I_‘) = (.%2@:.1)3'-1 + @2’22)3:2 + “--' (Ezsak)xk - (ﬁa,h) |

i

. | : (1042,5)

(@oz) = (goz)x + (Eskv,éﬂ)xz *oess (Bogdx - (b)) =0,

v

Hier staan k vergelijkingen van de k on;oekenden X, X, eee ':ck, de zg. normasl-

ire;gelijkingen. De coéfficiBntenmatrix van dit stelsel vergelijkingen is
symmetrisch; de determinant van de matrix is ongelijk aan nul als B, 2, oee By

onafhankelijk zijn. In dat geval is het stelsel oplosbaar met een van de
methoden van hoofdstuk VIL,

Prektisch kan men moeilijiheden krijgen als het stelsel ill~conditioned is,
en @it is het geval als de vectoren 2, &, «+s 2 bijne afhankelijk zijn.

Voorbeeld

Los het volgende stelsel vergelijkingen op met de methode van de kleinste
kwadraten, o




Je

168,R

x\1 t X, = 1,60

= E, = 3.10
x, * 2x, = 1.62
Zx, = 2%, = 4465

De normaslvergelijkingsn zijn

15x, - Sx, = 25.37
-5I1 + 10".&2 = -?.56

De oplossing hiervan is -

x, = 1,567 x, = 0.0276

De residuén zijn

r, = =0,0052 T, = 0.0068 r, = 0,0024

-~

Opmerking 1

Als het stelsel (10,2,1) wel oplosbaar is, dan is de oplossing van (10.2,1)'
tevens de oplossing van (102.5) en de minimumlengte van de residu~vector
r is ml, T

Opmerking 2
Stel A is de co8fficiéntenmatrix (a.ij) van (10.2,1) en x =

1
o 14 Ian kunnen

"

we (10,2,%) schrijven als A x = b en het stelsel normaalvergelijkingen
(10.2.5) als A% X = A?g. |

x
x
:

Comerking 3 ‘
De coBfficintenmatriz ATA ven (10.2,5) hangt af van B, &y eee e Inhet

bijzonder, als deze vectoren onderling loodrecht zijn, dan wordt de matrix
een diagonsalmatrixz, en de oplossing van (1‘0.2.5) vinden we dan direct, nl,

(s2;)

‘xi'= Eﬂ Vvoor i = 1’ 2’ seey e P
.,__:L

Kleingte kwadraten met polynomen, .

Veronderstel dat van de functie f(x) op een segment [2,b] de (n + 1) functie-
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waarden f(xo) f(x1) ees £(x ) ziin gegeven en dat we f(x) willen benaderen

door een veelterm van de gra.ad mo=n,

ym(x) ?xo AX e AX,

volgens de methode van de kleinste kwadraten op de basis-punten X oL eeerX, s

Dit geval is voor m = 1 en m = 2 al behandeld in de syllabus Wiskunde II,
We hebben hier te ma,ke met een bijzonder geval van § 2, waaxbi] na.mel:l.gk 2

wordt gevormd door x— en b door f£(x) op de basis punten:

¢}

Hp oM
5
M
S -

o
-~
N

i=0,1,2,cco,m _b_=r

b
atasewp

o DOBOERE

]
y
8
e

Volledigheidshalve zullen we de normaalvergelijkingen hier nogmzals afleiden

op een iets andere manier. De afwijking in het punt xj is rj = ym(x ) = £(x.);

3 J
de som van de kwadraten van de afwijkingen is dus

IIM:'J

{Y (x50 = £(x, )} Eb By + A % ee + 025 - fo ¥

(10.2.6)

De som S hangt af van de codfficiénten A‘o’ A ALY hm. Volgens het principe -
van de kleinste kwadraten willen we deze codfficidnten zo kiezen dat S nmini-

maal is,

Hiervoor is noodzakelijk dat de partiéle afgeleiden o3 g3 o5

-,axo ! ax1 7o axm
alle nul zijn, dus

a)\k - - 2 z {;\ + Axa PPN 753:: - i‘(:c )} x ='O- (k=Q_,---,m)

(10.2.7)

Hier staan m + 1 lineaire vergelijkingen voor de m + 1 onbekende coé&fficiéne
ten.
Voeren we in de notatie

|_l-

n
B, = D x en v-=2f(**)x,
b0 Yo

L.

P S el L
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den worden de vergelijkingen uitgeschreven

4+ T +
Boho 31 A’l . 'Y sm A.m = Vo

S1A‘O+52 11 T asone +Sm+1}\. 571
(10.2.8)

- L L L . - + L] * L - . L] * L] L + L

+ + - e 0 + =
8ho t Bty e Som *p = Vi

en dit zijn precies de normaa.Z.Vergeliji{ingen (10.2.5) met

Si = (%o’ él) = @1! 21"1) = se0 = (Ei’ EO)
en v; = @ ogy)

Oomerking _
We hebben verondersteld m <n, Voor m = n vinden we het interpolatie polyncom
door n + 1 punten, dus alle afwijkingen nul.

Cpmerking
De wvectoren & zijn onderling onafhankelijk, en het stelsel normaalvergeiij-'

kingen (10,2.8) is dus altijd oplosbaar, In vele gevallen zal het stelsel
echter illeconditioned zijn. In de praktijk werkt men dearom vaalk, in plaats

van met x" ale elementaire functies, met orthogonale polynomen op de basis-
punten. Dit zijn polynomen pi(x), van de graad i = 0y 1, 2, seey WEATVOOT

geldt 350 pi(xj) ’ pk(xj) =0als i#k,

Het benaderende polynoom wordt dan

Tp(E) = uy + e (@) + e +pp (x)

met

BB

20z ) p, ()

=0 ¢ J : :

o= (zie opmerking 3, blz. 16_8)
2'. piz(x_-l) ' .

J=0" v

1]

Voorbeeld

Gegeven is onderstaande tahel



x \ 0.78 1.56 2,34 %12 3.81
b l 2050 1420 1212 2925 4.:28
Approximeer de functie met een 2e graads veelterm
%% %! x° % x* £l)b olx) £l
1 0,78 0,608 0. 475 06370 2450 1,950 1.520
1 1,56 2,434  3.796| 5eS22 | 1,20} 1,872 2,921
1 | 2434 54476 12,813 29,982 1172 2,623 62,133
1 312 0.73%34 20.3T1 9{}3759 2425 T.020 21,902
1 3,81 | 14.516! 55,3%06] 210,717 | 4028 | 16,307 | 62,128
5 | 11.61 | 32.768| 102,761 341,750 | 11.35 | 29.770 | 94.604
Ss 51 Ss S 24 Yo ¥y Yy
De normaalvergelijkingen zijn dus
5h° + 11661 A1 + 32.768)&2 = 1135
11,61 ')‘o + 5.2,768)\.1 + 102,761?\2 = 28,770
32.768Ao + 102.7617\1 + 341.7507x2 = 94,604
?"o = 5,045 7t1 = =4,043 ?\2 = 1,009,
Dus  y,(x) = 5,045 - 4.043x + 1,009%",
x Coe(x) yz(x) . yverschil
0,78 2450 2,505 40,005
1656 1.20 1.794 =0, 006
2034 1el12 1.110 . =0,010
3612 2025 2,252 +0, 002
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4, Hzxmonische analyse (equidistant, discreet)

We beschouwen in deze paragreald de approximatie van periodieke functies
deWe2z. functies waarvoor geldt £(x + p_) = £(x) voor alle x, Men noemt s
ée periode. Als elementaire funcities voor de approximatie gebruiken we

.

. 2l . . . '
sin en cos s =0, 1, 2, +o.y want deze funciies zijn ook pe-

ricdiek met periocde p. _ _
In het volgende verondexstellen we dat £(x) de periode 2 heeft, Ioor de-

subgtitutie x' = ﬁ x ig .4it altijd te bereiken.
7ij verder £(x) gégeven in de 2n equidistante basispunten:

- L fn=1) v = om-

x _— I
-1 ~n1 n Ty sees Xy a'’
' pid n-1
= 0 L= e X =
xo s x_l ; n’ reoey T "'n ki

We zullen f£(x) approximeren met een trigonometrische som:

=a +a, ¢ + + eae +°
ym(x) 5 , CO3 X + &, 008 2x + ... +& ©OS IX
+ b1 gin x +'b2 gin 2x-+ J.e + bm sin mx,

De cogfficiénten a +/m a enb, +/m b worden volgens kleinste kwadraten
zo bepasld dat C

-1 : _
I;: -{i‘(xj) - ym(xj)}2 (10.4.1)
j=-n :

minimazl. is.

Cpmerking:

Aangezien we 2n cnafhankelijke gegevens hebben, kunnen we hoogstens 2n
coéfficidnten bepalen, We zullen dus eisen m <n, In het gevel m=n

kunnen we bepalen N +/m a, en b1 +/m bn—1' De trigonometrische som heeft

dan in de basispunten exact dezelfde waarden als f(x), zodat we dan in
feite met een trigorometrische interpolatie te doen hebben,

De berekening ven de codfficisnten wordt zeer vereenvoudigd door het feit
dat de functies

1, COS X, COS 2Xy; « o o o 5 CO8 (n = 1)x, cos nx

gin x, sin&c,....‘,sin(n_-‘l)x .

op de basispunten een orthogonzal systeem vormen. Men kan nl, vooz
0 sk,f<n de volgenie relaties bewijzen
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n-1 .
L sinkx, cog fx, =0 f
j=n !
e 0 k#£4 =
S cos kx, cos fx, = n k=f#0en#n (10.4.2)
S=epl d J n k=L=0o0of=n .
n~l 0 x#2
3 sin kx, sin fx, = n k=L#0endn
j=-n ¢ J 0 k=if=O0of=n
We kumnen daarom de coéfficisnten direct opschrijven
4 Y] ()
a =75 & fix.
o 2n o J
_ 1 N
a =‘-I-x- .in f(xj) cos k:cj |
O<k<n (1_00403)
'bk'-"— s fx,) sin kx,
, n el J J
1 Tea]
= £
e =5 B £(x.) cos T
j=-n

De coéffici®nten kunnen dus door eenvoz.{dige sommaties worden bepaald.
Men kan echter het hieraan verbonden rekenwerk nog aanzienlijk beperken,

Is de functie f£(x) even dan biijk: uit (10,4.3) dat alle b, 's rul zijn.
Is £{x) oneven dan zijn alle 2 's nul.

Ben willekeurige £{x) kunnen we splitsen in een even deel en een -oneven
deel, '
Stellen we nl.

F(x) = £{x) + £(=x)
en G(x) = £(x) - £{=x) -

dan is f£x) =% {F(x) + Gr(x)}.

PRI N,
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F(x) is even en G(x) is oneven.
Er volgt voor 0 <k <n:
| n=1 Tl

1 1
= - z fix, os kx,. = =— ¥ PFlx, os kx. =
ool 3 ) conmy gy B Rr) e

Sl o 3 '

5 (aFo + F1 cos kx1 + evsee * Fn-1 cos kxn_1 + 2Fn cos ]ﬂn)
1 2 L

b, ==~ 5 flx.)sinkx,=-— & G{x,}sinkx, =

% n soon (x:})) 8 3 211 smen ( J) 3

“n (G_l.sm 1{11 ot G2 Sll}kxz .t,‘“‘. + Gn-ﬂ sin hn-1),

I

o
n

1 /1 ‘ -
2Il(§FO + F1 + sar e + Fn-1 +%Fn)

a, =gy (B = F +E fecnn ¥ ()7 F o+ (1) 2E).

Yoor n = 6 (12 basispunten) krijgen we bet volgende 'rekenséhema.:

X data cos X |cos 2x- cos 3x| cos 4x|cos 5xlcos 6x
0 £ =2, 11 1 1 (O I R
n/6 £ 4f_ = 3 + | 0 2 |-H3 | -
- ' : . 1 'E 1 1
/3 £45_=F, % & |- % % 1
n/2 £ +f_=F, 0 -1 0 1 0. | =1
2n/3 £,4_=F 1 % % 1 F | % 1
5n/6 £af_=F| -H3 % o | -2 |3 | -1
_ P - .
n £ =38 1 1 1 1 1 1
123.0 6a.1 6a2 6&.3 ‘6a4 6a.5 12a6
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De som van de data kolom is 12&.0; het inprcduct van de date kolom met de

kolom voor ¢cos x is 6&1 , etce

x data sin x sin 2x sin 3x gin 4x| sin 5x
n/f6 | gef,=gl  F| Hi| 1| 4B %
/3 £-f =6 33 2B o | %3 23
n/Z i;-f_3= G} 1 0 =1 0 1
en/3 | ff=c¢l  E3  -H3 o | 3 | &3
= 1 1 i 1
57 /6 fs_-f_s Gs Z 23 1 2\3 2
éb &b €b 6b 6b
1 2 .3 4 5
Yoorbesld
Gegeven is de tabel
x == -%«‘-—%n -n/2 -TJ31-11/5‘0 ln/s ]n/3 ln/212n/5l5ﬂ/5 :
£ 1,07 | 1601| 1.05] 1410 | 1414 {1417 | 1421 | 1232 | 1046 1.40‘1¢34l1.18 1,075
Bepaal a_ t/ma, enb t/m o,
X data cos x {cos 2x fcos 3x|data | sin x sin 2x gin 3x
0 1021 11 1 1 -
n/6 2049 0,866 045 0 0615 | 045 0.866 1
/3 2,60 | 0.5 «0s5 | =1 0,32 | 0,866 | 0,866 | 0
n/2 2,50 | O -1 0 0,30 | 1 0 1
onf5 | 2.39 |-0.5 | -0.5 |1 [0.29 | 0.866 | -0.866 | ©
5n/6 2,19 |-0.866 | 0.5 | 0 0,17 | 0.5 -0.866 | 1
L T 1007 -7 b -1
14,45 | 0,505 | =0,372| =0,07C 0,988 | 0,009 | 0,020
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&, = 1204 a, = 0,084 5 = «0,062 2

b, = 0,165 Db, = 0,001 b

0,003

De approximetie wordt dus

.0.01 2 cos 3z

1,204 + 0,084 cos x = 10,062 cos 2%

+ 0,165 gin x + 0,001 sin 2x + 0,003 sin 3x

Opmerking 1

Men kan het rekenschera nog verder systematiseren,
Waittaker en Robinson, The Calculus of Cbservations, hoofdstuk X geeft
schema's voor resp. 12 en 24 basispunten. :

Opmerking 2 ‘ .
In het voorgaanie hebben we een even asntal (211) bagispunten gekozen.

" Men kan natuurlijk ook een oneven aantal punten nemen, Dit verandert
- vrijwel niets san de theorie. :

Se

Harmonische analyse (con‘tinu)

Tot nu toe hebben we voor de approximatie van een functis f(x) op een seg-
ment [a,b] alleen gebruik gemeakt van de functiewaarden van f(x) in een
eindig aantal basispunten in [a,b].

Eet is echter ook mogelijk om de methode van de kleinste kwadraten toe te
passen 0p alle punten van het segment. Vectoren zijn dan functies op [a.,b].
Het ligt voor de hand om het inproduct van twee functies u(x) en v(x) te
defini¥ren als volgi

b |
w )= f u(x) o (v(=) ax . (10,501)
o |

Ga na, dat dit inproduct voldoet aan de ‘eigenschappen 1 +/m 6, blz, VIIL, 2
van de syllabus Wiskunde IT. '

We zoeken in dit geval bij een functie £(x) op het segment {a,b] een bena=-
dering van de vorm '

ym(x) = ;\ouo(x) * A (x) + oo + Amum(x) ‘

zcdanig dat de lengte ven de residu~vector, d.i, de functie
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r(x) = £(x) -y, (z)

minimaal is, dus
» .
f :r:z(x) dx is minimaal,
a

Op degelfde wijzelals in § 2 vinden we een stelsel normeaivergelijkingen

1]

Ql—.i." _1}_0) Ay +oeee t (31, Em_) AL (ui; £)

i 0’ 1, 2’ seey n . !

#

wearbij de vectoren u, de functies ui(x) en £ de functie £(x) op [2,b] zijn,
Het inmproduct is nu geen som, maaer de integraal (10.5.1)

We zZullen als voorbeeld van een dergelijke kleinste kwadraten aampassing
behandelen, het geval van een periodieke functie f{x) (periode 27:; op het
gegment ~n < x =<1, die we approximeren door een trigoncmetrische som

n

ym(x)_ =a + 51 a_ cos kx +b_sinkx

De functies cos kx en sin kx zijn orthogonaal over (=, .1:); er geldt

7
f cos kx sin dx dx = O
-1
“ 0 k¥
f cos kx cos £x dx = n k=4#£0 (1065.2)
2n k= 4=20
- 0 kx#£
fsinkxsin,e'xdx= n k=Ag0
- : 0 k=4=0

De residu—vector is de funciie

r(x) = £(x) - ¥ (x).

e Tl el e BT .
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We moeten é¢ lengte van deze vector minimaliseren, d;w.z. we moeten de

integraal

Is f {£@) - v ) &=

minimaliseren. Op de bekende manier vindt men met (‘!0;5:2) voor de codffi=

elénten

a ‘"'E;E fr £{z) éx

Lt 11
L

& = -1’-:- f £(x) cos kx dx (& >‘o) | | (10.5.3)

-7t
n

f £(z) sin kx dx

bt 14

o'
"

]
Bl

Bij een gegeven functie £(x) ken men ook de oneindige reeks

a.°+k§1 (2, cos kx + B, sip.kx)

beschouwen, waazbij & en by gedefinicerd worden door de formules (10s5.3).

Men noemt dit/de Fourier-reeks,

We weten nog niet of deze reeks convergent is, en zo Ja, wat dan de som is.
Men kan eantonen dat voor een "mette” functie £(z) de recks inderdaad cone
vergeert, met als som.f(x), :

Mem heeft dus

£(x) = a, + k§1 (;3.K cos kx + b, sin kx), (10.544)

doWeZo de partidle sommen Sm(x-) nederen tot £(x) voor m = § volgens het

voorgeande is elke partifile zom tevens een approximatie van £(x) in de zin
der kleinste kwadraten, ‘
De codfficignten aI£ en hk heten Fouriere-colffici¥nten, De Fourier-reeksen

spelen een belangrijke rol in de wiskunde.

 Als men (10.5,4) links en rechts met cos kx resp. sin kx vermenigwuldigt

en vervolgens integreert van -m tot +n (2amnemende dat men de recks tern
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voor term mag integreren), vindt men de uitdrukkingen (10,5.3) voox &, en
bk weer terug. :

Toorbeeld

Gegeven: fExg = |z} voor snsx <7,
f(x) is periodick met pericde 2m.

Ontwikkel £(x) in een Fourier~reeks,

T n
P =L =L
ao—zn flx’ d.x—'ﬂ: f x dx 2 Te
' =T 0
=

TI ’ .
f]x[ coslﬂdxs-z-fxcoskxdx=—g~{(-1)k-1}
T 2
-7 ‘ 0 e

W
U
Al

b, = -:-t- f |x| sin kx dx = 0 (integrand is oneven functie).

-

Men vindt aldus

cos 3x . cos 5% ' .
+ 3 + 3 "'oooo}- VOO -« X S Tte

12 32 52

lX| E%E-% {GOS}C

Is £(x) empirisch gegeven in de vorm van een grafiek of een tabel, dan moe-
ten de Fourierecodfficidnten langs numeriecke weg worden bepazld. De prake-
tisch meest bruikbare methode is om het probleem terug te brengen tot de in
§ 6 behandelde harmon_.sche analyse voor equidistante, discrete basispunten.
We verdelen het interval (e-m, %' in 2n gelijke subintervallen ea herekenen
met de formules (10.4.3) benzderingen voor de Fourier-co€fiiciénten,

Men vindt zo als benadering voor o

- N1

-1 .
& =g ,j=2-n f(xj) cos kxj.

Wegens f(x_n) = f(xn) kunnen we dit nog iets anders schrijven

n.+1) cos k.. + ies +

al-

o B [1p(s
= {'zf(.c_n) cos kx_ + f(.g

'a"k=

.+f(x )coskx (x)coskx}

-1

P.::.er staat juist de uitdrukking die men krijgt, als men — 1 f f(x) cos kx dx

-~
terckant nmet de trepeziunregel.
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Dit lijkt een op het eerste gezicht grove benadering, die men zou kumnen
verbeteren door een-nauwkeurigere integratieformule, zoals Simpson, te ge

“bruiken, )

Vanwege het sterk slingerende karakier van de integrand f(x) cos kx voor
grotere waarden van k, zou men het interval echter zeer fijn moeten onder-
verdelen. Dit levert geen prakiisch bruikbare methode.

Nog een enkele opmerking over de nauwkeurigheid ven de benaderingen é'k en
Sk. Deze hangt vooral af van de snelheid waarmee dz Fourier-recks van f(x)

convergeert, dus van de snelheid wazrmee de echte Fouriercoéfficignten

tot mul naderen. Hierover is ons echter bij een empirisch gegeven functie
niets hekend,

Verder wordt de fout groter met toenemende k (bij vaste n). In het algemeen
kan men zeggen dat de besproken methode voor de lagere Fourier-codfficidénten
eeh redelijke henadering geeft, maar voor de hogere coB8fficignten niet.

Tschebyacheff-approxinatie

Cm de waarde van een functie f(x) in een willekeurig punt x van [a,b] te
kurmmen bepalen moeten we in vele gevallen gebruik meken van een dbenaderings-
polynocm. Een voorbeeld hiervan is het, reeds behandelde, interpolatie poly-
noom p{x). Mu is dit polynoom bepaald door de eis dat de waarde van het Po-
lynoon en de functie in een zantal vooref gegeven punten van [a,b] gelijk mog=-
ten 2ijn. : -

De nauwkeurigheid ven de benadering wordt echter bepaald door de grootste
afwijking tussen £(x) en p(x) op het segment {a,b], dei.

FAR o0

Uit het oogpunt van nauwkeurigheid is het helemaal niet interessant in welke
punten £{x} en p(x) overeenstemmen, en men kan zich afvragen of het mogelijk
is de nauwkeurigheid van de benadering ie vergroten door deze punien niet
vooraf voor te schrijven, mzar, afhankelijk van f(x), geschikt te kiezen, resp.
het benaderingspolynocm op een andere wijze te bepalen waarbij de punien ven
overeenstermming niet expliciet gebruikt worden.

Voorbeeld 1

Het 2¢ graads interpolatie polynocm voor f(x) = e* op de punten 0, _“0‘;_5 en 1,
van [0,1] is .

p(x) = 1 + 0,8766x + 0,8417x%

maxinzle afwijkingen:

inx = 0,218  £(x) - p(x) = 0,0125 © 0.2 0.5, 0.8 /1
0.796 -0,0147 :

o




181.R

We beschouwen nu het polyncom
o(x) = 1,0088 + 0,8547x + 0,8461x>

Dit polynovom heeft in [0.1] dezelfde wearde als f(x) in de punten 0.073,
0;520, 0.9380 .

Maximsgle afwijkingen

inx = 0'022 £(x) - p(x) = =0,0088 P-7I"\"““,“"“'Z
0. ' 0. 008 .
0a$66 —0.00Sg | .’/_ ......... xu./,_ .

1.0C0 0. 0088

De nauwkeurigheid van het eerste polynoom is 0.015, en ven kel tweede polynooﬁz
0. 009,

Als we bij het zoeken nzar een benadering voor f(x) geinteresseerd zijn in

een 2o groot mogelijke nauwkeurigheid bij een zo laag mogelijke graad van
het polynocom, dan moeten we dus zoeken nzar het polyncom p(xg Waarvoor
(10.6,1) zo klein mogelijk is. L

Zonder bewijs wordt hier vermeld, dat bij iedere n en iedere continue functie
£(x), er precies één polynoom, zeg pn(x), bestast waarvoor (10.6.1) minimaal

is; deweze voor ieder ander polynoom g(x) van de graad < n geldt
max |£(x) - pn(:t)[ < max [£(x) - g(x)]
x € [a,b] - xz€fa,b]

We noemen pn(x) de beste benadering ven £(z) in de zin van Tschebyscheff. De

approximatie waarbij als kriterium voor de beste aznpassing geldt dat de
maximale afwijking (10.6.1) minimaal is, noemt men Tschebyscheff-approximatie.

p, (x)

Voorbeeld 2 -
I geval n = 1 is het beste approxima.tie—
poelynoom vaak eenvoudig te vinden, 20&13_
uit nevenstaande tekening blijkt.

N\

T .

=TT TN

|
l
'
i
1
a

o'

Het polyneom met de beste benadering in de zin van Tachebyscheff pn(x) is
gekarakteriseerd door de volgende eigenschap, welke eveneens zonder bewljs
wordt gegeven.

-

Karaltteristicke eigenschap,

Fr zijn in [2,b] n + 2 punten & SX <Xy <Xy eee <X <X, <D, AT de
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fout-functie d(x) = £(z) = v, (x) de wearde E, (d.1, het absolute maximum van

d{x) in [e,b]) zanneemt met wicselend teken, doWezo

of d(xi) = (w1 )i E,
of dalx;) = (-1 g

i= 03 1’ 2, 002 n+1 (109602)
n .

Voorbeeld 2 demonstreert deze eigenschap voor n = 1, en voorbveeld 1 (tweede
polynoom) voor n = 2.

Voor bhijvoorbeeld n = 5 ziet de foutfunctie er als volgt u:.'l: (a&ngenomen
g2t er niet meer dan n + 2 extrema zijn). .

De fout bij de Tschebyscheff-epproximatie is dus gelijlmatig verdeeld over
het gehele segment, terwijl bij interpolatie in het algemeen de fout in het
-midden va.z)a. het segment kleiner is dan nabij de rand, (verg. de grafiek op
blzs 36.R

" Het is in het a.lgemeen zeer moeilijk om het polynoom p (x) te vinden, Vaak

z2l men echter met bhehulp van de zZogenaamde Tschebyschei‘f-nolyncmen een bew
radering kunnen vinden, welke niet zo vexr afwijkt van de besite benadering,

Het ‘I‘schebyscheff polynocom T (x) van de gread n wordt op het segment
-1s x <1 als volgt gedei‘:m:.eerd:

T (x) = cos n6 ' | : (106643)

met x = cos B,

Det T (x) inderdaad een veelterm van de graad n in x is, volgt wit het feit,
dat we cos nf kummen u:.'td'r*l..k.ken in machten van cos 6,
Volgens de formule ven Buler is

emeucosn9+isinne,

dus cos 16 = Re - = Re(cos 6 + i sin 6)* =
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= @') cosne - (2‘) cosn-ze sinze + @) cosn'4e sin46 * eee

Vervangen we tenslotte in deze uitdrukking sin 6 door 1 - cos 6, dan krijze

we een polynooz in cos O. Z0 1S
To(x) = ¢cos 0 = 1
T1(x) = cos =%
T (x) = cos 26 = 2x

2 5 - (10.644)
Ts(x) s cos 30 = 4x° » 3x
T4(x) = ¢co3 40 = ax* - 8x% + 1
o Ts(x) = cos 58 = 16x° = 20x3 + 5%,

Uit de goniometrische formule cos (n+1)8 + cés(n,- 1)8 = 2 cos nd coe 0
volgt cnmiddellijk de recurrente betrekking

B (6) = 2 1,00 - T, ), (10.6.5)

wearmee we, uiltgeande van T,=1enT =x do Tschebyscheff polynomen ge-
makkelijk kunnen bepalen. ' '

Opmerking
‘De definitie (1 0s603) bepealt T, (%) slechts in het segment [e1,1], 4ls poly.

‘neom in x bestaat T (x) natuurllak voor alle wearden van x. Het enige echter
“wat we in de numerleke 'i:oepa.ssmgen van T (x) gebruiken is zi ijn waarden en
eigenschappen in [~1,1].

Het polyncon Tn(:c) is in [=1,1] extreem in de n + 1 punten
- :Ck = QoS % k = 0, 1’ 2, esay n ‘ (10.6.6)
en neemt in deze punten afwisselend de waarde +1 en -1 aan,

Om een functie zo goed mogelijk te benaderen, ontwikkelen we deze functie
near polynomen van Tschebyscheff, ¥en kan bewijzen dat iedere voldoend gladde,
bve. continu differenticerbare, functie £(x) in het segment [~1,1] een recks-~
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ontwikkeling nzar polyz:omen van Tschebyscheff heeft, d4wsz.

£(x) =k§ 8 LK<JC) _ C {10,6.7)
ot ! t) 7 () e ) -
' x) T (x f(x pio
ay =+ f—-———-—°——-—a:: 2 =2 f——-——-i{————dx (10.608)

» V1 - x2 -1 1 - %2

k=1 25 3 s00.

In feite iz deze recks niets anders dan de Four:.er—reeks van de pericdiecke
even functie P(8) = f(cos 8).

We veronderstellen dat we ven de functie £(x) waarven we een polynoombenades
ring zoeken, de reeks (10 667) kennen, en dat de cc&fficiénten a.k snel naar

nul gean, Dit is bij veel gladde functies inderdaad het geval, Nemen we dan
als Yenzdering voor £(x) de n-de part:.ele som van (10.6 7)s deis het n-de

gra.a.dspolymom

\

ORI NS

dan is de foutfunctie d4(x) = £(x) « P (x) bij benadering gelijk san

k m
. _.aa.m_1 R (x)e Deze laatste functie is extreem inden * 2 punten X, = cos T
k =0y 1y 2y ssey ntl, De waarde in deze punten is ai‘wzsselend + 2 en

) 11+1
- a_ 4¢ Op grond van de kavekteristicke eigenschap (blz, 181 ) van de beste

benadering mogen we verwachten dat Pn(x) bi]j benadering de beste approxima-
tie ig voor f(x), in de zin van Tschebyscheff.

Cpmerking .
Voor een aantal functies bestesan er tabellen van de codfficiénten a.n. Bijvoor=

beeld, voor £(x) = ¢ op het segment [«1,1] zijn de coBffici¥nten:

a, = 1.26607
a.1 = 1,13032
a, = 27150
a, = 4434
&, = 547 | -
8, = 54
a = 4

[+
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Oomerking

De Tschebyscheff approximatie geefi geen benadering met een te relatieve
rauwkeurigheids in de buurt vaa een nulpun‘t van £(x) kan 4(x) juist maximaal

zijn, Wil men bijvoorbeeld van £{x) = sin 5 x op [=1,1] een bensdering met

2
relatieve namkeurlgheld hebben, dan bepaa""c Zen het benaderings polyncom
sin <= x :
niet van £(x) = sin 'é' x, mear van f(x) = -——f——--.

De benadering wordt in dit geval .
sin -2- x=x3 8y 2k(x) met
8, = 2455255 79248

&, = +28526 15692
a, = 911 80160

.
o, = 13 65875
&, = 11850
&40~ 8T

‘In. het geval dat we de co¥fficiZnten van de Tschebyécheff recks ontwikkeling
(1046, 7% riet kennen, kunnen we nog op een andere manier een zo goed moge=
~1lijke benadering trachien te v:.nden, nl. deor het zgn. telescopen van machte

. recksen. Hierbij maken we gebruik van het felt dat = te schrijven ig als
een lineaire combinatie van T t/m T n®

" Met behulp ven (104644) vmden we

1 =T
Q
X = T1
<2 =-%-(T0 +T2)
=30 +1) (40.6.9)
4 1 )
= 3(3?0 + 4T2 + T4)
5 1
% =-;5—-(10T1 + 5T, +T5)

[ 1
z = -5-2-(10'30 + 15T, + 6T, + T, Jo

Het procédé bij het tglescopen berust hierop, dat we ven een gegeven poly-
room van de graed ngx - vervangen door een lineaire combinatie van lagere
machten van x, on zo de grazd ven het polynoom te verlagen., De fout die we
hierbij maken zullen we zo klein mogelijk +trachten te houden,




Voorbeeld 1. ‘
Mazk een derdegraads approximatie voor

'f(x) =1lex+x -_-x3 v xt o op het interval -1 <x <1,

- Met (1046,9) vinden we

_19 4 9 le L
i‘(x) =0+ =1 +5 T, 7z Tpe

Dit is in feite de Tschebyschelf reeksontmklelmg (1 00607) voor £(x).
De approximatie is

2

ey 150 80 g o %n o232 11,1
@) =g %= T T, -7 5 7% v ~qpxtge
' .. ‘ - e 1 i 3 .
De fout is in absolute waarde kleiner dan ) + TE~ € *

Men past dit procédé speciazal toe op functies wasrvan de machireeks ontwilke-
- ling bekend is, Dearbij wordt eerst van de machtreeks een zodanige partiile
sor genomen dat de rest kleiner is dan de toegestane fout. Vervolgens wo:cdt
door het telescopen de graad van dit polynoonm verlaagdo

Voorbeeld 2.

Approximeer e in [=1,1] met een veelterm, zodanig d.at de fout (in absolute
waande) kleiner is dan 0,014 _

ef =1 +x+3x +-§x3+....
: b

Afbreken na de zesde ferm geefi een resttemm ) x , dus

|fout| = |—eE- 8l <z2=< 0 OOSé

® 720 * 720 < MeVEISe
De veelterm y{x) = 1 +x +% %2 +§-x3 '*"2%31 +T§-6-x5 voldoet dus aan de
alis, .
Vet (10,6,3) kummen we hiervoor schrijven
81 217 13 - 17 1 1
v(x) =T tTr T, vy T, *3es T, vz T, * Te%0 T

Laten we de laatste twee termen weg, dan geeft dit een additionele fout van

1 1 ' X
T57 * 1535 < 0.0058, ‘ _
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De totale fout is dan maximzal 0,0058 + 0,0038 = 0,0096, dus ncg bimnen
ds tolerantie,
Ve vinden aldus

X 81 217 13 17

102656 To + 121302 T1 + 0.2708 Té + 0. 0443 Ts

0:9948 + 0,9974 % + 05417 x° + 0.17T1 %°

voor =l s x <1

De volgende tabel geeft een indruk van de grootte van de afwijkingen. De
waapden van x zijn de punten T, (x), het ecerste weggelaten Tschebyscheff-
polynoom, extreen is .

x g p(x) afwijking

x
-1 3679 «3629 | + 0,0059
=0.7071| L4531 4978 | - 47
0. | 1.0000 9948 | + 52

0.7071 | 2,0281 | 2,0335 | - 54
1 | 2,783 | 2,7110 | + 73
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 HOOFDSTUK XT. SOMMATTE VAN REEXSEN

of met de notatie bu, =u . -0

In principe kan men de som van een convergente reeks I u Y met elke gewenste

‘nauwkeurigheid bepalen door een veldoende aantal termen w, ult te rekenen en

bij elkaar op te tellen.
Dit proces levert geen moeilijkheden op als w, gnel genoeg nasr nul ge.a.i-.

| Anders wordt het echter wanneer de convergentle_langza.am 150

Beschouw bijve de reeks

s ol.i_ 1.1
.ﬁ/4=1-—3-+5-7+9-000a'

Cm hiermee n/4 in bijve 5 decimalen te berekenen, heeft men zeer veel te:r:men'
nodigs; de reeks is praktisch onbruikbaar. De verhoudmg van twee cpvolgende
termen nadert tot 1.

Bl,] alternerende recksen is het mogelijk door een eenvoudige transformatie

- uit de gegeven reeks een nieuwe reeks af te leiden, die d:.lcw:.als sneller
‘convergecrte ‘

Zij de reeks
S=uo -1:lL1 +.u2-u3+u.4.- u5+oo-o- (un>0).
Hierwvoor kummen we ook schrijven
= 1 - l - + "1— - - ‘1- - LR N N
S = uo (111 uo) g(uz u1) 2('[13 uz) + o
n
2t U =% - - .
S 3 uo (Auo Au1 + Aua ‘Aus + . o)o
De recks o, - Au1 + Au2 = oo kunnen we op dezelfde manier omvorzen tot
‘1‘. -, . - | - - 'J" i T - ’
T bu 3 Au, Auo) + &( su, Au1) =( b Auz) + eee
2,&110 ‘2‘(& U.o Au1 + Au2 'y )-
Hiermee volgt voor S

3

\
- + - + -~ g
Tu, Au (a2 u Au1 Au2 vos ) .

1 1 1.8 17,3 3
= - AU - - AMu, + enz
=2'll° 4 o .SA o 8(&110 A 4 owe ) @




UTiteindelijk vinden we zo de getransformeerde reeks

Sedy o t2 1,3 18
S 2u0-4Au0_+'gAuo-15Auo+32Au°-“..-

Men noemt dit proces de iransformatie van Buler,

Voorbeeld
Beschouw nogmaals de reeks

R A I A &
TC/4=1 -3'*' 5 - 7 +9 evace

Ve maken een differentieschera

]
.2
3
1 -1
5 =2 B 16
T 15 35
1 8 128
5 103 315
-2 - 16
35 15
L -
7 15
2
-5
1
9

De "'ge?éulerde"reeks wordt

g n!
. 103050. .00(211+1) * ?

k Lk
Lok («1)" 2" k!
y = .
De algemene term van de reeks volgt ult 4 U S TS (k2 1)

189.R
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Dz nieuwme reeks convergeert inderdaad eneller den de oorspronkelijke,
Voor grote n nadert de verhouding van twee opvolgende termen tot 7o

Men ken nog kiezen bij welke term men met ewleren zal beginnen, In het diffe=

rentieschema kijkt men langs welke voorwaartse diagonaal de differenties het-

snelst afnemen, Tot aan die diagonsal sommeert mer de termen en begint dan pas
met de Euler-transformatie.

~ Beginnen we in ons voorbeeld na de tweede term, dan komt er

‘ L LA, 1,2 0, 8
Wh=legrge gty g5ty s T e
1 1 il 1
=1-'3‘+’i'6+76+315+10o-

De som van de eerste vijf termen in elk van de drie reeksen voor n/4 is resp.

0,835
i
/4 = 057853000 o

. Opmerking |
De Euler-transformatie geeft niet altijd esn sneller convergente reeks.
Dit zien we bijv. aan de meetkundige reeks
1-r+1‘2 -1'3 T soe »

Het differentieschema wordt

1
Twl
r (z=1)2
r(r-1) ' (za1)>
x? o z(z-1)? (z-1)*
| - 2% (x=1) r(z-1)?
. > r®(z=1)?
(1) | |
=4

De geBulerde reeks wordt

1 2 1 3
(I‘—‘I)'i"é"(rﬂ']) "";i"é" (I‘-'I) T eee

G

-1
Z
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Dit is weer een meetlundige recks met reden :51- (r~1)s De convergentie is verbe=

terd als |%(r-1)] < |z|, dus als = >-'-13- . Voor <-:'3- wordt de convergentie
slechter.
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