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0. Inleiding

0.1+ De numerieke wiskunde houdt zich bezig met het onderzoek van
efficiente methoden om numerieke oplossingen van wiskundige problemen

te vinden. _

Een oplossing van een wiskundig probleem van practisch belang in de vorm
van een formule kan nuttig zijn indien hierdoor het jnzicht in het
probleem verhelderd wordt, bv. omdat uit de formule de afhankeiijkheid
van bepaalde parameters duidelijk blijkt. Vaak is echter alleen de op-
lossing behorend bij één stel waarden van de parameters nodig en- het is
niet altijd zo dat shbstitutie van deze waarden in de algemene formule
de beste methode is om deze speciale oplossing te verkrijgen. Van andere
problemen is de oplossing in de vorm van fdrmules'zo gecompliceerd, dat
deze niet overzichtelijk is. En ook komt het voor dat in het algemeen
alleen bewezen kan worden dat een oplossing bestaat {bv, uit het onge-
rijmde). In deze gevallen is het voor de.practicus van veel belang om

de oplossing numeriek te benaderen.

0.2, Ruw gesproken kunnen de numerieke probiemen in twee klassen ver-
deeld worden :

0.2.1. Problemen waarbij alleen rationale getallen optreden en waarbij
een exacte oplossing door oneindig vaak optellen, aftrekken; vermenig-
vuldigén en delen gevonden kan worden {(Vb. : lineaire vergelijkingen
met gehele coefficiénten), Dat ook in deze gevallen nog sprake kan zijn
van "the art of computing" (in tegenstelling tot "the science of mathe-

matics") heeft verschillende redenen :
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ai Het werken met breuken is vaak tijdrovend en kan tot zeer grote
getallen aaﬁleiding geven, Werkt men daarentegen met afgeronde decimale
. breuken dan ontstaat het probleem welke invioed de afrondingsfouten die
bij de afzonderlijke bewerkingen gelntroduceerd worden, op het eindre-
sultaat hebben.
b) Voor sommige problemen bestaan meerdere'oplossingsmethoden, welke
van wiskundig standpunt equivalent zijn. In numeriek opzicht kunnen deze
echter verschillend zijn in verband met '

aantal uit te voeren operaties

overzichtelijkheid en eenvoud van de berekening

mogelijkheid van eenvoudige controleberekeningen

invlced van afrondingsfouten.
Natuurlijk zal men vaak een compromis tussen deze factoren moeten zoeken,
Voorbeeld _ |
Moet men de waarde van een polynoom P(x) = aoxn + a.,::n"‘1 *oeee +
" (met numeriek gegeven coefficienten) berekenen voor een gegeven waarde
van %, dan kan men achtereenvolgens bepalen X2; X>,eee Xy
aoxn, a1fn'1,...,an_1x en tenslotte p(x). Dit kost 2n~1 vermenigvuldi-
gingen en n optellingen.
Ock kan men bepalen

L=
1t

a
o =}

box + a,

o
n

b, = byx + a,
LU B L AN BB BN BN B B N J

bn = bn_1x + an

en dan is p(x) = bn’ daar dit rekenschema correspondeert met de schrijf-
wijze p(x) =.--.((((aox +a,)x + a,)x + a;)ese o Nu zijn slechts n
vermenigvuldigingen en n optellingen nodig. Bovendien is de procedure
veel systematischer. ' | '

Door het kleinere aantal bewerkingen zal de invloed van afrondingsfcuten‘

in het algemeen kleiner zijn.

0.2.2+ Problemen waarbij een exacte op10551ng slechts met behulp van
inflnite processen te geven is, ' ,

Hier is het de taak van de numerieke wiskunde, eindigé (in verband met
de beperkte levensduur van mensen, machines, etc¢) processen aan te geven

waarmee de oplossing met voorgeschreven nauwkeurigheid bepaald kan worden.
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Voorbeelden zijn : sommeren van reeksen, uitrekenen van integralen,

oplossen van differentiaalvergelijkingen.

0s3« Foutenbronnen en fouten

Men kan vijf scorten van fouten naar hun bronnen onderscheiden.
a) Modelfouten. Deze ontstaan doordat het wiskundige probleem een ver-
eenvoudigde beéchrijving van het fysische probleem is. Deze zijn voor
de numéricus slechts in zoverre van belang dat bij eén grof model erg
nauwkeurige berekening weinlg zin heeft.:
b) Beginfouten (initial errors). Vele problemen bevatten paraneters
die door metingen bepaald moeten worden en dus slechts met beperkte
nauwkeurigheld bekend zijn. Voor de numericus gelden dezelfde conséquen-
ties als ad a). ' |
¢) Afbreekfouten (truncation errors). Deze ontstaan als men een infiniet
proces door een finiet proces vervangt. Vervangt men log(1 + x) door

H b
X - %} + Eh - 1? ' dan maskt men een afbreekfout (die bve voor 0Z %5
‘kleiner is dan 0,5.107°),
h
Ock als men Jﬂ f(x)dx vervangt door % [£(-h) + 4f(o) + £(h) ] (regel.
-h -

van Simpson).'Ténslotte ook bij het afbreken van iteratie processen na

eindlg veel stappen :. ziJ a > 0 en zij de rij getallen x ,:1..;.bepaald

door
xoa 1' xn+1 ='}[xn+;;3' n=0'1'... - (1)

Dan is lim X, =Va. In de practijk is men gedwongen te stoppen na eindig
n=w ' ’
veel stapren en een Xy als benadering voor Va te beschouwen.

d) Afrondingsfouten. Deze ontstaan doordat men meestal met eem vast aan=

tal decimale cijfers werkt. Het resultaat van een vermenigvuldiging wordt ¢
dan als regel afgerond, is dus niet exact,

e) Rekenfouten (vergissingen, machinefouten e.d.). Om deze te o;derdfukken
zljn controleberekeningen zeer gewenst, Bij veel iteratieve processen

(bv. het procea (1) ) betekent het maken van een niet te ernstige reken-

fout alleen dat het langer duurt voordat de gewenste nauwkeurigheid be-

reikt wordt, Uit dit oogpunt zijn deze processen dus aanbevelenswaardig,



Het is duidelijk dat fouten, die in een bepaald stadium van een reken-
proces geintroduceerd worden, zich in het algemeen in het verdere ver-
loop zullen voortplanten en hun invloed op het eindresultaat zullen

hebben. Het is van belang enige indruk van deze invloed te hebben. In

het algemeen is dit echter een zeer moeilijk probleem.

0.4, Afgeronde decimale getallen

Het is vaak zinvol een afgerond positief decimaal getal a te
schrijven als a = q.10p; waarin 0,17€ q < 1. q is dan een echte decimale
breuk (met eindig veel cijfers). Schrijft men q met k c¢ijfers achter de
komma, dan bedoelt men dat (10 Pa - qlg iﬁo-k

0.125
12,05.

Bv. P

0, 9 = 0,12 Ybetekent 0.715K a
P <€

<
2, @ = 0,120 betekent 11.95 a<s

Men noemt k het aantal significante-cijfers waarin a bekend is.

Deze afspraak heeft het nadeel dat als 1201< & 1207, men zou moeten
.schrijven a = 0.12.10°, waardoor informatie verloren gaat. Derhalve
schrijft men ook vazk in zo'n geval a = 0.120.10 % of zelfs a = 0.1204,10°
met de opmerking dat de onnauwkeurigheid van a van de orde van &en, resp.

enkele "eenheden van de laatste decimaal" is,

Opmerking. Men rond natuurlijk steeds af naar het meest nabijgelegen

getal. Bv. geeft O. 405149, afgerond in 5,4,3,2, resp. 1 cijfer(s) 0.40515;

0.,4051 3 0.405 ;3 0.41 ; O.4, Eindigt het af te ronden getal op een 5, dan
rondt men zo af dat het laatste cijfer even wordt (dit is beter dan bv.
steeds de 5 naar beneden af te ronden daar hierdoor systematische fouten
geintroduceerd worden). _ . .

Zo wordt 0.40515 afgerond in 4 cijfers : 0.4052, terwijl 0.405, afgerond
in 2 cijfers, wordt : O.40,

0.5, Literatuur
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1. Het oplossen van vergeli jkingen

1,1, De meeste hier te behandelen methoden zijn iteratie-methoden :

men begint met een Zekere schatting voor de oplassing, voert een zekere
bewerking uit waardoor een betere benadsring J&h de oplossing verkregen
wordt. Dit proces wordt herhaald tot een voldqende'nauwkeurigheid be-
reikt is. Het succes van de methode hangt vazk af van de juistheid van
de eerste schatting. Voor het vinden hiervan hest:én geen algemene
methoden. Vaak kan men door een ruw analytisch onderzoek of het uitre-

kenen van een aantal functiewaarden bruikbare beginschattingen vinden,

1,2, Suvecessieve substitutie

2ij de vergelijking gegeven in de vorm
x = £(x) : (1)

waarin f een continue functie is die woor een willekeurig gegeven waarde
van x betrekkelijk eenvoudig te %?rekenenais.
.,
Zij x een beginschatting voor de oplossing.

Bereken achtereenvolgens



x, = f(xo)
LxX, = £(x,)
Xpe1 © f(:"'n)'

Stelling 1. Als de rij {xn} een limiet a heeft, dan is a een oplossing
van (1)0 '
Bewijs

Daar f‘continu is, geldt

@ =lim x .4 = lim f(:;n) = £(lim x ) = f(a),

De gang van de iteratie kan eenvoudig afgelezen worden uit de plaatjes :

y=x

Y

i
t
; y = £(x)
}

x

Vergeli jking vén deze plaatjes met de onderstaande suggereert dat het
proces convergeert als | £'(x)| < 1 en divergeert als J£7(x)]| > 1 in de

omgeving van @

y - £(x)

 J

AN

_.....__J.\.._._
-




(0 x = {0

Verder blijkt dat de rij {xn] monotoon is als f'(x) > 0 en oscillerend

oma is als f£'(x) < O.

Stelling 2. 2ij a een oplossing van (1). Zij f differentieerbaar in
een interval I [|x = al < p ] en zij hier [(£'(x)| £ A <1, Dan geldt

voor iedere beginschatting X, die in I ligt

1) alle geitereerde x  liggen in I
2) lxn-al\{llxn_,}-al o (2)
o

"3) 1lim x, =

Bewijs. Daar x°€ I geldt volgens de middelwaardestelling x, - a =
£(x)) =a = £f(x ) =~ £la) = (x, =~ a) £'(E) met { tussen x ena, dus
zeker in I. '
Derhalve is [x, ~al g Alx, ~al.

Daar A < 1 volgt hieruit 1) en 2) voor n = 1. Door inductie volgt dat

1) en 2) voor alle n gelden. En uit (2) volgt dan eenvoudig
n .
lx, = o <X Ix, -al. (3

en dus 1lim X, = % daar A < 1.

Opmerkingen
1. Uit (3) volgt een schatting van de fout na n iteraties. Men ziet dat

deze minstens naar nul gaat als de termen van een meetkundige reeks met
reden A

Men noemt dit een proces van de eerste orde en A de convergentiefactor.

Men noemt

X -0 f(xn_.l') - f{a)
lim = 1im

N+ N=1 ) ) Nn="1

= () ()

de asymptotische convergentiefactor.

Is £' continu in a en |£'(a)] < 1 dan volgt hieruit direct de conver=-
gentie mits X, dicht genoeg bij a ligt. In het algemeen'is het enigzins
gevaarlijk om alleen naar de asymptotische convergentiefactor te kijken :

' pas vlak bij a geeft deze een maat voor de snelheid van de convergentie.
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2. Ben fraaiere stelling waarin de existentie van een oplossing o niet
a priori verondersteld wordt is @

Zij voor zekere a, pen A [f'(x)| A <1 als |x-al < p en zij
bovendien [f(a) = a| £ p{1 - X),, y:;j?&)

Dan heeft de vergelijking (1) in het interval|x ~ a| < p precies één
oplossing a en voor iedere beginschatting x, die voldocet aan Ix - al<p
geldt lim x_ = av v Besie A p.S ?w&w« Aledend

(Voor het bewijs van een analoge stelling vgl. Householder, p. 119-120).
3+ Wat 1is de invloed ﬁan een enigzins onnauwkeurige bepaling van f(xn)
(bv. t.g.v. afrondings- of afbreekfouten) ? Dan geldt 5':1‘1+1 = £(x) + 6,
waarin in de reeds.bnnguwkeurige n® iterand is en Gn de fout is die
gemaakt wordt bij de berekening van f(in). Men kan niet verwachten dat
de rij [in] een limiet heeft. Maar wel geldt, dat als voor alle n

!611‘} < & en x_ dicht genoeg bij a ligt, dat

I:Tcn— al <'.7\.n fxo -a].+.1 e
Dit is voor de practijk voldoende : wil men a tot op een afstand kleiner
dén ¢ benaderen, dan moet men zorgen dat de féut in de berekening van
f(xn) niet groter is dan (1 - A)e. Men noemt op grond van deze eigen-
schap het proces stabiel ! ondanks een mogelijke ongunstige acbumulatie
van de fouten veroorzaakt door onnauwkeurige berekening van f(xn) komt

men tenslotte in de buurt van a.

1e2.1s Processen van hogere orde

Het is duidelijk dat de gonvergentie van het iteratieproces
snel is indien in de omgeving van a f£'(x) dicht bij nul is,., Stel eens
dat £'(a) = O en dat in een omgeving van « ‘

[£(x) ->a| [£(x) ~ fla)| < A lx = alP, met p> 1. (1)

1

Dan geldt hier

fx - al lf(x ) - al & Alx - «l?,

n+1

Men noemt in dit geval de orde van het proces p.

Zij Ixn - o}l g $.10 “B (m correcte cijfers achter de komma).
Dan is Ixn+1 -al g 2 “P A0 pm' dus (tenzij A erg groot is) ca. pm

correcte cijfers. Voor bv. p = 2 wordt het aantal correcte cijfers

e -
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dus bij iedere iteratie ongeveer verdubbeld. Hieruit blijkt de lzacht
van iteratiemethoden van hogere orde,
Ook is de convergentie steeds verzekerd, althans als X, dicht genoeg bij

[+ ligt.

Stelling. Zij voor [x = al < p I£(x) - al< 4alx = af.
Zij lxo'- x} <min (p,a”%). L@
Dan geldt 1lim X, =%

Bewijs. We hebben

- 12 :
lx, = al = lf(xo) - al < Alxo - al?, : (3
Dus Ix1 - af < Alxo - alep < p
en ook lx, = al < AA72 = 7Y,

Dus x, voldoet ook aan (2). En bovendien volgt uit (3)
Alx, = al g (Alxo - al)?.

Door inductie leidt men af dat ock xn aan (2) voldoet en dat

. 2n .
AIxn - al € (‘“xn - al)? g (Alxn_1 [)°, waaruit volgt dat x = « , daar
Afxo -l <1,

Opmerkingen
1. Voor p-de orde processen geldt natuurlijk een analoge stelling .
2, Geldt in een omgeving van o« dat £(x) = o + Alx ~ &)F + ... *), dan
blijkt dat .
X 4=
lim 8% = A.
N-sc (xn - a)F

Deze relatie die het asymptotische gedrag van de rir;j {xn} bepaalt, komt
in plaats van de relatie (4) uit 1.2,

3. In de practijk is het niet altijd eemroudig‘om x, zo te kiezen dat
aan (2) voldaan is, Vaak is er echter een groot gebied om a waar

| £(x)| < 1. Start men binnen dit gebied dan heeft ‘men aanvankelijk in
ieder geval 1e-orde convergentie (lineaire convergentie), op een gegeven
moment (als lxn - al < A" geworden is) zet de kwadratische (2e-orde)

convergentie in.

*) Met deze notatie wordt bedoeld : 1lim M = A,

x+0 (x = a)f
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1.2.2. Het 52-proces van Aitken

7ij {xh}' een rij iteranden, verkregen uit een iteratieproces
= ' - (1)
xn+1 = f(xn) M ] .
Als X dicht bij een wortel o van x = f£(x) ligt dan geldt (als f continu

differentieerbaar is)

- - - " ' .
X 4G (xn_ ay [£'(a) + cn] .
= - ' .
pep = @ F (x 4 = Ff.(a) +€ als
waarin € en € klein zijn. Is £'(a) #Z O en verwaarlozen we €_ en € ,
n n+1 ' _ n n+1’

dan zou hieruit volgen

net1 = F Tpeo T
X - ¢ *ngt T
waaruit wvolgt :
é— 2 '
“ Xn¥ne2 © Fnaq
Xne2 ~ axn+1 * xn
. 2 2
- x (xn+1 xn ) = x (Axn)
= - - = = 2
n xn+2 . 2xn+1 * xn n A xn
- 2 s 2
= x (xn+2 *n+1 ) = x (vxn+2'
= = - = - 2 ]
n+2 Xpe2 2xn+1 + X, n+2 vEX o |

waarin & en V de symbolen voor voorwaartse, resp. achterwaartse diffe-

rentie zijn.

Deze formules zouden exact zijn indiene =¢ . = 0, Men kan. zich afvra-
gen of in het algemeen de uit X0 X .4 €0 X 5 verkregen waarde
2 2
_ (ax ) (vxn+2) )
X = X, " TArx = *pe2 T Y2x
. n n+2

1 +2° Dit blijkt.inderdagd

het geval te zijn. Men kan nl. het volgende resultaat bewijzen.

een betere benadering is dén X 5 X en x
n* “n n

Zij in een omgeving van a f(x) = + Alx = a) + B(x - )P + ..., met

p> 1, B £ 0O, Beschouw, uitgaande van een X, in een omgeving van « de

rij [xn] y gedefinieerd door

BRI e S AP

e e Deptloen

i
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X
| -
x! = f(xh)
x" = £(x') . | (3)
n n (x' - x )2 (" - x')2
n Il n n
xn+1=xn-x"-2x':x=xg'xn_2x.+x
Dan geldt |
_ X - g 5
1) Als A £Oof 1 : lim n+1 — - (A - A)B
| S o (x - o)¥ (4-1)2
X - a
» . n+1 _ )
2) Als A =1: lim 2t— - q -2
g X n
X . -
3) Als A =0: 1im n+1 — - - B2,
p=-"1 .
N+ o (xn - G)

De betekenis hiervan is de volgende : .

xﬁ en x; worden verkregen door, uitgaande van xn, de corspronkeli jke

iteratieformule (1) eenmaal, resp. tweemaal .toe te passen. Vervolgens
; ¢ ! | Q-

wordt uit het rijtje x , x1; X met behulp van (2) X1 verkregen.

Nu gaat men, met x als startwaarde, weer twee maal de iteratie (1)

n+1
uitvoeren, Etc. _
Het resultaat is dat, als A # O (zodat het proces (1) van de eerste orde
is, convergent als |A] < 1, divergeat als |[A| > 1), het proces (3)-
de orde p heeft (ook als het proces (1) divergeert!}, tenzij A = 1, iu
"welk geval (3) toch altijd nog een convergent proces van de okde 1 is
(met asymptotische convergentiefactor 1 = 1/p)..

Is A = 0, zodat het proces (1) de orde p heeft, dan heeft het proces

(3) de orde 2p - 1. Dit is ongunstiger, daar een stap van (3) corres- .
pondeert met twee stappen van (1) en 2p - 1 < p? voor p # 1. Wel blijft

in dit geval de orde van (3) groter dan 1.

Voorbeeld. Zij f(x) = é%-(x’ + 9), X, = 1.5. Dan vindt men met het

proces (1)



x, = 15

x, = 1.2375
X, = 1.0895
xy = 1.0293
x, = 1,009

Pas op de laatate drie waarden

Ml
]

126

het 62-proces toe.

o - 602
T -
%= 1.0293 5  * W00
g i 1.0091
- 2
Dan iﬁ x1 = 1.0091 - (_g:_g'zgrg)—' = 009989-

Deze waarde is inderdaad aanzieﬂiijk beter dan x,.

Zet nu het &°-proces voort, uit

X, = 0.9989000
x} = 0.9996704 -
X = 0.9999012
X, = 029999999

dpmerking. Men mag niet te Vrbeg met hetbz.—proces beginnen, Past men

het toe op X1 Xqe X, dan vindt

slechter dan x,. Globaal gezegd : het 6 2.proces wordt pas zinvol als het

lineaire. proces inderdaad redel

Voorbeeld 2. f£(x) = x* = 3x +

Proces (1) levert

1.1
= 1.031
= 1.0030.

)
1l

M
-
1

gaande van X,.

+ 7704 _
+ 2308 ~ 9396 .

men X, = 0.8982. Deze benadering is

ijk lineair gewor&en.ia.

3' xo = 1ele

Toepassiné van het 5% ~proces levert x, = 0.984, dat is slechter dan

x, (en beter dan x,J. Dit klopt
(omddt £ (1) = 0).

: het proces (1) heeft hier de orde twee
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1¢3. De vergelijking F(x) =
7ij gezocht een wortel a van de vergelijking F(x) = O, We trachten

deze vergelijking in de vorm x = f(x) te brengen, waarbij f zo is dat
[£*(a) | dicht bij nul is. Dit kan bv. door te nemen

f(x) = x - p(x) F(x), (1)

waarbij ¢(x) # O (althans in een omgeving van &), Dan is f*'(x) =
1= @'(x) F{x) = ¢(x) F'(x) en met name dus f'(a) = 1 - ¢(a) F'(a) (daar
F(a) = 0), De convergenties van het iteratieproces

x = f(x ) = - m(x ) F(x ) (2)

n+4

is dus verzekerd (bij voldoende gladde ¢ en F en als x, dicht genoeg bij
« ligt) indien [1 -~ ¢(a) F'(a)| < 1. En het proces (2) ie van de tweede
orde indien ¢(a) F'(a) = 1 (en @ en ¥ voldoende glad zijm).

1+3+1. D& koorde-methode

F'(a)

- <1.

- "Kies ¢(x) = % met m zo dat |1 =

Is F'(a) > O dan betekent dit dat ¥ F'(a) < m <,
is F'(x) < 0 dan moet -~ =< m <=~ #|F'(a)l.

1
Het proces X 41 =% " m Fx ) (1).

is van de eerste orde (tenzij m = F'(a) - maar F'(a) is meestal nog

onbekend!) en de asymptotische convergentiefactor is 1 = i:F'(a).

Meetkundig betekent de for-
mule (1) dat men door het punt

tingscoefficient m trekt (ver-
gelijking y = F(xn) + m(x-xn))
en het snijpunt hiervan met de

X=-28 als x neemt,
n+1

1.3.2. De iteratiemethode van Newton-Raphson

Kies ¢(x) # iﬁ%;y . De iteratieformule wordt dan

(xh, F(xn)) een rechte met rich-



e -

vergent).
Voorbeelden .
k . S 1/k
1, F(x) = x* - a, k geheel 2. 2, Dan wordt a = a en
k .
' i S| a
*ne1 = Fn " L E K [ - Dx, + 75 Je
>4 .
- S “n
Dit is een zeexr gebruikelijke methode om ‘:*?a uit te rekenen, ®

14,

(1)

Meetkundig betekeni dit dat meﬁ in
het punt (xn, F(xn)) de raaklijn

aan de kromme y = F(x) trekt (ver-
gelijking : y = F(xn) + (x—xn)F'(xn»
en het snijpunt hiervan met de x-as

als x neent,

n+1

Het is uit 1.3 duideli’jk dat, dit' proces in het algemeen van de tweede
orde is, althans als Ft(a) £ ‘0. Om de convergentie lets nader te onder=

" ‘zoeken veronderstellen we. dat

F (X) A(I— m)' + B(x-u-)P +* eee
P (x)

A + pB(x— a)p-1 * s . A
met p > 1 *) | Wp~?
Hiermee volgt uit (1) | Pschroven dictaa!

(p - 1) Blx, - L

- = — .

X
o+l A+ pB(xn- a)p'1 ¥ eee

Is 4 = £'(a) £ 0, dan ie er dus convergentie van de orde p (meestal is
p = 2, nl. als F"(a) # 0), is £'(a) = 0, dan is het proces van de eerste

orde, met asymptotische convergentiefactor 1= % (dus wel steeds con=

¢} yet de .ss wordt bedoeld : 'termen van hogere orde"., Nauwkeuriger

zou zijn
1im F(x) el A(x—a)

X a (x=a)P -

= B, etc,

o
i
K
¥
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- Voor k = 2 wordt de formule x = #lx + 27,

n+1 n x
n

Deze formule was al 100 jaar v.Chr. bekend (Heron).

Voor k =~ krijgen we X = xn(a - axn). Met deze formule kan men dus

n+1
"delen zonder te delen". Dit proces wordt wel gebruikt bij automatische

rekenmachines die geen ingebouwde deling hebben.

- —1—— -.. = -1/k . = 1 - - k
2. F(JC) - 1 - axk ) X = a H )Cn+1 - k . xn(k + 1 axn)o

Deze formule is ook geschikt voor machines zonder ingebouwde deling (de
deling door k wordt vervangen door vermenigvuldiging met de constante kf1).

3. F(x) = xk-m - ax-nf'; o= a1/k.

Bewijs dat het proces de orde drie heeft indien m = +(k - 1), De formule
wordt dan
(x - 1)x: + (k + 1)a

x = X » -
o+l - TR Ty, 1)x§ + (k = 1)a

4, F(x) = x3 - 4x, Ga na (met behulp van plaatjes) dat in dit geval het

proces convergeert naar de wortel a = 2 indien x, >2 f-‘ naar de wortel

a= -2 indien x_ <--—3' V 3 en naar de wortel o = O:Lnd;\.en Ixol <% Vs,

Tracht ook de overige gevallen tetoverzienl

1.4, Regula falsi  Redwwel ~ nesel -
Hét is natuurlijk niet noodzalktelijk om zich te beperken tot iteratie~
formules van de vorm x ., = f(xn). De zogenaamde regula falsi leidt tot

een formule van de vorm X ., = f(xn,.xn_1).

‘21 x, en x, twee (niet gelijke) schattingen voor een wortel « van
F(x) = O. Neem nu de verbindingslijn

y - Flxg) Fx) - Fix,)
x-x, = X "x1

‘van de punten (x , F(x }) en
(x,y, F(x,)) en beschouw het snijpunt
van deze rechte met de x-as als

nieuwe benadering ¢

’ xo—x1
x2.= x, - F(x.). F(xo) - F(x,)° (1
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Ga nu verder met x, en X,. Enz. De algemene iteratie formule wordt dan

-1~ %
Tnet = % " T TG )-F(x) .

Men kan bewijzen dat (als F'(a) # O en F"(a) # 0) de orde van ait proces
gelijk is aan #(1 +V5) = 1,618... « De convergentie is dus minder snel
dan bij Newton. Maar daar staat tegenover dat men F'(xn) niet behoeft te

' berekenen, hetgeen bij gecompliceerde F een wezenli jk -voordeel is.

Opmerking. Vaak past men de regula falsi iets anders toe. Men start net’
getallen X en X, zodanig dat f(xo) en F(x,) verschillend teken hebben
(e; 1igt dar dus minstens &&n wortel tussen X en x,)+ Men bepaalt nu x,
met (1) (x, ligt nu stellig ook tussen x, en X, ). Hebben nu F(x,) en .
F(x,) verschillend teken dan gaat men (als boven) verder met » en X,
Hebben echter F(x,) .en F(x, ) hetzelfde teken (zodat F(x ) en F(z ) ver-
schillend teken hebben) dan gaat men verder. met X, eh X,.

Dit proces is in het algemeen slechts van de eerste o;de. Maar bij wille-
keurige x_ en X, (zodanig dat F(x ).F(x,) <0) convergeert het proces al-
tijd naar (een van) de wortel(s) tussen x_ en X, . Bovendien kan men

tegen het eind de convergentie versnellen met het 62-proces. Een nadeel .

is dat men wortels met even multipliciteit niet vinden kan (waarom niet?). .

T 5. Stelsels vergelijkingen

Naast één vergellaklng met één onbekende ontmoet men ook stelsels van k

vergelijkingen met k onbekenden § bv.

F1(x1, ngooo’ xk) =0
F,(%yy Xypeesy X =0
- F (x,‘, xtzgoo-; xk)

We spreken van lineaire vergelijklngen indien de functiea Fi (eventueel

inhomogeen) lineair zijn in X, ,ese,X , dus als F;ﬂx1,...,xk) a:;;%“ij i b, .

Dit type vergelijkingen wordt in hoofdstuk 2 uitvoerig besproken,

B T L
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We beperken ons hier verder tot k = 2 en schrijven de vergelijkingen als
*(x,y) = 0, G(x,y) = O« (1

Merk op dat z = F(x,y) een oppervlak in R, voorstelt en dat F(x,y) = 0

de snijkromme van dit oppervlak met het vlak z = O is. Analoog G(x,y) = O.

Zijx=a, ¥

aan F(x,y) = O gegeven door Fx(a,B) + %ﬁ Fy(a,B)'= 0 en die aan G{(x,y) = ©
ay - ; ‘

door Gx(a,B) * 3 Gy(a,B) = 0, Indien

p een oplossing van (1). Dan wordt de raaklijn in dit punt

Fx(a'ﬂ) Fy(a’B) 3(F,a) |

Gx(o:, B) Gy(a, B8) ) X,y (a, B)= 0O, (2)

vallen de raaklijnen samen, Dit geval, dat moeilijker te behandelen is,

sluiten we verder uit.

1.5.1. Iteratiemethode
Stel de vergelijkingen (1) geschreven als

x = £(xyy)y ¥ =-g(x.y). (3

Men kan dit, uitgaande van (1) bv. verkrijgem door te nemen

£(x,y)
glx,y) =y - c{x,y) F(x,y) - D(x,y) G(x,y)

x - Alx,y) F(x,y) - B(x,y) G(x,y) (%)

waarin de functies A, B, C.en D zo moeten zijn dat

A B
Cc D-

£0

(zodat uit a = f£(a,p), B = gla,p) volgt dat F(a,p) = Glz,p) = 0).
Kies nu een beginschatting (xo,yo) en bepaal volgende benaderingen

‘ (xn’ yn) (n' = 1‘2'000) door

X

a+1 = g(xn' yn)' (5)

= f(:":u' yn)' Yn+1

Het is duidelijk dat als de rijem {x_} en {y,} limieten a, resp. B hebben
(x,B) een oplossing van (2} is (als f en g continu zijn).
Men kan voorwaarden afleiden die de convergentie van het proces (5)

verzekeren, Bij voorbeeld geldt :
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Stelling. Als (o,B) een oplossing van (3) is en voor Ix - al <p,
ly = Bt <p ,

2,0+ 12 ls Ay lggl + lggl < A
met A < 1, dan convergeert het proces (&) voor iedere beginschatting
(x,, y,) die voldoet aan lxo -al <py ly, - Bl < p.
Het bewijs van deze stelling is analoog aan dat uit 1,2, Voorts blijkt
dat [xh - al g AR Ixo - ml,'lyn - Bl < A8 Iy6 - Ble. Het proces is dus

in het algemeen) van de eerste orde.

1.5.2. De methode van Newton-Raphson
We gaan uit van de vergelijkingem (4). Zij (a,B) een oplossing

en (xo,'yo) een naburig punt. Dan kan men schrijven (Taylor-Reeks)

0 = Fla,B) = Flx_,7,) + (a - x) F (x,5) + (B =3) Flxy) + ov
| 0 = G(a|B) = G(xo,yo) + (ﬂ. - xO) Gx(xogyo) + (B - Yo) Gy(xo,yo) + evae
Of ook )

(@ = x) F(x ,y) + (P ¥ Fy(xo,yo) = = F(x_,5,) + «c.
(a0 = xo) Gx(xo,yo) + (B = yo) Gy(xo,yo) = - G(xo,yo) + eee
Los hieruit o en B op @
F.G -G.F
=X "Fa -GF *oees
Xy XYy
FG =G F
= = X
Yo " FG -G_F toee
Xy Xy

x
oo

w
1

‘Hier wordt overal met eses Dodoeld : "termen van hcgere orde",

Verwaarloos nu deze termen van hogere orde, Dan gelden de laatste formu=-

les niet meer exact, doch gaan over in iteratie  formules die algemeen

/
luiden
FG -QGPF
y - Yy
41 = *n -‘FxGy - GxFy
' Xnt9n \ (6)
_ _ X x
Yp41 " In " F G - GF
. Yy XY [p oy
n'n

G et T L P

:
|
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Deze formules corresponderen met die uit 1,4, (en gaan erin over indien
men neent F(x,y)'a F (x) - y, G(x,y) = Yy -8 nal). Ock de meetkundige
interpretatie is analoog, -
Immers 2z = F(:o,y ) + (x - X, ) F (xo,y ) + (y - Y, ) F (zo,y ) is het
raakvlak asn z = F(x,y) in het punt (x S F\xo,y ),. Men neemt dus

de raakvlakken aan z = F(x,y), resp. z = G(x,y) in de punten (x %
F(xo,y )), resp. (x S G(xo.yo)), bepaalt de snijlijn van deze raak—
vlakken met het vlak z = O en beschouwt het snijpunt (x,,¥,) van deze
snijlijnen als nieuwe benaderingen,

Men kan weer bewijzen dat dit proces in het algemeen de orde twee Leeft,

Opmerkingen

1. Het is duidelijk dat moeilijkheden ontstaan indien F G =GF =
_3(F,Q) *y Xy

-3 (x,y
uit 1.5 leert dat dit (in de buurt van (x,8) 2n als F en G continu dif=

ferentie¢rbaar zijn) niet kan gebeuren als de kromme F(x,y) = 0 en
G(x,y) = O elkaar in (x,8) niet raken,
2. Laat zien dat de formules (6) corresponderen met die uit (5) indien
men in (4) voor de matrix g g - neemt de inverse van de matrix
F. F_\ '
x. "y
G G *
X J

= 0 in een der punten (xn,yn). Vergelijking met formule (2)

1.6. Algebralsche vergelijkingen

We beschouwen nu vergelijkingen van de vorm p(x) = O, waarin p een

polynoom is :
n n=1

p(x) = a x + a,x *eeota X 4o,
We veronderstellén a, # 0, Het polynoom heeft dan de graad n.
Uit de zg. hoofdstelling van de algebra (die strikt genomen niet tot
de algebra maar tot de analyse behoort) volgt dat een dergelijke ver=
gelijking steeds n oplossingen ®ggoeey @ heeft; Onder deze oplossingen
(ook wortels genaamd) kunnen gelijke voorkomen., Nauwkeuriger geldt : er
zijn (op de volgorde na eeaduidig bepaalde) getallen o, , @, yees a
zodanig dat

P(x) =a (x-a,)(x-0a)eeelx=~0a)
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Is®x, =0, = see = a 4 aj voor j > k dan heet a, een k-voudige wortel.
Etc. De wortels behoeven niet reeel te zijn. Zijn 8.y Byyeeey B reeel
(wat we verder Verondgrstellen) dan is met a:j ook -Ej (de complex gecon-

. jugeerde) een wortel (dit volgt uit het feit dat F(aj) = 0 impliceert
dat F(a_j) = F(o‘.j) = 0), zodat eventuele complexe wortels steeds als

paren toegevoegd complexe wortels voorkomen.

1+6.1, Rekenmethoden voor polynomen

1¢6.1.1, Schema van Horner

n - _Ne1 t
aox + a, X + ees + A = . k.
(1)

Daar p{x).

1 n

i}

(eae(((a x + a )x + az')xl + 8 )eseddx + a_

kan men voor een gegeven & p{(a) voordelig als volgt berekenen.

Stel = a

Q o

1=a1+u.b° *

b
b
b, = a, +ab, |
b = a + ab
n n n--

Dan volgt direct uit (1) dat b = pla) *).

Men noteert de getallen a yoeey 8 , €0 bo’”"bn meestal als volgt :

8

a, b, (= ao)

a, b, (= a, + cr.'bo)

8, Ppq (= a) 4 +9b, ;)
bn (= an + Gbn_,l)o

bit heet het schema van Horner.

*} Een nettere manier om dit te bewijzen is, aan te tonen (door volledige

inductie, uitgaande iran bo = ao en gebr'u_ikmakend van bi = ai + abi 1
(1€ 1< ) ) dat voor 0K j< n geldt
< | b, = =3 "
i ai__‘-{-f * 4
4
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Dit schema levert nog meer. 2ij gevraagd de deling p(x) : (x - a) uit te
voeren., Als pla) # O dan gaat de deling niet op. Maar ar bestaan altijd
getallen bo' D ogeoey bn zodanig dat

L

§£§%‘= boxn'1 + b1xn-2 4+ ise +‘bn-1 3 -ﬂ: . (2)
. _ | n-=1
of : pi(x) = (x - o) (b x + ene * bn-1) + b (3)

(Hieruit volgt al dat b = p{a) - de deling gaat dus alleen op als
p(a) = 0 = de reststelling!),
Uitwerking van het rechterlid van (3) en vergelijking met (1) leert dat

b ==a

) o
b1—abo=a1 of b1=a1+ abo
bz-ab1=a2 _b2=a2+ab1
by =ab 4= 8, Ppmap @b 4

Hieruit dlijkt dat de b , b;,...,b uit (2) precies dezelfde zijn als
de bo""'bn uit het schema van Horner! '

- _ n-1
2ij alx) = b x "+ eeo + > .
Dan is dus p(x) = (x - a)q(x) + b .

Pas nu op bo"°°'bn-1 het schema van Horner toe, zodat coefficiénten

n-2 . _
C o016, 4 OREstaan en stel r(x) = ¢ X + eee + C oo Dan is q{x} =

= (x - a)r(x) + ¢_ ., of p(x) = {(x = a) [(x - a)lr(x) *e 4 1+ b .

N}
%o kunnen we verder gaan. Zetten we het schema volledig voort dan krijgen

we (in iets gewijzigde notatie : voor 8.y Byyess is geschreven

(o) (o) (1) _G)
a. 4 &

yesey VOOT b g b yeeo is geschreven a ', a  "yeesy enz).

o] 1 1
a£°)
afo) ag1) |
() LW
aiO) aé:: ai:; sseeseva agn)

aé’) aéii ssssseen aEn) a(n+1)
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Zij dan voor :I = 0'1'00-'11

(-3 , a1<3>xﬁ-3-1 (1)

+ LN + an-j L ]

dan is po(x) = p(x) en er geldt

P (x) = (x = wp,(x) + a&:) ' i

b1'(x) = (x - a)pz(x) + s.al(lz_,)1 *5

(n)
! ‘
Pn(x) = a(:ﬂ); | 104??,011 g

% (0_4 + (X"*)) - | |

pn_,"(x)= (x =~ a)pn(n)‘ +a

En hieruit volgt eenvoudig dat

p(x) = a(;”'ﬂ(x' - "+ afn)(x S Lt P a;:,)‘(x -al) + ar(11)' (B

De codfficisnten van de ontwikkeling van p(x) naar machten van x =~ a staan
dus (iu omgekeerde volgorde) in de onderste rij van het schema.

Tevens zien we .

P(a.).= a:(11)

(2)
p'(a) =a 4
p'(a) = 21 aéi;'

IR NN N NN N N NN N NN

(n) -~ (n+1) _
P (a) = n! a, . (= n!ap).
Opmerking : Men kan formule (4) ook lezen als

(n+1)¥n'+ a.1(:1)xn-1.‘|_ (1).

o sow +_B.n

dus als on_twj.kkeling van p(x + a) naar machten van x.

P(xA-l» a) = a

Of nog anders : Stel dat de nulpunten van p(x) zijn Gpy Gppecng®oo Dan

is a.‘.(’n'."‘)xn t see + ‘:(;1) ‘het polynoom waarvan de nulpunten zijn o, =0

Cl.2 - G,OOO’Gn - (e

;
W
;
]
\‘!.
F
:
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x? - 3x? + 2x - 1, =2,

Vdorbéef&. p(x)

. SN )y ()
.
-3 1
2 -1 1
-1 0 1 1
-1 2 3 1

Dus p(2) = =1, p2) = 2, p"(2) = 2.3 = 6, p" (2) = 31,1 =3 en
p(x) = (x=2)3 + 3(x~2)? + 2(x-2) = 1. '

— o ——ra .
Y

-

16,1.2, Symmetrische functies

Zij weer p(x) = ;oxn + a,xp'1 * aes +ta =
= ao(x ~a M x - a,leee(x - an). (1)

Door uitvermenigvuldigen van de laatste uitdrukking vinden we

) a
1
§*1 a§:= ﬂ_1+a-2 + sae +an— - go

%

.l a =
= £33 d* %

| < Y

PSS S LB EEPREEOREESRAPS PSSt

a
. n n
“1“2....0'.n= (-1) ﬂ.;.

De linkerleden van deze ultdrukkingen zijn zogenaamde symmetrische
functies van de wortels vam p(x) = O, d.w.z, functies die niet van
waarde veranderen indien de wortels onderling verwisseld worden. Een
hier niet te bewijzen stellijg megt dat iedere rationale symmetrische
fuhciio vaﬁ de wortels ratiocnaal uitgidrukt kan worden in de coeffi-
cienten van p(x).

We beschouwen speciaal de symmetrische functies

Sp = al: +ﬂ£ + ees +a'£ ¢+ P geheel.

Hoe kunnen we deze berekenen ?
Voor J = 1,24se0,0 geldt
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n L1
aj"'a,‘ﬂ,j +.n¢+an=00

Vermenigvuldig met cr.l; en sommeer over J. Dan blijkt dat voor ledere k20

&, Spex t a8 k-1

Hierul$ kunnen we successief Sn' Sn+1' Sn+2,... berekenen indien '
8 ' 81....,8 -1 bekond zijn.
Dez.e 1aaxsto vinden we als volgt. Uit (1) vplgt eenvoudig

2'{:)
P (x = x- °j
Stel x| > de groo'tsto‘vax; fa, | s fa,l vesss lagle

o

=d l . _S___.‘L

x 1_:1 k,=oxk+1
x

+ se0e *+ ﬂ Sk 0, ‘ V (2}

Dgfnis. .:,"'aj

. an
: S
En dus p'(x) = p(x), 2 kl-:‘l .
) k=0 X

_ 5
n-1 n-2 (e M _e  _1
of na X + (n=1) a x ¥aee vay 4= (aax * eee + an)( <+ " + eesls
Hieruit volgt :
D&y = 255, ,
(x-1)a, = a 5, + a,5;
(n-2)a, = a8, + a s +a,5,
....‘...".........I........
a _4 = gosn-1 + a1Sn_a £ see + an_1s°, )
Uit de eerste relatie volgt S, =n (ellicht!).
‘Gebruikeﬁ_ we dit verder, dan vinden we

aS +a, =0
a.S +a18 +2a ='.0
aos, +2a,5 '+ a8 + 383 | ? {3)

.I.....‘.......'...I.G.-....

51 S + eee + an__251 +‘ (n-1)an—1 =0

265p~1
terwijl voor k 20 geldt o
a05n+k 8'.1 Sn'l'k-'] + asse + E.nsk = Oo. i

(dit wisten we al).

P s e e AR o R e, Y-

R T T

i
A

|
s

T e
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Uit de relaties (3) kunnen we dus successief S, S,ppeeey S

g+ Perekenen
waarna S . (k > 0) uit (1) volgt.

Opmegkingen

{. Islan # 0 (zodat geen der wortels ‘ﬁ gelijk is aan nul) dan geldt (2)
voor iedere waarde van k (is een der wortels.gelijk aan nul, dan heeft

5. voor k < O geen zin). ' |

k .
Uit (3) en (2) volgt dan dat {deaar S, = n)

ans_1 + 8,17 0
ans_z + an_,‘s_1 + 2an_2 =0

[EFENENENNRRNRNNN NN RN ERE N NNEY]

s + oos + (n-1) a, = 0.

a5 n+1 t BneqSons2

n -n+

Hieruit kunnen dus S_1, S_z;..., S_n+1

volgt dan uit de relatie (2) geschreven in de vorm'

berekend worden,: S (k > 0)

-n=¥

a2 S

nCan-k + an_1S_n-k_+1 + 7... + .aOS._k = 0.

2. 2ij Uys Bypeeey U . Begeven getallen en zij vqor krazo L bepaald

door .
. . = Ly
aonn+k'+ a1nn+k_1 + eee + anuk = Q, 4

Men noemt de rij LICL IR dan oplossing van de lineaire recursieverge=-
lijking (4) met beginwaarden W _, U secey U e '

Zijn ®igeeey a, alle onderling verschillerd dan is de algemene oplossing

van (4) - K X

L G1a1 + Ca, + soe + Cnan . (5)

Ds codfficidnten C,yeeeyCy vindt men door in (5) k=0,1,.e., D=1 te nemen.

Uit het bovenstaande b;ijkt dat v, = So' u, = Sn' 4= Sn_1 correspon=

deert met C, = C, = se0 =C_ =1 {en dus L Sklvoor alle k).

1¢6.143. Schattingen voor de grootste wortel

Het kan van .belang zijn een schatting te hebben voor de wortel met de .
grootste absolute waarde, d.w.z. ¢en getal M zodanig dat laj} < M voor
J = 1000,

Weet men op een of andere grond dat alle wortels reeel zijn, dan is een

eenvoudige schatting



2€,

\/ai - 2a a,
Ica I £ WE? + see + aﬁ = Vg; = —_—
o

In het algemeen kan men als volgt schattinéen verkrijgen.

Veronderstel. voor het gemak dat a = 1, Zij z een wortel van p(x) = O.
Dan is 2™ = —a,zn-1 - sre = A_e
n

1+o-o+lal- (1)

n nN=
pus  Izi” g la,liz] .

Veronderstel dat |z | %e Dan volgt uit (1)
n
izl 'S 1311 + see lanlo
Veronderstel dat |z| > 1. Dan volgt uit (1)

120 < o + la,l1z]™" + eve + [a itz "

RS Ia‘I + ene 4 Ianl
Combinatie van deze resultaten levert (ga na)
Als ia1| + ses + [anl,s 1 dan geldt voor iedere wortel z

n LY
jz| & \V/ Ia1| + ...'+ Ian]

Als la,]l + +e0 + Ianl > 1 dan geldt voor jedere wortel z

|zl~£ la-1| + 40 + .anio
'\ Een ander resultaat verkrijgt men als volgt. Stel
A = Max [la,[ + 1, lazl + 1|o-o1lan_1l + 1' Ianl} .

Dan volgt uit (1)
‘ 121% < (A= D™ + eee + 1201+ 4
of ‘

IZIn +-|21n—1 + ese + lZIé A[!ZIn-1 + sae + 13.

Derhalve geldt voor iedere wortel z

z] £ A.

Deze schattingen zijn in het algemeen vrij grof (hoewel er vergelijkingen
zijn waarvoor het gelijkteken geldt).

Tets scherpere schattingen xrijgt men door in plaats van (1) te schrijven

n=1 n=2
|Z| lz"'a‘i'f\;la?IIZi +-o¢+ian|o
Men krijgt dan als resultaten de stellingen van Gershgorin :

e lwd

IR T T
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Jedere wortel z ligt op of binnen tenminste een van de cirkels [z| =
en |z +a,|= la,| + +e0s {a Jo . _
En ook op of blnnen tenminste een van de 01rk£15 |z + a, | = 1 en [z| =

Max {la, | + 1yeeeylay o1 + Ty fa )}

"1.6.2. Bepaling van de wortels

Er bestaan diverse methoden voor de bepaling van de wortels van een n®
graadsvergelijking., Geen der methoden is voor alle gevallen geheel bevre-
digend. We behandelen een drietal methoden die geschikt in combinatie

gebrulkt kunnen worden.

1.6.2.1. Methode van Bernoulli
In 1.6.1.2. hebben we gezien hoe op betrekkelijk eenvoudige manier de

getallen SO,S1,82,..., gedefinieerd

bepaald kunnern worden, Uit het gedrag van deze getallen woor grote k
kunnen we benaderingen voor de grootste wortel(s) afleiden, We moeten

(helaas) diverse gevallen onderseheiden .

2. fa, | > lo, | 2 esela le Er is dus één reele wortel waarmee de

absolute waarde groter is dan die 'van alle andere wortels,

(@)

geldt in dit geval

S
o, = lin -E1, )
k+ o k

De convergentie is lineair, als lazl > Ia1|dan geldt

8 k
: [+ 2
'_]Ss"::‘l =a1 - (CL1 -a2 ) (_2) + o

De convergentie is dus goed als I—Ll flink wat kleiner is dan 1, slecht
als d1t~getal dicht bij 1 ligt.

be lagl = la,l < la,l oo log bo
In dit geval moeten we drie deelgevallen onderscheiden
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g % = o, (reeel)

b,. a = -g. (reeel)

b

b,\. @, = @ (complex).

In geval b, is er in principe geen moeilijkheid, daar nu

u' k L \E
k 3 : n
Sk- C(-,' [2 +<G,1) + sea +(ﬂ-1)] '
zodat (1) blijft gelden. De invloed van afrondingsfouten' op de conver~

gentiesnelheid blijkt echter groter te zijn dan in geval a.

- In geval b, geldt

2k
L TANEY
Sak-a1 [2 +(0'-1 + ooo]

2k+1

2k+1 Ly
Sak+1—°‘3 ) +(a3) + eaal s
Sax Soket | '
De ri}j gaat dus naar -, de rij {—g—— gaat naar nul, Heeft men
Sok-1) Sak
- deze sizuatie echter herkend, dan volgen Je wortels a, ena, = -a, 6en-
voudig uit S _
a? = lin S22, - : ()
kv 2k

In geval b, (dat .. ‘e praktijk vaker voor zel komen dan b, of"bz)

stellen we
a.,.:rele,az=re_le, met r >0, 0<O6<x

Dan geldt r > |a,| > e }I%'q En we kunnen schrijven

L \E L \E |
S, = rk. [2 cos ke+(73) + eee +(Tn) ] . . (3)

S .
De rij [ ]stﬂ} gedraagt zich dus grillig.
k

Na enig rekenen volgt echter uit (3) dat *)

2k
*}) Met O ((a.,?) ) wordt bedoeld : er is een g,egil M zodanig dat wvoor

s
r

2 2 s 2
alle k lSk - Sk—‘l Sk+‘1 - krtsin®sl <M
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27 i n2 s 2k
Sg = 8 454,14 = by2 _[s:.n 8§ + 0 ((-I';'-) ):, _

2k+1
_ o 2k 2 (g,_) - ;
Sksk+1 - S.k-‘l'sk+2 = 8r cos 9 s8in’s + O =~ . :

Hieruit volgt dat 4
H
\ Sir1 = SiSke2
ri=1lm T3 g5
keo "k ' Tka1 k+1
f (4)
5 8 -5 S
2r cos § = 1lim .38 <4 ko1 k2
‘ S.2. 8 s
ko k k=1 "k+1
\J
Heeft men op deze wijze r? en 2r cos 0 benaderd dan volgen @, en a, = 51 ‘

als oplossingen van de vierkantsvergelijking

x? = 2r x cos 0+ r? = 0,

dus a ., = r ¢cos8 H s i VYV~ r2cospg.

ce la,l =la,l =la;i > .o .
Dit geval dat in de praktijk niet 2o vaak voor zal komen (behalve in
licht herkenbare gevallen als = - a = 0) behandelen we niet..

In de praktijk gelukt het meestal wel om na het uitrekenen van een
betrekkelijk gering aantal termen van de rij So’ Syy Spyees uit te maken
- in welk geval men zich bevindt en om de limieten (1), (2) of (3) met
enige nauwkeurigheid te bepalen., Voor een nauwkeurige bepaling van de
wortel moet men meestal echter vrij ver doorgaan, Derhalve gebruikt men
de methode van Bernoulli in hoofdzaak om een ruwe benadering van de
grootste wortei(s) te vinden. Een nauwkeuriger waarde kan dan zo nodig
bepaald worden met behulp van een der hieronder beséhreven kwadratische

processen.

Voorbeeld, x% - 15x2 + 84x + 100 = O.

Men vindt
S°=3 §,=15x 15 - 8k x 2 = 57
5, =15 %x1=15 8,=15% 57 = 84 x 15 - 100 x 3 = ~705.
§ = =-16863
5, = ~199425
§ = =1504383
'§, = =k127745
s, = +8L4394497
5

= + 1763086335
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Hieruit volgt

2
n Sn+1 - snsn+2 Snsn+1 B sn—1sn+2

2 2 .

Sy - Sn-1sn+1 Sp = Sn—1sn+1
3 98.6 15.95
4 100,18 ' 16,014
5 99,986 15.9982
6 100.00046 ) 16,00014
7 100.,000065 | 15.999995 ‘
Daar p(x) = (x? - 16x + 100)(x + 1) geldt hier la | = la,l = 10 5 o, = -1 |

De ccnvergentie factor is dus ca 100!

1e642.2. Methode van Newton-Raphson

Heeft men (met de methode van Bernoulll of op anderz wijze) een schatting

a gevonden voor een wortel o dan kan mern deze schatting verbeteren met
de methode van Newton-Raphson (bij toepassing op n® graads vergelijkingen

ook wel methode van Birge-Vieta genaamd) :

(a) bn(a)
waarin met by (a) respe C__ . (a) de laatste coefficienten van de eerste,
resp. tweede kolom van het schema van Horner (zie 1.6.1.1), berekend voor
de waarde a, bedoeld is. Met de gevonden a, bepaalt men vervolgens een
@,y enZe ‘ '

Bij een enkelvoudige wortel geeft dit, indien men ultgaat van een re-
delijke beglnschattlng een snelle benadering van o Bij een meervoudlge
wortel is de convergentie slechts lineair, doch men kan deze desgewenst
versnellen met behlup van het &2-proces van Aitken.

Het proces van Newton werkt ook voor complexe wortels (het meetkundige
beeld van de raakiijnen wordt dan zmnlooa, het analytische bewijs blljft
echter prec1es.hetzelfde). BlJ vergeli jkingen met reele coefficienten
(zbals wij steeds hier besshouwen) kan men voor het geval van toegeVOegd

complexe wortels beter het hieronder volgende pfoces van Bairstow gebrui-

ken.
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1.6,2.3, Mathode van Bairstow .
21j p(x) = aoxn * iee + By D > 2en zij pen ygegeven getallen.

Dan kan men getallen bo""’bn bepalen zodanig dat

b .(x~- B +1b

—nlx) boxp"a +ees D 5+ n=1 -2
x? ~ BX ~ | x? - Bx - ¥
C (e? - Ay o n-2 - '
of p(x) = (x px - v) (b x + ene + bn-z) + bn_1(x B) + b .

Uitvermenigvuldigen levert (ga na)

a =bd ) of b =a
o o : o o
a, = b, - Bbo b1 =a, + Bbo
8, = b, = Bby =YD, b, = &, + Bb, + YD,
B2 © bn~2 ~ B bn—3 - Ybn-1+
8yt = Ppoq ~ B '-Ybn-3
ay = by ~Bb _4-TYP o

Dus algemeen bJ = aj + Bb 4 F ij o9 } =0, 1....,n, nits men

b_2 b = O stelt. Men kan dit weer rangschikken in een schema dat op

,dat van Horner 1ijkt :

p Y
a 0 0
0
a, bo o -
a, b, bo
2 LA
[ FE RN NN NNNNNREYEN]
an bn-1_ bn-a
b
n
Indien blijkt dat b1 " b = 0 dan is x? -~ fx = vy een factor van
-1 n_
p(x) en de wortels x = # [P~ VB2 + Gy ] van x? - Bx - y = O zijn ook

wortels van p(x) = O. Bovendien is in dat geval ‘l;'o'xl:l"'2 + eesb _, het

quotisnt van p(x) en x? - fx - v,
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Men kan de door het bovenstaarde schema bepaalde getallen bn 4 &0 bn

beschouwen als functies van p en y 3

b4 =b (B By =B _Bs.Y)-

Het zoeken van de kwadratische factor x? - Bx - y van p(x) is dus equi-
valent met het zoeken van een oplossing van de vergelijkingen

b, _4(By7) = 0, b (B,Y) = O. '

Het iteratieproces van Bairstow zoekt kwadratische factoren van p(x)

door het stelsel vergelijkingen
F(B,Y) = 0. G(ﬂ,'\’) = 0, ) . (1)

waarin F(B,¥) = b (B,T) G(B,y) =V (B,T) B _ ’ﬂ,Y) met behulp van
Newton-Raphson :Lterat:.ef op te lossen.") P id wuw
Volgens 1.5.3. vindt men uit een benadering 8, Y) voor een oplossing van

(1) een betere benadering (B,,Y,) gegeven door

B ¢
By =B=XF* YsTYTR
waarin B = FG‘Y"' FYG
C = FﬁG - FGﬁ
A = FBGT - FTGB’

(alle functies genomen in het punt (B,v)).

Om B, C en A te kunnen berekenen moeten we de afgeleiden van bn-‘l en bn
naar B en y kennen,

Nu was bj bepaald door

b_2=_o, b_£=0, bj..= a.j+ﬁbj_.1+-'¥bj_2 (j > 0).

Hieruit volgt

ab_1 abo
_a—B—=O' TF =0 (daar 'b°=a°) en

*Y Men kan natuurlijk in plaats van (1) ook het stelsel

41(By1) = 0, b (B,y) =0 | (2)
oplossen. In de prakt:.;k blijkt dat bij een niet erg nauwkeurige begin-
schatting het Newtonproces voor het steksel (1) vaak beter convergeert
dan voor het stelsel (2).
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- a; +fab "de‘~z

J
ob ab b,
oby fo1 =2 .
TN b;j-"l +B T +X 3 .(J >1).
b .
0f, als we stellen -a'éi =654 (3 3,-1),
6, =°, *° 0, ey = bj +BCy_q *YCy 0 (3 > o).
Angloog geldt
ob 6b1
T2 0, v 0 (daar b, = a, + pa_)
b b
i =1 . D2
aY -bj,,a"'ﬂ aT + ¥ aY (.‘l>2).
: ab
of, als we“stellen —a-e' = d:j_2 (3 »0),
d._l_2 = d_1 = 0, dj = bj + ﬁdj 1 "'Ydj_g (3 ’>,-0).

Maar hieruit volgt dat dj = 64 voor J >0 (zelfde recurrente betrekking
en zelfde beginwaarden).

We. vinden dus @ X

Als de getallen oy (3 > -2) bepaald zijn door

°_, =¢°., = 0, ey = ‘rn:j + Bc:j-1 *YCyp (j >0
dan is
b ab
v d—g-—1 = c ...—.E = c
ép n-2 - 3B n-1
a]:"'1:1-»1 = ¢ En:‘n - e
aY B n-3 aY n=2 *

Merk op dat de getallen ¢y op precies dezelfde manier uit de getallen

b, volgen als de bj uit de aj!

3
Met deze resultaten vindt men
B = .bn-1 ("n-a - Bc'11--3) n-3(bn - bg-‘l) = bn-1°n-2 1:’1'.1"1:1--_'5
C = Cpua(®y = BBy ) = By qlep g = By g = B0, ) =
= bzx"".v:l-?_’ bn-1°n;-1 + b;-1
A=o, 500 5 Bén-B) - °n-3(°n-1 ;-:bn;1 - Boyo) =

2 ’ : -
cn-_2 ®na3®paq * c1:1-3b1:1-1 *
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@pmerking. De formules voor C en A worden wat fraaier indien men schrijft

Cpuq = Spoq ™ bn-1 = Bcn_2 + ch-}' De formules voor o wijkt dan af
van die voor oy (c:j < n=1).
Voorbeeld. x* + 5% + 10x%2 + 5x + 10 = O,

Pas de methode van Bernoulli toe,

n S
n
2
0 b S1o = 5951_1 9.197
%535~ %
1 -5 Ss = sasw
2 5 '
. 2
3 10 84 = S1os1z 9,189
b =115 ALY )
5 500
6 - 1450 _
7 2725 S8, = 845,
= -5,056
8 k95 : S_s2 - 5 5,
9 =-22525
10 118450 8,5, - 58, i 055
' 11 ~391775 3120 = Ss 5, =202
12 891950 ' '

Als eerste benadering voor een kwadratische factor hebben we dus
x? + 5.055x + 9.189,

Bet Bajirstow schema levert

~5.055 | =-9.189 -5.055 | -9.189
1 0 0 1 0 0
5 1 0 -0.055 1 ¢
10 -0.055 1 1.089025 | =5.110 1
5 1 1.089025 -0.055 0.000374 17.73% -=5.110
10 0,000374 1.089025 42,674

-0,008941
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Hieruit volgt B = «0,039057
C = =0.142572
A = 96,324

en als nieuwe benadering voor de kwadratische factor
x? + 5.054595x% + 9.187520.

Deling door deze factor levert

=5.,054595 -9.187520
0 0
5 1 o]
10 «0.054595 1
5 1.088436 ~0.054595
10 ~0.000009 1.088436
+0.000019

De andere kwadratische factor is dus ongeveer
xz - 00054595X + 100881'{'36.

A1ls controle delen we p(x) door deze factor

0.,054595 -1.088436
1 0 0
5 1 0
10 5.054595 1
5 9.187520 5.054595
10 ~0,000010 '9.187520
. ~0.,000029

We vinden dus (in 6 decimalen) precies de eerste kwadratische factor
terug. '

Als benaderingen voor de wortels vinden we

-2.527298 £ 1.673406 1
0.027298 ¥ 1,04292k4 4
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1.64.2.4, Bepaling van de overige wortels

De methode van Bernoulli levert slechts een (of twee) wortel{s), nl,
die met de grootste absolute waarde. Er bestaan diverse methoden om de
overige wortels te vinden.,

a. Isaj £ 0 (zodat x = O geen wortel is) dan kan men de wortel(s)
met de kleinste gbsolute waarde vinden door Bernoulli toe te passen op

‘de vergelijking

a n + 2 n~1 + a =0
ny n-1y ** %o

.(hoe?). . .

b. Heeft men &&n (of twee) wortel(s) bepaald dan kan men p{x) delen
door de corresponderende lineaire (kwadratische) factor.lDit gebeurt
met het schema van Horner (résp. het in 1.6.2.3 gegeven schemal. Is

het quotisnt q{x) (een polynoom van de graad n-1, resp. n-2) dan

. bepaalt men vervolgens met Bernoulli (eventueel éevolgd door Newton

of Bairstow) de wortel(s) met de grootste absolute waarde vah de ver~
gelijking q{x) = O. Deze voldoet ook aan p(x)'; 0. Ete. '

Om de invloed van afbreekfouten (men bepaalt de wortéls niet exact en
het verkregen quotient is dus ook nigt exact) te beperken kan men nadat
‘een (of twee) wortel(s) van q(x) =0 mét redelijke nauwkeurigheid be-
-paald is, de nauwkeurigheid van deze wortel{(s) controleren, c¢q. ver-
beteren door met deze wortel(s) als startwaarde Newton (Bairstow) toe
te passen op de oorspronkelijke vergelijking p(x) = 0.

¢. Men kan ook nadat als boven het quotisnt q(x) bepaald is, meteen
Newton of Bairstow toepassen op de vergelijking q{x) = O met als start-
waarde de reeds gevonden wortel(s), In het algemeen convergeert dit
proces dan naar de volgende wortel van de oorspronkelijke vergelijking.
:d. Bij werk met automatische rekenmachines is het van belang een pro-.
ces te hebben waarbij niet een herkenning en aparte behandeling vanr
al.erleil speciale gevallen nodig is. Het Bernoulli proces voldoet nigt-'

aan deze eis.

'Mep kan echter ook vanaf het eerste begin het Bairstow-proces toepassen,.

bv. met startwaarden B = Y = O (laat zien dat dan

n=1 ne-2 n n=3% n

gy e
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In het algemeen convergeert de iteratie dan naar de kwadratische factor

.corresponderend met de kleinste twee wortels, Vaak zijn vele 1teratiestap-
pen nodig voordat men in de buurt van deze factor is, maar dat is bij een
snelle machine niet 2o erg. In enkele gevailen.treedt hélemaal geén con= '

vergentie op of wordt A nul(bv,., als &

n 2=0). Men moet dan opnieuw beginnen

met andere startwaarden. ,

Na het uitdelen van de gevonden kwadratlsche factor begint men weer op-
nieuw, nu met de coefficiénten van de ZOJu1St ultgedeelde factor als start-
- waarden. Etc,

e. Er bestaan ook methoden die voor alle wortels tegelidk benaderingen
geven (bv. het proces van Dandelin~-Graeffe)., Deze hebben echter nogal wat

bgzwaron.
2. Lineaire vergelijkingen

2 1 'S Inleidins

In dit hoofdstuk behandelen we het oplossen van stelsels lineaire ver=-

geli jlkingen van de vorm

-a x .e + =.b .
- +a2x2 + sse ann s
ee + x =bh :
8, X +8,%X + o0 a, X , (1)
.........'......-....-.I...l.._..
B, X + 8 X + sse + @__X_ = b

nt 1 n2 2 nn n

Voor de zuiver wiskundige is hier geen probleem aangezien volgens de

regel van Cramer (1750!) de opleossing gegeven wordt door

a a b a . a
11 "0y d=1 1 Tay e *t° Tan
.O..l..-.....l..'-..l‘......O..
a a_ . b a . a
m***"n,j=1 n “n,j+1 °** “nn
xj = - 1 ’ j=1|-c¢’n
b ) .

a reares &
11 10

S48 s pibhase

a’ a
n1.'...l nn

en de berekening van determinanten volkomen hepaald is door de regels dat

¢ ' c PR - S c
11.‘.1n , 21..002’:]_1 a’J+1 LI N ] an

scasasass = ' (“1):]”10 . @t se v st ass bRt Rr S
=7 '
c esaC C sesl

¢ e
nsi nn n4 Nyj=1 n,J#1- **°"nn

(ontwikkeling naar de eerste rij waardoor de berekening van nrx n-deter-
minanten teruggebracht is tot de berekening van (n=1) x (n-1)-determinanten

en le,,| = ¢,, (berekening van een 1 x 4-determinant).
11 11 _
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De numericus is echter met deze oplossing, waarin is aangegeven hoe de
oplossing door eindig veel bewerkingen op de coéfficienten van (1) gevon-
den kan worden, niet volledig gelukkig, Want toepassing van deze regels
leidt, als n enigzins groot 1s, tot een astronomisch groot aantal bewer=-
kingen.,

Zij nl,. het aantal vermenigvuldigingen *) nodig om met beyulp'van deze

regels een n x n-determinant uit te rekenen f(n), Dan is kennelijk
f(n) =n + nf(n - 1), (@22 en f£f(1) =

Om uit deze recursiebetrekking f(n) te bepalen stellen we f{n) = n!.g{n).

Dan moet
1
gln) - g{n - 1) = 7Y (n> 2) en g(1) =
waaruit volgt _dat voor n 2 2
1 g(n)- 1—4;-..“‘ 1 <e-1
< 1! tart (n - 1)1
en dus - n! £f(n) < (e = 1).n!

Voor het uitrekenen van een 20 X 20-determinant zouden dus ca 20! ~2.4 x 107
vermenigvuldigingen nodig zijn. Met een ﬁiterét snelle automatische machine
met een vermenigvuldigtijd van 20,10~ % sec. zoﬁ men.dus ca 0.5x 10% sec ~

2.10° jaar nodig hebben!

Later zullen we een methode aangeven waarbij voor de berekening van een

n X n-determinant slechts ca % n? vermenigvuldigingen nodig zijn. Ook dan
blijft de regel van Cramer niet aanbevelenswaard aangezien een n X n-stelsel

3

vergelijkingen ook met ca % n” vermenigvuldigingen opgelost blijkt te kun-

nen worden.

*) De tijd nodig voor een vermenigvuldiging is « zowel bij het rekenen uit
het hoofd, met een tafelmachine of met een automatlsche rekenmachine -
essentieel langer dan die nodig voor een optelllng of aftrekklng. Daarom
telt men meestal alleen het aantal nodige vermenigvuldigingen (en delingen,

die meestal met vermenigvuldigingen over één kam geschoren worden).

[
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Een znder probleem dat -de numericus bezig houdt is dat van de invleced
van afrondingsfouten. Deze invlioed kan onder omstandigheden desastreus -
zijne. Een volledige theorie hierover bestaat niet. Wel kan men een aan-
tal practische regels aangeven, .
Speciale moeilijkheden treden op indien het stelsel vergelijkingen zg.
"{1l1-conditioned" is, In dit geval treden bij kleine wijzigingen van de

cosfficinten of van de rechterleden grote variaties in de oplossing op.

Voorbeeld
5x, + 7x, + 6x3 + 5x = 23
7%, + 10x, + 8x3 + 7x =32
bx, + 8x2 + 10x, + 9x = 33
ox, + 7x2 + 9x3 + 10xh = 31.
De opleossing is X, =%, =x, =X = 1a

Verandert men de rechterleden in 23.01431.99, 32.99 en 31,01 dan wordt

de oplossing (exact)

x, = 2.36, x, = 0.18, % = 0.65, x = 1.1l

De vlakken in R die door deze vergeiijkingen voorgesteld worden zijn
"bijna" evenwijdig. Een kleine verschuiving van de vlakken geeft daarom -
een zeer grote verplaatsing van het snijpunt. Het is duidelijk dat de
invlced van afrondingsfouten hier bijzonder groot kan 2zijn. Bovendien
éient de numericus zijn opdrachtgever te waarschuwen indien hij bv. weet
dat de rechterleden dbor metingen verkregen zijn : deze meetmethode is,
tenzij de rietingen extreem nauwkeurig worden uitgevoerd, blijkbaar niét

geschikt om de onbekenden X ,...,Xy met enige nauwkeurigheid te bepalen!.

Behalve naar de oplossing van .e* stelsel (1) dat verkort geschreveh
kan worden als
Ax = b _ (1a)

kan men ook vragen naar de invers~ van de matrix A, dat is een matrix
AT zodanig dat
Tz aTa=1 : (2)

(waarin I de n x n-eenheidsmatrix is). In componenten geschreven luidt
dit
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. - - -1 -
J;_: Aij (4 )jk' §J= (A )i:i Ajk-bik, (2a)

1 als i = k
0 alsi #%k

waarin bik = (Kroneckerasyﬁbool)
Kent men de matrix A”'dan is de oplossing van het stelsel (1a) ook

direct uit te rekenen

Omgekeerd kan men A" " verekenen door n stelsels van het type (1a) op te -

lossen. 2ijn nl,. KqpeearX) de oplossingen van de stelsels

Azk = &y k= 1,.00,y

e
waarin e, de k-de eenheidsvector is ((gk)i = 6ik)’ dan Z}Jn.§1,...,zn

de kolommen van de matrix A=t

In het voorgaande is steeds verondersteld dat de determinant van de mat}ix
A niet nul is. Is det A wel nul dan is het stelsel (1a) in het algemeen
strijdig, d.w;z.'heeft het geen oplossing. Voldoet de vector b echter aan
bepaalde voorwaarden (zodat het stelsel (1a) afhankelijk wordt) dan be-
staan wel oplossingen, deze zijn echter niet eenduidig bepaald. Het nume-
riek bepalen van de oplossingen van afhankelijke stelsels is een uiters%
moeilijke zaak aangezlen hier in principe volledig exact gerekend moet

worden.

'~ De methoden voor het oplossen van stelsels lineaire vergeli jkingen kunnen
ingedéeld;worden in twee Klassen & de directe en de indirecte methoden.
-Met de directe methoden bepaalt men in eindig veel operaties de exacte
0p10551ng; althans indien geen afrondingsfouten gemaakt worden. Bij de
"iteratieve methoden bepaalt men een rij approximaties 51555.... voor de
oplossing. Hier is in principe dus steeds een afbreekfouf aanwezig. De
invloed van afrbndingsfouten is echter vaak minder grqot dan blj de directg

methoden.
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2e2¢ Directe methoden

2e2+1s Triangulaire stelsels

Beschouw een stelsel van de vorm

X + C . X + se0 +# €, _X.=Db
1 12 2 1inn 1
X + 448 + C X =
2 2n n 2
LI B B B RN B I I N NN BN I
x = b_.
n n

Dit stelsel is onmiddellijk op te lossen

o
n
o

c X
n=1 Ne1 n-1,n"n

L I BB B O N BN BRI R I L BN N

. b, =~ EE C. .X.e
i i 1373

J=1+4

ol
I

Hoeveel vermenigvuldigingen zijn hiervoor nodig? Voor de berekening van

X; (als X greema Xy al tekend zijn) zijn het er n - i. In totaal dus

!
E (n~i) = 3 n(n - 1), :

Stel dat er bij de berekening van x een afrondingsfout 61 gemaakt wordt.

n=1
Deze plant zich voort (afgezien van verdere afrondingsfouten) in de bere-

kende waarden van x geee X, met bedragen ~c Byoeesy -c, 0,¢

N~2 1 : hez a1 1 140
Analocog voor een additionele afrondingsfout % bij de berekening van Xy ?
etec,

Zonder op details in te gaan merken we op dat het effect van de voort-
'planting van deze afrondingsfouten in het algemeen geringer zal zijn naar-

mate de absolute waarde van de coefficienten cij Xleiner is,

2e2+2+s De eliminatiemethode van Gauss

Beschouw een stelsel van de vorm

8By 4 X, + eoe + a1nxr| = b1

‘!." LR B N N I IR N AN AN BN NEAY A NN Y \ (1)

B X + ese + 8 X =Db .
1 1 nn' n n

T
-

Kunnem we dit stelsel in de triangulaire vorm brengen ? Stellig zijn niet

alle coéfficienten Byq9eeeed nul(anders was det A nul), Stel dat a, #0
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(is dit niet het geval dan vernummeren we de onbekenden). Deel de eerste

vergelijking door Ay e Dit levert een vergelijking van de vorm

X, + af:) X, + ves + a( 1) x, = bs1). | : (2a)

Vermenigvuldig nu deze vergelljking meﬁ aj1 en trek hem af van de j~de

Qergelijking van (1), Dit levert n -~ 1 vergelijkingen van de vorm

) G L)

a,, X, tase *a, Jcn--l‘-'z

I FEEE N X ERNERNINEIMNRXDNSNNJNEINNNMNNHE};ENJ (2b)
ai;) x2 + see + 31(1;) xn = br(:).

Samen met (2a) is dit een stelsel vergelijkingen dat equivalent is met

(dezelfde oplossing heeft als) het stelsel (1). Merk op dat, indien de

matrix van het stelsel (2) A(1) gencemd wordt, geldt

get A = a, .aet at"7,

Behandel nu het stelsel (2b) op dezelfde wijze. Veronderstel dat
(1)
=t

# 0 (anders worden de onYekenden xz,...,xn vernummerd), Deel de
(1)

eerste vergelijking van (2b) door a,

(2 ) (2) . (2) (2)
y YA, K oty X ottt Ay xn=b1
(2 ) (2) _ oG f2)
P + 23 xs + sse + abn xn = 'b2 -
(2) (2) (2)

as X = b
8y, K * o *&n *n 3
'EFEEEFNFFEEEENNNENNENNINE N INFENINNNIMNNNN

a(z) X+ eee + a(Z) = b(z)
ns 3 ‘ nn n n

dat weer equivalent is met (1). Voorts geldt

det A = a, .agz).det A( )

*) Indien geen vernummering plaats gehad heeft dan is de eerste verge-
lijking van (3) dezelfde als {(2a).

. Ete. Dan krijgen we het stelsel *)
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Het is duidelijk dat men, op deze manier doorgaande,tot een triangulair

stelsel van de in 2.2.1 beschouwde vorm komt. Bovendien geldt

(1) (2) (n-1).

.a LA ]

det A = a ea,, 33 ann

(4)

Het aantal operaties om van (1) op (2) te komen is (afgezien van optel-
lingen, aftrekkingen en vernummeringen) : n delingen en {(n=1)n vermenig-
vuldigingen {(waarvan 1 deling en n-1 vermenigvuldigingen die betrekking
hebben op de kolom der rechterleden). Totaal dus n2? operaties {vermenig~
vuldigingen en delingen worden voortaan over éen kam'geschoren). Van

(2) naar (3) zijn (n - 1)2 operaties nodig. Etc. Voor de reductie naar

de triangulaire vorm zijn dus

2 1.3 .1 2 1
;{ j? =32’ +3510% +zn

operaties nddig (wazrvan i J
1
leden)-

Voor het oplossen van het triangulaire stelsel zijn nog 4 n(n - 1)

N

+ n(n + 1) voor de kolom der rechter=

operaties nodig, zodat in totaal voor de oplossing van het stelsel (1)
1 1
— n3 + N2 - =
3 37

vermenigvuldigingen en delingen nodig zijn.

Moet men het stelsel (1) oplossen voor m verschillende kolommen van
rechterleden (en dezelfde matrix A) dan kan men al deze kolommen tege-
1ijk meebehandelen, Dit kost (m - 1).% n(n + 1) extra operaties voor

de reductie naar de trianguiaire vorm zodat hiervoor dan in totaal

% n’ - % n + % ma(n + 1) (5)

operaiies nodig zijne De m verschillende triangulaire stelsels moeten

afzonderlijk worden opgelost, zodat het totaal nu komt op

% n} - % n + mn?, (6)
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Voor de bepaling van det A met formule (4} vehceft ren Sec.. G . e i2r=
leden mee te nemen bij de reductie op de triargulaire vorm, li2.& .08
dan dus (volgens (5) ) — n? - % n operaties, Daar komen nog n - |

vermenigvuldigingen bla voor de toepassing van (&) zodat het totaal voor

de berekening van det A wordt

1,.35,2, _ .
za’+ 3 1e (7

Voor de berekening van A"™' door in het rechterlid van (ﬁ) achtereenvol-
gens de n eenheidsvectoren g ,«..,g, te nemen zijn volgens (6)

b 5 4

3 n’ = g n operaties nodig. Houdt men er echter rekening mee dat de |
rechterleden nu hocfdzakelijk uit nullen bestaan dan kan dit 2o :tal nog ‘
wat gereduccerd worden. B‘J het in triangulaire .vorm brenge1 van aetb

stelsel Ax, = e, speelt vanaf het begin (de stap van (1) naar (2)) de

kolom-der rechtericden volledig mee. Maar bij het stelsel Ax, = e,

spelen ds rechterleden voor het eerst pas een rol bij de overgang van

(2) naar (3). Etc. Derhalve zijn bij de herleiding tot de triangulaire

BRIt

vorn hier niet n.l n{n + 1) operaties op de rechterleden necdig, doch

2
slechts '

:i;; 1, 1 1 4
= Fl jlg + 1) = Z n3 + El nt +_3.n.

Brengt men dit in rekening dan wordt het totale aantal operaties voor

de berekening van Pl precies n?, Dit is frappant weinig - wil men na

afloop het resultaat verifieren door AA™Y uit te rekenen dan zijn daar=

:'.;1
Al
B ‘ W
Sy

i

W

%

voor nog eens n’ vermenigvuldigingen nodig! Cverigens is het rekening
- houden met het feit dat er nullen staan in de rechterleden bij het
gebruik van automatische rekenmachines niet aanbevelenswaard aangezien

dit nogal wat complicaties bij de programmering geeft,

We geven geen behandeling van de invloed van afrondingsfouten. Men kan
inzienidat het in het algemeen gunstig is, de vergelijkingen en de
‘Onbekenden zo te vernummeren dat a,, in absolute waarde de grootste - =
cobfficitnt van de matrix A is. Na de reductie van (1) op (2) vernummert

men de laatste n - 1 vergelijkingen en de laatste n - 1 onbekenden zodat
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| > lAi;)l voor 1> 2, J 3 2. Etcs Met name bereikt men or deze
manier dat alle coéfficiénten van het resulterende triangulaire stelse.
in absolute waarde hoogstens &&n zijn, Men noent deze aanpak van de

eliminatie pivotal condensation (pivot = vleugelman (militaire term)).

Vaak past men deze strategie slechts gedeeitelijk toe, door bv. bij de
_overgang van (1) op (2) alleen te kijken naar de grootste coafficient
van de eerste rij van A (de vergelijkingen worden dus niet onderling

verwisseld).,

Bij de practische uitvoering van de eliminatie noteert men alleen de
coefficienten en laat men de verwisseling van rijen en kolommen achter-
wege. Vaak neemt men nog een controle-kolom mee : de getallen c; =

i aij + bi. Voert men op deze kolom dezelfde bewerkingen uit als op de

J=1
kolom der rechterleden dan blijkt dat de eigenschap dat de termen uit

deze kolom de som 2zijn van de overige termen uit dezelfde rij van het

schema, behouden blijft. Dit berust in wezen op het feit dat uit

i aijxj = bi volgt dat %L aij(xj + 1) = bi + E a3 = 4+

1)

2)

3),

4)
5)

0

7)

9)

J=1 J=1
Voorbeeld
3.21 %, + 4,25 x, + 6.71 x, = 11.05
6g38 x1 ot 0392 x2 + 4.36 xs - 1{‘.71
2437 x, = 5.1 %, + 1.03 x = 6.38
Men noteert dit als volgt :
2 41 24, ajs by G
3.21 v h,25 6.711 11,05 25.82
.38 -0.92 L.36  4.71 | 1h.53
2437 ~5¢11 | =1.03 6.38 2.61
S 7o 0,6334 | 1 1.6468 | 3.7586 (1) & 6.71
bh,zohkz | -3.6516 ~-2.4700 | =1.8575] (2) - k.36 x(4)
2.5628 | -4.4576 8.0762 | 6,4814 (3) + 1.03x (&)
-0;6422 1 -1.81j8, ~1. 4540 (6) (=t 4576)
1.5299 -9,1403 | 7.2105 (5).+ 5.95816 X (7)4
1 -4,7362 | =3,7362 (6) : 1.9299
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De rijen (4), (5) en (6) corresponderen met het stelsel A(1)5 = 3(1),
de rijen (4), (7) en (8) met A(Z)E = h(z), de rijen (&), (7) en (9)
met het stelsel A(3)§ = h(?),‘dat triangulair is., De pivots waren rasp.

6.71, =4.4576 en 1.9299.

De oplossing van het triangulaire stelsel (9), (7), (4) is x, = -4.?362.'

x, = ~4,8524, X = 6.9867, RN _
Substitutie in het oorsprynkelijke stelsel levert voor de rechterleden
11,0506, 4,7102, 6.3798. Hieruit volgt dat (daar het stelsel niet ill-
conditioned is) dat de fouten in de oplossing niet groter dan énkele
eehheden van de laatste decimaal zullen zijn.

De determinant van het stelsel-is het product van de pivots dus

~57.7423 (dus redelijk groot tem opzichte van de coefficienten, hetgeen .

een aanwijzing voor een goede conditie is).

24243s Varianten op de eliminatie methode

Er bestaan vele varianten op het in 2.2.2 behandelde eliminatieschema,

Een voor de hand liggende variant is de zg. Gauss-Jordan eliminatie.

Hier herleidt men het stelsel Ax = Db meteen tot een zg, diagonaal-stel-’

sel {en niet slechts tot de triangulaire vorm). Zij de eliminatie vol-

gens 2.2.2 gevorderd tot

X, + a1(;) X, + a1(;') X o+ eee # a‘l(:l). X, = h1(1)
xz + a.z(:) K o+ oeee # éz(:) X, = -bz(.?)
a’(;)x +aj(;)x3 + eee +a3(;1) xn=b£1)
ai1) X + a(1) X + ase + a(1) X = b(1)

2 2 . n3 3 nn n n

Dan kan men met behulp vanAde tweede vergelijking X, niet glleen uit
de derde t/m n-de vergelijking elimineren (zodat het stelsel (3} uit
2.2.2 zou ontstaan) maar ook uit de eerste vergelijkinge Gaat men zo
deor dan ié de matrix van het gereduceerde stelsel de eenheids matrix,

zodat de rechlferleden van dit stelsel de oplossing X, 4 X,

gres ’xn Vormer,
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Het Gauss~Jordan schema elist iefs meer vermenigvuldigingen dan het

schema van Gauss. De procedure is echter ilets systematischer.

Een andere variant is de zg. reductiemethode van Crout. Deze methode
is er op gericht het aantal te noteren tussen-resultaten zo kleine .

mogelijk te maken. Dit is met name van belang bij het werken met. tafel-

machines., Met een normale tafelmachine (waarmee vormen &ls a + bjcj
. . - J=1
uitgerekend kunnen worden zonder tussenresultaten te noteren) komt men
uit met het noteren van n(n + 1) tussenresultaten (bij de Gauss-methode
zijn dit er % n® + % n? + % n). Een min of meer ernstig bezwaar van de

methode is dat pivotal condensation slechts beperkt mogelijk is.

Tenslotte nog iets over partitioning. Beschouw het stelsel

Ax = b, (1)

waarin 4 een (n + n) x{m + n) matrix en x en b vectoren met m + n

componenten zijn, Schrijf

A, A, Xy b,

A= y X = ’ _b_ =
Ay g Ay, .3 b,
Hierin is A, een m X m-matrix, A,, een m x n-matrix (m rijen, n kolommen)
A,, een nX m-matrix en A“ een n x n-matrix ; de vectoren X, en '94 ‘
hebben m, de vectoren x, en b, n componenten. '
" Ult de regels voor de matrix-vermer;igvuldiging volgt dat het stelsel

(1) equivalent is met

Ay + Ayx, =
AgX, + A%, =

Veronderstel dat A:': bestaat. Vermenigvuldig de eerste regel van (2)

: @

I v

hiermee :

&-11210 - . oo (3&) .

Ll
X+ AGAX,
Vermenigvuldig (3a) met A, en trek af van de tweede regel van (2)
- : -1
(B, = A, A4 A,) X,=Db, - &4 Ay, : (3v)
Los nu x, op uit (3b) en vervolgens x, uit (3a) '
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x,= A::E i A Aﬁz-q ' (#5
x,= (4, - AMAHAH' )™ (2, - 4, A1-11E1)'

Hiermee is dus de oplossing x van (1) %epaald.

In totaal zijn hierbij n + 1 n X m~stelsels opgelost (nl. de stelsals

A =D en 4, U=A4,,) en &én n x n-stelsel (het stelsel 3b)). Vefder-
één vermenigvuldiging van matrices met elkaar en twee vermenigvuldigingen
van matrices met vectoren;

_Het‘voordeel van deze methode (waarbij precies Hetzelfde aantal vermenlig-
vuldigingen en delingen nodig zijn als bij de directe behandeling van (1))
is dat men per stap van de berekening slechts te maken heeft met m x - n-

of n X n-stelsels. Dit kan een groot voordeel zijn blj -automatieche reken-

. mach:x.nes met beperkte geheugencapaciteit.

Op merkingen

1« Merk op dat de overgang van (2) naar (3).formee1 precies dezelfde is
als bij de Gaussreductie van een 2 x 2-stelsel naar de triangulaire vornm,
En de overgang van (3) naar (%) correspondeert met de oplossing van het
triangulaire stelsel. Het is duidelijk dat men de matrix A ook in meer
delen kan splitsen,

2. Het is noodzakelijk dat A7) bestaat. Is dit niet het geval dan moetem
de onbekenden vernummerd worden. Uit het bestaan van 4 ' en A:: volgt dat
ook (4,, - A, A704,,)7" bestaat.

3. Uit (4) volgt dat

A-1 =
Ba B,
met
1 + A:: A12(A22 - A21A1-11 A1z)-1 -A21A:11
» ,'1 Ay (B, = 85,877 24,07
21 = ;(Azz - A21““1-1 Au)-i -‘Az_1_A1-:

22 (Azz - A21A1-: A12).-1 *

11

o e
[} [}

o o
n
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2.3, Iteratieve methoden

2.3¢1., Normen voor vectoren en matrices

2.3+7+1. Beschouw een vectorruimte R, R heet genormeerd indien er een
voorschrift is dat aan iedere x€R een reeel getal (x| (de norm van x)
toevoegt, zodanig dat | :

1) Hxll >0 als x40 llell=0

2) llaxll = |alslxll (o een getal)

3) Mz +zh< Iz + 0. ‘

Voorbeelden., 2ij R de n-dimensionale cartesische ruimte Rn (met als

elementen de rijtjes van n getallen x = {x1,...,xn}). Dan kunnen we bv.

. als norm kiezen

“ }_"1 =ZI xj t
h '

of  xl, = (lejm*
of N=xll, = max Ileo
K

Dat deze normen aan de eisen 1) en 2) voldoen is duidelijk. Ook aan de
eis 3) (de zg. driehoeksongelijkheid) is voldaan. Voor de norm | I,
(de euclidische lengte) is dit bekend,

En
Ix + xi, =Z|x:I Pyl 2 Ul v vy = lsl, - 02l
Iz + 3l = g§.x|xj +rylg EL?X{I X0+ 155l ) <
< max [lle +ly 0} = HEH.,~+ Iz o o

Jek
Nebe Zij n =+ 2, Wat is de meetkundige plaats van de uiteinden van de

vectoren x waarvoor geldt [x, = 17 Idem als [ix|l = 1.
= = -

Stelling. Zij || || enl |[|' twee normen in een eindig-dimensionale vector-

ruimte R. Dan zijn er positieve getallen m en M zodanig dat voor alle
xX€E€R
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m ozl < x|’ <M | x]
(en dus ook M~ [x|'< x| <o 'xi".

Deze stelling bew13zen we nlet. Voor de boven 1ngevoerde normen in R

blijkt eenvoudig dat -
1
Tzl < Lzl < lxle Izl <z \f_!lle n [x,
waarmee voor deze gevallen de stelling dus bewezen is.

2e3e1s 2. In een genormeerde vectorruimte kunnen we over limleten

sPreken. Zij x(i), _(2),... een rij elementen uit R, We zeggen dat
a2 -,
ke :

(waarblij x een element van R is) iZdien

1im "E(k)
Ke—on

..£”= 0.

Uit de boven aangehaalde stéllihg blijkt dat in een eindig-~dimensionale
'vectorruimte het al dan niet bestaan van een limjet onafhankélijk is van
de keuze van de norm,

In Rn geldt kennelijk dat

lim E(k) = x dan en slechts dan indien
i LK) .
llmxj =xj, ;] =1,o..,n-

2+3e7e3. Zo0ald bekend is een lineaire afbeelding A van een vectorruinmte
in zichzelf een voorschrlft dat aan iedere X€R een y = AXER toevoegt
zodanig dat '

Alx) = alx (a een getal)

A(x + 3) = Ax + Ay, |

Het is duidelijk dat het product van een getal a en een lineaire afbeel-
ding A (gedefinieerd door @A)x = a(Ax)) en de som van twee lineaire
afbeeldingen A en B (gedeflnleerd door (A + B)x = Ax + Bx) weer lineaire

afbeeldingen 21Jn. De llnealre afbeeldlngen vormen dus zelf weer een
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vectorruimte., In deze vectorruimte der lineaire afbeeldingen kunnen we
op vele manieren ‘een norm invoeren, Maar het ié voofal interessant om
dit zo te doen dat er samenhané' is met de norm in de oorsprénkelijke_
vectorruimte. Kunnen we niet een norm [[Al van A zo definiéren dat
Haxllg laliix |l voor alle xER? ' )

‘Dit kan zeker als R elndlg-dlmenslonaal is. Want met || Il is ook |] v

gedeflnleerd door
Mxlr = laxll + x|l

eep norm in R (ga na : waarom kunnen we niet nemen [[xl[' = [lax |1 ?)

Volgens de stelllng is er dus een (e:.nd:Lg) positief getal M z.odan:.g dat
voor alle x # o

ixl' fHAxl ™8

2‘_"=m+1<M’ dus msﬂ-"].

Als norm van A kiezen we nu het:klein'ste getal M = 1 waarvoor de laatste

‘ougelijkheid nog geldt (voor alle x £ 9):

i Ax |

Wl = sup
: x# o M=

hetgeen (per definitie) betekent dat llaxllg Ial Izl voor alle x€ R
terwijl er bij iedere £>0 een X€R is zodanig dat [lAx[l > (&1~ e} Il xlle
Is dit nu een norm in de vectorruimte der lineaire afbeelding ? Ja, Want
1) JAll 20 en lAll = 0 impliceert {Ax| = O, (dus Ax = 0) voor alle X,
, dus A = O (de afbeelding die heel R op het ‘nul.-element van R afﬁeeldt)
" 2) Voor alle x€R is] a.Ax I = lal lAx] , waaruit volgt dat lladf = |a| IIAII
3) Voor alle x€R is I(a + B)x ll= llax + Bxll 4”4"&25" + IBx [ <

S CIAN + UBI Ux 1,y dus |4 + BI g YAl + (Bl »

' Het product AB van twee lineaire afbeeldingen A en B is gedefiniee.rd'door
(AB)x = A(Bx). Daar dan voor alle X € R l(aB)xll = lA(Bx)I & NAllIBxIl. <

< tall Bl x|l geldt voor de norm van een product

laBli & Al B,

By R Ty L S TS
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In de n-dimensionale cartesische ruimte Rn behoort bij een lineaire

afbeelding A een nx n-matrix { Aij} zodanig dat

En omge_keerd kunnen we aan iedere n X n matrix op deze wijze een lineaire

afbeelding toevoegen,

o ‘ ) ’
Kunnen we | All uitdrukken in de kentallen van dée matrix( Aij] ? Dit is

betrekkelijk eenvoudig als we in R de i ll, of de || ||, -norm gebruikex,
.. Stelling Hall, = m_axZ!Ai‘jl,

llAIl = max Z-I Ai.‘]

" Bewijs. a) Noem max. lAi.‘jl. =M,
Bewi]s . j'

Voor iedere x€ R geldt |lAx 1,
3 Sk i<
1 J

waaruit volgt dat NAll <M .
2ij k zo dat 2 ]A:Lk -M.'. Kies x zodat Xy = 6jlc'

Dan is Izl = 1 en iIAxlI Z’Z By %5 = Z|Aik| = M,

Dus llAll, 2 M

JVI
[
*“ M
e~
—
W s‘e
() \-J
0"
n

Il
=
£
=

-

b) Noem maleA 1 =My
i 3 |
Dan is voor iedere xGR

IAx |l o= max IZ Ay g%yl € max Z;IA x5l <

< lxl, max Z:m. | = Mg lxhoe Dusll Allo< Moo
= i ij .
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lA, . '
Zijkzo dat Z“ijl = Mo Kies x zo dat xj=__}_‘2;]_ als Akj;éo
k:i

enx‘_j-1 als Ay = O, Dan is | x ll,= 1. En |(Ax) !-lzﬂkjjl-

i'-Akjln = M_,, terwijl voor i £ k |(A_}_c_)i] = I; Aij 3 | < ; IAi;j

dus flax i = mizl(!g_) 4| = M waaruit volgt dat fall, > M ' |

2.3.1.4.- Nu we een norm voor lineaire afbeeldingen hebben kunnen we ook

(1) (2)

spreken ‘over de limiet van een rij lineaire gfbeeldingen -': gies o
We zeggen ' '

1im . A0 A

Ko

(waarbij A een lineaire afbeelding is) indien

(x) - = 0, . d

1im {lA Al

Ko
Dit impliceert kennelijk dat voor iedere x€R lim A(k)_:g_ = Ax.
Men kan bewijzen dat in een eindig dimensionale .R dit limietbegrip.iee_r
onafhankelijk is van de keuze van de norm. In Rn geldt voor een lineaire

afbeelding A met matrix {Aij}

IIAII,giZj 4yl < nlal, en

Ial, € 2_lagl <alal,
i3 |

Hiegruit volgt met name dat lim A(,k) A dan en slechts dan als lim A(l;)

Ai;j voor alle:i en j.

2.3.1.5, Zoals bekend kan een lineaire afbeelding A een inverse hebben, '

' d,w,z. kan er een afbeeld:.ng bestaan zodanig dat BA = AB = I, men schrijft

dan B = -1‘. Is R eindig dimensionaal dan bestaat a~" dan en slechts

dan als uit Ax = o volgt dat x = g (A heet dan niet-singulier). In R |
'45 dit egquivalent met det{Aij] £ O, |
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Stelling. 2ij de lineaire afbeelding B zodanig dat lim Bk = 0,
Dan bestaat (I = B)” ' en (I -B)™' = é B, ks o
‘ . . S .
k

Bewijs. a) Zij (I - B)x = O. Dan is x = Bx = B2 = ... = B'X = ..,
Daar uit lim Bk = 0 volgt dat lim Bkz = o is dus x = @ Dus (I - B)~
bestaat,

b} Voor k = 1,25e¢s geldt (I = B)(I + B + eeee + -l

) =1 - Bk en dus
I +B4ae +B V1 c(@-®"'-((-n"" gk,

=1 Bk“-é (T - B)-1H||Bk” volgt uit het gegeven dat

]

lim (I + B + aee + B ) = (I - B)™
k=

Daar [(I - B)

d.w.z. dat (met de gebruikelijke notatie voor een oneindige reeks)

' Opmerking. Het is dUldelle dat de voorwaarde lim Bk = 0 niet alleen
voldoende maar ook nodig is voor de convergentle van de reeks EB « Een-
wat beter hanteerbare voorwaarde die voldoende{doch niet nqdl@ is, is
I8l < 1. Want daar IIBkll< HB]Ik, volgt hieruit dat lim X = 0,

4

2.3.2., De iteratieprocessen van Gauss-Jacobi en .Gauss-Seidel
Beschouw het stelsel

A11x1 + sse + A1nxn = b1

I FEEXENENNEN R ERENENENER NN ] . (1)

A X 4 ses + A X =1
n1q .7 “an"n n

- en veronderstel dat Ajj #0y, j = 1,0eeyn. Dan kunnen we de vergélijkipgen

schrijven als

o™ - % 4= )
x; = Aii(bi 7 Alaxj) v 1= 1,e0eyn . (2}
. . JFT
waarin met % bedoeld wordt dat we sommeren over alle j # i.
J#L .

(k) (k)

Zij X, seseX een benadering van de oplossing.
] N L] n . 3
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i1s dan
(k+1) -1 E’E (k) ~ '
xi = Alitbi j - iJ J J + i-= 1,--.,11- (3)

een betere benédering ? En kunnen we zo,dborgaanA? Men noemt dit proces

het iteratieproces van Gauss-Jacobi.

Een voor & hand liggende variant is de volgende.

Stel (k),...,xik) bekend, Bereken hlermee(met (3) x(k+1). Maar.gebruik
voor de berekening van x§k+1) nu x$k+1), xsk),...,xik) in plaats van

(k)'....,xl(lk). Etc. Dit betekent dat (3) vervangem wordt door |

(k+1)-_ - < K) = (k+1) - I :
x; = a7 b, - J_§=i+1 Ay gxs - % Ay 4% Y. (%)

Dit is het,iﬁeratieproces van QGauss-Seidel.

On de c¢onvergentie van deze processen te onderzoeken stellen we

sese 1n ] A11 0 ‘ E
A = ' D = 'o'
sees A .A
n nn
0. : . . o] A ees A
0 : ~ 1n
I.I - A'1 - R: - - o -
oocncooo‘o\. 0 * ‘ A
. \‘-‘- LS n"1’n
A ess A o) X . ’

n1 nyne-y /. : o

Dar is A = D + L + R, En (1), (3) en (&) zijn equivalent met resp.

AX = b _ } o o (1a)
L e e Tt
L R T CEER ()

Uit - (4a) volgt *)

S Prdine bewry pnedhora

?&{(/{A,(._ Alctd poty

*) D + L heeft een inverse daar de corresponderende matrix friangulair

is en geen nullen in de diagonaal heeft,
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E(k+1) = (D + L)""l B - (D + L)-1 ch_(k) (4b)
De recursiebetrekkingen (2a) en (4b) zijn van de vorm
E(k+1) = Pb + QE(k) : sy
waarbij P en Q zo zijn dat P'(I - Q) = A. (6)
W

< ‘

Stelling, Het iteratleproces (5) convergeert dan en slechts dan yoor
(o)

jedere beginvector x naar A~ b indien lim Q 0.

Bewijs. Uit (5) volgt dat

E(k+1) - A

"% = Q[gck) - 27'p] + [P - AT s a7 N &

= Q[z(k) - A-13] .

daar (6) eguivalent is met P.= (1 - Qa~?
Door volledige inductie volgt hieruit

x(k) (o)

- = Q [x ~-457'bv 1, (7)

waaruit diréct_de bewering volgt.

Opmerking. Is [IQll <1, dan volgt uit (7) dat H;ﬁk)

nul gaat als de termen van een meetk .ndige reeks met.reden Q[ Men xan

I Q l de convergentie~factor noemen,

Stelling. Het iteratieproces van Gauss-Jacobi convergeert zeker indien

%‘Aijlé Y‘Aii' ' i=1’co-’n

met Yy <1. De convergentiefactor is minstens y,

Bewijs., Blj Gauss-Jacobl is @ = 1 - D 'A.

: -4 = A~
Fu is (D7) iibij’ waaruit volgt dat
0 als i = j
A
Q .-6 -—ii= *
13 ij Aii 4 1s i #

__;-_i aSIﬁj.

T A,

_ 11

v

- A-,BI] minstens naar
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]

Derhalve is 'HQ“&

x ; IQiji_ =

: _1- |
max -max l<7.
= 2 Tl - T <

ii'

n

Opmerking. Men kan diverse analoge convergentie voorwaarden geven, bv,

A, b < 1ALiby T = Ageeeqn
% ij 33

Ai.
; ‘A—.;!'I'< 1 ’ i‘—" 1,.00'11.
b S b :

A

i .
; IIJI < 1 s Jd = 1,.-.,11
i£3 il '

Stelling. Het iteratieproces van Gagss-Seidel convergeert zZeker indien

;j;L lay ) € ¥ TAH 4 4= 1,000m

met v < 1. De convergentiefactor is minstens y.

Bewijs. Bilj Gauss-Seidel 1s Q = = (D + L)"' R, We zullen bewijzen dat
uit het gegeven volgt dat QI v
Zij Qu = ¥. Dan is Ru = - (D + L)¥, en dus

¥ = - ™' [Ru + Lv].

‘Hieruit volgt

<4
]

= - A—:Iji EZjRi;juj + %LUVJ] =

- A-i‘i‘[.Z Aijuj' + ; Aijvjl

Jj-i

| Derhalve geldt

vyl g {|Aii - J% ag 13 «max (gl Wl ),

dus Izl < vmax (luly, Nri). ) (8)
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Veronderstel dat |l¥{ 2 llull , Dan moet volgens (8) lxl_< v lzl_ en dus
gaar y < 1, |xfi_= O, dus ook [ull, = O, dus w =g,

Is dus u # o, dan moet v, <llull, en dan is volgens (8) lwl, v lull_.
Hieruit volgt dat [|Qll. <y ' |

Opmerkingen.

1. De in deze stellingen gegeven vb,orwa{arden zijn voldoer{de,'niet nodig;
2., Men kan vobrbeélden geven van stelsels, waarbij Gauss—Ja.ct':bi wel en
Gauss=-Seidel niet convérgeert en ook van stelsels waarbij het tegenge-
stelde geldt,

3. Men.kan bewijzen dat Gauss=Seidel altijd convergeert indien de matrix

A symmetrisch (B.w.z. A Ay = Aji) en positief definiet (d.w.z. (Ax,x) =
% 13 ixj > 0 tenzij x o) is.

4, Het is (zeker bij het werken met automatische rekenmachines) nuttig

de formule ‘(74) voor het Gauss-Seidel proces te schrijven als

(ket) (&) =1 ' (x) f_: (eer)
xX; = x; 1i[b'§iAlaa - = Aiaxj1]

Binnen de vierkante haken staat dan het zg. residu dat men verkrijgt door

de benaderingsvector (x1(k+1 ),...,xi_lf:ﬂ) , ék)
schikt op het moment dat men x(k'“) gaat berekenen, te substitueren in’

. k
gooe ,x; )) waarover men be-

de i° vergeli jking. Vermenlgvuldlgd met A levert dit de correctie voor
ik). Bij een automatische rﬁiinmachin%kifg als men met potlocod en vlak-
gon wgrkt) ve?vangt men nu X door x Xy waardoor de nieuwe benade-
ringsvector verkregen is, Deze wordt gesubstitueerd in de i1 + 1-ste ver-
gelijking. Etc. Men kan bv, afspreken (de rekenmachine de opdracht geven)
om door te werken tot n opeenvolgende correcties kleiner zijn dan een
voorgeschreven tolerantie,

L

2s3.3. Een kwadratisch convergent proces voor dé bepaling van A-1.

zij X, een benadering voor A™", duwez. zij
R, =1=XA X A=I-R, (1)
A (- e)
AT (T-R)Y, . w (THR) X,

'klein", Daar uit (1) volgt dat

-1

-1
AT = (I - Ro)
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kunnen we vermoeden dat

X, = (I + Ro)xo = 2}{0 - XOAAO

. -1
een betere benadering voor A is,.

Algemeen kunnen we definieren

R, =1Ia~XA4A, : i
koD oET (2)
Xk+1 = (I +RIX =2X - X AX_ .

Stelling. 2ij de rij X ,X,,... bepaald (uitgaande van zekere Xo) door
(2). |

Zij lim R, = O. (3)
Dan bestaat A”' en
| lim X, = A (4)
Bovendien geldt
IRy, I IR | | (5)
LTS S R FY NS S | (6)

d.w.Z. als het proces convergeert dan convergeert het kwadratisch,
Bewijs: & 2ij AX = O. Dan is x = (I - XkA)E = R, x. Dus x = 0 (waarom),
dus A~ Ybestaat. .
be Uit (2) volgt A™' - X, =RAT, ' ()
Uit (3) volgt dus (4). : '
c. Uit (2) wvolgt ook
= - = - - -= 20

R, =I-(I+R)GA=TI-(I+RII=-R) =R (8)
Hieruit volgt (5).
d, Uit (7), (8) en (2) volgt

-1 _ ot N L - - -1
AT -X = Rk*1 AT = ng (1 xkg)(I xkA)A =
L

t

-1 -1

=(a"" - Kk)A (4" - X ).

Hieruit volgt (6).

i
A
3
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Opmerkingen.
1. Uit (8) volgt door volledige inductie
k :
2
R, = Ry (9)

Het proces convergeert dus stellig indien HR I < 1.
2, De formule (2) is formeel dezelfde. als de formule die we krlggen
bij Newton-iteratie van de vergelijking a = 1 = 0 (vgl, 1.3.2, voorbeeld

p
2),
3. Uit (2) en (9) volgt

xk.+1

(1 + Rk)xk'= see = (1 +.Rk)ooo(1 + 30)x0 =

(1 + Rik)..,(1 + Ri)(1 + R )X . . (10)

Men zou dus, uitgaande van Xo R kunnen berekenen, vervolgens Bz, Rb

etc, en dan met (10) de rij X, Xz,... . Het proces is dan echter geen
iteratieproces meer (omdat R, niet als een residu berekend wordt) en
afrondingsfouten worden niet weggedempt.

h, Uit (1) volgt A~ ' = (I - Ro)" X« Formule (10) is dus formeel dezelf-
de als de bekends formule

(1 - Z) (1 + Z)(1 + Z )000(1 + Z )ooo

(die geldt voor lzf < 1).
5. In plaats van (2) kan men ook het proces

R =1I-Xa4

xk+1 = (I + Rk + see + R£:1)Xk

gebruiken; Bewljs dat dit proces de orde p heeft.,

6; Het hier beschreven proces wordt met name toegepast om de invloed
van afrondingsfouten op een met behulp van een eliminatie~methode bere-
kende "schatt;ng" van A~ ' te verminderen.

Helaas bestaat er geen analoog proces voor het oplossen van een enkel

stelsel lineaire vergelijkingen.
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7. Zij A een matrix met diagonaaltermen ongelijk aan nul. Kies X, = p~ !

(D is het diagonaal gedeelte van A), Bewijs dat het proces zeker conver-

geert (en - althans op .de duur ~ heel wat sneller dan Gauss-Jacobi of

Gauss=Seidel) indien

j% ]Aijl < |Ai'i|' i-= 1?oo.’n.

3; Het bepemlen van éigenwaarden van een matrix
3.1e Inleidin

Zij A een lineaire afbeelding van een vectorruimte R in zichzelf. Een

getal A heet eigenwaarde van A indien A -~ Al (meestal kortheidshalve
geschreven als A = A) singulier is, d.w.z. indlen er een x # g in R is
zodanig dat ' o

Ax = Ax.

De vector x heet eigenvector,

We beperken ons verder tot het geval dat R de n-dimensionale cartesische

ruim?e Rn is.

Zoals bekend, is A dam en slechts dan een eigenwaarde van een matrix

(lineaire cfbeelding) A indien

Dit is een n-dé graads vergelijking in A, (de zgn. karakteristieke verge-
lijking) die dus n oplossingen heeft, waaronder echter gelijke-kuﬁnen

yoorkomen, ' ‘ '
Zijn X1""’hk
bijbehorende ?igenvectqren dan zijn XpeeesXy onafhankeli jk,

onderling verschillende eigenwaardeﬁ van A en Xx ,...,gc_k

1
Bij een enkelvoudige wortel van de karakteristieke vergelijking behoort
slechts &8n onafhankeli jke eigenvector (die ép een getal factor na een~
duidig bvepaald is); Bij een m-voudige wortel van de karakceristieke
vergelijking; kiinnen m onafhankelijke eigenvectoren behoren, maar het kan
ook zijn dat er minder zijn (d.w.z. dat er m, (m, < m) onafhankelijke
eigenvectoren bij deze eigenwaarde zijn zodanig dat iedere andere eigen-
vector bij deze eigenwaarde een lineaire combinatie is van deze m, eigen-
vectoren). Deze laatste - uiterst omplezierige, want allerlei. uitzonde-
ringsgevallen in het leven rdepende - situatie treedt niet op indien A

symmetrisch (d.w.z. Ay = Aji) is.
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Indien er n onafhankelijke eigenvectoren 51,...,51; van A bestaan (dit
is altijd het geval indien alle eigenwaarden van A verschillend zijn
en ook als A symmetrisch is ; het kan maar hoeft niet het geval te zijn
in de overige gevallenA) dan vormen deze een basis voor Rn,.d.w.z.'iedere.

gc_ERn kan geschreven worden als

X = i‘uiﬁi. l' (1) .

En dan geldt - Ax = 25 \ o, X, P ¢-3
als 7\. de eigenwaarde is die behoort bij x ). )

Op dez.e basis voor Rn heeft A dus een zeer eenvoudig karakter.

Is A symmetrisch dan zijn, zoals bekend, alle eigenwaarden reeel (in
het algemeen kan een reele A ook paren toegevoegd complexe eigenwaarden
hebben), eigenvectoren bij verschillende eigenwaarden zijn onderling
orthogonaal en bij een m-voudige eigenwaarde kunnen m oﬁderling orthow
gonale eigenvectoren gekozen wordem, Dit berust allemaal op het feit

dat voor een symmetrische A voor iedere X en y geldt dat

(A_Jg;x) =% RN Z A XYy = (xy47)

Is A niet s‘_'y‘mmetrisch dan definieert men de matrix A* (ook wel X

geschreven) door

(A*)ij = Aji.

Er geldt (ga na) (A*)* = 4, (AB)* = B*A*,
Daar det{A = A) = det(A* - A) hebben A em A* dezelfde eigenwaarden

(maar in het algemeen verschillende eigenvectoren).

Stelling 1. Er geldt lim A™ = O dan en slechts dan als |A| < 1 voor
alle e:.genwaarden A van A, . l
Bewijs. a. 2ij lim A" 0, zij A eiéenwaarde-van A met eigenvéctor X.
Dan is 1lim QA Mx) = lim A" _J_t = 0 en dus |A] < 1, daar x # 9. De voor-
waarde is dus nodig.

b. Dat de Voorwaarde ook voldoende is bewijzen we alleen voor het geval

dat A n onafhankelijke eigenvectoren X veees X, heeft (de stelling geldt

1
ook in de andere gevallen). ‘
Uit (1) en (2) volgt dan nl, dat iedere vector X geschreven kan worden

als
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en dat :
m o
A§=i?\.o‘.x_
N I I I :
Uit 17\ | < 1 (3= 1y00eyn) volgt dus lim Amgg = O voor iedere x en dus

Stelling 2. Voor iedere keuze van de norm geldt dat Al & ," Al voor alle

eigenwaarden A van 4,

s _ _ lAx| : |
Bewi g Uit Ax = Ax volgt IA] = -lfg]l < lalle | . _ E
Opmerking. Het <=-teken kan voor alle eigenwaarden gelden. Voorbeeld : )
A= 2 : ) ! beide elgenwaarden zijn nul en in iedere norm is lall > o

(daar A ¥ 0).

. Stelling 3. Zij ¥, de grootste eigenwaarde van de matr:Lx A*a (alle eigen=-

waarden van deze matrix zijn reeel en 2-0), Dan is
lall, = Vi,

. Bewi, is. A*A is symmetrisch. 2ij u, >/u2... >p.n de eigenwaarden en
XyeooX, bijbehorende onderling orthogonale eigenvectoren.

Dan is uk(xk, xk) = (A*Ax ! xk) = (Axk, Axk), waaruit volgt dat voor
alle k  0< By < (IiAH,)2 |
Anderzijds geldt, voor x =Zukg_ck - (3)

(A_’.:.’ Ax) =.(A‘*A3t.r, EJ =Z1~Lk “f,; (.’Eki -}Ek)

By (G m) =B, (x B

Daar iedere x in de vorm (3) geschreven kan worden volgt hieruit. dat

all, ~ Vi, o
Stelling b, Zij lAiil > % ‘Aijl * | i= 1,..-,11.

Dan is A m.et' a:.ngv.lie:".

Bewi js. Z j AX = O, Dan is

' R . y
Ii - -Aii % Aijxj [ i = 1,..-,21
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. ) - N . )
en dus Ixil < IAiil- j%. lAijl Ile s, waaruit volgt

' -1
flxll,< lx iL,.m?_x (lAiil | J%. injl-)
Was llxlle # O dan volgt hieruit een tegenspraak met het gegeven.

Gevolg, Indien het complexe getal A zo is dat

IA-ii - Al > ;%. [Aijl . i = 1,040

dan is A geen eigenwaarde van A, Want volgens de stelling is 4 - Ai niet”
singulier.

Positiever gezegd (stelling van Gershgorin) :

Iedere eigenwaarde van A ligt binnen of op ten minste &8n van de n

cirkels (in het complexe vlak)

En ook (daar de eigenwaarden van A* dezelfde zijn als die van A)binnen

of op ten minste een van de cirkels
[Ajj -)b[ = % [Aiji .’ J = 1,0.-,!10

Opmerkingen

1. De stelling van Gershgorin geeft een (in het algemeen zeer ruwe)
localisatie van de eigenwaarden van A.

Men Ean ook bewijzen dat als de vereniging van k van de Gershgorincirkels
(van dezelfde soort) een samenhangend gebied vormt terwijl de'overige
cirkels daarbuiten liggen, er in dit gebied precies k eigenwaarden
liggen.

20 Zi] a,yeevyay reele getallen, Beschouw de matrix

"&1 "32 seevesscre "'an
1 0

A= 0 1 .0
0 0 1 0

Laat zien dat de karakteristieke vergelijking van deze watrix is

("'1)n [An + a.“An-‘l + ses + an] = OI
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Toepassing van stelling 2 (met de [l I - of de | [ = norm) en van de
stelling van Gershgorin op deze matrix leidt tot de schattiﬁgen uit

1.641+3. voor de grootste wortel van een n® graadsevergeli jking!

3.2, Een proces voor de bepaling van de grootste’eigenwaarde

Veronderstel dat de matrix A n onafhankelijke eigenvectoren XyreenyX,

heeft, behorend bij eigenwaarden A1""’an Veronderstel verder dat s

AL > 051 % o2 I . &p

Zij 3y een willekeurige vector. Dan z2ijn er getallenn:a,...,an zodanig dat

I = 0.1 _151 + see + C-n_isn- ‘ (2)
Dan geldt voor m = 1,2,e.s

m m m

A.x‘—a‘NJ_C + mae +anhn3_:n. (3)

Met (1) wolgt hieruit

limA, " A" ¥ (&)

m-= oo

1]
R
I

Globaal gezegd : als a, # 0 dan heeft, als m groot is, Amx Tyrijwel" de
richting van x, en Am+'x is "vrijwel" A maal zo lang als Amx. Op dgzé
manier kunnen we dus A, en x, benaderen. '

Is Ih1l > 1 dan worden oﬁ de duur de kentallen van Amx erg groot, is
|A,l < 1 dan worden ze erg klein. We kunnen dit verhelpen door na iedere
stap te normerem, bv. zo dat we Amx‘delen door een factor zodanig dat
een vast gekozen kental - bij voorkeur het grootste - één wordt. D.w.z.
iﬁ plaats van de rij y, Ay, A%Yy,.. beschouwen we de rij Tor1T1 9T a0ee

gedefinieerd door

' b
Lo T T, g
- (5)
Ine1 = g, e ™ ° Oy 1yeee

(g, is de k-de eenheidsvector, de k° component van Y,,4 is dus 1)
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Uit (5) volgt dat (als a. # 0 en (x }gk) # 0)

Ay %]:"5"1 X
In = (A" -
1’—1: f,'-csx (%,02,)

. — ' : (6)
— ;
% ..J.LJ. (x ,ek)
(x’ek)[1 +§ %, )H -z—h”ek 1
en ‘
n A+
; +z:. (Zi) (x 12
: 2 a4y \A, X408,
{Ay ,ek) = l.‘o n . (?)
> ( -
2

Derhalve geldt

X4
Ha 1, = z51 ,_e_kj
lim (Axm,e ) = A,

We bespreken nog even de veronderstellingen waarop deze afleiding berust.
8« A heeft n onafhankelijke eigenvectoren. Dit is zeker het geval als
alle eigenwaarden verschillend zijn of als A symmetrisch is. Is dit niet
het geval (doch wel |A,| > IA,|) dan blijft het proces geldlg, de aflei-
ding wordt wat anders.

be IA ]l > A, |. Is dit niét het geval (zodat er twee of meer dominante
eigenwaarden zijn) dan kan men diverse gevallen onderscheiden, bv, lz =A1
Ay ==Xy A, =L,, etc, en voor deze gevallen speciale processen ont-
werpen. We gaan hier niet verder op in. .

Ces @, # O. Is dit niet het geval (t.g.v. een ongelukkige keuze van de
beginvector y) dan zou het proces theoretisch convergeren naar lz en X

2
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In de prgctijk‘krijgt X, op de duur door afrondingsfouten een -~ aanvan-
kelijk kleine - component in de richting van x, en op de - lange - duur
gaat deze het winnen. Bij handrekenen kan meh, indien men ziet dat de
getallen (Azn,gk) langzaem, maar monotoon, varieren, beter opnieuw
beginnen met een andere beginvector. L

d.l(g,,gk) # O. Daar op de duur y vrijwel de richting van x, heeft zal,
als we k 2o kiezen dat de k-de component van x, de grootste of ongeveer

de grootste is, ook stellig (x,,8,) # 0 zijn,

A
Eet is duidelijk dat het proces sneller convergeert naarmate IIAI (de
convergentie-factor) kleiner is., Soms kan men d= convergentie.vérsnellen
door te werken met de matrix A, = A - al. De eigenwaarden hiervan zijn

(ga na) Ay - a""’ln -a en de eigenvectoren XyreseaX o Men tracht a zo

‘ Ay ~a . 7
te kiezen dat max x‘.l—__a- zo klein mogelijk is. Hiertoe is een
J=24e40yn 1 '

ruwe schatting van de eigenwaarden van A nodig.

Een aﬁdere ‘manier om de convergentie te versnellen is het &-proces van
Aitken toe te passen op de componenten van 4rie opvolgende vectoren
Ly Lp,q o0 :m+2 en de resulterende vector als nieuwe startvector te

gebruikena.

Is de matrix A symmetrisch dan kan men de convergentie van de benaderin-
gen voor de eigenwaarde (niet van die voor de eigenvector) als volgt ver-
snellen, We mogen.in dit geval veronderstellen dat de eigen vectoren

Z peessX, €€n orthonormaalstelgl vormen (d.w.z. (%,5‘1) = bij)' Uit

(6) volgt dan '

{a 2-;\ 2m+1
(A7 3,) s 1 "2:: (c: )(7"1)
y .

m m - . g:_ em :
T

' 2
De convergentiefactor is dan dus I;:’-I .
1

Opmerking. Iets dergelijks geldt algemener :
Zij A s'ymmetrisch, zij M een eigenwaarde met eigenvector x.
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Zij y = x + £z (z een willekeurige vector).

Dan is (daar (Az,x) = (z,Ax) = r{z,x))
(Ay,y) A(x,x) +e(x,2) + e(z,x) ] + ¢ (Az,z)
y) = - Ly

(4z,2) ~ A (z,2)
(Eil)

A 4 €2

fl

. (8)

Z2ij nu € klein. Dan is y een benadering voor de elgenvector x met een

-fout "van de orde ¢'. En uit (8) blijkt dat —%%’-i—) dan een benadering
$

voor de bijbehorende eigenwaarde A is. met een fout "van de orde ¢ ",

3.3. De_overige eigenwaarden

Wie veronderstellen dat A symmetrisch is met eigenwaarden A, ,...,An en one
derling orthogonale eigenvectoren x1,...,_n
Veronderstel dat A | >{0 | > M) 3 ».. en dat A, en X, al bepaald zijm.
Indien men het proces uit 3.2. zou beginnen met een vector y waarvoor geldt
dat .

(z.xy) = 0 (1)

dan convergeert dit proces (als (y,x,) # O en als exact gerekend wordt)
naar A, en x,. Dit volgt uit de herleidingen in 3.2. daar (dank zij de

orthogonalitéit van X, ,..eyx ) (1) impliceert dat

hd = a, 32 + aee +o'.n_3_cn--

Theoretisch zou men dus op deze wijze l en x, kunnen bepalen. In de
practijk is deze methode echter om twee redenen niet bruikbaar.

1. Het voorgestelde proces is z.g. numeriek instabiel. D.wiz., bij exact

.rekenen convergeert het naar de gewenste grootheden. Dochdoor afrondings-
fouten k.'rijg,"t I, OP de duur een component in de x,-richting en daar I |
>|7\2 | wordt‘ deze op de lange duur meer versterkt dan de component in de
_:g,—:::.cht:q.ng. Rekent men "bijna exact", dus met een groot aantal extra-
cijfers dan zal men na een beperkt aantal stappen vrij dicht in de buurt

van hz en x, komen, gaat men echter lamger door dan gaan de uitkometen
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verlopen en uiteindelijk komt men en blijft men in de buurt van A, en X,
("in de buurt" omdat er bij aanweziéheid van afrondingsfouten geen echte
limiet waarde is - vergelijk ook opmerking 3 in 1.2.). Numeriek instabiele
processen zijn in de practijk ongewenst, soms echter niet beslist onbruik-
baar, mits men met enige voorzichtigheid {extra-cijfers meenemen en niet '
te lang doorgaan, zodat de geaccumuleerde afrondingsfoﬁf bij het beeindi-
gen nog redelijk klein is) te werk gaat.,

2. In de practijk kent men x, niet exact doch slechts bij benadering.

Want als regel zullen X, en A, benaderd worden met een infiniet proces

" dat na eindig veel stéppen afgebroken wordt. Natuurlijk kan men de daar-
door optredende afbreekfouten klein maken door dit proces ver door te zet-
ten. Maar dit kost veel tijd. Bovendien is men als regel primair geinter-
esseerd in de eigenwaarden van A en aan het eind van 3.2 bleek dat na een
zeker aantal iteratiestappen de benadering voor de eigenwaarden van een
symmetrische matrix essentieel beter is dan die voor de eigenvector (dit
gel&t ook bij-anderé methoden). Het is dus realistisch om er van uit te
~gaan dat voor X, slechts een matig nauwkeurige benadéring ﬁ; bekend is.
Kiezen we nu y zo dat (y,x,) = O (dit is het beste wat we kunren doen)

dan ig de component van y in de (exacte) x, richting niet nul, doch slechts
matig dicht bij nul en bij iteratie zal deze component het na een matig

groot aantal stappen gaan winnen van de component in de Ez-richting.

De volgende modificatie van het bovenstaande proces is wel bruikbaar.
Zij X, een benadering veor x, zodanig dat (X,,%X,) = 1. Kies een willekeu-.

rige beginvector y. Bepaal nu de vectoren 212490 en yb,x1,... als volgt*)

2, =1~ (XD X, | (22)
- Zq

xﬂ:m’ m 20 (2v)

_z_m+1=Axm-»(AIm,g1):,' m30 (2¢)

*) &k is weer een geschikt gekozen basis-vector.

a T L
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)

$

Dan is l:un Im een benaderlng voor -(__T en lim 7——)—-1 lmxm is een
l

m—reo
‘oenadering voor 7\2

«— Bewijs. Definieer de lineaire afbeelding L door

M KJ = AY - (Alt£1) ..5‘:1' ' (3)

Het is duidelijk dat dit een lineaire afbeelding is. Voor (2b) en (2¢)
kunnen we dan schrijven
Tx,
Toi1 = Thgep) °
Derhalve passen we in wezen het proces uit 3.2. (met de aan het eind ge-

geven modificatie voor de bepaling van de eigenwaarde voor het geval van

een symmetrische *) matrix : merk op dat

(Zps1 'xm) (&, Im'xm)
Ty~ ply)

. o
Het proces zal dus convergeren naar de grootste eigenwaarde van A, en de

S

bijbehorende' eigenvector.

2ij A, gedefinieerd door Ay = Ay - (y,x,) x, . Dan is A,x, =

Ax, - (A51'3‘-1) x, = M, - A(x,x,) x, =0 en voor j 22
Ax, = Ax, - (Ax.,x.) x. = Ax. - A(x.,x = AX..
1Eg = AEg - Uxpx) x,o= Mgy - Nxpe) x, = AEg

De eigenwdarden van A, zijn dus O lz,...,?tn met eigenvector X, X,y.ee:X -
Ligt nu x,l dlcht bij X, dan ligt A "dicht bij" A, en het is plausibel
dat de eigenwaarden van x dan dicht bij O, )\z,...,l zullen liggen (en
analoog voor de eigenwaarden °) ), De grootste eigenwaarde van A, ligt dus

in de buurt van 7\2 .

*) De lineaire afbeelding A1 is niet symmetrisch in Ru' Maar wel in de
n-1=dimensionale deelruimte Rn bestaande uit alle vectoren y waarvoor

(y,%,) = s - alle vectoren ¥, liggen in deze deelruimte.

o) Als A niet singulier is dan heeft A een eigenwaarde nul met eigenvector

ATX,.
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Opmerkingen

1. Men kan bewijzen dat, als X, - x, "klein is vah de orde ¢ ", de afwijkingen

tussen de eigenwaarden van A, en die van A, klein zijn van de orde ¢, ter-

wijl de verschillen tussen’ de corresponderende eigenvectoren klein zijn van

de orde €. Dit is belangrijk, daar volgens 3.2. uit X, dan voor My een bena-
_ deriné met fout wvan de ondee?” gevonden kan worden. De fout in A, tengevolge

van de onnauwkeurigheid in x, is dus van dezelfde orde als die in A, en ana-

loog voor de elgenvectoren.
2 Het proces berust in wezen hierop dat men na iedere iteratlestap zorgt
d;t xm loodrésht is op 51, d,w.%. ongeveer loodrecht op X zodat de compo-

nent in de x -richting geen kans krijgt om te groeien)(ook niet door afron-

24
dlngsfouten)o

3+ Man kan op deze manier verder gaan. Voor de bepaling van p gebrulkt men

(als x, en x, bekend zijn) in plaats van (2¢) de formule

Zpaq = Axm- (Axm, J X, - (Axm,x ) _J'E.‘,o'

D.WeZ. men wérkf_met eén lineaire afbeeldlng waarvan de eigenwaarden in de
buurt liggen van 0,0,l,,..,hh. Etc,

L, Voor de bepaling van alle eigenwaarden van een vrij grote matrix (in de
pracfijk is men vaak slechts gelnteressecerd in enkele eigenwaarden, meestal

in de grdptste).is dit proces niet het meest geschikte.

3.4, Triagonaalmatrices

-Igféep_aantal toepassingen komen zg. tridiagonaalmatrices voocr., Dat zijn

ﬁat:ices waarbij Aij = 0 als [i-J| 2 2. We schrijven deze matrices in de

i yorm -
, 8 b O
A
-q az .‘_bz \.’
I o -
A = -ty I .
. - t\\ —~ -
\\. ~ -b )
O -~ \\ ‘n"l
=¢ o~ a
n-f) n

We beperken ons fot het geval gdat
bjcj>o’ j = 1,.--,1’1-&_-1 (1)

i




72,

Dit geval komt in de practijk veel voor. Merk op dat bvij symmetrische
matrices b

i §=01

in dit laatste geval valt de matrix echter uiteen in deelmatrlces die on-

= ¢ y zodat aan (1) voldaan is tenzij voor zekere j b

afhankelijk behandeld kunnen worden {ga na!).

We zoeken de eigenwaarden van de matrix A, Dat zijn, zoals bekend, die
getallen A waarvoor het homogene stelsel (A -AI)x = g een niet-triviale
oplossing heeft. Een kleine generalisatie van dit probleem - die voor
sommige toepassingen nuttig is - 1s de volgende :

2ij D een diagonaalmatrix (d.w.z. Dij = 0 als i Z j) met diagonaalelemen-

ten d1""'dn‘ We veronderstellen
d 2 0y 3= Tyeee,yns (2)

We vragen nu naar de getallen A waarvoor het. homogene stelsel (A -AD)x=¢o
een niet-triviale oplossing heeft. Deze getallen kan men de eigenwaarden
van A ten opzichte van D noemen en de bijbehorenae vectoren x de eigen-
vectoren van A ten opzichte van D {(is D = I dan ontstaan de gewone eigen-

waarden en eigenvectoren),

- Het is duidelijk dat A dan en élechts dan eigenwaarde van A ten opzichte
van D is indien
8 (\) = det{s ~AD} =

Zij algemeen, voor j = 1yeesqn

a, =Ad =D O

AJ(?\) = N ~~ AN

_:b .
O \ \"\ q- 1
-C, a. = Ad,
J J o d

Ontwikkeling naar dé laatste rij levert

Aj(h) = (aj - xdj) L_\ (A) - bJ 1521 3-2(“ (3

Dege formule geldt voor j 2 2 nmits we stellen

Ao(l) 1e

Daar .‘verder .
g[-X(d, O&MV{%AQ‘

Ay (A) 2 =M,

kunnen ‘4, (l)...,An(R) voor een gegeven waarde van A eenvoudig berekend

‘worden. Voorts constateren we dat (daar dj # 0) Aj een polynoom van de
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graad j is met kopterm d‘,...,dj(-AJj. Merk op dat hieruit volgt (met de

veronderstelling (2)) dat

_ +1 voor A = - o
sgn Aj(l) = j (&)
(=1) voor A =4 ® :
Dank zij de veronderstelling (1) bezitten de polynomen Aj een aantal fraaie

eigenschappen (men noemt een rij polynomen met deze eigenschappen wel een

Sturmerij).

a., Twee oprolgende polynomen A en Aj hebben geen gemeenschappeli jke

J=1
rulpunten. '

Bewijs : Stel Ad(lo) = AJ O ) = 0, Als j > 2 dan volgt uit (3) en (1)

" dat ook &, 5( ) = 0. Btc. Dus AO(AO) 0. Tegenspraak!

Jj=2

b. De nulpunten van A z13n alle reeel en enkelvoudig. Noem ze

(J),..., §j), gerangsohikt in toenemende grootte. Dan geldt

liggen dus om en om),

< l L4 <X

(de nulpunten van A, en A,

Bewijé. Voor j = 1 geldt éeqbewerlng triviaal (A heeft geen nulpunten).
Stel dat de Pewering geldt voor tot en met een zekere J =2 1. We bewiazen
dat hij dan ook geldt als j door 3+1 vervangen wordt.

=1 j=1 reele enkelvoudlge

nulpunten. Gaat A van = « naar + o (reeel) dan wisselt A (l) dus van teken
".', 3-1
-1 poesitief is in

Volgens de inductieveronderstelling heeft A

en ook nergens anders. Uit (%) en (5) volgt derhalve

A(J) (3) o

dat. A ' negatlef in A,""y etee We schrijven dit in 77

fj i1 ( I). m“’)
een formile : . . 15*' A d~Ad- VA
- sgn 8, 03 = (X ety !
Met" (1) en (3) volgt hieruit W e q = i - b CJ AN (’\d>
b YU

Gémﬁineren we dit met (4) (gesehreven met.j+1 in plaats van j) dan zien

we dat als A van = = naar + o loopt, Ab (A) minstens j+1 maal van teken
wisselt, en wel mlnstens een maal in 1eder van de intervallen (-m, (j)),
(A(J) za)),...,(h(a) oA (1)) en (A(J) ® ), Maar Bi41

van de grazad J+1 hoogstens i verschlllende nulpunten. Deze moeten dus

heeft (als polyncom

alle reeel en enkelvoudig zijn en- voldoen aan

:
3



wo < A a0 i) ASJ) < A(J+1)
Qeceds

ce Zij A zo dat A, (A) £ 0, j=1,...40. Zij T(A) het aantal tekenwisselinge:

in de rij getallen A (1), A,(l),...,a (A\). Dan is T(A) gelijik aan het
~
A

Bewijs : T(A) is constant in ieder interval waarin geen nulpunten van

aantal der nulpunten van A die links van A liggen.

Bt yeeey of An liggen.
Zij A. een nulpunt van den Aj met j < n. Dit nulpunt is enkelvoudig dus
AJ wlsselt hier van teken, Maar volgens a. is A (A ) £ 0 en By (1 YA O

< dus AJ an Aj 1 hebben een constant teken in een omgeving van A . Hler-
uit volgt dat T(A) links en rechts van x dezelfde waarde heeft.
(n)

T(A) kan. dus alleen van waarde veranderen in de nulpunten A = van An(k).

Maar u1t het bewijs van b, volgt eenvoudlg dat A o1 o0 An llnks van
l(n) hetzelfde en rechts van l( n) tegengesteld teken‘hebben; In ieder punt
ké?) neemt -T(A) dus met 1 toe..En daar uit (4 volgt dat T(A)= Oxvoorl.*-
- ”(an ‘I'(J\. ).-n voorA - + °9, volgt hieruit de bewer:.ng.- .

Op grond van deze eigenschappen zijn de eigenwaarden van A ten opzichte
van D (de nulpunten van Aﬁ(l)), die dus alle reeel en enkelvoudig zijn,
vrij eenvoudig te bepalen. Men kan bv. als volgt te werk gaan. Men bepaalt
eerst met de stelling van Gershgorin *) een interval (a,B) waarbinnen
alle eigenwaarden van A liggen, Zij ¢, het midden van (a,B); Bepaal
A,Qco),...,ﬂn(co) en hiermee T(co). Dan weten we hvoeveel eigenwaarden er
in (a,co) en hoeveel er in (co,B) liggen. Halveer nu (a,co) en (co,B).
Etc, Zv kan men doorgaan tot men n intervallen heeft die leder »nr:acies
een eigenwaarde bevatten. zij (v, 8 zo'n interval. Dan hebben An(T) en
%n(ﬁ) verschillend teken. Met regula falsi vindt men dan betere benade-
ringen voor deze eigenwaarde, die in (y,6) ligt. Werkt men met een tafel-
machine dan is het zinvol, ook een ruwe - grafiek van 4 te tekenen en

hieruit schattingen voor de eigenwaarde af te leiden,

*) Ga na dat (ook als D # I) de Gershgorincirkels zijn
‘ la, = Ady | = Iby |
e d. | =
|e.j A Jl [b
fa - Kd | le

gm 1] + ijl sy JT24se0,n=1

“n-1



Zij A eigenwaarde van A ten opzichte van D {das nulpant van An)' Haraszn

we dan eenvoudig de bijbehcrende eigenvector vinden ? We heweren : de

eigenvector heeft componenten Z;,..4, En’ waarin

£, = 1 (=2 (1))

8, ) (5
E,. = —-_a'—_.'_— j=2 eeegll
J b1bzos.bj~1 ' !

Bewijs . De componenten van de eigenvector moeten voldoen aan

ay ~hd, -b, [ 0
“ . i |
N \\ AN l 1
AN h -b } )
~ N . n-1 ] )
~
=Cpmq- 8p=My Ly ©

Hieruit volgt

b g, = (a - Ady)E,

= - - i = - {3
bj Ej+1 (_aj )\dj) Ej cj-‘lzj-’l . J=2yeanyn="yp (1
0= (a, - ldn) tn = %n-1 Gnaq

Ver:’nenigvuldig de j-de vergelijiting met b, bz...‘cj_,l {dus de eerste et -,

en stel b, bz"‘bj-’lgj = Cj (dus & = [4). Dan gaan de vergelijzizgen (I7

over in ‘
C’ = (a-| - d1)c1
1 (ay =hdy) Ty = by 4050550

(an - Kdn) Cn = Pno1®n-1%n-1
Vergelijking met (3) leert dat, als we §; =%, = 1 stellen

Cj =Aj_1€7\)' ) j=’|,....n.

En aan de laatste vergelijking is voldaan. daar

(aj = Ad ) a, 8- oA =8 () = 0.

' A
n-1cn-1 n

We beschouwen nu een variant van de bovenstaande methode die in de tech-

nische mechanica bekend is als de methode van Holzer. Beschouw voor sexere
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reele A het volgende stelsel vergelijkingen

g, -A -b 1 0
1 d{ "\ I
-b\1- \ AN ﬂ? ‘
N I
NN \ I
- |
AN N N N P = f
\ -bn-"l \ 0
N Ad
=Cn-1 %~ MYy Tn «

Dit is een - op een wat ongebruikelijke wijze opgeschreven-stelsel van

n lineaire vergelijkingen met n onbekenden (n,,...,nnc:), dat mechanisch

ge¥nterpreteerd kan worden, Het is (daar bj # 0) eenvoudig op te lossen :

' Nz uit de eerste EEEYL uit de {(n=-1)-ste en o uit de laatste vergelij-

king :
a, =Ad
Tiz = b

- A -
R Ml U Bl
541~ b

le_1
?

j=2’ .e -',n-“
J

o

(ay = A my = cp M

Bij iedere A vinden we dus eena =a (A). We beweren : a(A) =-0 dan en

slechts dan als ) eigenwaarde is van A ten opzichte van D;

Bewijs : %Zij a@) = O. Dan volgt uit (9) dat A eigenwaarde is met

eigenvector (1,n,5e00 ,nn) .

-Zij A eigenwaarde. Dan heeft het homogene stelsel (7) een niet-triviale

oplossing (de eigenvector). Deze oplossing ligt na keuze van Z;’,I eenduidig

vast (£, bepalen uit eerste vergelijking, etc.) Hieruit volgt dat de

elgenvector op een factor na eenduidig bepaald is en dat 4 £ 0 is
(want anders zou ook &, = ...=f =0 zijn). Kies ¥, = 1. Dan blijkt

door vergelijking van (7) en (9) dat n, = Ej,,...,nn = l:n. En dus is

@ = -c a0, *+ (an - J\dn) Ty = T S (an -Ad) £, = 0.

Volgens Holzer bepaalt men nu af(A) voor een aantal wasrden van A en

hieruit windt men bv. grafisch de nulpunten van o (A )1 s d.wez, de eigen-

waarden en de bijbehorende eigenvectoren (1,ny,... M n) o
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Het verband tussen deze methode en de voorgaande is als volgt. Uit (9)
volgt, net als bij het bewijs van (6), dat

@)

n, = 'l
J b1b2...bj_1

j:e,...,n-

En uit de lautste vergelijking volgt dan

An(x)

b b ...b 1

a{r) =

De functie @(A) is dus op een factor na gelijk aan An(l) = det(A = AD).
Hieruit volgt de equivalentie van beide methoden.

In de mechanische toepassingen is meestal b, > O (j=1,...,n—1). Dan
heeft dus 7. hetzelfde teken als Aj_1(l) en o hetzelfde tekenals An(h).
Voor de bepaling van T(A) (d.i. het aantal eigenwaarden links van} )
kunneﬁ we dus ook kijken naar het aantal tekenwisseliﬁgen in de rij
1,n,,...,n o@ « En we vinden nog het volgende resultaat (ga na) :

Als l de k-de eigenwaarde is (bij rangschikking naar opvolgende grootte)
met elgenvector (E,,...,En) dan heeft de rij Zyy0.04&, k-1 tekenwisse-

lingen.

Opmerkingen
. 1. Er bestaan processen om een willekeurige symmetrische matrix A in

eindig veel stappen te reduceren tot een symmetrische tridiagonaalmatrix.
Combineert men dit met de bovenstaande methode dan ontstaat een zeer
ﬁantrekkelijke methode om alle'eigenwaarden en eigenvectoren van een
symmetrlsche matrix te bepalen.,

2. Is A symmetrisch dan vindt men als volgt een kwadratisch convergent
proces om een (niet te slechte) schatting voor een eigenwaarde te verbe-
teren. . '

Zij A een benadering voor een eigenwaarde lk. Bepaal uit (9) de getallen
Tg geeesT, €0 e Zou'h = A zijn dar is (1,n2,...,ﬂn)'de eigenvector. Is
‘A dicht bij Ay (afwijking van de orde van¢ ) dan ligt (1,n2,...,nn) dicht
bij de eigenvector (afwijking van de orde € daar n,,...,nn continu diffe-

rentieerbaar van A afhangen).

BT T
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Hu geldt algemeen : is y een benadering voor een eigenvector van 4

(symmetrisch) ten opzichte van D met afwijking van de orde ¢ dan is

(Ay,y) :
Tﬁ_EET een benadering voor de bijbehorende eigenwaarde met afwijking -

van de orde ¢?. Dit wordt op dezelfde manier bewezen als op pag. 68
voor het geval D = I,
In ons geval is y = (1, Mgyee-4n n)' (A «AD)y = (0y40.40,a) en-de nieuwe

benadering voor de eigenwaarde wordt dus

Up,p) (A =AD)g,p) | an
(G777 B ]

dy +dynte coe cln'q";:1

A_A) AL ()

=l -+ i .
G (e, (P o+ G (Baeedy DB () ¢ oee @ £ ()

n ne-

4, Interpolatie

L,1, Interpolatie volgens Lagrange

Zij van een functie f van x ~%iigfunctiewaarden'f(xo), f(xi),...,f(xn)
gegeven, Kunnen we dan een polyncom p vinden dat in de punten X peesX,
dezelfde waarde heeft als f? En is een dergelijk probleem eenduidig
bepaald? _

Het antwoord op deze vragen hangt af van de beperkingen die we stellen
aan de graad van het polynoom. Eisen we dat de graad van het polynoom)

hoogstens n_is, dan is de oplossing - als er een is - stellig eenduidig.
Want stel dat zowel p als ¢ voldoen. Dan geldt (B“'dzgiafnwmh-A*?W¢Zh

P(xj) = q(xj) = f(xj), J = 041300040

Het polynoom p=-q, dat hoogstens de graad n heeft, heeft dus minstens
n+1 nulpunten, d.wez. het is identiek gelijk aan nul,
Omgekeerd lukt het ook steeds om een polynoom met graad hoogstens n te

vinden dat voldoet. Definieer nl., de n+1 polynomen Lo’Ll"'°'Lﬁ door
X =X,
Lk(X) = }___l ‘xl?—;l ’ k= 0,1,000yn. (1)
3¢k ! | ,

Dit zijn polynomen van de graad n (n factoren) met de eigenschap dat
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| 0 als j # k
Lxd = 14 s1sj=k°

En hieruit volgt direct dat

p(o) = T t(x) L (®)

voldoet aan de gestelde eisen (graad< n en p(xk) = f(xk)). Men noemt het
polynoom (1) het interpolatiepolynoom van Lagrange.

Kunnen we iets zeggen over het verschil tussen p(x) en f£(x) als x £ x;
(3 = 041404.,0)2 Is p(x) een goede benadering voor f£(x)? In het algemeen
is hier niets van te zeggen - f kan een "wilde' functie zijn. We kunnen

-~ wel iets zeggen als we lets weten over de afgeleiden van f :

Stelling. Zij f continu in een gesloten interval [a,b] dat de punten
X geeesX, bevat, 2ij f in het open interval (a,b) n+1 mazl differentieer-
baare.

Dan is er bij iedere x uit [a,tﬂ een getal §, dat voldoet aan

zodanig dat
a (n+1)
px) = D £lx) L) « (x = x)eeulx - %) S Ffl) (3)

k=o

Bewijs. Het bewijs berust op het theorema van Rolle :

Zij F(t) continu in een gesloten interval [ti,tz] en differentieerbaar
in het open interval (ti,tz )« Dan is er een punt ¥ in (t;,t3) zodanig dat
Fr(t} = O, '

Definieer voor xE[a,b ], x # xj de functie S{(x)

door

f(x) = % £(x, ) L (x) + (x = x )eeelx = x ) s(x).

Kies een x £ X uit [a,b] en beschouw de functie

F(t) = £(t) - {;; f(xk') Lk(t) - (t - xo)...(t - xn) S5(x)

in het interval a < t<€ B, waarin
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a = m;n [xo,xi,...,xn,x], B = max[xo,xi,...,xn,x].

Dan is F(t) = O in de n+2 verschillende punten X 9XgseseyX D X Daar F
continu is in [a,8] en differentieerbaar in (@,8) is, volgt hieruit met
Rolle dat F' minstens n+1 verschi-llenée nulpunten heeft in (¢ ,B) (verschil-
lend en in het open interval (a,8) omdat het punt ¥ van Rolle in het open
interval ligt). -

Daar F! differentieerbaar en.dus continu is in (a,B) volgt hieruit met

Rolle dat F" minstens n verschillende nulpunten in («¢,8) heeft. Etc. Zo

vinden we dat F(n+1) minstens een nulrunt t =t heeft in (¢,B). Maar (ga na)
(n+1), (n+1) . |
F €) =1 €) - (ns1) 8(x)e préyno
Hieruit volgt de bewering voor het geval dat x # xj. hij';h
Het andere geval is triviaal. o
Lotte £ v
Opmerkingen. % hE Qnoad .

1. In het algemeen hebben we niet zoveel aan het resultaat van deze stelling
daar er meestal niet veel over de afgeleiden van f bekend is. '

2. Formule (3) heet de interpolatie formule van Lagrange.

3, Formules (1) en (2) zijn niet zo erg geschikt om het interpolatie poly-
noom (2) uit te rekenen, Men kan beter werken met zgn. gedeelde differen-
ties (interpolatie formule van Newton). We gaan daar hier niet op in.

L, Voor het geval dat de interpolatiepunten XoreeerXy equidistant zijn

(d.weze x_ = x_ + kh) bestaan er tabellen van de polymomen Lk(x).
| X -~ X x =%,
5. In het geval dat n = 1 is Lo(x) = =, Lx) = o= en

. X = X:l - X
formule (2) wordt ¢ 3 )

(xy = %) f(xo) + (x = xo) f(x,) _

plx) = - =
Xl xo

X = X

o
;{:To' oL #(xi) - f(xo) 1=

It

£f{x ) +
o

x,_-x

fix,) + L £(x ) ~ £(x,) ]

Xy =X

(lineaire interpolatie).



81.

4,2, Interpolatie bij gelijke intervallen met behulp van differenties

4,101 Voorwaart591,achterraartse en centrale differenties

Zij h een vast gekozen positief gatal. We definieren de voorwasartse
_ differenties AT, A? f,... van een functie £ door ‘

Af(x) = £{x + h) - £(x)

Ae(x) =AQ2)(x) = Af{x + h) = Af(x)

f(x + 2h) - 22(x + h) + £(x)
aa%e) (x) = a¥2(x + 1) - a%r(x).

H.

Ak*1f(x)

Meepgtal kiezen we eenlvalt punt x_ en -stellen
% =x +kh (k geheel). We schrijven dan £ in plaats van #(x ), -
in plaats van f(x. ). Voorts A:rj in plaats van Af(xj) etc. We hebbon den
: Af°r= fy = fo' Afj ='ij1 - fj
Ak k, k
A™ fj s A ;J+1 - A fj' etc,

De differenties worden gerangschikt in een tabel :

%o Lo
AL,
xy £y - Ar
' SRS 7
X3 2 Aaf1 ) _
Af, :
Xy fg coee

L BN ]

[ LA N

- Zoals bel:ond worden de hinomiaal coafficienten ( J)gedefiniee'rd door

(2 )- s(s - 1_)..3§a = i 1) ., | S

Hierin is j een nlet-negatief geheel getal en -a een wlllekeurig gotal
(01 = 1.en als § = O dan is de teller van (1) per ‘definitie gelijk aan 1,
-nl, nul factoren!). Ie j geheal dan is {1) equivalent met

(3)-

0 als j>s8

ETT:Eé—ETT' als _Ofé 3 § B.

!
E
:
!
]
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Voorts is het prettig om'(;)_= O te stellen voor j < 0.

Een belangrijke eigenschap van binomimalcoefficienten (geldig voor
willekeurige s en gehele j) is

() =05+ () -

Uit dexe eigenschap volgen door volledige induqtii de formnlosA(ga nﬁj'

| a5t = g (‘;) SRR | -(g)_'
SN Wy, - ey | | 35

Opmerking. Deze en dergelijke formules leidt men handig af met behulp van

de 4olgende operatorenmethode.

Definieer de verplaatsings operator E door

E £f(x) = f(x + h), of E.fj=fj+1

(de grafiek van Ef ontétaat uit die van f door de laatste over de
afstand h naar links te schuiven of door de x-as met z'n codrdinaten oier
h naar rechts te schaiven).
Analoog  Eff = E(Ef), dus B°f(x)
Dan is  Af = (E - 1)f, of oty = (B - D1y,

Derhalve is

£(x + 2n), of B¥f_ = £_ _. Etc.

3 J+2

Akfi - (E - ﬂkfi . % (];) 'Ed.(.l.“)kq'i B

o ORI S
T'é;(j) («1) fiey
En ;;o (‘;) Adri = (14 A)k’fi = Ek‘fi =t .

Hierdij ie gebruik gemaakt'van de binomjium formule

;(a + b)k = ;g; (?) adpkd

die, zogls men eenvoudig 1nzié£, ook voor de operatoren E,A, etc, gebruikt E

LN

mag worden.
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Geheel analoog definleert men achterwaartse differenties :
vE(x) = £{x) - £(x - 1)
V5 e0x) = 9@ () = v - v2(x - B,
Dus ook . V£, = £, - £ etc.

B b J=1
De tabel wordt

e e e b T e

xﬂa f-a . s e -
‘ Vf-a . [ N N ] L
X f sz - save 8
-2 -2 -1 s .
Vf_1 v fo
) 2
x_, f_1 v fo‘
Ve B
. o
X R 4
[a] Q

Merk op dat de getallen in de tabel precies dezelfde zijn als bij voor=

waartse differenties, alleen de benaming is andefﬂ. We hebben :

k k :
v = ]
fi = Afj_1, v fj A fj-k

Hieruit (of rechistreeks) volgt

v, = Z::_:(]J‘) -7 g,
%;—Lo (?) (-1)3 \7"'1‘:,L = f

Opmerking. Definieren we £ door E#(x) = £(x - h) of E’Ij =

J

iak’

i1
(zodat inderdaad E™'.E = E.E™ = 1) dan is V=1 - E™ = E™2.4 = A.E™,

" Tenslotte hebben we centrale differenties :

8f(x) = £(x + #h) = £(x - h}
85 1e(x) = 85#(x + #h) = 5£(x - #h)
of 6fj = fj"‘% - fj-%' etce
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8L,

Meestal berekent men niet 5f0, bfy, o-+, doch bf% (= £f; = fo)’ 5f3 4000
Y
vervolgens bafo, 62£3,..., dan bsf%, bafl,... ete. (waarom?).
Y
De tabel wordt dan '

LA NN

x_e f—a esre

6f 3 : *0 0 s

£ T oy
x-d e -t csuw
2 4

xo fO 6 fo 5 fo YY)

8f, a“r%
X, £, 8% e, D aeee

- 6fi ) tsse

xa fz LA LN

Merk op : weer dezelfde getallen als bij de vorige tabellen doch met

andere namen, We hebhen

b2, , = =
fiet aif:l V4o
2k _ _ 2k _ﬁ (Zk) 1,
ey = AT s V=8 () WD
23+ 2k Co2ke1, (2k+1> Ly 3+
8 fi T TtV ik '% i) VT ey

ngerking. Definiéert men E% door E%f(x) = £f(x + +h) of E%£J-= fj+%

(zodat B .E*

= E) en analoog E"%, dan is
b - E% - E-%.
Een operator die in verband met centrale differenties vaak handig 15, is
de operator p, gedefinieerd door ' '
pE(x) = 3+ [£(x + #n) + £(x - #n)].
f = f .
wEy = F (5,04 5]
Dus B o=+ [E% - 5t ]

Met deze operator kan men half-tallige indices vaak wegwerken, Bv.

pof = 3 £y +6f__1_] (= (1, - £_)))
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Lh,2.2. Interpolatieformules van Gregory-Newton

Zij van een functie f de waarden
fo = f(xo)| fi = f(xi) ’ .oln|fn = f(xn)

gegeven (waarin weer xy = x, + jh). §
. , 3

Definieer het polynocom p door

. x—xo- (x-xo)(x-xi) (x-xo)"‘(x_xh_1) n ﬁ
p(x) = £, + 77y A%, 8%, - - £t . 4
: ] - 2in? nth _

Een hardiger notatie krijgen we door x = X+ sh te atellen

_ - s " s(s=1) ,2 Beos(B=n+1) ,n
P, = p(x +8h) = £+ 78 L, + =57 ARE 4 ee. ¢ SELT— A'f
& s\ A2 s\ \n |
-z + (%) Af°+(2)Af°+...+(n)Af°. |
Dan is voor k=041,e..,400 ' 3

Py = p(xo + kn) gelijk aan f,,

d.w.z. p (een pdlynoom met graad S n) is het (volgens L,1 eenduidig

bepaalde) interpolatiepolynoom door de punten (xo,fo),...,(xn,fn).

Want volgens 4.2.1, (formule (3)) is

. k b _ (k) j i .
Pk"%(;t)“o' %‘Z:o 3 o= I
' K .

daar (j) =0als j>k (kis geheel).

Dit is een ecnvoudige methode om (bij aequidistante abscissen) het

interpolatiepoiynoom te bepaleni

Een geheel analoge formule is

= - ¢ (5 _3R (s) n

= P(xo Sh) = fo (1) Vfo +_|oo + ( 1) n V fo

P-S

voor het interpolatiepolyncom door de punten (xo,fo),...(x_n,f_n).

1

Sehrijven we deze formule in de vorm
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f =f°+($) Af°+... +(§) Ef°+Rgn) (1)

8
£ =1, - (f) VE + ees + (=D (ﬁ) Ve, o+ R (@

dan heten zij voorwaartse, resp. achterwaartse interpolatieformules

van Newton-Gregory. ‘ '

Kunnenn we nu iets over de restterm zeggen? 2ij f n+1 maal differentieer-
baar. Pas op de functief(xo + sh), beschouwd als functie van s en net
interpolatiepunten 8 = 0, s, = 19¢+045, = n, de stelling uit 4.1 toe.

Dan vinden we, daar

n+1

a _ a4+l (n+1)
Ty f(xo +sh) =W f (xo + sh),

voor de voorwaartse formule (1) _ .

(n) (5=1) goolg=n) . n+1,(n+1) '
Rsn = & s(n+1)! hf (x% +0oh), (3)

waarin min[O,s] < 0 < max [n,s].

Analoog vinden we voor de achterwaartse formule (2)

(n) _ n+1 s(s=1)ss.{s=-n) . n+1.(n+1}
R__ = (-1 TR h ' f (x, + oh)

met min [-n,~s] < 6 < max [0,-5].

Opmerking. Uit de formules(1) en (3) leiden we nog het volgende resul~
taat af. Neem in (1) s = n + 1. Dan ontstaat '

o n+1) , (n+1) n n+1_(n+1)
fogq = 5o+ (_1 ) Af 4 eee + ", JOE + 0 f (xo + oh),

met O < 0 < n+1, .
Met formule (3) uit 4.2.1 volgt hieruit

An+‘1fo - hn+1f(n+‘1)(xo + oh) (4)

-

Hieruit volgt weer : is f een polynoom van de ne-graad dan zijn alle
differenties hoger dan de n-de nul (en de n-de differentie is constant,

gelijk aan nlhnao, als a  de cosfficient van x° is),
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“~rier is formule (4) handig om de restterm (3) te schatten : var.sert

Lin+t ,
| ) dan ig, als 0 < 5 <

{n)

\x) slechts weinig in het interval (x 1%

1
‘ s(s=1)eeel{s-n) ,n+1 n+
a1,y et ]! A fo een redelijke benadering voor R

lat dit juist de eerste weggelaten term is!

« Merk op

k.2.%., Interpolatieformules met centrale differenties

De voorwaartse interpo;atieformule van Newton is geschikt voor inter-
polatie in het begin van een tabel, de achterwaartse voor het eind van
een tabel. Voor interpolatie midden in gen tabel gebrulken we liever ! )
1nterpolatleformules met centrale differenties. hk - ‘

Interpoleren we bve. in de buurt van X (bv, tussen xo-%h en xo+%h) met

behulp van een tweede graadspolyncom (drie basispunten) dan iigt het wvoor
de hand om als basispunten X .0 xé’en X, te kiezen. Gebruiken we de voor-
waartse formule van Newton, dan krijgen we

=t o+ () e () e, 4 (5+1;f(5'“) 3¢ ()

T = To1e(se1)

met {als Isl < 1) X, <E<x.

We kunnen dit reorganiseren tot dé meer syﬁmetrische formule
t o=t 4 3s[ 08, 402 ]+ dstefr - 80280 paelsd gy (g
& o “ -F o 6

Dit is de interpolatieformule van Stirling (afgebroken na de tweede
differentie).

_Willen we tussen X, en x4 interpoleren met een derde graads polynoom
‘(vier basispunten) dan kiezen we als basispunten x_i,'xo,x1 en x,. We
kunnen weer uitgaan van de voorwaartse formule van Newton met beginpunt
x 4 en afbreken na de derde differenties. '

Na reorganlsatle vinden we -

(1-s)f + B fy + (2- ) 52 f + (1;5 62f1 + :
5(1 5)(14-5)(2—5} h‘f(")(ﬁ) | (2)
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vaarin f(als -1 <8 <2) x_,<E < xg.

Dit is de interpolatieformule van Everett (afgebroken na de tweede
- differenties). ' ' |
Voor s = # vinden we met name .
v 4
a 1 rn8 - h* (4)
f,}-’}[fo*f:]'ﬁ[b f°+6f1]+%gf (£}, (3)

een prettige formule voor halvering van het interval.

Opmerking. In sommige tabellen v.indt men naast de functiewaarden de
tweede differenties vermeld, In andere vindt men de zg; genodificeerde
tweede differenties (met‘_b‘z_ aangegeven), Dit berust hierop. Nemer we in
de formule van Everett ook de vierde differenties mee dan krijgen we

LI

£ = (1-8) 2, ¢ 5%, - ﬁ-ﬁ%ﬂ) [s2f - Qi%iﬁ-)-a" £ 1+

Q

5{1=5i{145) (6% 4, - _(__2_4»%%2-_5164 £ ]+ ;_.;F(’s?‘ (4)°

Varicert s tussen O en 1 dan variéren de factoren -('JM en

L&E%(()iﬁ beide tussén '35 en :—O y dus betrekkelijk v.-ignig. Men maakt
dus éeen érge fout (of bveter gezezd -~ de vierde differenties worden bijna
correct in rekening gebracht) indien de factoren tussen vierkante haken
vervangen worden doer 5 £, = 52 £ - cb‘fo, resps 6% f, = 6zf1 - ettty ,

- waarin ¢ een geschikte constante Lle. Op historische gronden kliest men

o = 0,184 (het gemiddelde van de genoemde factoren is %-% = 0.18333..).

In plaats van met (4) werkt men dus met (2) (en een andere restterm)
waarbij echter de tweede glifferentiés vervangen zijn door gemodificeerde
tweede differenties. Men noemt dit proeces dat door Comrie ‘geintzfoduceer'd

is "throwing back the forth difference on the second",s _'

k,3,Inverse int erpcl'at ie

Zij £ in een interval (a,b) monotoon stijgend, f(a) =a, £(b) =8. Dan is
er in het interval (a,B) een functie g, zodanig dat g(£(x)) = x voor

x €(a,b) on £f(g(y)) = y voor y =€ (a,B), de zgn inverse funotie.

%2ij £ equidistant getabelleerd - met
basispunten X, = 8;X geceyXy = P
Noem i’(xo) = yo(= a), £(x1)
f(xN) = yN (= p)o

TFLg0ee
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Dan is g(yo) = g(y,) = X4y... . Met de tabel van f hebben we dus

Xy
ook een tabel vanog. Maar de laatste heeft in het alpgemeen geen equidis-
tante abscissen.

Hoe kunnen we bij gegeven 1 uit (a,B) £ = g(n) het best bepalen ?

We kunnen (dank zij de monotonie) steeds.tyee punten, stel X en X
aangeven zodanig dat y, = f(x ) <n < f(x ) =¥, .- |

Er zijn nu diverse mogelijkheden om verder te gaan (als 1 ¥ Ty e

a. Leg een interpolatiepolynoom p (als functie van x ~ dus een benadering

voor f) door een aantal punten (xk+3 .) rond (xk,yk)o De abscissen

s J
zijn dan equidistant. We moeten dan de f:ggellgklng pix) = 1 oplossen -
een hogeregraads vergelijking. .

b. Leg een interpolatiepolynoom q (als functie van &, dus een benadering
voor g) door een aantal punten (yk+j’ xk+j)' We moeten dan q(n) berekenen,
Men noemt dit inverse interpolatie. De abscissen zijn nu niet equidistant,
Bovendien is, als f'(§) klein is ten opzichte van 1, g'(g) groot ten
opzichte van 1 en de benadering van g door een polynodm is -dan meestal
slecht, |

Leg een eerstegrasds polynoom x = g, (y) door (yk,xk) en (yk*1, xk+1).
Bepaal E; = g (n) (dit is dus lineaire inverse interpolatie). Bepaal

met behulp van een intérpolatiepolynoom y = p(x) (rechtstreekse inter=
polatie van hogere orde) een nauwkeurige benadering ny voor f£(g, ). lLeg

- nu een eerstegraads polynoom x = qp{(y) hetzij door (y,4x, ) en (ng,,),
hetzij door {ng,Ez) en (yk+1,xk+1). Bepaal £, = q,(£9), Bepagl e =
p(E,). Etc. - '

Dit is veelal het meest aan te bevelen proces., Ga na dat het neerkont

op het oplossen van de vergelijking p(x) = 1 met behulp van regula falsi !

h.#.sAlggmenzre snproximatiemethoden.

Bij interpolatie bepaalt men een n-de graadspolynoom p élsvbenadering
voor een functie f met de eis dat in n+1 voorgeschreven punten X eeeX
geldt p(x ) = f(xj

niets (kan men ook niets meer eisen), Dit is ehigzins vergelijkbaar met

n
)y J=0yeseyn. In de tussen gelegen punten eist men

de reeks van Taylor.
Is nl. £ voldoende vaak differentieerbaar in een interval x =P < x < X, *P

dan is het n-de graads polynoom




x-x_ )1

—2 f(n)(xo)

pix) = f(xo) + {x - xo) f’(xo) *ees + T

een benadering voor f in dit interval welke eenduidig bepazld is door

de els dat

I, g9 .
i-g (Xo) = d—£ (xo)’ j=o|lo.,nt
dx dx
=2 K=k )I"H"]

De restterm is hier te schrijven als T f(nf1)(g)

met x = P <§< x, +Pj (vergelijk dit met de restterm bij intercolstie),

In de andere punten van het interval wordt niets geeist,

Een andere methode van approximeren is -de rtethode der kleinste kwadraten,
ae Discreet, Men kent f in een vrii groot aantsl punten X ,...yx, (bv..

- F1
door meting) en bepaalt de coefficienten van een n~de graadspolynoowm

p (met n < N) zodanig dat '

:;5;:[f<xj> - plx) )

zo klein mogelijk is. Deze eis leidt tot n+1 lineaire vergelijkingen
waaruit de n+1 coéfficiénten van p bepaald kunnen worden.
b, Continu, Men kent f in een interval [a,bj en bepaalt het n-de grazds-

polynocom p door de eis dat

b
[£(x) - p(x)]%a:

a

zo klein mogelijk is. Ook dit leidt tot n+1 lineaire vergelijkingen
voor de coefficiénten van p.

Meﬁ Xan deze eis ook als vélgt formuleren.,

De continue functies f op het interval [a,b] vormen een lineaire ruimte
(optellen, vermenigvuldigen met een getal gaat goed).

In deze ruimte definidren we als norm
b
lell, = [ £200 axP.
a .
Men kan bewijzen dat =man d2 eisen yoor een norm (vgl.2.3.1.1) voldaan

is. We bepalen nu het polynoom p zo dat s - p”z (de "afstandy van
f en p) zo klein mogelijklis. '



1

Het bij de metnode der xleinste kwadraten gehanteerde afstands begrip
voor functles leidt tot eenvoudige vergelijkingen voor de coefficienten
van p. Het heeft echter ook nadelen, Het klein zijn van ht - pll, saran-
deert namelijk niet dat voor alle x uit [a,b] ]f(x) - p(x)l ook klein is.
Fen met het oog op numerieke approximatie meer bevredigend afsqandsbegrlp
is gebaseerd op een andere norm voor de ruimte der lineaire functies

£l = max lz(x) |

a< x<b

Dan immers impliceert llf - pll, = € dat £(x) - p(x) | < & voor alle x
uit [a,b]‘). . -
Dat approximatie in deze zin steeds mogelijk is volgt uit de volgende
Stelling van Weierstrasz : ' '
Zij £ continu in [a b] Dan is er bij iedere €& > 0 een polynoonm p zoda-

nig dat
It -~ pll, < €

Het polynoom p hangt natuurlijk van & af. (ook de graad -~ bij kleinere &
zal de graad hoger worden).
Men kan nu trachten bij een gegeven f een polynoom p umet voorgeschreven
graad n te vinden zodanig dat £ - pll, zo klein moge-ijk is.
Approximaties in deze zin noemt men Chebyshev-approximatieé. Men kar
bewijzen dat er steeds een eenduidig bepaald'polynoom p*'is dat aan deze
eis voldoet. Dit polynoom heeft bovendien de volgende ejgenschap : er
ziéﬂ in [a,b]} n+2 puaten E < E1 < ees < E 4 zodanig dat f£(x) - p*(x)
in deze punten afwisselende tekens en de absolute waarde £ .~ p*ll heeft.
Helaas is het slechts zelden mogélijk on bij.een gegeven functie f het
optimale polyn&om expliciet te bepalen. Wel kan men (met vrij veel moeite)

goede benaderingen voor p* vinden.

— ——

*) Op dit afstandsbegrip is ook het begrip uniforme convergentie van

een reeks van functies gebaseera !

i e e e in am et

S et SR P A



(X u
g

Voorbeeld *)
f{x) = log(1 + x}, O x €
De Chebyshev-approximatie met behulp van een vierde-gra:ds rolynoom is
p(x) = 0.997hbbx = 0.471284x% + 0,225668:3 - 0.058753x4 4

De maximale fout is 0,000072 {(verpelijk dit met de eerste vier tarmen
van de machtreeks log (1+4x) = x - S +I- %; + ese 3 de afbreekout
is hier 0.11). |

Bij Chebyshev-approximaties met graad 5,6,7, resp., 8 vindt men als
maximale fout resps. 0.000010, 0.0000014, 0,00000021, 0,000000032,

Het is duidelijk dat dergelijlke approximaties erg nuttig zijn bi] ret
werken met automatische rekenmachines (waarbij het gebruik van grote

tabellen in het algemeen lastig is).

Men kan op deze wijze nl, ingewikkelde functies die in bepaalde vereke-
ningen voor vele verschillende waarden van x norig 2zijn, vervangen door
een ppprosmmatie die in het gehele interval een nauwkeurigheid h~eft,
die cofresPOﬁdeert met het aantal finfers waarmee men werkt (eventueel

verschillende approximaties in verschillende intervallen),

Tot nu toe werd steeds gesproken over de approximaties met behulp van
polynomen, Natuurlijk kan men ook met andere functies approximerens
Van belang zijn met name trigonometrische functies (Fourier reeisen),

Cok gebroken rationale functies van de vorn

k
a x + s + A

g(x) = =2— £

box + eee + bm

zijn vaak geschikt (vooral bij Chebyshev-approximaties).

*) Uit Hastings, Approximations for digital computers, Princeton N.J.,

1955, Hierin vindt men ook vele andere voorbeelden,
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5. Numerieke integratie

5e"+ Inledding

Zoals bekend wordt een bepaal@e integraal gedefinieerd door een limiet~
proees; In een beperkt aantal'gevallen kan dezé limiet langs analytische
weg bepaald worden (bv. omdat men een primitieve van de integrand kan
vinden). In de andere gevallen is het de taak van de numerieke wiskunde,
een benadering voor de integraal te vinden die in eeﬁ eindig aantal stap-
pen verkregen kan worden.

Jrijwel ﬁlle numerieke integratiemethoden geven benaderingen van de vol-

gende vorn

b
f(x) dx = cof(xo) + ses + qu(xN) + Ry

a.

Hierin is (a,b) een gegeven integratie interval, xo,...,xNﬁzijn gekozen
punten (vgl. de basispunten bij interpolatie). De coafficienten Coree ey
hangen af van a,b en de gekozen punten X pese 1 Xy doch niet van de te
integreren functie f£(x). Men bepaalt ¢ _,...,cy zodanig dat voor "fatsoen-
1lijke' functies RN zo klein mogelijk" is. Deze eis is rijkelijk vaag.
Er bestaan dan ook zeer vele integratieformules die ieder hum eigen voor-
delen en naielen hebﬁen,
We beéinnen met een uiterst simpele integratie formule :

b

£(x) ax = 222 D s(a + (k- $) 2FB) 4 Ry, <»

a

of, als we Eﬁé = h, a= X0 8+ h = %_,..._stellen

xo-ﬂTh ‘
f £(x) dx:h[f_i_'*f! +...+fN-i']+RN

Kunnen we iets over RN zeggen 7

Men kan bewijzen dat woor alle continue functies lim Ry = 0 (in wezen
Newoo

e
Aneks prAkelss
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ig dit een van de manieren waarop men de bepaaide integraal van een
continue functie kan definieren). Maar meer valt er zonder nadere ver-
onderstellingén omtrent f niet‘_ te zeggen.

Veronderstel nu dat £" bestaat en continu is in [a,b] « Dan kunnen we

schrijven (parti€le integratie)

NX

i+
N f(x) d&x = h fi44 =
.4
%53 X501 _
= f(x) d(x = xj) + | | £f(x) a{x ~ xj+1) - h fj-vi- =
U *jot

<__" . ) _ ‘xj+1

—— ’ xJ"% ’
- (x - xj) £'(x) dx = (x - xj+1) £1(x) dx = .
x B

*3 Xyt
LI . X5
=% (x - xj) f'(x) dx + %+ (x - x3+1)2 f1{x) dx. {2)
* | “3+%
zij m = Min fmix) 3 M = Max £1(x)
J+2 xj< x<xJ+1 : J+t xjs.xs xj+1 ’

Dan volgt uit (2), daar #(x - xj)2 > 0 en #(x - xjH)z = 0

I a | e »” R 2
fx x-hfj&siﬂj*__}. (x-xj dx + . (::-x‘_j._‘_,I dx]
3 ‘ *3 X3k
1,3
= 35 h M:j-i-%' ‘
xjf” ' 1 .8
Analoog : | f(x) dx = h fj*__!_?z]:h Bpge
x
J
Daar f£" continu is, is er bij ieder getal 1 dat voldoet aan mj-!-'l' =

n <€ Mjﬂ- een £ uit [xj, xj+1] zodanig dat £WE) =71.

3 S LM
5 ¢V ¢ = o
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We vinden dus @

er is een g in [x ' x3+1] zodanig dat
xj+1 - 1,3 on
f(x) dx =k fj+% +op b f (g). o (3)-.
xy : :

En geheel analoog geldt :
er is egen € in [a,b] zodanig dat voor de restterm (RN) in (1) geldt

Ry 24

Voor''mette!” functies is hiermee een betere schatting voor de restterm

nE £(g) = ‘4 (b - a) B2e"(E). (4)

gevonden,

Opmeriinmen _

1. Br zijn diversé andere methoden om formules voor de restterm af te

leiden (niet : bewijzen). Bv. ’

a) Schrijf formule (3) als : e
L34 :

fix) dx = h ¥, + R.

(x) & j+t

X,
J .

- R = O indien f een nulde~ of een eerstegraads polynoom is, Is f een

tveede grozds molynoom, bv

- - Ed 2
f(k) —' '}(x Ll --‘j+_a_)

dan v.adsn we

_ A 3
R—-?T‘Ih'

I~cien er dus ean fornmule van de vorm

R = C.E"(E)
bestaat dan amont C = ] h3 zl. jn
£ =X 1V LlQn EI" -

b) Scuriif de Taylorreeks van f op (we doen het expres onhandig om dui~

delijk te maken hoe het in Ingewikkelder gevallen gaat) :

£f(x) = f(xj) + (x - x ) f'(x ) .3 (x - X )2 f”(x ) +.....
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J+ ‘
Dan wordt _;[‘ f(x) dx = h £y + %hafa +-§h3fg + enay
X,
J

_ 2 1.3 : .
B fy,4 =B £+ $hOLL £ GROLY 4+ L, { i MM}

hﬂ .
En dus R= EE_fE + see

2, In veel gevallen kent men f' niet, zodat Ry niet met (4) geschat kan
worden, Men kan dan a2ls volgt een schatting krijgen.

Noem de schatting voor de integraal, verkregen uit (1) S (dat is dus het
rechterlid van (1), zonder de term RN) Bereken op analoge wijze, nl.
door (a,b) in 2N 'delen te verdelen, SZN Noem de binehorende fout R,pe
We beweren : als £ in ieder der intervallen (xj, X, ) slechts weinig

varieert, dan geldt bij benadering
Roy= %Ry , (5)

Hieruit volgt, als we de integraal I noemen, zodat RaN.= I - SZN'
Ry = Ia- Sﬁ, dat bij benadering

. —— - —i’ '
en dus ook R2N = 3(SZN - SN) 3 RN = "SZN - SN).

Op deze wijze kan dus uit twee benaderingen een betere benadering veoor
I en (wat nog belangrijker is) een schatting voor RN en R2N gevonden

worden,

We moeten formule (5) nog bewijzen,

Beschouw een interval (xj, x1 )} van de ocorspronkelijke verdellng. Dit
levert tot Ry een bijdrace %h’f"(h), met X € § < X501° De bijdrage
tot R,y is (vgl. formule (4) met N= 2 enh vervangendoor +h) is 9-1'6_ h’f"(g,),
met X €, S g0 Varieert nu f" weinig in het interval (x jr Xy, 4) dan
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is £"(%,) ongeveer gelijk aan f"(gy) en dus de bijdrage van het interval

(xj, xj+1) tot Ry ongeveer vier maal zo groot als die tot RaN'

5,2, Hogere orde integratieformules

De integratieformule van 5.1 wordt verkiegen door f iﬁ het interval

(xJ, %341 ) te benaderen door het nulde-graads polynoom p(x) = f.+i;

Het ligt voor de hand dat we betere benaderingen krijgen door f te bena-
dercn’door polynomen van hogere graad.

Een velangrijke kKlasse van ihtegratieformules (de zg. formule- van Newton-
Cotes) verkrijgt men als volgt. Kies een positief geheel getal n (bv. n =
2,3,440e). Verdeel he} interval (a,b) in nN gelijke delen met lengte h (dus

nNh = (b-a)). Noem weer X, = &, X3 = X, + h. Etc.

Benader nu £ in het 1nterval (x 1 X, ) door een 1nterpolat1epolynoom (met

graad € n) door de punten (x f ),...(x £ e En in het interval (x ,xan)

door een lnterpolatlepolynoom door de punten (x of ),...(x ntis ). Etco

In het interval (x VX, ) vervangen we f dus door het polynoom n, gedeflnl- .

eerd door (vgl. 4. 2 2)
5 sy .,.n . 1

p(xo + f’h) = f(xo) +(1)Af(xo) + oaee +(n)A f(xo). | =

En als benadering voor de bijdrage van het interval-(xo,xn) tot de

interraal hebben we dan

o xn n
p(x) dx=hx | »plx  + sh)ds.

X 0
o

Drukizen we aet resultaat uit in de functiewaarden fo""’fn' dan vinden,

we
1 | . 3
‘n=1 j £(x) dx = 121- [fo + £] - %—E £1'(E)
X
o
xz .
n=2. £(x) dx = [f AR L m(z)
X
o

k

e AR
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R

- S5
P le + 32, + 35, + 5] - 5 £ (p)

Xy
n=3 j f(X) dx
X

<

o]

X

n=4 f(x) dx ~h [7f + 325 + 128, + 32f5 + 7, ] .8 T (s)m

t]

etc.
Bij deze'formules is tevens een restterm toegevoegd, die op dezelfde

wijze 215 in 5.1 gevonden kan worden. Natuurlijk is de formule voor n = 2
(de zg. trapezium regel) exact als f zelf een eerstegraads polynoom is
(interpolatie met eerstegraads polynoom) en die voor n = 3 als f een
tweedegraads polynoom is., Deze formule is blijkens de restterm oek nog

goed voor alle derdegraads polynomen, Dit wordi veroorzaal:t (hoe?)} door
X' 3
het Teit dat (x - x2)%ax = 0,
x
o

De formule met n = 2 (regel van Simpson) wordt zeer veel gebruikxt. Rijgen
we hij deze formule alle intervallen aan elkaar dan krijgen we (als a = X

)

b= Xon

b
h
f f(-‘-) dx = 3 [fo + "{'fl ,+ Zfz + Ll'fs + 208 *+ L'-faN—‘l 4 faN] + RN.
a

rmet
o #(e) (b-a)b® (4) ...
RII""';O (E)——Tf (£).
Als in 5.1 beredencran we dat, als f(4)(x) in ieder der intervallen

) welnip varieert; bij benadering

1
Row = 78 Rye

230 2y

Hinruit volyt (met dezelfde notautie als in 5.1) dat
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1
I=33 [165,4 = Syl =
1 —
=Syt 75 [SaN - Syl =

1l
n
+

N % (S - Syls

Roy = ?13 (s, - $N] o Ry = %% [Son = Sl
Op groﬁd van welke criteria kiezen we de orde n van een te gebruiken
integratieformule ? We zien dat de formule met n = 3 een grotere fout
hecft dan die met n = 2 (ook als we rekening houden met het feit dat het
interval dij n = 3 anderhalf maal zo groot is als bijn = 2). De formule
met n = 3 zullen we dus alleen gebruiken als het cewenst i1s, het totale
asrtai intervallen tussen a en b oneven te nemen. '
De keuze tussen n = 2 eﬁ n = 4 hangt grotendeels af van de gladheid van
de te Antegreren functie. Verwacht men dat de hogere afgeleiden groot
zijn dan kiest men n = 2. In het algemeen moet nen voorzichtig zijn

het gebruik van integratie formules van hoge orde.

Opaerizing 1
Yioeten we berelienen I = £(x) logxdx met een "gladde'" f dan ontstaan

o
bij iedere integratieformule moeilijkheden, daar de integrand oneindig

" wordt bij x = O (tenzij £(0) = 0). Men kan deze moeilijikheden omzeilen
door te schrijven '
1 1

g(x) log x dx + [£(x) = g(x)] log x dx,

H
I

waarin g(x) = £(0) + x£0) + ... + 7’%- f(‘)(o).

De eerste integraal kan expliciet uitgerekend worden, daar

1

xklog x dx = 1

o (k + DF

de tweede integraal kan met Simpson behandeld worden, daar de integrand

nu een continue vierde afgeleide heeft,
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5.3; Andere integratieformules met egquidistante abscissen

Behalve de in 5.2 besprokene bestaan nog vele andere integratieformules
die werken met equidistante abscissen; Voor het numeriek oplossen van
differentiaalvergelijkingen zijn vooral van belang formules die de
integraal over het interval (xo,xn) uitdrukken in de functiewaarden
fi,...,fn_1. Dit zijn formules van het zg. open type, in tegenstelling

tot die uit 5.2, die van het zg, gesloten type zijn.

We noemen

Xy

£(x) dx = 2h § + gh°E"(E)
xO
% |

: 4h _ L (4

2 ax = 2 2ty - 5 4 2) « P D,
X
e}

De eerste van deze formules is dezelfde als die uit 5;1; We leiden de
tweede formule af op een enigzins andere wijze dan in S.2 (het kan
natuurlijk op dezelfde manier.
Wle gaan coefficienten 444,25 en ay zoeken zodanig dat
X
£(x) dx = as;fy + 8,f, + ayfy
xo

zeldlg is voor polynomen van zo hoog mogelijke graad.

£(x) = 1 geeft )

bh = ag + ap + ag.
f{x) = x - xa geeft

C = wayh + ggh.
£(x) = (x = %)® geeft

1-:-;3 ha = a1h2 + ashz

.. - 1
Hieruit volgt : ay = ag = % h, 2 =-7h

De coéfficifnt van de restterm vinden we door te nemen f = (x - xp)°

{waarom niet £ = {(x - xa)a ?2 ).
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Dit levert

_52_&1_5 1.6_5 Ji'és l_ii‘a(4)
R = 35 -3 h® = 75 h® = L5 h®f (x)

(davr f§4)(x) = 24}, Is er dus cen restterm van de vorm C.f(4)(5) dan

meet © = %% n® zijne

S.%4, Integratieformiles van Gauss

Veroaderstel dat we niet gebonden zijn aan equidistante abscissen. We
kurnren dan de vraazg stellen : hoe moeten de abscissen XyseeesX, en de

coelficiznten CyyeesyC, Bekozen worden zodanig dat in de n-punts formule

b : |
£(x) dx = 2;;; ¢, f(x) + R ' (1)

a

de restterm voor '"nette" functies zo klein mogelijk is. De abscissen
XgaeesgX, €D ﬂe_coéfficignten CyaeeegCy moeter weer onafhankelijk van

de integrand f zijn.

Stel dat bij zekere Leuze van Xggeeea¥ €N CyyeressCy de .restterm in

(1) nul is indien f een polynoom met graad m is, doch niet voor alle
polynomen met graad m + 1. We zeggen dan : (1) heeft de precisiegraad m.
We interpreteren de boiengestelde eis nu (enigzins arbitrair) : bepaal
XygeeesX, €D C1ye00yC 20 dat de precisiegraad van (1) zo hoog mogeli jk
is.

Een precisiegrazad n~1 kunnen we steeds halen, zelfs als Xy peeeyXy

voorgeschreven zijn., Want benader f maar door een n-punts Lagrange poly-

noom (van de graad n-1) met basispunten XyyeeerX ¢ il

n
p{x) = 2;;; f(ﬁk)'Lk(x),

waerir (vzlu.%.1)

X - X, :
Lk(X) x TQT S I (2)

3=1 xk - X,
i#k

o
i B

2

et

en neem ¢ Lk(x) 4x%.

)




102,

Dan is R = 0 als f een polynoom is met graad £ n-1, want voor deze poly-
nomen is p(x) = £f(x). | WM}C&P“"’/"\ X - X, geveeslon - Dot cter ...

Anderzijds kunnen we een precisiegraad 2n niet halen. Zij nl. g het n

e
graadspolynoom gedefinieerd door

n(x) = '(x - leeolx - in).

Dan is n@xk) = 0, Voor de functie f£(x) = n®(x) is dus

b
R = n?(x) dx > 0,

a

We bewijzen dat de precisiegraad 2n-1 haalbaar is en wel op eenduidige
wijze,Een dergelijke integratieformule heet integratieformule van Gauss.
Zij f een polynoom met graad £ 2n-1.
Schrijf : .

f(x)' = i:: f(xk) L. (x) + glx) n(x),

Dan is g een polyncom met graad g n~1.
Substitutie in (1) levert

b b ~
R = Z:: f(xk){Jq Lk(x) dx -.ckg +\J\ glx) n(x)dx,
a a

Daar zeker R = O moet zijn als g(x) = O, moet beslist (ga na)

b :
O = Ly (x) dx. _ (2)
a :
En we zien : (1) heeft de precisiegraad 2n-1 dan en slechts dan als de

punten x,_ z¢ gekozen ;ijn dat

k
b .
g(x) nm(x) dx = © : (%)

a

voor alle polynomen g met graad € n-1.



103.

Hierdoor is n eenduidig bepaald en de nulpunten XyyossyX, van 7 dus ook,

Want stel dat m3 ennp voldeoen. Dan is ook

b
g(x) [my(x) = mp(x)] dx = O

a

voor alle polynomen g met graad < n-1. Neem g = 5y « ny (een polynoom
met gréad € n-1). Tegenspraak, tenzij my = mp !
Hoe kunnen we n(x) bepalen uit (3} ? Bij voorbeeld zo (het kan geraffi-

neerder), Stel

~

n n
n(x) = x + ayx + eso + a0

Dan kunnen we n lineaire vergelijkingen vinden voor 8 yeeesdy nl,

b
k
Jﬂ x m(x) dx = 0, k = Oys.a,yn-1,
2

Deze vergelijkingen hebben steeds een oplossing. Want indien niet dan
had het bijbehorende homogene stelsel een niet triviale oplossing en
dat zou betekenen dat er een n-1 ste graad polyncom was waarvoor (4)
geldt. )

Zijn de nulpunten van het 2zo bepaalde n~de graads polynoom wel alle
reeel en liggen ze tussen a en b %

Ja. Stel dat m in het open interval (a,b) m maal van teken wisselt en
wel in de punten El,...,ﬁm (dit zijn dus nulpunten van ﬁ);‘Stel m < n,
Neem dan in (&) g(x) = (% “B1)esal(x = Em); Dan is g(x) n(x) in (a,b)
of steeds » O of steed ¢ O (en beslist niet = 0), Tegenspraak,

n moet in (a,b) dus wiustens n maal van feken wisselen, maér Qat betelent
dat de n nulpunten van = alle verschillend en reeel zijn en in het open
interval (a,b) liggen. W kunnen ze dan als punten Xjye..,x_in (1)

gebruiken., De coefficientan ¢, volgen nu uit (3) (met L, volgens (2)).

k

Opmerkingen

1, Alle coefficienten ¢, zijn positief. Beschouw nl. het polynoom

k
Lk(x) [Lk(x) - 1] . Dit heeft de graad 2n-2 en is nul in XgasearX (daar
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i
g
i

e
i
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Lk(xj) = 0 a]-.s j A ken Lk(xlc) = 1). Dus kunnen we schrijven
Lk(x) [Lk(x)-‘l] = g{x) n(x),

. wsarin g een polynoom met graad n-2 is. Uit (4) volgt nu

b - b y
f Lk(x) [Lk(x)-‘l] @x =f g(x) n(x) =0
a a

_ b b
en dus is ¢y =f Lk(x) dx =.J‘ Li(x) dx > 0.
a

a

b
2e 21} Sn[f] de-benadering voorj f(x) dx die men krijgt met de n-punts

_ a
integratieformule van Gauss.

Dan geldt voor iedere continue functie f

Db
lim Sn[f] = £(x) dx.

nN=— oo
a

Bewijs : Zij €> 0. Dan is er volgens de approximatiestelling van
Helerstrasz (zie 4.4) een polynoom p zodanig dat
hf~pl_ = max ] 2(x) - p(x)] <e
asx<sb
Stel dat p de graad N heeft, Dan is, dazar de n=-punts formule van Gauss

de precisiegraad 2n-1 heeft stellig

b
Sn[p] = p(x) dx
a
zodra 2n-1 z=N.

Verder is

,Sn[f - p]l =lit ck[f(:ck_) - p(xk)]l_ < eick (daar alle °k>0)'

—
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