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1. ﬁ??ROXIMATIES VOLGENS DE METHODE DER KLEINSTE KWADRATEN

1.1

Inleiding

Stel, dat wij de positie van een punt in een plat vlak proberen
te meten, maar dat de uitkomst van de meting door een meetfout
verstoord wordt, waarvoor slechts een waarschijnlijkheidsverde-~
ling gegeven is. ‘ '

We nemen aan, dat we een willekeurig loodrecht assenkruis met

-

coordinaten x en y gekozen hebben. De kans, dat er in de richtihg
van de x-as een meetfout gemamakt is tussen x en x + Ax, evenzo in
de y-richting een fout tussen y en y +Ay zij

f(x,y) AxAy.

Het enige, wat we van de waarschijnlijkheidsdichtheid dan f(x,y)
weten is ‘ .

a) dat f(x,y) nergens negatief is

+°§0'°0
b) dat j’]’ f(x,y) dx dy = 1 is.
} -0 CO

Weten wi] echter,

. a) dat de storingen in twee onderling loodrechte ricktingen onge-

¢orrelleerd 2ijn, dwz. dat f(x,y) te schrijven is als

£0x,y) = g(x) « gly)

b) dat het storend verschijnsel "rotatie-symmetrisch" was, dwz. <.

dat de- keuze van de richting van het assenkruis willekeurig
was, .

“dan ligt de analytische gedaante van de functie g (en daarmee3wén

de functie f£) vast. ‘

. Immers: . ‘ ; _ : S _
~-als wij het assenkruis draaien over een hoek H en overgaan op een

nieuw ‘coordinatenstelsel (x1,y1), gegeven door

x1

¥y

x s cos(H) - y * sin(H)-

x ¢ sin(H) + y * cos(H)

ldgn moet volgens dé‘laatste verondorstellingéﬁ_gelden _

glx) * gly) = glx1) » gly1).

. Dit moet gelden voor elke.hoek.H; we kunnen beide zijden aug.ﬁg*%f--;

H differentiéren., Omdat de linkerkaht niet van H afhangt en vborts .
geldt , ' : : R




%ﬁl = -y1 en %%1 = x1 volgt

0= =y1 « g'(x1) » gly1) + x1 » glx1) » g'(y1)

of: g'(x1)/(g(x1) » x1) = g'(y1)/(g(y1j * y1).

Links staat dezelfde functie van x1 als rechts van ¥1, x1 en y1 -
waren echter willekeurig, de beide leden zijn dus gelijk aan een
constante. Noem die constante -2 * ¢, dan volgt uit

g'(x1)/g(x‘l) = g-—l—né-si-{%x-m = =2 % ¢ % x1

onmiddellijk

1n(g(x1)) = = ¢ » x1T2 + inb
en

g{x) = b exp(- o = xTE)
waarbij b uit ¢ volgt door de nevenvoorwaarde

+co
f g{x)dx= 1.

. Uit de eis van convergentie volgt, dat de constante ¢ positief
moet zijn. Men spreekt in dit geval over een '"normaal verdeelde
fout". '

(Oph. In de kinetische gastheorie kan men de snelheidsvérdeling
van Boltzmann "afleiden" op een geheel analoge wijze, als wadr-
- op wij nu de normale verdeling hebben "afgeleid".)

Stel nu, dat we xobr-de plaatsbepaling van een zeker punt in een
bepaald, vast coordinatenstelsel een N-tal metingen gedaan hebben,
Noem deze coordinatenparen (X1,Y1), (X2,Y2),....., (XN,YN),

Als deze coordinatenparen niet alle gelijk zijn - terwijl ze het
wel hadden behoren te zijn - dan kunnen we ons voorstellen, dat
~een stochastische storing de metingen bedorven heeft. We kunnen
- ons afvragen, welke positie (X,Y) het aan moet nemen, opdat de
waarschijnlijkheid van het optreden van de gemeten coordinaten-
reeksen zo groot mogelijk zij, Dit betekent, dat men zoekt naar
die waarden X en Y zcodat '

F(X1 = X,¥1 - ¥) w £(X2 - X, Y2 = ¥) e uui. # £(XN ~ X,YN - ¥)
'.zo groot mogelijk is. (De aldus gevonden oplossing heet om begrij-

pelijke reden: "the solution of maximum likelyhood".) Nemen wij
aan, dat f(x,y) van de vorm
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£(x,y) = glx) » gyl is,

dan valt de bepaling van de meest waarschijnlijke waarden X en Y
uiteen in twee separate problemen: X moet: bepaald worden zodat

(X1 « X) » g(X2 = X} # suuss v g(XN - X)

maximaal is en Y volgt uit een geheel analoge voorwaarde. (We
zullen daarom verder alleen over X spreken.)

Als wij aannemen, dat de storing normaal verdeeld is, volgt uit
g{x) = b * exp(c ¢ * x12)

zonder dat we over de numerieke waarde van ¢ veronderstellingen
hoeven te doen al, dat X bepaald is door de voorwaarde, dat

(x1 - X)TE + (X2 - X)TZ + Sesee + (XN « x)Ta

minimaal moet zijn. Dit is een quadratische vorm in X met positieve
coefficient van de term X2 en heeft daarom een uniek minimum, Dit
wordt aangenomen bij

X=(X1+X2+...-.+XN)/N,
het gemiddelde der observaties.’

Omdat de veronderstelde normale verdeling aanleiding geeft tot

het streven de som van de kwadraten der discrepanties te minimali-
seren, heet dit proces in de wandeling "de methode der kleinste
kwadraten'". Omdat na differentiatie van de quadratische vorm - om
het extremum te beperken - er lineaire verbanden plegen te ont-
staan, mag de methode zich verheugen in een grote populariteit,
een populariteit, die-aanmerkelijk groter is dan de praemissen,
die er aan. ten grondslag liggen, rechtvaardigen,

Discrete geval in meer dimensies

Bij passende definitie van de absorptie van licht van speciale
golflengte geldt, dat de absorptie van een oplossing van een be-
paalde stof evenredig is met de concentratie. Sterker: als wij een
gemengde oplossing beschouwen van N opgeloste stoffen met speci-
fieke absorptie

alo), a[1}eeeeey a[v - 1]

‘en deze stoffen voorkomen in concentraties

cfo], c[1]yeeees, [N - 1],

dan is de totale absorptie. van de gemengde oplossing gegeven door




"len in de absorptiespectra der "muivere componenten' in rekening

ze matrix is M elementen lang en- representeerb - voor discrete -

.Deze absorptlespectra van onze zuivere componenten zijn dan ge-

alo]« clo]+ a.[’l] * 61+ eveee +afl o 1] % el =] =
SIGMA(3,0,8 - 1,aljl«cli]D.

Dit geldt bij een vaste golflengte. Als men nu bij een aantal
(minstens N) golflengten, waarbij de absorptie van de N zuivere
stoffen bekend is, de absorptie van een bepaalde oplossing meet,
dan kan men op deze wijze een kwantitatieve analyse van het meng-
sel uitvoeren. Immers:

als C{J] de - vooralsnog onbekende - concentratie van stof ] is;
als All J] bij de i-de golflengte de absorptie is van een oplossing
van eenheidsconcentratie van de j-de stef is,

als y[i] de absorptie van het mengsel bij de i-de golflengte is,
dan geldt volgens het bovenstaande

Afi,0] = c[o] + A[i,'l] « c[1] + + Afi,N=1] » c[N-1] = y[i].

Als wij i laten lopen van O tot N=1 - dwz, bij N verschillende
golflengten absorpties meten = dan hebben we dus N lineaire ver-
gelijkingen met N onbekenden en hieruit kunnen in principe de on-
bekenden c[l] worden opgelost. In vectornotatie hebben we dan het
vergelijkingenstelsel ‘ o

£ = A e Y .
Er is echter alle reden, om riaar een betere bepaling van de concen-
traties uit te zien. De methode is nl. juist aantrekkelijk, waar
andere chemische analyses op moeilijkheden stuiten, nl., waar het
mengsels van gelijksoortige stoffen betreft. Maar deze hebhen vaak
de niet verrassende eigenschap, dat hun absorptiespectra niet zo-
veel verschillen: de kolommen van de matrix A4 zullen dan neiging
vertonen tot onderlinge afhankelijkheid. (Het begint er al mee, da’
alle elementen van de matrix A in dit geval positief zijn.) Een
voor de hand liggende methode om de soms niet al te grote verschll-

te brengen, is om de meting uit te breiden tot een aanmerkelljk
groter aantal golflengten, zeg M >> N,

karakteriseerd door een matrix M * N matrix A. (Elke kolom van de

waarden van de golflengte - het absorptlespectrum van een van de
zuivere stoffen.) Onze meetresultaten zijn een kolomvector y met
M elementen en we zoeken naar een kolomvector ¢ van W elementen,
zodat




Nu hebben we echter meer vergelijkingen dan onbekenden en we mo-
gen niet verwachten, dat dit stelsel een oplossing heeft, Een
manier, om hier onderuit te komen is, om dit te wijten aan meet-
fouten, die gemaakt zijn bij de bepaling van de elementen vau ye
Als wij aannemen, dat deze meetfouten normaal verdeeld zijn, dan
vinden we de meest waarschijnlijke waarden voor de concentratie
c[1] door oplossmng van het stelsel

waarbij y1 zo gekozen worde dat
a) dit stelsel een oplossing heeft, en
b) SIGMA(i,0,M - 1,(y1i]- ylaDT2)

- dwz. de som van de kwadraten van de veronderstelde meetfouten -
minimaal is.

Wil deze uitdrukking minimaal 21Jn, dan moet de partiéle afgelel—
de naar c¢[k] (voor k = 0,1,.4.,N=1) = O zijn. Als we voor y1

de uitdrukking in de ¢'s substitueren, dan ziet de te minimali-~
seren som er als volgt uit:

% ((ali,0] = clo]+ ali, 1] *cl1 ]+ ... + Ali,n- 1]*c[N-1]-y[1J)T2)

i=0
en de (halve) partiéle afgeleide naar clk] geeft

M-1

> (A[i.k_] sali,0] s clol+ our + alinet] « clwm1]- 35D =

i=0

% (afix]r 1 ]- yiD) -

Hier staat het scalair product van de k-de kolom van A met de
"foutvector" y1 - y. De foutvector staat dus loodrecht op de ko-
lommen van A (wij komen hier later op terug). De k-de kolom van
A is echter de k-de rij van de getransponeerde A~ van A, en als
wij k laten lopen van 0 tot N=1 dan vinden we N vergellgklngen,
die in matrixvorm luiden

1

A.T‘. (ﬂ“i)

of, met A . ¢ = ¥

(AT.A)._g:AT.x'.

Hier staan N lineaire vergellaklngen met N onbekenden en als de
N x N coefficientenmatrix AL ., A niet slnguller is -~ dwz, als de




- kolommen van A lineair onafhankelijk zijn -~ dan kan men dit stel-
sel oplossen.

Moet men frequent een dergelijke kleinste-kwadraten-aanpassing
uitvoeren met dezelfde matrix A en verschillende “meetseries" b2
dan verdient het aanbeveling om te schrijven

¢=B.y met B= .o, s,

" Hieruit volgt, dat de elementen van ¢ lineair en homogeen afhan-
gen van de elementen van y. Dat is ook niet zo verwonderlijk, als
we ons proces geometrisch interypreteren in een M~dimensionale

. ruimte, waarinwe aan elke meting - golflengte in het geval van kwan-
titatieve analyse met ds absorptiespectrometer - een coordinaat-
richting tocekennen. De N kolommen van A zijn dan N vectoren, voor
willekeurige ¢ is de vector A . ¢ een vector in de N-dimensionale
ruimte, die door 'de kolommen van A wordt obgespannen. De eis is,

om y1 = A . ¢ 2o te kiezen, dat de lengte van y1 - y minimaal is.
We hebben gezien, dat deze eis er toe leidde, dat de vector ¥1 - x
loodrecht op deze N-dimensionale onderruimte moest staan. Met an~
dere woorden: y1 1is de projectie van Y op de door de kolommen

van A opgespannen onderrulmte. Maar projectie is, zoals bekend, een
homogene, lineaire operator,

Opm. 1. De methode der kleinste kwadraten is een manier om bij
strijdige vergelijkingen ~ ontstaan door meer vergelijkingen dan
onbekenden - er in zekere 2zin het beste van te maken, wat er van
te maken is., Het wordt wel eens vergeten, dat bij afhankelijk-
heid de methode geen soula%s geeft: als de kolommen van A bijna
afhankelijk zijn, dan is A" . A bijna singulier. Als dit het ge-
val is, dan is dat het teken van onoordeelkundig gebruik van de
‘methode der kleinste kwadraten.

Opm, 2. De matrix ATA—is - bij reele elementen van A - positief
definiet, Het iteratie-proces van Gauss-Seidel is dus in prin<

cipe bruikbaar. Of men het ook gebruiken wil, hangt van vele an-
dere factoren af: ik noem de mate, waarin de elementen op de hoofd-
diagonaal overheersen en de omstandigheid of men ~ op andere
gronden - over een goede schatting voor de onbekende c¢'s beschikt.
Dit laatste zou zich .voor kunnen doen, als men een van de metin- -
gen verwerpt.

Als de veronderstelllng, dat de strijdigheid der vergelijkingen te
wijten is aan "meetruis"™ bij de bepaling van de y[i]'s Juist is,

dan moeten alle verschillen y1[i] - y[i van een orde van grootte
‘_21Jn, die niet onredelijk is vergeleken bij de meetnauwkeurigheid.

. Als een van deze verschillen abnormaal groot is, dan kan men de

~veronderstelling maken, dat deze meting suspect is - bv. onmdat

er een afleesfout gemaakt is. Men kan dan besluiten, deze meting
als niet gedaan te beschouwen en deze y-waarde van de overeenkomsti-
ge rij uit A te schrappen. Noemen we de nieuwe matrix A1, dan is

A1T « A1 gemakkelijk uit AT + A te berekenen. Als het aantal me-
tingen groot is, mag men veronderstellen een redelijk goede start
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.b) dat voorts geldt - stelllng van Pythagoras -

~die op het interval [a b] lineair onafhankelijk zijn. Voorts is

lineaire vergelijkingen voor de N onbekende ¢'s, maar de coeffi-

S oty g el £

voor een iteratieproces te hebben. (En aan dat grote aantal is
natuurli jk voldaan, want anders heeft men te weinig rechtvaar-
diging om een meting te schrappen.)

Opm. 3. Uit de geometrische interpretatie, dat het uiteinde van
Y1 het voetpunt is van de loodlijn, uit het uiteinde van y neer-
gelaten op de onderruimte, die wordt opgespannen door de kolom-
vectoren van de matrix A volgt onmiddellijk

a) dat het gevonden extremum voor (y1 - y,y1 - y) inderdaad het
minimum is;
(g x) = (¥1,y1) + (y_ - Xexl - ¥).

Belde beweringen zijn desgewenst natuurllak ook rekenenderwijs
te verifieren.

Het continue geval in meer dimensies

In de vorige paragraaf beschouwden we - gelnspireerd door de ver-
werking van meetgegevens ~ een matrix A en een kolomvector met
een eindig aantal rijen, respectievelijk elementen, genummerd
door een index i. .

We krijgen een analoog probleem als we, in plaats van kolomvec-
toren, functies van een continue onafhankelijk veranderlijke be-
schouwen, zZeg van X.
Gegeven zijn een N-tal functies

£[1i](x) (1 =0(1)N~1 as<xs<b)
gegeven een functie y(x) tevens op het interval a < x < b. Ge-
vraagd de coefficienten c[i] zodanig te bepalen, dat, als

N-1 , .
yitx) = > cfi] = £[1](x) 1is,

i=0

de waarde van de integraal

jb Qy(x)‘? y1Qxl)T2_.

a

minimaal is.

De oplossing van dit vraagstuk geschiedt geheel analoog aan de -
oplossingsmethode van de vorige paragraaf. We krijgen weer N




= TRy

T4

‘we ons er niet voor interesseren, hoe slecht de benadering uit--

cienten zijn nu niet scalaire producten van vectoren, doch be=-

paalde integralen van producten van functies.

Opn.

Mits de beschouwde functies ze¢ zijn, dat de voorkomende inte- :
gralen blijven convergeren, is er niets tegen, als de integralen
worden uitgestrekt van - tot +w.

Orthogqnale polynomen

De voorafgaande probleemstelling gaan we:nu deels specialiseren,
Geels veralgemenen.

De specialisatie zal daaruit bestaan, dat we ons voor de functies
f[i](x) zullen beperken tot i-de graadspolynomeh in x. Onm dit tot
uiting te laten komen zullen we ze noteren als tpli](x)".

De uitbreiding is tweesrlei.
Ten eerste zullen we ons niet meer beperken tot een vast, eindig
aantal van deze functies, dwz. we leggen aan de graad der poly-
nomen geen bovengrens op.

Ten tweede voeren we een zg. "gewichtsfunctie" w(x) in. (In de vo-
rige paragraaf bteperkten we ons, zoals blijken zal, tot een ge-
wichtsfunctie w(x) = 1.) '

De rol van de gewichtsfunctie komt tot ulting in de formulering
van de minimaliseringseis: geminimaliseerd moet worden

b .
f w(x) » (g1(x) - yxNT2 « dx.

a

De functie w(x) dient hierbij non«negatief te zijn. De naam "ge-
wichtsfunctie" is duidelijk: als w(x1) > w(x2) dan betekent dit,
dat in x1 een discrepantie tussen y1 en y zwaarder telt dan in

x2. Omgekeerd betekent dit, dat men door geschikte keuze van de
gewichtsfunctie bereéiken kan, dat op bepaalde trajecten van het
gebied - nl. door daar w(x) groot te kiezen - de approximatie's
beter zullen uitvallen dan op de rest van het gebied a € x <€ b.

Opm.

De functie w(x) moet non-negatief zijn, dwz. mag voor sommige ‘
waarden van x ook = O zijn. De probleemstelling, waarbi] een in-
tegraal van a tot b geminimaliseerd moet worden, betekent, dat

pakt voor x < a of voor x > b, Dit kunren we ook uitdrukken door
de definitie van w(x) uit te breiden met '

w(x) = 0 voor X < a \/¥ = b




en de integratiegrenzen uit te strekken van -cc tot +o, Het is
duidelijk, dat w(x) voldoende van O moet verschillen, dwz. niet
zodanig mag zijn, dat de te minimaliseren integraal voor prac-

tisch elke functie y1(x) zou blijken = O te zijn. (Let wel, dat
we bv. geen continuiteit van w(x) verondersteld hebben.)

Ten opzichte van een gekozen gewich*sfunctie w(x) introduceren
we voor twee willekeurige functies f(x) en g(x) een inwendig
product, genoteerd en gegeven door

(£.g) =Ajb wix) = f£{x) t.g(x) » dx .
a
Opm.

Soms zullen we in plaats van (f,g). noteren "(f(x), g(x))".
Ve bewijzen nu de volgende

Stelling. Er bestaat een rij polynomen p[i]{x) met i = 0,1,2,3,...,
waarbij p[i](x) een polynoom van de i-de graad is,voldaan is aan

(P[ijs P[jJ)'= 3 Eﬂj] .

Door deze voorwaarde zijn de polynomen op het teken na bepaald;
stellen wij bovendien de eis, dat de coefficiént van de hoogste
macht van het polynoom p[i](xl positief is, dan zijn de polyno-
men uniek bepaald.

(In de formulering is gebruik gemaakt van het Kronecker.symbool

8[1,3] = §Qals i # j

. 1als i = j.)
We zullen deze stelling in twee gedeelten bewijzen. De existentie
zullen we constructief bewijzen; daarna zullen we de eenduidigheid
- bewijzen. : : '
Het constructieve bewijs wordt geleverd door eerst p[0](x) en

p-[1]€x) te constructueren en van dat punt af met volledige in-
ductie alle volgende polynomen.

Het polynoom p[0}(x) moet een positieve constante zijn, bepaald
~door de voorwaarde dat het inwendig product

(o[0], 2]

moet zijn. Hieruit volgt, dat

p[0]&x) = 1 //;qrt(jb'w(x) » dx)

i
i
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j
b
¢

is. (Met de notatie “"sgrt(x)" wordt de vierkantswortel van x be-
doeld.)

De constructie van p[1](x) geschiedt in twee stappen. Eerst con-
strueren we een 1-ste-graads polynocom q[1](x);dat voldoet aan de
orthogonaliteitsvoorwaarde-

(q[1], ple]) = 0.

Stellen we gq[1](x) = x + A dan vinden we voor de bekende term A

b . b '
A= = (f wix) » x » dx)/(f wi(x) » da(x))
a a -

b _
- (f wix) » x = p[O](x) * dj.c) * p.[O](x).

a

We stellen nu dat p[1](x) = C » q[1](x) is, waarbij C een geschikt
gekozen positieve constante zal zijn. Aan de orthogonaliteits-
voorwaarde is kennelijk veldaan, immers '

(p[1]y p[0]). = (G« q[1](x), p[0] (x)) =
¢ » (q{1], pl0]) =¢c*x0=0.

‘I
-

We bepalen C zodanig, dat L
1= e, o1 = cfe « (ql1], o[,
Wat leidt tot de waarde C = 1 //sqrt((§[1], a1 ).

Na deze voorbereidingen starten we de_inductie. Stel, dat we voor
een zekere waarde van k polynomen pli] (x) gevonden hebben, die aan

(p(i]s pl5]) = 3[1,3] woor 1i,5=k
voldoen. We construeren nu een plk + 1] in twee stappen, nl. als

veelvoud van qlk + 1] , waarvan we in eerste instantie slechts ei-
sen, dat aan ' i

(qfk + 17, p[3]) =0 woor 3=k
~ voldaan is. -

We stellen , |
| afk+ 1J(x) = G« Al + 170w p[K](x) - Bk + 1]+ plk~ 1]G).

De reden, dat we dit doen is, dat
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el bR - el

a) dan {qlk + 1] . p[j])e= O voor j < k = 1 altijd bevredigd .
is, . ‘ ‘ ‘

b) de twee "kiesbare" constantes Alk + 1] en B[k + 1] zo geko-
zen kunnen worden, dat (q[k + 1], p[j]) = C ook voor j = k - 1
en j = k bevredigend is, .

. We beginnen met het laatste.

We vinden, met behulp van de inductieveronderstelling

0=(qfk + 1], plk]) = (x » p[klx), plk](x)) + alk + 1]

waaruit de waarde van Alk + 1] onmiddellijk vélgt; over het te=~
ken van Afk + 1] valt niets te zeggen (A[k + 1] kan = O zijn).

De constante B[k + 1] vinden we uit de orthoéonaliteitseis:
0 =(qfk + 1], plk = 1)) =(xeplk =1 ]Qx),g'_[k_](x)‘) - B[k'f 1].

Het k-de graadspolynoom "x #* pl[k - 1] (x)" kan - op é&n manier -
geschreven worden als linealr compositum van p[O] t/m p[k] _

x + plk = 11(x) = io Gel3] » plgJex))
J:

omdat in plk ~ 1] (x) de co_é'ffic'ié'nt van de hoogste macht van x
positief is, geldt dat eveneens in x » plk ~ 1 ](x). De enige bij-
drage tot de hoogste macht rechts wordt geleverd door de term

c [k] * p:[k ](x)

_ en _omdat de hoogste macht van x in plk] (x) eveneens een positieve
coefficient heeft, volgt, dat c[k] rositief moet zijn. Onze ver-

gelijking voor B[k'+ 1] levert dus - wegens veronderstelde ortho-
gonaliteit -

v ople - 1760, B0 )

Blk + 1]

k
(> (eld] « pl3)x)), plk](x))
j=0 _

= c[k] . ' : ' ’ .
. Hieruit volgt, dat _B [k + 1] positlef is.

" 'Het is nu gemakkelijk ih te zien, dat de aldus gedefinicerde
‘qflk + 1} ook .voor j <k = 1 voldoét aarn :

(qlk + 1], p[G] = 0.

‘Immers:




¢

- 12 -

Cq[k‘+ 1], p[3]) =
(s pl3]x),p[k]€)) + Alk + 1] (p[3]vp [k]) - B[k + 1]« (p[j],p[R -

De laatste twee inwendige producten zijn onmiddeliijk als = 0

te herkennen vanwege de orthogonaliteitSVeronderstelling, maar
ook het eerste inwendige product is = O, want omdat j < k = 1

is het polynoom "x « p[ j](x)" hoogstens van de graad k - 1. We
hebben dus bewezen, dat het polynoom q[k + 1] voor alle j = k

voldoet aan (q[k + 1], p[3]) = 0. Dit gelat dus eveneens voor

het polynoom pik + 1] = C » q[k + 1], waarbij we C bepalen uit
de voorwaarde, dat

(p{x + 1], plk + 1]) = 1 moet zijn,
waaruit volgt

C = 1/sqrt(kq[k + 1]_, alk + 1]1)).

~0mdat de hoogste macht van x in qf[k + 1] een positieve coeffi-

cient had, geldt dit, omdat C > O is, eveneens voor plk + 1].

"Resumerend vinden we een recurrente betrekking van de gedaante

17).

plk + 1](x) = (Plk+1}*x+ Qic + 1] )op[k}(® - R[k. + eplk =~ 1](x)

waarbij Plk + 1] en R[k + 1] beide >0 zijn.

Door boven beschreven constructie is onder meer het existentie~
bewijs der orthogonale polynomen geleverd, en daarmee is het
eerste gedeelte van onze stelling bewezen. Rest ons nog slechts
het bewijs van de eenduidigheid.

Aangenomen. dat we voor i < k onze onderling orthogonale poly-

nomen hebben, maar dat voor i = k + 1 er twee zouden 2zijn, zeg
p'[k + 1] en p"[k + 1], voldoend aan

otk + 1[, p[i]) = 0 resp. (p"[k + 1, P[L])

0.

Dan geldt voor elk lineair compositum . |
qlx) = a » 2 [k.+.1] +b s pk+ 1]

eveneens

(a,p[i]). = © voor ig K

"in het bijzonder voor het lineair compositum q(x) waarbij a en
b zo gekozen zijn, dat de coefficient van de k + 1-ste macht = O
“is; voor die waarden van a en b in q(x) hoogstens van de macht

k. en kan q(x) dus geschreven worden als

qx) = i (c[3] p[3](x))
§=0

i
P
it

ol
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ihieruit volgt
0= (q,p[i]) = ( j?: fc[j] » p[j](x)),-p[i](x)) = ¢[i]
=0 - ‘

. voor 1 =< k, dwz. het polynoom g{(x) is identiek = O.

De polynomen p'[k + 1] en p"[k + 1] kunnen dus slechts een fac-
tor schelenj uit de voorwaarden

(p'lk + 1], prlk+ 1] = (p"[k + 1], p"[k + 1]) = 1
volgt, dat p'[k + 1] en p"lk + 1] op het teken na gelijk moeten
zijn; doordat aan beide de eis is opgelegd van positieve coeffi-
cient van de hoogste macht moeten tenslotte de polynomen p'[k'+ 1]

en p"[k + 1] aan elkaar gelijk zijn. En hiermee is ook de een-
duidigheid bewszen. '

Omdat elk willekeurig polynoom van de graad k geschreven kan wor-
den als lineair compositum van de polynomen

plox)  t/m  plklx)  geldt
voor elk willekeurig k-~de graads polynoom alkI(x)
(@lk]), p[3D =0 voor k <j.

Hieruit volgt onmiddellijk, dat alle nulpunten van p[j]-regel
en enkelvoudig zijn en in het interval (a,b) liggen. Immers:

.als xf1], xl2], seres x[k] (x[1] # xfj] voor i # j)

de reele wortels van p[j}'= 0 van oneven multipliciteit in het
inwendige van het interval (a,b) zijn, (waarbij meervoudige wor-
.tels slechts eenmaal in de reeks zijn opgenomen) dan kiezen we -

Qlkl(x) = (x - #[1])‘- (x - x[2]) « ..;.. « (x = x[k].

Hieruit volgt dat de integrand

b :
(], oG = I wix) o Qlelx) « p[3Hx) » ax

3f over het hele gebied non-negatief,.éf over het hele gebied
non-positief is. Hieruit volgt o ,

k), pliD 40,

zodat aa =« < j niet voldazan kan zijn. Dus geldt k = j.
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Tenslotte bewijzen we:
als

z[1] <z2[2] <.ivinvnnns <zfk]

de naar opklimmende grootte gerangschikte nulpunten van het
polynoom p[k} zijn en als evenzo

zfil <zl <eeivenenens <2x] <zlk + 1]
de nulpunten van p[k + 1] zijn, dan geldt
a<z[1] <z[1]<2[2] <z[2] <.evs <2[k] <zik] <2k + 1]<b

maw:  de nulpunten van twee opeenvolgende ortheogonale polynomen
liggen "om en om",.

Dit volgt uit de tijdens het constructieve bewijé gevonden re-

currente betrekking:

plk + 710G = (Bl + 11ex 4 @lk + 1D+ plel(x) - RO+ 1] #plie-1]00)

waarbij P[k + 1] >0 en R[k + 1] >0 zijn.

Ten eerste merken we op, dat p[k + 1] en p[k] geen gemeenschappe-
1li jk nulpunt kunnen hebben, Zou dit immers het geval zijn, dan
was dit ook een nulpunt van plk = 1], dus ook van piLk - 2], ete.,
en met inductie zou men concluderen, dat het ook een nulpunt van
p[O] zou zijn, maar p[O] is een constante > 0,

Uit het feit, dat p[0] >0 is, volgt, dat p[2] in het enige nul-
punt van pl1] negatief is, omdat de coefficient van de tweede

macht in p|2 | positief is, heeft p[2] rechts in links van het nul-

punt van p[1] nog een nulpunt, en daarmee is de stelling van de
alternerende nulpunten bewezen voor k = 1. Met inductie bewijzen
we het voor de overige polynomen.

Stel, dat de stelling bewezen is voor k < K = 1; we moeten bewij-

zen, dat de nulpunten van p[K + 1] onderling door een nulpunt van

p[K] gescheiden worden. .

Tussen elk tweetal opeenvolgende nulpunten van p[K] ligt, blij-

- kens de inductieveronderstelling, &&n nulpunt van p[K - 1]; in

de opeenvolgende nulpunten van p[{K] heeft p[K - 1] dus waarden
van alternerend teken; dank zij de recurrente betrekking heeft
dus ook p[K + 1] in de nulpunten van p[K] waarden van alternerend
teken. Tussen elk tweetal opeenvolgende nulpunten van p[K] ligt
dus een oneven aantal nulpunten van plK + 1].

Uit het feit, dat de eérste constante uit de recurrente betrek-

‘king positief is, volgt, dat alle polynomen p[i] een positieve

coefficieént van de hoogste macht hebben, dus positief zijn rechts
van hun meest rechtse nulpunt. Het meest rechtse nulpunt van p[K]
ligt rechts van het meest rechtse van p[K:-]1], p[K - 1] is daar




1.5

- - 15 -

dus positief en omdat de laatste coefficient van de recurrente
betrekking negatief is, volgt daaruit, dat p{K + 1] bij het
meest rechtse nulpunt van pTK dus negatief is. Rechts van het
meest rechtse nulpunt van plK | moet p%K + 1] dus nog een oneven
aantal nulpunten hebben. Evenzo kan men aantonen, dat p[K + 1]
links van het meest linkse nulpunt van p[K] nog een oneven aan-
tal nulpunten moet hebben.

Op deze manier hebben we K + 1 intervallen aangegeven, die alle
een oneven aantal nulpunten van p[K + 1] moeten bevatten. Er
zijn echter in totaal precies K + 1 nulpunten van p[K + 1] en in
alle intervallen ligt er dus precies éé&ntje, waarmee het gestel-
de bewezen is.

(De recurrente betrekking tussen de orthogonale rolynomen behelst,

dat deze polynomen een zg. "Sturm-rij" vormen. Op de wijze, waar-
op men deze recurrente betrekklng arlthmetlsch kan benutten, ko-
men wij later nog terug.)

Functiebenadering met behulp van orthogonale polynomen

We beschouwen nu in het interval [a b] een N de graads benade~
ring van de functie f(x). We schrijven deze N-de graadsbenadering

\zgg Celi] » plil(x))

en bewijzen, dat de benadering

f: (ali] « plid(x))

1=0
waafbij

ali)l = (£,p[4]) )
ten opzichte van de'betrbffen gewichtsfunctie de beste kleinste

quadratenbenaderlng is, (De aldus bepaalde coefficienten heten
de "Fourier- coeff1c1enten" ) Immers, voor willekeurige c[i] geldt:

N . N . .
0t -2 (ela]e plalN, (s - Z Celilw s =
1=0 s i=0

N

o N N B
(f,£)-2 :Z(c L]«Ce,pa ] +-Z( i(c (i 3 Ce{3]oCola], ol N
‘ i=0 , 16 j=0

o vl

L LA 2 e T

A
i
o
:
X



{f,f) -2 55& (c[1] » ali]) + :g: (c[i]Tg).=
: i=0 : i=0

(£,£) - % (al1]T2) + i ((alt] - cLisz).

© i=0 i=0 ,

Voor het minimum van het rechterlid geldt

0 €(f,f) ~ % (a[i]TE)- =

i=0
X |

((f = 2 (a[di] » p[110),(f - :g: (a[1].» p[i])))

. 1=0 - i=0 . :

Adeze minimumwaarde wordt slechts aangehomen mits
c[i] = a[i] 'voor alle i <N,

“Wij zullen nu bewijzen, dat bij eindig interval [a,b] voor
continue functies f(x) dit minimum naar nul gaat als N — co.

Wij haken aan ﬁij de stélling van Wbiersbaéa,.die zegt, dat voor
.. elke continue functie f(x) op een eindig interval een polynoom .
- pW(x) bestaat, zodat :

abs(f(x) - PWix)) <& als asx<b,
Kies nu N minstens gelijk aan de graad van het polynoom pW(x);
met f[N]¢x)} noteren we S

.Ifl['n](:x) =i (a[1] « p[1](x)). |
| . 10 - .

Dan geldt‘vélgens het zojuist bewezene
O (f - fN, f < fN) < (f-pW, £ - pW),.

Het middelste 1id is gelijk aan

| o C(£,8) - D> (a[1]T2)
' o | 1=0 '. E
. . ) b _
het laatste lid is < eTZ t-ii wix) « dx
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als wij N naar oneindig lateh groeien vinden we
0 < (f,f) - —22 (a[1]f2) s ef2 f wix) » dx.
i=0 .

De grootheid € was willekeurig klein, en dus geldt

o0

(£,8) = > (af1]f2).

i=0
(Dit is de stelling van Parseval.)

Beschouw nu de verschilfunctie

alx) = £(x) = > al1] « p[1)(x) .

Het is gemakkelijk in te zien, dat de Fourier-coefficiénten
van d(x) alle = O zijn; hieruit volgt dus

(,a) =>_ (ol2) = 0.
o 1=0 '

Hieruit volgt, dat "overal waar w(x) # 0 is"
d{x) = 0

moet zijn.

Chebyshef polynomen

Uitgangspunt van het volgende is de bekendeigoniometrische re-

2 « cosla) % cos(b) = cos(a y'b) + cos{a - b). (1)‘
Substituefen wija=n= ¢ " en b = ¢, dan volgt: .. .
cos((n + 1)« 9) = 24 cos(9) s cosln »9)=~ cos((ﬁ»— 1)),

Hiermee is een recurrente betrekking gegeven tussen drie opeen-
volgende termen van de reeks cos(i e ¢) ~ voor i = 0,1,2,3..... -}
uit het feit, dat de nulde term van deze reeks = 1 is en de eerste
term van deze reeks = cosl(9) is, volgt samen met de gedaante van
de recurrenteé betrekking, dat ook alle volgende termen van de

reeks polynomen zijn in cos(g) .
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Het ligt daarom voor de hand om cos(9) als nieuwe onafhankelijke
in te voeren; in plaats van "cos{g)" schrijven we "x“, in plaats
van "cos(n * 9)" schrijven we T[n}(x), nu gegeven door de start-
waarden:

\

1]
Y

en

TLo](x)
T["l](x)

X

’ (2)

en verder door de recurrente betrekking

Tln + 1{x) = 2 « x » T[n]{x) - P[n - 1](x) .

Cpm. 1

Deze polynomen in x worden aangeduid met de letter "T" als eer-
betoon aan de Russische wiskundige Chebyshef, wiens naam onder
andere ook wel als "Tchebyshef" geschreven wordt.

Opm, 2

1k prefereer de definitie der Chebyshef-polynomen volgens (2)
boven de gesloten vorm

Tn](x) = cos(arccos(x) » n) 3

bij deze definitie moet je nl. apart aantonen, dat de meer-
duidigheid van de arccos geen aanleiding geeft tot dubbelzinnig-
heden en dat T[n](x) inderdaad een polynoom in x is. Tenslotte

- spreekt deze alternatieve definitie mij bij complexe x of bij
abs(x) > 1 beslist minder aan. Een en ander neemt niet weg, dat
wij geregeld op de interpretatie van een cosinus zullen terug-
vallen. ' '

Wij bewijzen nu de volgende

Stelling 1. De Chebyshef polynomen 2zijn onderling loodrecht ten
aanzien van de gewichtsfunctie

1 /sqrt(.’l - x TE).

op het interval -1 < x < +1,

]

(?[n], T[m])

L

+1 . '
11 Pln](x) » Tlm])(x) //sqrt(1 - xTZ) « dx =

-1

+1
' j‘ cos(n» @) = ¢os(m « 9) /sin(9) « d(cos(g)) =
-1

Ter




v 'F’,-Tf?i‘::'-' R R T T LT T T

n
j1 cos(n » @) » cos(m » @) » 49
0

, m :
3 11 {cos({n + m) *» 9) + cos({n ~ m) *» @)) do
0
Aangezien voor gehele M geldt
n n voor M=20
11 cos(M » o9) » do =
0 0 voor M #

volgt hieruit dat

It

O «wvoor n#nm
m#Oo

T voor n=m= 0

(T[n], T[m]) =

n/2 voor n

Opm.

De polynomen T[n] zijn een orthogonaal stelsel, ze zijn niet
orthonormaal, omdat -

(Tfn]; T[n}) £ 1

is. Als dit inwendige product voor alle n gelijk n/2 geweest was,
had men ongetwijfeld alle polynomen met sqrt{2/n) vermenigvul-.
digd (de recurrente betrekking was dan immers blijven gelden). Nu
echter (T[0], T[0]) = n is, heeft men de recurrente betrekking
laten prevaleren. Het gevolg is, dat in veel formules over Cheby-
shef-polynomen homogeen een factor m ergens optreedt, en dat de
term met T[O] wel eens een extra factor 2 meekrijgt. Wij zullen
hiervan straks voorbeelden tegenkomen,

Uit de recurrente betrekking (2) volgt dat

1), de coefficient van de hoogste macht van x in T{n](x) gelijk
is aan 2{(n - 1) : o

2) als n even (oneven) is, T[n](x) een even (oneven) functie

" van x is. ' ‘ '

Uit de interpretatie van T{n] als cosinus volgt

voor abs{x) <1 geldt: abs(Pin](x)) < 1

waarbij het gelijkteken voor n > 0 381dt in de n + 1 punten

x = cos(i *» n/n) wvoor i =0,1,.e.,n.
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Stelling 2: Als @|n]{x) een n-de graadspolynoom is met cosf~
ficient van de hoogste macht = 2{(n - 1) dan geldt:

max (abs(glnj(x)) =1
abs(x)s1

waarbij het gelijkteken slechts geldt, als @in] = Tln] .«

Bewijs: Als in het interval -1 < x S 1 het maximum van de abso-
lute waarden van QLn] overal <1 is, dan neemt het polynocom van
de graad n - 1

P="Tn]- qln]

in de punten x = cos{i * n/n}, waar Tln] 2zijn extreme waarden

+ 1 aanneemt, waarden aan van hetzelfde teken, als Tin] . In deze
n + 1 punten heeft T[nJ ecnter alternerend teken, dus ook P zou
in deze n + 1 punten alternerend teken hebben. ¥ zou dus minstens
n nulpunten moeten hebben, wat voor een polynoom van de graad n - 1
dat niet identiek nul is, een beetje te veel is, waarmee het eerste
gedeelte van de stelling bewezen is.

Het bewijs, dat het gelijkteken slechts geldt, als Q(n] = T[n]
stellen we gedeeltelijk uit. De redenering is dat als voor alle

x{i] = cos{i * n/n) voor O <isn
aan de gélijkheid ‘
Qo] x[1]) = Tnlx[1]D voor O <isn (4)

voldaan is, dat dan (volgens Lagrange!) de polynomen §[n] en
T[n] identiek gelijk zijn, terwijl we later zullen laten zien,
dat als niet aan de n + 1 gelijkheden (4) voldsan is, we een po-
lynoom P(x) van de graad n kunnen construeren, dat '

a) cosfficiént van de hoogste macht = 27(n - 1) heeft

b) voldoet aan max (P(x)) <1
abs(x)<1

wat volgens het eerste gedeelte van deze stelling onmogelijk is,
zodat dus aan de n + 1 gelijkheden (4) voldaan moet zijn.

We zien dus, dat van alle n-de graads polynomen met constante
coofficient van de n-de macht (een veelvoud van) het Chebyshef- .°;
polynoom zich op het gebied [ -1,+1] het minst ver van de x-as
verwijdert. :

Van een op het interval[-1,+1] gegeven contihue functie f£(x) kun- 
nen we een zg. "Chebyshef-ontwikkeling" maken, die we schrijven '

o<

. f(x) =‘j£:i'a[i] » T{1](x)

ry

1=0
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(waarbij met het symbool jzj bedoeld is, dat de nulde fterm van

de reeks gehalveerd moet worden, dwz.:

2 =t elol e 2> ela) 0

Deze conventie is zo gekozen, omdat nu de coefficienten a[11
voor alle i gegeven zijn door

al1)= 2 (£6x), T(4](x))

> +1 .
== jﬁ £(x) *-T[i](x) sart(1 - xTE)dx
-
. n - .
- %.[ £(cos(8)) % cos(r » 8) » d6 .

o
Deze relaties volgen onmiddellijk uit de betrekkingen (3).

Wij gaan er even aan voorbij, dat deze wijze van berekening

van de a[i]'s, voor het geval, dat de integralen niet analytisch
uitgerekend kunnen worden, misschien niet de meest practische is,
om eerst even te kijken naar het convergentiegebied van derge-
lijke Chebyshefreeksen.

Van de machtreeks
2 L
E -c[k] » sz
i=0 .
is bekend, dat hij in het complexe vlak convergeert binnen een

cirkel met straal R, wanneer de reeks

(e

> elx] » &k

k=

(@]

absoluut convergent is.’ :
Wij vragen ons af, wanneer de reeks

ali] » T[1](2) _ (5)
i=0 . '

convergent is, als van de a[i]'s gegeven ié, dat de reeks:
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i' ali]+ Rl

i=0

absoluut convergent is. Wij beperken ons tot het geval, dat
R> 1 is. (Immers: op het interval [-1.+1] blijven de polyno-
men T[i](x) voor i— « steeds geregeld de waarden + 1 aannemen.
Wil de reeks convergeren, dan moeten de a[i] 0 gaan. Wij
kiezen. het geval, dat de a[i] minstens als R|[(-1i) naar nul
gaan.) ' '

Onder de veronderstelling (6) convergeert de reeks (5) voor die
waarden van z, waarvoor

abs(T[i](2)) < constante » R]i .
Het gedrag van T{i](z) voor grote waarde van i volgt onmiddel-
lijk uit de recurrente definitie (2), een homogene recurrente
betrekking, die als algemene oplossing heeft

P[i]Cz) = c1 # 21TL + c2 » x2T1

waarbij x1 en x2 de wortels zijn van de vierkantsvergeli jking

xl2 ~2+z*x+1=0, (7)

We moeten, om te onderzoeken, in welk gebied de reeks 5 con=
vergent is, vaststellen, voor welke waarden van z de grootste

wortel van (7) een modulus € R heeft.

We onderzoeken eerst het gebied, waar de grootste wortel - hoem
deze x1 - in absolute waarde exact = R is.

Noem  x1 = cos(p) » R+ i »« sin(¢) = R ; °*

x2 = cosl{p) / R - i = sin(g) / R.

De bijbehorende waarde van z = u + i » v is echter het gemid-
delde van deze twee wortels, zodat » .

2+ 2 =coslp) *(R+ 1/R) + i # sin(e) = (R - 1/R)

maw. cos(o)

u / (.u5 « R + ls/R)

sin(g) = v / (.5 « R =~ .5/R)

waaruit voigt, dat . ‘
(u/¢5 R+ .5RN2'+ (¢/ (.5 % R - .5"/R))T2 = 1.

Maw.: z ligt op een ellips met de lange as van lengte R + 1/R
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langs de reele as, en de korte as van lengte R - 1/R langs de
imaginaire as. Het is niet wmoeilijk, om in te zien, dat de
Chebyshefreeks convergeert in het inwendige van de ellips en
divergeert daarbuiten.

Opm.

Als R zakt tot 1, ontaardt de ellips in het stuk van de reéle
as tussen =1 en +1.

Voorbeeld )
Ter illustratie van de macht van Chebyshef-ontwikkelingen zullen
we

£(x) =1/ (1 +x12)

benaderen over het gebied -2 € x € 2. Dit is met een machtreeks
helemaal niet mogelijk, omdat deze vanwege de polen bij + i een
convergentiecirkel met straal 1 heeft. In ons geval geven deze
polen de vorm van de convergentie-ellips aan, nl. lange as 2 % zo
lang als de korte as:

R+ 1/R=2+% (R-1/R)
Rl2=3 o R=V3.

Om te zorgen dat de convergentie-ellips behalve de goede vorm,
ook het goede formaat heeft, gaan we over op een andere veran-
derlijke

yza-x

zodat

V3 + 1/V 3

met x = 4 (de lengte van de lange as, in y, resp. x uitgedrukt)
overeenkomt. Dit geeft

o x b =\V3 4+ N3 b3 en
a = 1/V3.

¥y

We gaan dus
F(y) = £(x) = 2y +V3) =1 /(1 + 3+ y]2)

ontwikkelen als Chebyshefreeks

o0

> lalkla Ty .

k=0

Hierbij zijn de coefficiéntern gegeven door
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n
2 cos(k#9)
alk] = n J~ 1+3+(cos(0))]2 a8
n
.2 cos(k»€) s
" n ] 2.5+1.5%cos(2+6)

noemen we k/2 = n, en 2 « & = 9, dan vinden we

T

i ‘ cos{n«®)
a[k] = T 2.5+1.5%C05(Q) de

overgang op de variabele z = exp(i » ¢) geeft ons

: . 5a{zn+z K=n)) dz
ale]= 1z Sg 2.5+.75+(2+1/2) = 2

waarbij de kringintegraal genomen moet worden over de eenhsids-
cirkel.

Als wij in de oorspronkelijke ultdrukking voor a[k] van de varia-
bele O overgaan op ¢ = n =60, dan volgt onmiddelli jk, dat

a[k] =0 voor oneven k.

(Dit was te verwachten, want onze oorspronkelijke functie was
even.) Wij kunnen ons dus bij n = k/2 beperken tot gehele n.

We.kunnen nu a[k] schrijven als de som van twee integralen

alk]=1I1+ 12 =

Y

. A 2
in i; (z+1/3)«(z2+3) dz +

.;55 M)

2
3 im (z+%)‘(z+3)

2
3

waarbij beide integralen‘over de eenheidscirkel genomen moeten

worden. Als wij in de tweede integraal overgaan op de nieuwe va-

riabele '
u=1/z

dan vinden we I2 = I1. (Deze substitutie leidt tot

dz = - uT(-E) + du ,




_aan te geven, voor welke waarden van z een Chebyshef~ontwikkeling

is hiermee nl. onmiddellijk een majorant van de restterm gegeven,

.reeks dan aanzienlijk aan bruikbaarheid inboet.

Een tweede voordeel van een Chebyshef-ontwikkeling, waarvan de

shefreeks de eerst-verwaarloosde term als hoofdcomponent van de

‘wij straks zullen laten zien, dat’
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maar dit minteken wordt opgesoupeerd door het feit dat ais =z
de eenheidscirkel in de ene richting doorloopt, u de eenheids-
cirkel in de andere richting doorloopt.)

De integrand van I1 heeft binnen de eenheidscirkel slechts een
enkelvoudige pool bij z = -~ 1/3, het residu is

2n i » 1/3)1n

8/3 !

I1 is gelijk aan % * é%;maal dit residu en we vinden

alk]=al2enl=2+11=( /3 Tn.

Maw.: de alk]'s gaan, zoals voorspald, met RTK—k) naar nul.
(R was in dit voorbeeld immers = V3.)

Onze uiteindelijke ontwikkeling is dus

S =13 ezl ¢ adxV3)) .

n=0

Chebyshef-approximaties worden eigenlijk haast altijd slechtis
op de reele as gebruikt. De stelling over het elliptisch conver-
gentiegebied in het complexe vlak is dan ook minder bedoeld om

convergeert, als wel om ons een onmiddellijk inzicht te geven in
hoe, op grond van de llgglng van de polen, de coefflclenten van
Chebyshef-ontwikkeling naar nul gaan. : ‘

De reeks uit het laatste voorbeeld convergeert voor regle x mits
abs(x) < 2; in de praktiik zal men deze reeks echter nitsluitend
gebrulken voor abs(x)“d;_ 1.73%3205, dwz. voor die waarden van
x, waarvoor het argument van de Chebyshef-polynomen absoluut =1
is., Omdat voor dat gebied de Chebyshef-polynomen absoluut =1 zijn,

als we van de Chebyshefreeks slechts een elndlg aantal termen mee-
nemen.

Het - is om die reden gewenst, dat de coefficienten "behoorlijk
snel" naar nul gaan; we prefereren dus benaderingen met grote
waarden voor R. Hoe langer gerekt de ellips, hoe dichter R tot 1
zakt. Is dus wiskundig wel waar, dat we voor de functie

1/(1 + x]2) een convergente Chebyshef-ontwikkeling kunnen opschrlj
ven, die geldt op een willekeurig eindig interval abs(x) <

voor grote waarden van X is de convergentie 2o langzaam, dat de

coefficienten behoorlijk snel naar nul gaan, is dat we dan meer
gerechtvaardigd zijn om in het geval van een afgebroken Cheby-

gemaakte "truncation error™ te beschouwen. Dit betekent, zoals




1.7

ben berekend, kost het ons hoogstens 3 vermenigvuldigingen en
..0Op deze wijze komen Wij op een hoeveelheid rekenwerk van circa

‘passende schaalfactoren‘c[i} in te voeren, kan men bereiken,,daﬁf;

‘zuiniger uit, dank zij het feit, dat de coefficienten in de re~
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i' al1] » T[1](x) |

i=0

een zeer goede benadering is van het n-de graads polynoom, dat
op het interval [-1,1] de functie f(x) met minimale maximumfout
benadert. (Zie onder.) '

Opm. 1

Voor -1 € x € 1 convergeert een convergente Chebyshefreeks uni-
form. .

Opm. 2

Als de afgekapte reeks slechts gebruikt wordt ter benadering van
een functie op het interval [-1,+1], kunnen we ermee vclstaan, de
coefficienten op te geven in een vaste, absolute precisie.

De sommatie van Chebyshefreeksen

i

P

n 3
f(x) = (a[i] *« p{1](x)) . _ »
=0 : : g

1

waarbij p[i] (x) de orthogonale polynomen ten opzichte van een of
andere gewichtsfunctie zijn. Wij veronderstellen de numerieke
waarde der coefficienten gegeven; gevraagd zij om voor een bepaal-
de waarde van x, zeg X0, de functiewaarde f(x0) numeriek te bepa-
len. : : o

Als de polynomen p[i] (x) door hun coefficienten gegeven zijn,
vergt de berekening van p[i](xo) ongeveer i stappen (elk bestaan-
de uit een vermenigvuldiging en een optelling), de uiteindelijke
sommatie vergt dan nog n + 1 dergelijke stappen, het totaal vergt
circa n *» (n + 1)/2 van dergelijke stappen. '

Als wij ons echter herinneren, dat elk stel orthogonale polyno-
men, ongeacht de vorm van de gewichtsfunctie aan een 2-de orde
recurrente betrekking voldoet, dan kunuen_ we cen aanmerkelijk
goedkopere methode afleiden. Nadat we p[0] (x0) en p[1](x0) heb-
hoogstens 2 optellingen per volgende term uit de rij p[i](xo).
4+ (n + 1) stappen als boven geintroduceerd. (Door eens.en vooréiu.

het aantal benodigde vermenigvuldigingen slechts met 3 « n oploopt.)

In het geval van sommatie van een Chebyshet-reeks kan men nog
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currente betrekking tussen T[k + 1], T[k] en T[k - 1] niet
van k afhangen.

De bewering is dat na uitvoering van het rekenschema:

b[n + 2]: = b[n + 1]: = 03

for i: = n step -1 until O do ’ (8)

li]: = 2+« x « b[i + 1] - b[1 + 2] + a[i]J
geldt dat: | '

wlo] - bl2]) /2 =S5 " (ali] » TRIGD) ,

i=0

een zo elegant rekenschema, dat het ons zonder al te veel moeite
verzoent met de conventie der halvering van de eerste term, als

]
bi] EE: was afgesproken.

Om dit te bewijzen, redeneren we als volgt. Hen bepaalde a[ﬂ
(voor j € n) wordt niet in de berekening meegenomen, zolang nog
i > j is. In b[j] levert deze coefficient een bijdrage a[ji, in

de term b[j - 11 levert deze coefficient een bijdrage 2 X * a B .
Hieruit volgt, dat de b's lineair van de a's afhangen, en als we

dus stellen, dat

bl0] = S (al1] » QED)
i=0

(waar we niet expliciet hebben aangegeven, dat de Q's van x af-
hangen), dan volgt onmiddellijk uit het rekenschema, dat de Q's
bepaald zijn door ' : :

Qo] =15 qh )2+ x;
en verder door de recurrente betrekking

Qi + 11 =2+ x» Q1] - Q[ - 1] .
Dit is dezelfde récurrente betrekking, als waaraan de Chebyshef-
polynomen T[i](x) voldoen, het verschil tussen beide is slechts
de (tweede) startwaarde (Q[1] = 2 » T[1](x)).
Voorts geldt (ten duidelijkste)

n

> (al1] « @ft - 2D,

i=2

bl2]

n

; (al1], Qf1 - 2D

i




':" ;.5a£ - Q[~1] =2+x-0=24 1 )x) en
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(ait laatste, omdat blljkens de recurrente betrekklng Q[ Jr=e0 4
is). e L SRR s e L T 4

dieruit volgt, dat -f T[O](x) -;,};fﬁﬁfw

;blO]-- b[a]) a[O] _-. T[o](x) + Z(a[:.] . (Q[l] - Q[l - 2]))
Rest on; dus slechts te bele;eq,_dat .

. 4[;] - qly -‘2j_g‘2 . T[i](x); o ‘(9)

al2]1- qlo] bwxlz-1-1=247T2X0 ,

s aan (9) voor i = 1 en i = 2 voldaan, en omdat linker- en rechter-
7g van (9) aan dezelfde recurrente betrekking voldoen, is daar-
wa. net gestelde bewezen.

Cpm.

Hoewel de b[ﬂ 's uit het rekenschema (8) door voortplanting
(cumulatie) van afrondingsfouten danig verstoord kunnen worden,
vallen deze geintroduceerde fouten bij de verschilvorming

b[0] - b (2] grotendeels weg.

Afrondingsfouten worden gemaakt in de n + 1 maal herhaalde
laatste regel van rekenschema (8); in plaats van het effect van
deze afronding te interpreteren als een “bedorven arithmetiek"
kunnen we de verkregen b hj jedere keer beschouwen als het resul-
taat van feilloze arithmetiek, behalve dat we in de berekening
in plaats van de gegeven coefficient a[l] een een beetje andere -
coefficient a'[i] hebben meegenomen.

Kennelijk geldt abs(ali] - a'{i]) < ¢ als e.de rekennauwkeurig-
heid voorstelt.

. | ‘ .
([0]-vRD /2 =2>_ (a'[i] » T[i](x))
C o i=0
en omdat op het gebled [=1,+1] abs(T[i](x)) < 1 is geldt.dus
zeker, dat S _ -
abs(f,(-x_)_ - (b[0] - b[2]) /2) < (n-+ 1) s e. QED.

(Met de substitutie x = cos(g) kunnen we een alterndtieve vorm -
voor de q's opschr13ven, nl. . :

Q[i] = cos(i » @) + sin{i + @) /tale) .

Als tg(g). klein is, kan Q[i] dus groot worden;




n

vpfo]= 2{: o]+ 9[i] kan bij kleine fluctuaties van de a[i]’'s
i=0

dus drastisch van waarde veranderen.)

R Rt Rk Rk B

Behalve de continue érthogonaliteitsrelaties (3} voldoen-de
Chebyshef-polynomen ook aan discrete orthogonaliteitsrelaties.
Als voor 0 € i € K de runten x[i] gegeven 2ijn door

x[i] = cos(i » ¢) met‘cp = n/K
dan geldt voor m <K en n <K :

0 als m#n

K u
> T[m])(x [1])eT [n](x[1]) ={ K/2 als m=nf0 of K (10)
i=0 . K als m=n=0 of K

. Li]
waar met het.symbooljzz aangegeven wordt, dat de eerste &n de
laatste term gehalveard moeten worden.

Het linkerlid van 10 laat zich herschrijven tot

K .
EZ:"(cos(m » 9) » cosln =« 9)) =
i=0

%.iucos((n+m)~rp)+%m£((n-m)*w).
: i=0

Het gestelde volgt onmiddellijk uit het feit dat
K K als h een veelvoﬁd van 2K ié

EE:" cos(h .‘¢)‘=

i=0 0 als h niet een veelvoud van 2K is,

hetwelk, zowel voor h even als oneven, op grond van gepaste
symmetrie~overwegingen evident is. (Opm. We hebben hier, voor
algemene gehele m en n bewezen, dat het linkerlid = K/2 is,
als som of verschil van m en n een veelvoud van 2 * K is, en K
als aan beide condities voldaan is. : :

. Op grond van de orthogomaliteitsrelaties (10) mogen we verwachten,
dat althans voor m << K '

aln = 2. %"mx[i}).f B3 81 BNCINE
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uitdrukking voor A[m] in de a's.

dan de Fouriercoefficienten van een even periodieke functie

Integraalrelatie's van Chebyshefpolynomen
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een goede benadering is voar a[m]. (A[m] = a[m].geldt exact,
als f(x) een polynoom van hoogsters de graad K is.)

e kunnen Aﬁn] - die als som, althans numeriek, makkelijker

te berekenen is dan de integraaluitdrukking voor a[m] - een wil-
lekeurig goede benadering laten zijn voor a[m] door K maar groot
genoeg te kiezen. Richtsnoer voor de keuze van K is de volgende

. ZKj CEx[1]) » tlnl(x[i])) =

i=0

A[m]

=in

. i O al Is 1G] m] (x [G]))) =

i=0 j=0

I
=i

8

1 K " 5
- % . > <Aa[j],._z_o (T3 Kx[E])eT [m](x[]))) .

j=0

De binnensommatie is alleen # 0 voor die waarden van J zodat
verschil en/of som van j en m een veelvoud van 2 » K is. Zo ko-
men we tot:

A[m] = a[m] + a.[2n=K-m]+ a[2*K+ m]% a[LI-mK- m] + ... 8tc.

Conclusie is, dat de benadering (11) veilig is, zolang
af2 » K - m] bij alm] in het niet valt.

Opm,

De coefficiént van de Chebyshef-ontwikkeling zijn niet anders

met periode 2n ., Bovenstaande uitdrukking van de A[m] in de a's
is niet anders dan een precisering van de bewering, dat de in-

tegraal over een periode van een periodieke functie met periode
L passend benaderd wordt door '

k=1 ‘
f{(x) » dx = (L/K)_* £f(i = L/K).

[+] i=0

Voor de onbepaalde intégralen geldt

.[ T(r] (x) « ax =‘[_cos(n * ¢1 ~ sin(®) +» do =

= 4+ 4 jﬁ(sin((n + 1) »9) = sin{(n - 1) ; p)) * do .
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Hieruit volgt onmiddellijk
[1](x) voor r

Plr] (x) » dax =< T[2](x) //i+ voor r = 1
(T[r+1l(xl/tr+1) - T[r-1](xl/tr-1))/@

voor r= 2.

0

1]

Is nu van de functie f(x) de Chebyshef-ontwikkeling gegeven, nl.

o]

£(x) = > (a[r] » Tlr]Gx))

r=0

dan volgt

j‘f(xldx = cdnsta-%* al0] »T{1] + = * a[1] = T[2] +

L0

+ ¥ ‘Z (afr]s (2f{r + ‘I]/(r+ 1) = or - 11 /(x - 1))

r=2

=S " afe] + 2] )

r=0

waarbij A[O] door de ondergrens van de integratie gegeven is, ter-
wijl

voor r = 1 Alr] = (af[r - 1] - afr + 1]) /(2 + 1)

Op het gebied [ -1,+1] was de termsgewijze integratie beslist
toelaatbaar; we zien dat door de coefficient "2 * r" in de noe-
mer de reeks voor de integraal wat beter convergeert; dit in over-
eenstemming met het feit, dat numerieke integratie een proces
pleegt te zijn, waarbij men precisie wint.

Het differentiatie-probleem is het omgekeserde, nl. om uit gege-.
ven A's de a's te vinden., Wij kunnen de laatste relatie herschrij-
ven tot :

alr =1 =alr +1 +2+r*alr].

Als A[n] de hoogste coefficient is, die niet verwaarlooshaar is,

. (dwz. we stellen A[r] =0 voor r> n) dan benaderen we de functie

door een n-de graads polynoom, de afgeleide waarvan een polynoom
van de graad n-1 is, dwz, a[r] = O voor r> n. We vinden dan het
rekenschema: :

a[ln] : =afn+ 1] : =0

for r : = n step -1 until 1 do

alr - 1] : =afr+ 1]+ 2 %7 = A[r]..
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"In andere woorden: in minstens n + 2 opeenvolgende punten neemt
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De coefficienten A[r] worden nu met de factor "2 » r% vermenig-
vuldigd en,de'a[ﬂ@ zijn daarom minder goed bepaald. We zien hier
het verlies aan precisie, dat onveranderlijk het proces van nu-
merieke differentiatie begeleidt. ‘

Opm.
In gesloten vorm luidt de exacte uitdrukking voor de a's:

<0

alr] = 2 = :E ({r +2 «k + 1) *'A{r + 2« k+ 1) .
k=0

Approximaties "in de Chebyshefse zin"

Gegeven een continue functie f{x) oplhet interval [ a,b]; 2zij
p{x) een polynoom van hoogstens de n-de graad, dat op dit inter-
val de functie f moet benaderen. Noem de "fout" van de benadering

e{x) = plx) - £(x).

We spreken van benadering in de Chebyshefse zin, als het poly-
noom zo gekozen wordt, dat de grootheid

E = max (abs(e(x)))
a€x =b

geminimaliseerd wordt. {(Het principe van "minimale maximale fout".);

#ij zullen nu bewijzen, dat door gencemde eisen het polynoom p(x) .
eenduidig bepaald is en dat als f(x) zelf niet een j;olynoom van
graad S n is de maximale fout minstens n + 2 maal wordt aangeno-
men, precieser: dat er minstens n. + 2 punten x[i] zijn zodat

a<sx{o] <x[1] < coiviin<xla] < xln+1]sw,
en ﬁoor alle i: '

e(x[i]) =+ B+ («D T

of voor alle i

e(x[i]) = -~ E» (-1 T1 - geldt.

Ay

de fout e{x) met alternerend teken zijn extreme waarde aan. Wij
noemen dit de '"eigenschap van alternerende extremen".

Laat p{x) een polynoon zijn, dat niet voldoet aan de eigenschap
der alternerende extrenen. Dan kunnen we een polynoom clx),
eveneens hoogstens van de n-~de graad, construeren, zodat in alle
punten y, waarvoor geldt
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max (abs{e(x))J
asx<sh

abs(ely))

I

gelden zal dat

sgnlc(y)) sgnle(y)) .

Het polynoom c¢{x) heeft in alle punten, waar e(x) zijn maximale
absolute waarde aanncemt, dus hetzelfde teken als e(x) en dit
betekent, dat we een zodanige positieve )\ kunnen kiezen, dat

plx) = A » c(x)

een betere benadering is. lmmers, als we langzaam A van O af
laten groeien, dan begint de grootheid

max (absip(x) - A * c(x) - £(x))

af te nemen. We laten A zolang groeien, totdat ergens voor een
of andere waarde van x een nieuw maximum opduikt. Hiermee is dus
bewezen, dat de beste benadering in de Chebyshefse zin voldoet
aan de eigenschap der alternerende extremen.

De eenduldlgheld is nu gemakkeli jk bewezen; stel, dat er twee

polynomen p'(x) en p"(x) zijn (met fouten e'(x) resp. e"(x)),
zodat voor beide geldt

max (abs(e*(x))) = max (abs(e"{x))) = E.,
a=sx<h T asx<b :

Van het gemiddelde polynooﬁ p"'{x) = (p'(x) + p"(x))/ﬁigeldt
kennelijk, dat

e"'(#) = (e'(x) + e"(x))//a
waaruit volgt, dat

max (abs(e"'{x))) s B
asx<b

dat dit maximum <K is, is uitgesloten, want dan waren de poly-

nomen p'(x) en p"{(x) geen 'beste benaderingen". Hieruit volgt,
dat

max Cabs(é”'(x))) =
agsx=<b

en dat - blijkens het reeds bewezen gedeelte van deze stelling -
abs{e"'(x)) in minstens n + 2 dit maximum aanneemt. In die minstens
n + 2 punten moet p'(x) = p"(x) gelden en dus zijn ze identiek
gelijk. (Dit zou al volgen, als p'(x) = p"(x) in n + 1 verschil-
lende punten!)
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De beste polynoombenadering van de n-de graad in de Chebyshefse
zin is dus uniek en voldoet aan de eigenschap der alternerende
extremen. Het is dus niet uitgesloten, dat - toevallig - de

fout e{x) absoluut zijn extreme waarde vaker dan n + 2 keer aan-
neent. :

Tot slot bewijzen we de omgekeerde steiling: Als een n-de graads
polynoom q(x) voldoet aan de eigenschap der alternerende extre-
men, dan is q(x) de inderdaad de beste benadering in de Cheby-
shefse zin.

Imuers. Volgens de veronderstelling geldt, dat, als

M = max (gbs(q(x) - f(x))) )

asx<hb
de functie
alx) - £{x)

deze waarde in minstens n + 2 punten met alternerend teken aan-
neemt. '

%ij nu p(x) het volgens de vorige stelling de unieke beste be-
nadering en 215, als boven,

E = max (abs(p(x) ~ f(x)))} .
asx=hb

Uit het feit, dat p de beste benadering is, volgt dat M= E moet
zijn. We zullen bewijzen, dat M = E is, door te laten zien, dat
M > Z tot een contradictie aanleiding geeft.

Beschouw dan nl.
alx) = p(x) = (glx) -~ £(x)) - (p(x) - £(x)) .

In de n + 2 punten, waar gq(x) - f(x) zijn extreme waarde + M
aanneemt, heeft q(x) -~ p(x) dan hetzelfde teken als q(x) - f{(x),
dwz. alternerend teken. Daar tussen liggen n + 1 nulpunten, wat
voor het n-de graads polynoom g(x) - p{x) zoals bekend te veel is..
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Het probleem om voor een gegeven functie op het interval [-1 1]

de beste n~-de graads benaderlng te bepalen is over het algemeen
vrij lastig. Als de coefficienten van de Chebyshefreeks snel con-
vergeren is het in de praktijk meestal voldoende om de Chebyshef-
reeks na de n-de term af te kappen. Als we de coefficienten van de
reeks tot onze beschikking hebben, is daarmee het probleem dus
min of meer opgelost. Als we die niet tot onze beschikking hebben,
maar desalniettemin gronden hebben om aan te nemen, dat ze redelijk
snel naar nul zullen gaan, dan weten we dus dat de fout van ce be-
nadering in eerste instantie gelijkvormig zal zijn met het n+l1-ste
Chebyshef-polynoom, maw., de plaatsen, waar het n+1-ste Chebyshef-
polynoom zijn extrema aanneemt zijn over het algemeen geen slechte
schattingen voor de plaatsen, waar de fout van de n-de graadsbena-
dering zijn extrema zal aannemen,

Als (de) n+2 punten, waar de fout van de beste benadering zijn ex-
treme waarde aanneemt, bekend zijn, dan is het de beste polynoom-

benadering in principe als volgt te bepalen. Zij dit de punten x[i]

Men bepaalt dan twee 1nterpolatlepolynomen van de graad n + 1,
F en E, :

F(x[i])

f(#[i])
en

Bx{i]) = (-1 1

1l

en kiest dan het lineair compositum G = F + ¢ » E zodanig, dat
dit een polynoom van de graad n wordt. Dit polynoom mazkt in de
punten x[1i] de fout + .

Men kiest als punten x[i] aanvankeli jk de plaatsen, waar Tin+ 1](x)
extreem wordt en berekent aldus het polynoom G. Meestal is daarmee .
de kous af. Het is natuurlijk mogelijk, dat op andere punten de
functie G een afwijking van f heeft, die absoluut aanzlienlijk gro-
ter is dan abs(e). In dat geval bepaalt men de nieuwe ligging van
de extremen van de fout van G en gaat men hiermee het spel herha-’
len. Dit proces pleegt te convergeren.
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2. GAUSS-INTEGRATIE

2,1 Legendre-polynomen

Het Legendre-polynoom P[hJ(z)iis gegeven door

P(n](2) = m * (a'dz)n (z® - 1), (1)

Het is duideli jk, datAp[n], als n-de afgeleide van een polynoom
van de graad 2.* n, een n~de graadspolynocom is.

We zullen laten zien, dat deze polynomen onderling orthogonaal

zijn op het interval [-1,+1] ten opzichte van een constante ge-
wichtsfunctie w(z) = 1. (Zoals ze boven gedefinieerd zijn, zijn
ze niet genormeerd.)

Opm. 1

Aangezien de n-de afgeleide van een even functie dan en slechts dan
even is voor even n, volgt dat P[n](x) een even functie is voor
n = even en een oneven functie voor n = oneven.

Opm. 2

Als we bedenken, dat (2% -~ 1) = (2 + 1)(z - 1), dan is het gemak-
. kelijk in te_zien, dat P[n](1) = 1; met de vorige opmerking volgt
dan, dat P[n](-1) = (-1)Tn. '

De orthogonaliteit tonen we als volgt aan. Te bewijzen is, dat

0 voor m > n. ¢

) 1
(P[m],P[n]). = f P{m](2)* P[n](z)» dz
-
2T(n + m) « (n!) » (m!) « (F[m],P[n]) =
+1

Iﬁ (j%)rn. (22 - 1)Tnt(é%)Tm. (zz'“ )Tm +dz =

I

+
_[1 Gf=. 5= 0las WG @~ 1) L= - Dlw) -

T

‘d 4, o d “
-[1_ (E-).T(n +‘1> . (2% - ‘l)Tn*(E)T(méﬂ. (za-q)rm.fi}

; 2 ‘ S S
" (omdat (z° - 1)Tm in +1 en -1 een m-voudig nulpunt heeft, zijn de"
‘eerste m - 1 afgeleiden in de¢ eindpunten = O en valt de stokterm
nu - en straks - weg.) . :
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Dit proces herhalen we nu nog een keer, en -we vinden i

. . e

(-1)T(n +1) » j (Ed;)T(Etn+ 1) (2P ‘I)Tnt (d—d;)T(m-n- 1).(5-1)Tm*dz. -
=1 _

De eerste factor van de integrand is echter identiek = 0, zodat de
hele integraal # O is, waarmee de orthogonaliteit bewezen is.

We weten dus dat alle nulpunten van de polynomen P[n] reeel en.
enkelvoudig zijn, in het iawendige van het gebied [-1,+1] liggen,,
"elkaar omvatten" en tenslotte, dat drie opeenvolgende polynomen
aan een lineaire recurrente betrekking voldoen. Omdat de polyno-
_men P[n] even/oneven zijn als n = even/oneven, is een van de co&f-
ficienten = O en kunnen we stellen

P[n](z) = (a{n] » 2z) » P[n - 1](2) - b[n] * P[n - 2] (z).
| (2)

De vraag is, of wij deze co8fficiénten kunnen bepalen. De coef-
fieienten a[n] is zeer gemakkelijk te bepalen als we bedenken dat

ala] = ¢[n] /¢ln - 1]

als C[i] de coefficient van de hoogste macht van z is P{i](z).
Deze is ontstaan door i=voudige differentiatie van de hoogste
macht van z in (z2® - 1)[i, dwz. van z?(z » i). Dit levert, met de
constante factor in (1) op

: 1 (2+3)1
¢lil = sman Y

‘zodat

1

¢la] /cla 4.

)y L 2l (e ]2
T 2Tns(an)T2z T (2*n-2)1

a[n]

(2¢n)»(2sn-1)  2#n-1
2% nﬂﬁi‘:- - n

waarmee een van beide coefficienten bepaald is., De andere volgt
dan onmiddellijk, als we in (2) z = 1 substitueren en bedenken,
dat P[i](1) = 1 voor alle i. ' :

Zo ‘vinden we _ |

n . P[_n](z)_ = (2en=- 1) zr* B{n - -1](2.) - (n - 1) «P[n- 2}(z) 7
o | - (3)
'Opm. -

(Uit P[O](Z)'=v1 en,P[j](z) = z en boven gegeven recurrente be-
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trekking volgt, dat de polynomen (n!) « P[n]{(z) gehele coeffi-
cienten hebben.)

Integratieformules van Gauss

. In het volgende zullen we ons beperken tot benadering van

+1

f £f(x) ; dx .
-1

Als oorspronkelijk gevraagd is, om de integraal van a tot b uit te
rekenen, dan kunnen we die met een eenvoudige lineaire transforma-
tie van de integratievariabele tot het standaardgeval herleiden.

Wij stellen ons voor de integraal te benaderen door een lineair
compositum van integrandwaarden, dwz. we schrijven '

+1

n .
f £(x)*dx = > (e[k] » £(x[x])) + R . (1)
-1 ‘ k=1

Hier is R de restterm en ons streven zal zijn, om R voor "nette
functies" zo klein mogelijk te houden. De punten x[k] ~ de enige

‘punten,. waarin de integrand uitgerekend wordt - heten de "steun-

punten”, de bijbehorende c[k] de "gewichten". Steunpunten en ge-
wlchten zijn onafhankelijk van de integrand.

Stel dat bij zekere keuze van c[k] en x[k] (1< k < n) in (1) de
restterm R = 0 is, als we voor f een. willekeurig polynoom van graad

m (of lager) kiezen, maar R # 0 is voor sommige rolynomen van de '
graad m + 1, dan zeggen we dat degze integratiemethode de precisie- -
graad m heeft. We interpreteren de bovengestelde eis dat R voor
nette functies klein is, nu (enigszins arbitrair) door te eisen:
bepaal de steunpunten xtk] en de gewichten c[k] zodanig, dat de

precisiegraad van (1) maximaal is.

De precisiegraad m = n + 1 halen we beslist, want die halen we
zelfs als de ligging van de punten x[k] voorgeschreven is. Door
deze n punten leggen we het interpolatiepolynqom van Lagrange

-

p(x) = > f(xtk]) « Lik](x)
¢ k=1 :

' n ' L | _ |
el = | | Gl 2)
i=1 ‘

itk

waarin

is. Uit deze definitie volgt, dat L{k](x[i]) =5 [k,i],
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zodat plxik]) = f(x{x]). als f nu een polynocom van.hoogstens
de graad n - 1 is, dan is p(x) = f(x) en we halen de precisie~
graad n - 1 door te kiezen

+1

c[k] =I L[k](x) * dx .

Een precisiegraad m = 2 « n is niet haalbaar.
Kiezen we nl. voor

n
£(x) = Pznlx) = T ] (x - x[i]) T2,
i=1

dan is Pzn(x[i]) = O en overal slders is Pzn(x) > 0, zodat toe-
passing van (1) geeft

+1

n . .
R=R+ >_ (Pzn(x[1]) » <¢[k]) =f Pzn(x) dx > 0.
i=1 =1

We zullen nu bewijzen, dat de precisiegraad m = 2 4 n - 1 wel
haalbaar is. Een dergelijke integratieformule heet '"een integra-~

tieformule van Gauss", :

Bij de rij, vooralsnog onbekende, steunpunten x[k] voeren we in
een polynoom van de graad n, nl.

n
pnix) = T_T-(x - x[k]).
' k=1

2ij nu f een polynoom van de graad <2 » n - 1; dan is het ver-

" schilpolynoom

Il
Cvlx) = £(x) - > (£(x[k]) « L[x](x))
k=1

eveneens hoogstens van de graad 2 * n - 1, Omdat v(x[i]) = O voor
alle 1 € i €n bevat v(x) het polynoom pn(x) als factor en kurnen
we v(x) schrijven als

vix) = g{x) « pn(x)

waarbij g(x) een polynoom met graad < n - 1 is.
We kunnen dus f(x) schrijven als

n ° N
flx) = > (£(x[k] » L{k](x)) + g(x) * pn(x).
k=1 , .

Substitueren we dit in (1) dan vinden we voor R de gedaante
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n +1 +1 _
R = Z(f(x[k])(f L{k](x) » dx - ¢[k])) +f g{x)* pn(x) » dx.
k=1 -1 -1

Onder dé bijvoorwaarde dat g(x) = O zijn de waarden f(x[k]) nog
vrij kiesbaar; onder die voorwaarden (f is dan algemeen een po-
lynoom van de graad n ~ 1) moet R beslist = O zijn, zodat

+1 .
efk] = j; Llk](x) » ax. (3)

Met andere woorden: als de x[k]'s bepaald zijn, dan volgen daar-
uit de c[k]. Uit (3) volgt dat

. +1
R:—'f,

g{x) » pn(x) * dx
29 4

en we zien, dat (1) .de precisiegraad dan en slechts dan de preci-
siegraad 2 * n ~ 1 heeft, als de punten x[k] zo gekozen zijn, dat

+1

f g(x) « pn(x) » dx = 0 ()
1

voor elk willekeurig polyncom g(x) van graad <n - 1.

Maar we kennen het n-de graadspolynoom, dat orthogonaal staat op
alle polynomen van lagere graad, nl, het polynoom van Legendre. -
De conclusie is, dat de precisiegraad m = 2 +« n - 1 haalbaar is,
‘mits we als steunpunten x[k] de nulpunten van het Legendrepolynoom
P[n](xl-kiegen. Het is in dit verband een geruststelling bewezen .
te hebben, dat deze n nulpunten reeel en verschillend zijn en alle |
liggen in het interval [-1,+1].

Opm.
De bijbehorende coefficienten c{k], zoals ze door (3) gegeven

zijn, zijn alle positief. Dit bewijZen;we,met,eenﬂtrucjeJrBesﬂdv,Wﬂf
schouw voor vaste k het polynoom van de graad 2 = n - 2:

Lk](x) « (L[x](x) - 1).
Omdat L[k](x{i]) = 8[i,3] is dit polynoom in alle punten x[i] ge-
lijk aan nul (voor i # k wegens de eerste, voor i = k wegens de
laatste factor.) We kunnen dus schrijven

L{k](x) « (L[k](x) ~ 1) = glx) » pa(x)
waar g(x) een polynoom van de graad n - 2 is.

Volgens (4) geldt dus
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+1 +1

L{k] {x) « (L[k](x) - 1)« dx = j1 g(x)wpn(x)*xdx = O
21 J

zodat

+1 :+1
jﬁ LEk](x) » dx = j' (L[k](x))TE « dx .
=1 =

Het linkerlid is echter = c¢lk], terwijl het rechterlid > O is,
waarmee het gestelde bewezen is.

Het feit, dat alle c's positief zijn, is heel belangrijk. Het
stelt ons nl. in staat te bewijzen, dat we in het geval van een
continue integrand, een willekeurig goede benadering van de in-
tegraal kunnen krijgen door maar genoeg punten te nemen, Precie~
ser zij Sin](f) de benadering voor

PR

41 £(x) » dx

die men krijgt door gebruik te maken van de n-punts integratie-
formule van Gauss.

Dan geldt voor iedere continue functie f

+1
lim 8[n](f) = j1 £(x) dx .

N oo -1

Bewijs

Bij elke & > O kan volgens de approximatiestelliag van Weierstrass
bij een continue functie f een polynoom p gevonden worden, zodat

max (abs(f{x) - p(x)))< e .
-1=x =1 '

Stel, dat p de graad N{e) heeft. Dan geldt exact

+17

S[n](ﬁ) = j1 plx) dx

mits N{e) =< 2 » n - 1.

Verder is

_ i '
abs(S[n](£)-S[n](p)) =abs(> (e[d)s (F(x[i])- p(x[i]))) <
i=1
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n : L
<> abs(eli]» (FGfi]) - p(x[i]))) s & «» > avslc[i]) =
i=1 i=1
n
=g =x Z C[l] =2 * E o
i=1 )

(Opm. Het eerste ongelijkteken rust op het feit, dat de absolute
waarde van een som niet groter kan zijn dan de som van de abso-~
lute waarde van de termen. Bij het tweede ongelijkteken is een
beroep gedaan op Weierstrass; bij het volgende gelijkteken is

een beroep gedaan op het feit, dat alle c[i] > 0 zijn. Het lastste
gelijkteken berust op de relatie

n
> c[i] = 2
i=1
welke onmiddellijk volgt, als we bedenken, dat de integratie-
formule van Gauss exact moet zijn voor het O-de graadspolynoom
flx) = 1.)

Anderzijds geldt

| '
abs(Ji f(x) » dx - $[n](p)) =
21

+1 ‘ +1

= abs( f(x) » ax - j‘ plx) » dx) =
1 IR A
+1 +1
= abs&[ (f(x) -~ p(x)) « ax) = jﬁ € » dx = 2 % &
21 : ‘ o

Combinatie van deze twee resultaten geeft ons

+1
abs(j- f(x) » dx - S[n](£)) < & »e ;
-1 .

aangezien € wiliekeurig klein gekozen kan worden, is hiermee het
gestelde bewezen. '

Opm.

Het positief zijn van de c¢[i]'s en het feit, datjiZc[i] bekend

is, garandeert, dat ook 2> abs(c[i]) begrensd is. Omgekeerd geldt,
dat als ook negatieve ¢[i]'s voor mogen komen, - wat bij sommige
andere integratieformules het geval is - dat dan EZﬁbs(c[i]) in-
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derdaad niet meer begrensd hoeft te zijn. Dergelijke rormules
hebben het nadeel, dat men niet gegarandeerd een betere bena-
dering hoeft te krijgen, als men meer punten neemt.

-

Een kwalitatieve schatting van de restterm

We zullen niet een algemene schatting van de restterm geven. In
plaats daarvan zullen we laten zien hoe de restterm, in het sim-
pelste geval, dat deze niet nul is, van de interval-lengte af-
hangt.

We beschouwen daartce een willekeurige integratie-formule met
precisiegraad m = M ~ 1 (de volgende beschouwing is niet gebonden
aan Gauss-integratie) voor het standaard-interval{ -1,+1] en be-
kijken de fout, die gemaakt wordt als we met deze integratie-
formule xTM integreren, dwz. het eerste polynoom, dat door deze-
formule niet meer exact geintegreerd wordt.

Als { gedefinieerd is als €= (b - a) / 2, dan wordt de inte-
graal

b

f flx) » dx

a
door de substitutie y = (x = a - {) /& , awz.
‘x=a+‘{+'8ty

herleid tot een integraal op het standaardinterval [-1,+1] aen
wel met

gly) = £f(a + £+ L« y)-/afTM

, . +1
'E.T(M + 1) tf gly) = ay.

De definitie van g(y) is van een extra factor fT( M) voorzien,
om ervoor te zorgen, dat als f(x) = xTM dat dan g(y), dat dan
ook een M-de graads polynoom is, ook een 1 als coefficient van
de hoogste macht heeft.

Als wij nu de integraal over y met een formule van de precisie-

graad m = M - 1 benaderen, dan wordt de fout alleéen bepaald door
de fout die gemaakt wordt bij de integratie van :

+1

f yoay.

Noem deze fout c¢; dan volgt hieruit, dat de fout, die gemaakt wordt:
bij integratle van a naar b van een M-de graads polynoom met hoog-
ste macht coefficiént = 1 met t= (b -~ a) / 2 gelijk is aan
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CI‘vET(M+1) .
Omdat we ons hier toch niet in de grootte van ¢ zullen verdie-
pen, kunnen we ook de restrictie van de gegeven coeéfficient van
de M-de macht laten varen, en concluderen dat de fout, die bi]
integratie van een M-de machts polynoom met behulp van een for-
mule met precisiegraad m = M - 1 gemaakt wordt, evenredig is
met de (M + 1)-ste macht van de integratieweg, ongeacht zijn lig-
gingl

Hiermee is ons een strategie gegeven om de integraal
b

j1 f(x)dx

a

te berekenen met behulp van bv. de 3-punt Gauss-formule. Deze
heeft een precisiegraad 5. Als wij nu de Gauss-formule een keer
over het hele gebied toepassen, en vervolgens een keer op het
gebied van [a, (a + b)/’a] en het gebied [(a + b) /2, b}, dan we-
ten we, dat de fout in de som der beide laatste integralen in
eerste benadering 2 s 2[(~7) = 27(- 6) maal de fout in de eerste
benadering is. Op deze manier krijgen we althans een indruk van
de orde van grootte van de gemaakte fouten. Dergelijke overwe-
gingen kunnen ook gebruikt worden om de onderverdeling van het
interval aan de vereiste precisie aan te passen; wij zullen hier
later op terugkomen. '
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3. VOORTGEZETTE HALVERING

In het volgende zullen we ons, om schrijfwerk te besparen, beperken
tot de benadering van de integraal o

1

j‘ f(x) dx.

[+

De grofste benadering vinden we als we op het hele interval de ZZ.
"trapeziumregel" toepassen,

?[1] = (£0) + £(1)) /2

dwz. (de lengte van het interval maal) het gemiddelde van de waarden -
in begin en eindpunt. De precisiegraad van deze integratieformule
is = 1, de formule is exact, als f een eerstegraadspolynoom is.

t
/P :
£(0) -
o 1 —>

(Opm. De precisiegraad kan niet 2'zijn, want als f een parabool is

van deze gedaante, dan is T[1] = O terwijl de integraal dat perti-
nent niet is.) .

Een volgende stap in de benadering krijgen we, wanneer we het interval
in twee gelijke helften delen, en op beide helften de trapezium-regel
toepassen.

Deze deelbijdragen noteren we als t(1/4) en t(3/4) omdat 1/4 resp.
3/% de middelpunten van de gebieden zijn, waarover we de trapezium-
regel toepassen (in deze notatie is dus T[1] = t(1/2)), dan vinden we




£(1/4) = (£(0) + £(1/2)) /b

en

t(3/4) = (£€1/2) + £1)) /i .

Onze nieuwe benadering voor de gehele integraal is dus de som van
deze twee, dwz.

T{2] = t(1/4) + t{3/4) =
f(b)/h + £C1/2) /2 + £(1) /4
= (P[1] + £C1/2)) /2 .
We vinden T{2] dus als het gemiddelde van T{1] en de functiewaarde

in x = 1/2; onze benadering is nu exact, wanneer f(x) door twee rech-
te lijnen voorgesteld kan worden, Lv.

A

1 —

~
Eal A

Wij kunnen dit herhalen, door het %otale interval in vieren te ver-
delen, -dwz. de boven beschreven ha'veringsmethode op beide helften
toe te passen. e vinden dan

De volgende bernadering in deze reeks is

: £(1/8)+£(3/8)+£(5/8)+£(7/8)
(4] = (T[3] + L0 2 ) /2

~etc. Men vindt T[i + 1] uit T[4i] door

a) de functie f te berekenen in alle punten, die midden tussen twee
opeenvolgende steunpunten van T[d] liggen; _

'b) het gemiddelde t van deze functiewaarden te nemen;

.~ ¢) het gemiddelde van t en ‘P[i] te nemen.
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T[}} is dus de integraal die we krijgen als we de functie benaderen
door een koordenpolynoom. Als de functie f(x) continu is, is f(x)
. gelijkmatig continu en is het gemakkelijk om te bewijzen, dat

.
lim T{n] =f f{x) » ax.

Il o [#]

Alle T[i]zijn natuurlijk exact gelijk aan de gezochte integraal,
wanneer f een lineaire functie is. Als wij zouden weten, dat f een
2-de graads-polynoom is, dan kunnen wij ons de vraag stellen, of we
de limiet van deze reeks op grond van zijn convergentiegedrag niet
kunnen extrapoleren. Dit kan inderdaad. Schrijven we

1

1] =f £(x) dx + R[i]

[+

dan weten we dat op grond van het feit, dat de precisiegraad van
T[i] gelijk m = 1 is en de beschouwingen van 8 2.3, dat

R + 1] = RE] /2N + 1) = B[] /4
is.
Als we deze relatie gebruiken, om tussen

1

[i] =f £(x) « dx + R[1]

0

en

1
T[i+1]=f £f(x) » dx + R{1i + 1]
Q

de restterm te elimineren, vinden we als uitdrukking voor de integraal

1

[ o+ an - anlistiata

¢}

Dit zou exact zijn, als f(x) een tweedegraads polynoom was, als we
dit niet weten, dan kunnen.we deze lineaire composita slechts als
benaderingen voor de integraal beschouwen, en we schrijven dus

‘S[i] = 4*'Tfig1]-Tfi] voor i = 1,2,3,k.....

De benaderingen $[i], S[2], S[3] ..... heten de benaderingen volgens
Simpson.
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Cpm.
Als wij 3[1] = (4 s T[E] - T[1])//3 in functiewaarden uitschrijven,
dan vinden we

S[E]=(£00) + 4 » £(1/2) + £(1)) /6.

In deze vorm is "de regel van Simpson" het meest bekend. De waarde
S[i] kan worden uitgelegd als de integraal van de parabool door de
drie steunpunten f(0), £(1/2) en £(1); S[2] is de waarde van de in-
tegraal van de benaderlng, die men krijgt door beide helften van het
integratiegebied separaat door een parabool te benaderen, etc.

De regel van Simpson is niet alleen exact voor polynomen van de 2-de
graad, maar ook voor polynomen van de 3-de graad. Dit volgt uit de
algemene stelling dat een integratieformule waarbi]

1) de steunpunten symmetrisch ten opzichte van het midden van het
integratie-interval liggen, en

2) de functiewaarden van aldus aan elkaar toegevoegde steunpunten met
hetzelfde gewicht in rekening gebracht worden

nooit een even precisiegraad kan hebben.
Dit bewijst men, door te laten zien, dat, als een polynoom van de

graad 2 * m exact gelntegreerd wordt, dan ook een polynoom van de
graad 2 * m + 1 exact geintegreerd wordt

Z2ij d = (a + b)//2 het midden van het integratie-interval,

Kiezen we voor f een polynoom van graad 2 * m + 1 dan kan dit op één
- manier geschreven worden -als .

£(x) =C a (x -a)2 «m+ 1) + P2m(x)
waar P2m(x) een willekeurig polynoom van de graad < 2 +* m is.

Dan volgt, dat
b

jb’f(x) » dx =‘[ P2m{x) » dx .
A .

a

De'integraﬁieformule-levert gchter
:E:(c[k] « £(x[k])) =

S Celx] » P2m(x[k])) + C oD (c[k] o (x[k]- T2+ m= 1)) .
' ' b

_De eerste som levert volgens de veronderstellihg;[_ P2m{x) * dx,

b T a

maar dat ie gelijk aan‘[ C£(x) « dx; de tweede som is altijd =
: ‘ “a
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waarmee het gestelde bewezen is. (De tweede som is nl. = O op grond

van de volgende overweging: als er een x[k] = d voorkomt; dan is de

- bijbehorende term =° 0 vanwege de factor x[k] ~ d3 voor elke x[k] £ d
bestaat een x[k'] zodat

x[k] - d = ~ (x[k'] - &)

en

H

c[k] = e[k'] .

Omdat de exponent 2 * m + 1 oneven is, vallen deze twee termen tegen
elkaar weg.) s

De constructie van de T's voldoen kennelijk aan de genocemde symme~
trie-eisen, de precisiegraad van de T's is dan ook oneven., (nl. = 1)
Bij de overgang van de T's naar de S'en zijn de individuele steun-
punten niet meer ter sprake geweest en de S'en voldoen dus ook aan
gencemde symmetrie-eisen. Het is bovendien gemakkelijk in te zien, dat
de precisiegraad van de formule van Simpson geen 4 kan 2zijn, waarmee
het gestelde bewezen is. '

Met het gegeven, dat de integratieformules 5 van de precisiegraad

m =3 2ijn, kunnen we analoog aan de stap van T naar 5 nu van S naar
nieuwe integratieformules C overgaan gegeven door

cf1] = (412 « s[1 + 1] - s[s]) / l2 - )

die voor 4-de graads - en dus ook voor 5-de graads polynomen goed
zijn; daaruit construeren we de D's gegeven door

p[i] = (4T3 » c{1i + 1] - c[i])//(hﬁ3 - 1)
goeﬁ voor 6-de en dus 7-de graads polynomen, en daaruit

B[1] = (4T4 « D[i + 1] - D[i])'//(kTh - 1)
etc. en we krijgen op deze manier een heel schema

7[1]

2] s[1]

T[3] s[2] cl1]

{4] s(3] cf2] p[1]

t[s]  s{#]  ¢[3]1 o2l E[1]

L] - - L] - .
- - . . .

precisiegraad:m=1 m=3 m=5 m="7 m=9
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We hebben bewezen, dat als we een stap naar rechts gaan, de precisie-
graad minstens 1, en op symmetrie-overwegingen dus minstens 2 moet .
toenemen; we hebben niet bewezen - hoewel het wel zo is - dat de pre-~
cisiegraad ook niet meer dan 2 kan toenemen.

We hebben gezien, dat bij continue functie f(x)

1 .
lim [n}=F =lf f(x) » dx

n—o0 [o]

iS - i ’ . .
Omdat S[n] het gewogen gemiddelde van T[n] en T[n + 1] is - niet ge-
.wichten die onafhankelijk van n zijn - geldt dus dat eveneens

lim S[n] =

I w00

Op dezelfde manier volgt, dat F = lim C[n].= lim D[n] = lim E[n]

Il 00 - Il o n 4c0

In het bovenstaande driehoekige schema zijn alle benaderingen op
eenzelfde regel afgeleid van dezelfde steunpunten. In de praktijk
- zal men dit schema niet voortzetten totdat in de rechter onderhoek
de getallen in het gewenste aantal cijfers met elkaar overeenstem-
men.

Atle T[i], s[il, c[i], D[i], E[i] etc. zijn lineaire composita
van functiewaarden in de steunpunten: zij zijn alle te schrijven
in de vorm

jg:c{k] « £(x[k]) .

Het kan aangetoond ‘worden, dat alle c[k] = 0 zijn, een conclusie,

die ons niet zo hoeft te verbazen, gezien het feit, dat zowel naar
onderen als naar rechts de benaderingen in het driehoekige schema

allen de integraalwaarde F als limiet hebben.

Tenslotte willen we van de reeks T[1], S[1], C[1] etc. bekijken de

precisiegraad m, het aantal steunpunten N en de graad Ni het inter-
.polatiepoliynoom door: functlewaarden in de steunpunten.

formule m

N Ni
{1 1 2 1
s[1 3 3 2
¢l 5 5 4
D{1 7 9 -8
BL1] 9 17 16

o h




g

Wij hebben de graad Ni van het interpolerend polynoom erbl) geschre-
ven om onze integratieformule te kunnen vergelijken met die van Cotes.
men zg. integratietormule van Cotes heeft betrekking op Ni + 1 aequdi-~
distante steunpunten en levert de integraal van het interpolerend po-
lynoom van de graad Ni. (Men leidt bv. de bijbehorende gewicnten af,
door te eisen dat de polynomen 1,x.xT2,...,xT(Ni) alle exact geinte-
greerd worden; men vindt op deze wijze de Ni + 1 lineaire vergeiijkin-

. gen-voor de Ni + 1 onbekende gewichten.)

T[1], S[1] resp. C¢{1] zijn identiek aan de. 2-punts, 3-punts, reap.
S-punts formule van Cotes., Vanaf D[1] is dit niet meer het geval:
hoewel Dl1] van 9 steunpurten gebruik maakt, is hij slechts goed voor
een 7-graads polynoom en dus niet meer voor het B-ste graads inter-
polatiepolynoom van Lagrange. Dat hier de wegen scheiden is maar goed
ook, want als we de coefficieénten van de integratieformules van Cotes
berekenen, dan zullen we merken dat bij de 9-punts formule voor het
eerst negatieve gewichten gaan optreden.,

Opnm,

De formules S{1] en C{1] - dus de Cotes-integratieformules voor 3-

en 5 punten - zijn erg geliefd, omdat wij zien, dat de precisiegraad
‘van deze integratieformules 1 hoger is dan we op grond van het aantal
steunpunten zouden mogen verwachten., Speciaal de formule wvan Simpson
mag zich in grote sympathie verheugen, en wel om twee redenen, ten
eerste omdat de winst van de extra graad hier gemarkeerder is, ten
tweede, omdat de schatting voor de restterm voor het geval, dat de
functie niet een polyncom is, uitgedrukt wordt in een lagere afgelei-
de dan in het geval van de vijf-punts formule. Om met vertrouwen van
de formule van Simpson gebruik te kunnen maken, hoeft men dus minder
drastische veronderstellingen over de differentieerbsarheid van de

functie te maken. | :
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4. FORMELE MACHTREEKSEN

Als wij definieren (voor n= 0)

{,1

K[n} = 2

£Th » exp((1 - t) « 8) + at

dan vinden we door partiele integratie

1

K[n] = exp((1 - t) s 8) » atT(n + 1))
: -0
’ 8
= E%T e exp((1 - t) »8)e tT(n + 1)/// v il K{n + 1]
[»]
=ﬁ+n+1 « K[n + 1],
dwz. een recurrente be‘-crekking voor de K's.
Anderzijds geldt
1
klo] = J exp{(1 = t) «8) s dt =
1
—6T(=1) « exp((1 - t) »+8) /
, o
o1 » (e To- 1)
dus geldt
of6 = 1+ 8 4 K[0] (4.0)
=1+6+072 4 K[1]
=14+0 + 308f24+ 36T3. x(2]  etc.
'algeheen: '
e . |
elo=3 (oli/(aty e fr f tTe o o1 = t) v0) o 0Tt + 1) « at.
1-—’0 (o} . (#'1)

Passen wij deze formule (4.1) toe voor eToen eT(-e), met m = 2
dan vinden we, als we schrijven
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efo = & | | (4.2)
na optelling

- |
E+Ef(-1) =2 +0T2 4 EL' .f 12 « ET(-t)-8Nt-1))s0T3 « at .
° (4.3)

Passen we formule 4.1 toe met m = 3, voor eTQ en eT(-G), dan vinden
we na aftrekking

L1

E-EN-1) = 2+6+0673/3 + 1/6.j t13. BT -t)-ENt-1)) c0Ts » at .

[

Als wij hiepr cen factor 8 rechts buiten haakjes halen en in de 2-de
term voor efa substitueren wat we uit (4.3) daarvoor oplossen, dan
| vinden we :

E - Bl(-1) =

. . _ ,
(B/3 + 4/3 + ET(-1)/3 +1/6 f t25 (£ = 1)« (B)1-t) - EXt =~ 1) 46T34at)- 0
¢ - ; (ko)

Tbt zover hebben we niets formeels gedaan: dit komt nu, doordat
we E en 0 (en daarmee linker en rechterlid van 4.4) als operatoren
gaan opvatten.

We stellen - bij vaste h - dat
'@ =h « = . ' | (4.5)

. De enigé zinnige interpretatie, die we _dan aan E =>eT6 geven kunnen
is de verplaatsingsoperator - immers ETE is dezelfde functie van
2 » h als E van h is, maw. ~ :

Bf(x) = h « £'(x) en Ef(x) = £{x + h).
.Dat deze interpretatie consequent is, zien we als we op deze manier

de eerste regel van 4.0 proberen te lezen. De operator K[b] is dan
gedefinieerd docor .

Fal 1

JET(1-1;)udt;

Q

~we gaan nu beide zijden van de eerste regel van 4.0 laten opereren
~ op de functie f(x).

De linkerkant levert opB.f(x) = f(x + h). De rechterkant levert ons,
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wanneer we de integratie over t tot het laatst uitstellen:

1

f(:&) + h --f EN1 - ¢) .8 . f(x) »dt =
4 _

£(x) + h vf- ‘ET(‘I - t) . £ (x) » at =
f(x) + h j1 £'(x + (1 = t) « h) & dt =
8] .

f(x) +ljh f'(x + u) » du = f(x + k)

]
zodat inderdaad aldus opgevat beide zijden aan elkaar gelijk zijn.

Met deze ervaring gewapend gaan we nu beide zijden van 4.4 loslaten
op de functie F(x), waarbij we

Fr(x) = £(x) of 8 . F(x) = h » £(x)
noemen. (Met andere wqoraen F(x) =pr(x) + 4x.)

De linkerkant is eenvéudig: deze levert

(&8 ~ BT(-1)) . F(x) =F(x + h)«F(x=h) =j f(x) » dx.'
S X~h

. In de rechterkant beginnen we de factor®, die buiten haakjes is ge-
haald te laten opereren op F(x) omdat 8.F(x) = h « £{(x) wordt de
rechterkant dus een uitdrukking in f en zijn afgeleiden, nl.

(/3) « (£(x = h) + 4 « £(x) + £(x + h)) + R T (4.6)
waarin de restterm R gegeven is ioor

1 : ' ‘
R = hT4/6..J tl2 « (£ - 1) e {£"9(x +(1-1%) » B) = £"'(x=(1-1t) ¢ h)}dt

gjﬁu_is de uitdrukking tusseﬁ‘accola&es gelijk aan

2.11‘(1-1:)-1‘ (x+E*h)

. voor zekere £ waarvoor geldt abs(&) < 1 - t. Hieruit volgt, dat
“-voor zekere 7 voldoend aan abs(n) < 1 geldt




‘De kopterm van 4.6 geeft ons de 1ntegratleformule van Simpson

{over een traject 2 =« h) 4.7 geeft ons de restterm uitgedrukt in

h en de vierde afgeleide van f ergens in het ‘interval. Hieruit volgt,
‘dat het niet zonder meer veilig is de regel van Simpson te gebrui-
ken,
geleide van de integrand een singulariteit vertoont.

' het proces - een idee hebben over een geschikte stapgrootte h,

. nen -nu de bijdrage tot de integraal van x1 tot x1 + 2 * h op-
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L1

R=-t(x4+n 4h)snl5/3 .j tToa (¢ - T2+ at

o}

Yx+ 1 en) « 015/3 « (1/5 = 2/4 + 1/3)

H

= -tV (x4 n + h) « nl5/90. ' (4.7}

zelfs niet met een heel klein interval, wanneer de vierde af-

Integratieprocessen met zg. "zelfzoekend interval!

Stel, dat wij voor een gegeven functie f(x) de bepaalde integraal

b
J fi{x) « dx

a

willen berekenen met een eindige absolute precisie e . Om dit te
bereiken moeten we een geschikte integratiestap h kiezen: kie-
zen we h te groot, dan halen we de gewenste precisie niet, kie-
zen we h te klein, dan doen we te veel wérk. Voorts mogen we
niet verwachten, dat het verstandig is, om over het hele inter-
val met dezelfde integratiestap te werken: over die trajecten
waar de functie f{x) zich rustig gedraagt, kunnen we - en willen
we dus graag ~ ons een grotere stap permitteren. Het volgende

is van toepassing in de veronderstelling, dat h maximaal zo klein
is, dat over een gebied 2 = h de vierde afgeleide van de functie
f{x) als min of meer constant beschouwd mag worden. We beperken
ons om schrijfwerk te besparen tot het geval a < b.

Het idee is, dat als de totale integraal met een absolute pre-
cisie € berekend mag worden, we al integrerend een "foutdlchtheld“
p = £/(b « a) mogen introduceren.

r

Stel, dat we - op grond van een hint of de voorgeschiedenis van
terwijl het integratieproces tot x = x1 gevorderd is. We bereke—

twee . verschillende manieren, nl, door de formule van Simpson é&én
keer op het totale interval [x1, x1 +.2 » h] toe te passen

12 = b s (£0x1) + b o £(x1 + h) C £l s 2 . n)) /3

en door de formule van Simpson op eerste en tweede helft toe te
paasen en de bijéragen te sommeren: ‘
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I1= h*(f(x1)+4vf(xﬂ+.5¢h)52-f(x1+h)+h-f(x1+1.5*h)+f(x1+h))//6 '¥€

k!

x1+2»h X1+2«h

12 = f(x)+«dx+R2 en I1 = f{x)edx + R
x1 x1

dan weten we van de ons nog onbekende fouten R2 en R1 dat onder
voorbehoud van niet wild varierende vierde afgeleide geldt

RZ%‘I()* R1u
Een schatting voor R1 is dus:
R1 ~ R(h) = (I2 - I1) /15.

Omdat we ons een foutdichtheid p mogen permitteren, kunnen we
dus I1 als volgende bijdrage van de integraal permitteren als

abs(R(h)) g 2 «» h = p

Is aan deze ongelijkheid wel voldaan, dan accepteren we deze
stap en gaan bij x1 + 2 « h verlder, anders concluderen we, dat
we met de grootte van h te optimistisch zijn geweest en begin-
nen we opnieuw bij x71 te integreren, maar nu met een nieuwe
(kleinere) stapgrootte. In beide gevallen hebben we de plicht
een nieuwe stapgrootte h' te beslissen.

We doen dit, door op te merken, dat R in eerste benadering even-
‘redig is met de vijfde macht van de stapgrootte..Als

abs(R(h)) = C « hT5 en dus abs(R{(h')) = C = h'TE
dan zoeken we een h', zodat
abs(R(h')) < 2 « h' » p.
Mikken we op de gelijkheid, dan vinden we de vergelijking
neTu

2 +p/C = nf5 « 2 « p//abs(R(h))
of h' =h + (2 » h »p /fabs(R(K))) T.25 .
In de praktijk zal men iets voprzichtiger‘zijn en bv. nemen

M =h « 0.9 % (2% h s p/abs(R(n))) T. 25

(een andere manier is, om vbér de vierde machtswertel een approxi-
matie te gebruiken, die een veilige minorant is.)

We zien hieruit, dat als aan de ongelijkheid

abs(R(h)) < 2 + h + p
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]

ruimschoots veoldaan is, de stap niet alleen geaccepteerd wordt,
maar dat het proces dan vol goede moed met h' > h doorgaat.

Tot slot enkele opmerkingen.

Ten eerste doet men er goed aan om aan h zowel een ondergrens

als een bovengrens op te geven. Bovendien kan men het beste een
bovengrens aan de vergrotingsfactor oplezgen (1.5 of 2 of zo),

dit laatste om te verhinderen, dat als de fouten R1 en R2 "toe-~
vallig" een keer praktisch gelijk zijn, men plotseling verleid

zou worden om met een irreeel groie stap door te gaan.

fen tweede: als we een stap accepteren, kunnen we I1 als bij-
drage tot de integraal in rekening brengen. Een beter antwoord
mogen we verwachten als we in plaats daarvan

I1 ~ R(h)

in rekening brengen, omdat immers R(h) een schatting is voor
de afbreekfout van I1. Doen we dit, dan leveren we e¢en aanmer-
kelijk beter antwcord af, dan gegist, we weten alleen niet meer
hoeveel beter..

Tenslotte: als de gegiste precisie zo hoog is dat we een heel
groqt aantal kleine stapjes moeten nemen, dan moeten we er bij
de opbouw van de integraal voor zorgen, dat we niet door af- ‘
rondingsfouten bij de ortelling der individuele bijdragen sto- -
ringen introduceren.
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5.1

"'t algemeen al bekende.‘- methode voor- integraalberekenlng vin-

Een vergelijking van de eerste orde

Onze differentiéalvergelijking zij gegeven in de vorm
¥y o= fix,y)

of, iets uitvoeriger
d
= yi{x) = f(x,y(x)) ;

voorts dient onze oplossing in een gegeven punt x = x0 te
voldoen aan de randvoorwaarde

y(x0) = y0 .

Deze opgave is een generallsatle van de hierboven beschreven
1ntegraa1bereken1ng, waar

b .
y(b) =f' £(x) =« ax,

a

wat overeenkomt met de differentiaalvergelijking y' lf(x) met
de randvoorwaarde y(a}) = O. Als wij in de straks te behdndelen .
processen voor de numerieke integratie van differentiamalverge-
lijkingen voor het rechterlid beperken tot een functie, die al=-
leen van x en niet van y afhangt, dan zullen we dus een ~ in

den.

Opm.,

In het Nederlands wordt de term "integratie" zowel gebruikt
voor de berekening van bepaalde integralen als veor het oplos~
‘sen van algemene dlfferontiaalvergelijklngen. In het Engels
spreekt men in het eerste geval van "quadrature", in het tweede
van "integratlon"

BlJ de integraalberekening hebben-we ons beperkt tot de beBaalde
integraal _ : :

b . .
l‘ f(x) « dx

en dit herleid tot integratie van x0O tot x1 = x0 + h met pas-
send gekozen stapgrootte h, Bij de differentiaalvergelijking-

y' = £x,y) . met y(x0) =
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zullen we ons analocg beperken tot de - benaderde - berckening
van

y{x1) met x1 =x0 + h,
wederom met passend gekozen stapgrootte h.

Onder gebruikmaking van de analytische gedaante van het rech-
terlid kunnen we differentieren en schrijven:

y" = %;y' %;f(x,y(x) = fx + fy = y'7= fx + fy = £

(met de notatie fx voor g; f{x,y) en fy voor g; fix,y)).

We kunnen dan y(x1) benaderen door y1 door de eersgte termen van
de Taylor-ontwikkeling, bv.

y1 =50 + y'(x0) » h + y"(x0) « hT2//2.

Hier meken we een fout van de orde van grootte hTE, door nog-
maals analytisch te differentiéren kunnen we natuurlijk nog
een term van de Taylor-ontwikkeling meenemen. In de praktijk
wordt het formularium dan vaak al gauw volslagen onhanteer-
baar.

Als de eerste analytische differentiatie al op onoverkomelijke
moeilijkheden stuit, kan men een term minder meenemen en y1
benaderen door _ ‘ '

¥1* = y0 + £{x0,y0) = h. (1)

Hierbij maken we per stap van grootte h een fout van de orde
hl2. We introduceren al integrerend dus een fout met '"fout-
dichtheid per eenheid van x" gelijk aan h, zodat met dit pro-
ces willekeurig goede resultaten te krijgen zijn, door h maar
klein genoceg te klezen. Proces (1) is echter wel heel weinig
geraffineerd.

Exact is y(x1) gegeven door

X1

yi{x1) =\&(x0) + l1 f(xgy).t dx (2)
v)

wanneer we voor ¥y in de integrand de nog onbekende functie
y(x) substitueren. Als we de integraal aan de rschterkant met
de trapeziumregel benaderen, dan vinden we voor y1 als bena-
dering van y{x1) de relatie

¥y1 = y0 + (£(x0,y0) + £(x1,y1)) = h/2. (3

Als rekenschema is dit niet zonde; meer bruikbaar, omdat de
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rechterkant via f(x1,y1) nog van de onbekende y1 afhangt.
(Slechts als de differentiaalvergelijking homogeen is, dwz.
fix,y) van de gedaante

y' = flx,y) = y = F(x)

geeft (3) aanleiding tot een lineaire vergelijking in y1, die
dan direct oplosbaar is.)

In het algemeen zal men (3} iteratief oplossen, door als
schatting voor y1 te kiezen y1*, zoals deze door (1) gegeven
is, waarbij men de iteratie &&n maal ultvoert.
Met de afkortingen

fO = £(x0,y0) en £1* = £(x1,y1*)

wordt het rekenschenma

Predictor: y1*

[}

yO + fO » h , ()

1t

Corrector: y1 YO + (fO + f1*) « h /2.
Dit heet het rekenschema van Heun. Cok dit is weliswaar vrij
ruw, maar eenvoudig en zeer stabiel.

Het is niet moeilijk -~ en wel vervelend - om te verifieren,
dat het proces van Heun per stap h een fout van de orde van
grootte hT} introduceert, Men schrijft daartoce voor 1% een
Taylor-ontwikkeling om het punt (xo0,yo) tot en met termen

van de orde hTE door deze uitdrukking in de corrector van

(4) te substitueren vindt men van de Taylor-ontwikkeling van
y1 de termen tot en met hl3 (omdat £1* dasrin met h vermenig-
vuldigd wordt). :

Daarnaast beschouwen we de Taylor-ontwikkeling
g(x1) = 3O + y' « h + y" & hTE/’a + gr o hT},/6 + v

(zie boven: het totale differentiatieproces naar x moet nog

een keer verder worden voortgezet om y"' te krijgen). Terms-
Zewijze vergelijking tussen de Taylor ontwikkelingen van y1

en y(§1) toont aan, dat le de coefflclent van h|3% de serste
afwijking optreedt. .

wi]j kunnen proberen, om een nauwkeuriger integratieschema te

krijgen door niet uit te gaan van de trapeziumregel, maar te

kijked, of we een lntegratleschema kunnen enten op de formule
van almpson.

Laten wij daartoe eens aannemen, dat wij behalve de¢ startwaar-
de y(x0) = yO ook al de waarde y? = y(x1) aan het einde van

de eerste stap - h tot ornze beschikking inebben; wij stellen
ons nu ten decel om door te integreren tot x2 = x0 + 2 « h.

In dat geval geldt exact ‘ :
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xXZ

v(x2) = y(x0) + £(x,y) = ax
x0

wanneer we voor de y in de integrand weer de nog ounbekende

functie y(x) substitueren. Als wij de integraal.aan de rech-
terkant met de regel van Simpson benaderen vinden we

¥(x2) ~y(x0) + {£({x0,y0) + 4. £(x1,¥1) + f(xé,ykxa))} « h/3

waaraan wij een vergelijking voor y2 als benaderde waarde van
y{(x2) ontlenen, nl.

y2=y0+{f(x0,y0) + 4 —'f(J__c‘l,y‘l)l+f(x2,y2) }eh /3 (5) |

Over het algemeen is dit weer een niet lineaire vergelijking
in y2 en kan deze het beste opgelost worden met behulp van
een via een predictor verkregen benadering y2* voor y2; we.
zullen dan, als bij de methode van Heun, een enkele 1teratle—
slag uitvoeren.

Voordat wij straks de draad van ons verhaal weer bij formule
(5) opvatten, gaan wij eerst onderzoeken, hoe wij aan een re-
deli jke schatting y2* kunnen komen.
In de punten x0 en x1 kenden we niet alleen de functiewaarden
yO en y1 maar, omdat y{(x) de oplossing pretendeerdc te zijn
van de differentiaalvergelijking

oyt o= £(x,y)
kennen we in die twee punten ook de eerste afgeleiden, nl.

yO' = £(x0,y0) en y1' = f(x1,y1).

Als schatting y2* kiezen we nu y2* = P3(x2) wanneer P3 het
derdegraadspolynocom is, waarvan functiewaarden en eerste af-

geleiden in x0 en x1 met die van ¥y overeenstemmen. We zoeken
dus een (soort interpolatie~) polynoom P3, bepaald door

P3(x0) = yO, P3(x1) = y1, P3'(x0) = y0O' en P3'(x1) = y1!,

Analoog aan bv. de 1nterpolat1éformule van Everett kunnen we

P3 het meest symmetrlsch uitdrukken als we de twee hulpgroot-'

heden P en q ‘invoeren, dle met x samenhangen volgens
xf: X0 + p «h = x1,-’q « h

(hieruit volgt dus p + q = 1).

De "vrije parametei" ¥O moet verﬁenigvuldigd-worden met een:
derdegraads polynoom, B(x), dat voor p = O (dus q = 1) de

~waarde = 1 aanneemt en een afgeleide = O heeft, terwijl dit

polynoom in' g = O (dus p = 1) zowel functlewaarde als afge~
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leide = O moet hebben. Uit dit laatste volgt, dat het
"factorpolynoom" voor yO dus een factor qTE moet hebben,
dus van de gedaante

B{x) qTB « Alp) .

waar A(p) een eerstegraads polynoom in p is, dat door de
voorwaarden in p = O {dus q = 1) gegeven is,.

uit B x0)
uit B'(x0)

1 volgt A(0) =
0  wvolgt AY0)= 2  =zodat

it

B(x) = g2 » (2 * p+ 1)

om redenen van symmetrie vinden we &2 van yO en y1 afhanke-
1lijke bijdragen:

qTZ « (2 xp+ 1) % yO + pTB +» (2% g+ 1) % y0. (6)

Om het factorpolynoom C(x) te vinden, waarmee de vrije para-
meter y0O' vermenigvuldigd wordt, bedenken we dat het een dub-
bel nulpunt in x7 en een enkel nulpunt in x0 moet hebben; dit
geeft meteen de factoren p « g 23 de eis, dat C'(x0) = 1 is
geeft nog een extra factor h, zodat met de bijbehorende sym-
metrie-overwegingen we de van yC' en y1'! afhankelijke bij-
dragen vinden

hsa{p s qTa * yO' - q pTa « yit}. : (7)
Optelling van expressies (6) en (7) geeft ons het gezochte
polynoom P3(x) en de waarde van y2* vinden we, door x = x2
te stellen, dwz.: p = 2 en g = =1, %0 vinden we

y2*=5~y0—4:y1+hw(2m30'+4*y’1'). (8) .
Met de afkortingen

O = £(x0,y0), f1 = f(x1,y1) en f£2* = f(x2,y2*)

vinden.we dus uit (8) als predictor

¥y2* = 5 « yO - 4 « y1 + h % (2 * £ + 4 » £1) (93,

en als corrector uit (5)

s

y2 = y0 + hox (£0 + 4 % £1 4+ £2%) /3, - (10).

Ben latune in ons betoog is, dat wi] vooralsnog in het midden
hebben gelaten, hoe wij aan y1 kwamen. Wij substitueren nu
voor y1 de uitdrukking die door de methode van Heun geleverd
wordt. De predictor 9 wordt daardoor aanmerkelijk eenvoudi~
ger nl. y2% = yo + 2 » h » (2 » £f1 -~ £1%) en we vinden als
totaal rekenschema
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¥y1* 1= yO + h = £f0O;
y1 = y0 + h » (fO + £1*) /2
y2* = yO + 2 » h » (2 = £1 « £1*)

y2 = y0 + h s (fO + 4 » £1 + £2%) /3.

Als we nu vergeten, dat dit schema is opgebouwd uit een
integratiestap volgens de methode van Heun, gevolgd deor,
een die op de regel van Simpscn berust en het totale re-
Kenschema als dat van e¢en stap beschouwen, dan ligt het
voor de hand dat we in het bovenstaande schema 2 s h door
h en x2 resp., y2 door x1, resp. ¥y1 vervangen.

Het is bovendien gebruikelijk het product h » f met de let-
ter k te bencemen. wij komen na deze redactie tot de aequi-
valente formules

k1 := h s £(x0,y0) ; ~

k2 := h , £(x0 + h/2, yO + k1/2) ;

k3 := h « £(x0 + h/2, yO + k1/4 + k2/4) ; ¢ (11)
k4 := h « £(xO + h, yO - k2 + 2 » k3);

y1 := 30 + (k1 + 4 x k3 + k&) /6,

Een dergelijke integratieformule heet een "integratieformule"
van funge-Kutta. We hebben deze formule niet afgeleid, we
hebben hem slechts Hyaarschijnli jk" gemaakt. Nog minder heb-
ben we bewezen, dat de gemaakte fout per stap van de orde van-
grootte van h|5 is.

In de praktijk gebruikt men meestal een ander Runge-Kutta

-schema, waarvan de fout van dezelfde orde van grootte is, rl.

k1

= b x £(x0,50) ;
k2 i= h « £(x0 + /2, yO + K1/2) ;
k3 := h o« £(x0 + h/2, yO + k2/2) ;
ks := h « £{(x0 + h, yO + k3);
y1 :1=y0 + (k1 + 2 *;RE + 2 * k3 + k#)?ﬁs-

Men kan algemeen deze coefficienten vinden door enerzijds

de aldus berekende y1 te ontw1kkelen als machtreeks in h, an-
derzijds de oplossing y(x + h) op grond van de differentiaal-
vergelijking naar machten van h te ontwikkelen. (Dit is al-
lebei naar rekenwerk.) Door vervolgens te eisen, dat de coef-

ficienten tot en met die van hTh in beide reeksen overeenstem-

r

¥
b
:
o
&

£
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‘Het vorige is zonder meer overdraagbaar in het geval van

Voor het veel voorkomende geval

men ongeacht de specifieke functie £, vindt men een aan-
tal vergelijkingen, die afhankelijk blijken. Er is in de
keuze van de coefficienten dus nog enige vrijheid, vandaar
dat verschillende schema's in omioop zijn. (Deze vrijheid
is niet voldoende om ook de coefficienten van h|5 overeen
te laten stemmen: zou men dit eisen, dan kriagt men strij-
dige vergelijkingen.) Het laatste schema is niet alleen ge-
bruikeli jker dan (11) het is ook in zoverre iets beter, dat
er geen negatieve coefficienten in voorkomen en daardoor
een bronnetje van cijferverlies vermeden wordt.

Ste;selé van gewone differentiaalvérgglijkingen

stelsels gewone differentiaalvergeli jkingen:

y(il = f[i](x;y[1],....y[n]). met 1 <1i<n.
en de startvoorwaarden |

ylil{x0) = yo[i].

Het analoge rekenschema van Runge~Kutta, dat dan 'de waarden
y1[1] als benadering voor y[1](x1) uitrekent, luidt 1n dit
geval (elke regel voor i = 1,2,...,n):

'

k1{1i] := h o £{1)(x0,50[1],ec.,y0[n]);
k2[i] = h f[i}(xmh/a,yo[1]+k1{1’]/2.....-,vo[n]+k1'[n]/2
k3[i} i= h = f[i](x0+h/2,y0[1]+k2[1]/2,...,y0[n]+k2[n]/a
kh[i] := h'- f[i“(xo+h/2,yo[1]+ k3[1],....yo[n]+k3[n]/
y1{i] := yO[:L] + (‘k'l[:.] +2 . 1;2[1] + 2% k3[1] -;-k#[i])=/6 £
Hiermee is dus tevens. een middel geschapen om d1fferent1aalver~
gelijkingen van hoger orde aan te vattéen. Immers een dliieren-j
tiaalvergelijking van het type - -
y" = f(x,y.y ) met gegeven y(xo) en y'(x0) "
kan men via de substltutle y = 2 herleiden tOt;het'stelse1 
.y} . : : : :

i A

il

f(x,y,z) met gegeven y(x0) en z(x0).

Opm.

y" = £x,y)
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zijn speciale integratieschema's ontwikkeld, die dan minder
rekenwerk vergen dan het algemene geval.

Stabiliteit

Stel, dat wij de oplossing y = expl~x) wiilen vinden van de

difterentiaalvergeli jking

1]

y' =y

met de beginvoorwaarden y{O) 1 en y'(0) = =1,

De algemene oplossing van deze differentiaalvergelijking is
y{x) = a » expl-x) + b » exp(+x)

en men kan onze beginvoorwaarden dus ook zo interpreteren, dat
ze met zorg gekozen zijn om de opL0851ng met a = 1 en b = 0 te
v1nden.

Als we nu van O af in de richting van de positieve x-as nume-
riek gaan integreren, dan zullen we, ongeacht de gebruikte in-
tegratiemethode, door afrondingsfouten etc. een kleine fout in-
troduceren, dwz. in het punt x1 > 0 berekenen we een

y1 = al « exp(-x1) + b1 » expl+x1)

waarbij at wel ongeveer = 1 en b1 wel ongeveer = O zal zijn,
maar waarle we riiet meer- mogen hopen, dat b1 exact = O is.
M.a.w. we hebben ‘terwijl we zochten naar de exponentleel

afnemende oplossing een spoortje van de exponentieel groelen- ‘
de oplossing geintroduceerd. Gaan wij nu door-integreren, dan -

zal - zelfs als we verder geen enkele fout meer maken.- op den

duur ‘de exploderende storing de gezochte oplossing volslagen
overwoekeren.

De remedie- tegen dit euvel valt uitgesproken buiten het bestek
van dit college. Als men bv. zo gelukkig is om kennis te hebben
van het asymptotisch gedrag van de gezochte oplossiug voor

terug-integreren.

Wel zullen we aandacht schenken aan het verschijnsel van nume-
rieke instabiliteit. Hdet kan voorkomen, dat hoewel de oorspron-
keiijke differentiaalvergelijking geen ongewenste groeiende
oplossing heeft, de gediscretiseerde vergelijking wel zulk een
oplossing heeft.

]

Een van de bekendste oorzaken is wel, dat de gediscretiseerdé

vergelijking een recurrente betrekking van hoger orde is dan de
oorepronkelijke differentiaalvergelijking. Een heel simpel voor-
beeld moge da. toelichten.

Wij bescﬁouwen de differentiaalvergelijking
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y' = - A .y met A > 0 en y(G) = 1

die in de richting van de positieve x-as geintegreerd moet
worden. De differentiaalvergelijking heeft als enige oplossing

y = exp{~ A » x)
en als ‘we een numeriek schema toepassen, dat wel een exponen-
tieel groeiende oplossing kan produceren, dan hebben we ten
duidelijkste met numerieke instabiliteit te doen.

We beschouwen nu het schema van Huler

¥1 = y0 + h = £{x0,y0).

Voor onze simpele vergelijking geeft dit de recurrente betrek-
king -

¥1 = y0 » (1 -~ X = h)
algemeen

y[k+‘l]=y[k]v(‘l-)\ » h),

dwz. per stap wordi y vermenigvuidigd met (1 - A « h) in pilaats
van met exp{- A « h). Hoe kleiner h, hoe beter deze approximatie;
we merken - met het oog op later - op, dat, zolang abs(1-Axh) < 1
is, onze numerieke oplossing, hoewel misschien al zwaar afwijkend
van de echte, in elk geval niet explodeert.

In dit verband is de methode van suler superieur boven de vol-
gende "verfijning". De methode van kuler berekent het begin van
de Taylor-reeks en maakt per stap een fout van de orde van h 2.
Als wij de reeksenontwikkelingen om het punt x van de functies
y(x + h} en y(x - h) van elkaar aftrekken, dan vallen de qua-~

dratische termen tegen elkaar weg, en we zien, dat de benadering -

y{x + h) = y(x = W) + 2 » h » y'ix)

slechts een fout van de orde h?} maakt. Men zouw kunnen denken,
dat deze methode daardoor superieur zou zijn ten opzichte wvan
die van zuler. Dit is wegens de inhaerente numerieke instzabili-
teit van dit proces echter niet het geval. Immers, dit reken-
schema zou in dit geval van y' = ~ A + y neerkomen op:

yik+ 1] # 2% hs A xyk]-y[k-1]=0.

~ In tegenstelling tot de oorspronkelijk differentiaalvergelijking
dje slechts een (onafhankeligﬁe) oplossing heeft, heeft deze
recurrente betrekking, die na discretisatie ontstaan is er twee,
De algemene oplossing is nl. ' :

ylk] = a » XiTk + b« 22Tk,

waarbij X = L1 en £ = X2 de wortels 2ijn van de vierkantsverge-
1i jking o
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Tes+ (2enenr)ex-1=0;
het product van deze wortels is = - 1, hun som is niet = O,

en dus heeft een van beide wortels een modulus = 1, zodat
de numerieke oplossing vroeg of laat onnerroepelijk explo-
deert.

Tenslotte zullen we een derde integratiemetihode behandelen, nl.
de methode van Heun in de vereenvoudiging, die mogelijk is, als
de dififerentiaalvergelijking homogeen liineair is. Men benadert
dan de integraal in

x4
y(x1) = yix0) + j 7'(x) o dx
x0

-met de trapeziumregel en vindt als lineaire vergeli jking voor
¥y

¥y1 = y0 = (y1 + yu) //A - hfa
wat leidt tot de algemene recursievergelijking

ylk + 1] = ylk] « 01 -2 =wn/2) /(1 + &« 2y
de factor '

1-h* 0 /2
T+ Ax h/’2

is bij negatieve A (wat verondersteld was) voor elke positieve
h in absolute waarde kleiner dan t en we krijgen op deze manier
dus nooit exploderende oplossingen. -

We hebben hier dus drie gevallen gezien: het laatste schema
geeft noolt instabiliteit, het voorlaatste noolt, terwijl het
eerste aanleiding tot instabiliteit kan geven, als we h te
groot klezen.

. Van het eerste geval geeft "Modern Computing Methods™ {(H.P.L.:
Notes on Applied Science, o 1b6) de volgende omschrijving Lpg 91

"If the differential equation has some solutions which decrease
very rapidly compared with otners, then it may happen that only
‘the latter are adequately represented by the ‘finite differénce .

equation, while the former are transformed 1nto rapldiy 1ncreas
ing ihnculons "

éh in het volgende voorbeeLd wbrdt gelilustreerd dat dlt yer-
'schijnsel zich oqk bij bv. Runge -kutta tormules Kan voordoen:

Beschouw de vergelijkingen

Y' = -~ 10 »y + 6 x 2z en z' = 13.5 » y - 10 »

L]
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met y(0) =4 ~ e/3 en z(0) = C.

De analytische oplossing is

N (2/3) = e - Llexpl~x)+ expl-19+ x)) en

e{expl(- x) - expl~19 .+« x)) .

Z

Voor waarden van x > 1 is de tweede exponentigle functie in

7 decimalen verwaarloosbaar ten opzichte van de eerste. als
wi]j echter, startend bij de (exa.te) waarden voor x = 1 de-

ze vergelijkingen gaan integreren met een stapgrootte h = 0.2,
dan vinden we - als we de berekening in 2 decimalen uitvoe-~
ren om het effect van afrondingen drastischer te illustreren -
de volgende waarden:

X 1.0 1.2 T.h 1.6 1.8 2.0
¥ 0.67 0.55 | 0.46 0.40 0.4 0.68
s 1.00 .82 0.66 0.51 0.29 -0.28
De laatste waarden zijn kennelijk incorrect: de oplossing

expl- 19 » x) is getransformeerd in een drastisch stijgende
op10551ng'

De verklaring is analoog aan die bij de situatie van Buler,
waar exp{- A » h) door 1 - A « h benaderd werd. Het proces
van Runge-Kutta benadert exp(- A » h) door

BV = 1-As b+ (s w272 - (A w n)l3/6+ (0 n) Tyt

Dit is een goede benadering voor de eerste exponentleLe iuncf"
tie, waar A »«.h = 0.2 is; in de tweede exponentiele functie

"dis A e h = 3.8; terwijl exp(-3.8)= 0.02 ... vinden we daarvoor

B1 = 3.96 ...,. Wil men een dergelijk stelsel met Runge-Kutta

~oplossen, dan moet men dus een veel kleinere stapgrootte hlde-

zen. fen integratieformule die berust op het gebruik van de
trapeziumregel zou geen moeili jkheden hebben opgeleverd.

Tenslotte een motivering, waarom wij zoveel gewicht er aan

hechten, -dat uitstervende oplossingen niet overgaan in groeien-
de. Dit berust op het feit, dat differentiamalvergelijkingen van
het type ' ' Ce

y' y * i‘(x) + glx)

A
!

: _vool voorkomen, waarbla f(x) <'0'is. (De generalisatie tot
" het meer-d1men51onale geval zullen wij later tegenkomen.)

b

A1s y1(x) een partlcullere oplossing is en y2(x) een opi0551ng

.van.de homogéne vergelijking

¥ Ay . £(x)

dan is de algemene oplossing
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J yilx) + a ., y2(x).

Als f(x) < U, dan betekent dit, dat y2(x) - O voor x — + =,
dwz. alle oplossingen kruipen, ongeacht de startcondities,

naar de particuliere oplossing toe naarmate we door-~integrerens
Het is vaak de particuliere oplossing ten opzichte waurvan -het
. begrip stabiliteit "geijkt' werdt.

5.4 Meerpunts randvoorwaarden bij gewone differentiaalvergeli jkingen

In deze paragraaf zullen wij ons essentieel beperkeu tot line-
aire differentiaalvergelijkingen. #ij bekijken nu de opgave,
waarbij de randvoorwaarden, betrekking hebben op beide einden
van het interval. Als voorbeeld beschouwen we de differentiaal-
vergeli jking

y" o+ f(x) . ¥ + glx) « ¥y = kix) ' (1)

terwijl in de punten a en b {(a< b) de waarden y(a)
y{b) = B gegeven zijn.

Er zijn nu essentieel twee verschillende methoden van oplossing,
waarbij we de stap-voor-stap methode eerst zullen beschrijven.

Dit komt er in wezen op neer, dat we gifferentiaalvergelijking =
(door de substitutie 2z = y' in een stelsel overgevoerd) normaal
zouden kunnen integreren van a ‘naar b, als we behalve yla) cox
maar y'(a) zouden weten. o '

Het komt, er op neer, dat we in het x-y~vliak een curve zoexen,
die aan de differentiaalvergelijking (1) voldoet en verder door
de punten {(a,4) en (b,B} gaat, We kunnen proberen, deze curve’
te vinden, door in het punt {(a,A) maar eens een helling

y'(a) = C te schatten en te proberen, of we daarmee weg-inte-
grerend het punt (b,B) kunnen raken. Onze oplossing wordt dan
een functie van deze starthelling, we viuden een curve

y{x) = Y(C,x) en we kunnen proberen om C uit de vergelijking

¥(C,b) = B

op te lossen. Als we een redelijke beginschatting voor C heb=-
ben en Y(C,b) een niet te wilde - bij voorkeur monotone -
" functie van ¢ is, sunnen we C door insluiting, (halvering of
2ventueel zelfs Regula ralsi) bepalen. Dit is een techniek niet
ongellak aan degene, waarmee de kanonnier door successieve
approx1mat1e zijn doel raakt: "op de plaats waar wij een inte- -
. ‘gratie uitvoeren, vuurt hij een schot af, terwijl hij tevemns .
K over een waarnemer beschlkt, die de comparatie tussen Y(L b)
' en B maakt. :

In het geval van een nomogene vergellgklng kunnen we in prln-”
cipe althans, eenvoudiger te werk gaan, omdat, gegeven twee!
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oplossingen y1(x) en y2(x) net lineair compositum

(F + 8) « yi(x) + (3 = 8) » y2{x) ten duidelijkste weer ‘een

~oplossing is. Voldoen beide oplossingen. y1{x) en y2(x) aan

de randvoorwaarde in a, dan geldt dit. ook voor‘het‘llnealr.' ,

compositum, zodat-wegS'vrijelijk_kunneh:dplosseﬁ uit de ver--
' SEIlJKlng L - o S ' EEREE

(% + s) » y1{b) + (r - s) 3 y2(b)

OEmn ) .

Als deze wortel voldoet aan abs(s) > %, dan impliceert het.
vormen van het linéair compositum wel een aanzienlijk cijfer-
verlies, zodat dan de methode toch niet 20 aantrekkelijk is.
Dit is in het algemeen het geval, wanneer de oplossingen van
-de homogene vergelijking een exponentieel verloop hebben.

Het voordeel van deze methode is, dat de individuele integra-
ties in de x-richting met variabel - dwz. optimum - interval
uitgevoerd kunnen worden, een voordeel, dat bij de tweede me-
thode verloren gaat.

Hier beginnen we, het interval langs de x-gs-ondgr'te'verdelen
in n gelijke stukken ter lengte h = (b - al/n. We voeren in
de notaties (i = 0,1,ssaqn }i’ S : ' '

x[i] =a+1i«h : en ,..._" ' .: | (2)
£[i] = f(x[:.]). g[:.l = g(xll]), k‘i] k(x[i]) en y[i] y(x[:.])

. Doér nu voor y! (x[11) en y”(xflj) d;fferentlebenaderlnSen op
te stellen, kan men het hele probleem herlemden tot een stelsel
lineaire vergelljklngen._ﬂ_. :

:

Benaderen wij bv. voor i'= 1 2,...,n- 9
hoe y'(x[,l]) ~(yfi « 1] - y[l - 1])/2

en . : | o (3)

s

hTE “ y"('x'[i-]') ~{yii o« 1] -2 s yli]+ 'y[i - 1])"

dsn Vvindén we voor n. - 1 inwsﬁdige punten uit (1) de n <1
;ergellelnﬂen- A o

(1~%thf[1])~y[1—1]--(2 hTzsg}ZiJ),.y[;Jh(1+;.—ah.f[i+s1-}’
| R A L B )

R ' X
- ¥oor 4 = 1 2,...,n— a staan hier n 1 vergellgkin en ln n- 1

onbekenden, omdat de ér tevens 1n‘vocrkomende y[O en y{n] door
de randvoorwaarden y'O] _ A_enj 1.4 h gegeven z13n.; 

De erde van het stelsel (4) kan heel groat z1Jn, de oplobslng
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wordt echter aanzienlijk vergemakkeliijkt door het feit dat
de coefficientenmatrix een zg. bandmatrix is, en zeits een
tamelijk smalle: er bevinden zich uitsluitend coetficiénten
# U op de hoofd-diagonaal en de beide daarlangs liggeéende ne-

vendiagonalen: _
b[1]  <l1] | af1}
ate]  vf2} ef2] o - a[2]
a5l »l3]  el3] - afz]
R - (5
aln-2]  bfn-2] "~ o[n-2]  d[n-2]
atn-1]  b[n-1]  da[n-1]
" met

ali] = 1 - 3 ¢ b« £[i]
b[1]
e[i]
d[1]
afi]

aln=1] = nT2 « k[n - 1] = eln = 1] » y[n]

- -nT2 . glil)

"

1.+ % » ha £{i]
nf2 o k[1] - a[1] . y[o]

nfz » k[1]  voor 2<i <n-2

I

(de uiterste rechterleden 213n even afw13kend omdat yLO] en yLn}
niet onder de onbekenden vallen.)

Door de eerste vergelijking vermenlgvuldlgd met a[a] / b[1]
van de tweede ar te trekken, kan men in de tweede vergelijking
y[ﬁ] ellmlneren en krngt men een vergelijking van het type

2] - y(2] v el2] - yl3] = l2] -
~ die op zijn beurt weer gebruikt kan worden, om y[Z] uit de

derde vergeli jking te e11m1neren. Zo erJgt men voor i = 1,2,
n- 2

Bli] ‘fy[i]-¥:6[§]'f yli + 1] =‘ﬁ[i]. - (b) 
‘en als laatste i ' | | |
Bla - 1T« y[n - 17 = 3[a - 1] (6"

(hierbij geldt: B[1]=1b{1], 8(1] = a[1] en verderde recurrente :
betrekkingen .

Blil =i} - cli - 1] »ati] /7 Bli~1] en
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5[i] = dti]—a'[i -1] ~ali] Bli -1 ).

Uit (6') kan y[n- 1] verekend worden en vervolgens kan men
de recurrente betrekking (6) gebruiken, om "achterwaarts"
de overige y[i ] te berekenen,

Moeilijkneden kunnen slechts optreden, als een varn de‘st
klein is; in menig wel-gesteid probleem komt dit gelukkig
niet voor.

Aangenomen, dat we het lineaire stelsel exact cpgelost heb-
ben, dan wil dat nog riet zeggen, dat we ook onze differen-
tiaalvergelijking voldoende nauwkeurig hebben ¢pgelost. Im-
mers, bij onze discretisering in de x-richting hebben we door
de substituties (3) in de representatie van de afgeleiden y'
en y'' een aIbreekiout gemaakt.

Er zijn twee methoden om deze afbreekfout te verkleinen. De

" eersie methode is om h kleiner te kiezen, een maatregel waar-
toe me voor de komst van rekenautomaten liever niet toe o-
verging, omdat dan het aantal vergelijkingen zo stijgt. De

tweede methode is om voor y' en y" minder grove benaderin-
gen in te voeren, nl.

n*y' k”(u*b*%p’ #6T3 + 3% I-l*st- ---)*'Y[k-]

(7)

nfz . y"[k]~(6T2--— 8Tt = 5T coe) sy l]

90
waarbij van de centrale differentie—operapor
oy ylk] =yl v #1- yle 3]
en de centrale middeiingsoperator'
B ox y[k]_= (e + 31+ ylk - %])‘/2
gebruik gemaakt is. »
Wi j geyép-een schets van derafleidipglvan formules (7).

De verplaatsingsoperator E en de differentiaaloperator 9 = ha«
zijn zoals bekend verbonden door

E = eTG.

Uit de definitie van d volgt, dat

b= 8N1/2) - EN-1/2) = e o /2) - e Tt-6/2) - 24 sinh (el‘/

“Als le de inverse functie van de sinh met "arcs1nh" aandulden
volgt hier dus uit




waaruit onmiddellijk volgt, dat

E A.y=3
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0 =2 & arcsinh (5/2)
waaruit volgt
T 'y . + I . : | T R 4 —
hl2 « y"ik] = .2+ yi k] = (2*arecsinh(d/2))12 » yik] =

(372 - 3-2- 5T + -9—0' 576 ...) » y[k]

waarmee de tweede regel van 7 is afgeleid (als we de coeffi=
cienten van de machtreeks van de arcsinh tenminste voor lief
nemen).

De eerste regel is iets moeili jker, omdat O zelf een oneven
functie in & is en we de afgeleide op deze manier zouden uit-
drukken in functiewasarden juist midden tussen de steunpunten,
die we niet tot onze beschikking hebben. Hier brengt de mid-
delingsoperator py uitkomst, gegeven door

= (eTx1/2) + f=1/2)) /2

uTE =1 + 6T2/4-'
We schrijven nu:
he y'lk] = 9 «» yik] = 2 * arcsinh (3/2) * y[k]

(1% 6T2/4)T(=1/2) « (2 « arcsinh (8/2) « p) « y[k].

-Vermenigvuldiging van de bijbehorende formele machtreeksen geeft5
de eerste formule van (7).

. .ik
Bij de benaderingen van (3) hebben we de eerste term van de be-"=
naderingen (7) gebruikt. Gebruik van de benaderlngen 7 geeft
in vergelijkingen (4) een extra term

+ C[1i] « y[iT

waarbij de operator C[i] gegeven is door

c[i] = (—'%% 5T +_é% 86 ...) +

h '« f[i} t‘(é.% B bTB + 3— T 6T5 vea) e

‘
e,

“In. plaats van et stelsel (5) wat we verkort in matraxhotatle
kunnen opschrijven als

hebben we nu het stelsel wat we kunnen schrijven ' o

i
!
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(A+C).y=4d g

wat we echter opschrijven als

A-x:i"c-x
hierbij de vector €. y beschouwend als correctie op het rech-
terlid. Het feit dat A een (smalle) bandmatrix is kuncen we
blijven exploiteren bij gratie van het feit, dat de elementen
van C.y klein =zijn.

Een goede benadering krijgen we door de correctie C. y te ver—
geten en op te lossen

A.y_“)=Q-
: (1) () . .
We corrigeren y dan 'met 1 die we vinden uit
I A
Als C « 3(1) significant is, dan kunnen we x(1) + 1(1) nog-
. maals corrigeren met 1 2) die we vinden uit
A.n(2)=-cs1m

waarop we-x(q) + 1(1)‘+ 1(2) als beste benadering gebruiken.

(In de praktijk is het ongebruikelijk om deze iteratie vaker
dan 2 maal uit te voeren. Als er dan nog geen convergentie
bereikt is, is het interval h te groot gekozen of is er iets
ergers aan de hand.)

Opm.

De uitwerking van het eerste en laatste element van C =« y(1);
stuit op moejilijkheden, omdat we voor de uitvoering van de
_operatoren 5%4 en p * bTB ook de buiten het interval gelegen

waarden y(q)[-1] en y(1)[n + 1] zouden willen hgbben.‘(Willen
we cok de volgende differentiecorrecties hebben, dan moeten’

we ook een y(1)[-2] en y(q)[n + 2] extrapoleren.) Voor deze
‘ o extrapolatie kan men gebruik maken van relatie (4), door de-
;tl Ze vVoor y = y(q)-en:voor i = 0 resp. =n op te lossen naar o

'y(ﬂ\)[-"] resp. y.(ﬂ[n_ + 1] .

. . - o
Het is speciaal dit gepriegel aan de uiteinden van het in-
terval, dat deze methode voor automatisch rekenen iets min- -
der aantrekkelil jk maakt. '
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stelsel van n- 1 gewone differentiaalvergelijkingen voor de
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Een eenvoudige parabolische differentiaalvergeliiking

Problemen van bv. warmtegeleiding en diffusie geven aanlei-
ding tot partiele differentiaalvergelijkingen, waarvan zo
ongeveer het simpelste type is

a%f _ af
-2
ax? t
met randvoorwaarden op de lijnen x =+ 1, t >0 en t = O,
-1 €x < 1. '
x = =1 X = +1

t =0

We hebben hier dus gemengde randvoorwaarden: in de x-richting
hebben we de meer-punts randvoorwaarde, in de t-richting heb—-
ben we, beglnvoorwaarden.

We kiezen in de xnrlchting aequidistante steunpunten x[0] =
«++, x[n] = +1 en noemen .de afstand tussen twee opeenvolgende
steunpunten hx. . : ‘
Deze discretisatie voert de partiele differentiaalvergelijkihg‘
over in ‘ '

(nx)T2 & Qi%%—lz (li~1] - 2w eld] +£[1+1]) +Cx» f[i]

(2),
waarin Cx de différentiecorrectie in de x-richting '
is

« 5TL * *6-6T6 -~ eee

1
Cx = = 13
(centrale dlfferentles in de x- rlchtlng) We nemen echtér aa
dat. de d1fferent1e correcties in de x-richting verwaarloosd

Vergelijkingen (2) voor i = 1,... n - 1 representeren een

n=1 functies f[i](t), en we kunnen hier de inmiddels behan- .
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. In veectornotatie luiden onze vergelijkingen dan

. genwaarden van

FA

delde methoden op loslaten.
Om de stabiliteit te onderwoeken gaan wij over op de variabele

T = t/h x| 2 en beschouwen wij de homogene vergelijkingen - dwz.’
we stellen f[0O](t) = 0, f(n)}{t) = O. :

waarbij de matrix A van de orde n-1 is met de gedaante

+2 -1
-1 +2 -1 -
-1 +2 -1
\\
h ~
AN
~~
™~
~
\\
=1 +2 -1

-1 +2

en =lders pullen. (Het minteken voor & is ingevoerd om de
aansluiting met 5.3 duidelijker te maken.)

De algemene oplossing van ditfstelsel is

2(m) = T4 2(0) .

De symmetrische matrix A heeftf slechts reele eigenwaarden,
die - zoals veclgt uit de methode van Givens - alle verschil-
lend zijn en - zoalS volgt uit de stelling van Gershgorin =-
alle liggen op het interval O < A < &, (Nauwkeurigere analyse
toont aan, dat voor grote n de uiterste eigenwaarden inder-
daad dicht bij deze grenzen komen te liggen.) '

Als we dit stelsel numeriek integreren met de methode van -
Euler, dwz. B

;(T + AT) = £(T) + AT » f'(T):
soo= (I - A = AT? *‘i(T)

dan krijgen we alleen maar een stabiel systeem, als de ei~-

I -~ A « AT
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in absclute waarde kleiner =zijn dan 1. Dit bet@kent,'dat de
grootiste elgenwaarde van A » AT < 2 nmo=t zijn, en omdat de
grootste eigenwaarde als redelijke maiorant heeit volgt hier--

uit dat
AT < .5 .
M.a.w. hieruit volgt, dat At < h—xf .

Als wij dus h verkleinen, dan krimpt de maximaal toelaat--
bare stap in de t-richting kwadratisch: de hoeveelheid werk,
_ om de partiele differentiaalvergeli jking tot een einde tijd t
te integreren neemt dus toe met h{{-3). Voor kleine waarden
van''k wordt dit alras prohibitief. : :

Als we het stelsel inteéreren met Runge-Kutta, dan behaderen
we effectief

e M- 1oa v aTe aeaml2/2- heamT3/6 + (auamiTasau

waarvan de grootsté eigenwaarde slechts absoluut kleiner is
dan 1, als de grootste eigenwaarde van A AT < 2.8 ... is.

(Deze bovengrens komt omdat voor 0 < x < 2. 8 geldt
- - abs(1-x + xT2/2 - xT3/6 + xTH/EQ) < 1 ).
Dit geeft voor_AT een iets mlldere voorwaarde. nl.
AT < .7
c 23 het; dat ook.ﬁier de maximale dt kwadratisch van hx afh' &

Tenslotte hebben we de stablele methode, dle ultgaat van de
trapeziumregel ' :

£(T + AT) =<£(T) = & » AT » (£(7) + £(T + 4T))/2

waarbij
£(T + AT) = (I + A « M/a)"'l * (I-4 = AI‘/E) . f(T)

.Hlerblg wordt ‘door stab1¢1te1tsoverweg1ngen geen bOVengrenh
aan. AT opgelegd en hangt de maximale stap in de .t-richting
‘nlet meer kwadratisch van dle in de x-richting af, maar me
'van het" gedrag van de. functles in de t-richting. ﬁlg zulle
deze pethode, de methode van Crank-hlcolson, omdat h13 dodn
-experts wordt aanbevolen, lets ultvoerlger bespreken. '

We‘beginnen met de afleiding van een: andere integratiefor
.. ’'nl, een, die ons een uitdrukking geeft voor de afbreekfout
-van de trape21umrege1. :




'7,oploSﬂen.rB13 de. oploss;ng van dit stelsel wil men patuurli
L. weer exp101terep dat. het hoofdbestanddeel van de. coeffl‘
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boene ikl eyl e A =6 v e ylk o+ 4]

(2 » arcsinh (5/2)) « (1 + 8" /1)1(1/2) » y{k + %]

1 : 1
(8 + =& 573 - 120 55 + ...) » y[x + 3]

Bedenkend, dat & s ylk + 3] = ylk + 1] - y[x] , zien wij bij
verwaarlozing van de hogere machten van & het 1ntegrat1e schema -
via de trapeziumregel ontstaan: :

y[k-+1] -3+ h sy k+1]=ylk] +3++h » y'[k] + C = y{k %I%]ﬂ
(&)

waar

1 1 '
C = = re 6T3 * T35 6T5 - ens - (5);

.

Wij passen deze formule toe op y = f[i] in (2) k, resp. k + 1
overeen latende komen met de tijdstippen t en t + ht., Met de af
korting :

(hx)T2 / ht

vinden we voor het linkerlid van (4) na vermenigvuldiging met
2s en met inachtneming van (2)

2x5 » £[i]J(t + ht) -8 = ht » £*[1](t + ht) =

_r{f[:i_-'l] ~2v{t+e) e fli] + 1 41]+Cx » f{i]}ﬁ_‘_ht"
met { }t ht aanduidend dat de functiewaarden tussen acdo
‘des ten tijde t + ht genomen moeten worden. Het rechter- 1Ld Vi
(&) wordt analoog hefleid en we vinden als we met Ct de dif-
ferentiecorrectie als in (5) maar nu in de t-rlchtlng aandu
den het volgende stglsel vergelijkingen (voor i = 1,2,,.4n

T
'

C{fi-1] T2 e (ee) et{a) e flie 1] s 0xa 5]},

H{eliS1]-2x(1-8) « £[i]) + £[d]+ Cxw £[i]  +2xs{Ctw £[1]}

Dit is een stelsel vergellgklngen voor de mrootheden ten ti}
t + ht (op.de dlfferentlecOrrectle 2+s {Ct f[ll}t+ht/2 -

Tl;nks van het. gellakteken, dat we naar deze onbekenden ¥

. matrix.een Lrldlagonaalmatrlx ise. Men kan iteratief te werk
+ gaah als in 5.4 beschreven; doorgaans kan men 21ch iteratis
sparen door bij de. ‘oplossing van 6 er van uit te gaan, dai:
-{Cx . lel} .een goede ‘benadering zal zijn voor {Cx *f;l]}t
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.
Om de differentiecorrectie Ct » f in rekening te brengen is
veel en veel lastiger, omdat men daarvoor toekomstige waarden
van f voor t + n = ht moet hebben,waarover men nog lang niet
de beschikking heeft. Het is dan ook gebruikelijk om de cor-
rectie Ct » f maar te vergeten en het integratieproces met
verschillende stappen ht uwit te voeren.

Tot slot wil ik eigenvectoren en elgenwaarden van. twee soor-

ten matrices, die we in dit verband vaak tegenkomen, analy-
tisch bepalen.

De eerste manier is de bandmatrix van Qide n met elementen
2 op de hoofddiagonaal en elementen--1 op de nevendiagonalen,

overige elementen = O.

Noemen wij de elementen van een eigenvector xL1] asase x[n]
dan vinden we de vergelijkingen

_(2 -A).x['l]- x{_ZJ =
cxfi-T + 2 -X) ex[il-x[i+1]1=0 2Sisn--
—x[n-‘l_-i+ (2 =A) » xfn] = 0.

De beide uiterste vergelijkingen kunnen we ook als de middel-
ste schrijven, mits we de nevenconditie -~ Co

x{0] = x[n+ 1) =0

Pe recursie#efgelijking

x{i - 1} = (2 - A) = x[i] + x[i + ij =0
heéft als algemene‘oploééing‘

x[i] = a ¢Lsin(i * ) + b » cos(i = @)
'waarbij ‘
| (2 - A) =2 » coslq) .
Uit dé voorwaarde x.0] = O volgt, dat b =0 is,.uit'de voor-
waarde x[n + 1] = O volgt dat sin((n+-1) «g-) = 0 moet zijn.
Hleraan is voldaan, mits , oo

(n + 1) = 9 = kwmn - 3 . 1 gskwgfn;?.w

‘De elementen x[i, K] van de k-de elgenvector zijn dus gegeven‘
door

x[i,k] =.sin0k't1t/(h+ 1))

de bijbéhoren&e eigenwaarde is gegeven door
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>
1}

2 s (1 - coslk #«n /{n +:1))‘

b » sin(k sn /(2 s n +:2))T 2.

We zien dus dat aan 0 < A <4 vyoldaan is ~ dat wisten we.a153
dank zij Gershgorin - we zien ook, dat voor grotére n deze
grenzen willekeurig dicht genaderd worden. '

De tweede matrix, waarvan we de eigenvector en eigenwaarden .
analytisch zullen bepalen is de matrix, waarvan de rijen ver-
kregen worden door de elementen van de eerste rij eyclisch

te permuteren, zodat op de hoofddiagonaal steéds hetzelfde .

element staat. Een dergelijke matrix krijgt men bv. bij een
randwaardeprobleem, waarvan geeist wordt.dat de oplossing

Als de matrix van orde n is en de eerste rij bestaat uit de
elementen - ' '

B.[O:I 3[1] ---o.oo-o-o ‘a[n-' 1]
dan is gemakkelijk in te zien dat de vector
x[§1=wlk]t;j (o €j, k <n-1)

de k-de eigenvector is, mits W(k] &&n van de n-de machts-
wortels van 1 ik: — .

Wik] = cos(k » 2 = n/n) + i . sin(k » 2 tin/n); ‘

(vB: x[o] = 11):

Akl = s1aMA (5,0,0-1, alj] » wlel ).
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