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‘Sehrijf een programma dat

!

Oefeningen Numerieke Wiskunde I o "~ .yoorjsar 1970
Oefeningen programmeren in AILGOL 60, e R

De Fourierreeks voor de functie f£f(x) = [x] op het interval [-1,1] is

f(x) 1 E coa{zk-ﬂnx

k=t (2k~1)2n?

Zij S(x)-% 42@_(2:__1)1&.

k=t (2]5 )

'_",) oo

¥1a

Zij bij gegeven € > O het getal N zodanig dat voor alle x € [o 1] geldt

g6 - syte)] < -

‘ feowaarde saxgmale .
Bepaal een fomule voor N, met, bahulp van een eenvoud:.ge schatting voor de

rest van de reeks.
B S AR A B o

a) 5, (x), 5, (ax) en S . (x) berekent voor ma+t3=,0(0.1)}1 en deze getallen

ls 1 t . :
a vo g_t.pr:.n . e b cennemde oo

x 5,,(x) S ’(-x) 800 %) | | | :

b) de waarde van ¢ van een getalband leest, de bijbehorende waarde van N be-
paalt, vervolgens SN(x) berekent voor x. := 0(0.1)1 en tenslotte de vol-

gende getallen print

€ N
X SN(x) .

Opmerking: = = 3.14159265359.

Van de functie y = f£(x) is een tabel (xi,yi) voor i = 1,2,...,n gegeven,

wasrbij verondersteld wordt dat X, < Xipg *

Schrijf een functie procedure die bij gegeven a als waarde krijgt:
als a < x, de waarde van y,, '

als x, €& <x de benadering van f (a) verkregen door lineaire interpolatie
in de tabel,

els a > X, de waarde van R

Gebruik de volgende procedure heading

real procedure f(n,x,y,a);
value n, a; _
integer n; real array x, y; real a;

Schrijf een programma om te testen of de pr'oced.ure‘ correct is. Dit programma

moet de waarden van n, x 12 Tgr Xpr Tpr eovy Xy Ty &

volgorde van de getallenbend lezen, en vervolgens VOOr & = & . (Aa) 8 v de

a en g in d
' “max eze

waarde van f berekensen en printen. -




5. Schrijf een programma om een gegeven matrix A door verwisseling van rijen en
door verwisseling van kolommen te transformeran in een matrix B met de ei-
genschap

Bl = uax 12,51
j=k
Schrijf procedures voor
a) het bepalen van het in absolute waarde maximale element van een matrixs
b) het verwisselen van twee getallen;
¢) het verwisselen van twee rijen van een matrix;

d) het verwisselen van twee kolommen van een matrix.

Mazk bij ¢) en d) gebruik van de onder b) genoemde procedure.




Cefeningen Numerieke Wiskunde I voorjaar 1970

Rekepen met onnauwkeurige getallen

Berekeningen met een tafelrekenmachine.

Zij *b-o*d waarbi j
d X = P*(Q*‘I‘T s J

It

a = 0,728, b = 1.0372916, ¢ = 3.15297, 4 = 0.2395279016,

0.108 % 107, r = 0,1841762 » 1073,

[

p = 0.231, g

Bereken x in 8 decimslen. Schrijf alle tussenresultaten op.

Veronderstel dat de getallen a 't/m r correctie afrondingen zijn van de reéle

getallen a t/m r; dat wil zeggen dat bijvoorbeeld & ligt in het onzeker-

" heidsinterval [0.7275, 0.7285]

Bepaal het onzekerheidsinterval waarin X ligt. Doe dit door achtereenvolgens
na te gaan in welk interval a % b, c * d, & * b - © * 4, enz. ligt. Noteer

_ alle resultaten.

- Omschrijving van de begrippen

"het getal a heeft k significante cijifers"
"het getal a heeft k significante decimalen",

Zij m de mantisse van 2 en zij m de mantisse van =,

We zeggen: & als benadering ven a heeft k significante cijfers als
M- 10-k, L gaky e a-wgww bre, .j |

We zeggen: a als benadering ven & heeft k significante decimalen als
- -k
& had E. ~t 10 [

(~ betekent hier: is ongeveer gelijk asn,)

‘1) Voor de vermenlgvuldlgmg gelden de volgende vulstregels.
Als het getel a n significante cijfers heeft en het getal b heeft m sig-
nificante cijfers, dan heeft a # b een aantal gignificante c¢ijfers dat
ongeveer gelijk is san min(m,n),
Als het getal a een relatieve fout ba heeft en b een relatieve fout &b
heeft, dan heeft a % b een relatieve fout die ongeveer gelijk is aan
ta -+ &b, en als da >> db een relatieve fout die ongeveer gelijk is aan
da., Verifieer deze uitspraken san de hand van Uw berekeningen. -
Formileer aan d.e hand van de berekeningen goortgeli jke uitspraken voor de
bewerkingen: optellen, aftrekken en delen.

\




2) Hoeveel significante cijfers heeft x aangenomen dat alle getallen a t/m r
correct zijn afgerond?

3) Neem san dat de waarde van a (= 0.728) exact is. Bepaal dan met behulp
van de vuistregels het aantal significante cijfers van x. Bereken ook het
onzekerheidsinterval van x en vergelijk deze twee resultaten.

4) Geef, aangenomen dat de waarde van a exact is, bij ieder van de overige
getallen aan op hoeveel cijfers het getal afgerond kan worden, zonder dat
het resultmat significant verandert. Bereken bij deze opnieuw afgeronde

getallen weer het onzekerheidsinterval van x.

De grootheden x en y hangen samen volgens de formule
y = x(1 +ax)

waarin o een gegeven parameter is.

Bekend is dat de term ax in absolute waarde klein is ten opzichte van 1,

Schrijf een programma voor het berekenen van x voor de volgende combinaties van o en y.

a ¥ « y x y
1072 | 10° 1072 | 1072 1 107
1072 | 10 1wt | w0t || 1072 | 10
10™2 1 108 108 10™* 102
1072 | w0t | w0t | 107t || 107 1

Doe dit

a) met de "“gewone" formule voor het oplossen van een vierkantsvergelijking
(noem het resultaat xi);

b) met een numerieke stabiele formule voor het oplossen van een vierkants-

vergelijking (resultaat xs).
Bepaal voor de gevonden wearden ven X, en x ook de grootheden

r=(y-x)~-ax? en bx=-r1r/{1+20x). (1)
Mask een tabel op de hieronder aangegeven wijze van de volgende grootheden.
J | -

X, Ty 6xi bxi/xi Xy = 63:1

x, T, bx, bx, /% Xy = 0%, .
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Yragen

1) laet zien dat voor een ¥, in de buurt van x geldt x, ~x s bx .

2} Waarom is het beter om r te berekenen met de gegeven formule (1) en niet
met bijvoorbeeld T = y - x(1+ax) ?

3) Verklaer het verschil tussen x, en X

i
Ga na’ dat
X=X 4p~12 Xg =X 10-12
p- ~ 2y en ~ 10 % .
i -]

(~ betekent hier: is in orde van grootte gelijk aan.) |
Neem hierbij sen dat de machine bij de bewerkingen optellen, af'trekken,
vermenigvuldigen, delen en worteltrekken een relatieve fout van ten hoogw
ste 1072 maskt,
4) Bij de derde serie zou de mantisse van x steeds dezelfde moeten zijn,
~ Waardoor is dit niet het geval?

Similatie van een rekenmachine met vaste woordlengte. _

Voer de volgende berekeningen uit, waarbij na iedere esrithmetische bewerking
(+5 =%, /) het verkregen resultaat wordt afgerond op m cijfers (mantisse
van m cijfers).

1) Bereken de waarde van x uit opgave A met m = 5, Bij welke van de arithme-
tische bewerkingen wordt geen afrondingsfout gemsekt?

2) Zij x = — een wortel van de vergelijking y = x + ax?.

1+\}1 + 40y

Bereken x voor y = 0.125 en & = 0.03 met m = 5,

Bereken vervolgens met de gevonden x de waarde van r = y - x - ax2 in gzo

hoog mogelijke precisie.

Bereken ook r, =y - (x+ax®) en r, = (y-x) - ax®* met m = 5,
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Beschouw het iteratieproces

= 2
—x -
xn+l a Axn

Schrijf een programma, dat de rij {xn} berekent voor

» n =0,

1,2,0e. &

A en Xo.
A Xq A Xq A XO
0 .5 .5 2 -1 1077
0 -1 -1.63 -1 -1 1073
0 | -1.001 -1.63 -.8 1 1.999
0 | - .999 -2 -.001 2 2.9
.5 .25 -2 .001 0.639 1.639

Maak voor iedere combinatie een tabel als volgt

A
*o
X, Ax, 8%/ Axg Vo =
X3 Ax AX2/AX1 ¥y =
o+ A+ Axn+llé‘xn Yo 3%
Beeindig het proces als
Ax
n = nmax v | 2 |
: b= Jhx

bx
—_—
1 - Mxy/Axg
Ax)

X1 * 1 - AXZJAX]_

Xo+

1A
m

Kies met overleg de waarden voor mmax en ¢.

(1)

de volgende waarden van

(2)
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Vragen

Bepaal de mogelijke limietwaarden van de rij {xn}.

Bewijs dat als -1 < A < | het proces naar 0 convergeert voor alle x, met
-1 < Xy < 1 + ) en divergeert voor alle Xy met x5 < =1 of x5 > 1 + ).
Onderscheid daartoe de volgende gevallen:
le geval: -1 < A £ 0

a) 0 <xg <1+

b) _ -1 < Xy < }

c) A= x5 < 0

d) X, < -1 of Xy > 1+ 2.

2e geval: 0 < A < 1

2 ) .
a) -~ %u < Xy < A, beschouw afzonderlijk de rij {xzn}'en de rij {X2n+1}

b) A< Xq < 1 +

2
c) =1 < xg < - %—

d) Xg > 1+ X of xg < =1,

Licht elk van beide gevallen toe met een grafiek.

Voor welke waarden van X is het proces locaal convergent naar de wortel o = 0,
resp. o =1 + ),
Bepaal lim Axn+l/Axn in het geval dat de rij'{xn} convergeert naar o = 0,

T
resp. naar a = 1 + },

Z2ij gegeven het iteratieproces X 1 = f(xn).
Bewijs: Als lim x_ = o dan geldt:
e
_ 2 £'() £'"(a) 2 3

A A U O R o(lx, - o3 . (3)

Aanwijzing: Ontwikkel in (%) eerst Axn+l /Axn in een Taylorreeks rond X, en
Axn

ontwikkel daarna x o+ T Axn+] 71xn in een Taylorreeks rond het punt a.

a) Hoe is de convergentie van de rij'{ynJ in het geval dat de rij'{xn} line~
air convergeert? Heeft het toepassen van het A2-proces van Aitken in dit

geval zin?
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' b) Als de rij {xn} kwadratisch convergeert dan is £'(0) = 0 en £'*(2) # 0

en er geldt

o< O =Tk U (x4 o(lx ~a]*) (4)

Ga dit na.

Laat met behulp van formule (4) zien dat in dit geval het Az—proces van
Aitken, d.i. de laatste kolom van (2), slechtere resultaten geeft dan
de eerste kolom van (2) .

Waarom wondt het voorbeeld niet algemener als we nog een factor 8 # 0 voor

2

de term X toevoegen?

. Verifieer de numerieke resultaten aan de hand van de antwoorden op de vra-

gen | t/m 5. De getallen in de derde kolom van (2) naderen theoretisch naar
de asymptotische convergentiefactor. Verklaar het hiervan afwijkende ge-

drag van deze kolom in sommige gevallen.

Geef Uw interpretatie van de resultaten van de laatste kolom in de geval-
len A = + 1, en verder in dé langzaam divergente gevallen,

Licht een en ander toe met een grafiek.

Modificeer het proces als volgt.

Kies een beginschatting X .

Bepaal xl en x2 met de iteratieformule (1) en vervolgens y met behulp van (2)
0

Algemeen in de n-de slag (n 2 1) .

Neem X =¥, - Bepaal X4 o0 X o Met (1) en vervolgens ¥, met 2y .

Hoe snel convergeert de aldus verkregen rij {yn} .

Constateer experimenteel dat dit proces ook convergeert, in gevallen waar-

in het oorspronkelijke proces divergeert, mits x0 voldoende dicht bij een

stationair punt ligt.
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6. De bijgaande procedure NULPUNT is een implementatie van de variant van het

regula falsi proces die beschreven is in de college syllabus op pag. 28 en
29.

A. Bestudeer de procedure, lees het betreffende gedeelte van de syllabus en be-

antwoord aan de hand daarvan de volgende vragen.

Wat doet de procedure in het geval dat bij binnenkomst‘F(xo) x F(yg) >0 7
Betekent dit dat er geen nulpunt van F ligt in (x5,¥9) ?

De conditie van regel 7 is gelijkwaardig met de conditie "fxo x fyo > 0".
Wat is dan het voordeel van de gebruikte conditie boven de laatstge-

noemde?

Hoe is het mogelijk dat x berekend met regel 11, gelijk wordt aan

n+1?
» .

X of ¥y, ? Teken een plaatje. |
Wat is de consequentie als we in regel 12 '> Q" vervangen door "= 1",
in het geval dat X e geliik is aan X en in het geval Qat X 41 gelijk

is aan Yy

Is het mogelijk dat X i1 berekend met regel 13, buiten het open inter-
val (xn,yn) komt (m.a.w. is de toevoeging van de conditional statement,

regel 15 e.v., nodig)?

Is het mogelijk dat x berekend met regel 16, buiten het open inter-

n+l?
van (xn,yn) komt, in het geval van een binaire machine en in het geval

van een decimale machine?

Bewijs dat bij de (n+1)ste passage van de label iteration het dan gel-
dende interval [xn,yn] echt bevat is in het vorige interval [xn_],yn_l],

en dat F(xn) % F(yn) < 0.

Bewijs dat het proces, uitgevoerd met een rekenmachine, eindig is, on-
geacht de meegegeven waarden van de parameters xo, yo, ae, re, aange-

nomen dat het bepalen van fx eindig is.

Ga na dat, als ae en re positief en niet extreem klein zijn, voor de

afgeleverde waarde x een van de volgende twee uitspraken geldt.

a. x ¢ [%;,y,] en F(x) = 0.



b. Er bestaan X, eny, zodanig dat
Lx >y, 1 < [%5,¥0]
F(xn) S F(yn) < 0
X € [xn,yn]
lx -y | <ae+rex |x| .

B. Schrijf een programma dat met de gegeven procedure een ﬁulpuut bepaalt in de
. volgende gevallen,
1. fx) = (x+a)(2x - 1)
met x, = 0, o = 2

en o =5, 1072, 0, -0.5, -1, -2

2, f(x) =1 - 2%
met x5 = 0, y5 = 1
ena =1, 10, 100 .

3. £ =&x-DE-PHE-H
met xg = 0, y; = 0.9

Xg = 0, yp = I

"' Xg = 0, yg = 1.1 .

Vragen.

1. Wat is de betekenis van de beéindigingstest abs(xo - yo) S ae + re x abs(x);

zie regel 24 van de procedure?
2. Ga na dat de procedure in de n-de slag het volgende pfint:

. - p
xn+I xnl . )
3

f(x

(inter) (half) x _, *n Yo *pe n+l

Ixn - xn—llp

de woorden tussen haakjes worden niet altijd geprint.-

Wat betekent het als in de n-de slag "inter", resp. I"half", wordt geprint?

3. Ga aan de hand van de output na wanneer X 42 berekend met X1 €0 X,

niet geaccepteerd wordt en waarom niet.
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Ga in een geval van "slechte convergentie" na of de convergentie lineair

is, en of het toepassen van het AZ-proces van Aitken dan zinvol is.

Merk op dat in de gevallen van "goede convergentie' per drie slagen twee-—
maal X _y en y_ samenvallen (dus interpolatie), terwijl in de derde slag
X buiten het interval [xn,ynJ ligt (dus extrapolatie). _
Laat zien dat dit volgt uit formule (2) op pag. 27 van de college syllabus.

Illustreer dit verschijnsel ook met een plaatje.

Ga met behulp van formule (3) op pag. 27 van de college syllabus na wat de
limietwaarde is van de op &&n na laatste kolom van Uw output.

In hoeverre zijn de numerieke resultaten hiermee in overeenstemming?
Begaal in enkele gevallen, waarin de overeenstemming niet erg bevredlgend

tl, het aantal significante cijfers van de berekende getallen.

C. Los met behulp van de procedure NULPUNT het volgende stelsel vergelijkingen

op.

£G,y) = 3x" + x%3 + y2 m 2= ' '

8(x,y) = (1 + x%e™ - x2y - y3 - |

Maak daarbij gebruik van de volgende gegevens.

a.

Ga

QLﬁumuvu

atufaw\.? v (2] 7 @) %W-WF MJ o

Voor elke x in [0,i1] is g(x,y) voor 0 < ¥ = 1 een monotoon dalende functie

van y.

f(x,y) <0 als x=0en 0 < y 51
f(x,y) >0 alsx=1en0<ys<1.
dit na.

‘ Guvé{AfvteLL‘j.L¢4cf IL{/kaEF;HR/f /h;b/l(?héfgu4dj. V{;k . *eyk41a4¢t&)££¢ﬁj.

éi;vplzzﬁ/4ao ee .

Iﬁnwu G ) /“"7
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Schrijf een programma om bij een gegeven beginschatting Xy een wortel van de

vergelijking £(x) = 0 te bepalen, met de iteratiemethode van Newton-Raphson:
Xpyp = X T f(xk)/f'(xk) . k20,

De functie f is een polynoom van de graad n,

.o n n-1
f(x) = agx + ax + ..+ a

Maak een procedure voor de berekening van f(x) en f'(x) met het Horner

schema,
Print per iteratieslag de volgende grootheden
1 : 2
o £0g) , £ (=), bx A}‘:k/fﬁxk__1 R Axk/(Axk_l)

Het iteratieproces moet worden beéindigd als aan een van de volgende voor-

waarden is voldaan

o | < e x [x, ]

|£(x )| < 10712

xlagl »
k > max .

Draai het programma met enkele van de volgende voorbeelden:

f(x) = x2 - 1 ;

E(x) = (x+ DD(x - 2)(x - 3)
=x3 - 4x?2 +x + 6
£(x) = ((x = 1)2 + a)(x + 1)

=x3 -x2 - (1 -a)x+ (1 +a);

£(x) = ((x = 1?2 +a)(x -~ D(x+ 1)

)]

= x% - 2x3 + ax? + 2x - {(+ a) .

Neem voor a achtereenvolgens nul, een klein positief getal, een klein negatief
getal.

Teken in elk van de gevallen een plaatje.
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Vragen

Bewijs: Als o een p-voudige wortel is van £(x) = 0 met P22 en lim X, =0
It ]

dan is de convergentie lineair met asymptotische convergenmtiefactor | - 1/p.

Zie opgave 2 op pag. 25 van de syllabus.

Zij aj voor | £ j £ n de wortels van een n-de graads vergelijking f£(x) = O.

Dan geldt voor iedere x

f
I (x) | .

AAAMATEX lx - a,] <1 )

1£j2n ]

Bewijs dit.

Aanwijzing: Gebruik de formule f(x) = ao(x - ai) vee (x - an).

Bewijs: Als £"(x) # O dan is de convergentie van het Newton proces lokaal

monotoon. Licht dit toe met een plaatje,

Stel dat van een iteratieproces theoretisch bekend is dat de rij {xn} mono-

toon convergeert naar de limiet a.

Bedenk dan voor het iteratieproces een afbreekcriterium dat gebaseerd is op

de monotonie.
Wat kan er in dit geval gezegd worden van de nauwkeurigheid van het resul-

taat?

Bepaal de convergentie-orde en de asymptotische convergentiefactor in elk

van de berekende voorbeelden en ga na in hoeverre de numerieke resultaten

‘hiermee in overeenstemming zijn.

Ga na dat als ’f(xk)] < 10_12

* Ianl de waarde van f(xk), en dus de volgende
Newton correctie zeker, niet meer significant is.

N.B. Het omgekeerde behoeft niet het geval te zijn,

Zij 6f(x) de afrondingsfout die bij de berekening van f(x) gemaakt wordt,
Z1ij f(x) de berekende waarde van f(x), dus E(x) = £{x) + &§f(x).

Zij |8£(x)| < d voor x in de buurt van de wortel g van de vergelijking
f(x) = 0.

Zij V= {x | |£(x)] < d}.

Bi} een nette functie is V een interval.

Dan is voor iedere x ¢ V de berekende waarde f(x) niet significant van nul
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verschillend. Voor het Newton proces betekent dit dat voor X, € V de Newton
correctie niet significant is,

We noemen V het onzekerheidsinterval van de wortel o.

Zij.p de multipliciteit van de wortel a.
Dan geldt, als f een nette functie is, dat de lengte van het interval V onge-

veer gelijk is aan

2 x ! d/|£EP @yhP

Ga dit na.
Globaal kunnen we dus van $a, d.i. de nauwkeurigheid waarmee de wortel o te

bepalen is, zeggen

So ~ dl/P .

Verifieer deze uitspraak met behulp van de numerieke resultaten. Ga daarvoor

eerst na dat in alle gevallen geldt dat d ~ 10_]2.
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8. Rekenen met differenties.

A. Gegeven de volgende tabellen.

x sin(x) cos(x)

0.7 0.644 218 0.764 842
0.8 0.717 356 0.696 707
0.9 0.783 327 0.621 610
1.0 0.841 471 0.540 302
1.1 0.891 207 0.453 596
1.2 0.932 039 0.362 358
1.3 0.963 558 0.267 499
1.4 0.985 450 0.169 967
1.5 0.997 495 0.070 737
1.6 0.999 574 ~0.029 200
1.7 0.991 665 ~0.128 844
1.8 0.973 848 ~0.227 202
1.9 0.946 300 ©-0.323 290
2.0 0.909 297 ~0.416 147

Maak voor sin(x) een differentietabel tot en met de vierde differentie voor
x = 1(0.1)2 en voor x = 1(0.2)2,

Ga na of Uw resultaten in overeenstemming zijn met formule (4) op pag. 50
van de college syllabus.

Bereken met behulp van de gemaakte differentietabel zo nauwkeurig mogelijk

sin(1.04) met de formule van Lagrange en met de formule van Newton-Gregory.

Bereken sin(1.22) met de formules van Newton-Gregory, Stirling en Everett.

Kies in dit geval voor elke interpolatieformule xy = 1.2.

Geef in alle gevallen een gchatting van de fout in Uw antwoord.
Ter controle: sin(l.04) = 0.862 404, sin(1.22) = 0.939 099.

Bepaal met inverse interpolatie de waarde van x waarvoor cos(x) = }, en de
waarde van x waarvoor sin(x) = 1.

Geef in beide gevallen een schatting van de fout in Uw antwoord.

Ter controle: 7 = 3,1415926536.
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B. Gegeven is dat de volgende tabel op &&n plaats een fout bevat en de door~

werking daarvan in de er op volgende differenties
X e* 8 §2 83 gt 65

0.0 1,000000

105171
g.1 1.105171 11061

116232 1163
0.2 1,221403 12224 123

128456 1286 101
0.3 1.349859 13510 224

141966 ~ 1510 — -342
0.4 1.491825 15020 -118

156986 1392 550
0.5 1.648721 16412 432

173398 1824 ~338
0.6 1.822119 18236 94

191634 1918 108
0.7 2.013753 20154 202

2117388 2120 21
0.8 2.225541 22274 223

234062 2343
0.9 2.459603 24617

258679

i.0 2.718282

Wat kunt U concluderen uit het verloop van de differenties t.a.v. plaats en
grootte van de fout? ' '
Spoor de fout op en breng noodzakelijke correcties aan. Controleer nu of

voldaan is aan formule (4) op pag. 50 van de syllabus.
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b

. De trapeziumregel voor Jf(x)dx op n+l punten is

a
b
Jf(x)dx = Tn + R.n
a
met
Tn 1= h[ifo +E ot f“_1 + ifn] . | (1)
waarin
h := b-a s X, !=a+ jh, f, 1= f(x.)
n J ] J

Als f tweemaal continu differentieerbaar is, dan geldt

n-1
- -L- 2 - "
R, =~y h jEo(xj+1 xj)f (Ej) met x, < Ej < X (2a)
Ook geldt
R = -+ h2(b - a)f"() met a<g <b . (2b)

Schrijf een programma dat bij een aantal gegeven waarden van n berekent en

print:
i 1

n Tn T2n §{T2n Tn) T2n * g{TZn Tn)
Voorbeelden:
1) f(x) =e*. a=0,b=1,n-=23,4,6,8 ;
2)  f(x) =.x" a=0,b=1,n=4,8,16,32 ;
3) f(x) =x " a=0,b=2,n-=4,6,8,12,16 .
Vragen

Bewijs: Als f" continu is dan geldt

R
lim 2 - - L e ) - £ (a)]
h»0 h

(zie college syllabus, pag. 65, opmerking 8).
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2.
®
3.
4.
o
5
6.

Bewijs in het geval dat f(x) = xi

1
Jf(x)dx =T * Cn h3/2 )

0

waarbij

1
c =4

f3/2 - _
LT F Jt (t = [eI)(e] + 1 - t)de ,
0

zodat in dit geval geldt

R
. n .
lim =lim C =¢ |,
o0 b2 e B

(Hint: gebruik formule (6) op pag. 63 van de college syllabus.)

Bereken in elk van de gevallen de exacte waarde van Rn'
Bereken ook een schatting voor Rn met behulp van (2a) of (2b).

Vergelijk deze waarden met die uit de voorlaatste kolom van Uw output.
Neem aan dat voor de restterm Rn geldt

= ChP
R, Ch™ + ... .

Bepaal dan C en p door in een grafiek log Rh tegen log h uit te zetten.
Gebruik dubbel~logarithmisch grafiekenpapier.
Ga na dat U in plaats van Rn (die in het algemeen niet bekend is) ook
T - T kunt nemen.
2n n
Teken in dezelfde grafiek log r als functie van log h, waarbij r de fout
is in de laatste kolom, dus
b
1
r = Jf(x)dx T2n - §(T2n -T) .

n n
a

. Verifieer aan de hand van Uw output de resultaten van de vragen 1 en 2,

Leid een formule af voor de extrapolatie van Richardson in voorbeeld 2,
£(x) = x%.

Voer vervolgens deze extrapolatie uit.
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Berekening van de bean van een satelliet rond aarde en maah.

We nemen het volgende vereenvoudigde model.

De aarde en de maan zijn stilstaande lichemen in de ruimte.

De strazl van de aarde is Ra, de massa is 1; de straal van de.maan ig Rm, de
masga is vy,

De afstend sarde-mean is 1.

Een satelliet wordt van de oppervlakte.van de aarde weggeschoten met snelheid
v. De snelheidsvector v en de verbindingslijn van de middelpunten van de
agrde en maan liggen in een vlak. '
Hierdoor is het probleem tweedimensionaai.

Kies het assenstelsel zo dat het middelpunt van de aarde in de oorsprong
ligt en het middelpunt van de maan in het punt m = (1,0) ligt.

y-as
v
¢
w
o

A

2
A
4 n\i
o

X=-a3

-
N

fig. 1

De bewegingsvergelijking van de setelliet is

D an — - —
d > R S T =-m
at? s Erik

ofwel in colrdinaten uitgeschreven

d?x' X x-1

o () (1) 2 )

(1)

- -y - b '.
o Py (et ey

P ) RS TR

A

e R D A L

S R v

S,

T

CEEEEERT S S




Als beginvoorwaarden moeten gegeven worden de wasrden van x, vy, >.c, fr op het
tijdstip t =0, Deze worden gegeven door middel ven de grootheden Ra, ¢, § en

v, zoals aangeduid in fig. 1.

Schrijf een programma om met behulp van de procedure RK3nPLOT de baen ven
een satelliet te berekenen en te plotten, bij gegeven waarden van de DETE-

meters ¥, Ra, Rm, o, & en v,

Gebruiksaanwiizing van RKBnPLOT

procedure RK3nPLOT(x,2,b,hsug,¥,¥8, 2, 22, fxy3i, 3,e,n);
value b,n; integer j,n; real x,a,b,fxyj,hsug;

BITEY Y,¥2, %y 28,03

Formele parameters

real x < variable >
Is de onafhenkelijke variable. Wordt als Jensen parameter

gebruikt,

real a < expression >

Heeft als wearde de beginwasrde ven x.

real b < expression >

Heeft als weaarde de eindwaarde van x.

real hsug < expression >
Heeft als waarde de gesuggerecerde integratie steplengte

array y Array met grenzen [1:n].
Het array element y[j] bevat de waarde van de j~de afhanke-
lijke variable yj. Wordt als Jensen parameter gebruiki.

f v

erray ya Array met grenzen [1:n].

valj] bevat de beginwaarde van Yy
array z Array met grenzem [1:n]. oy

z[j] bevat de waarde van de afgeleide E'l .
array za - Array met grenzen [1:n]. ay

' za[j] bevat de beginwaarde van de afgeleide _dt;cl ..

real fxyj < expression >

Is de functie fj (x,y) die als rechterlid in de j-de vergelij-
king voorkomt.

Hangt af van de Jensen parameters x, ¥ o

PRI e i R ot L o SR L 5

i S e

S e e neeinoe oo
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integer J < variable >
Heeft als waarde de index ven de vergelijking wearvan fiyj
het rechterlid is.

Wordt 2ls Jensen parsmeter gebruikt. s

arrey e Array met grenzen [1:4 x n]. !

Het array element e[2 x j- 1] bevat de relatieve tolerantie

en het array element e[2 x J] de absolute tolerantie beho-
rende bij y:J ,2
Het arrsy element e[2 x (n+3)-1] bevat de relatieve tole- g

Vi

rantie en het array element e[2 bd (n +,} ] bevat de absolute

Y.
tolerantie behorende bij zj = E—yl .

integer n < expression >

Heeft als waerde het santal differentiselvergelijkingen.

Globale parameters

real procedure MARKEDCURVE < function designator > L 3
PLOTCURVE , | i

De procedure veronderstelt dat gedeclareserd zijn
MARKEDCURVE (X,Y,TI) en PLOTCURVE(X,Y,I).

Toelichting

Met de procedure RK3nPIOT wordt de oplossing van het stelsel differentiaal- %
vergélijkingen ‘
dzy‘.

2 = f (x’y1,y2""’yn) j = 1!2,0--,1'1

dx

met beginvoorwaarden ]
y4a) = ye,s

y.(e) J=1,2,e0.n

z, (a,) = —-*1---— 28

berekend en geplot voor'a <x <b.

Bij aanrcep van de procedure moet de actuele perameter voor fxyj de expressie
zijn afhankelijk van x, Ty Tpr soes ¥y €0 J, die de waarde van de functie
:Ej(x,y ¥ ,...,yn) levert.




De gebruikie methode is een Runge Xutta methode met zelfzoekend interval.
Veronderstel dat de integratie gevorderd is tot aan het punt X, Dan word:

een intervallengte h bepazld. Vervolgens worden de waarden yJ(x +h),

zJ(x +h) berekend. Als de geschatte fout in de waarden van Yy (x +h) en
z (x +h) kleiner zijn dan de in het array e opgegeven tolerantles, dan g

worden de staplengte h en de berekende functiewaerden geeccepteerd, zo niet

dan wordt de staplengte h verkleind.

<3

Na iedere geaccepteerde stap wordt de baan geplot, de stapgrootie wordt ge-
markeerd door een + teken in de grafiek.

In het programma moeten opgenomen zijn de declaraties van de library pro-
cedures PLOTTEN en MARIEDCURVE. Deze laatsie procedure wordt door RK3nPLOT

gebruikt om door de berekende punten een continue kromme met markeringen te

trekken.

b
i
!
.

R

Opmerking. De declaratie ven de procedure RK3nPIOT is op een band senwezig
bij het rekencentrum. In het programma kan volstaan worden met de aanduiding
{RK}nPLOT} op de pleats van de declaratie. De declaratie ven de plotproce-

dures dient als volgt te geschieden:
librery PLOTTEN, MARKEDCURVE; ' -
De aanroep van de procedures PIOTCURVE en MARKEDCURVE is respéctievelijk:
PLOTCURVE(X,Y, I) e‘n- MARKEDCURVE(X,Y,I).
De betekenis der actuele parameters is de volgende:

<real > X, Y zijn de coﬁfdinaten van een punt van de te tekenen kromme.

< integer > I kan de volgende waarden aannemen:

I =1 Initialisatie van de procedure. De waarden van X en Y zijn irrelevant.

I=2 Het punt (X,Y) wordt toegevoegd aan de rij punten weardoor de kromme
loopt. Het aantal punten op een kromme moet minstens 3 zijn.

I =3 Be€indiging van de kromme. De waerden van X en Y zijn irrelevent.

Gebruiksaanwijzing van de plotter.

Alvorens te kunnen plotten, is het noodzakelijk om een verband vast te leg-

gen tussen de werkelijk berekende grootheden, de "data units", en de te
plotten grootheden, de "plotter units™. '
Hierna zullen we hoofdletters gebruiken voor dats units en kleine letters

voor plotter units.

§

We denken ons een rechthoek op het papier in plotter units., Eén plotter unit

kemt overeen met O.1 mm. .



.

(o, yﬁax) ' (x max, ymax)
A
2]
%
& | (0,0) (xmax, 0)
—
X=25

x mex >0, 0 <y max <2750C.

De overeenkomstige rechthoek vastgelegd in deta units is:e

® (XN, YMAX) (XMAX, YMAX)
7
P (oo, Yeov) (X, YT )
————
X-as

Het verband tussen beide rechthoeken kurnen we bepalen met behulp van
schaalfactoren in de x- en de ¥y-richting.
- Het verband tussen XMIN, YMIN, XMAX, YMAX en max, ymax moet worden opgege-

YMAX, xmax, ymax ).

‘Voor het verkrijgen van uniforme grafieken wordt de aanroep
PLOTFRME(‘E:"‘-37534'31'375370003 2750)

aznbevolen.

ven door midde] ven een sanroep van de procedure PLOTFRAME (XMIN, YMIN,XMAX,




Om een complete grafiek te krijgen van earde, mean en satellietbaan worden
de omtrekken van de sarde en de maan geplot als cirkels met straal Ra res-
pectievelijk Rm.

Hieronder volgt een voorbeeld om een cirkel met middelpunt (A,B) en straal R

te ploiten (4, B en R in data wnits).

PLOTCURVE(0,0,1);

for ¥ := 0 step 1 until 8 do

PLOTCURVE (4 +R x cos(k x 3. 14159265359/1), B+R x sin(k x 3.14159265359/4), 2);
PLOTCURVE(0,0,3);

De satellietbaan moet voortijdig worden be&indigd als

6f het punt (x,y) buiten een bepaald gebied komt (bv. het gebied vern het
frame -3<x<4, |y| < !EH)

4f het punt (x,y) bimmen de aard— of maenschijf koms (o +y° < 0. 999 x Ra’
c.q. (x=1)? +¥° <Ro?).

Men kan de be€indiging het eenvoudigst realiseren door de expressie fxyj te
schrijven als procedure, waarbinnen getest wordt of aan de beelrdlglngsvoor-
waarden voldaan wordt (in welk geval near een lebel né de statement ven

RK3nPLOT gesprongen wordt).

Opmerking. De factor 0,999 is opgenomen om bij de start te voorkomen dat ten
gevolge ven afrondingsfouten de satelliet niet ven de grond zou komen.

Invoergegevens ,

Ra = 0,2

Rm = 0.05

Y = 0,25

hsug = 0.1
a =0

b =20

e[3] = 107" of 107, 3= 1,2,...,8
2.5 =< v < 3,5, ' - .

De waarden van ¢ en ¢ dienen zelf gekozen te worden.

Opmerklng. De computertlad voor het berekenen van één satellietbaan wordt
geschat op 30 sec.
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5. Het meten van een warmteoverdrachtscoefficisnt

A. Probleemstelling.

Voorjaar 1971

In een cylindervormig vat bevindt zich een

N

N\

NIERN
v

14
(]

N

roerder en een verwarmingselement. Via een
\ kraan laat men vanaf het tijdstip t = Q
water in het vat lopen. Door het verwar-
mingselement voert men oververhitte stoom.
Hierdoor wordt het water verwarmd.

Met de roerder wordt het water in het vat

_-_—Aé:_- % - overal op dezelfde temperatuur gehouden.

-~ —-=- e Door de temperatuur van het_watgr te meten

— = — = ‘ﬁ - == als het vat vol is, kunnen we de warmte-
stoom overdrachtscoefficiént van het verwarmings-

element berekenen.

Gebruikte symbolen

t

= tijd

AO := totale oppervlakte van het verwarmingselement

A(t) := momentane oppervlakte van het vervarmings-—

element onder het wateroppervlak

VO i= volume van het water in het volle vat

V(t) := momentane volume van het water in het vat

T
w

i= temperatuur van het in het vat stromende water

T(t) := momentane temperatuur van het water in het vat

T
e

e T 4 M3

‘= temperatuur van het water als het vat vol is

1= temperatuur van de stoom

':=m warmtecapaciteit van het water

:= instroomsnelheid van het water .

t= dichtheid van het water

= warmteoverdrachtscoefficiént van het verwarmings-

element

Eenheden

sec

2
m

o 0o o oH
a a6 u:Eu:B

C
Joule/ (kg °C)
m~/sec
3
kg/m

Joule/(m2 sec oC)

e s

E



2.

B. Wiskundig model.
We maken de volgende vereenvoudigende veronderstellingen:
(i) TS, C, v, p en U constant;

(ii) geen warmteuitwisseling met de omgeving via de wand van het vat en

via het wateropperviak;

(iii) ideale roering, d.w.z. de temperatuur van het water in het vat is

overal dezelfde.

De temperatuur van het water wordt nu beschreven door de differentisal-

vergelijking
Uvtad
dT _ 0 .
pCv (T TW) + pCvt at vo (Ts T)
(1)

met de beginvoorwaarde T(0) = Tw .
Door een eenvoudige transformatie is (1) te herleiden tot

d

—&-{ (TB) = 'l'(l 3)
met (2)

8(0) begrensd
(ioc- B(O) = 0).
Vragen
1. Leid (1) af uit de behoudswet:
de door het water opgeno- . rde door het verwarmingselement]
men warmte in tijd dt afgestane warmte in tijd dt :
2, Ga na door welke transformatie (1) overgaat in (2).
Welke essentiele grootheden bevat het probleem dus en stellen deze

fysisch iets voor?

3. Los de differentiaalvergelijking (2) op.
Bewijs dat de warmteoverdrachtscoefficient U volgt uit
U:E-C_v.. T s . (3)

A0 e

waarbij Te de van nul verschillende oplossing is van

T -T

=X S
e +Ax-1=0, met ) = T__:_TE . (4)
8 w




3.

C. De methode der successieve substitutie.

Als een vergelijking geschreven is in de vorm
x = f(x),

dan wordt met de methode van de successieve substltutle een r13 benaderingen
O,x],xz,... voor een oplossing o als volgt verkregen, '
Kies een beginschatting, noem deze xo. Bereken achtereenvolgens X)X

g |
met de iteratieformule :

xn = f(x ) . (5)

Schrijf een procedure, die, bij gegeven X, de volgende tabel berekent en

print:
*0
X, Axo
Axl
] + e
X, 0%, Axl/Ax0 v, x, By Ax] =
Ax
X Ax Ax, /Ax y, = x_ + _2
3 2 2 1 3 3 Axl sz -1
. L) * (6 )
[ ] L] - . Axn- ]
*n Ax -1 Ax -I/Axn-Z Yo T E Y I fAx. . =1
n-2"""n~l1 _
Beeindig het proces als
Axn_l
ax : L
n 2 nm v le T - ]f < ae + re x ,xnl (7
n-2 n-1

Gebruik de volgende procedure heading:

procedure sucsub(x, fx, x0, ae, re, nmax);
value x0, ae, re, nmax; integer nmax;

real x, fx, x0, ae, re;



Vragen

l. Veronderstel dat de rij'{xn} convergeert naar a. Wat is dan de limiet-

waarde van de rij {Ax_ . /ax } ?
‘ n+l n
2, Als lim x_ = a, dan geldt de volgende formule
ork T
Bpe ke .
{t . oo, - am il ) 52, oClx_ - a|? (8)
sl n+2 208 (@ - D n o

ﬁ “‘2:1 (De afleiding van deze formule behoeft niet te worden gegeven.)

~a) Als de rij {x } lineair convergeert met convergentiefactor A, wat is dan
. de convergentleorde en de convergentlefactor van de rij {y }.

Waarom heeft het toepassen van het Az-proces van Aitken in d1t geval zin.

b) Als de rij {x } kwadratisch convergeert dan is £'(a) = 0 en f"(u) 0

en dan geldt de formule
2

; |
Ypez =@ " = 3" @) (- @) + o(|x_~al". @

Laat met behulp van formule (9) zien dat in dit geval het'AZ—proqes van
Aitken, d.i. de laatste kolom van (6), slechtere resultaten geeft dan de

eerste kolom wvan (6).

3. Bewijs dat Yy kan worden opgevat als het snijpunt van de rechte y = x met
~de rechte door de punten (xn_z,f(xn_z)) en (xn-l’f(xn-l))'. )
. Laat met behulp van een plaatje zien dat het toepassen van het 4" -proces
van Aitken gevaarlijk is als geldt £'(x) ~ !, voor x in de buurt van a.

Ga na dat dit eveneens volgt uit formule (8).

4. Geef een interpretatie van de beeindigingstest (7).

D. Numerieke verwerking; analyse van het verkregen getallenmateriaal.

Er zijn twee voor de hand liggende manieren om (4) in de vorm x = f(x)
te schrijven:

@ x=ia-e™,

dit leidt tot de iteratieformule

1 —xn !
X 4 i i-(l -e ) _ (10)




(ii) uit e * = 1 - Ax volgt

x == log(l - ax) ,
dit leidt tot de iteratieformule

X

1 ST T leg(l - Az ) . ) (11)

Zij nu het volgende gegeven:

2 o = 0.638 3, T = 20°¢, T, = 41%, T, = 105°¢,

G = 4180 Joule/(kg °C), v = 0.107, -3 m/sec, o = 1000 kg/m>,

Schrijf een programma voor de berekening van U.

Maak hierbij gebruik van de procedure sucsub voor het oplossen van (4).

Gebruik de iteratieformules (10) en (I1).

Kies in beide gevallen ca 4 waarden voor X5

Bedenk ook in beide gevallen geschikte waarden voor nmax, ae en re.

Vragen.

Bewijs de volgende uitspraken.
a) Vergelijking (4) heeft voor iedere X > 0 precies twee wortels.

Noem deze wortels al en “Q‘

b) a, = 0.

e) a2§l-bals(}<k< 1,
o, = 0 als A=,
uzi(Oals A> 1.

Bewijs dat voor de gegeven waarde van X het volgende geldt.

a) In geval van de iteratieformule (10)

= voor alle X, > 0 convergeert de rij'{xn} naar de gezochte(positieve)

wortel a, van (4)

- voor alle Xy < 0 divergeert de rij'{xn}.

b) In geval van de iteratieformule (1]) convergeert de rij'{xn} voor geen

enkele waarde van X, ¥# a, naer a,.

Wat is de samenhang tussen de rijen‘{xn} verkregen met (10) en de rijen

{xn} verkregen met (11).
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4-

5.

.Draai Uw programma met een positieve en een negatieve x_.

Neem x H yn. Bepaal L en x

Verifieer de numerieke resultaten aan de hand van de antwoorden op

bovenstaande vraag D2 en vraag Cl.

Ga met behulp van de output na hoe de rij'{yh} convergeert en vergelijk
Uw antwoord met het antwoord op vraag C2.
Bedenk een methode om de convergentie van de rij'{yn} te versnellen en

voer deze uit. in een enkel geval.

Ga na wat de maximaal haalbare nauwkeurigheid is voor U, als we aannemen
dat alle gegevens in het opgegeven aantal cijfers nauwkeurig zijn.
Gebruik daarbij het volgende.

Zij x oplossing van g(x,a) = 0, dan is x = f(a).
Als a met een bedrag Sa verandert, dan verandert x met 8x en er geldt bij

benadering
éx = £'(a) Sa
ofwel '
| - - (3838
Sx (Ba/Bx) Sa.

Wat zijn op grond hiervan geschikte waarden voor ae en re?

Néem het geval )X = |,

0

Geef een interpretatie van Uw resultaten aan de hand van de antwoorden op

vraag C3 en vraag DI.

Modificeer het successieve substitutieproces als volgt.
In de eerste slag.
Kies een beginschatting x..

1]
Bepaal X, en x, met de iteratieformule (5) en vervolgens y, met behulp

van (6).
Algemeen in de n-de slag, n 2 2,
met (5) en vervolgens Yos met (6).

n-1 n+l
Ga experimenteel na hoe snel de aldus verkregen rij {yh} convergeert.
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We beschouwen het elektrische netwerk:

C
& —
—

||

Hierin is E een spanningsbron, waarvan het verloop gegeven wordt door E(t),
R een Ohmse weerstand, C een condensator en f een niet lineair element met
(v,i)-karakteristiek i = f(v), waarbij £(0) = 0.

Zij'v = v(t) de spanning over de condensator.

Als gegeven is dat v(t) ten tijde t = 0 gelijk is aan A dan wordt gevraagd
v(t) voor t 2 0 te bepalen. (We nemen aan dat E(t), R, £(v) en C gegeven
zijn,)

v(t) is de oplossing van het beginwaardeprobleem

dv

RC oo E(t) ~v-Rf(v) , t>0
)
v{0) = v t=0.

0 1 4

Als f een niet lineaire functie is, is het in het algemeen niet mogelijk om
het beginwaardeprobleem (1) analytisch op te lossen. Het alternatief is dan
om v(t) numeriek te benaderen op tijden ty = 0, Eys tos eer o

Stel dat t, =ty + iAt, i = 0,1,2,... .

Een eerste probleem is hoe groot At gekozen moet worden. Opdat de oplossing
gedetailleerd genoeg wordt weergegeven, zal At een fractie moeten zijn van
een tijdsinterval, waarin v "essentieel" verandert (een essentiele verande-
ring van v noemen we bijv. een afname met 50%),

Om een waarde voor At te bepalen beschouwen we het gelineariseerde begin-

waardeprobleem:
RCIY = E(t) - v- (v-v)RE'(vy) , £ >0
dt 0 0 (2)
v({0) = v t=0.

0 ]
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We nemen aan dat een geschikte At voor het probleem (2) ook een geschikte At

voor het probleem (1) is.

Vragen.

Leid de differentiaalvergelijking in (1) af door de wetten van Kirchhoff toe

te passen.

Laat zien dat de oplossing van (2) gegeven wordt door

t
v(t) =--§15[ I E('r)exp(Tt-t)dT + vt (RE'(vg) + exp(;—t))] (3)
0 s : 8
met
RC :
ts = W(V—O) . _ (4)

We definieren t, als de karakteristieke tijd van (1).

Wat is de fysische betekenis van t_ ?
Ga daartoe na wat er met v(t) uit (3) gebeurt in een tijdsinterval tos als

%anaf t =t geldt dat E(t) = 0.

Motiveer waarom At een fractie moet zijn vam t_.

De gemeten (v,i)-karakteristiek van f is aangepast aan de formule

v

v W
),

f(v)=%(l+;—-e vzo0

(5)

? f(v) = - £(-v) 7 sy Vv <O0.
| |

v en w hebben de dimensie van spanning, r de dimensie van een weerstand.
Kleinste kwadraten aanpassing gaf w = [ Volt en r = 1000 Q.

Verder is gegeven dat

R = 1000 @

C = 2.107%

VO =0V

E(t) = EO sin wt V
EO = |,8V

w = 1000 7 sec™! .
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Ga na wat een geschikte At is als de frequentie van de wisselspanning 100

keer zo groot gemaakt wordt.

Transformeer (2) in een zo eenvoudig mogelijke dimensieloze gedaante met be-

hulp van een transformatie
V=, t=f.5. ' (6) .
Geef een fysische interpretatie van a en 8.

Transformeer (1) in een zo eenvoudig mogelijke dimensieloze gedaante met be-

hulp van een transformatie als (6). Wat betekenen o en B fysisch?

. Voor het numeriek oplossen van het getransformeerde beginwaardeprobleem uit

A7 kunnen we als volgt te werk gaan.

Beschouw

y' = F(x,y) , x> Xq ‘ (7)
y(xg) = v5 -

We willen y benaderen in punten XysX|seo. Mt X, = X, + ish, i = 0,1,2,... .
Hiervoor kiezen we de volgende tweede orde Runge-Kutta methode (zn is de be-
nadering voor y(xn)):

zy = ¥y

El H hF(xn,zn)

k2 H hF(xn+!,zn+k1)

Z o4y = Zgt {(kld-kz) , nx0., (8)

Vragen. }
i

Teken een plaatje waaruit blijkt hoe, uitgaande van zn,_de waarde van Z +i

wordt verkregen.

Schrijf een procedure
RUNGE KUTTA (x’Y9FXy’hsx0:Y0sxmax'k)

die bij gegeven beginvoorwaarde (xo,yo) en gegeven stapgrootte h de waarden

va Z z . Z
n_], 2’ c.mmet
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m := entier((xmax-xo)/h-F0.5) | (9

berekent en bij gegeven k de volgende tabel print

0 X, z
* %
2k x2k sz

4 . .

Bewijs dat voor de m uit (9) geldt:
I (xq = =) - mhl < in .,

Hoe kunt U de waarde van m in algol op een eenvoudige manier laten berekenen?

Schrijf een programma voor het oplossen van het getransformeerde beginwaar-
deprobleem uit A7 met behulp van de procedure RUNGE KUTTA.

Bereken vervolgens benaderingen voor v 6p het interval 0 < t £ 2tS in de
punten

t
n x 7; , m=1,2,...,8.

Doe dit voor verschillende waarden van de stapgrootte At:

t

At = 1? , N =4,8,16,32,64 .

Voor de globale afbreekfout e(xn,h) in een vast punt X, = %X * nh geldt:
e(x_,h) = h%w(x ) + O(P) , h >0 (10)
'(vgl. collegesyllabus opm. 4, pag. 79). waarbij p een geheel getal > 2 is.

Verifieer met behulp van de output van Uw programma dat e(xn,h) aan' een for-
mule van de gedaante (10) voldoet.

Bereken de waarde van p en bereken door middel van extrapolatie eén Z0 nauw-
keurig mogelijke benadering voor y(xn).

Wat kunt U over de fout in deze benadering zeggen?

Maak zelf een eenvoudige discretisatie van de differentiaalvergelijking en

controleer daarmee de gevonden oplossing.




7. De differentiaalvergelijking
y' = F(x,y) , —® <X <o

waarin F een periodieke functie is in x met periode p, heeft onder bepaalde
condities voor F een eenduidig bepaalde periodieke oplossing Y(x).
Formuleer het randwaardeprobleem dat de periodieke oplossing beﬁaalt.

Zij z(h,xj,O,zo) de met behulp van de procedure RUNGE KUTTA verkregen bena-

dering voor de oplossing van

yl .- F(x’y)
y(0) = zg -

Onder welke voorwaarde voor zZg is Z(h,xj,o,zo) een benadering voor Y(xj) ?
Beschrijf een algoritme om een benadering voor Y(x) te berekenen.

Schrijf een programma om bij de gegévens van pag. 2 en 3 de periodieke op-
lossing te berekenen met een voorgeschreven nauwkeurigheid €. Probeer de
orde van de globale fout vast te stellen en eventueel te extrapoleren.

Draai Uw programma ook met w = 107 en w = 1057 en beschrijf Uw bevindingen.



