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0. Inleiding ([2], ch. 1,2; £151, ch. 1) *)

0.0.

Doelstelling

Het doel van de colleges Numerieke Methoden I en II is tweeledig:

- kennismaking met een aantal voor de praktijk belangrijke technieken uit de
numerieke wiskunde, zoals algorithmiseren, itereren, extrapoleren, discre-
tiseren, locaal lineariseren. We zullen dit doen door voor een aantal toe-
passingsgebieden, zoals het oplossen van vergelijkingen, approximatie van
functies, integratie, oplossen van gewone en partiéle differentiaalverge-
lijkingen, optimalisatie, enkele praktisch bruikbare methoden te bespreken
die van de genoemde technieken gebruik maken;

= kennismaking met enkele methoden met behulp waarvan het mogelijk is een

schatting van de betrouwbaarheid van de berekende resultaten te geven.

De noodzaak tot het gebruik van numerieke methoden kan verschillende achter-

gronden hebben.

 a) Het kan zijn dat men de oplossing van een wiskundig geformuleerd probleem

kan schrijven in de vorm van een formule die echter nog sommen van onein-
dige reeksen, integralen, elementaire transcendente functies zoals sin(x),
ex, hogere transcendente functies zoals Bessel-functies, e.d. bevat. Is
men geinteresseerd in de getalwaarde van de uitkomst, dan moet deze met
numerieke methoden benaderd worden.
b) Het is ook mogelijk dat de oplossing. van het probleém wel expliciet in een
formule te géven is, maar dat deze formule minder geschikt is voor het ver-
~krijgen van numerieke waarden dan het rechtstreeks numeriek oplossen
van het oorspronkelijke probleem.

é) Er is voor het gestelde probleem geen analytische oplossing bekend.

Voorbeelden

1) De analytische oplossing van de lineaire differentiaalvergelijking van de

eerste orde

meﬁ de beginvoorwaarde y = 0 voor x = 0, luidt
x X o
y(x) = J explE + [ exp(tz)dt de .
0 £

B

lijst, die aan het einde van dit hoofdstuk is opgenomen.

Een getal tussen vierkante haken verwijst naar een boek uit de literatuur-

t:‘
;
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Het is duidelijk dat hieruit een benadering voor het getal y(i) niet zon-
der nogal wat numeriek werk gevonden kan worden. Het blijkt eenvoudiger
te zijn om rechtstreeks een numerieke benadering voor de oplossing van de

differentiaalvergelijking te bepalen.

2) De oplossing van het stelsel lineaire vergelijkingen Ax = b is met behulp
van de regel van Cramer expliciet te formuleren als het berekenen van een
aantal determinanten. We zullen later zien dat deze formulering van de
oplossing reeds voor betrekkelijk kleine waarden van n (de dimensie van A

en b) voor de numerieke berekening absoluut ongeschikt is.

Met deze voorbeelden willen we niet propageren dat men bij een gegeven pro-
bleem altijd meteen moet grijpen naar een numerieke methode die rechtstreeks
het gezochte getal aflevert.

Richard Hamming geeft zijn boek over numerieke methoden als motto mee:'the
purpose of numerical computation is insight, not numbers'. En aan ieder die
bij de computer een programma inlevert zou hij willen vragen:'what are you
going to do with the numbers?"Zijn bedoeling is er op te wijzen dat men uit
een enkel getal als uitkomst weinig inzicht in het onderzochte probleem,
noch in de nauwkeurigheid van de gebruikte methode verkrijgt en dat men an-
derzijds een pak van vele bladzijden met tussenresultaten vaak na enige tijd
moedeloos in de prullenmand gooit omdat de informatie die men zoekt te zeer
verborgen ligt tussen een veelheid van niet relevant materiaal. Alleen een
goede mathematische analyse, begeleid door numerieke berekeningen met uit-
voer van een doordachte hoeveelheid tussenresultaten, leert ons de eigen—
schappen van een probleem kennen en geeft ons vertrouwen in de gevonden op-
lossing. Want let wel: ook als het werkelijk slechts om &&n getal gaat, dan
nog blijft het probleem: hoe overtuig ik me dat het verkregen getal een ac-

ceptabele benadering is voor de oplossing van het gestelde probleem.

. Fouten en foutenbronmen {([2], p. 22-24)

Het oplossen van een praktisch probleem (dit kan zijn een fysisch, maar ook

bijvoorbeeld een economisch probleem) gebeurt in verschillende stappen.

a) Eerst wordt van het practische probleem een wiskundig model gemaakt. De

gevolgen van de afwijking tussen de werkelijkheid en dit model noemen we
modelfouten. Deze zijn voor de numericus in zoverre van belang dat bij een

grof model een erg nauwkeurige berekening weinig zin heeft.

b) Van het wiskundige model wordt zonodig een numeriek model gemaakt, bijvoor-

beeld door het probleem te discretiseren of te lineariseren. De hierbij op-
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tredende fouten worden in het algemeen afbreekfouten genoemd.

Voorbeeld. De regel van Simpson
h
J £(x) dx = J[£(-h) + 4E(0) + £E(W)] + R.
-h

Hierin is R de afbreekfout.

¢) Voor de oplossing van het probleem wordt een algorithme opgesteld. Als
deze algorithme in principe niet eindig is, bijvoorbeeld omdat er een
iteratieproces in voorkomt, dan wordt een beéindigingscriterium gebruikt.
Het resultaat van de algorithme is dan een benadering van de oplossing
van het numerieke model, De fout in deze benadering (die in wezen ook een

afbreekfout is) zullen we de conve;gentiefout noemen.

d) Van de algorithme wordt een programma gemaakt. Dit programma wordt uitge-
voerd op een rekenautomaat. Deze heeft een arithmetiek met een beperkt
aantal cijfers (binair, octaal, decimaal). Daardoor worden zowel bij de

invoering van de gegevens als bij het rekenen afrondfouten gemaakt.

Er is geen vaste conventie voor het teken van de fout. Als regel definieert

men bij afrondfouten
berekende waarde = exacte waarde + fout.
Bij afbreekfouten is meer gebruikelijk

exacte waarde = waarde van benadering + fout,

In beide gevallen spreekt men ook wel van een absclute fout. Dit in tegenstel-

ling tot de relatieve fout die gedefinieerd is door

relatieve fout = absolute fout / exacte waarde.

Opmerking. Het begrip absolute fout wordt nogal eens verward met het begrip
‘bovengrens (schatting} voor de absolute waarde van de fout.
Zij bijvoorbeeld a een reeel getal en zij a een benadering van a met een ab-

solute nauwkeurigheid van drie decimalen. Daarmee bedoelen we dat
a=a+ 8a
met -

|8al < 0.5, - 3.

Dan is da de absolute fout en het getal O'SIO - 3 is een bovehgrens voor de

absolute waarde van da.

L~ )

o Anaitipgnie
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0.2. Floating point representatie ([2], p. 42-49; [13], p. 1-8)

In moderne rekenautomaten gebruikt men voor niet-gehele getallen vrijwel steeds
een zg. floating point (drijvende komma) representatie. Bij een floating point
representatie op basis van het tientallig stelsel met t cijfers voor de man-
tisse en q cijfers voor de exponent zien de representeerbare getallen (de zg.

machinegetallen) er uit als

a=mx 10°, (1)
waarin m (de zg. mantisse) een tiendelige breuk is die voldoet aan
0.1 = |m| <1 (2)

en t cijfers achter de punt heeft {zodat IOt x m geheel is) en e (de zg.

exponent) een geheel getal is dat voldoet aan
le| < 109 - 1. (3)

Aan deze getallen wordt toegevoegd het getal 0, bv. te representeren met
m= 0 {er is dan niet aan (2) voldaan) en e = 0.
Het is duidelijk dat ieder machinegetal nu beschreven wordt door twee tekens

(van m en van e) en t+q decimale cijfers (die de waarde 0,1,...,9 kunnen

hebben). Maar daaruit volgt ook dat er slechts eindig veel machinegetallen

bestaan. Zo is het grootste machinegetal

t 109-1

q_
10°-1 ) x 10 .

amax = 0.99 ... 9,x 10 = -10
(R

t cijfers
En het kleinste positieve machinegetal is

-(10%-1y _  -10%

a min = Q.10 0 x 10 0 .

Jo ... 0

t cijfers
Het grootste machinegetal dat kleiner is dan 1 is

0.99 ... 9x10%=1-10¢

en het kleinste machinegetal dat groter is dan 1 is

0.10 ... 01 x i0' = 1 + 1017,

In het algemeen is de afstand van twee opvolgende machinegetallen die tussen

lOp-! en 10P liggen 0Pt (ga na).

Exacte optelling, vermenigvuldiging, etc. van twee machinegetallen levert als

regel een uitkomst, die geen machinegetal is. Deze uitkomst moet door de
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machine afgerond worden tot het meest nabij gelegen machinegetal. Noem de

uitkomst x. Als X in de zogenaamde range ligt, d.w.z.
amin < |x| ¢ a max
en p zo is dat
10P7! < |x| < 107,
dan is de bij x behorende afronding, genoteerd als f1(x), van de vorm
f1(x) = m x 10P
met
0.1 < |m| s1 * .

Hoe groot kan het verschil tussen x en f1(x) zijn?

Als p = 0,dan geldt (ga na)

|x - £1(x)| < §+10° .
" En in het algemeen geldt (ga na)

|x - £f1(x)] < 4« 10P7%,

Hieruit volgt voor de maximale relatieve fout

Ix - f1@0]  4-1077"

-t
(x| 10P”} \

=410

t

: 1- ' . s
Het getal n := },10 wordt de machine-nauwkeurigheid {(macheps) gencemd.

Als een getal x # 0 buiten de range ligt, dan spreekt men van overflow als

|x| > a max en van underflow als 0 < |x| < a min.

In de meeste rekenautomaten wordt niet in het 10-tallig stelsel gewerkt, maar
- in een B-tallig stelsel met B = 2, 8 of 16. Men spreekt dan van binaire,
octale, hexadecimale representatie. Bij binaire representatie noemt men de
cijfers (die slechts de waarden 0 of i hebben) hiEE'

in een B-tallig stelsel hebben we de machinegetallen

e
‘a=m=x§g

waarin m een R-tallige breuk is die voldoet aan

B_] < Iml < 1

en t cijfers (die de waarden 0,1,...,B8-1 kunnen hebben) achter de punt heeft

: +
*) Als m = |, dan wordt £1(x) genoteerd als 0.10...0 x 10P !

L.—..'.'._....J
t cijfers

5
1

i e Rt ik
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{dus 8% x m is geheel), terwijl

[el <gl-1,

Ga zelf na hoe de hierboven besproken zaken aangepast moeten worden.

Het effect van een arithmetische operatie op een rekemmachine kan men dus
als volgt beschrijven.
Bij uitvoering van een arithmetische operatie ® (waarbij @ kan zijn: +, -

x of /) op twee machinegetallen a en b levert de machine een machinegetal

*)

c := fl(a ® b) af waarvoor geldt

b

Sk s . (4)

a

Hierim is n := &S]_t de machine-nauwkeurigheid,
Uit (4) volgt dat

c=(a®b)l + ¢g) met [e| <n ., (5)
‘Als het zo uitkomt,dan kunnen we in plaats van (5) ook schrijven -

a@eb=c(l +e') met |e'|sn. (6)

Opmerking. Voor de B7700 geldt B = 8, t = 13, terwijl van een machinegetal
a # 0 de mantisse m in de representatie (1) een geheel getal is. In plaats

van (2) geldt voor m de ongelijkheid

A

m| <87 -1 .

Verder is q = 2, zodat voor de exponent e geldt

le] <63 .
Ga na dat voor de B7700 geldt a min = 1.2710—57, a max & 4.311068, en de
machine-nauwkeurigheid n = 2737 & ., -0,

Er bestaan nog vele varianten op de hierboven aangegeven floating point re-
presentaties. Voorts geldt niet voor alle machines dat tussenresultaten die
geen machinegetal zijn, steeds correct afgerond worden. Ock de handelwijze

in het geval van over- of underflow is per machine verschillend.

Tenslotte is er bij niet-decimale machines nog het probleem van conversie
van de invoerrepresentatie (meestal 10-tallig) naar de interne representa-

tie en omgekeerd, Ook hierbij zijn als regel afrondingen noodzakelijk.

*)

De formules (4), (5) en (6) gelden onder de voorwaarde dat a @ b in de
range ligt. In het vervolg wordt bij de foutenanalyse steeds verondersteid,
dat berekende resultaten in de range liggen.
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0.3. Conditie, numerieke stabiliteit, foutenvoortplanting ([2], p. 51-59; [131, 8-19)

Het is duidelijk dat veranderingen in de gegevens van een probleem in het
algemeen de oplossing wijzigen. Het is ook duidelijk dat fouten die in een
bepaald stadium van een berekening gemaakt worden in het algemeen aanleiding
zullen geven tot fouten in de resultaten bij de verdere uitvoering van de
berekening, zodat de berekende oplossing afwijkt van het exacte resultaat
van de algorithme.

Essentiele begrippen bij de beocordeling van een algorithme voor een probleem

zijn de conditie van het probleem en de numerieke stabiliteit wvan de algo-

rithme,.

Een probleem heet goed geconditioneerd als een kleine verandering in de gege-

vens een kleine verandering in het resultaat geeft; zo niet, dan heet het

probleem slecht geconditioneerd.

Zij te berekenen
y = £(x) (1)

bij een gegeven waarde van X.

Een kleine verandering éx in de gegeven x heeft een verandering 8y in het
resultaat y tot gevolg. .

Hiervoor geldt
y + 8y = £(x + 8x) ,

waaruit volgt, als f differentieerbaar is,
Sy = £'(x)8x + ... .

Voor de relatieve veranderingen geldt dan (als x # O, y # 0)

Loyl o 187G |- |x| | |éx]
[¥] [£(x) | E3

v . (2)

x|/|f(x)| noemen we het conditiegetal van het

Het getal c(x) := lf'(x)

probieem.

Als een probleem wordt opgelost met behulp van een rekenmachine met machine-
nauwkeurigheid n, dan bevat de oplossing een fout, onafhankelijk van de al-
gorithme, die ontstaat doordat de gegevens en het eindresultaat slechts in

eindige nauwkeurigheid gerepresenteerd kunnen worden. Deze fout in de oplos-

sing heet de onvermijdbare fout.




- 0.8 -

Omdat de relatieve fout inde representatie van de gegevens enhet eindresultaat
ten hoogste n bedraagt, volgt uit (2) voor de onvermijdbare fout, zeg

Aoy, van probleem (1) de volgende schatting:

]
A

i LG RPLE (3)

Tijdens de uitvoering van een algorithme worden afrondfouten gemaakt. Dit
heeft ook tot gevolg dat de oplossing een fout bevat. Deze fout zullen we

de totale rekenfout noemen. Het is het verschil tussen de berekende en de

exacte oplossing van het probleem, waarbij de gegevens exact verondersteld

zijn.

Een algorithme heet numeriek stabiel als het totale effect vande afrondfouten

niet essentieel groter is dan de onvermijdbare fout.

We beschouwen nogmaals het probleem (1). Veronderstel dat we bij een gegeven

algorithme voor de totale rekenfout, zeg 8y, de volgende schatting hebben

JTX‘.LGY < Ale(x) + Dn . (4)

Dan is deze algorithme numeriek.stabiel als A maximaal van de orde van grootte

afgeleid

van n is, waarbij n het aantal bewerkingen is voor de berekening van f(x).

Voorbeeld van een numeriek instabiele algorithme.
Een fysisch interessante grootheid x hangt met een meetbare grootheid y samen

volgens

y =x + YXZ . (3)
De relevante waarden van x en y zijn in de buurt van t, v is van de orde van
0.01. '
Beschouwt men (5) als vierkantsvergelijking in x, waarvan we de positieve
wortel moeten hebben, dan volgt met de bekende formule

S Y1+ byy - 1
Zy

(6)
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Deze formule is echter numeriek instabiel. Rekenen we bv. consequent in drie
cijfers achter de komma, dan zal de gevonden waarde van vl + 4yy een fout
kuninen hebben van § x 10-3. Maar dat betekent in x een mogelijke fout van
(1/4y) x 10_3 ~ 4 x 10—], zodat de gevonden waarde van x niet eens twee goede
cijfers hoeft te hebben., Of anders gezegd: om voor x een fout kleiner dan

b ox 1073 te kunnen garanderen, moeten we het tussenresultaat /1 + 4yy uitre-
kenen met een fout van hoogstens y x 10"3. Het feit dat de relatieve fout in
x veel groter is dan die in V1 + &yy wordt veroorzaakt door zg. cijferver-
lies: als men van V1 + 4yy vijf goede cijfers achter de komma bepaald heeft,
dan blijven er na aftrekking van het getal | maar drie goede cijfers over |

omdat vooraan nullen ontstaan.

Kunnen we aan deze numerieke instabiliteit iets doen? We moeten het aftrek-
ken van bijna gelijke getallen zo veel mogelijk vermijden. Dat kan in het
geval van formule (6) met de zg. worteltruc: we kunnen schrijven

2y

X = . . ’
T Ty + 1 M

Ga na dat nu de eindnauwkeurigheid in x ongeveer net zo groot is als die in

Y1 + 4vy, zodat formule (7) wel numeriek stabiel is.

Opmerking. Formule (7) is exact en numeriek stabiel, maar wel wat bewerkelijk.

Eisen we niet te grote nauwkeurigheid,dan kunnen we reeksontwikkelen:

- 2y
2+ 2yy + ...

-1
X = y(l + vy + ...) =y -yy+...)

De hieruit volgende benaderingsformule
x~y - vy
kunnen we ook verkrijgen door uit (5) als nulde benadering te halen
Xy =¥
en als eerste benadering
X, =y - x2
] y Y 0 °*
Met dit proces kunnen we desgewenst doorgaan (successieve substitutie). 0O

Om te bewijzen dat een algorithme numeriek stabiel is, moeten we een boven-
grens vinden voor het totale effect van de tijdens de uitvoering van de
algorithme gemaakte afrondfouten, Dit kan op verschillende manieren worden

gedaan.

e e

e Tela aL




2ij y de exacte waarde van de functie f bij gegeven x, dus

y = £(x) . (1)

Zij y het resultaat als f(x) wordt berekend met mogelijke afrondfouten.

a)

b

¢)

Bij een voorwaartse foutenanalyse schrijven we

y = y + &y (8a)

en we bepalen met behulp van foutenvoortplanting een schatting *) voor §y.

Bij een achterwaartse foutenanalyse beschouwen we de berekende ; als de

exacte waarde van f in een naburig punt x + $x; dat wil zeggen, we schrijven
y = f(x + 6x) (Sh)

en we bepalen een schatting voor de hypothetische storing &x.
Als 6x klein is, dan is ; dus de exacte oplossing van een naburig probleem,

Tenslotte bestaat er ook nog een gemengde foutenanalyse. Daarbij schrijven

we (deze 8x en 8y zijn in het algemeen niet dezelfde als de overeenkomstige

grootheden uit a) en b)),
y = f(x + 6x) + 8y . (%)

Zeker in dit geval zijn 8x en 8y niet eenduidig bepaald. We proberen
daarom de fout zo gunstig mogelijk over x en y te verdelen, d.w.z. we

proberen te bereiken dat de schattingen voor éx en 8y beide klein zijn.

Uit (9) volgt met (2)

&y
y

zodat de algorithme voor het berekenen van (1) numeriek stabiel is als

voor de grootheden uit (9) geldt dat |é&x|/|x| en |8y|/|y| beide van de

+

i~y
y

< ¢(x) %?

orde van grootte van afrondfouten in de algorithme (ca. aantal bewer-
kingen maal machine-nauwkeurigheid) zijn. Immers, in formule (4) kun-
nen we dan’A 1= max(}%?','%}l)/n nemen.

Analoog bij voorwaartse of achterwaartse foutenanalyse (8a) of (8b).
Als de uitvoer een m-vector y is die afhangt van een n-vector X van

invoergegevens dan kunnen we analoog handelen. Zie 1.4.1 en 5.2.5.

*)

In de wiskunde (behalve in de statistiek) verstaat men onder een schatting

(Eng. estimate) voor een grootheid een (eventueel grove) bovengrens veor de
absolute waarde van die grootheid. Dat is dus iets anders dan een benadering
(Eng. approximation) voor die grootheid.
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In 0.2 hebben we nagegaan op welke wijze afrondfouten gegenereerd worden
en wat hun orde van grootte is., Voor een foutenanalyse moeten we ook weten

hoe geintroduceerde fouten zich voortplanten tijdens een berekening.

De regels voor de foutenvoortplanting bij de elementaire bewerkingen zijn de

volgende,

Zij de te berekenen grootheid

c = a+ b,

'Zij a de ter beschikking staande benadering voor a, b die voor b. Dan is, als

bij de optelling geen nieuwe fout gemaakt wordt,
c=a+b
de bijbehorende benadering voor c.

Schrijven we de fouten in a, b en c als

da =a-a, §b =b - b, 6c = ¢ - c,

dan is
§c = da + 6b. _

Voor de relatieve fouten ea :=-§§, gb 1= g%-en EC 1= éﬁ-geldt
gc = ga + gb .

Dus:

a) De absolute fout in c is de som van de absolute fouten in a en b.

b) De relatieve fout in ¢ is een lineaire combinatie van de relatieve fouten

in a en b met gewichten a/{a+b), resp. b/(a+b).

Als a en b hetzelfde teken hebben, dan zijn de gewichten positief_en'hun

som is 1. In dit geval geldt o.a.
lec| = max([cal, |eb]).

‘Als a en b verschillend teken hebben, dan hebben de gewiéhtén verschillend

teken en de som van hun absolute waarden is groter dan I. Er geldt nu o.a,
b
fec| < Iai-b! tea| + [~ leb] .
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Als |a + b| klein is ten opzichte van |a| en |b|, dan zijn beide gewichten

groot en dan is de relatieve fout in c als regel veel groter dan die in a
en b.
Men vermijdt daarom, indien mogelijk, optelling van getallen met verschil-

lend teken en bijna gelijke absolute waarde (zie het bovengenoemde voor-

beeld van een numeriek instabiele algorithme).

a
a+b
van a, resp. b,

Ga na dat [

, resp. | |, het conditiegetal is bij variatie

b
a+b

B. Voor de aftrekking geldt mutatis mutandis hetzelfde, Hier zal bij aftrekken van

getallen met gelijk teken (vooral als ze bijna gelijk zijn) de relatieve

fout als regel sterk toenemen.

C. Vermenigvuldiging:

a x b.

axbenc

Zij ¢

Zij a = a(l + ea), b = b(1 + ¢b), c = c{l + ec) dan zijn ea, eb, ec de
relatieve fouten in a, b, ¢, en er geldt

c{l + ec) = a(l + ea) b(1l + ¢b) ,

1 + gc = (1 + ea)(] + eb) .
Dus, als we afzien van hogere orde termen, dan geldt
gec = ga + eb .

Dus de relatieve fout in ¢ is de som van de relatieve fouten in a en b,

D. Voor de deling c = a/b geldt dat de relatieve fout in ¢ = a/b het verschil

is van de relatieve fouten in a en b. Ga dit na.

0.4, Enkele voorbeelden van een foutenanalyse.

Bij een analyse van de afrondfouten maken we gebruik van formule (5) of (6)
van paragraaf 0,2, en van de regels voor de foutenvoortplanting. Daarbij ver-
waarlozen we tweede en hogere orde termen., Verder veronderstellen we dat de
in de voorbeelden optredende getallen machinegetallen zijn.

Als we bijvoorbeeld ¢ := a, x b, + a, x b

9 9 willen bepalen, dan geldt voor de

1
verkregen ¢

c=((a;, xb)(l +e)+ (a, x b)(1 +€,))(1 + e3)

= (a] % bl)(l + 54) + (a2 x bz)(l + 55)
met

Ieil < nvoor i=1,2,3, |eil s 2n voor i = 4,5

(waarbij we termen van de orde n2 verwaarloosd hebben).,
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Als a x b] en a, x b2 hetzelfde teken hebben, dan geldt ook

c = (aI x bl + a, x bz)(] + 36)

met |e6| < 2n.

~ Voorbeeld van een voorwaartse en een achterwaartse foutenanalyse

Zij gevraagd te berekenen de som

a;
]

7]
n
=13

i
op een rekenmachine met machine—nauwkeurigheid n.

Als we de berekening uitvoeren met de volgende algorithme

/7]

:= 03

(10)
for i := 1 step 1 until n do s := s + a; -
dan geldt voor de berekende waarde s ﬁ
5 = al(l *eo).. (1 + en) + az(l + 52)...(] + en) + :
a3(] +'53)...(1 + en) +o.0t an(l + en)
met [e; [ < n.
Hieruit volgt
3, 8 =.a‘(l + 61) + a, (1 + 8o) +...+ an(l +8) | (11)
met, onder verwaérlozing van termen van de orde n2 en hoger,
6,1 =Dn, [8;] < (a-i+Dn (i=2). (12)

Bij een achterwaartse'foutenanalyse concluderen we uit (11) dat E'de.exacte
som is van de getallen gi 1= ai(l + 61). Dan volgt uit (12) dat de algorithme

(]0) numeriek stabiel is.

- Bi} een voorwaartse foutenanalyse concluderen we uit' (11) dat de absolute fout
in s gelijk is aan
_ = + to.. .
8s alél a252 + anﬁn
Hiéruit volgt voor de absolute fout in s de schatting
n

|6é| < {(n-1)n z |ai] .
i=1]
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Voor ecen som van allemaal positieve (negatieve) termen geldt dan

Gs' »
~ < (n=-1n ,

terwijl bij een som van zowel positieve als negatieve termen de relatieve
fout essentieel groter kan zijn. Dit laatste is een gevolg van de slechte

conditie, want de algorithme (10) is numeriek stabiel (zie pag. 0.13).

Voorbeeld van een gemengde foutenanalyse.

De vierkantsvergelijking
2
y - 2py + q =0 (13)
heeft, als p2 - q =2 0, de re€le oplossing

yyi=p+ T - q. (14)

Als we y, met deze formule berekenen op een rekenmachine met machine-nauw~

keurigheid n, dan krijgen we

y, = e+ VT v e = U + e,)0(1 + €))(1 + ¢,) (15)
met

le;] s n, i=1,2,3,4 .

We vervangen in deze formule p en q door geschikte naburige waarden p en q.

2

We kiezen daarvoor p zodanig dat §° = p2(1 + e])(l + 52) eng = q(1 + 52).

Zij e zodanig dat p = B(} + €5), dan geldt (I + 55)2(1 e +ey) =1
en hieruit volgt, bij verwaarlozing van tweede en hogere orde termen,
|€5| =0 .
Door deze vervanging gaat (15) over in
v = BU + e + BTG + 6001 + ¢,)
esB + e/B7 - ¢

= YI(I + f}\r'] )(1 + 54) »
waarin ;] =D + sz - q de exacte oplossing is van (13) waarin p en q zijn

vervangen door P en q.

We kunnen nu het volgende concluderen.
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De berekende §I is een benadering van ?l met een relatieve fout

E5“15."' E3'p -9
- ™~
71

e?l

+€4.

Als p > 0 (dus als p > 0), dan geldt
|5§][ < 2n,

dus dan is (14) een stabiele formule.

Opmerking. Als p < 0, dan is Yy =P - VpZ - q een stabiele formule, En als
een der wortels op stabiele wijze berekend is, dan kan men de andere altijd

stabiel berekenen uit de relatie ¥¥, = 4

Opgave. Bepaal de conditiegetallen

By]
Y, op ¥y, 3q
Ga na dat, als p = 0, de algorithme (14) voor ¥, goed geconditioneerd is
als q < 0 en slecht geconditioneerd is als q dicht bij'p2 ligt,
Illustreer dit ook met een plaatje waarin de grafieken z = y° + q_eﬁ z=2py

zijn gétekend. Welk meetkundig beeld komt dan overeen met slechte conditie?

:OEgave. De wortels van de vierkantsvergelijking ax2 + bx + ¢ = 0 worden ge-

geven door

% = -b + {Ez - 4ac'_ 2¢

! 2a -b - /bZ - hac
x. = ~b - /b? - 4ac . 2¢

2 R A ey vy

Ga na welke formules in welke gevallen stabiel zijn,

Tenslotte merken we nog op dat de totale fout in de berekende oplossing van

een probleem, behalve de onvermijdbare fout en de totale rekenfout, ook nog

een fout bevat die veroorzaakt wordt door fouten in de gegevens (ingangsfou- _‘

ten). Dit betekent bijvoorbeeld voor probleem (1), met een ingangsfout &x,

8 .
waarvoor geldt |_§| s €, dat voor de totale fout, zeg Ay, de schatting

|A—§-l < e(x.e + (A + 1D{c(x) + n

kan worden gegeven.
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Oggave.

Zij exp(x) een numeriek stabiele algorithme voor de berekening van e,

Dan zijn de algorithmen

en

sinh(x) := (exp(x) - exp(-x))/2

sinh(x) = (exp(x) - l/exp(x))/2

niet numeriek stabiel in een omgeving van x = 0.

Als echter ¢(x) een numeriek stabiele algorithme is voor de berekening

van (ex - 1}/x dan is

sinh(x) := (x/2) * (p(x) + g(-x))

wel numeriek stabiel. Hoe zoudt U de algorithme ¢ maken?

Literatuur

Deze literatuurlijst bevat een aantal studieboeken, die passen bij de onder-

werpen van het college. Een verwijzing bij een bepaald onderwerp naar een of

meerdere boeken uit deze literatuurlijst betekent dat dezelfde materie daar

eveneens wordt behandeld. Voor de bestudering van de collegestof zijn deze

verwijzingen niet noodzakelijk. De tentamens zijn uitsluitend gebaseerd op

de inhoud van de syllabus.
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1. Het oplossen van vergelijkingen ([2], ch. 6)

We bespreken in dit hoofdstuk methoden voor het oplossen van een vergelij-
king
F(x) = 0 N

en van stelsels vergelijkingen

F](x],xz,...,xk) = 0

Fz(x],xz,...,xk) = 0

Fk(xi,xz,...,xk) =0 ,

Deze laatste kunnen we in vectornotatie schrijven als

F(x) = 0 . : (2)

We zullen zien dat sommige methoden voor het oplossen van (2) kunnen worden

opgevat als een generalisatie van een methode voor het oplossen van (1).

Voor het oplossen van (1) beginnen we met een "gezond-verstand methode".

Het komt nogal eens voor dat we F(x) kunnen schrijven als
F(x) = (x-B)g(x) + ¢h(x) , _ (3)

met g(x) # 0 in een omgeving van x = B, en |e| klein. Dat wil zeggen, F(x)
is op een kleine storing na een functie met een bekend enkelvoudig nulpunt,
nl. B. We mogen daarom verwachten dat F(x) een nulpunt, zeg a, heeft in de
buurt van B. '

Het ligt dan voor de hand de vergelijking F(x) = 0 te herschrijven als

_ . _ _ h@ | |
x B £ g(x) . _ ) . } (4?

Omdat [ een goede schattlng is voor het nulpunt ¢ en eh(x)/g(x) slechts

welnxg van x afhangt, mogen we verwachten dat

x =g - ¢ B(B)
1 g(8)
een betere schatting is voor a. _
Door herhaald toepassen van dit idee vinden we een rij getallen L » gede—

flnleerd dootr

X, 1= B, _
0 R(x_.)
:-B-E'__n.'_]_" n-lz-.o
,xn g(x _ ) ’ [ R ]

n
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en we verwachten dat x een betere benadering is voor a dan x

-1 &0 dat
geldt
lim X = a.
n—)—oo
Voorbeeld,

F(x) = x3 - x2 ~ f.1x - 1.95 .

We merken op dat

x:‘l - x2 -x-2-= (x-—2)(x2+x+l) .
Dus F(x) = (x-2)(x2-+x-+l) - 0.1x + 0.05 en F(x) = 0 is equivalent met

0.1x - Q.05

X +x+1]

x =2 +

Hieruit volgt voor de rij getallen x i

xo = 2

X, = 2.021429
X, = 2.021406
Xy = 2.021406 ,

1.1. Successieve substitutie

Veel methoden voor het oplossen van (1) komen neer op het volgende.

a) Men schrijft de vergelijking (i) in de vorm
x = f(x) (5)

die equivalent is met (1), d.w.z. dat een oplossing o van (5) ook oplossing
van (1)} is. Bovendien moet (5) zodanig zijn dat f(x) in de buurt van o niet
sterk van x afhangt.

b) Men kiest (op grond van reeds verworven kennis of intuitie) een nulde
benadering X, voor de oplossing o en bepaalt vervolgens de rij X sXgsees

met de formule

x = £(x ), n=1,2,... (6)
en men hoopt dat
limx =a . (7)

nroe

Dit is de methode van de successieve substitutie.
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Ga na dat als (7) geldt, en f een continue functie is, o oplossing is van

(1).

Voorbeeld. Als in de vergelijking
X + yx3 =y

(y en y bekend, x onbekend) de term Yx3 niet erg belangrijk is, dan schrij-
ven we de vergelijking als
3
X=y-yx ,

kiezen Xy TV (of Xy 3= 0, dan wordt X, =y ), en bepalen vervolgens

X, = - x3
1 T Y T Y%
3

X, 12 Y <X

Opmerking. De 'gezond-verstand methode'" op pag. 1.l is ook een voorbeeld

van successieve substitutie. In dit geval hebben we

h({x) F(x)

o
~
b
'
]
»
!
ﬂ
E
—r

genomen.

l.1.1. Locale convergentie

De géng van zaken bij de successieve substitutie x, = f(xn_l) wordt duide-

lijk met de volgende plaatjes (merk op hoe x, door een eenvoudige construc-

|
tie uit x . verkregen wordt).

0
y y=x y Yy =x
y = f(x)
L. ) ) Y
1l 'y :
- ! '} <
! i
! = f(x
A ! i Y (x)
1 |
t 1
: . ]
| d "
1 ' i
E : b
X, X %X, 0 x X X, o X, X .
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y = f(x) y = £(x)
y = x Y y = x
[ ,
A |
| af
: | Il
v/ ;
, 1
- \ 1
) 1
I I
I 1
! :
xz xl xo o X x2 xo o xl b4

De plaatjes suggereren:

(x| <1,

divergentie als |[£'(x)| > 1,

convergentie als

monotoon gedrag als f£'(x) > 0,

oscillerend gedrag als £'(x) < 0.

Zij nu o een oplossing van (5) en zij |f'(u)| < 1. We bewijzen dat dan het

proces convergeert mits X dicht genoeg bij o ligt.

Locale convquentie stelling.

Zij o een oplossing van x = £(x), enzij xn=f(xn_]),t1=l,2,... bijgegevenx0
Zij £'(x) continu in een omgeving van a.
zij £'(a) = A, met |A]| < 1.
Dan is er een 8 > 0,zodanig dat voor iedere x, met |x0 - a| =< & geldt
i)  lim X = q,
e
Als voor zekere k pgeldt X, = o dan geldt X =4, n z k.

Als X # o voor alle n, dan geldt

ii) limg———=A,

n> n-1

7 *a-l

iii) lim r - - A,

n>e “n-1 = *n-2

o - X

. . n A
iv) 1lim — = —% *

nre n n-1
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Bewijs. Als If'(a)] < 1 en f£'(x) continu is;dan is er een § > 0 en een L met
0 <L <1 zodanig dat |f'(x)| S L voor |x - a| S 8.

' Zij nu |x0 - a| € 6. Dan is volgens de middelwaardestelling

X, - Q
1

1l

f(xo) - f(a) =

! -
met Eo tussen x, en @, dus zeker |£0 - a] £ 8, Derhalve geldt
lxl - ul < le

en met name

- ul <8,

Analoog |xn_]-al £ § en

|xn - ol =Llx - a| < LMx, - af . (8)

n-1 0
Daar O = L < | volgt hieruit 1i).
Uit

xn - = f'(gn"l)(xn-l - (1)

et £ i i > e us + o voor
met En-l tussen X1 en a.volgt ii), omdat X1 o en d En—l o

n >« en £'(x) continu is.

Uit

- = f! -
xn xn--l £ (nn—l)(xn-l- xn—Z)

e X en v an wc nze . o s .
met n _, tussen x__, X _, Volgt op analoge wijze iii)

Uit
o= X
n
o - a4 - x
%n n—1
=
X - X
n n-1 0 - X
| - n
o =X
B ol |

volgt met ii) tenslotte iv). _ a

:.__:‘ T

T S s 5

LI,

BN G SRS




Deze stelling is een typische locale convergentie stelling. Uit het gegeven
omtrent f£'(x) in het punt o volgt convergentie mits X, "dicht genoeg" bij o
gekozen wordt.

De limietrelaties vertellen hoe de rij {xn} zich "op den duur" gedraagt.

ii) zegt dat de verhouding van de opvolgende fouten nadert tot A (= f£'(a)).

iii) zegt dat ook de verhouding van de opvolgende correcties nadert tot A.

Dit is van groot belang want de getallen
A se_n ool (9

kunnen we tijdens het proces uitrekenen. En daarmee hebben we een benadering
voor A.

iv) geeft aan hoe de fout in x "op den duur" samenhangt met de laatste cor-
rectie x, -~ X __,. We zien hieruit dat, als A dicht bij +1 is, o - x  aan-
zienlijk groter kan zijn dan x, = xﬁ_l; het is in dit geval dus éevaarlijk

om

[xn - xn_ll s €

als stopcriterium te gebruiken (als ¢ de opgegeven tolerantie voor |a - x_|

n
ig). Als A dicht bij -1 is,dan is de convergentie wel langzaam, maar oscil-
lerend. Uit iv) volgt dat dan op den duur |a - xn| < ilxn - xn—ll'

Convergentie orde en convergentiefactor

Uit de locale convergentiestelling volgt dat voor een rij {xn}, verkregen
met het successieve substitutieproces (6), geldt
a-x
lim
N n- 1

A .

De grootheid A = £'(a) wordt de asymptotische convergentiefactor genoemd;
de grootheid

R := - O10g]|a| (10)

heet de asymptotische convergentiesnelheid van het proces.

0 . Gan i i ig i i met
pgave a na dat het aantal iteraties dat nodig is om de fout in X

een factor 10 te verminderen asymptotisch gelijk is aan 1/R.



De asymptotische convergentiesnelheid R is alleen gedefinieerd als A # 0,
Uit (10) kan men concluderen dat als A = 0 de convergentie zeer snel zal
zijn., In dat geval wordt de convergentiesnelheid met behulp van een andere

grootheid aangeduid, namelijk de convergentie orde.

Definitie. Een iteratieproces dat een rij {xn} oplevert die convergeert

naar de limiet g,heeft tenminste de convergentie orde p als geldt

|x, - af

- alp

lim =B .

e lxn—]
Als B # 0, dan heet p de convergentie orde en B de asymptotische foutconstan-
te van het proces.

Voor de convergentie orde p geldt in ieder geval p = | (waarom?).

Als p = 1, dan spreken we van lineaire convergentie, In dat geval geldt

B

1~

! (ga na).
Als p = 2, resp., p = 3,dan spreken we van kwadratische, resp. kubische,

convergentie.

Opmerkiﬁg. Als p > 1, dan is de asymptotische convergentiefactor A van het
proces gelijk aan nul. Uit de locale convergentiestelling volgt dat het '
proces locaal convergeert, ongeacht de waarde van B. Als p =1 en B = 1,

dus-A = * 1, dan is het mogelijk dat het proces niet locaal convergent is,
‘Alg het prbces echter locaal convergent is, dan zeggen we ook in dit geval

dat het proces lineair convergeert.

Stel dat de asymptotische convergentiefactor A = f'(a) van het successieve

substitutieproces (6) nul is. Dan geldt volgens de Taylorreeks met rest-

term
x, = e=f(x ) - £(a)
= E) G, ma) F RN e m o)
S I GRRTCINETIL
Hieruit volgt
X~ a
lim 7 = bE" (@)
e (x - a)

Dus als £'(a) = 0 en £"(a) # 0, dan is het proces kwadratisch convergent.-
Geldt ook f"(a) = 0, dan is de orde van het proces tenminste 3, aangenomen

dat f tenminste driemaal continu differentieerbaar is.




OEmerkingen

l. Als in het geval van kwadratische convergentie
[ 4" )| s M

in een omgeving van a, dan geldt zeker (ga na)
|M(x -a)l < |M(x -a)lz
n - n-1 ?

dus als bijv. |M(xn_]-a)| < 10'9, dan is IM(xn-u)] < 10-2p. Men drukt
dit wel slordig uit door te zeggen dat X tweemaal zoveel goede cijfers
heeft als x _,.
2. Men kan bewijzen dat als f'(a) = 0

X =X a - X
= n

= -4£"(a)
)2

(o y ™ %) (= %y

3. Ook kwadratische convergentie is een typisch locale zaak, Dit blijkt al
uit opmerking 1: het kwadratische karakter wordt pas interessant als bijv,

|x__ . -a| = 1/2M,

n—1

i.1.3. Extrapolatie volgens Aitken

In 1.1.2 hebben we geconstateerd dat een proces dat meer dan lineair conver-
gent is zeer snel convergeert. Daarentegen convergeert een lineair conver-

gent proces zeer langzaam als A niet dicht bij nul ligt.

Veronderstel nu dat het successieve substitutieproces lineair convergeert,

Dan geldt bij benadering

a-X
n "y A
X —X 1-A
n n—1

Vervangen we in deze formule A door An uit formule (9), dan vinden we als be-
nadering voor de fout in X

A

I
a4 - X s:s-—-—(x -X
n n

— ) . (1)
n

n—-1

We kunnen daarom verwachten dat

A

.= N -
a =X + : "An (xn xn_]) (12)

een betere benadering voor a zal zijn dan X . Ook het hiernavolgende plaatje

suggereert dit,



e g

n-2 n—| n n

@« is de x-coordinaat van het snijpunt van de rechte door (xn-2’f(xn—2)) en
'(xn_],f(xn_])) met de rechte y = x. We hebben dus als het ware de kromme
y = £(x) vervangen door de rechte door twee punten van deze kromme en hier-

mee door extrapolatie de benadering a gevonden.

Formule (12) kan met behulp van differenties ook op een andere manier ge-
schreven worden.

Bijvoorbeeld met behulp van achterwaartse differenties

2

v) = - v = -V = -
*n *n T Fa-1r U % Y -1 %, 2xn_1 + a2
2
v
Ve - (Vx )
; ]
n n vzx
n
of met behulp van voorwaartse differenties
A =X - X Azx 1= AX - Ax
*p-2 T ¥p-1 T Fp-2 * ° Fpe2'T e n-2= X, T Xt x5
' 2
e = x (Axn—Z)
n n-2 Azx '
n-2

2 : .
Deze laatste formule verklaart waarom deze methode A —extrapolatie van

Aitken wordt genoemd,
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Men kan bewijzen dat voor een lineair convergent proces (A # OenA# 1) geldt

a -

lim ———— = 0 .

x = o

me n
Hieruit volgt dat (11) een goede schatting voor de fout in X geeft mits A
niet dicht bij 0 ligt.
Als daarentegen A = 0 (maar ook als A bijna nul is), dan heeft de schatting
in (11} geen betekenis. Aitken-extrapolatie werkt in dit geval dan ook
meestal averechts.
Dit betekent dat Aitken-extrapolatie niet zomaar zonder meer toegepast kan
worden. Men moet zich er van tevoren terdege van overtuigd hebben dat het

iteratieproces lineair convergeert.

Conditie en numerieke stabiliteit

Het probleem waarvan we de conditie willen onderzoeken is de bepaling van
een wortel van de vergelijking (5).
Om de conditie te bepalen gaan we na met welk bedrag Sa de wortel a veran-

dert als f veranderd wordt in een naburige functie f. Als we aannemen dat
£(x) = £(x) + 6f£(x),dan geldt

]

a + 8o E(a-fﬁa) = f{a+6a) + §£(a) + ...

fl

f(a) + £' ()0 + SE(a) + ... .
Hieruit volgt, als we hogere orde termen verwaarlozen,

da 1 8f (a)

o T1-f'(x) fla) ° ' (13)

De conditie wordt dus bepaald door de factor[l/(l-f'(a))|die we het con-
ditiegetal zullen noemen. We zien dus dat het probleem slecht geconditioneerd
is als f'(a) = 1. In alle andere gevallen is het probleem goed geconditio-

neerd (met name ook als f'(a) = -1),.

De numerieke stabiliteit van het successieve substitutieproces (6) onder-
zoeken we door na te gaan wat het effect is op de oplossing van het feit

dat f£(x), ten gevolge van afrondfouten, niet exact berekend wordt.
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Veronderstel dat de getallen ;1,;2,... voldoen aan

En = f(?«n-]) +8_ ,m=1,2,...,

waarbij van 5n slechts bekend is dat

|6 | <6, allen .

Zij Ryp X sXys oo de rij die bij exact rekenen verkregen zou zijn.
Veronderstel dat L, 0 < L < 1, zo is dat
fE(x") =~ £(x")| < L|x" - x"|

voor alle relevante x' en x'". Als £'(x) continu is en [f'(a)| < 1, dan is
zo'n L er zeker voor x' en x'" in een omgeving van a.

We hebben dan

|xn - xnl s If(xn--l) - f(xn—l)| * |6n| SLIxn—l - xn—ll te.
Hieruit volgt door volledige inductie (indien Xy = ;0)
n
= 1-L
- < .
|x - x | £ 5= 6. (14)

X en x kunnen dus niet willekeurig ver uit elkaar raken, hoe groot n ook
wordt (omdat het effect van vorige storingen weggedempt wordt met een fac-
~tor L), Uit (8) en (14) volgt

I
T-L

[En - a| = |x

- xn] + ixn - al < § + Ln[x0 -a| ,

n
zodat voor iedere € > 0 op den duur geldt

%, - ol < 7w 6 v e | (15)
" We vergelijken deze formule met (13} waarbij we opmerken dat L = |f'(a)|
genomen mag worden. We zien dan dat, als f'(a) > 0, de afwijking in de be-
rekende oplossing op den duur niet essentieel groter is dan de afwijking tén
gevolge van de onvermijdbare storing in de gegeven functie. Ook als .
-f'(a) < 0, maar niet te dicht bij -1 ligt, zijn de gevonden afwijkingen in
“+(13) en (15) vergelijkbaar in grootte. '

Hieruit volgt dat successieve gubstitutie een numeriek stabiel proces is,

alg £'(a) niet te dicht bij =1 ligt.

Een andere vraag is nog hoe de fout in de berekende waarde ;n samenhangt

met de berekende differentie ;n - §n—l'
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Opgave. Bewijs dat hiervoor geldt

L = - 5.
ST % T ¥ Y TTT

% - o
n
Opmerking. Bij het bedenken van een stopcriterium voor het iteratieproces
moeten we er rekening mee houden dat het mogelijk is dat |x =- X
n n

kleiner wordt dan 28/(1 - L).

-1l niet

i.1.5. Globale convergentie

We hebben tot dusver alleen gekeken hoe het successieve substitutieproces
zich gedraagt vlak bij het limietpunt. We geven nu een uitspraak met een

globaal karakter,

Globale convergentiestelling

Zij I het gesloten interval a = x £ b,

Zij £(x) een functie die gedefinieerd is voor iedere x ¢ I, met de volgende
eigenschappen.

1. £ beeldt I in zichzelf af (dus a = £(x) £ b voor alle x ¢ I);

2. er is een L met 0 < L < I, zo dat voor alle x' ¢ I en x" ¢ I geldt

l[£(x') - £ < L]x' - x"] .

Dan heeft de vergelijking x = £(x) precies &é&n oplossing o in I. Voor iedere

Xy € I convergeert het successieve substitutieproces en er geldt

|x_ - «f o = x_| L
<L, B € —
|xn-l o] |xn - xn-ll I - L

Dit is een z.g. "fixed point" stelling. De voorwaarde 1. zegt dat bij de af-
beelding x + f£(x) van alle punten uit I het beeld ook in I ligt, De voor-
waarde 2, geeft aan dat de afbeelding een z.g. contraherende afbeelding is.
En de stelling zegt dat er in I precies &én vast punt o is dat op zich-

zelf wordt afgebeeld.

Bavendien convergeert bij ieder beginpunt x, ¢ I de rij X|sXypees MAAr o €N

0
wel minstens met een convergentiefactor L. Is L bekend, dan kan een boven—
grens voor de fout |a - xnl afgeleid worden uit de grootte van de laatste

correctie S S {vergelijk 1.1.3).

n—1

Deze stelling die, bij geschikte interpretatie, ook in meer dimensies geldt,

is een van de hoekstenen van de numerieke en de constructieve analyse.
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Opmerkingen

1. Aan de voorwaarde 2. is zeker voldaan als in I de afgeleide f'(x) bestaat
en |£'(x)| < L.

2. Aan de voorwaarde [. is wvoldaan als aan 2, is voldaan ener een c ¢ I is,
zodat het interval bepaald door |x=c| < [£(c) -c|/(1 -L) geheel in Iligt.
3. Het bewijs van de stelling in &én dimensie is niet moeilijk, Uit 1. volgt
(ga na) dat f{(x) - x 2 0 voor x = a en f(x) - x < 0 voor x =b .

f(x) - x moet dus minstens &&n nulpunt hebben in het interval I.

Uit 2. volgt echter dat er ook hoogstens &&n oplossing is: als a en o'
beide oplossing zijn, dan is |o - afl = If(a) - f(a')l < Lla - a'|, dus
|a - a'| = 0. De rest van het bewijs gaat als bijde locale convergentie-
stelling, zie pag. l.4. '

- .

Het herleiden van een vergelijking F(x) = 0 tot x = f(x)

We willen de vergelijking F(x) = 0 omvormen tot een vergelijking x = f(x),
zo dat in een omgeving van een wortel a van F(x) = 0 geldt dat [f'(x)]| < I is
(en liefst zo klein mogelijk).

Een mogelijkheid is om voor f(x) te nemen
f(x) = x - $(x)F(x) ,

waarbij ¢(x) # 0 in een omgeving van a. Dan impliceert o = f(a) dat

F(o) =0.En £'(x) = | ~ 9" (x)F(x) - ¢(x)F'(x), dus £'(a) = 1.- g(a)F'(a), om-
dat F(a)_= 0. De convergentie van successieve substitutie in x = f(x) is dus
Qérzékerd als |1 - w(de'(a)| <1 en Xg dicht gehoeg.bijla ligtf Het proﬁes

convergeert locaal tenminste kwadratisch als g(a)F'(a) = 1.

Hoe vinden we bij gegeven F(x) een geschikte ¢(x) ?

De iteratiemethode van Newton

Kies p(x) = FT%;T . De iteratieformule wordt dan

X := X ] -. -——-——-——-—F (xn—l)
n* n- t :
F (xn—l)

W

Dit is de formule van Newton.




y = F(x)

O e —m————— - —

]
r

™

»

Meetkundig betekent (1) dat men in het punt (xn_l,F(xn_l)) de raaklijn aan
de kromme y = F(x) trekt (vergelijking: y = F(xn_]) + (x - xn_l)E'(xn_])) en
het snijpunt hiervan met de x-as als x neemt. '

Of nog anders gezegd: De op te lossen vergelijking is

F(x) =0,
lineariseer deze vergelijking rond L d.w.z. ontwikkel F(x) in een Taylor
reeks rond X .y en laat alles behalve nulde- en eerstegraads termen weg:

F(xn_l) + (x - xn_l)F'(xn_l) =0,

De oplossing van deze gelineariseerde vergelijking nemen we als X .

Het is uit 1,2 duidelijk dat dit proces in het algemeen kwadratisch is, al-
thans als F'(a) # 0, want ¢ (x)F'(x) = 1 voor alle x.

Ook blijkt dit uit 1.1,2, Want het proces is van de vorm x_ = f(xn_p, met

NS €9 2
f£(x) = x S (2)

Hieruit volgt (ga na): als F(a) = 0, F'(a) = 0, dan is

fa) =a , f'(@) =0, f"(a) = %:%%% .

Uit 1,1,2 volgt dan:

. Xn 7 C _ F"(a)
lim Ty = Y (3)

n-HD X
(n

-1
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Als F"(a) # 0, dan is de convergentie kwadratisch.

Als F"(a)

0, dan is de convergentie orde hoger dan 2.

Opmerkingen

1. We kunnen dit eenvoudipg rechtstreeks narekenen. Met de Taylorreeks volgt

0

F(a) = F(x) + F'(x)(a = x)} + IF"(E) (e - x)2 ,

dus F(x) = F'(x)(x - o) - }F"(E)(x - a)?, met £ tussen X en a.
Met (2) wvolgt hieruit
f(x) - o  F'(£) :
(x-a)2 2F' (x) : : E
Hieruit volgt direct (3). '

2. De globale convergentie van een Newton proces is meestal moeilijk te on-
derzoeken. Vaak convergeert het proces alleen als X0 dicht genoeg bij een
nulpunt ligt (ga na wat er gebeurt als Xy dicht bij een nulpunt van F'(x)
ligt!). Een situatie waarbij de globale convergentie verzekerd is, is de

volgende: F(a) £ 0, F'(x) > 0 en F"(x) 2 0 voor a £ x < », Dan heeft F(x)

precies &&n nulpunt in a £ x < =, het Newton proces convergeert voor ie—
P B

dere Xy > g en de rij LI ITRRE daalt monotoon (ga na met een plaatje).

TR £ e L

3. Een Newton proces kan heel langzaam convergeren als xn nog ver van dg
limiet o af is. ' ' ka
Voorbeeld: Als F(x) = x2 —~ amet a>0, dan convergeert het proces op grond van
'Opmerking 2 voor iedere x,. > 0 naar o = va. De formule wordt =

0

x._, ~a
- - = + .
*a Xh-1 2x i(xn—l a/Xn--l)

Hieruit volgt (met a = a?) x, —o-= (xn_l - a)z/(2xn_]). Dus - uiteraa;d—

kwadratische convergentie. Maar zolang X . >0 is x - i (x | a),
zodat we dan slechts lineaire convergentie hebben met factor ongeveer }.

Pas als ongeveer x < 3o begint de kwadratische convergentie zichtbaar

n-1
te worden.
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4. De veronderstelling F'(a) # 0 betekent dat a een enkelvoudig nulpunt is.
Als F(a) = F'{(a) =.,.= F(m_l)(a) = 0, F(m)(a) # 0, dan is a een m-voudig
nulpunt. Als m > 1, dan is het Newton proces locaal slechts lineair con-

vergent met asymptotische convergentiefactor 1 — 1/m {ga na).

Voorbeeld
k 1/k
F(x) =x - a, a>0 en k geheel # 0, Dan wordt a = a en
Kk = a
n-1 _ ! _ a
*n T ¥p-1 T T k-1 K [(k DXy Y o |
kx -1 X -1

Dit is een methode om \Qyérlit te rekenen,

Voor k = 2 wordt de formule

Deze formule was al 100 jaar v. Chr. bekend (Heron).

Voor k = ~1 krijgen we X =X (2 - axn‘l). Met deze algoritme kan men dus

n—l
"delen zonder te delen". Dit proces werd wel gebruikt bij automatische re-

kenmachines die geen ingebouwde deling hadden.

De vaste-richting methode

Kies ¢(x) = met m zo dat

1
m

|I—E-'—n§12-)-]<l. (4)

Is F'(a) > 0,dan betekent dit dat }F'(a) < m < =,

Is F'(a) < 0,dan moet == < m < =}|F'(a)

Het proces

= -1
*n xn-l m F(x

) (5)

n—1

convergeert lineair (tenzij m = F'(a), maar F'(a) is meestal nog onbekend!)

en de asymptotische convergentiefactor is 1 - %:F'(a).
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1.3

L.

y = F(x)

Ll

o

/Ct xz x]'

Meetkundig betekent de formule (5) dat men door het punt (xn—l’F(xn—l)) een

rechte met richtingscoéfficient m trekt (vergelijking y = F(x _,) + m(x - xn_]))

en het snijpunt hiervan met de x—-as als X nNeemt.
De conditie (4) zegt dat de helling van deze rechte meer dan half zo groot

moet zijn als die van de raaklijn in x = a aan y = F{x).

Opmerking. De vaste-richting methode komt meestal voor, doordat men bij de

methode van Newton de waarde van de afgeleide slechts &én keer berekent, in

het punt Xy In plaats van (1) gebruikt men dan
F(xn-l)
X =X ‘W, (6)

{dus m = F'(xo)). Dit wordt ook wel "simplified Newton' genocemd. .

Andere iteratieve methoden

Er bestaan natuurlijk ook andere methoden voor het oplossen van een verge-

lijking F(x) = 0 dan successieve substitutie. We noemen er drie.

Interval halvering

_ Zij F(x) continu voor a, <x < bO en zij F(ao) <0 < F(bo) of omgekeerd. Dan

heeft F(x) minstens &én nulpunt in ag £ x % bO‘ Bepaal nu ¢ := (a0 + bO)/2

en F(cy). Als F(cy) = O dan hebben we een nulpunt. Als sign(F(cy)) =

'%_sign(F(aO)) dan stellen we a; i=¢g» b];=b0 en'anders‘b‘;=c0; a) :=age

In ' beide gevallen geldt dan weer F(a]) <0< F(bl) of omgekeerd. We
hebben dus een interval Ea],bl] gevonden dat beslist een nulpunt bevat en

bl -a, = &(b0 - ao). Zo gaan we door tot bn - a <e.Danis ¢, :==(an + bn)jz

- @en benadering voor €en nulpunt van F(x) met een absolute fout die kleiner is

dan ie.

In pseudo~ALGOL ziet deze algorithme er als volgt uit:

o
L3
U
.
Sk
i
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while b ~ a > eps
do begin c i= (a + b)/2;
if F(c) = 0

then a 1= b 1= ¢

else if sign(F(c)) = sign(F(a)})

then a := ¢ else b = ¢

Het is duidelijk dat dit proces steeds convergeert, echter slechts met
een factor 4 (als we de lengte van het interval (an,bn) waarin we een nul-

punt garanderen als maat voor de convergentie nemen).

Successieve interpolatie (Regula Falsi)

Zi) weer ag < b0 en F(ao) <0 < F(bo) of omgekeerd. Neem nu als punt q het
snijpunt van de rechte

X - a b, - X
0 0
y = — F(b ) + -
b aO 0 b0 0

(dat is de rechte die door de punten (aO,F(aO)) en (bO,F(bO)) van de grafiek

van y = F(x) gaat) met de x—as:

F(ao)

) ay F(bo) - b0 F(ao)
0 F(bo) - ?féo)

bo ~ 2 5o ~ 3

0 F(b,) - F(ay) = ap = Flay) F(b,) - Fla,) (1)

= bo -F(b

En verder handelen we net als bij de interval halvering. Dan hebben we ook
steeds convergentie. De convergentiefactor kan van alles zijn, dicht bij |
of dicht bij 0. Goede convergentie hebben we als zowel a, als bn beide tot a
naderen, want dan nadert (bn - an)/(F(bn) - F(a ) tot 1/F'(¢) en dan lijkt
formule (1) op die van Newton. Als regel blijft echter op denduur of a of

bn vast. Het is dan voordelig het proces te combineren met interval halvering.

Secant (koorde) methode

Als men twee benaderingen x enx _, Vvoor een nulpunt o van F(x)} heeft,
dan kan men als volgende benadering nemen het snijpunt

X - X
n n—1
F(xnj - F(xn_lj

*a = xn - F(xn)

van de rechte door de punten (xn,F(xn)) en (x ],F(xn_')) met de x—as.

n-
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We hebben dan interpolatie alg F(xn) en F(xn_]) verschillend teken hebben

én extrapolatie in het andere geval,

¥y
y=F(x) :
| :
1 g
X ! i
X + :
n n+l 5 . E
+ " :
I n—-1 ,g
' s
] H
I :
l :"‘
Yy
y=F(x)
X
x n
n-1 » . N
| LS

Oﬁdat in tegenstelling tot de successieve interpolatie, ook extrapolatie kan.
> " -

voorkomen, kunnen we weinig over de globale convergentie zeggen (ga na wat |
Cer g . ij = . Omdat we echter steeds interpoleren'of
er gebeurt als vrijwel F(xn) '-F(xn—l)) _Qm . eerpeleren ©
extrapoleren op basis van de twee laatst gevonden benaderingen,nadert, als he
proces convergeert,

X_ =X

n n—1
F(xn) - F(xn-l)

‘tot (F'(a))-', en daarom convergeert het proces snel,

Men kan bewijzen dat (als F'{(a) # 0)




- 1.20 -

]

lim xn+] = P (a)
e X m0)(x | ~a) 2F " (a)

(vergelijk dit met de formule die voor het proces van Newton geldt) en dat

hieruit volgt dat

—al F"((l)lp-]

2F " (a) | :

Ixn+l

lim
we |x - off
n
. o . g 2
waarin p de positieve wortel is van de vergelijking p - p - 1 = 0, dus
p=3( + V/5) = 1.62. De convergentie orde is dus 1.62. Dat is dus minder
snel dan bij Newton (waar we werkten met de rasklijn in het punt
(xn,F(xn))), maar wel essentieel meer dan lineair. En men hoeft F'(xn) niet
te berekenen. .
Om de globale convergentie te verzekeren kan men het proces combineren met

successieve interpolatie en/of interval halvering.

Stelsels vergelijkingen

We zullen ons nu bezighouden met het oplossen van stelsels van k vergelij-~

kingen met k onbekenden

F](xl.xz,...,xk) =0

Fz(xl,xz,...,xk) = 0

. )

Fk(xl,xz,...,xk) = 0
ofwel in vectornotatie
F(x) = 0 . (2)

We spreken van linealre vergelijkingen indien de functies Fi (als regel

inhomogeen) lineair zijn in XpsXopeeeaXy, dus als
k
Fi(x],xz,...,xk) :=j£] Aijxj - bi .

Dit type vergelijkingen wordt in hoofdstuk 5 uitvoerig besproken., We concen-

treren ons nu op het geval dat de functies Fi niet lineair zijn.
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l.4.1, Normen van vectoren en matrices ([12], p. 229-236)

Het zal blijken dat de methoden die we zullen behandelen k-dimensionale
generalisaties zijn van methoden voor het geval van &én vergelijking met gén
onbekende, zoals successieve substitutie, Newton methode, secant methode.
Daarvoor hebben we een generalisatie nodig van het begrip absolute waarde.

Dit is het begrip norm.

P k . .
Definitie, Een norm van een vector x ¢ R, genoteerd als {ixll, 1s een reeel
getal met de volgende eigenschappen

i) lxil =20, llxll =0 alleen als x = 0,

ii) laxh = |a] Ixl, voor ieder reeel getal au,

s e A A o heii st a a Ehae. e e e e e

iii) Ix + ylh <lixh+lgl .

Eigenschap iii) wordt de driehoeksongelijkheid genoemd.

Men kan op verscheidene manieren eennorm voor vectoren definiéren, Indit college

zullen we uitsluitend gebruik maken van de volgende twee normen:

a) de maximum norm

Izl := max {|x.]|}, | (1)'
k

1<j<

'b).de euclidische norm
Ixil, &= SN D
X 2 = Z X. . . (2) 7

Men kan eenvoudig nagaan dat beide normen voldoen aan de eigenschappen i) .

.

tot en met iii).

Het is eveneens eenvoudig te bewijzen dat voor iedere x geldt

1
hxll < lxi, < kA . : S (3)

Met behulp van het begrip norm kunnen we de begrippen afstand en converggntie_

invoeren.

-'1) De afstand d tussen de vectoren x en y is de norm van de verschilvector, -

dus

‘-\.,"- sk

d(x,y) :=lix -yl .

In plaats van de norm van x spreken we ook wel van de lengte van x, dit is

ke

tevens de afstand van x tot de oocrsprong.
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2) De rij vectoren {En} convergeert naar de vector g, dus lim x_ = o, als
oo -n -
lim Hgn -~all=10.
N

Uit (3) volgt dat een rij {§n} die convergeert met betrekking tot de maximum norm,

tevens convergeert met betrekking tot de euclidische norm, en omgekeerd.

Met behulp van een norm voor vectoren kunnen we een norm voor matrices (af-

beeldingen) invoeren.

Definitie. De norm van de matrix A, genoteerd als lAll, die afgeleid is van
de norm Il xll, is
I ax il

Al := max -—p— . (4)
x#0 x|l

Opgave. Bewijs dat llAll voldoet aan de eigenschappen i) t/m iii) van de
definitie op pag. 1.21, zo dat het inderdaad zinvol is om te spreken van de

nerm van een matrix.

Voor de normen van matrices en vectoren gelden ook nog de volgende eigen-

schappen.
laxl < AN Qxl . (5)

Deze eigenschap volgt direct uit de definitie.
la B < Al 0B . (6)

Opgave. Bewijs deze eigenschap.

Het blijkt dat voor de matrixnorm, die behoort bij de maximum norm voor vec-

toren, geldt

k
IAll = max (E |Aij|). (7)

I<izsk ‘j=1

Voor de matrixnorm, die behoort bij de euclidische norm voor vectoren geldt

uAu‘; = o(aln) , (8)

dit is de spectraalstraal (de grootste eigenwaarde) van de matrix ATA.
Hieruit zien we dat de euclidische norm lastiger te berekenen is dan de maxi-
mumnorm. We zullen daarom in het vervolg hoofdzakelijk gebruik maken van de
maximum norm (ocok wel e-norm genocemd).

Ook voor matrices geldt tussen beide normen een eenvoudig verband, Er geldt

namelijk voor iedere A
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i s nan, < chian )

Voor het vervolg hebben we ook een generalisatie nodig van de afgeleide van

een functie, de Taylorreeksontwikkeling en de middelwaardestelling.

Een geschikte generalisatie van de afgeleide blijkt de functionaalmatrix

(matrix van Jacobi) te zijn.

N

8Fl aF] aFl
Bxl sz axk
F'(x) := . . . (10)
BFk aFk BFk
\axl sz 3ka

Met behulp van deze gegeneraliseerde afgeleide kunnen we de eerste twee

termen van de Taylorreeksontwikkeling van de vectorfunctie F opschrijven.

F(x+h) = F(x) + F'(x)h + 0Clnl®), n~0. (1

32

Deze formule geldt bijvoorbeeld als alle 3;—35—
i3

continu zijn in een omgeving
van x.

Als.F'(g) continu is,dan geldt de volgende ongelijkheid

IE(y) - FGOIl < max IF (x+t(y-x) Iy - xI - (12)
' O<txl ' ‘

Dit kunnen we opvatten als een generalisatie van de middelwaardestelling.

Successieve substitutie

Voor het toepassen van de methode van de successieve substitutie wordt de

vergelijking.

F =0 R (1
herschreven in de vorm

x = £(x) . - 2

Dit kan op diverse manieren, en ook hier kan men soms met "gezond verstand"

een geschikte formule vinden. Zij bijvoorbeeld
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F(x) = Ax - b - G(x) ,

waarbij A een k x k matrix is, b een k-vector is en G een niet-lineaire vec-
torfunctie. Dan is
=1 -1 |
x=A b+A GX =x-A F® (2a)

een goede formule van de gedaante (2} als Aﬂlgﬁi) klein is ten opzichte van

Alb,

Voorbeeld.
2x =~ 4y - x2 - y2 = ~0.4
2x + y - Xy = 1.0 .

Dan is

Bovenstaande formule (2a) wordt dan het stelsel

= 0.36 + 0.1 (x2-+y2-+4xy)

"
[

0.28 - 0.2 (x2+y2—xy) .

y

We zien dat deze formulering geschikt is om een oplossing te bepalen omdat

het niet-constante gedeelte relatief klein is t.o.v. de constanten. g

In het algemeen kan men (!) omvormen tot (2) door te stellen
x=x - M)F(x), (3)

waarin M(x) een matrix is die niet-singulier is in de buurt vaneen oplossing

a van (1).

De methode van de successieve substitutie voor het bepalen van een oplossing

o van (2) gaat als volgt:

Kies een nulde benadering X, voor g en bereken vervolgens de rij {§n} met de

formule

x o= £Gx ) an= 1,2, (4)

Analoog aan het eendimensionale geval gelden voor de convergentie van de

methode de volgende stellingen.
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Locale convergentiestelling

Zij @ een oplossing van x = f(x), en zij X = E(En—])' n=t,2,..,
bij gegeven Xge
Zij £'(x), de functionaalmatrix, continu in een omgeving van a.,
Zijhf'(a)ll = Amet 0 < A < 1,

Dan is er een § > 0, zodanig dat voor iedere X, met H§0 -all 4§ geldt

lim x = qa,
-n -
N

Bewijs. Uit I£'(a) Il < 1 en f'(x) continu volgt dat er een § > O is en een L
met 0 < L < 1, zodanig dat i f'(x)Il < L als llx - o Il < &,

Met behulp van de gegeneraliseerde middelwaardestelling (zie 1.4.1, formule (12)) -

volgt dan op dezelfde manier als in het eendimensionale geval, zie pag. 1.5,

Ix = all £ Lix -oll s LM%, - all
n - =n = =0 =

-1

als H§0 - all= 8, Daar 0 < L < | volgt hieruit dat Hgn'-gils & voor alle n en dat.

. | N

limlx - ol = 0, ofwel lim x_ =
e D o D

1R

Het proces is dus in het algemeen lineair convergent met een asymptotische

convergentiefactor kleiner dan of gelijk aan L,

Globale convergentiestelling (= contractiestelling van Banach)

Zij D een gesloten en begrensd gebied in'n{k.

Zij £(x) een vectorfunctie die gedefinieerd is voor iedere x < D, met
de volgende eigenschappen.

l.

H

f beeldt D in zichzelf af, d.w.z. voor iedere x €D geldt f(x) < b,
2. f is een contraherende afbeelding, d.w.z. er is een L met 0 € L < |,

zodat voor x' € D en x" ¢ D geldt

[T

PE(x') = £ I < Wx' - x"IF . | (5)

Dan heeft de vergelijking x = f£(x) precies &én oplossing a in D. Voor iedere

Xy €D geldt dat het successieve substitutie proces convergeert naar o.

Het bewijs dat de vergelijking x = f£(x) een oplossing heeft in D wordt niet
- gegeven. Het bewijs dat de oplossing eenduidig is, volgt rechtstreeks uit (5), .

Het bewijs dat lim x = o als x

- n 0
gentiestelling,

€ D is hetzelfde als bij de locale conver-

Oemerkiugen

1. Aan dé\voorwaarde 2. is zeker voldaan als het gebied D convex is (d.w.z.
als x ¢ Deny ¢ D, dan geldt x + t(y ~ x) ¢ Dvoor 0 < t £ 1), en als
in D de functionaalmatrix f'(x) bestaat en e (x) |l 5.L.

2. Als aan 2. is voldaan en er een a € D is, zodat de bol B, gedefinieerd
door lx ~ all < ll£(a) - al/(1 — L) geheel in D ligt, dan is er precies één
oplossing g in D, g ligt in B en voor ieder Xy € B convergeert het succesgieve

substitutie proces naar g.

i

S

L



Met behulp van (5) kan weer een bovengrens voor de fout Hgn - all worden

gegeven, uitgedrukt in de laatste differentie "§n - l. Er geldt namelijk

En-l

lx = alf £LIllx
“n - ~n

-~ el s Lz

oy Tx b rilx - al},

dus

ix -x Il . (6)

L
- <
Vg, = ol < g2 iz, - 5,

-n

Voorbeeld. Beschouw een stelsel van twee vergelijkingen met twee onbekenden:

x = £(x,y)
(7)
¥y = 8(x,y)

in het gebied D := {|x| < R, |y| < R}.
Veronderstel dat voor iedere (x,y) € D geldt
|£Cx,y)| < R, |g(x, )| <R
en
of af ] )
251+ 125 s n, 28]+ 128 < n,
waarbij O s L < 1.
Dan heeft het stelsel (7) precies €én oplossing (o,B) met |a] < Ren |B] s R

en als (xo,yo) € D, dan geldt voor de rij {(xn,yn)}, verkregen met successieve

substitutie, dus

¥n T f(xn—l'yn—l) _
[ n - |,2,.-.

Y © g(xn-“l"yn-l)
dat

lim xn =g , lim yn = B
en

L
max(lxn-a\,]yn—ﬁl) Sﬁ“‘a" (lxn xn--ll’lyn yn-ll)

In het concrete voorbeeld op pag. 1.24 is

£(x,y) = 0.36 + 0.1 (x% + y° + 4xy)

g(x,y) = 0.28 - 0.2 (x2 + yz - Xy) .
Dan wordt het gebied

D= {0<x=<0,5 0=<y=< 0.3}
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in zichzelf afgebeeld. De matrix van Jacobi is

0.2x + 0.4y 0.4x + 0.2y

~0,4x + 0.2y 0.2x - 0.4y

In D geldt IIJ|l s 0.48. Dus volgens opmerking 1. geldt (5) metL = 0.48,

Volgens de globale convergentiestelling heeft dit stelsel precies &én oplos—'

sing in D.

De methode van de successieve substitutie levert bij de startvector x5 = (0,0) :
n x Y, ;
0 0 0 .
! 0.36 0.28 "
2 0.42112 0.25856
3 0.42797 0.25294
4 0.42801 0.25222
3 0.42786 0.25223 .

De foutschatting (6) levert bijvoorbeeld dat de fout in X, kleiner is dan
0.719-3. Deze schatting is erg grof, onder andere omdat de waarde L =0,48

erg grof is, ' g

De methode van Newton

De methode van Newton voor het oplossen van het stelsel vergelijkingen
F(x) = 0 (8)

kunnen we op de volgende manier krijgen.
We veronderstellen dat F(x) een Taylorreeksontwikkeling (zie 1.4.1, formule
(7)) heeft. Dan kunnen we (8) rond X lineariseren. Dit levert de vergelij-

king

F(]‘-‘n-'l) * F'(z-{m--l)(E - 5n—1) =2.

Als F'(§n_]) inverteerbaar is, dan kunnen we de oplossing van deze gelinearigeéﬁ

vergelijking als volgende beﬁéderinggg}nemen; dus (vergelijk 1.2.1, formhier(l))ff

-1
-0 R

) . - (9)

- - 1]
En §n—] F (En

L e B A e T Y
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Opmerking. In de praktijk zullen we niet de inverse matrix (F'(gn;l))_] be-

rekenen en vervolgens X met behulp van (9), maar lossen we eerst het stelsel

lineaire vergelijkingen

1 P
File 4 -y = B ) (10)
op (zie hiervoor hoofdstuk 5) en berekenen daarmee

X 1= X +d
-n -n—-1 =n-I|

Voorbeeld. Beschouw het stelsel van twee vergelijkingen met twee onbekenden

0

F(xly)

(rn
0.

G(xsy)

zZij (a,B) een oplossing van (l1). Zij (x ) een punt in de buurt van (u,B),

0°Y0
dan geldt (Taylorreeksontwikkeling)

FOuy) = Py + (2] otmxg) + (B oy +

G(x-Y) = G(xoiyO) + [g_i]o(x-xo) +[g_$}0 (Y'YO) + LA

ar‘ Blg- =.§E( ) t
waarin |==i = o (x,¥4), etc.
De gelineariseerde vergelijkingen (10) zijn dan

3F 3F .
[ﬂ]o d [3;]0 ¢y = F(xg»¥g)

3G 5G
[3:?]0 d * [W]o &y = “Glxgs¥g) -

Dit stelsel lineaire vergelijkingen heeft een oplossing als de functionaal-

matrix
aF oF
3ax, 0 3yi0
Fr(go) 1=
ag a6
9x) 0 ayJ0

niet—singulier is., Als nieuwe benadering vinden we dan



114141

- 1.29 -

In het concretevoorbeeld op pag. 1.24 is
F(x,y) = 2x - 4y - x2 - y2 + 0.4
G(x,y) = 2x + y - xy - 1 .

De bijbehorende functionaalmatrix is
2 - 2x -4 - 2y

2 -y l - x

deze matrix is niet-singulier in D := {0 < x < 0.5, 0 <y = 0.3}.

Toepassing van de methode van Newton levert bij de startvector §0 = (0,0)

1 *n Yn
0 0
1 0,36 0.28

|

2 0.4284 30 0.2535 94
3 0.4278 35 0.2522 50
4 0.4278 36 0.2522 50 b

Men kan bewijzen dat, als F een voldoende gladde vectorfunctie is, en F'(a)
niet singulier is, het Newtonproces locaal tenminste kwadratisch conver-
geert. D.w.z. men kan bewijzen dat er een constante C > 0 is zodanig dat,
als Xq voldoende dicht bij-a ligt, voor alle n 2 o, geldt

o 2
H§n all < ¢ ”En-l all™ .

In de praktijk‘zél men vaak de maﬁrix F'(gn_l) in (10) na een aantal itera-
ties niet meer opnieuw berekenen. D.w.z. men vervangt F'(x ) door F' (x )
voor n~} > m. Als x voldoende dicht bij a ligt, dan wordt de convergentie
daardoor niet veel langzamer terwijl de berekening van x veel goedkoper is.

Men noemt deze modificatie ook wel "simplified Newton!'

‘Secant methoden

Een andere modificatie van de methade van Newton is een generalisdtie van de

secant methode. Deze krijgen we door in de n-de iteratiestap de functionaal-

‘matrix F'(gn_]) te vervangen door een matrix Jn—l' die een benadering is van
F'(x

).

-n-1
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Een voor de hand liggende manier om een benadering Jn_ te vinden, 1s het

i
vervangen van de afgeleiden door differentiequotiénten, bijvoorbeeld

aF, F.(x+h .e.) ~ F. (x)
= (=~ JhLJ , L= 1,200k, (12)
=] ij

waarin hij discretisatieparameters zijn (niet noodzakelijk bij iedere stap
dezelfde) en gj de j-de eenheidsvector is. De convergentie van deze methode
is lineair als hij constant, d.w.z. onafhankelijk van n, zijn, maar is in

het algemeen meer dan lineair convergent als

lim max |n%,| = 0 .
we ij M

Een bezwaar van deze methode is het grote aantal functiewaarden, namelijk

k(k+1), dat per iteratiestap moet worden berekend.

We kunnen ook een benadering J - van F‘(;n_]) met behulp van reeds bekende
functiewaarden bepalen, bijvoorbeeld op de volgende manier.
We vervangen F(x) door een lineaire vectorfunctie, E(g) die in de laatste

(k+1) berekende punten X W= n-k—-1 t/m n-1, met F(x) overeenkomt, dus

PG = E(xy ) + I (-5 ), (13)

waarin de kxk matrix Jn_ bepaald is door de interpolatievoorwaarde

1

FG ) =BG *J

(

) » i=],ou||k'

X ., — X
n-1 " "=n-1-1 ~n-1

ofwel, (door de i~de vergelijking van de (i - 1)-ste vergelijking af te trek-
ken)

E(gn-i) - E(En—l—i) = I Bpeg T Kpei-1) 0 1= Toeeeskos (14)

De matrix Jn_ is hierdoor eenduidig bepaald als de k vectoren

|
T i=1,...,k, lineair onafhankelijk zijn en Jn—l is niet-

X X .
-n—-1 -nels

singulier als bovendien de k vectoren E(x _. =~ EG _._,

) lineair onafhankelijk
zijn,

Als volgende benadering van de oplossing ¢ nemen we de oplossing van

E(x) = 0, dus

- _ 1
% T Ene Jn-lg(gn—

P - (15)
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Men kan bewijzen dat lim J = F'(n) als lim x = ¢, en dat de methode
n-+o n- - -n -

1

110
locaal meer dan lineair convergeert als F een voldoende gladde functie is.
Er is wel een aparte startprocedure nodig voor de berekening van X t/m X, -
Er bestaan efficiente algorithmen voor het berekenen van X . Deze maken ge-

bruik van het feit dat het verschil tussen de matricesJ;l en J de

X
matrix uit de vorige iteratiestap, een matrix van de rang h is, Ziz vrij
goedkoop te berekenen is.
Echter, het is mogelijk dat de berekende X, zodanig is dat de k vectoren
Xoap ~ Epp D=k t/m n-1, lineair afhankelijk, resp. bijna afhankelijk, é
zijn. In dat geval is de matrix Jn niet, resp. slecht bepaald, Deze moge-~
lijke ontsporing, die in praktische gevallen nogal eens voorkomt en die een
vorm van instabiliteit is, maakt dat de methode niet erg in trek is.
Men kan de methode verbeteren door niet persé het "oudste" punt, d.i.
X -x-1® ¥es te laten, maar het weg te laten punt X, zodanig te kiezen dat
de vectoren X e T X 20 goed mogelijk onafhankelijk zijn.
In de praktijk kiest men bij voorkeur een methode waarbij J - door numerieke
differentiatie wordt verkregen, als het berekenen van de functiewaarden niet

al te duur is.

1.4.5. Minimaliseren van functies ([2], p. 438-442) ‘ : I

Een probleem dat nauw verwant is met het oplossen van een stelsel niet- _ : p
lineaire vergelijkingen F(x) = 0 is het minimaliseren.van een functie b
9 (x).

Zij F := grad ¢, ofwel

FOKS AR N RN (16)

Als a een punt is waarin ¢(x) minimaal is, dan is in x = g de gradiént nul,
dus dan is g oplossing van het stelsel vergelijkingen F(x) = 0.

" De voorwaardéig(g) = 0 is nodig, maar niet voldoende.
_Bgschouw de Taylorreeksontwikkeling van p(x) rond x = g.

e(a+h) = 9@ + F@Th + shT6(@)h + #0nI%) . an

"Hierin is G de kxk-matrix, gedefinieerd door

2 ' . ' A
l=-——§—£—- i 1 = 4
RN gan; (8 0 BT hZk (18)

De matrix G, die ook wel de Hessiaan van ¢ wordt genoemd, is symmetrisch. -'_ §
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Voor het formuleren van voldoende voorwaarden voor het minimaliserings-

probleem hebben we het begrip positief definiete matrix nodig.

Definitie. Een symmetrische matrix A is positief definiet als voor iedere
x ¥ 0 geldt

§TA§ >0 . (19)

Voldoende voorwaarden: Als F(a) = Q en G{(a) is een positief definiete matrix
dan heeft ¢(x) in x = g een (relatief) minimum, d.w.z. er is een § > 0 zo dat

p(a +h) > g(a) voor alle h met O < [[hil < §.

We zouden voor het oplossing van het minimaliseringsprobleem kunnen volstaan
met een verwijzing naar de voorgaande paragrafen over het oplossen van

F(x) = 0., Echter, voor het oplossen van een minimaliseringsprobleem zijn er
speciale methoden die, vooral m.b.t. de globale convergentie, beter zijn dan

algemene methoden voor het oplossen van stelsels vergelijkingen.

Methoden voor het bepalen van een minimum van de functie ¢(x) zien er in
grote trekken als volgt uit.

Zij X, de laatstberekende benadering van het minimum punt a.

1) Bepaal een zoekrichting d .

2) Bepaal de waarde An’ die de lengte van de stap in de richting gn bepaalt.

3) Neem x i + Angn als volgende benadering van a.

Za-1
Het verschil tussen de diverse methoden betreft de keuze van de zoekrichting
gn en de wijze waarop An wordt bepaald.

In het algemeen zullen we trachten te bereiken dat

¢(§n) < q’(}_‘n_l) s D= 1,2,... (20)

waardoor convergentie verzekerd is.
Methoden waarbij gn zodanig wordt bepaald dat voor voldoende kleine A > 0 geldt

m(gn_l-+lgn) < ¢(§n_])noemenwe descent methoden. Een voldoende voorwaarde

hiervoor is dat F(x )Td < 0.
=*=n-1" =n

Een van de meest gebruikte methoden om de staplengte An te bepalen is lijn-

minimalisering. Hierbij wordt An bepaald, zodanig dat x . * Angn op de

-1
lijn £ : x = x gt Agn het punt is waarin ¢(x) minimaal is.
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Een voor de hand liggende keuze van gn is de richting van de (negatieve)

gradiént in het punt x dus gn = =-grad ¢(§n_l), omdat in die richting

n=-1°
¢(x) lokaal het sterkst afneemt. Men spreekt dan van een gradiéntmethode.

Bepaalt men daarbij ln met lijnminimalisering, dan heeft men de methode

van de steilste helling (steepest descent).

Een gradientmethode voldoet dus aan (20) waardoor convergentie, althans
- theoretisch, onder zeer ruimte voorwaarden verzekerd is, maar de conver-

gentie is in veel gevallen zeer langzaam. s

Als we voor het oplossen van het stelsel vergelijkingen

grad g(x) = 0 (21)

PR TP R S

de in 1.4.3 besproken methode van Newton gebruiken, dan is de

mi

bijbehorende functionaalmatrix de Hessiaan en dan zijn de zoekrichting en

R

de staplengte respectievelijk =+

Lo lsdE

gn 1= -[G(gn_])]-‘grad w(gn_]) (22)

en

A =] .,
n

)

Als G(a) positief definiet is en X,y Voldoende dicht bij a, dan is G(x

n-1
ook positief definiet, dus niet-singulier en dan bestaat gﬁ_zéker.
Tevens volgt dan uit de Taylorreeksontwikkeling van ¢(x) rond x = X 1
(vgl. (17)), met En—l 1= grad ¢(xn l)’
o(x_ . +Ad ) = m(x ) + AFL_ d + 00, A »
“n-~1 =n “n-1 =n-1-n ?
ofwel
o(x. . +Ad) = o(x_ ) - AdG(x )d_+ g%
=n-1 -n =n-1 -n. -n—-1"=n
dat voor voldoende kleine A > 0
oz *+ M) <oelx ). (23)

Dus dan is de methode van Newton een descent methode. Maar de waarde ‘n !
correspondeert in het algemeen niet met 113nm1n1ma115er1ng en het kan zelfs
zijn dat ¢(§n_l + gn) = @(gn_l). In een algorithme, gebaseerd op de methode
van Newton, kan men daarom in plaats van Ay = | te nemen, de waarde van A

beter bepalen met lljnmlnlmallser1ng. DaardOOr wordt globaal de convergentle

verbeterd, terwijl de locale kwadratische convergentie gehandhaafd blijft. pe
kosten van een nauwkeurige lijominimalisering (aantal berekende functiewaarden)

zijn echter in veel gevallen zo groot, dat de algorithme daardoor niet
efficiénter wordt.
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Het grote voordeel van de methode van Newton is de snelle, namelijk locaal
kwadratische, convergentie als ¢(x) voldoende vaak differentieerbaar is.
Daartegenover staat dat in iedere stap de k componenten van de gradient
(eerste afgeleiden) en ik (k+]) elementen van de Hessiaan (tweede afgeleiden)
moeten worden bepaald. Een ander nadeel is dat G(gn_l) niet positief defi-
niet behoeft te zijn (als x._, ver af ligt van o), zodat het mogelijk is dat
de zoekrichting gn niet bestaat (namelijk als G(gn_l) singulier is) of dat

niet voldaan is aan (23).

Het bezwaar van het moeten berekenen van veel afgeleiden kan men ondervangen
door de matrix G(gn_]) te vervangen door een benadering gebaseerd op nume-
rieke differentiatie of, z0als bij de secant methode, door lineaire inter-
polatie., Men spreekt in deze gevallen van quasi-Newton methoden, bijvoor-

beeld de methode van Davidon-Fletcher-Powell.

Een modificatie van de methode van Newton,waarbij de zoekrichting steeds
bestaat, wordt verkregen door de matrix G(gn_]) te vervangen door

. . s .
G(gn_l) unI, met geschikt gekozen positieve Mos zodanig dat G(gn_i) + unI

positief definiet is.

In de praktijk blijkt dat de meeste minimaliseringsproblemen afkomstig zijn
van problemen die bestaan uit curve-fitting, parameterschatting of overbe-
paalde stelsels niet-lineaire vergelijkingen en die worden opgelost in de
zin van de kleinste kwadraten. '

In al deze gevallen is het probleem als volgt te formuleren. Er zijnm

functies fj(g), j=1,2,...,m, X e]Rk en de te minimaliseren functie ¢ is
van de vorm
¥ 2
p(x) = ) £, . (24)
i=1

Voorbeeld. Van een fysische grootheid c(t) wordt aangenomen dat bij benade-

ring geldt
—Blt -th
c(t) = e + a,e . (25)
c(t) wordt gemeten in de punten Lystyseeest o
De parameters (al,az,Bl.Bz) waarmee (25) de beste benadering is in de zin

van de kleinste kwadraten zijn dan die waarden waarvoor
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minimaal is.

Dus in bovenstaande formulering is x = (a,,a,.,B,,B.) en
= 172771772
—Bltj _thj
fj(g) = c(tj) - ale - aze .

Er bestaan efficiénte algorithmen voor het minimaliseren van een functie ¢

van de vorm (24), bijvoorbeeld de methode van Gauss~Newton en de methode

“
E]
i
i
3

van Marquardt. Deze methoden zullen in hoofdstuk 7 (d.i. in het college

Numerieke Methoden II) worden besproken.

L

S

R i

B

soibiE




2.

. We lichten de algemene gang van zaken toe aan de hand van een erg eenvoudige

methode voor numerieke differentiatie.

Numerieke differentiatie en integratie

In dit hoofdstuk, en in de volgende hoofdstukken, zullen we problemen bespre-

ken uit de numerieke analyse: differentiatie, integratie, oplossen van gewone

en partiele differentiaalvergelijkingen. Bij al deze problemen hebben we te
maken met de afgeleide(n) of de integraal van een bekende of onbekende functie
gedefinieerd op een interval, c.qg. een meerdimensionaal' gebied. Deze groot-
heden zijn in de analyse gedefinieerd door een limietproces en zijn daarom in
het algemeen niet numeriek, dat wil zeggen in eindig veel bewerkingen, te be-

palen.

Voor het oplossen van deze problemen worden afgeléide(n) of integraal vervangen
door berekenbare benaderingen, bijvoorbeeld gebaseerd op functiewaarden in een

eindig aantal punten. In dit gewval spreekt men van discretisatie.

Als de wijze waarop de fout in deze benaderingen afhangt van de afstand tussen
de gekozen punten (de zogenaamde staggrootte) bekend is, dan is het in veel
gevallen mogelijk van de fout in de berekende oplossing van het probleem een

concrete schatting te geven met behulp van de resultaten van de berekeningen.

Opmerking. Onder een bekende (gegeven) functie verstaan we het volgende: er is
mathematisch een functie f gedefinieerd en er is een algorithme gegeven die in
een aangeboden punt x van het definitiegebied van f de waarde f(x) berekent. ./
Soms zal de algorithme bestaan uit een formule, soms is hij veel ingewikkelder,
bijvoorbeeld als f(x) de waarde is van de oplossing van een vergelijking waarin
x als parameter voorkomt. ' ;ZE
(In werkelijkheid zal de algorithme niet f(x) maar een benadering voor f(x)

afleveren.)

Foutenanalyse en extrapolatie bij numerieke differentiatie

Zij f(x) gegeven voor -a < x < a en stel dat f'(0) bestaat. Wiskundig bete~.

kent dit dat er bij iedere ¢ > 0 een § > 0 is zeédat

£ - O _ oy < ¢

voor 0 < |h| < . Wat kunnen we hier numeriek mee doen? Als regel kennen we

de functie § = §(e) niet.
a) Weten we van f(x) niet meer dan dat £'(0) bestaat, dan kunnen we niet vee].

meer doen dan de grootheid SR




b)

c)
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_ £ - £(0)

Df (h) T (1)

voor een aantal naar nul gaande waarden van de stapgrootte h berekenen

en "kijken" of deze rij getallen nadert tot een limietwaarde.

Weten we niet alleen dat f'(0) bestaat, maar ook dat f"(x) bestaat in een
omgeving van x = 0, dan leert de differentiaalrekening (formule van Taylor)

dat er een £ tussen O en h bestaat zodat

£(h) = £(0) + hf'(0) + $h%£"(§)
Hieruit volgt dat we kunnen schrijven

£'(0) = Df(h) + R(h) , (2)
waarbij

R(h) = —}hf"(E) (3)

de zg. afbreekfout in de differentiatief:rmule (2) is.

Uit (3) volgt dat, als £"(x) weinig varieert in het interval (0,h), de af-
breekfout R(h) ca.tweemaal zo groot is als R(}h). Daarvit volgt dan, met

gebruikmaking van de formule

R(h) - R(zh) = DE(4h) - Df(h). (4)
dat bi} benadering geldt

R(ih) = DE(4h) - Df(h). (5)

Het rechterlid van (5) kunnen we berekenen door niet alleen Df(h) maar ook

Df(4h) te bepalen. Dat is dubbel werk, maar we krijgen daarmee een goede

benadering voor de afbreekfout R(}h) (en ook voor R(h), maar dat is minder
interessant)},

Als f(x) voor |x| < h een convergente Taylorreeks heeft dan kunnen we de

afbreekfout R(h) nader specificeren, want dan geldt

R(h) = c/h + c h2 + c3h3 o (6)

2
De waarden van Cys Cps Cgs oo zijn in het algemeen onbekend (ook al zijn
ze theoretisch uit te drukken in £"(0), £" (0), etc.).

Uit (4) en (6) volgt nu

DE(IR) - DE(R) = deh + 3e,h? + Zeond 4 L. (7)

Anderzijds is

R(}h) = ic]h + {czh2 + %c3h3 + ... (8)
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Hieruit zien we weer dat Df(ih) - Df(h) een redelijke indruk geeft van
de grootte van R(}h), ongeacht of ¢; =0 of niet,
Als echter |c]| >> Icz h|, dan geeft DE(4h) - Df(h) zelfs een vrij goede

benadering voor R(}h). Het is dan zinvol te verwachten dat

le(éh) := DE(4h) + (Df(4h) - Df(h)) (9)
(altijd op deze manier berekenen!) een betere benadering voor f'(0) levert.

Uit (7), (8) en (9) volgt dat we, naar analogie van (2), kunnen schrijven

£'(0) = le(ih) + Rlcsh) R (10)

met

Rl(ih) = R(4h) - (Df(4h) - Df(h)) = - §c2h2 + o (1)

Als |c|| >> |c2 h|,dan is le(Qh) dus inderdaad een betere benadering dan
Df{ih); als niet |c]| >> |c2 h|, dan is Rl(ih) van dezelfde orde van grootte
als R(}4h), het gebruik van le(ih) in plaats van Df(}h) schaadt dan niet!
In een aantal gevallen weten we uit bekende eigenschappen van f dat ¢, = 0.
Uit (7) en (8) blijkt dat we dan beter %{Df(ih) - Df(h))} kunnen nemen als
benadering voor R(}h), onafhankelijk van wat ¢y is.
Als daarenboven lczl >> |c3 h|,dan is é{Df(ih) - Df(h)) een goede benadering
voor R(ih), en dan levert '

D,£(4h) := Df(}h) +-%(Df(5h) - Df(h)) (12)

een betere benadering voor f'(0).

In dit geval geldt namelijk

£'(0) = D, £(jh) + R, (}h) (13)

met

R, (40) = - %c3h3 o ' (14)

Hieruit blijkt ook weer dat het gebruik van le(ih) geen kwaad kan als cy

klein is, dwz. als niet |c2| >> ]c3 hl.
‘Men noemt de methode om, uitgaande van formule (6) voor de restterm R(h),

uit’ twee waarden Df(h) en DE(}h) een betere benadering D]f(ih) met formule (9)

te bepalen h-extrapolatie volgens Richardson. Als we formule (12) gebruiken

omdat we weten dat ¢, = Osdan spreken we van hz-extrapolatie. (We gebruiken

dan’ immers het feit dat de restterm begint met hZ,)

e e ks e el e o
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2.1.1. Extrapolatie in het algemeen ([2],p. 269-273; [13], p. 115-118)

De hierboven beschreven extrapolatie methode is algemeen toepasbaar op pro-
blemen waarbij van een te bepalen grootheid, die we F zullen noemen, een
berekenbare benadering G(h), bijvoorbeeld verkregen door discretisatie met
stapgrootte h, bestaat die een afbreekfout R(h) heeft waarvoor geldt
F = G(h) + R(h) (15)
_ 2
R(h) = <, h + cy K™ + ¢y
Uit (16) volgt dat bij benadering geldt

h” + ... (16)

R({h) = G(4h) - G(h)

Als we, uitgaande van een stapgrootte h, de rij stapgrootten
hj 1= h/2j, j=0,1,2,...

nemen, dan krijgen we door h-extrapolatie, zie (9),

G](hj) = G(hj) + (G(hj) - G(hj_]))-
Er geldt dan
F = Gl(h) + R](h)

= ot H2 1 1.3
R](h) s h* + c3 h= + ...

Omdat we nu het geval hebben dat in de formule van de restterm c; = 0, geldt

bij benadering

|
R, (1) = 3(G, (}h) - ¢, (h)).

Op de rij benaderingen Gl(hj) kunnen we dus vervolgens h2-extrapolatie toe-

passen, zie (12),

= .l— -—
65(n) &= 6 (hy) + 3(6, (h,) = 6 (hy_)),

en dan geldt

F = Gz(h) + Rz(h)

- " 3 " In
Rz(h) cy h® + C h* + ...

Ik

Nu is c? =0 en cE 0 en dus geldt bij benadering (vergelijk (7) en (8)

|
R,(4h) = 5(G,(4h) - G,(h)).

Op de rij benaderingen GZ(hj) kunnen we vervolgens h3-extrapolatie toepassen,

etc.
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Samenvattend kunnen we de extrapolatie methode als volgt beschrijven.

Als gegeven is dat
F = G(h) + R(h),

waarbij bekend is dat de afbreekfout R(h) de volgende'reeksontwikkeling

heeft (met een bekend natuurlijk getal p en onbekende coefficienten

-)

Cp z 0, cp+],..

R(R) = ¢ 0P o+ o1 WPy, (17)

dan is, als [cpl >> Icp+] h|, bij benadering

R(h) = 2P R(}h) . (18)

Substitutie hiervan in (4) levert dat dan bij benadering

R(kh) = —— (G(4h) - G(h)) (19)
2P

en hieruit volgt dat de extrapolatie formule

i
2P

G,(4h) := G(4h) + (G(1h) - G(W)) (20)

een betere benadering geeft voor F.

Opgave. Ga na dat geldt

F = Gl(h) + Rl(h)
met

- At ptl
Rl(h) = cp+l h S

waarbij c'

ptl in orde van grootte gelijk is aan ¢

p+l’
Hieruit VOigt dan weer dat Glfh), véfkfegén door hp-extrapolatie, in het
1

geval dat cp = 0 geen slechtere benadering is dan G(h).

De formules (19) en (20) zijn gebaseerd op de benaderingsformule (18). Deze

féormule gaat ervan uit dat

el > le,,

p+! * : (21)

Om in een practische situatie een indruk te krijgen in hoeverre (21) geldt,

beschouwen we het quotient van opvolgende differenties:
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G(ih) - G(h) _ R(w) - RUn) _ ,p Sp " Sprt ™ T -
G(th) - G(1h)  R(ih) - R(ih)

(22)

.

*
cp + i°p+l h+ ...

p+1
T S LA x
Hierin 1s cp+] = s Cp+l’ dus cp+1 is van dezelfde grootte orde als cp+1.
2(2F-1)
Als de waarde van het linkerlid dicht bij 2P ligt,dan nemen we aan dat (21)
geldt en dat derhalve (19) een goede schatting voor de fout geeft en de extra-

polatie formule (20) inderdaad een betere benadering levert voor F.

Opmerking. Als p niet a priori bekend is,dan kunnen we met (22) de waarde van

p experimenteel bepalen.

Voorbeeld. .

In onderstaande tabel zijn de bij een gegeven functie horende waarden van
Df(hj) voor een aantal waarden van j gegeven. Daarnaast staan de differenties
VDf(hj) 1= Df(hj) - Df(hj-l)' De laatste waarden in deze kolom suggereren dat de
fout in Df(hh) van de orde van 0.04 is. Verder constateren we dat de waarden in
deze kolom inderdaad met ca een factor 3 afnemen. In de volgende kolom staan

de volgens (9) berekende waarden van le(hj)' Deze lijken al veel beter te
convergeren. De bijbehorende differentiekolom suggereert dat D]f(h4) een fout
van de orde 0.0003 heeft. Aangezien we in de differentiekolom nu - conform de
theorie - afname met een factor } constateren, doen we ook nog de hZ-extra-
polatie, die sz(hj) levert. Het resultaat is fraai te noemen (de exacte waarde
van £'(0) = 0.874326). Dat het laatste cijfe; in D2f(hj) onregelmatig verloopt
is een gevolg van afrondingsfouten: de functiewaarden £(0) en f(hj) zijn alle
in 6 decimalen bepaald, maar bij het uitrekenen van Df(hj) verliest men nauw-

keurigheid en meer naarmate h kleiner is..

] hj Df(hj) VDf(hj) le(hj) VD]f(hj) sz(hj).
0 .2 1.53967

1 . 1.19690 - .34277 0.85413

2 .05 1.03308 - ,16382 0.86926 0.01513 0.87431
3 .025 0.95308 - .0800C 0.87308 0.00382 0.87435
4 .0125 0.91352 -+ .03956 0.87396 0.00088 0.87425

De resultaten van achtereenvolgende extrapolaties kunnen we in een zogenaamd

Romberg schema noteren.

We veronderstellen weer dat voor de afbreekfout R{h) de reeksontwikkeling (16)

geldt. We voeren nog de volgende notatie in
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k
G. := G, (h.
3 k( J)

waarbij G? 1= G(hj) genomen wordt. Dan is de algemene extrapolatie formule

G§+l = G? + ;E{T:T (G? - G?_])
en het Romberg schema

hy G

By o 5

h, & & G

by 65 G c 3

Opmerking. In een aantal gevallen heeft de afbreekfout R(h) een reeksontwik-
keling in h?, dus

R(h) =<=]h2 + ¢, h'* + ..,

2

Dan wordt achtereenvolgens h?-extrapolatie, h%-extrapolatie, etc. toegepast.

De algemene extrapolatie formule is dan

Etlia gk o L gk - gk

3 i 4k+1—1 j j—l) *

(Ga dit na.)

Enkele formules voor numerieke differentiatie

De in 2.1. geanalyseerde formule voor numerieke differentiatie is erg
eenvoudig maar weinig nauwkeurig. Beter is de zg. centrale formule

f(h) -~ £(-h)

Df(h) := 7h . (1)

Voor driemaal continu differentieerbare functies f geldt weer een uitspraak

van de vorm
£'(0) = Df(h) + R(h) , ' (2)

met

R(h) = ~ 2

h £ (E) ,

= =7 s, s
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terwijl als f een convergente Taylorreeks heeft

DE(h) = £'(0) + ¢, h? + ¢, h* + ... .

4

Bij extrapolatie begint men dus met h?-extrapolatie:
1
le(ih):= DE(4n) + 3‘(Df(ih) - Df(h)) . (3

Daarna eventueel h*-extrapolatie, etc.

*)

Een nog nauwkeuriger formule dan (1) is

DE(h) = = £(2h) + 8f(h)l;h8f(—h) + £(=2h) - “

Hier geldt voor de restterm
1 oy o(5)
R(h) = 35 h* £777(8)

Soms wil men £'(Q) benaderen met behulp van de functiewaarden £(0), £(-h),
f(-2h), ... (bv. bij het oplossen van differentiaalvergelijkingen). Formules

van dat type zijn

£(0) — £(-h)
h

£1(0) = + thf'"(g) ,

£'(0) =

3£(0) - 4f(-h) + £(-2h) |

Ook bestaan er natuurlijk formules voor de tweede en hogere afgeleiden, bv.

g0y = £b) = 2£(0) + £(-h) _ n? £® ey |

h2 12
- - - - L
£7(0) = £(2h) + 16£f(h) 30£€0) + 16£(-h) - f(-2h) gﬁ'f(6)(€)’
12n2
£(0) = 2£(0) ~ 5f(~h) + 42(—2h) — £(-3h) + %%_hg f(a)(E) i (6)
h

*)

Laat zien dat dit de uitwerking van formule (3) is, met h i.p.v. }h.
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De_methode van de onbepaalde coefficienten

We bespreken nu hoe men in het algemeen formules als boven kan reconstrueren.
Als voorbeeld nemen we formule (5) uit 2.1.2.

We zoeken dus een formule van het type

£1(0) = af(0) + bE(-h) + cf(-2h) + R(h) .

a) Eerst bepalen we a, b en ¢ zo dat R nul is voor alle polynomen met graad

0,1,2,... (zo hoog mogelijk). Dit levert als vergelijkingen voor a, b, c:

f(x) =1 ¢« a+b+c=20
f{x) =x : h(-b - 2c) =1
f(x) = x% ¢ h%(b + 4e) =0 .

Door deze drie vergelijkingen zijn a, b en ¢ geheel bepaald:

3_

2=

’b-_-...

En met deze waarden blijkt dat R(h) # 0 voor f(x) = x? nl.

R(h) = - h3(- b - 8¢) = 2n% . (1)

b) Veronderstel nu dat R(h) geschreven kan worden als

R(h) = chP £ Dy . (2)

Wat zijn dan de waarden van C, p en q ?°

Zeker geldt q 2 3, want R(h) = 0 voor alle polynomen met graad < 2
(waarom?). Anderzijds kan niet q > 3 zijn, want voor f(x) = x? is

R(h) # 0. Dus q = 3. Nemen we nu weer f(x) = x> dan volgt door vergelij-
king van (1) en (2) dat p = 2 én C = %-(merk op dat we hiervoor de waarde

van £ niet hoeven te kennen).

Met deze methode kan men de meeste formules voor numerieke differentiatie
integratie, etc., afleiden (niet bewijzen, omdat men moet aannemen dat de

restterm in de vorm (2) geschreven kan worden - in veel gevallen is dit zo).

Opgave. Leid ook andere formules uit 2.1.2. op bovenstaande wijze af.

De invloed van afrondfouten

We kijken tenslotte naar de invloed van afrondfouten in de functiewaarden
van £. Neem bv. formule (6) uit 2.1.2, en veronderstel dat we in plaats
van met f£(0),f(-h),..., werken met £(0) + Ege f(-h) + Epoeee o Dit geeft in
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de berekende waarde voor Df(h) een fout

y Zeo - 561 + 452 - €q

h2

Veronderstel nu dat we weten dat |€j] <e (j=0,1,2,3), Dan geldt

|Al < 12¢ .
™

We zien dat deze bovengrens voor de fout in Df(h) de factor h—2 bevat, Dat
betekent dat als we h kleiner nemen, de afbreekfout R(h) kleiner wordt, maar
dat de afrondfout A als regel groter wordt. Dit stelt een grens aan de nauw-
keurigheid waarmee men een afgeleide numeriek kan bepalen. (tenzij men in

staat is, bij afnemende h de functiewaarden nauwkeuriger te gaan bepalen).

Numerieke integratie ([3] ch.2,6)

Vrijwel alle numerieke integratie methoden benaderen een integraal als volgt

b
I f(x)dx = o f(xo) + ..t ey f(xN) + R, )
a
Hierin is (a,b) een gegeven integratie interval, XypeensXy @I CoyuanyCy zijn
bij het interval en de methode behorende punten en gewichten (onafhanke-

1ijk van f(x) ). Vaak kiest men de punten Kgse oo rXy equidistant:

x; =a +jh, met h= (b-a)/N, (2)

Bij equidistante punten verkrijgt men een integratieformule (1) vaak door
samenstelling van een aantal elementaire integratieformules. Bijvoorbeeld

X.

i+l
1 1 2 on -
[ f(x)dx = 5 h(fj +fj+l) ~37 b i (Ej)(xjﬂ xj) (3)
xj (trapeziumregel)
met
fj = f(a + jh), h = (b - a)/N ,
levert
b
[ f(x)dx = h(if0 +EF Loyt £
a
_Lb 1* a) hZen (g ) (&)

(samengestelde trapeziumregel)
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Een formule als (3) kan men weer met de methode van 2.1.3. afleiden. De over-

gang van (3) naar (4) berust op de splitsing

™
0

a X,
]

—_—
]

=

I t~1 |

Voor de restterm in (4) krijgt men dan in eerste instantie met behulp van (3)

=1
jzo f"(Ej)(xj+l-xj), ' (5)

N
R(h) 17 h

met x, < Ej < Xiyps men kan echter bewijzen dat (bij continue f") er een ¢
met a < £ < b is, zodat
N-1
" - = - LI
j.z.o (8 (xyyqmxg) = (mad (D).

Hieruit volgt voor de afbreekfout

R(h) = - 22 ne(r),

Formutes analoog aan (3) en (4) zijn

X,
j+l '
1 .2 .
I f(x)dx = hfj*i * 57 h'f (Ej)(xj+l-xj)
*j
- (midpointregel);
b _ ‘
i J EGAR = B(E) p + £3/5 + oon + £ ) # (—bii—“lh%"(a)
a

(samengestelde midpointregel).

En
*23+2 '
1 14 o(4) -
f)dx = 3 hifyy * 4850,y * Foip) =g P £ (Bp) Gy %))
S
2j
(regel van Simpson);
b
1
J £f(x)dx =3 h(fo + 4f1 + 2f2 + ... t 4fN-l + fN)
a

(sametigestelde regel van Simpson, hierin moet N even zijn).

_(b - a) hkf(4?(g)
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Uit (5) volgt dat, als f£"(x) weinig varieert binnen de intervallen (xj,xj+]),

R(3h) ~ {R(h) . (6)
Immers, uit (5) volgt dat
1 2 N-1
R(4h) = = 75 (ih) jzo CEUDICHE RS (PRI )
ML TN T Mged T Mjag T Ner

Duiden we de trapeziumregel aan met

N-1
If(h) := h(4f, + 521 £+ iy
dan is
b
J £(x)dx = I£(h) + R(h) = If(§h) + R(3h)
a

en uit {6) volgt dan dat

RGB) ~ 3 (R(W) - RGW) = 4 (T£QW) - LE(R)) .

Berekenen we dus zowel Ef(g) alslIf(ih), ‘dan hebben we een benadering voor de
fout R(Jh) (en ook voor R(h), maar dat is minder interessant) verkregen.
Een analoge redenering geldt voor de midpointregel en voor de regel van

Simpson (bij de laatste geldt R(}h) ~ %1; R(h)).

Men kan ook bewijzen dat, als f voldcende vaak differentieerbaar is, voor de
resttermen R(h) in de samengestelde regels reeksontwikkelingen gelden van de

vorm

R(h) = c2h2 + c4h“ S S (N

(bij de regel van Simpson is c, = 0).

Overeenkomstig 2.1.1., volgt hieruit dat voor de trapeziumregel

Ly ]
de grootheid 3 (If(4h) - If(h)) een indruk geeft van de orde van grootte van
de fout en dat, als in (7) de term met Cy overwegend is, deze grootheid een

goede benadering is voor R({}h), zodat
I£(4h) = I£(}h) + 5 (If(4h) - IE(R)) (8)

een betere benadering voor de integraal zal zijn dan If(}h). Dit is h?-extra-
polatie., Overweegt de term met <, niet, dan zal I]f(ih) als regel niet essen-

tieel slechter zijn dan If(}h).



2.2.1.

- 2.13 -

Analoog bij de midpointregel en bij de regel van Simpson (bij de laatste

moet men h“—extrapolatie toepassen).

Past men na h2—extrapolatie ook h'%-, hé-, ete., extrapelatie toe dan ver-

krijgt men het schema van Romberg. Men kan bewijzen dat de kolommen in

schema ook voor minder gladde functiesconvergeren naar de integraal, zi} het
niet zo snel als voor gladde functies.
Opmerking. Bij de trapeziumregel geldt:
Lf(4h) = J(IE(h) + Jf(h)) ,
waarin
N-1
JE(h) = h § f.
=0

; J+h

de midpointsom met stap h is. Om na If(h) If(ih) te berekenen hebben we dus
alleen de functiewaarden in de nieuw toegevoegde punten nodig.
Verder blijkt dat Ilf(gh), zoals gedefinieerd in (8), juist de regel van

Simpson met stap ih is (ga na).

Praktische numerieke integratie

De minimale controle die men bij praktische numerieke integratie moet uit-
voeren is, de integraal met de gekozen integratieformule voor tenminste twee
waarden van h te berekenen om door vergelijking van de resultaten een indruk

van de nauwkeurigheid te krijgen.

Vaak doet zich de omstandigheid voor dat de te integreren functie f(x) in
een deel van het interval (a,b) veel.minder "glad" is dan in de rest van het
interval., Bij integratie met uniforme stap wordt de totale fout dan hoofdza-
kelijk bepaald door de bijdrage van het gedeelte van (a,b) waar de functie
minder glad is. Men kan ook zeggen dat de integraal in een gedeelte van (a,b)
veel te nauwkeurig wordt berekend. Men wenst daarom.de waarde van de stap-
grootte aan te passen aan de gladheid van de functie en wel zodanig dat de

totale fout min of meer unifgrm verdeeld wordt over (a,b),.
Zij gevraagd te berekenen J f(x)dx met een absolute fout kleiner dan €. Dan

is de toegelaten fout per %engte—eenheid e/(b - a). We willen daarom het in-
terval (a,b) verdelen in deelintervallen (xo,xl),(xl,xz),...,(xN_l,xN) zodat
de fout in het interval (x,,x.

j'T3+1
(xj+] - xj)e/(b - a),

Voor functies met een enigszins gelijkmatig (maar wel aanzienlijk) variéren-

) kleiner is (maar liefst niet veel) dan

de gladheid kan de keuze van de stapgrootte als volgt geautomatiseerd worden,

._:1
;
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We kiezen als basisformule de trapeziumregel en definieren voor het inter-

val (x,x +h) de enkelvoudige trapeziumsom

Tl(x,h) i= dh(f(x) + £(x + h)) .

Zij nu Tz(x,h) de benadering van deintegraal over (x,x +h) met de trapezium-

som bij verdeling in twee deelintervallen, dus
T,(x,h) = T, (x,4h) + T,(x + in,4n) ,
dan wordt een goede benadering van de fout in Tz(x,h) gegeven door
1
RE(x,h) := E(Tz(x,h) - Tl(x,h)) R (n

We wensen nu dat het interval (a,b) in deelintervallen (xj.x )y §=0,1,.:0.,8=1,

j+l

wordt gesplitst, zodat, met hj i xj*l - X
h.e
.ah. s s} i=
|Rf(xJ,hJ)| tol(h;) pd— (2)

maar niet essentieel kleiner. Er geldt dan stellig
N-1

) |Rf(x.,hj)| <e,
j=0 3
en dus is bij benadering de fout in de berekende waarde
Nil

T,(x.,h.)
jop 2017
kleiner dan €,
Voor "nette" functies f is Rf(xj’hi) ongeveer evenredig met h;. Daar het
rechterlid van (2) evenredig is met hj’ betekent dit dat we na de berekening

. * .
van Rf(xj,hj) voor zekere waarde van hj de "ideale" stap hj vanuit xj kunnen

definiéren als
tol(h,) |}
h; = 1 x h, . (3)
3 IRf(xj,hjSI ]
Immers, bij benadering geldt dan

3 hy
* o= .—J— —-—l . = ?
|Rf(xj,hj)| [hj] lef(xj,hj)l hj X tol(hJ) tol(hJ) .
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We handelen daarom, als we gevorderd zijn tot een punt x.

j en een suggestie

voor de volgende stap hebben, als volgt.

e

a) Bepaal Rf(xj,hj) en tol(hj).

b) Als |R£(xj,hj)[ > tol(hj), dan bepalen we h; uit (3), stellen

hj t= 0.95 x h; en beginnen opnieuw.

c) Als |Rf(xj,hj)| < t°1(hil’ dan accepteren we de stap hj en stellen

I:=I'+T2(ﬂ’%)’¥Hl:=xj+lﬁ'

*
d) Als xj+l < b, dan bepalen we hj uit (3) en nemen

, * . .
hj+l = min(0.95 x hj’ b - xj+]) als suggestie voor de stap vanuit xj+l'

We moeten dit proces starten met I := 0, Xy = a., Voor hO nemen we hetzij

een meegegeven suggestie, hetzij b - a of (b ~ a)/5 of iets dergelijks.

Men noemt een dergelijk proces integratie met zelfzoekende stap. Hoewel het
enige administratie vergt, is de winst, doordat we met een min of meer opti- ‘:@
male stapgrootte werken, meestal zeer belangrijk, althans bij functies met

variérende '"gladheid" en waarvan het uitrekenen van een functiewaarde

"duur" is.

Opmerkingen, ]
l. In de practijk zal men in plaats van Tz(x,h) de geéxtrapoleerde waarde ‘ fa
Tz(x.h) + Rf(x,h) als benadering voor de integraal van x tot x + h nemen.

2. In de hierboven behandelde methode kam men in plaats van de trapezium- if

regel een willekeurige andere integratieformule als basisformule nemen

en de formules (1) en (3) daarbij aanpassen.

Mén noemt een methode waarbij de stapgrootte aangepast wordt aan de glad-
heid van de integrand een adaptieve methode. Naast methoden met zelfzoeken-

de stap, zoals hierboven beschreven, bestaan er methoden die gebaseerd zijn

. . s . . *
op recursief gebruik van een elementair integratieproces.

*) Zie bijvoorbeeld RC Informatie PP 3.1.1. Integratie van enkelvoudige in-
tegralen met algemene integrand. Technische Hogeschool Eindhoven.
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2.2.2. Enkele andere integratiemethoden

Bij de tot nu toe behandelde elementaire integratieformules (trapeziumregel,
midpointregel, regel van Simpson) zijn de punten xj vooraf gegeven en zijn
de coefficienten € bepaald door de eis dat de integratieformule exact is,

dwz. dat R = 0, voor polynomen van zo hoog mogelijke graad.

Men kan echter ook vragen om zowel de coefficienten Cj als de punten xj in
de integratieformule zodanig te bepalen dat de integratieformule exact is
voor polynomen van zo hoog mogelijke graad. Een dergelijke integratieformule

wordt een integratieformule van (Gauss genoemd.

Met hetzelfde aantal steunpunten xj zal bij een integratieformule van Gauss
de bereikbare graad, en daarmee ook de orde van de methode, ongeveer twee
maal zo hoog zijn dan bij een integratieformule met vooraf gegeven (equi-

distante) punten xj.

Voorbeelden van integratieformules van Gauss zijn:

1) De tweepuntsformule

h
h h
hJ f(x)dx = h{f(~ ?3) + f(ﬁ)} + R,

Als f(x) een viermaal continu differentieerbare functie is, dan is

h5
2 135

2) De driepuntsformule

R £4 )

h
J f(x)dx = %{Sf(—h/%_-)+ BE(0) + 5f(h/-§)} + R3
~h

Als f(x) een zesmaal continu differentieerbare functie is, dan is

h7

Ry = 15730

£49)(x)
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Voor de k~puntsformule van Gauss
b k

f dx = c.f(x.) + 1
I (x) jzl ; ( J) Ry (1

a

vermelden we de volgende resultaten.

I. Voor iedere k bestaan er getallen cj en xj, j=12,...,k , zodanig dat

(1) exact is, dwz. dat Rk = 0, voor alle polynomen van de graad < 2k - |,
2. Voor iedere j geldt X, € (a,b) en o > 0.

k
3. Als Ek(x) = H

(x - xj),dan zijn de punten Xy geheel bepaald door de
]

l
b

voorwaarde dat J p(x) Ek(x)dx = 0 voor ieder polynoom p(x) van de
a
graad < k.
4. Als f£(x) 2k maal continu differentieerbaar is,dan geldt voor de afbreekfout

de formule

k+1, 4
R, = (b-a) (k.)3 f(2k)(€)
(2k+1) ((2K) 1)

Hieruit volgt dat als de lengte van het integratie interval een vast veelvoud
is van een stapgrootte h, dus b - a = mh

R = C p2ktl g (2K) oy (2)

Als de integrand minder dan 2k maal differentieerbaar is,dan is de orde van
de afbreekfout kleiner dan 2k + 1, |
Bijvoorbeeld voor de tweepuntsformule kunnen we het volgende bewijzen.

Als f{x) tweemaal continu differentieerbaar is,dan voldoet R2 aan de volgende

ongelijkheid

|R2| < Ch’ max }|£"(x)| , (3)
|x|5h
waarbij C = 0.1. ,
Vergelijken we deze formule met de restterm van de trapeziumregel - %§h3f"(g),
dan zien we dat voor een tweemaal continu differentieerbare integrand de . -
tweepuntsformule van Gauss niet slechter is dan de trapeziumregel., Tets derge-.

lijks geldt ook voor de driepuntsformule en de regel van Simpson.

Met behulp van een k-puntsformule van Gauss als elementaire formule kan weer

een samengestelde formule worden gemaakt.

e R

€1
s
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Gebruiken we bijvoorbeeld de tweepuntsformule,dan krijgen we

b N 2
f E(x)dx = ] J f(x)dx =
2 = *X2i-2
g h h
=h iEI {f(KZi-l - 7§) + f(x2i-l + 7;)} + R

Hierin is 2h*N = b - a en X; = a+ ih.
Voor de afbreekfout R geldt de formule
h

5 (&)
TG,

=
f
o~

i
., < g < .. Hi i
met X,. o &1 Xy Hieruit volgt

b-a

- 4
R = 273 nt £y, a<e<b.

Voor de berekening van bepaalde typen van oneigenlijke integralen bestaan
speciale integratieformules van Gauss, Hierbij wordt de integrand beschouwd
als het product van een vaste functie w(x) die continu en positief is, en een
willekeurige functie f(x). De functie w(x), ook wel gewichtsfunctie genoemd,
beschrijft een speciaal gedrag van de integrand, bijvoorbeeld exponentieel
gedrag voor grote - x : w(x) = e X of e © : singulier gedrag in de eindpunten:
w(x) = (x - a)a(b - x)B met o > - 1 en B > — 1.

De k-punts integratieformule heeft dan de gedaante

b
J wi(x) f(x)dx =

a J

Cj f(xj) + R-k, (A)

| e~

1

waarbij mogelijk a = — » enfof b = =,
De coefficiénten cj en de punten Xj worden nu zodanig bepaald dat de formule
exact is,voor het geval dat f(x) een willekeurige polynoom is van zo hoog

mogelijke graad,

Voor (4) gelden analoge resultaten als op pag. 2.16 geformuleerd voor (1).
Met name geldt voor de afbreekfout, in het geval dat £(x) 2k maal continu

differentieerbaar is, een formule van de wvorm
= (2k)
Rk = dk f (£)

waarbij dk + 0 als k + =,
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Voorbeelden

(a,b] w(x) dk
- -x (k!)2 ;
Gauss - Laguerre [0,=) e ST |
3
—l oL .
Gauss - Hermite ( ~o,») e * —%i—lln | %
27(2k)! 1
i 2 #

Gauss =~ Chebyshev [-1,1] TP
YT-%7% 277(2k) !

2.2.3. Conditie en numerieke stabiliteit

Om na te gaan wat de conditie is van
b

1:= I f(x)dx, n

a

vervangen we f(x) door f(x) + 8f(x). Daardoor verandert I met een bedrag ¢1I

en er geldt
b
I + 681 = J (£(x) + 8£(x))dx.
a
Dus

b
51 = ( §f(x)dx.
a

Bij een relatieve verandering van ten hoogste a van de integrand, dus

[6£(x)| < a|f(x)|, geldt voor de relatieve verandering van de integraal

b
(51| [ £ |ax 7
IIII saf : | o (2)
| [£(x)dx]
a

Dit betekent dat
b .
flf(x)ldx

c(l):= 2

l[f(x)dxl : -‘€
a .
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het conditiegetal is van (1), en dat het probleem dus goed geconditioneerd

b , . . . b
is, als ]]a f(x)ldx niet essentieel kleiner is dan fa|f(x)]dx_

Uit bovenstaande volgt voor de onvermijdbare fout A°I de schatting

o]
LI_I.LAII < (c(I)+1)n | (3)

We beschouwen nu de numerieke berekening van (1) met behulp van de integratie-

formule
b N
f dx = g(x.) + .
J () dx jZO cJ (xJ) RN
a

Voor voldoend grote N wordt de fout in de benadering voornamelijk bepaald

door de fout in de som

L=

| (R aer 171

ij(xj)'

j=0

Voor de berekende waarde iN geldt dan (zie voorbeeld pag. 0.13)

N
I, = c.£(x.)(1+45.), (4)
N 'Zo i 3
h]
waarin
Iajl < (N+Dmn, § =0,1,2,...,N . (5)

Voor de totale rekenfout ﬁln geldt dus

N
fsx [ < } lcj[|fj . (+1)7. (6)

j=0

Als ¢, > 0 voor alle j, dan is § |c¢.||f.] = § e.|f.] een goede benadering
j =0 3 j=0 J

b
voor [ |£(x)|dx en dan vinden we door vergelijking van (3) en (6) dat de
a

integratieformule numeriek stabiel is.

N
Als niet geldt cj > 0 voor alle j, dan kan j£0|cjl|fj[ essentieel groter zijn
b
dan f|f(x)|dx. In dat geval is de integratieformule numeriek instabiel.
a
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Opmerking De schatting (5) levert in het algemeen een grove bovengrens. In
de praktijk zal Gj niet meer dan enkele malen n bedragen.

Zoals in 2,2.2. is vermeld hebben de elementaifgwintegratieformules van

Gauss, en dus ook de daarop gebaseerde samengestelde formules, positieve
coefficienten. Hieruit kunnen we nu concluderen dat elke integratieformule

van Gauss numeriek stabiel is.

Ook de integratieformules gebaseerd op de trapeziumregel, de midpointregel, of
de regel van Simpson zijn numeriek stabiel. Er zijn echter elementaire inte-
gratieformules op equidistante punten waarvan de coefficiénten niet allemaal
positief zijn, bijvoorbeeld van een 9-punts formule. De hierop gebaseerde

samengestelde formules zijn mogelijk numeriek instabiel.

Bij het schatten van de totale fout in de berekende waarde van de integraal
moeten we ook rekening houden met de nauwkeurigheid waarmee de integrand
berekend wordt.

Veronderstel dat ¢ een bovengrens is voor de relatieve nauwkeurigheid waarmee
f(x) berekend wordt, dan geeft dat een bijdrage in de fout van I, die niet

groter is dan &f|f(x)]|dx.
a

E
i
o
L
R
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3. Numerieke integratie van differentiaalvergelijkingen([2],ch.8) ")

Beschouw een eerste orde differentiaalvergelijking
d
E% = f(st) »y X > XO’ (l)

met beginvoorwaarde
Yy =¥y voor x = x, . (2)

Zoals bekend is er (als f een "nette" functie is, bv, als f en g; continu

zijn) bij iedere Xy en ¥y precies &&n functie y = y(x) die in een interval _
(xo,x0+d) voldoet aan (1) en (2): A

y'(x) = f(x,y(x)) ,

y(xg) = y4 -

Om aan te duiden dat de oplossing ook van de beginvoorwaarde afhangt, schrij-

ven we voor de oplossing door een beginpunt (xo,yo) ook vaak
y(x) = 0(x,x50y,) -

We vragen nu de functie ¢(x, xO,yo) numeriek te benaderen. Ter onderscheldlng
van de exacte oplossing zullen we benaderlngen steeds met z aanduiden.
‘AlS'regel zullen we tevreden zijn met benaderingen Z3Zgyessy VOOT de waar-
den ¥y:¥gs+-» van w(x,xo,yo) voor een aantal discrete abscissen x = Xi3Koyeas o
Veelal zullen deze punten equidistant zijn: X, = X * nh, Natuurlijk nemen

we z, = ¥q.

3.1. Enkele eenvoudige methoden

We illustreren een aantal methoden met de bijbehorende nomenclatuur en eigen-

sdﬁappen:aan de hand van de volgende eenvoudige voorbeelden

Uit
| Y = £(x,y(x))
volgt |
n+l
(o) = vk )+ I f(x,y(x))dx
*n-1
en ook

Zie ook RC-Informatie PP 3.4.1, Integratie van een beginwaardeprobleem voor eenf

rewone differentiaalvergelijking, etc. Technische Hogeschool Eindhoven.
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Xn+l
y(x ) =yx) + [ £(x,y(x))dx .

X
n

Door toepassing van integratieformules wvolgt hieruit
Y ) = y(x) + hi(x ,y(x )) + R;(h), (1)
y(x ) = v(x _ )+ 2hf(x, ,y(x ) + R,(h), (2)
ylx ) = y(x) + dh(EGe,y(x))) + £(x ,,¥(x ))) + Ry(h)  (3)

met, indien f(x,y) voldoende vaak differentieerbaar is ( de oplossing y(x)

is het dan ook en de functie f(x,y(x)) dus ook),

R, (h) = {h2y"(5)) , (4)
Ry(h) = 3 h3y™(€y) , (5)
Ry(h) = = 15 B3y™(E;) . )

Stel nu dat we benaderingen Z]sZgsesesZ VOOT y(xl),y(xz),...,y(xn) gevonden

hebben. Dan kunnen we op basis van de {exact geldende) formules (1), (2) en

(3) de volgende methoden ter bepaling van Z als benadering voor y(xn+l)
opschrijven:
Z 417 2 * hf(xn,zn) (Euler) ¢
Z 41 Zpoy t 2hf(xn,zn) (midpoint-regel) {(8)

SRR T ih(f(xn,zn) + f(xn+l’zn+l)) (trapeziumregel). (9)
We merken enkele overeenkomsten en verschillen tussen deze drie methoden op.

a. Euler en traperiumregel zijn zogenaamde eenstapsmethoden: we behoeven

uit het verleden alleen de waarde van z te kennen. Dit houdt o.a. in dat

bij iedere volgende stap de stapgrootte opnieuw gekozen kan worden.

De midpoint-regel is een tweestapsmethode: voor de bepaling van Z heb-
hen we zowel z als I nodig. Dit heeft de volgende consequenties:
- er is een startprocedure nodig, omdat behalve zy = ¥ ook de waarde van
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z| nodig is om Zy)3Z5,e.. met de midpoint-regel te kunnen bepalen; z|
kan bijvoorbeeld met de regel van Euler bepaald worden;

- de stapgrootte h ligt vast, omdat Z -1 d.i. de benadering voor de op-
lossing in N h wordt gebruikt. Verandering van de stapgrootte
impliceert opnieuw starten met een startprocedure;

- de theorie van meerstapsmethoden is ingewikkelder dan die van eenstaps-

methoden,

Euler . en midpoint-regel zijn zg. expliciete methoden: de bepaling van z

n+|
geschiedt door invulling in een formule. De trapeziumregel is een impliciete

methode: formule (9) is een vergelijking waaruit z moet worden opgelost.

n+)
Dit oplossen kan als regel gebeuren met behulp van successieve substitutie:

L AtD)

n+l )),E=O,],2,.. ’

= Zh * ih(f(xn’zn) * f(xn+l’zifz

. ) . o BETTT
de asymptotische convergentiefactor is daarbij }h 5§'(xn+l'zn+1)’ voor

kleine waarden van h is deze dus klein ten opzichte van 1, zodat dan snelle
convergentie verzekerd is. Een beginschatting voor de successieve substitu-

tie wordt meestal verkregen door eerst een expliciete formule (met geringere

(0)

n+] )
gebruiken. Deze expliciete formule (bv.r(T) of (8)) noemt men dan de predic-

nauwkeurigheid) toe te passen en het resultaat als beginschatting =z te

torformule, de impliciete formule, waarmee men itereert heet de corrector-

formule. 7

Soms substitueert men alleen de uitkomst zégz van de predictorformule in de
1 . ..

correctorformule en beschouwt men het resultaat z( ) als de definitieve

n+l
waarde Z 1 (correcting only once). Schrijven we dit op voor Euler met tra-

peziumregel, dan kunnen we het proces ook schrijven als

k)= hf(xn,zn)
kyi= hE(x +h,z_+k ) | (10)

2 155 % +_5(k1 + kz) .

n+l

In deze vorm geschreven hebben we een eenvoudig voorbeeld van een methode

van het zg. Runge-Kutta type.

Iem
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3.1.1. Locale en globale afbreekfout

De afbreekfout van een methode is de fout die gemaakt wordt doordat de dif-
ferentiaalvergelijking door discretisatie wordt vervangen door een recursie-

formule.

Eerst definiéren we het begrip locale afbreekfout in een punt (xn,yn). Zij

k=1
Z = z .2
§=0

o+l ., b hF(xn,zn+],zn,...,zn_k+],h) (n

] n7)

de algemene formule voor een k-staps methode (expliciet als z niet, impli-

n+1

ciet als Z 4 wel als argument in F voorkomt) voor het oplossen van de dif-

ferentiaalvergelijking (1), pag. 3.1.
Zij

Yj=¢(xj,xn.yn),n-k+lsjsn+1

de waarde in het punt xj van de oplossing van (1) die door het gegeven punt
(xn,yn) gaat.
Definieer nu

k-1

R(h’xn’yn) = F[yn+l - X ujy

j—o _hF(xn’yn+I’yn""’yn—k+l’h)] . (12)

n-j

Dan heet R(h,xn,yn) de locale afbreekfout van de methode (11) in het punt
(xn,yn), bij stapgrootte h.
Hoe kunnen we formule (12) begrijpen?

Zij bijvoorbeeld ay = 1, aj =0 voor j =1,2,..,k = 1, dan is

¥y - Y
_ “ntl n .
R(hgxn,Yn) - h F(knlyn+|!yn!'"Oyn_k+|’h) .
De eerste term is een benadering voor y'(xn), de tweede term is een benadering
voor f(xn,yn) en dus is R(h,xn,yn) de fout die we maken door discretisatie
van (1).
Voor de meeste methoden bestaat er (als f(x,y) voldoende vaak differentieer-

baar is) een schatting van de vorm
IR(h,x_,y )| < Ch" (13)
L] n! n = .

waarin C wel een functie van f is, maar niet van h, x eny, afhangt (althans

voor X en y, binnen een zeker gebied van het (x,y)-vlak).
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De exponent m heet de orde van de methode, als m de grootste waarde is

waarvoor {(13) geldt.

Voorbeelden.
Bij de methode van Euler (7) volgt uit de formules (1) en (4) van pag. 3.2
dat

1
R(h{xn,yn) = H{yn+l T Vn " hf(xn’yn)] = ihy"(“:n) )
En dus geldt

IR(h,xn,yn)l < Ch , (14)

)

als C een bovengrens is voor |}y"(x)| in een relevant gebied *
Deze methode heeft dus orde 1.

Analoog geldt voor de midpoint-regel
R(h,x ) = l{ -y =~ 2hy'] = Lk " (g )
**n*Yn h-Yn+1 n-1 n 37 n

en voor de trapeziumregel

-1 1
ROLX0Yn) = 5001 = Y TG+ y2, 01 = - 5 02y (e ) .

Deze methoden hebben dus de orde 2. _
Ook de door (10) gegeven methode heeft orde 2. !
!zij‘ﬁg een beginpunt(xo,yo)gegeQen. Z1ij
y(x) = 9(x,x5,,)
7  €¢_§piossing_van de differentiaalvergelijking met deze beginvoorwaarden,

en zij Zy = Ygr Zps Zys ees verkregen met een integratiemethode met stap h.

We willen de globale afbreekfout

P

Yo~ Zn;= @(Xn,xo,yo) -z

(15}

n

‘schatten. En speciaal het gedrag hiervan als h naar 0 gaat maar tegelijk n
naar oneindig, zodat het punt X op eindige afstand van X blijft.

- We,veeren de schatting uit voor het geval van de methode van Euler.

) Gie ' (x) = £(x,y(x)) volgt
y'"(x) = £ (x,y(x)) + fy(x,y(X))°y'(XJ =
= £ (x,y(x)) + fy(X.y(X))°f(x,y(x)) .

Uit bovengrenzen voor f, fx en fy volgt dus een waarde voor C.
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Véor de methode van Euler géldt

“ar) C Fp t hf(xn’zn) _(16)

terwijl voor de oplossing van het beginwaardeprobleem geldt

yn+] = yn ¥ hf(xn’yn) + hR(h:xnsyn) s (17)
waarin yj = w(xj,xo,yo) voor ] = n, n+ 1

Zij nu

in een relevant gebied. Dan volgt uit (14}, (16) en (17)

|y

ntl Zn+l| < (1 + Lh)lyn - znl + Ch? ,

Door volledige inductie vinden we hieruit (daar Yo = 2

0)

n
S(1+Lln) -1

- 2
Iy, = 2 T ch? |
0f , daar voor alle t I+t < et,
QhLh eL(xn B XO) -1
Iy(xn) - znl < 1 Ch = T Ch . (18)

Deze formule laat goed de afhankelijkheid van h zien. Als nl. h verkleind wordt
dan moeten we, om in eenzelfde punt te komen, n in dezelfde verhouding vergro-
ten. De eerste factor in het rechterlid vam (18) blijft daarbij gelijk. Hieruit
volgt dat de globale afbreekfout voor alle X uit een van h onafhankelijk
interval kleiner is dan een factor maal h. De orde van de globale afbreekfout

is dus 1, dezelfde als de orde van de methode van Euler,

Voor andere eenstapsmethoden kan analoog bewezen worden dat de orde van de
globale afbreekfout gelijk is aan de orde van de methode. Voor meerstapsmethoden
is de theorie ingewikkelder, o.a. omdat de startmethode ook een rol speelt,

Voor zg. stabiele meerstapsmethoden geldt weer een uitspraak als boven, mits

de orde van de startmethode niet meer dan | lager is dan die van de meerstaps-

methode.
Schattingen van het type ([8) zijn de eenvoudigste in hun soort.

Als f(x,y) voldoende vaak differentieerbaar is, dan kan de globale afbreekfout
nader gespecificeerd worden, Dan geldt namelijk het volgende: er zijm van h

onafhankelijke functies cl(x),cz(x),... zodanig dat
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- 2
y(xn) -z = ¢ (x )h+ cz(xn)h + oo (I9).

(bij een methode van de m-de orde is natuurlijk

cl(x) = cz(x) = ... = cm_l(x) = 0 en cm(x) Z0).

Op basis van formule (19) kan men weer volgens het principe uit

2.1.1. een schatting van de globale fout krijgen (uit de resultaten met stap-—

grootten h en jh) en extrapolaties uitvoeren (met resultaten met stapgrootten

h, ih, {h, ... ).

Voorbeeld,
Beschouw het beginwaardeprobleem
y' o= xy/(0+y2) , y(0) =1, (20)
De oplossing kan geschreven worden in de vorm van een impliciete vergelijking
y2 = exp(x? - y2 + 1)

Als we (20) oplossen met de methode van Euler voor verschillende waarden van h

en daarna extrapoleren,dan krijgen we voor het punt x = ] de volgende tabel.

n =-% z, Vzn zﬁl) Vzil) ziz)
l 1.000000
2 1.125000 0,125 1,250000

: 4 1.187095 0.621]0—1 1.249191 —0,809]0-3 1.248921
u'8 l.217§93 0.30610-1 1.248290 —0.90110—3 1.247990
16 1.232834 0.15]10—1 1.247976 -0.314]0~3 1.247872
32 1.240361 0.75310—2 1.247888 —0.88510*4 1.247858
64 1,244113 0.37510—2 1.247864 -0.23310-4 1.247857

(1

Uit de kolommen voor vz en vz volgt dat de globale afbreekfout inderdaad

van de vorm (19) is,

Uit de tabel kunnen we concluderen dat y(1) = 1.247857 met een fout die wezen-

.. s . 1
lijk kleiner ‘is dan 3 0'23310 4 ~ 0.810-5.

Methodén van hogere orde.

In deze paragraaf zullen we twee klassen van methoden voor het oplossen van

het beginwaardeprobleem

v o= £(x,y), x > x
0 (1)

y(xo) = Yy
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bespreken, namelijk de lineaire meerstapsmethoden en de expliciete een-
stapsmethoden van het Runge-Kutta type. Beide klassen kunnen worden be-
schouwd als een bijzonder geval van de algemene k-stapsmethode, formule

(11) van 3,1.1.

Lineaire meerstapsmethoden.

De algemene lineaire k-stapsmethode is van de vorm

k-1 k—1
tneri™ Loogzeog v L BTGy ez o) (2)
j=0 j=-1
We zien hieruit dat Z 4 afhangt van de berekende waarden van de oplossing
in de voorgaande punten X __. . t/m X - Als B_, = O,dan is het rechterlid van

(2) alleen afhankelijk van de voorgaande punten en dan noemen we de methode

expliciet. Als By * 0,dan komt in het rechterlid de term B_If(x )

n+1°%n+1
voor en dan is de methode impliciet.

De bepaling van de coefficilenten aj en Bj kan weer geschieden met de methode
van de onbepaalde coefficienten (zie 2.1.3). Door substitutie van y(x),
d.i. de oplossing van (1), in (2) krijgen we

k-1 k-1

) = z a.y(xn_j) + h .E Bjy'(xn_j) + hR . (2a)

y(x ;
i=0 j=-1

n+li
We kunnen dan eisen dat de methode exact is, d.w.z. dat R = 0, als y(x) een
polynoom is van de graad p. Deze eis levert p + 1 lineaire vergelijkingen

voor de coefficienten Agae 9Oy _ys B-I’BO""’Bk-l' ‘

De maximaal haalbare graad, die dan tevens gelijk is aan de orde van de metho-
de, is 2k bij de impliciete methode en 2k-1 bij de expliciete methode (we
eisen dan immers dat B_, = 0).

Methoden met maximaal haalbare graad zijn echter in het algemeen asymptotisch
instabiel, hetgeen betekent dat de invloed van een fout in de beginwaarden,

of van een tussentijdse afrondfout, op de berekende waarde in een vast gekozen
eindpunt groter wordt naarmate de stapgrootte h kleiner wordt. (Zie verder
3.3.1) Volgens een beroemde stelling van Dahlquist zijn er geen

asymptotisch stabiele lineaire k-stapsmethoden met een orde groter dan k +2

als k even is, resp. k+l als k oneven is.

We kunnen in de algemene formule (2) ook een aantal coefficienten voorschrij~-

ven en de ouverige coefficienten berekenen. De orde van de methode zal dan
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kleiner zijn dan 2k (resp. 2k—1), maar de methode is dan mogelijk wel

asymptotisch stabiel.
We krijgen bijvoorbeeld een asymptotisch stabiele methode als we

p =0y = ... =0y = 0 nemen. Een dergelijke methode wordt een Adams methode

genoemd.
Voorbeelden.

1) Expliciete k~staps Adams methoden, dus B-l = 0, (we schrijven fn_j_in plaats

van f(xn_j,zn_j)):

k=1 zn+] =z + hfn orde 1,
k =2 Zoe) 7 E 0t ih(Bfn - fn-]) orde 2,
k=3 oz =z o+ 3 h(23f - 16f _ + SE_,) orde 3,
k=4 Z . St %Z h(55fn - 59fn_l+ 37fn_2— 9fn_3) orde 4.
Dit zijn de zg. Adams-Bashforth formules.
2) Impliciete k-staps Adams methoden, dus By *# 0:
k=20 Zoa] T F, 0t hfn+l _ _ orde 1,
k=1 z 4y Szt ih(fn+l + fn) orde g,
k=2 =z, i=z +zh(Sf, +8f -f ) orde 3,
k=3 oz, =z +a2 h(9fr;+] +19f - 56+ £ )  orde 4.

Dit zijn de zg. Adams-Moulton formules. Bij hetzelfde aantal oude punten is

de orde &&n hoger dan bij de Adams-Bashforth formules. Bij dezelfde orde is

de constante in de afbreekfout kleiner,
Het ligt voor de hand om een Adams-Moulton. formule als corrector formule te
gebruiken met daarbij een Adams-Bashforth formule als predictor.

De afbreekfout bij de Adams methoden is wat groter dan bij .sommige andere

methoden met dezelfde orde en hetzelfde aantal te berekenen functiewaarden - g

per stap. Ze hebben echter een goede voorwaardelijke stabiliteit (zie

3.3.2). Daarom worden ze veel gebruikt voor nauwkeurige integratie met

RS v e N e ey -
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vaste stap over grote trajecten. Wel is steeds een startmethode nodig
(als k > 1}.

3) Voorbeeld van een predictor corrector methode.

Predictor, derde-orde Adams-Bashforth formule

(p) ._ h _
z Plot= 2z v g3 (236 - 16F 4 SE ) .

Corrector, derde-orde Adams—Moulton formule

B %5 (5f (x )y . BE_ - £ )

n+} n n+1°%n+1 n-1

(correcting only once).

Een mogelijke startprocedure is:

z) met Euler-predictor en trapeziumregel-corrector
z, met tweede-orde Adams—Bashforth-predictor en

derde-orde Adams-Moulton-corrector.
De orde van deze methode is drie, d.w.z. dat in een vast punt
= = +
X X, X nh geldt

y(xn) =z, * o(h3), h ~ 0 .

4) Expliciete k~staps methoden van de vorm

k-1
Zarl’T pogeer P DL BiECe sz o)
1=0
De maximale haalbare orde is weer k.
k=2 zn+l:= Z-1 + 2hfn orde 2,
k=3 2 41iT a0t ih(9fn + 3fn—2) orde 3,
- . 1 -
k=4 'z t=2 .+ 3 h(8f 4fn_l + 8En_2) orde 4. (x)

5) Impliciete k~staps methoden van de vorm
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De maximaal haalbare orde 1s k+l als k oneven is en k+2 als k even is.

= HE Fo4
k 1 Z +1°7 24 + 2h(.fn+1 + fn) orde 2,
_ 1
k=2 2z, ,3%2,.,%3 h(fn+1 * A+ fn-l) orde &, (x*)
- . b 3
k=3 z \t=z ,+gh(f , +3f +3f  +£f .} orde 4.

De methoden uit 4) en 5) hebben bij gelijke orde een geringere athreek-
fout dan de Adams methoden. De voorwaardelijke stabiliteit is echter veel
slechter, hetgeen zich bij integratie over grote trajecten doet gevoelen.

De predictor-corrector methode gebaseerd op (*) als predictor en (*x) als

IR SR

corrector heet methode van Milne; hij was zeer populair als handrekenmethode.

3.2.2. Runge-Kutta methoden.

De zg. Runge-Kutta methoden vormen een belangrijke klasse van eenstapsmethoden.

Ze kunnen gemotiveerd worden door het feit dat de oplossing y(x) voldoet aan
Yoo = Yo * DECE LY (E D)

met een En uit (xn,x Helaas zijn echter zowel gn_als y(gn) onbekend.

n+1)'
Daarom doen we een aantal "metingen" van de incrementfunctie k = hf(x,y) in

listig gekozen punten in de buurt van de oplossingskromme en vervolgens nemen

we voor z . . — z een gewogen gemiddelde van de meetwaarden. De eenvoudigste

Runge-Kutta methode is al op pag. 3.3 ter sprake gekomen. Deze methode heeft

et

de orde 2. ( f‘%
In het algemeen zien de Runge—Kutta methoden er als volgt-uit. _.%
' M
Is men gevorderd tot (x_,z_),dan wordt z berekend uit @
n’ n n+l -%
i
k, = hf(x ,z ) 1%

k2 = hf(xn + oy h, z + Bll kl)

P
[

3 = hEG + oy hy, 2+ By ky + By, k)

m-1

~
il

hE(x_+¢ + -
‘(xn.+am*lh’ Zn j=1 Bm‘lsjkj)

m

Zoe1l = 2t L v K
i=]
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De constanten a., Bij’ Y; behoren bij de methode (en zijn onafhankelijk van
de differentiaalvergelijking). Ze zijn zo gekozen dat de orde van de methode
zo hoog mogelijk is (deze eis bepaalt de constanten niet geheel, er zijn

meerdere methoden met dezelfde orde).

Voorbeelden:

=
]

1 hf(xn,zn)

kz = hf(xn + ih, z, + ikl)
= 3
ky = hf(xn + 1h, z + ;kz)
_ 1
2ol 2t T (2k] + 3k2 + ak3)
orde 3
k,=hi(x_,z )
ky=hi(x_ + {h, z_ + Jk;)
k3==hf(xn + h, z - k] + 2k2)
_ 1
Zoar T %t g (Kt Ak, + k)
orde 3
kl =hf(xn,zn)
k2=hf(xn + }h, 2+ 5k1)
k3=hf(xn + }h, z + ikz)
k4= hf(xn + h, z, + k3)
~ !
Zoel = 2y Y (k] + 2k2 + 2k3 + kA)
orde 4.

De Runge Kutta methoden "verbruiken" meer functiewaarden dan een goede
meerstaps methode met dezelfde nauwkeurigheid. Maar ze hebben een redelijke
voorwaardelijke stabiliteit (zie 3.3.2) en verder alle voordelen

van eenstaps methoden (zo is bv. de stapgrootte gemakkelijk te wijzigen).
Daarom worden ze als general purpose methode zeer veel gebruikt. En ook als

startmethode bij meerstaps methoden. Er zijn ook varianten waarbij, eventueel
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ten koste van een extra te berekenen functiewaarde, een hulpgrootheid
bepaald kan worden die een kwantitatieve indruk van de locale afbreekfout
geeft. Met behulp hiervan kan de integratie met zelf-zoekende stap uitge-

voerd worden.

Conditie en numerieke stabiliteit,

De conditie van het beginwaardeprobleem

)

y' = £f(x,y), x > Xg

e

(n
y(xg) =y, >

L e AR EE emeen o G w L

als functie van de beginwaarde Yoo hangt samen met het richtingsveld be-

horende bij de differentiaalvergelijking. Als het richtingsveld in de richting

ar et ihe s

van de positieve x-as divergent is (dit is het geval alé'%§-> 0), dan kan een
kleine verandering van de beginwaarde een aanzienlijk andere oplossingskronme
opleveren. Is daarentegen het richtingsveld convergent (%§-< 0),dan liggen de
oplossingskrommen bij verschillende beginwaarden dicht bij elkaar,

Hieruit volgt dat de conditie in ieder geval goed is als %; < 0, en beter

naarmate %% meer negatief is. Als %5 > 0, dan hangt het van de gevraagde

oplossing van de differentiaalvergelijking (dus van de beginwaardé)_af of

Voorbeeld.

' =Ay-e ), x>0
y(0) = a
heeft als oplossing

A -X A AX
'me +(a m)e ’A: ]

y{(x)

-X -x
xe + ae . y A = -1,

y{(x)

Als A (= %5) < 0,dan geeft een kleine verandering van a slechts een geringe

wijziging van de oplossing, dus dan is het probleem goed geconditioneerd.

s s

Als A << -l,dan is de oplossing practisch onafhankelijk van a, want dan geldt

bij benadering y(x) = e ~ .

i s
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Opgave. Het conditiegetal van y(x) bij variatie van a kunnen we als volgt

definiéren.

dy(x) , _ a
da v(x)

c(x) :=
Dan geldt c(x) £ ! voora > 0 en X < =1, Ga dit na.

Als X > O,dan bestaat de oplossing uit een term die begrensd is voor alle x
(en voor grote x naar nul gaat) en een term die exponentieel stijgt. Voor

a= ontbreekt de tweede term, dus dan is de oplossing begrensd (]y(x)| £ 1)

A
At

- A . .
voor alle x, terwijl als a *TET de exponentieel stijgende term reeds voor

At

niet al te grote waarden van Ax sterk domineert. Hieruit zien we dat het
A

A+l

niet het geval,dan geldt bij benadering voor alle x buiten een kleine omge-

probleem slecht geconditioneerd is als a in de buurt van ligt. Is dit

ving van de oorsprong

_ A AX
y(x) = (a 3+ e »

waaruit volgt dat een kleine relatieve verandering van a een kleine relatieve

verandering van y(x) oplevert, dus dan is het probleem goed geconditioneerd.

3.3.1. Asymptotische stabiliteit. ([2], 369-378)

Z1j {zn} de oplossing van de k—-staps methode

k

zn+l = .
1

-1
. .+
z @z _ hF(xn,z

h 2
o “i%n=j ) (2)

PR
n+1°%n°° " > %n-k+1?

ZgsZyseeaZy s Begeven.

Zij {z;} de oplossing van de 'gestoorde" k-staps methode

* * * *
z 1= .2 . + hF z Z geusyZ h) + hr
y o - (xn’ n+i* n? >“n-k+1? ) n

Z, =z, +p.y i=0,1,.0.,k1.

Veronderstel nu dat r  voor alle n en Py voor alle i “klein” zijn, Dan noemen

we de k-staps methode asymptotisch stabiel als voor iedere vaste x = X het
. * . . ..
verschil |zn - zn| "klein" is en blijft voor h + 0. Geldt daarentegen dat

* . . .
|zn - zn| groter wordt naarmate h kleiner wordt,dan is de methode asymptotisch

instabiel.
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Voorbeeld.

De twee-staps expliciete methode

z 1= — 4z + 5z + h(4fn + 2f ) orde 3 3

n+l n n—1 n—-1

is asymptotisch instabiel. We zullen dit aantonen door het gedrag van de
oplossing in een vast punt x = x te onderzoeken.

We verwaarlozen in eerste instantie de term h(&fn + 2fn_]), hetgegn.geoor-
loofd is omdat we het gedrag van de oplossing willen weten als h + 0.

De algemene oplossing van

(4)

z = =~ 4z + 52z
n

n+i n—1

krijgen we door de substitutie z, = cA". Dit levert voor A de karakteristieke

vergelijking

A2+ 4y -5 =0

met als oplossingen Ay =1 en Ay = ~-5. De algemene oplossing van (4) is dan

2z = A" + B(=5)", (5)

waarbij de waarden van A en B worden bepaald door de beginwaarden zy en z.
*

Bij de "gestoorde" beginwaarden zq en zT behoren dan "gestoorde'" waarden A + §A

en B + §B waaruit volgt dat

* _cynl
. Zn A + SB(-5) .

Hieruit zien we dat ]zn - z:| in een vast punt x = xﬁ groter wordt naarmate
n groter, dus h kleiner, wordt. Dit geldt voor de vereenvoudigde vergelijking
(41, maar omdat de vereenvoudiging relatief klein is,geldt hetzelfde voqr:Qe
oorspronkelijke methode (3). ' |

]
De instabiliteit komt voort uit de aanwezigheid van de waarde Ay = =5 in de
oplossing (5). Dit blijkt ook algemeen te gelden.
Er geldt namelijk de volgende stelling.

Stelling. Een nodige en voldoende voorwaarde voor de asymptotische stabiliteit

van de algemene k-staps methode (2) is dat de bij (2) behorende karakteristieke

Gergelijking
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geen wortels heeft buiten en geen meervoudige wortels heeft op de eenheidscirkel

in het complexe A-vlak.

Met behulp van deze eigenschap kunnen we eenvoudig nagaan dat alle methoden

uit 3.2 asymptotisch stabiel zijn.

Opgave. Bewijs dat de drie-staps impliciete methode

3
Za+l t - z * §'h(fn+l * an - fn—l)

-3, .1
8 “n 8

n—-2

orde 4 heeft en asymptotisch stabiel is.

Voor alle in het voorafgaande genoemde methoden geldt ook dat de locale af-
breekfout R(h,xn,yn) + (0 als h - 0. Een methode waarvoor dit geldt noemen we
consistent,hetgeen betekent dat de benaderingsformule overgaat in de diffe-
rentiaalvergelijking als h -+ 0. Verder noemen we een methode convergent als

lim z_ = y{(x_) voor iedere vaste x = X_,
g D n n

Dan geldt de volgende stelling die aangeeft of een methode in principe bruik-

baar 1is.

Stelling. Voor de convergentie van de methode (2) is nodig en voldoende dat

de methode consistent en asymptotisch stabiel is.

Voorwaardelijke stabiliteit.{[9], Ch. 3}

De asymptotische stabiliteit is de minimale eis waaraan een methode moet vol-
doen om bruikbaar te zijn. Het zegt echter alleen iets van het gedrag van de

methode als h - 0.

Om iets te kunnen zeggen over het gedrag van de methode voor gegeven waarde

van h wordt het begrip voorwaardelijke stabiliteit gehanteerd.

Voor het bepalen van de voorwaardelijke stabiliteit van een methode gebruiken

we het beginwaardeprobleem

y' =iy, x>0
(6)
y(0) = a

waarvan de oplossing is y(x} = ae)\x

. Als A < 0,dan blijft deze oplossing be-
grensd voor alle x > 0 en we wensen dat dan de numerieke oplossing hetzelfde

gedrag vertoont,
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Voorbheelden.

1) De methode van Euler

z t= z_ + hf
n

(1 + hk)zn,

heeft als oplossing
z = a(l + hx) . |

We eisen nu dat voor A < 0 z begrensd is voor alle n, bij vaste h. Dit :

is het geval indien

|1+ ha| <1 | :
ofwel
- 2 <hk <0,

Het interval (-2,0) waarin hX moet liggen noemen we het stabiliteitsgebied

van de methode.

C

i

2) De trapeziumregel

2 = Zn + %h(fhﬂ'l + fn) »

heeft als oplossing

_ ..l + ihin
n T a(] - hA) '

Nu moet voor A < 0 gelden
I]"‘%h)\l
I — 3h)

Hieraan is voldaan voor iedere negatieve waarde van hA. Het stabiliteitsgebied
is dus het interval (-»,0). We zeggen daarom dat de trapeziumregel onvoorwaar¥

delijk stabiel is en de methode van Euler voorwaardelijk stabiel is.

Ter vergelijking geven we hieronder de stabiliteitsgebieden van enkele vierde-

orde methoden.
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methode stabiliteitsgebied

Runge-Kutta (orde 4) (-2.785 , 0)

Adams—-Bashforth {orde 4) {(-0.3 , 0)

Adams~Moulton (orde &) (-3.0 , ®

Adams predictor-corrector met beide bovenstaande formules.
{(correcting only once) (-1.3 , 0)

Milne-corrector geen

Opmerking. De voorwaardelijke stabiliteit is afgeleid met behulp van de
lineaire differentiaalvergelijking y' = Ay. Omdat de algemene differentiaal-
vergelijking y' = f(x,y) in een omgeving van een punt (xn,yn) bij benadering
lineair is
af

y' = f(x,y )+ (5§)n(y Syt e
verwachten we dat de resultaten ook bruikbaar zijn in het algemene geval
waarbij we A vervangen door of of een schatting daarvan.

ay

3.3.3. Stijve differentiaalvergelijkingen. ([5], p. 209-222; [9], Ch. 6)

We beschouwen het velgende beginwaardeprcbleem

y' =AMy - gx) x> x4

(7

Als A sterk negatief is, danis y(x) = g(x) een goede benadering voor een oplossing

van de differentiaalvergelijking, want dan geldt bij benadering

Alx - XO)

1
y(x) = g(x) + Ae + 58" (x)
met A=y, =~ g(xo) - % g'(xo). De grafiek van de oplossing ziet er oageveer als
volgt uit.
y = 8(x)
yb———=--
0
y = v(x)
f
|
I
|
!
I
!
|
X
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Dit is een voorbeeld van een zogenaamde stijve differentiaalvergelijking.

In het algemeen zullen we een differentiaalvergelijking stijf noemen als

%% sterk negatief is (in een of andere relatieve zin). Het bijbehorendg
beginwaardeprobleem heeft een zeer goede conditie; de oplossing is practisch
onafhankelijk van de beginvoorwaarde met uitzondering van een zeer klein in-

terval in het begin (inschakel-verschijnsel).

Kennelijk spelen bij een probleem met een stijve differentiaalvergelijking
twee "tijdschalen" een rol. De ene "tijdschaal" hangt samen met het verloop
van g(x), waarvan |g(x)/g'(x)| de karakteristieke tijd gencemd kan worden,

de andere met het verloop van het inschakelverschijnsel, waarvan de karak—

teristieke tijd l/|2£] |A| is. :

:
Voor een beschr1]v1ng van de op10531ng in de beginfase is een stapgrootte ' é
nodig die een fractie van |Al (dus zeer klein) is. Na de zeer korte begin- i

fase is een veel grotere stapgrootte, nl. een fractie van |g(x)/g'(x)J vol- y
~ doende voor de beschrijving van de oplossing.

Als g(x) een gladde functie is dan verwachten we hetzelfde van de oplossing
y(x), behalve vlak bij x = x> OP grond hiervan zouden we kunnendenken dat
bijvoorbeeld een vierde orde Runge~Kutta methode met "grote'" stap een redelijk

nauwkeurig resultaat geeft. Dit is echter.niet het geval.

Omdat deze methode een beperkt stabiliteitsgebied heeft, (-2.785 < hx < ©)

impliceert de eis van voorwaardelijke stabiliteit dat bij grote negatieve A - p

de waarde van h zeer klein moet zijn (i.c. h < - 2. 785

), ook in het gebled
waar de oplossing glad verloopt. Daarom zijn methoden met een bepe:kt stabi-
liteitsgebied (Runge-Kutta, Adams) ongeschikt voor problemen met een stijve
différentiaalvergelijking. Wel geschikt zijn methoden die onvoorwaardelijk
stabiel zijn, zoals de trapeziumregel (deze zijn echter ook impliciet).

Er bestaan speciale algorithmen ﬁoor het oplossen van stijve differentiaal-
vergelijkingen, bijvoorbeeld de methode van Gear (zie bijvoorbeeld RC-Infor-

matie PP-3.4.1.).

Stelsels eerste orde differentiaalvergelijkingen en differentiaalvergelijkingen

van hogere orde.

Alle behande]ﬂe methoden voor de scalaire differentiaalvergelijking y' o= f(x,v)
laten Zth eenvoudig generaliseren voor het stelsel éerste orde differentiaal-

vergelljklngen
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'&'i'__ f](xsyl1y2:'-',yk)
a’;" = fz(x’y] ’YZs e ’yk)
EER NG AR ERRLER R

dat in vector-notatie als volgt kan worden beschreven

dl = E(X,l) . (I)

bl

Voorbeeld. De tweede orde Runge-Kutta methode (zie pag. 3.3) ziet er voor

het stelsel differentiaalvergelijkingen (1) als volgt uit.

ky = hil(x,z ) ,

Ez = h_g(x_n + h’_z_n + l(-_ Y
- 1

Zat1 T E Y 2(--1-{-1 +-52) :

In coordinaten uitgeschreven voor het 2x2-stelsel

dyl
dx - f](x’ylsyz) ’

dy
2
ax - f206ysyy)

krijgen we de volgende formules:

k]] i= hfl(xn,z
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=z, 0+ %(kll + k

“1,0+1 In 12)

= zpn * (kg * kyy)

Za,n+1 °T Zon

Hiermee kunnen we otk differentiaalvergelijkingen van hogere orde behandelen,

bijv.
k k-1
L QY (. AT s 4 I (2)
k- I dx? * L k-l
dx dx
Met behulp van de substitutie
k-1
- -3 R
Wi T Wy T g e Wi k=1 °*

gaat (2) over in het stelsel eerste orde vergelijkingen

= f(x,wl,...,wk) ’

ofwel in vectornotatie

dw - ‘
E;-= f(x,w) , _ (3)
met
rw2 3
.Etx,ﬂ) = W .

fGrtyeeee),

sy

Ook met de beginvoorwaarde past het mooi. Bij de vectorvergelijking (1) hoort

“als passende beginvoorwaarde Zﬁxo) = Yp° En bij de k-de orde vergelijking (2)

" horen als passende beginvoorwaardén
(k1) _ (k=1
y (x5) =y,

y(xg) = y4:7"(xg) = ¥gsenes

(k=D

Stellen we Vi T yo,...,wko = Yo

wlxy) = ¥y

, dan behoort bij {(3) dus de beginvoorwaarde :;ﬁ
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3.4.1. Speciale methoden voor tweede orde vergelijkingen

Er bestaan speciale methoden voor tweede orde vergelijkingen

2
g.l. = f(x’y,-g—l) .
dx?2 X

Met name als %ﬁ- niet voorkomt, dus bij vergelijkingen van de vorm

2
Y - f(x,y) , (1)
dx2

zijn deze wat eenvoudiger dan toepassing van de algemene methode voor 2 x 2

stelsels op het stelsel

%“u, :—:=f(x,y) . (2)

Een voor de hand liggende methode voor vergelijkingen van het ﬁype (1) is

gebaseerd op de volgende discretisatie van de tweede afgeleide:

yll(x) - Y(x""h) = ZY(K) + Y(K"'h) + O(hz) ] (3)

h2

Deze formule in (1) ingevuld geeft

]

2 4
Yn+1 2yn * Yo h f(xn’yn) + O(h')

en dus de methode

+

_ _ 2
= 2z z h f(xn,zn) . (4)

zn+l n n—l

Deze methode moeten we starten met beginwaarden z_ en z,, bijv. te verkrij-

0 1?
gen uit

2
= = 1
2 Yor 2 Yo + hyo + Jh f(xo,yo) .

Wensen we ook een benadering voor y'(xn) te kennen, dan kunnen we hiervoor

nemen

n-1l . (5)
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De locale afbreekfout is in dit geval gedefinieerd door
R(h,x_,y ) t= —=( -2y 4 - n25 e,y N
""n*"n ;7 Ya+1 Yo 7 Y- n*Yn’’

waaruit volgt dat de orde van deze methode 2 is. Ook de globale afbreekfout,

zowel voor z_ als benadering voor Y als voor vﬁ als benadering voor y',
i
heeft orde 2.

We kunnen de invloed van afrondfouten nog verminderen door te stellen
hvn+£ i= 241 "%, en in plaats van (4) te schrijven

v

nt) ~ vn-i + hf(xn,zn)

(6)
Z 41 "% * hvn+£

met als start
= = !
ZO = yos V_zl_ yO + %hf(xo,yo)

We hebben hier in feite een discretisatie van (2), waarbij we y(x) in de
punten x, en u(x) in de punten xn+£ discretiseren. Dit kan omdat in (2) f de
variabele u niet bevat.

Uit (5) en (6) volgt nu

v. = b(v

n ¥ vn—i) *

n+}

Berekening van v, op deze wijze leidt tot een veel kleinere afrondfout ip v

dan berekening via (5).

Opmerking. Daar
- . = Rl Lk(l}) 6y =
Vo1 T Wy * Vo T ROy gz iyt 4 0%

1
= hzy; * 17 h2[y;+l - 2y; + y;_l] + O(hs) .

kunnen we (1) ook discretiseren door

1

L =1 402 L
2t 2zn + Zn-1 12 h l:f(}\:n+1’2"n+]) * 10f<xn’zn) * f(xn—l’zn—l)] - (D

Dit is een impliciete formule waar z uit opgelost moet worden, hetgeen

n+l
eenvoudig is als f(x,y) lineair is in y (dus £(x,y) = g(x)y + h(x)). Om de

startwaarde z| bijpassend nauwkeurig te berekenen,merken we op dat

3?3' + o(h®) =

e = oot 4 ]
YI )’_l = 2hY6 +§h

= 2hyy + ¢ bPlyy -y 1+ 0®)




netgeen aanleiding geeft tot de formule

' )
z - z_ = 2hy) +¢ hz_[f(xl,z]) - £(x_y,2_71 . (8)

Uit (7) (genomen voor n = 0) en (8) kunnen nu z, ea z_, berekend worden.

i
Deze zg. methode van Numerov heeft orde 4 en is vooral populair in de quan-

tummechanica (Schrodinger vergelijking, deze is lineair).

3.5. Randwaardeproblemen ([2], p. 359-365; [14], p. 154-158)

Een beginwaardeprobleem bestaat uit een differentiaalvergelijking (stelsel

differentiaalvergelijkingen) gedefinieerd voor x >‘x0 en een aantal begin-
voorwaarden, dit zijn voorwaarden voor de oplossing in het punt Xy. Gevraagd
wordt dan de oplossing veor x 2 Xgs die bij een "nette" differentiaalverge-
lijking en een "voldoende" aantal beginvoorwaarden bestaat en eenduidig be-

paald is (althans in de buurt van xo).

Naast beginwaardeproblemen komen in de praktijk ook randwaardeproblemen voor.

Een randwaardeprobleem bestaat u%t een differentiaalvergelijking (stelsel
differentiaalvergelijkingen) gedefinieerd op een interval (a,b) en een aantal
randvoorwaarden, dit zijn voorwaarden voor de oplossing in de punten a en b.
Gevraagd wordt dan de oplossing in het interval (a,b). Het is echter mogelijk
dat deze oplossing bij een "nette" differentiaalvergelijking en een "voldoende"

aantal randvoorwaarden niet begtaat, of niet eenduidig bepaald is.

Voorbeeld.

Het randwaardeprobleem
v+ k?y =0, 0O0<x<1,

y(0) =0, y(i) =8,

heeft, als k # nm met n geheel, een eenduidig bepaalde oplossing veor iedere

sin kx

B, nl. y(x) = Bo7o % 3 heeft, als k = nm, geen oplossing als B # 0 en onein-
dig veel oplossingen als B = 0, nl. y{x) = A sin nmx . [N

We behandelen in deze paragraaf uitsluitend randwaardeproblemen bestaande

uit een tweede orde differentiaalvergelijking
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= 3.25 =

d?y _ dy
EE% = f(x;y,dx), a<x<b P

met lineaire randvoorwaarden, bijvoorbeeld

a,y(a) + asy'(a)y = v,
(2)
B,y() + 8,y'(b) = & .
Een ander mogelijk type randvoorwaarden bij (1) is bijvoorbeeld
y(a) = y(b), y'(a) = y'(b) . _ | (3)

Dit zijn zg. periodiciteitsvoorwaarden.
Als f(x,y,%%) als functie van x periodiek is met periode b-a,dan impliceren
de randvoorwaarden {3) dat we de oplossing y(x) van (1) zoeken die voortge-

zet kan worden tot eenperiodieke oplossing met periode b-a.
Men kan een randwaardeprobleem op twee manieren numeriek aanpakken, nl.

a) herleiden tot een beginwaardeprobleem
b) rechtstreekse discretisatie, hetgeen tot een groot stelsel, in het algemeen

niet lineaire, vergelijkingen leidt.

Als meneen niet te hoge nauwkeuripheid eist,l danverdient de tweede methode,
vanwege zijn egnvoud, de voorkeur. Wenst men een hoge nauwkeurigheid, dan
is de eerste methode, waarbij men gebruik maakt van een hoge orde integratie
methode, vaak beter. Men moet dan wel bedacht zijn op mogelijke numerieke

instabiliteit,

Herleiden tot een beginwaardeprobleem (schieten)

We lichten deze methode toe aan de hand van een voorbeeld. Zij gegeven het
randwaardeprobleem

y = f(K,Y,Y'); a<x<b ’
' (4)
y(a) =y, y()=25.

Het bijbehorende beginwaardeprobleem bestaat uit dezelfde differentiaalver-
gelijking en de beginvoorwaarden
y(a) =y, y'(a) =s (5)

Voor iedere waarde van s heeft dit beginwaardeprobleem een eenduidig bepaalde
oplossing, die we y(x,s) zullen noemen. Dit is een oplossing van het rand-

waardeprobleem als hij voldoet aan de randvoorwaarde in b, dus als

y(b,s) = 6, (6)

1

e s B
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Uit deze zogenaamde sluitvergelijking moet de waarde van s bepaald worden.

Het op bovenstaande wijze oplossen van een randwaardeprobleem blijkt dus
neer te komen op het oplossen van vergelijking (6), c¢.q. het bepalen van

een nulpunt van de functie

Dit kan numeriek worden gedaan met een van de methoden uit hoofdstuk 1. Het
berekenen van de functiewaarde F(s) impliceert dan het oplossen van een be-
ginwaardeprobleem. Dit laatste kan met een van de methoden uit de voorgaande

paragrafen van dit hoofdstuk.
Als de differentiaalvergelijking (4) lineair is, d.w.z. van de vorm
42 dy
o * PO FE 4 ey = ), (7)

dan zal y(x,s) lineair van s afhangen. Immers, de functie y{(x,s) - y(x,0)
voldoet aan de bij (7) behorende homogene differentiaalvergelijking

2
%;% + p(x) %% + q(x)y = 0 : (8)

en aan de randvoorwaarden

y(a) =0, y'(a) =s . (9)
Hieruit wolgt dat

y{x,8) - y(x,0) = sly(x,1) - y(x,0)] .

We kunnen nu dus volstaan met de bepaling van yo(x) := y(x,0) als oplossing

van (7) met de beginvoorwaarden (5) met s = 0 en de bepaling van
y(x) = y(x, 1) - y(x,0)

als oplossing van (8) met de beginvoorwaarden (9) met s = 1.

Substitutie van

y(x,8) = yo(x) + s y, (x) (10)
in de sluitvergelijking (6) levert nu

Yo(b) + s y,(b) = & . an

Hierdoor is s bepaald.
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De bepaling van s uit (11) loopt spaak indien

y, () =0 . - | (12a)

Is dit het geval,dan is, daar eveneens geldt (zie (9))

y,(a) =0, (12b)

de functie yl(x) een niet triviale oplossing van de homogene differentiaal-
vergelijking (8) met de homogene randvoorwaarden (12), We hebben hier weer
de situatie die als regel optreedt bij lineaire problemen: een inhomogeen
probleem heeft dan en slechts dan voor ieder rechterlid een eenduidige
oplossing indien het bijbehoren@e homogene probleem uitsluitend de nulop-

lossing heeft. (Zie ook het voorbeeld op pag. 3.24.)

Uit het bovenstaande kunnen we concluderen dat de oplossing van het inhomo-
gene randwaarde probleem slecht bepaald zal zijn als yl(b) "klein" is.

Dit zien we ook aan vergelijking (I1), waardoor s bij "kleine" yl(b) slecht
bepaald is.

Dat in dit geval bij de numerieke berekening van s cijferverlies optreedt,
omdat |§ - yo(b)[ << |8} , is derhalve het gevolg van de slechte conditie

van het probleem, en niet van numerieke instabiliteit van de schietmethode.

Numerieke instabiliteit kan zich wel voordoen als de oplossing y(x,s) veel
kleiner is dan zijn componenten yo(x) en syi(x) in formule (10).
Een voorbeeld hiervan is het volgende randwaardeprobleem
(R} 2
y ~ay=190 0 <x <t ,
. (13
y(@@) =y, y@) =26,

De oplossing hiervan is

sinh a(l - x) ‘5 sinh ax
sinh o sinh o

y(x) = v .
Als.y en § hetzelfde teken hebben, dan is deze oplessing goed geconditioneerd
als functie van vy en &,

We veronderstellen in het vervolg dat y > O en § > 0 en merken dan op dat,

als a "groot" is, voor x niet "dicht" bij O of 1 geldt 0 < y(x) << max(y,§).

Met de voorgestelde schietmethode zouden we vinden yo(x) = y cosh ax en

y](x) = a_l sinh ax.
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Voor grote waarden van o geldt derhalve |y0(x)|>>|y(x.s)| en dus treedt er
bij de bepaling van y(x,s) via (10) aanzienlijk cijferverlies op.
Een (in dit geval) betere algorithme krijgen we door de oplossing van (13)

te schrijven als
y(x) = A9, (x) + By, (x) ,
. 2
met ¢, en ¢, oplossingen van y" - a”y = 0 , bepaald door de beginvoorwaarden

9,(0) =0, 91(0) =1,
resp.

9, (1) = 0, 91(0) = -1 .

Dan krijgen we als sluitvergelijkingen
Bo,(0) = v, Ag (i) =&

en dus

0 9, (x) wl(x)
v(x) = v + 3§ .
mzﬁﬁ mlﬁ3

Er treedt nu geen cijferverlies op omdat beide termen in deze laatste formule

positief zijn. a

Ook bij niet lineaire problemen kan het voorkomen dat de sluitvergelijking

(6), en dus het randwaardeprobleem, geen oplossing heeft.

Herleiden tot een stelsel vergelijkingen (discretisatie)

We verdelen het interval [a,b] in N gelijke delen met lengte h = (b-a)/N en
deelpunten xj =a+ jh, j =0,1,...,N.

Voor de differentiaalvergelijking (1) ligt de discretisatie

z. z.
- hzf(xj,zj,—lji————l—l) =0 (14)

zZ. - 22. + z, o

i-1 3 J+1

voor de hand.

Van de algemene randvoorwaarden (2) bekijken we de volgende twee speciale

gevallen

a) y{a) = v, y(b) = 6.
We nemen dan natuurlijk zg =y enzg= 8. Daarmee levert de differentie-
vergelijking (14) voor j = 1,2,...,N-]1 een stelsel van N-] niet linpeaire

vergelijkingen voor de N -1 onbekende waarden Z1aZgs sy ¢

b) y'(a) = v, y(b) = 6.

De randvoorwaarde in x = a discretiseren we nu door de centrale differentie-

formuie =z

!-z_]/Zh = .
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Uit deze vergelijking en de differentievergelijking (14) in x = a

(dus j = 0) elimineren we z_, hetgeen de volgende vergelijking levert.
"2tz - ﬁhzf(xo,zo,y) = hy .

Deze vergelijking samen met differentievergelijking (14) voor

J = 1,2,,..,N-1 met in de laatste vergelijking zy = § leveren nu N verge-

lijkingen voor de N onbekende waarden ZgsZyseeerZy |

Men kan bewijzen dat, als f voldoende glad is, bij deze discretisatie de op~
lossing een globale afbreekfout van dé orde h? heeft, d.w.z. dat voor .
0<j <N - %

|zj - y(xj)] < Ch? .,

En bi] nadere beschouwing (en voldoende differentieerbaarheid van f) blijkt

dat zelfs geldt
X.) =z, + ¢ (x.)h? + ¢, (x.Oh* + ... .
y{ f 3 € J) o { J)
Hierop kan weer h?-extrapolatie gebaseerd worden.
Als de functie f(x,y,y') lineair is in y en y',dan is het stelsel vergelijkingen
lineair. Bijvoorbeeld, voor het randwaardeprobleem
y' 4+ p(x)y' + q(x)y = r(x), O0<x<1, ’;f
Y(O)=Y; y(1) = & ,
‘gaat (12) over in
(1 = dhpdz,_, - (2 -~ b¥q.)z. + (1 + thp.)z. ., = h2r, . 15)
.i PJ) -1 ( qJ) j ( } PJ) i+l (
Dit geldt voor j = l,2,...,N—l,‘waarbij in de vergelijking voor j = 1 de

term (1 - ihpl) z, = (- ihp1)y naar het rechterlid gebracht moet worden.
Analoog voor (1 + ihpN_.l)zN = (1 + ihpN_l)G in de vergelijking voor j = N-1.

We hebben nu een groot (bv. N = 100) stelsel lineaire vergelijkingen

A z = d gekregen, waarvan de matrix éen zogenaamde tridiagonale matrix is.

‘ N
(al c1 (:) ( dl
bz 32 Cz ’ dz
A = ' . ' . * . » g.' = ’
O bN-2 3§-2 CN-2 dy-2
L Pn-1 2n-1]  {9¥-1]
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= —(7 — h2 = | - = = hir -~ -

met aj'— (2 h qJ), bj | %hpj) g‘ 1 + ihpj! dl h ‘r‘ (I &hpl)\f!
- 2 ] = - = -

dj n r; voor j 2 t/m N-2, d_ = hfrg | (1 + ;hpN_l)G.

Door eliminatie van bj (vegen) gaat dit stelsel over in een driehoeksstelsel.

Uz = e met

COY ‘
Y2 %2 (:)
U= e t' "
O UN-2 CN-2
\ uN-]J

Dit eliminatieproces geeft, in pseudo-ALGOL, de volgende algorithme

u, = a;; e 1= dl;

1
for j := 2 step 1 until N-1I

do begin £ := bj Ui
u, = a, - L xc¢, ;e.:1=d. - L x e,
3 J B I ] 3-1

end

De oplossing wordt vervolgens verkregen door terugsubstitutie.

Zg-1 3= ey-1/Vn-13
for j := N-2 step -1 until 1

do z. = (e. - ¢, % 2, u.
— 71 ¢ h| h] J+1)/ ]

Deze algorithme, die een bijzonder geval is van Gauss-eliminatie (zie hoofd-

stuk 5) staat ook bekend onder de naam Thomas—algorithme.

Voor de uitvoering van de algorithme is het nodig en voldoende dat uy z 0
voor alle j. Men kan voorwaarden afleiden waarvoor dit het geval is. Bijvoor-
beeld geldt uj # 0 voor alle j als de functies p(x) en q(x) voldoen aan de

ongelijkheid

q(x) < 0.
In dit geval is de algorithme ook numeriek stabiel (zie verder hoofdstuk 5).
Als de functie f(x,y,y') niet lineair is, dan is het stelsel (14) met de

bijbehorende randvoorwaarden eveneens niet lineair en moet het met een ite-

ratieve methode opgelost worden.
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Voorbeeld,

Beschouw het volgende randwaardeprobleem

y" = f(x,y), a<x<b,
y(a) = y(b) = 0 ,

(In dit geval hangt f dus niet van y' af.)

Het stelsel vergelijkingen (12) wordt dan

- - 2 - s = -
Zj-1 T 22y T Y REGeyLz) = 0, § = 1,2,00 001

met 2y = ZN = 0.

Met behulp van de definities

(2 - [£(x,,2) [z

O 1 !

-1 2 -1 f(xz,zz) z,

A= - . . . . R E(E.) = . , E = )

O -1 2 - ) )
| -1 2 £ - 1028-1| “N-1

luidt (14) in vectornotatie
F(z) := Az + h?ﬁ(i) = 0 (16)

Als de partiele afgeleide van f(x,y) naar y
of

S(X,Y). = '5; (st)
bekend is, dan kunnen we (16) oplossen met de methode van Newton, want de
functionaalmakrix van F(z) is gelijk aan

F'(z) = A + h?D(z) (7).
waarbij D{(z) de diagonaalmatrix is met

Pii = 80xps2))

In de v-de iteratieslag moet dan het volgende stelsel vergelijkingen worden

opgelost,
E(E(v)) + F'(E(\)))(_Z. — __7;(\))) ’2

ofwel met behulp van (16) en (17)
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In coordinaten uitgeschreven is dit

- 2 (v) _
zj‘_1 + (2 +h g(xj,zJ ))zj zj+1

(v), _(v) {v) .
= hz[g(xj,zj ) 2y - f(xj,zj 31, § = 1,2,...,N=1i
met 2g = 2y ™ 0.
Dit is weer een stelsel met een tridiagonale matrix. De oplossing noemen
(v+l)
we z .

In het algemeen zal de comnvergentie van dit proces kwadratisch zijn, d.w.z.
dat zal gelden

120 - 2 ) sc)2™ - 22,



De in de mathematische fysica voorkomende partiéle differentiaalvergelijkin-
gen zijn in veel gevallen van de tweede orde. Als er twee onafhankelijke

variabelen zijn, dan zien ze er uit als

2u azu Bzu
A"‘Z+2Baxay+c > = D. (n
ox oy

Hierin zijn de coefficienten A, B, C en D in het algemeen nog van
' du Ju

X, ¥, U, 5 en §§-afhankelijk. Als A, B en € alleen van x en y afhangen en
D lineair afhangt van u, %EAen %%.dan is de vergelijking lineair.

Het blijkt dat we de vergelijkingen van het type (1) in drie groepen kunnen
splitsen, nl. N
a) Elliptische vergelijkingen. Hier is AC > B”. Prototype voor dit geval is

de potentiaalvergelijking
2 2
_a._....lé}. + E.—%: f(x’y). (2)
X 3y

b) Hyperbolische vergelijkingen. Hier is AC < B2. Prototype is de golfver-—

gelijking
L2 2
3 3
T = g+ E(x,y). (3)
3y X

c) Parabolische vergelijkingen. Hier is AC = Bz. Prototype is de warmtege-

leidingsvergelijking
2
3u 9 u
== S+ £(x,y). (4)
3y ax2

Naast deze tweede orde vergelijkingen noemen we nog stelsels van de eerste

orde, die, als er twee onafhankelijke variabelen zijn, er uit zien als

au au | .
_3.;=A5;{-+-l-b-—' . . (5)

Hiérin zijn u en b vectoren met n componenten, A een nxm matrix; A en b

hangen in het algemeen van x, y en u af. Als A niet en b lineair van u af-
hangt (dus b(x,y,u) = B(x,y)u + c(x,y)),dan is het stelsel lineair. Als de
matrix A uitsluitend reéele, onderling verschillende eigenwaarden heeft, dan

heet het stelsel hyperbolisch.
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Opmerking. Het hyperbolische stelsel
au] 3u2 au2 au

1
ay ax 2y A% + 8(KsY)

2 2

e A U
is equivalent met —3 = 3 + 5% , dus met (3).

3y ax
Een partiéle differentiaalvergelijking geldt meestal maar in een bepaald ge-
bied van het x,y-vlak en aan de rand van dit gebied moeten randvoorwaarden

gegeven zijn. Veel voorkomende gebieden en randvoorwaarden zijn:

a) elliptische vergelijkingen:
gebied: een begrensd of onbegrensd gebied G in het x,y-vlak.
randvoorwaarden: langs de hele rand van G &&n randvoorwaarde, bv. u of
au

SR ( normale afgeleide) gegeven.

b) hyperbolische vergelijkingen:
gebied: in de positieve y-richting (meestal is de y-variabele de tijd)
onbegrensd; in de x-richting bv. a < x < b (met eventueel a = -» en/fof
b = =),
randvoorwaarden: langs een beginkromme (meestal y = 0) zijn u en %% ge-—
geven (als regel is y de tijd, dan zijn dit zg. beginvoorwaarden), langs

randen in de y-richting u of gﬁ-gegeven.

¢) parabolische vergelijkingen:

als bij hyperbolische vergelijkingen, langs de beginkromme echter alleen

u gegeven.

De warmtegeleidingsvergelijking

We behandelen de lineaire vergelijking

3 3
g%-= T (asﬁ) +bu+c, O0<x<1,t>0 (1)

waarin a, b en c functies van x en t mogen zijn, a(x,t) > 0 voor alle x en t.

Als randvoorwaarden nemen we

u(ost) = Po(t), u(]:t) = Pl(t), t>0

en als beginvoorwaarde
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u(x,0) = £(x), 0 sx=1,

We gaan de vergelijking (1) discretiseren. Daartoe verdelen we (0,1)
in J intervallen ter lengte h = 1/J en nemen we in de t-richting een stap-
grootte k. We krijgen dan de roosterpunten xj := ih, tn.:= nk.

We noemen

uj,n 1= u(xj,tn) .

De methode van Euler

Als u(x,t) aan (1) voldoet,dan geldt (ga na)

. - u. . - u, . - u,
u_],n+1 J,0 1_(3_ 'uJ+I,n uJ,n - a u],n uJ—l,n)
k h ““j+i,n h i-i,n h
+ b. . + C. + R,
J.n uJ s CJ s11 j,n? (2)
waarin ?
. | <c. w2+ c.k. (3)
.0 1 2

Uit (2) volgt als methode (de door de methode verkregen benadering voor

u. noemen we v. )
> It

V. =y, + —[a. (v. - v, - a, . - v,
3,0+l j,m 42 "Ti+hnt i+ln J,n) J-i.n( ,n J-l,n)}
+ k(b, _ v, + ¢,

( Jj, 1,0 J,n) (4)
voor j = 1,2,...,J-1. Hiermee kunnen wij bij gegeven waarden van Vj q voor
j=0,1,...,7, de waarden van vj qe] YOOT j = 1,2,...,J-1 berekenen. Voor

H]
de randpunten nemen we
Yo,nt1 = PolTner?s Vaner T P1{thy) ' ()
We starten natuurlijk met
ij0=f(xj)a 3=0,1,...,J (6)
en kunnen dan achtereenvolgens voor n = 0,1,2,... de oplossing Vj a+l X7
;]

pliciet met (4) berekenen. De aldus verkregen expliciete methode wordt de

methode van Euler genoemd.
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We énderzoeken de asymptotische stabiliteit van de%e methode, waaronder we
verstaan dat bij een "kleine" verandering van de begin— of randwaarden (of
een "kleine" tussentijdse fout) de verandering van de oplossing klein is
en blijft als h,k - 0 (vergelijk.3.3.l).

Het probleem is lineair. Dit houdt in dat de verandering in de oplossing
t.g.v. storing in de begin- en/of randwaarden voldoet aan de differentie-

vergelijking (4) met als begin~ en randvoorwaarden de betreffende storingen.
We nemen nu het speciale geval:
a(x,t) constant, b(x,t) = c(x,t) = 0,
Polt) = p,(t) =0 |
(dus alleen een storing in de beginwaarden).
De differentievergelijking (4) wordt dan

vj,n+l - vj,n * a(vj+l,n - 2vj,n * vj—l,n)

(1

2% 0 " *Cen * Vie1,n

), (7)

waarin
a = ak/h? .
Voor o £ 3 is 1 = 2a 2 0 en daaruit volgt direct (ga na)

max|v.

J’n+}| < max|v,

[ n| < ... < max|vj 0| . - (8)
? 4 ?

]

In dit geval kan dus geen versterking van storingen optreden.

Om nu voor willekeurige o na te gaan hoe een storing zich voortplant, nemen

we als beginwaarden

f(x) = sin mrx, m geheel *)

(9)

Dan kan de oplossing van het gediscretiseerde probleem (7) in gesloten vorm

worden gegeven, nl.

*)

Dit is voldoende algemeen omdat een willekeurige storing, die nul is aan

de randen, te schrijven is als een Fourier—sinus-reeks,
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V. = (1 - 4o sinzimnh)n sin mnx. .
J.0 ]

De methode heet asymptotisch stabiel als vj 0 begrensd is voor h,k -+ 0.
]

Hieruit volgt de stabiliteitsvoorwaarde

|1 - 40 sin?mmh| < 1, (10)
waaraan voldaan is als h en k zodanig naar nul gaan dat
o< 4.

Laten we daarentegen h en k zodanig naar nul gaan dat o =2 > 4 dan zijn

a
0
er waarden van m waarvoor de bij de beginwaarde (9) behorende oplossing
exponentieel groeit. De methode is dar instabiel.

Conclusie: De methode van Euler is voorwaardelijk asymptotisch stabiel en

de voorwaarde is:

%; < } voor h,k - O . (1

De methode (4) is derhalve alleen bruikbaar als k < ih?/a. Kiezen we voor
k/h? een vaste factor,dan blijkt uit (3) dat de locale afbreekfout van de
orde k is; dit blijkt ook voor de globale afbreekfout het geval te zijn.

De methode van Crank-Nicolson (trapeziumregel)

Ter wille van het schrijfwerk bespreken we deze methode alleen voor de

vergelijking
2
du _ du
Bt Lz et e W
X

Als u(x,t) aan (1) voldoet, dan geldt (reeksontwikkeling t.o.v. het punt

%52 Faey)
Yo+t~ Yin _ Yiel,n+l 211j o+l T Yi-1,n+1
K 2
h
. - 2u. + u.
vl Yi+l,n "i,n i-1,n
2
. . . + . . + ¢,
YOy e Y Sy e P EGy ug e )

(2)

Ryn+g 2
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2 2
met 1Rj,n+i| < Clh + Czk . 3)

Hieruit volgt als methode (met o :=k/h2)

1 - kb. . - .
(1 +a -} l)v i u(vJ

J,n+l’ 7 j,n+l +1,n+l * Vj—l,n+1)

= (1 -a+ 4 kb, v, + ) + v, k
i J’n) Jl,n 4 a(v3+1,n v]-l,n) * Z(Qj,n+l+cj,n)'(4)

We krijgen dus voor iedere j een vergelijking tussen v,

j,n+1? Vi+l,n+1 P

Vi=1,n+1°
We nemen weer als gebied 0 £ x <1, t 2 0 en als randvoorwaarden

u(0,8) = po(t), ull,t) = p () .
Dan worden dé randpunten

vO,n T pO(tn)’ Vi,n - pl(tn) ’

(5)

o,0¢1 = Poltni?r Vaner T Pi{tpe)
De vergelijkingen (4) moeten nu gelden voor | £ j £ J-1. Daar vO,n+l en
Vot bekend zijn, levert dit J-1 vergelijkingen voor vl,n+l""’vJ—l,n+l

De matrix van dit stelsel is tridiagonaal. Daarom is de bepaling van de

v wel iets lastiger maar niet essentieel tijdrovender dan bij een

j,ntl
expliciete methode (de hoeveelheid werk per tijdstap is in beide gevallen

evenredig met J).

We beperken ons nu tot het geval b = c = Pp =P = 0. Dan is vrij eenvoudig
in te zien dat de methode voor alle o asymptotisch stabiel is. We hebben nu

te maken met het stelsel

2
MR R I P

(&)

Vo,n+1 ~ VJ,n+l

(waarin sz. 1= - 2v +

I
V. . v, etc. .
J,it i+l,n .0 J_lgnl’ c-)

Zij de beginvoorwaarde v,

5,0 = fj’ 0<j<3 (met £, =£f_=0).

0 J
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Uit (6) volgt na vermenigvuldiging met.u.rj 1= v

. + v, e i j
j,nl VJ’n n sommatie over j

J=1 ) J-1 J-1

2 2
v, - v, = W, .
D A R RS
] J 1=1
J-1 9
= W. W, +w, w. - 2w,
to jZI (J J+l 1371 J)
J-1
_ e 2
= lu 'zo (2wj wj+l wj wj+])
Jﬂ
J=-1 2
= _iu Z (W.+] - W.) < 00
=04
(we hebben hier gebruikt dat Wy =W = 0).
Hieruit volgt
J-1 ) J-1 J=1
z V4 < z v2 £ ... = X £2 .
=1 Jsm+] =1 J.m j=1

Het effect van een storing in de beginwaarden blijft dus begrensd, hetgeen

asymptotische stabiliteit betekent,
Opgave. Gana dat het stabiliteitsonderzoek op de manier van de vorige para-.
.graaf leidt tot de stabiliteitsvoorwaarde

Ii -~ 20 sin?imnh
1 + 20 sin?imrh

<1,

waaraan voldaan is voor iedere waarde van h en k. Dus ook op deze manier zien

we dat de methode van Crank-Nicolson onvoorwaardelijk asymptotisch stabiel is[}

Men kan bewijzen dat bij deze methode ook dergiobale afbreekfout van de orde
k2 + h? is,

Impliciete methoden, zoals de hier beschreven methode van Crank-Nicolson
verdienen in zo sterke mate de voorkeur boven expliciete methoden (waarbij
 steeds een ernstig beperkende stabiliteifseis aanwezipg blijkt te zijn),
dat zij als regel ook gebruikt worden bij niet lineaire problemen waarbij

de uit een niet linedir stelsel iteratief opgelost moeten worden

v,
],.n+1 _
(zo mogelijk gebeurt dit oplossén weer met een variant van het Newton

proces, zoals in 3.5.2, aangeduid is).

 §
:_Q

3
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Opmerking.
Een fraai symmetrische discretisatie voor (1) is het twee-stapsschema
. 2 vy, + . - . + v,
Vit T Vimet 2050 T 0t Vieln)

+ - 2k(b. . + ¢, .
®5 0 Y5,0 * 5,0

Deze methode blijkt echter voor alle waarden van ¢ asymptotisch instabiel te zijn,

De golfvergelijking

Het ligt voor de hand de golfvergelijking

2 32

3 2
—5 = ¢ =5 + £(x,t) m
it %
te discretiseren doox
1 ( .CZ
— (u. - 2u, + u. = 2 (u, - \ ,
2 i,ntl Yi,n “J,n—!) o2 (“J+1,n Z“J,n + UJ—l,n)
+ f. + R.
J.n .0
2 2
met IRj,nIS C;h™ + Cok™.
Hieruit volgt als methode
v - 2v + v - az(v - 2v + v ) + sz {2)
j,n+l i,n i,n-1 jtl,n j,n j-i,n jsm
Hierin is a = ke/h.
Als de beginvoorwaarden zijn
Ju
u(x,O) = tp(x), "B'E“ (x,O) = q’(x)s (3)
dan zijn passende beginvoorwaarden voor de differentievergelijking
Vj,O = ‘Pjs
(4)
v - = 2k{..
3,0 7 Vi1 T Y
Samen met (2) (met n = 0) levert de tweede voorwaarde
V. = ¢, + k. + iu,z((p. - 20, +09._.) + ﬁkz £f. .. (5)
3,1 i ] i+l ] i1 3,0
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Voor het stabiliteitsonderzoek gaan we op dezelfde manier te werk als in
4.1.1.
We nemen ter vereenvoudiging aan dat f(x,t) = 0. Een elementaire oplossing
van (2) met f. = is
J,n
Bt

v. =-¢e """ gin mmx. , _ (6
J.0 ] .

waarbi] Bm bepaald is door de volgende voorwaarde
Bmk -Bmk '
b (e + e ) = 1 - 202sinimwh (N
(Bm'mag ook complex zijn).
De oplossing van het gediscretiseerde prebleem is dan te schrijven als

B t -8 t

v, = ) (Cye +D e  Mygin mx;

(8)

waarbij de coefficienten Cm en Dm bepaald zijn door de- voorwaarden (4) en (5).
Voor stabiliteit is vereist dat de termen van de reeks in (8) begrensd zijn

+8 k
voor h en k naar nul. Daarvoor is nodig en voldoende dat |e " | <1, (dus

Bm moet zuiver imaginair zijn) en dit is het geval als

|t - 2a®sin?jmrh| <1 . _ (9
Aan deze stabiliteitsvoorwaarde is voldaan als
| ok
h

a:

<1, : (16)
Dus de methode is voorwaardelijk asymptotisch stabiel.

Voorts is €r ook convergentie als o < 1 : bij iedere T > 0 is er een
constante C(T) zodanig dat voor alle n met t, = T en voor alle j geldt

v,

- 2
i.n u(xj,tn)| § C(T).h~ .

De globale convergentie orde is dus 2,

Bat de voorwaarde o < 1 nodig is voor convergentie wordt ook duidelijk als

we naar de exacte oplossing kijken van het beginwaardeprobleem

2%u 52u
7T R TR X<

u(x,0) = 9(x), Fo(x,0) = ¥(x)
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Deze oplossing kunnen we als volgt schrijven

x+et
u(x,t) = o(x + ct) + 9(x — ct)} + 3% J Y(£)dg . ()
X—-ct

x * .

De waarde van u(x ,t ) is dus bepaald door de waarden van de beginfuncties
p(x) en P(x) op het
interval

* *
Ix - X | s ct .
Dit interval * %
(x ,t)
noemen we het

afhankelijkheids-

x+ct = const.
gebied van (x ,t ).

Anderzijds volgt
uit (2), (4) en

(5) dat de
waarde V, be~-

» * * * * *
paald is door de X -ct X X +ct

waarden ¢; en ¢, met Ii—j] < n, dus door de waarden ¢(£;) en ¢(£;) met
lgi—le < mh = ct_/o.

Laten we nu bij vaste o« > 1 h en k naar O gaan en nemen we j en n zo, dat

xj > x*, tn - t*, dan zou, als v., een limiet had, deze limiet bepaald zijn
door de waarden van ¢(x) en Y(x) met |x—x*| < ct*/a, dus uit een kleiner
interval dan bij de differentiaalvergelijking, Maar dan kan nooit voor alle
9 en P deze limiet gelijk zijn aan u(x*,t*). Neem bijv. g(x) = 0 voor alle

x en Yp(x) = 0 voor ]x—x*] < ct*/a, P(x) > 0 voor ]x—x*l > Ct*/ﬂ-

Opmerking. Als we o = 1 nemen,dan blijkt uit (2), (4) en (5) dat Vj n alleen

>

afhangt van mj-n en ¢j+n en van wi met |i-j| < n, geheel in overeenstemming

met (11).

Als we als discretisatie van (1) een impliciete formule nemen, bijvoorbeeld

2

1 . _c _
5001 T 2% 00t Yinm1) T 72 e 00 T 200 T V-0, ne
(12)
Viel,oot T V5,0-1 T Vy-1,0-1? T E a0
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dan moeten we per tijdstap weer een stelsel lineaire vergelijkingen met
een tridiagonale matrix oplossen.
Daar staat tegenover dat de met (7) overeenkomende voorwaarde nu is

B k -8B _k
m

be™ +e ) - '

1 + 2a¢sin“Imnh

’ (13)

zodat de daarbij behorende stabiliteitsvoorwaarde nu luidt

1
Il + 2aésin4£mﬂhI <l.

Hieraan is voldaan voor iedere waarde van h en k. Dus de methode (12) is on-

voorwaardelijk stabiel.

De potentiaalvergelijking

Een voor de hand liggende discretisatie voor de potentiaalvergelijking

32u  3%u

— - = |
BKZ 3y f(x,Y) (n
is
! -
7 %0 T Bnet T Ynel T e T Yo T Ein t Ry @
met (R. | < C h2,
J,n 1

(Het ligt in dit geval voor de hand om de stapgrootten in xX- en y-richting =
gelijk te maken.) -
Uit (2) volgt als methode

im T Yinet T Vin-l

- _ - w2
vj+1,n. vj—l,n h fj,n ) (3)

We beschouwen alleen het eenvoudigste geval dat het gebied waar (1) geldt

de rechthoek 0 < x <Mh, 0 < y < Nh is en dat langs de rand de waarden van

u gegeven zijn,

Dan geldt (3} voor 1 & j < M-I, | < n < N-l en de waarden vj,O’ vj,N’ vO,n’

v zijn bekend. Het stelsel (3) is dan een stelsel van (M-1) x (N-1)

M,n 7
lineaire vergelijkingen voor de (M-1) x (N-1) onbekenden vj n? 1 3 <M1,
1T < n £ N-]J.

Men kan bewijzen dat dit stelsel altijd een eenduidige oplossing heeft en dat '"%;

‘de globale afbreekfout van het resultaat van de orde h2 is.
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In het algemeen is het stelsel zeer groot, maar de matrix van het stelsel
heeft slechts weinig elementen die niet nul zijn. Een dergelijke matrix
wordt een "sparse matrix" genocemd.

Het oplossen van dit stelsel kan gebeuren met speciale eliminatiemethoden
voor "sparse matrices". (Zie hoofdstuk 5)

Een andere mogelijkheid is een iteratieve methode. Daartoe schrijven we de

>vergelijkingen (3) in de vorm

= 3 r 2
Vin = A e Y aer Y Viea Ve, PR W

en passen successieve substitutie toe. Daarbij kunnen we op verschillende

manieren te werk gaan.
a) In de v-de iteratieslag worden bij gegeven viv;]) met behulp van (4) de
4
waarden ng) berekend. Dit is de zg. methode van Jacobi. Men kan bewijzen
»

dat deze methode lineair convergeert met asymptotische convergentiefactor

Ao t= 1 - gin® == - sin? o= ~ | - EE . M2+ NZ exp(~ m? . M2 + Nz)
J 2M 2N 4 M?NZ 2 IMIN?

Dit betekent dat, als M ~ N, circa 2N?/71? slagen gedaan moeten worden om

de fout met een factor e te doen afnemen,

b) In de v-de slag wordt V§v; met behulp van (4) berekend,waarbij in het
»
rechterlid voor iedere term de laatst berekende waarde wordt genomen, dus

met name vgv) als het punt (i,m) in de v-de slag al aan de beurt geweest
Ty

, v-1 . . . s s
1s en vg m ) als het punt (i,m) nog niet aan de beurt geweest 1s. Dit 1s
1]

de methode van Gauss-Seidel. Men kan bewijzen dat deze methode eveneens

2
J

lineair convergeert en dat de asymptotische convergentiefactor A is. De
convergentie is dus ongeveer twee maal zo snel als bij Jacobi. '
¢) Essentieel sneller convergeert de variant van (4) die we krijgen door (4)

te schrijven als

V. =y + 2-( - 4v. + hzfj )

. + v, + v, t+ v,
v_],n+l V_],n—l v_]+l,n vJ--l,n jsn !

en daarop Gauss-Seidel toe te passen, na een geschikte keuze van w.
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Dit proces heet systematische overrelaxatie (§.0.R.), w heet de overrelaxatiefactc

Het blijkt dat de convergentiefaktor X van dit proces zich voor I < o < 2

gedraagt als in onderstaande grafiek aangegeven
+ A '

De ggnst1gste waarde mopt is
w -2
P e T3

en de hierbij behorende convergentiefactor is

) - VT = a2
A=A = J

L e T2

' Voor de rechthoek geldt voor grote M en N

- 2 + N2 (2 7
Ao ¢ ~ ] - 2% M hd - N ~ exp (- 2n L:...)i_)
P ‘ ZMZNZ ‘ ZMZNZ

'zodat voor M ~ N nu ca.N/(2%) slagen gedaan moeten worden om een factor e

A

te winnen. Dit betekent een factor L) winst vergeleken bij het Gauss-
Seidel proces. '

Het hierboven geschetste geldt in grote trekken ook voor meer algemene el-

_11ptlsche vergelxjklngen met algemenere gebieden en algemenere randvoorwaar-

) den.
,g@ok hler is S.0.R. veelal een redelx;k convergerend proces. Er bestaan tech-

1n1eken om de waarde van mopt experimenteel te bepalen.

'Naast S.0.R. bestaan er nog verscheidene andere iteratieve methoden om stel-

sels als (3) op te lossen,
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5. Lineaire vergelijkingen ([23], 5,1-5,6; [7]1; (16],ch,12)

5.1, Inleiding

In dit hoofdstuk behandelen wij het oplossen van stelsels lineaire vergelij-

kingen van de vorm

\
Ay X P A X+ e H AL X, =D
Agp Xp ¥ hAyy Xy F wee + Ay X, = by M)
——— 4
Anl x1 * An2 x2 o # Apn *n © bn *
-

Voor de zuiver wiskundige is hier geen probleem aangezien volgens de regel
van Cramer (1750!) de oplossing gegeven wordt door

A «es A

11 1,i=1 °1 21, 3+1

Cyp e Cig o Cay wev Gy 501 Cp 3a1 +ov Coq

----------- = 1 nihe, e
j=1

]Cnl e C'tm Cn] e Cn,j—-l Cn_,j+1 e Cnn

(ontwikkeling naar de eerste rij waardoor de berekening van n x n-determi-
nanten teruggébracht is tot de berekening van (n-1) x (n~1)-determinanten)

en [C, | =C, (berekening van een 1 x l-determinant).

De numericus is echter met deze algoritme, waarin is aangegeven hoe de op-
lossing door eindig veel bewerkingen op de coéfficiénten van (1) gevonden
kan worden, niet volledig gelukkig. Want toepassing van deze regels leidt,

als n enigszins groot is, tot een astronomisch groot aantal bewerkingen.

R T el :
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Zij nl. het aantal vermenigvuldigingen *) nodig om met behulp van deze re-

gels een n X n-determinant uit te rekenen f£(n). Dan is kennelijk
f(n) =n + nf(n - 1) , (nz2) en f£f(1) =0.

Om uit deze recursiebetrekking f{n) te bepalen stellen we £(n) = n! g(n).
Dan geldt

gn) -~ gln - 1) = (n22) en g(1) =0,

n""lo
waaruit volgt dat voor n 2 2

1 1
158(11)"-1—!'+-2—!-+...+'<n—_l_ly!'<e—l

en dus

n! < f(n) < (& — 1) *n! .

Voor het uitrekenen van een 20 x 20-determinant zouden dus ca 20! ~ 2.41018
vermenigvuldigingen nodig zijn. Met een snelle automatische machine met een
vermenigvuldigtijd van ]Cr_6 sec. zou men dus ca 2.4]0}2 sec ~ 7.7104 jaar

nodig hebben!

Later zullen we een methode aangeven, waarbij voor de berekening van een
n x n-determinant slechts ca %-n3 vermenigvuldigingen nodig zijn. Ook dan
blijft de regel van Cramer niet aanbevelenswaardig, aangezieneen n X n-stel-

3

sel vergelijkingen ook met ca % n® vermenigvuldigingen opgelost blijkt te

kunnen worden.

Behalve naar de oplossing van het stelsel (1), dat verkort geschreven kan

worden als

A_’_!_=_13| (1a)

. - . ] -l
kan men ook vragen naar de inverse van de matrix A, dat is de matrix A

zodanig dat

A=T1 2)

%

De tijd nodig voor een vermenigvuldiging is - zowel bij het rekenen uit
het hoofd, met een tafelmachine of met een automatische rekenmachine -
essentieel langer dan die nodig voor een optelling of aftrekking. Daarom
telt men meestal alleen het aantal nodige vermenigvuldigingen (en deling-
en, die meestal met vermenigvuldigingen over &én kam geschoren worden).
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(waarin I de n X n-eenheidsmatrix is). In componenten geschreven luidt dit

g -1 .
LA @ = N T T (2a)
1=1 3=1 .
waarin
1 als i =k
dik = { ‘ (Kronecker-symbool).
0 als i ¢ k

Kent men de matrix A_k dan is de oplossing van het stelsel (la) ook direct

uit te rekenen, namelijk x = A-lh. In de praktijk zal men echter de oplossing
. =1
van (la) nooit op deze manier berekenen, omdat bepaling van A ca, n

vermenigvuldigingen kost,

Men kan A_] berekenen door n stelsels van het type (la) op te lossen.

Zijn nl. X|»e+.9%, de oplossingen van de stelsels

Agk =8 k=1,...,n,

waarin & de k-de eenheidsvector 1is ((e ) éik), dan zijn EireresX de ko-

lommen van de matrix A ].

In het voorgaande is steeds verondersteld dat de matrix A niet singulier is.
Zoals bekend is deze voorwaarde gelijkwaardig met de voorwaarde dat de homo-
gene vergelijking Ax = 0 uitsluitend x =0 alg op10551ng heeft en ook met de
voorwaarde dat de determinant van A niet nul is.

Een goede standaard-algoritme voor het oplossen van lineaire vergelijkingen

zal moeten onderzoeken of een aangeboden matrix singulier of vrijwel singu-

lier is en dan een waarschuwing moeten geven.

Directe methoden ([2], 5,3)

Triangulaire stelsels
\ng

Beschouw een stelsel vergelijkingen Ux = ¢, waarin U een zg. boven-drie-

hoeksmatrix is, d.w.z. Uij = 0 voor j < i, Het stelsel ziet er dan uit als

U X * U x + oo v U0 x =

1) +

vee + U X =c

22 Xy on ¥n = C2 R )

X
an n n
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We nemen aan dat geen der diagonaalelementen Ujj (1 £ 3 £ n) nul is (anders

was det(U) = 0). Dan is het stelsel onmiddellijk op te lossen:

3 cn/Unn

L (cn-l - Un—l,n xn)/Un-l,n—l
n

xk = (Ck - j=l§+l Ukj xj)/Ukk .

In pseudo-ALGOL:

for k := n step -1 until | do

begin s := e

for j := k + 1 step 1 until ndos := 35 ~ U . X xj;

kj
X = sl

end

Men noemt dit proces wel terugsubstitutie (eerst x, bepalen uit de laatste

vergelijking, deze waarde substitueren in de voorlaatste vergelijking, etc.).

Opgaven

1) Laat zien dat de uitvoering van deze algoritme in(n + !} vermenigvuldi-

gingen en delingen vraagt.

2) Laat zien dat men {(als men na afloop van het proces niet meer in de rech-
terleden ¢y geinteresseerd is) de getallen X zonder bezwaar op de plaat-
sen van de getallen ¢y kan schrijven.

D.w.z., na uitvoering van

for k := n step -1 until | do

begin s := ¢,

for j :=k + 1 step I untilndos =5 -U

X e43

kj
¢ 3= s/Ukk
end

bevatten de elementen c, t/m c, de oplossing.

3) Behandel de oplossing van een stelsel Lx = b, waarin L een onder—drie-

hoeksmatrix is (Lij = 0 voor j > i),
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5.2.2. De eliminatiemethode van Gauss

Beschouw nu een algemeen stelsel '‘Ax = b, of

All X, + ...+ A!n x, = b1

(1)

+ =
Anl X, + ... Ann xn bn

Kunnen we dit stelsel tot een triangulaire vorm brengen? Dit kan met de eli-

minatiemethode van Gauss (ook wel vegen genoemd).

Stel dat All # 0. Dan nemen we de eerste vergelijking van (1) als eerste

vergelijking van het triengulaire stelsel. Op didactische gronden stellen we

Ulj

Lil 1= Ail/Ull’ vermenigvuldig de eerste vergelijking met L;; en trek dit af

i= A]j (j=1,...,0) en c, = bl' Definieer nu voor i = 2,,.,,n

van de i-de vergelijking.

Dan ontstaat het volgende stelsel vergelijkingen

] X

l + Ulz xZ + .. + U X = cl W

11 In "n
(l) (l) - (N
A227% * ree  AyTEy T BT | (2)
1) RO RN
%ﬂ 2+"'+Am1ﬁ1'bn
waarin
y .. _ . . .
A]-j - Aij Lil x Ulj ] ’J 2 2 ]

(N .2 o
bi : bi Lil X ¢

Dit stelsel, waarin X, alleen nog in de eerste vergelijking voorkomt, is

equivalent met (1), d.w.z. (1) en (2) hebben dezelfde oplossing,

Behandel nu de laatste n-1 vergelijkingen van (2) op dezelfde manier als het

stelsel (1). Stel Aél) ¥ 0. Dan schrijven we UZJ 1= Aé!) (3 =2,...,n) en

Czt:’ b;l)o
Vérder'defini&ren we voor i = 3,...,n L. i2 A(l)/Uzz, vermenigvuldigen de

tweeda vergelljklng met L., en trekken dit af van de i-de vergelljklng. Dan

ontstaat een stelsel
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Ull X, + U]2 X, + U13 X3 + ... v U X =

u + U Xg + ...+ U X = ¢C

23 2n n 2 _L
(2) (2) (2)
A33 3 ere + A3n a b3

22 *2

RN @), _ 4@
n3 Xy boeer AR T bn ;0

Zo gaan we door, aannemende dat geen der kop-elementen (pivots genaamd) A 11°

Aé;), Agz),... nul is, Tenslotte ontstaat dan een triangulair stelsel dat

equivalent is met (1):

U x, + U X, * .. ¥ U X = 311

11 71 12 72 In "™

U22 Xy + ... + U2n X, =cy

U X = C .
nn n n
J

Uit dit stelsel kunnen nu door terugsubstitutie x n? ¥y

%, bepaald wor-
den.

Bovendien geldt {ga dit na met de regels voor bewerkingen op determinanten)

det(A) = det(U) = Ull U22 . Unn .

In de praktische uitvoering van de algoritme schrijft men natuurlijk de op-

A, (2)

s ye++ over elkaar heen.
ij 1J

volgende stelsels coefficieénten Aij

De algorithme kan dan luiden

for k := 1 step 1 until n do

begin for j := k step ! until n do Ukj = Akj;
1= b3

“k
for i := k + 1 step 1 until n do
begin L., := Aiklukk;

for j := k + 1 step 1 until n do Aij 2= A;. = Lg

k
end

end
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Opgaven

1)

. . . . 1 o
Laat zien dat de uitvoering van deze algoritme -§-n(n2 - 1) vermenigvul-
digingen en delingen eist voor bewerking van de coéfficientenmatrix en
in(n - 1) vermenigvuldigingen voor bewerking van de rechterleden.

Samen met het oplossen van het triangulaire stelsel zijn er dus

1 nd + n2 - 1 n, dus ca ] n3 vermenigvuldigingen en delingen nodig voor.
3 3 3

~ het oplossen van een n x n stelsel,

2)

3)

4)

“op de plaatsen van de elementen Aij kan schrijven en de elementen c; op

Ga na hoe men de algoritme kan wijzigen indien men meerdere stelsels
heeft op te lossen die alle dezelfde matrix A, doch verschillende rech-

terleden hebben.

Laat zien dat men zonder bezwaar de elementen Lij (j <i) en Uij G z i)

de plaatsen van de elementen bi’ zodat de algoritme wordt:

for k := 1 step 1 until n do

for i :=k + 1 step 1 until n do
begin A. Aik/Akk’
for j =k + 1 step 1 until n do Aij 1= Aij - Aik x Ak';

by = by = A X by

end

t—

Laatrzien_dat dankzij het feit dat de vermenigvuldigers L, ik bewaard wor-
‘den, men de bewerking van de rechterleden ook kan doen mna volt0011ng van’

“de- bewark1ng van de matrix:

for ki := 1 step | until n do

begin ) :=_bk;

for i =k + 1 étegrl until n do bi :=b, - L., xc

end
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5.2.3. Pivot stratggieén

(1)

In 5.2.2 is aangenomen dat de hoekelementen All’AZZ s+ +« van de gereduceerde
stelsels (de zg. "pivots", dat zijn de "spillen", waar de eliminatie om

draait) alle # 0 zijn. Dit 'is natuurlijk geenszins steeds het geval.

Bij het stelsel

[2 -2 1) [x I
1

L

krijgen we na de eerste slag van de eliminatie

2 -2 1 xl‘ 1
0 0 D X,| = .5
0 2 ".5) X3J L3'5

zodat Ag;) = 0. De remedie ligt voor de hand: we moeten de tweede en de derde
vergelijking verwisselen.

In het algemeen: als Aét']) = 0, dan zoeken we een element A;E-I) (p > k)

dat niet nul is en we verwisselen de p—de en de k-de vergelijking.

Deze strategie kan alleen mislukken als Aétml) = 0 voor alle p 2 k. In dit

geval bevatten de vergelijkingen k t/m n, zoals ze na de eerste k—-| slagen
overgebleven zijn, de onbekende X, niet. Deze behoeft dus ook niet geelimi-
neerd te worden, zodat de k-de slag nu uit niets anders bestaat dan uit het

opnemen van de k-de vergelijking in het triangulaire stelsel Ux = c. Daar

nu Ukk = 0, geldt det(U) = 0. Het stelsel Ux = ¢ is dus singulier en in
het algemeen niet oplosbaar, hetzelfde geldt voor het originele stelsel
Ax = b.

Opgave

Bewijs dat na uitvoering van de gemodificeerde algorithme geldt

det(a) = (-1)7 det(@) = -1V Uy LU,

waarin v het aantal uitgevoerde verwisselingen is,



Ook als een pivot niet exact nul, doch "klein" is, ontstaan als regel moei-
lijkheden.

Beschouw het stelsel

Yy Y 1
ol 0.5)LX2 0 :

Met de eliminatiemethode van Gauss vinden we als gereduceerd stelsel

0.001 1 I
o I e
0 1000.5) {x,] {1000 _
waaruit bij exact rekenen volgt g
= _ 1000 - 500 |
X, (1 1000.5)/0.00! 0.49975 ,

~ T000.5

Stel nu echter dat we werken met een decimale machine met een mantisse-

lengte van 4 decimalen. Dan is het getal Aéé) = 1000,5 uit (2) geen machine-
getal en het wordt afgerond tot K;;) = 1000 of tot Ké;) = 1001, afhankelijk
van het afrondmechanisme. In het eerste geval vinden we als gereduceerd
stelsel
Q.001 | %] - 1 (3)
0 . 1000 X, 1000 .
met als oplossing
S 1000 - - - o
¥2 = To00 = ' v X1 = 5,001 ’
in het tweede geval levert de machine als oplossing .
= _ 1000 _ = - 1-0.9990 _ ,
%y = Toor1 - 0990, X 0.001 y
(bij exact oplossen van het stelsel (5) zouden we vinden x, = x, = 1000/ 10014,

. 1 2
‘dat scheelt dus niet veel),

In beide gevallen vinden we dus in X, een relatieve fout van 0.5 ﬂk,, dus

. . 1 . . }
even groot als de gemaakte relatieve fout in Agz), in x, is de r:latieve

fout in beide gevallen 1007, Of, als we liever niet naar individuele compo-

nenten doch naar llx - SIL als maat voor de fout kijken. dan vinden we
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Hoe is deze grote relatieve fout te verklaren? We geven twee beschouwingen,

waarvan de eerste meer in detail beschrijft wat er gebeurt, terwijl de tweede

globaler is doch meer inzicht geeft in het ontstaan van de ellende en daarmee

tevens een remedie suggereert,

a,

(1)

Tijdens de eliminatie wordt uitsluitend in de coéfficient A,," een afrond-
fout gemaakt en deze bedraagt 0.5 5;.. Daar de bepaling van §2 verder
exact verloopt is de fout in x, ook 0,5 7m + De formule waarmee x

wordt luidt

bepaald

2 1

1 -x

x =

1 0.001 °

Als geen nieuwe afrondfout gemaakt wordt dan wordt de fout éx] in X,
geheel veroorzaakt door de fout 6x2 in X,, Voor het verband tussen de

relatieve fouten geldt

6x1 X5 6x2

x] { -x2 X

2
En daar le(l-xz) ~ 2000 "verklaart" dit de relatieve fout van 100Z in X
Vaak zegt men: bij de bepaling van x| treedt "eijferverlies" op. Willen we

X, en dus ook l-x2 tot op k cijfers nauwkeurig bepalen dan moet (als

Xy ™ 0.9995) X, tot op minstens k+ 3 cijfers nauwkeurig bepaald zijn

(inderdaad, nemen we x, = 0,99950025 dan wordt x, = 0,49975),

2
In het voorbeeld is A,, = 0,5, U =1, L_ = ~1000, zodat we voor
A(]) =A_,-L U 22 vinden ii afr ndgi K(i) = 1000 of K(l) = 1001
22 227 "21712 n OREITE 72 22 ‘

Het eerste resultaat zouden we bij exact rekenen gevonden hebben in-
dien Ay = 0 geweest was, het tweede indien A,y = 1 geweegt was, Dat

betekent dat het stelsel (5) exact hoort bij een stelsel (T) waarin

322 = 0 en (2) hoort bij (T) met 322 = . Daar de oplossing van het stelsel
fo.001 1 ] x]] . [1]
is
A2 1

= s X, = »
1 1 +0,001 AZZ 2 1 +0,001 A22
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leidt een verandering van i00Z in A,y tot een verandering van 100Z in X,

(en ~toevallig- slechts tot een geringe verandering in xz).

Ook hier kunnen we spreken van nauwkeurigheids-, of, liever, informatie-

verlies. De nauwkeurige waarde van A__ speelt bij de bepaling van Aéé) geen

22
rol, voor iedere Ay uit -0,05 < 322 < 0.5 wordt Ké;) = 1000, voor ijeder
= 5 S (1%
A22 uit 0.5 < A22 < 1.5 wordt A22 = 1001 (ga na),.

Losjes: de vier decimalen waarmee A_. gegeven is gaan vrijwel verloren in

22
de "afrondruis”. En omdat een verandering van A,, een vrijwel gelijke ver-

andering van X ten gevolge heeft, is hiermee ook de kans op een nauwkeu-

rige bepaling van X, verkeken,

De kern van deze beschouwing ligt echter in de opmerking dat het stelsel

(E) en de coefficient L2] beschouwd kunnen worden als exact resultaat be-

horend bij een "naburig" stelsel (1), We definisren de co'éfficiéntz22

daarin door

-1y =
Ayg” = Ay ~ Ly Uy, e

Daar het product L21U12 toevallig exact berekend wordt geldt

(1)

(1) _ . _
2 = By = Ly U ) 0+ e) = 4,7 (1 + )

A

£AY

‘met ¢ = -0.0005 (vergelijk dit met 0.3, daaruit zou volgen |e] ;.0.000Sf

en dus is

A = A +E(A22-L

= (1)
22~ S22 U12) = Agp * ey,

2 22 22

(1)
22 _
groot is. Dit levert meteen de suggestie

Het verschil tussen Kzz en A22 is groot omdat A graoot is en dat is weer

een gevolg van het feit dat L21

voor een remedie: zorg dat Aéé) (of, als n > 2, de elementen van

A(I),A(z),...,A(n_])) niet veel groter worden dan die van A, opdat het na

eliminatie verkregen stelsel exact hoort bij een zeer naburig stelsel
Ax = b (dit zal in 5.2.5.1 verder uitgewerkt worden). Meestal kunnen we
dit bereiken door de pivots zo te kiezen dat de elementen Lij kleiner dan

1 blijven.
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1)

2}

3)

4)

- 512 -

("
22
vergelijking te verwisselen:

N

hetgeen na eliminatie levert (met L21 = ~0,001)

In ons voorbeeld kunnen we A beperkt houden door de eerste en de tweede

‘. .
l i 0.5 Mx]] _ [o] . @)
4] 1,0005 X, !
. =(1) =(1) _ . - =
of met afronding A22 = |, resp. AZZ = 1,001, Uit de stelsels (4) of (4)

volgen x., en x , met volledig acceptabele nauwkeurigheid,

2 !

het algemeen blijkt dat de volgende pivotstrategie verstandig is.
Bepaal de grootste van de getallen

81315 1Ay oeees A

lll 21""' nll '

Als dit [Ap li is, verwissel dan de eerste en de p-de vergelijking.
]

Voer de eerste stap van de Gauss-algoritme uit (met de nieuwe A11 -

d.w.z. de oude A ~ als pivot). Er geldt dan [LiJ <1 (1=2,...,n).

P!
Dit blijkt van groot belang voor de foutenanalyse te zijn (zie 5.2.5).

Bepaal de grootste van de getallen

AP 1 1a$ e 1P

Als dit A§1; is (met als regel een andere waarde voor p dan bij de eerste
»

slag), verwissel dan de tweede en de p-de rij.

Voer de tweede stap van de Gauss~algoritme uit. Etc.
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In ALGOL kunnen we dit als volgt opschrijven (we nemen aan dat de index P
van de rij die, voorafgaande aan de k-de stap van de Gauss-algoritme, met

de k-de rij verwisseld wordt, genoteeﬁf wordt in het array element plkl]).

for k := 1 step 1 until n do

begin pk := k; max = abs(Ak nE
H

for i := k + 1 step I until n do
iE abs(Aik) > max then begin pk := i; max := abS(Aik) end;
plk]) := pk;

for j := k step 1 until n do

ki 1T Aok, 3 Apk,y T Ayy ends
for i := k + | step | until n do

begin U

i ., = if > /U )
begin Lo if max > 0 then AiJ/ Kk else 0
for j =k + 1 step | until n EE-Aij 1= Aij - Lik X Ukj

end

—piri—

Merk op dat reeds berekende elementen Lij niet meeverwisseld worden.
Dit is prettig voor de behandeling achteraf van een rechterlid, die

-~ als geen der Uy = 0 — kan luiden

for k := 1 step | until n do

begin ¢y = byryy Poriy 7 by |
for i :=k + | step ! until n do b; := bi - Lik_x )
end;
for k := n step -1 until | do
Eggi&_xk 1= ck/ukk;
for i := k - | step -1 until ! do ¢; = ¢ - Ul X ¥y

end

———

Ga na dat dit correct is (we hebben het oplossen van het driehoeksstelsel

Ux = c anders geschreven dan in 5.2.1, namelijk analoog aan de wijze waarop
de vector c¢ uit de vector b verkregen wordt; ga na dat hierdoor in feite

'niéts verandert, precies dezelfde bewerkingen of dezelfde getallen worden

uitgevoerd < alleen de volgorde in de tijd is anders).
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" 5.2.4. LU-decompositie. De algoritme van Crout ([2], 5.3.4 en 5,3.5)

Uit de algoritme van Gauss zonder verwisselen, geschreven in de vorm (waarin

.

280 24y
ij 1]

for k := 1 step 1 until n do

begin for j = k step I until n'gg_Ukj 1= (?-l);

. . kD)
for i := k + | step 1 until n do Lik : Aik /Ukk,

for i := k + 1 step 1 until n do for j := k + 1 step 1 until n do

rmr—

(k) ,_ o(k-1) _
A7 2= Ay Lik * Ykj

end

volgt door inductie dat

Ag?) = Aij - EEI L, x Ulj , 1>k, 3>k,
en dus ook dat
k~1
N TG AT L e Uy t-
k-1
Lix ~ Ait_])/ukk = Ak T EZI Lig * Uppe| Ve > 12 B
Definieer nu
Lil S L22 = L,. 3= Lnn =1
Dan kunnen we (1) ook schrijven als
k
Bys = LZI Lg XUps v 2K
k
=1
Dus ook als
min(i,j) . ]
Aij = L L., X Uzj s, alle i en j.

Definieer nu de triangulaire matrices L en U door

[\

(2)
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L L ) aes U
L = 21 22 , U= 22 2n )
sl o
Dus
i 0 wvoor & > 1, Lii =1
(3
Ugj =0 wvoor & >3.
Dan is (2) equivalent met
A=1LU, (4)

Omgekeerd volgt uit (4), met matrices L en U die voldoen aan (3), natuurlijk
ook (2) en dus (1).
Derhalve geldt:

Als voor de matrix A de Gauss—-algoritme zonder verwisslen werkt (d.w.z., als
geen der pivots nul wordt), dan zijn er eenduidig bepaalde matrices L en U

die aan (3) en (4) voldoen. Dit is de zg. LU—decompositie van A.

Analoog aan het bovenstaande geldt voor de bewerkingen die bij de Gauss-—

algoritme op de rechterleden uitgevoerd moeten worden. dat

: | .
(k)
bi = bi Z Lig X TR O<k<is<n,
2=1 .
én dus
' k-1
_ o (k-1)
¢, = by = b, - QZI Leg ¢ » l<ksn, (5)
hetgéén we (daar ka = 1) kunnen schrijven als
)
b, = ) L .xc, 6 .
k7l Tk T e

Dat w’l zeggen: de in de Gauss-algoritme verkregen vector ¢ is de oplossing

~van het driehoeksstelsel

e = b .
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Dit correspondeert met het feit dat als A = LU met reguliere L, het

stelsel Ax = b equivalent is met de stelsels Lc = b en Ux = c.

kte

bepalen, even goed kunnen uitvoeren in een volgorde die meer bij (1)

We merken nu op dat we de bewerkingen die nodig zijn om Ukj en Li

aansluit:

for k := | step 1 until n do

begin for j := k step ! until n do

begin s := Akj;
"for £ t= 1 step 1 vuntil k - 1 do s :=s - L xU

= ke C2j’
U . =5
k]
end;
for i := k + 1 step | until n do
begin s := Aik;
for £ := 1 step | until k = 1 do s = s - Liﬁ x ng,
Liw = s/l
end

end

En de bewerkingen die bij de Gauss-algoritme op de rechterleden worden uit-

gevoerd, kunnen we uitvoeren in een veolgorde die bij (5) aansluit:

for k = 1 step ! until n do

begin s := bk;
for £ := 1 step 1 until k - 1do s = s - Lkz X Co3
¢ =S

end

(vergelijk dit met 5.2.1 ).

We hebben hiermee de zg. algoritme van Crout verkregen. Merk op dat de ele-
menten L, U en ¢ die bij de k-de slag in rechterleden voorkomen, alle reeds
in vorige slagen bepaald zijn. Voeren we de algoritme uit als boven dan ge-~
beurt er arithmetisch precies hetzelfde als bij de Gauss-algoritme (inclu-

sief afrondingen), alleen in een andere volgorde en zonder dat de tussenre-

@), @)

R ( . . . den.
sultaten Ak] ik K expliciet in de arrays A en b genoteerd worden
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Dit heeft enkele voordelen:

2) Bij het werkenmet tafelmachines kunpen we de partiéle sommen s in het
optelregister laten staan. Dit scheelt werk (en overschrijffouten). Bo-
vendien hoeven we s niet af te ronden, waardoor de berekening nauwkeuriger
wordr (bij machines met een zg, dubbellengte optelregister),

b) Bij werken met een computer is het iedere keer opzoeken van de array-
plaatsen Aij enigszins tijdrovend. Bovendien is het bij sommige computers
mogelijk om de partiéle sommen s in zg. dubbele lengte te bewaren (bedenk
dat de summanden in s producten zijn die in eerste instantie ook aanlei-
ding geven tot een dubbel lang getal). Pas bij de toekenning van de laatste

waarde van s aan Ukj’ resp. de deling hiervan door U wordt weer op de

kk
normale (zg. enkele) lengte afgerond. Analoog voor de rechterleden.

Ook bij de uitvoering van de algoritme van Crout kan men rijverwisselingen
toepassen (en het is, ook als geen der pivots nul wordt, gewenst dit te doen
opdat |Lik| £ 1 wordt). Hiertoe merken we op dat bij de Gauss-algoritme bij
het begin van de k-de slag gekeken werd welk van de getallen IAit—])|,

i=k,...,n, het grootste is. Daar

k-1 .
(k=1) _ _ b
Ak T Ak EZI Lik * Ug; o

moeten we bij de k-de stap van de Crout-algoritme dus beginnen met deze getal-

len te bepalen,

De algoritme wordt dan (geschreven in een nog wat compactere vorm van pseudo-
ALGOL en met een procedure wissel die de waarden van de meegegeven actuele

parameters verwisselt):

for k := 1 step 1 until n g2

begin max := 0;
for i = k step 1 until n do
k-1

begin s, 1= Aik - EZ

| Lig x Uggs

if abS(si) > max then begin pk :=i; max := abs(si)‘end;

end;
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plk] := pk;
if pk > k then

begin for t= | step | until k¥ - 1 do wissel (L ., L B

wissel (Sk’ Spk);
for j := k + 1 step | until n do wissel (Akj, Apk,j)
end;
Ukk = Sk;
k-1
for j := k + | step | until n_gg_Ukj t= Akj - gzl LkE x Uﬂj;
for i := k + | step | until ndo L., := Silukk

end

L (1= 1,...,k =1
R Pk,_'l (J )

zo nodig wel mee verwisselen. Hierdoor bereiken we dat de verkregen matrices

Merk op dat we bij deze algoritme de elementen ij e

L en U behoren bij de matrix A' (in de zin dat A' = LU) die uit A verkregen
wordt door op de rijen van A de diverse verwisselingen uit te voeren, dwz.

door uitvoering van

for k := | step | until n do

if p[k] > k then wissel (k-de rij van A, p[kl-de rij van A)

Het gevolg is dat de reductie van een stelsel Ax = b naar de vorm Ux = ¢ nu
kan luiden: bepaal eerst b' uit b door de nodige verwisselingen uit te voeren
en daarna ¢ uit Lc = b'.

Uitgewerkt (we vlechten de twee stappen weer enigszins in elkaar):

for k := 1 step | until n do

begin if p[k] > k then wissel (bk . bp[k]);

end

Opgave

Laat zien dan men, net als in opgave 3) op pag. 5.7, de elementen Lij (j < 1)
en Ui' (j z i) zonder bezwaar op de plaatsen van de elementen Aij kan schrijven,

analoog voor c; en bi'
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5.2.5. Foutenanalyse en gevoeligheidsanalyse.([2], 5.5; [17] sec.21i)

We onderzoeken nu de invloed van afrondfouten op het resultaat van de

decompositie A = LU en van het oplossen van een stelsel Ax = b indien de

algoritmen van Gauss of Crout met partial pivoting uitgevoerd worden op

een computer die met eindige precisie werkt.

In ca. 1960 liet Wilkinson zien dat men dit onderzoek het best . in twee

stappen kan uitvoeren:

1. Men toont aan dat de verkregen L en U horen bij dé exacte decompositie
van de matrix A + E die "dicht" bij A ligt; eveneens dat de verkregen
x de exacte oplossing is van een "naburig" stelsel (A + F)x = b. Het
blijkt dat men voor IEl / IlAl en §Fl / Al theoretische bovengrenzen
kan vinden die als regel niet veel groter zijn dan een aantal malen nn,
waarin n de relatieve machinenauwkeurigheid is (in feite is de waarde van
deze verhoudingen zelden groter dan nn).

Hiermee is de numerieke stabiliteit (zie pag. 0.7) van de algoritmen aan-

getoond.

2. Men onderzoekt hoeveel de oplossing van een stelsel Ax = b verandert als

A en b vervangen worden door naburige A #+ 8A en.b + &b. Is dit weinig, dan

is het stelsel goed geconditioneerd, anders slecht geconditioneerd (zie . }
pag. 0.7). De mate van slecht geconditioneerd zijn kan worden uitgedrukt I

met behulp van een zg. conditiegetal dat > 1 is en een bovengrens geeft

voor de verhouding tussen de relatleve veranderlng in X en de relatleve

veranderlngen in A, resp. b. 4

Combinatie van deze twee stappen levert dat bij een goed geconditioneerd
stelsel de 1nvloed van afrondfouten in de Crout- of Gauss- algoritme met
partlal pivoting gerlng is (in die zin dat de relatieve fout in x niet veel’
groter is dan een aantal malen nn). Bij een slecht geconditioneerd stelsel
kan'de invloed van afrondfouten aanzienlijk zijn, echter (omdat ook daar de-
'élgbritme.wel numeriek stabiel is!) niet essentieel groter dan het effect
.v;ﬁ veranderingen in de elementen van A oflh‘ter grootte van een aantal.
‘malen de relatieve machinenauwkeurigheid.

Voor veel practische situaties betekent dit: als de elementen van A en/of

b niet exact bekende doch gemeten grootheden zijn ,dan wordt de nauwkeurig-

heid van de oplossing geheel bepaald door de meetfouten (aangenomen dat nn

klein is ten opzichte van de relatieve fout in de metingen) .
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5.2.5.1. De invloed van afrondfouten.

We bekijken de in 5.2.4. besproken algoritmen ter oplossing van het stelsel

Ax = b. We nemen daarbij aan dat geen verwisselingen nodig zijn {(cq., dat de

nodige verwisselingen reeds uitgevoerd zijn).

We merken nu op dat de berekening van de grootheden Ukj’ Lik’ ¢ R Xy -
volgens eenzelfde recept verloopt.

In de k-de slag van de algoritme van Crout worden U, . (j 2 k) en Lik (i > k)

k)
bepaald uit de formules
k k
.= ) L U . ,A. = 7} L.U. ., (n

waarin, behalve U ., resp. Lik’ alles bekend is.

kj
In de k-de slag van het oplossen van Lc = b wordt ¢y bepaald uit

k
b=ZLC- (2)

n
¢ = Z U x (3
Ock in (2), resp. (3), is behalve s TEEP. X, alles bekend.

Dit zijn allemaal processen van de vorm:

bepaal z, uit de vergelijking
= 4
L vz, =a, (4)

waarin a, YysorosYps ZpseeraZy bekend zijn en Yy * 0.
We zullen aan het eind van deze paragraaf aantonen dat, als we werken met een
machine die in iedere bewerking een afrondfout maakt die in relatieve zin
kleiner is dan de machine-nauwkeurigheid n, voor de verkregen z, exact
geldt dat

k
Rgl Yoz, (1 +e) = a (5)

. 2
met (als we afzien van termen van de orde n™)

IEEI s &n .
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Dat wil zeggen dat de verkregen z exact voldoet aan een "naburige' vergelijking.

Passen we dit toe op de formules (1) t/m (3) dan vinden we dat de verkregen

L, U, ¢ en X exact voldoen aan relaties

min(i,j) _
A,.. = ' . . .. . <
ij .QZ] LlRUEJ (1 + E19,-_]) met IElﬁj' < &n s
‘ k . ‘
= 1 1
bk ggl Lkzcﬂ (1 + Ekz) met |Ek£| <4,
: n
- " " -
¢y sz U x, (1 + &) met |Ek2| < (L =-k+ n .

Hieruit volgt dat voor de verkregen L, U, ¢ en x geldt

min(i,j) |
LU = A + E met IEij' s nn L |Liﬂl |U£jl (6)
(L + E'Y)c = b met ‘Eijl < nn ILijl )
(U + E")x = ¢ met |Egj[ < nn IUij| .

1A

Uit (6) volgt |Eij1 ‘an(lL] x Iul)ij en hieruit volgt (in de maximum—
“ nbrm) '
fEN < nnllL AUl .

Uit (7) volgt IE'I < anllLll, JE"I < anfull . Uit (6), (7), (8) en (9)
volgt derhalve

b=(L+EY{U+EDx=(A+E+EU+LE" +E'EDx = (A + F)x (8)

met (ais we afzien van termen van de orde nz)

HEN < HEN + IE'UN + FLE"I + IE'E" Il < 3nnlLMUN . (9)

We veronderstellen nu dat partial pivoting is toegepast. Dan is

'LLijl s 1 en dus HLil < n, zodat’
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Het is duidelijk dat we hier een 'worst case analysis" uitgevoefd hebben
(alle afrondfouten maximaal ongunstig) en dat we daarna nog verschillende
malen de bovengrenzen vervangen hebben door simpeler, maar grovefe'boven—
grenzeh. In de practijk blijkt dan ook dat als we na bepaling van L en U

de matrix E := LU ~ A exact (of althans nauwkeurig genceg) bepalen, de
verhouding IlEl / Ul niet veel groter is dan nn en vaak zelfs niet meer dan
enkele malen n is. Iets dergelijks geldt voor IIFll / llUl als we na de bepa-
ling van X het zg. residu r := b - Ax nauwkeurig berekenen en dan geschreven

denken als r = Fx met een F met zo klein mogelijke [[Fil (het blijkt dat IFl
=llel / Ixl haalbaar is).

De conclusie uit het bovenstaande is: de algoritme van Crout met partial

pivoting is numeriek stabiel in alle gevallen waarin lIUl niet veel groter

is dan Il Al .

Over de verhouding liUll / IlAl valt het volgende te zeggen

1. Men kan bewijzen dat bij partial pivoting altijd geldt dat
ol / nal < 2™ ! en dat er matrices zijn waarvoor deze grens willekeurig
dicht benaderd wordt. Gelukkig blijkt echter dat bij de in de practijk
voorkomende matrices Ul / Al zelden groter is dan n. Bij vele slecht
geconditioneerde matrices is het zelfs zo dat de tweede en volgende rijen
van U aanzienlijk kleiner zijn dan Il Al, zodat dan Ul / llAH ~ 1.

7. Men kan na uitvoering van de decompositie de verhouding Ul / IlAl bepalen
en kijken of hij verontrustend groot 1is.

3. Men kan in plaats van Gauss- of Crout-eliminatie met partial pivoting ook
Gauss—eliminatie met zg. complete pivoting uitvoeren. Daarbij zoekt men
in de eerste slag als pivot niet het grootste element uit de eerste kolom
maar het grootste element uit de hele matrix en men verwisselt zo nodig
rijen &n kolommen ; analoog bij de volgende slagen. Wilkinson bewees dat

bij complete pivoting

Nuli /WAl s 1,8n FCtogm) /4

en dat deze schatting steeds te pessimistisch is.
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AEEendix.

Formule (5) kan met behulp van de formules uit § 0.2, met name de formules
(5) en (6), als volgt worden bewezen,

We beschouwen de vergelijking

waaruit, bij gegeven a, Yyreeesy, en zl""’zk—l de onbekende 2, bepaald
moet worden.

Voeren we uit

s = a3

for £ := | step | until k - | do s i= 35 - Y, X 2

z, 3= s/yk

e

dan geldt voor de verkregen waarden van s en z
s = a(l + By) oo (1 + By — Xy, (1 + a) (L +8) ... (1 + Br_1?
T T BV e A B,
en
s _n ykzk(l + ak) ?
_waarbij |ai| S nen |Bi] sny, i=1,2,...,k.
Na deling door (I + Bl)...(l + Bk—l) volgt hieruit

1 + a2

a = ylzl(] + al) * Yoz, T_:7?-+ .
1

1 + ak

Y%k T w Sl)...(l * B )

1]
I ~17

v,z (I + ¢)
g=p bR .
met {als we termen met nz verwaarlozen)

‘|82|.S &n .

e PV




iy

- 5.24 -

5.2.5.2. Gevoeligheidsanalyse.

Zij A een reguliere nxn matrix, b een n~vector em x de oplossing van
Ax = b . _ (N
Zij A en &b kleine storingen op A resp. b en x + 8x de oplossing van

(A + 8A)(x + 6x) =b + &b . (2)

Kunnen we dan uitspraken doen over ll8xll / lIx{l in termen van lldA) / llA|l

en ”62}|/ fibll?

Als 6A = 0 dan geldt 8x = A_IGB en dan is

bsxl 1A~ Wb webl
< .
TxT Tx01 Toi
» I 6b
= Ila I "AH""T-E"TI" ’

want b = Ax, dus [Ibll < TAl Uz

We noemen

-1
e{A) == 1A 1A
het conditiegetal van A, zodat we kumnen schrijven

I sx Il sb

T © O oy - (3)

Het conditiegetal geeft dus aan hoeveel de relatieve verandering in x groter
kan zijn dan de relatieve verandering in b. Men kan bewijzen dat er bij iedere
Aeenb en een &b zijn zo dat in (3) het gelijkteken geldt (neem nl. b zo dat
Al Ixll = IAxll en 8b zo dat 1A 'lHepll = WA sbl).

Daar I = A—IA, dus | = || I} < HA_IH NAll geldt steeds c(A) = 1.

Om de invloed van een verandering van A na te gaan bewijzen we eerst:

als IEIN < 1 dan is I + E regulier en

R e (4)
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Immers, als I + E singulier is dan is er een x # 0 zo dat (I + E)x = 0,

dus % = -Ex, dus llx!l £ {IE| Ixll, dus (daar llxIl > 0} IEW = 1.

P ) -1 . .

Zij nu fEl < 1 eny = (I + E) x. Dan is y = X -~ Ey, dus lyll s ilxll + BEI Ky,

dus Iy ll = HxII/ (I = HEI. Voor iedere x = 0 geldt dus
N+ B !
T=<l T -qup’

met de definitie van de matrixnorm volgt hieruit (4).

Zi) nu x + éx de oplossing van (2) met b = 0. Dan is, als x aan (1) voldoet,

(A + 6A)6x = —0Ax ,

dus (1 + & 'sa)yox = -a" sax .
-]
Als A "8AIl < t dan volgt hieruit met (4)

Hoxh A" 'eal
Txll < S
2y oA el

Als zelfs HA—IIIH6A|I< I dan kunnen we hiervoor schrijven
I6x Il -1 :
b T e cqadisan /il 5
I xII |- HA'IH Nsay | = c(AMISAT /AN

In de practijk is meestal c{A)ISAI/NAll << 1, zodat dan ook bij storlngen in
A het conditiegetal c(A) aangeeft hoeveel groter de relatieve veranderlng in
x'ls dan de relatieve verdnderlng in A. Men kan bewijzen dat er blj iedere A

en b een SA is zo dat Nex/Uxll = cCa)sall/lall.

In het geval dat zowel A als b variéren geldt (ga na)

|i6§u.< c(a) {u Al lepll } | (6)
Ixll = 1 c(USAI/TANLTAT ~ i bl

De vraag rijst hoe we zonder veel moeite het conditiegetal c(A) kunnen bepalen.

De~bepaling van A_l is natuurlijk mogelijk maar duur (na de bepaling van de

decompositie A = LU, die ca 1153 vermenigvuldigingen en delingen kost, kost
-l s UilL“ nog eens ca %153 vermenlgvuldlglngen en dellngen)

Daarentegen is, als we L en U kennen, het oplossen vainl een extra stelsel -

: bépaling van A

Az = d niet erg duur (ca n2 vermenlgvuldlglngen en dellngen) Voor ieder
rechterlid d geldt dat llzll = 1A~ dII Ita” 'Hlld” en dus
Lz h0All

ca) = 1A hnal 2 %)

han °

L

e
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Als d een "random" karakter heeft dan is als regel de ongelljkheld

HA-IQU <na”hi IdIl niet zo erg ver van gelijkheid en dan wordt door (7) een
redelijke schatting gegeven,

We bepalen nu met behulp van deze gevoeligheidsanalyse eerst een schatting

voor de zg. onvermijdbare fout bij het oplossen van een stelsel Ax = b,

d.w.z, de fout die veroorzaakt kan worden door een relatieve verandering van

de gegevens (de elementen van A en b) ter grootte van de machineprecisie n
(zie 0.3).

Veronderstel dus |8A, J[ < n[A | Iéb | = nlb.[. Dan is IsAl S nllAfL,
fiébii < nllbif en dus geldt voor de bljbehorende veranderlng §x volgens (6)
I éx Il Inc(A) .

<
B~ T-nc(a)

Hoewel het rechterlid in het algemeen niet gelijk is aan,maar een bovengrens
is voor de relatieve verandering in de oplossing ten gevolge van relatieve
veranderingen in de gegevens die niet groter zijn dan de machineprecisie,
kunnen we dit rechterlid, of, eenvoudiger, de grootheid nc{A), toch als maat
voor de onvermijdbare fout beschouwen (daar als regel c(A) wel enige malen
groter dan 1 is, is het weinig belangrijk om, zoals in 0.3, ook nog de rela-
tieve nauwkeurigheid waarmee het eindantwoord x voorgesteld kan worden in

rekening te brengen).

Vervolgens bepalen we met (6) uit de resultaten van 5.2.5.1 een bovengrens
voor de relatieve fout in de t.g.v. afrondfouten verkregen "oplossing”

X = x + 6x van het stelsel Ax = b

Vexll  cvurwuan
T = T= cOTFTAT

met (8)

HE I 2_Hull

< 3n .

Tl AT J
We constateren dat de schatting voor de relatieve fout in x tengevelge van
afrondfouten ca. een factor 3n lul/lAall groter is dan de hierboven gekozen
maat voor de onvermijdbare fout. Hieruit volgt dat het oplossing van
lineaire stelsels door middel van Gauss eliminatie met partial pivoting
numeriek stabiel is in de zin van 0.3 voor die klasse van matrices waarvoor

HUI/MAIN niet te groot is, bijv. IUHI/FAIN < n,

De bovengrens (8) is een theoretische bovengrens die als regel nogal pessimis-
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tisch is. Beter is het, een zg. a posteriori foutenschatting te maken. Hiertoe-
bepaalt men, nadat een niet exacte oplossing x verkregen is, eerst het zg.

re51du

r=b-AX. - (9)
Dit moet in zg. dubbele lengte gebeuren, anders vindt men t.g.v. cijferverlies
vaak geen enkel goed cijfer in X.

Uit (9) volgt dat exact geldt

x=A b= g + A r .

Men bepaalt daarom (met behulp van de feeds bekende decompositie van A) de
oplossing van het stelsel Ay = r, waarmee een benadering ; voor het verschil
‘tussen X en x gevonden wordt. Vaak zal men als betere benadering voor de op-
10551ng nu niet x, doch x-by accepteren {met helaas weer onbekende fout).

Men noemt deze hande1w1Jze (die eventueel enkele malen herhaald kan worden)
naltereren. |

Als, zoals in 4.1.2.1, aangetoond is, g exact voldoet aan (A'+F)g = b dan is
T = Fg, zo dat r een min of meer random karakter heeft. Daaruit volgt dat,

zoals in (7), H;H IANN |l een redelijk scherpe ondergrens voor c(A) is.
Nb. Als r = Fx met IFW/lIAll ~ n, dan is

Izl ey IAWXS
ol T&l ~ TG

en daar het kan voorkomen dat "EH'~.IAJHEILkan HEIVHEIiQan de orde n zijn
terwijl toch lx - xll /x| van de orde c(A)n is. Men trekke dus geen optimis=~
fiSche conclusies uit de kleinﬁeid van het residu!
.Voprbeeld (afkomstig van Kahan):

(1,2969 - 0.8648 {0.8642
A= lo.2161 0.1441} » b= lo;1440} :

.Het residu bij g = (0,9911, —0.4870)T is (exact) r = ( 10" 8, IO -8),
_&e exacte opiossing is echter x = (2, —2)T' De matrix A moet dus extreem
gSLELht gecondltloneerd zijn, want x - x is op10551ng bij rechterlld r, dus _
moet HA > Hx~ xH/HrH = 1.5130,,8. Inderdaad bllet dat (exact) det(A) = 10 -8
en dus (regel van Cramer)

| [ 0.1441  ~0,8648)

PULESEYS

107 {-0,2161 11,2969 °*

waarult volgt A 'l = I.STBOIOS.




5.2.6.

5,2.6.1.

Lineaire stelsels met speciale matrices ([21, 5.4)

Hoewel de hierboven besproken methoden van Gauss en Crout altijd werken, is
er een aantal typen matrices met een speciale structuur, waarvoor dank zij

deze structuur de eliminatie op een voordeliger manier kan worden uitgevoerd.

Positief definiete matrices

Een matrix A heet symmetrisch als Ai = A (dus Aij = Aji) en positief definiet

als hij symmetrisch is en bovendien voor iedere x # 0

xTax > 0, (N

.. . . . T .
Dergelijke matrices komen in veel toepassingen voor, X Ax 1s dan meestal de
toename van de potentiele energie van een systeem bij een afwijking x van
een stabiele evenwichtsstand.

We merken nu de volgende zaken op:

a) Zij A symmetrisch. Stel dat A een LU-decompositie (zonder verwisselen) heeft
(dew.z. alle pivots zijn # 0). Dan is

LU =4-= AT = UTLT

)

*
en dus

o T LT, (2)

Nu is de inverse van een linksondermatrix L een linksondermatrix (ga na,

merk op dat als e de k-de eenheidsvector is, de eerste k-1 componenten

k
van de oplossing x van Lx = ey nul zijn) en analoog voor rechtsbovenmatri-
ces. Dus is in (2) het linkerlid rechtsboven en het rechterlid linksonder,

beide zijn dus gelijk aan een diagonaalmatrix D. Derhalve U = oLt en

a=rLotl, (3)

b) Zij nu A positief definiet. Stel dat A een LU decompositie en dus een decompo-
sitie van de vorm (3) heeft. Dan zijn alle diagonaalelementen Dkk positief,

. . -T Ty = =
Dit volgt uit (1) door te nemen x=1L N waarvoor X Ax = nggk Dkk'

*) i

Daar (LT)— = (L-])T (ga na) schrijven we hiervoor L_T.
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‘eerste slag van de Gauss-eliminatie lukt, volgt uit (1): neem daarin x=e

= 5-29 =
Er is in dit geval dus ook een diagonaalmatrix D met positieve diagonaal-
elementen zodat D = D> en als we stellen © = L dan is
a=1it, ()
1).

~

met L linksonder (en Eii > 0, maar in het algemeen niet Lii

We bewijzen nu door volledige inductie dat elke positief definiete A een

LU-decompositie heeft.

Het geval n = | is natuurlijk triviaal. Stel n > 1. Dat in dit geval de

T
1A

eerste slag van de eliminatie over blijft, weer positief definiet .is. Zij

dan zien we 0 < e | = &)+ We bewijzen nu dat de matrix A; ’, die na de

(1)
1

(met a, = All een getal, a, een (n-1)~-vector, Al een (n-1) % (n-1)-matrix)

dan ontstaat na één slag vegen de matrix

met

(waarin -L-glgf de {n-1) x (n-1)-matrix met elementen AilAlj/All’ i, 2 2 is).

@

Afl> is_kénnelijk symmetrisch. Om te bewijzen.dat hij ook positief definiet
£ | .

is, nemen we in (1) x = ;l - Dan is (ga na)
- : xTa 2

T, _ 2 T T ~ 121 T, (1)
EAX = By *2Eixa) oA = “1[51 M J YoEA TR
Hieruit volgt (waarom?) dat_gTAfl)g (1)

1 > 0 voor x, # 0, dus A7 is positief
definiet. '

Uit de inductieverondefstelliﬁg volgt nu dat Afl) een LU-decompositie heeft:

Afl) = LIUI' Derhalve is (ga na) de LU-decompositie van A

We schrijvende —nu voor elke positief definiete matrix geldende- splitsing
maar weer als . .
A = LL - (5) -~

en vragen of we L ook rechtstreeks kunnen berekenen. Uit (5) volgt voor i = k' -




K k=
Ape = L Ml T QEI Mok * Bt
en dus
k=1
- - 2,4
Lige = (e n£1 Lig?
k=1

Lig = 4y - zzx Lighug)/Lygs 1> K-

Hiermee kunnen we L dus kolomsgewijs bepalen. Dit is de zg. algoritme wvan

Cholesky. Het aantal bewerkingen is van de orde van %-nB vermenigvuldigin-
gen en delingen en n worteltrekkingen, dus (dank zijn de symmetrie) ca.

de helft van wat bij Gauss of Crout nodig is. En hoewel niet noodzakelijk

lLikl/ka < 1 is, is de numerieke stabiliteit voortreffelijk. Voor de ver-

kregen L geldt namelijk, analoog aan 5.2.5.1,

il = A+ &
me: €

min(i,j)

i5 7 G tiehiefieg €5 5 bOn
Hieruit wvolgt
min{i,]) '
}Eijl < (n+1)n ﬁgl lLizl’szl .

Daar voor de exacte waarden geldt

(B I
[y
O
t
>

L

en dus, met de ongelijkheid wvan Cauchy,

min(i,j) , min@,j) , min(i,)) A
L, LZ . LS < A A,
¢ a£1 Ly 1Ly D7 = QEI iy lﬁ, je ® Mg

geldt, afgezien van hogere orde termen

lEijl < (n+1)n VAiiAjj < (n+1)n HAD,, HEN < a{n + DnlAl_ .
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5.2.6.3,

 7n bewerkingen kost -zie 5.2.6.4- hebben we met behoud van de numerieke F
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Symmetrische matrices

Als A symmetrisch maar niet positief definiet is dan geldt niet altijd dat
er een links ondermatrix L en een diagonaalmatrix D is zo dat A = LOLT (neem
bv. het geval dat All = 0). En als het wel kan dan kunnen elementen van D

willekeurig groot worden, hetgeen numerieke instabiliteit betekent, Voorbeeld:
a b ] a 1 b/a

b < b/a 1 c-b%/a 1]

a18132>> lac| dan gaan bij de aftrekking'c-(bzla) de achterste cijfers.van

¢ verloren. Er bestaan echter wel numeriek stabiele algoritmen om in ca

%-nB bewerkingen A te splitsen als

A = BTBY ,

‘ . _ .. T .
waarin B een matrix is waarvoor de stelsels Bc = b en B x = E_eenvoudlg op~
losbaar zijn (B is bv. op rijverwisselingen na een linksondermatrix) en de
matrix T een symmetrische tridiagonale matrix is (d.w.z. Tij = 0 voor

|1 - j] > 1). Daar het numeriek stabiel oplossen van een stelsel Td = ¢ ca.

stabiliteit eenzelfde besparing verkregen als bij Cholesky. Nb. Natuurlijk
hoeft men van een symmetrische matrix slechts het.linksonderdeel (+ diagonaal)
op te slaan; dat kan in een een-dimensionaal array ALl : n x (n+l) + 2] door

het element Aij op de plaats Ali x (i~1) + 2 + j] te schrijven.

Bandmatrices

*)

A heet bandmatrixmet bandbreedte d als

Aij =0 wvoor |i - il > 4.

Op de i~de rij zijn dus hoogstens de elementen Aij met
i-dsjsi+d
ongelijk nul. _ _
Iets algemener heet A een bandmatrix met linkerbandbreedte dz, resp. rechter—

bandbreedte dr' als

Aij =0 voori-j> d2 Tesp. Aij = { voor j — i > dr .

Anderen noemen in dit geval de bandbreedte 2d + 1,
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Nu geldt: als A linkerbandbreedte d, en A' linkerbandbreedte di heeft dan
heeft AA' linkerbandbreedte dl + di. Imaers, in

n
t - 1
(AA") 5 QZI Aot

kan een term AizAij alleen ongelijk nul zijn als zowel i - £ < d, als

£ - j S'dé en hiervoor is nodig i -~ j < d, + dg. Voor i ~ j > d, +dy zijn
dus alle termen rechts gelijk aan nul.

Een direct geveolg van deze stelling is: Als A linkerbandbreedte d, en rech-
terbandbreedte dr heeft en A heeft een LU-decompositie (zonder verwisselen),
dan heeft L linkerbandbreedte d, . Dit volgt uit L = av”! en het feit dat U '
rechtsboven is en dus linkerbandbreedte 0 heeft. Analoog: U heeft rechter-
bandbreedte dr' Dit resultaat betekent dat we bij Gauss of Crout veel minder
elementen van L en U uit hoeven te rekenen en dat de sommen ZLigUzj ook vrij
kort zijn. Het gevolg is dat de eliminatie nu ca. ndg(dr-bl) bewerkingen kost.
Als we terwille van de numerieke stabiliteit met rijverwisselingen werken dan
hoeven we bij het zoeken naar een geschikte pivot slechts da + | elementen

te bekijken en daaruit blijkt na enig denken dat de bandbreedte van L ook nu
dﬂ is en dat die van U hoogstens dr + dz wordt, Gebruikmaking van een algo-
ritme die rekening houdt met de bandstructuur is dus voordelig zodra dr en

dl kleiner dan ca. %-n zijn.

OEmerkinEen

1) Behandeling van een rechterlid kost, als bij de eliminatie niet verwis—
seld wordt, ca. n(d2 + dr + 1)} bewerkingen en als wel verwisseld wordt

ca. n(2d, + dr + 1) bewerkingen.

2
2) Men kan de niet triviale elementen van een bandmatrix opslaan in een

£
eliminatie met verwisselingen declareert men liefst een array
: -d
Al n,-d,

dan op de plaatsen van de corresponderende Aij komen,

array ALl : n,-d, : dr]: het element Aij staat dan in Ali,j-il. Voor

: dz + dr]' De niet-triviale elementen van L én U kunnen
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2.6.4. Tridiagonaalmatrices

Onder de bandmatrices nemen de tridiagonaalmatrices (bandmatrices met
dﬂ = dr = 1) een speciale plaats in omdat ze veel voorkomen en omdat de al-
goritmen bijzonder eenvoudig worden. Meestal noteert men een stelsel met een

tridiagonale matrix als Ax = d met

r 3
3 9
b2 a2 c2
N \ \
AN [
A = \\ N \\ .
\ N \c
N AN n-1
N N
b \a
| n n

en bergt men de elementen a, bi en c. op in afzonderlijke een-dimensionale
arrays. Eliminatie zonder verwisseling is bijzonder eenvoudig, zie § 3.5.2
-voOr een programma. We beschrijven nu eliminatie met verwisselen, Neem aan
dat we na de k—-1steslagals k-de vergelijking (dus als bovenste vergelij-
king van het stelsel met matrix A(k"l)) hebben gekregen

P ¥ e T (D
en dat de vergelijkingen k+ 1 t/m n onveranderd zijn (deze bewering geldt
als k = 1 met p1=cl,ql=cl, 1:l .
wotdén met behulp van (1) of van de nog ongewijzigde k+l-ste vergelijking

O™t ak+ix1_c+i f_°k+ixk+2 * e : (2)

(de vergelijkingén k+2 t/m n bevatten X, niet!) ., Als -IIJ‘J-2 |bk+1[ dan

gfdl)" Dan moet in de k-de slag X, geelimineerd

wordt (1) de k-de vergelijking van het driehoeksstelsel en I_crijgen we met

2

-2

o e e

Ueat 37 Pt/ Pod Praf™ B T Ry X 9

Bl T Okl Tt P Gy TRl X T
als nieuwe k + :l‘Ste-ve.rgelijking

Prrtierl ¥ e ¥ie2 T Thel ¢ , } D .
Als libk-!-ll > [pk| dan wordt . (2) de k-de vergelijking van het driehoeksstel- ’,f

sel en de nieuwe k + l1-ste vergelijking heeft de vorm (3) met
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R, = ] s3 - .
1 = Pe/Prers Py T T el X By
thallint % H 1= -
s kel Skert? Tkat T T T P C Y

Hiermee zijn we dus weer in de uitgangssituatie terug. Tevens zien we

-~ het rechterdriehoeksstelsel heeft hoogstensrechter. bandbreedte 2,

- de eliminatie kost hoogstens ca. 3n, bewerking van een rechterlid hoogstens
ca, 4n vermenigvuldigingen en delingen,

IJl-bezette matrices (sparse matrices)

In de laatste jaren is er toenemende aandacht voor zeer grote matrices
(n ~ 1000 3 10000) met slechts een kleine aantal niet-nullen per rij (bv.
enkele tientallen), min of meer onregelmatig verdeeld over de matrix. In di-
verse toepassingen komen deze voor, bv. in netwerkproblemen en bij het oplos-—
sen van partiele differentiaalvergelijkingen met zg. elementenmethoden.
Een eerste probleem is hoe men de niet-triviale elementen van zo'n matrix
handzaam opslaat. De volgende methode is mogelijk. Zij N het aantal niet~
nullen onder de matrixelementen. Declareer dan een real array A[1:N], een
integer array index[1:N] en een integer array rowend[0:nl. Berg de niet-
triviale elementen van A in "lexicografische" volgorde (d.w.z. rijsgewijs)
op in A, noteer de kolomindices van deze elementen op de corresponderende
plaatsen in index en noteer in rowend[i] het plaatsnummer van het laatste
niet-triviale element van de i-de rij. Om te zien hoe menmet een aldus opge-
slagen matrix A werkt beschouwen we de matrix maal vector operatie Y = Ax.
Hiervoor geldt voor i = 1,...,n (ga na)

rowend[1i]
y. = z AlR] x x[index[2]1] .

L=rowend[i-1]+1]
Voor het uitvoeren van ingewikkelder berekeningen is dit opbergschema wat
minder geschikt, Een schema waarbij men aan de matrix gemakkelijk nieuwe
niet-nul elementen kan toevoegen is het volgende. Declareer een real array
A[1:N], integer arrays index, next[1:N] en rowstart, rownumber[l:n] met N
voldoende groot (in een machine met''virtual storage" geefthet weinig of we
N te groot nemen). Zet in A de matrixelementen in willekeurige volgorde en
in de corresponderende plaatsen van index en next resp. de kolomindex van
het element en de plaats in A waar het eerstvolgende . (in lexicografische

zin) niet-triviale element van de matrix staat; rowstart[i] bevat de plaats
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in A waar het eerste niet-triviale element uit de i-de rij staat en row-
number(1] is het aantal niet-triviale elementen in de i-de rij. Ga na
hoe men bij dit schema gemakkelijk nieuwe elementen aan de matrix kan toe-

voegen.

Gaan we in een ijl-bezette matrix elimineren dan creéren we als regel een
aantal nieuwe niet-triviale elementen (de matrix "loopt vol"). Als we in

de eerste slag Akﬂ als pivot kiezen (d.w.z. x, elimineren met behulp van

£
de k-de vergelijking) dan geldt: voor alle i en j met A. ig * 0 en Akj 2 0 is
i;) Aij en dus als regel # 0 (dat zo'n A( ) ook weleens 0 wordt is

"toevallig geluk" en wordt meestal genegeerd) Was Aii = 0 dan ontstaat
dus een nieuw niet~triviaal element dat moet worden opgeborgen en een rol
speelt bij de volgende eliminatieslagen. Het is dus van belang de pivot-
keuze zo te doen dat deze "fill~in" geminimaliseerd wordt (onder behoud
van een zekere mate van numerieke stabiliteit). Hiervoor zijn vele strate-
gieén ontwikkeld. Vaak gebruikt men daarbij graphen als huipmiddel. Bijvoor-
beeld kanmen aan een symmetrischematrix A toevoegen een graph met n knooppunten
die corresponderen met de diagonaalelementen van A en een tak tussen knoop-
punten i en j dan en slechts dan als'Aij 2 0. Elimineert men nu met Akk als
pivot dan ontstaat een nieuwe tak tussen (i,j) dan en slechts dan als de

punten i en j niet rechtstreeks maar wel via punt k met elkaar verbonden

war ijk al = A, A, .
waren (namelijk als Aij 0 en 1kAkJ # 0)

Voorbeeld:
x x x x 0]
X X 0 0 X
A= |x 0 X 0 X
0 X X
X X X X

Begint men de eliminatie met A]] als pivot dan ontstaan nieuwe takken (2,3),

(2 4) en (3,4), zodat A( ) helemaal vol is. Begint. men met A,, als eerste
pivot dan ontstaat een nieuwe tak (1,5) en als men daarna A33 en AAA als
pivot kiest dan komen er geen nieuwe takken meer bij.

Een minder zuinig, maar voor Cholesky-decompositie erg handlg opbergschema

voor positief definiete matrices is het Zg. proflel—opbergschema.

Hierbij gaan we uit van de opmerking dat bij de -Cholesky-algorithme (zie
5.2.6,1) geldt (ga na):
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als Aij =0voor | <j < i—pi, dan is ook Lij = 0 voor | £ 3j < i—pi .

Dat wil zeggen, als in de i—de-rij Ai i-p het meest linkse niet~triviale

,i-p.
i
element is, dan kunnen bij de eliminatie hoogstens de plaatsen Ai imp +1 t/m
s 17D,
: i
A "vollopen'. Reserveren we dus voor het strict linksonder deel van de

i,i-1
i-de rij P plaatsen in een een-dimensionaal array (waar aanvankelijk de ele-
menten A, . t/m A
i,i-p;
daarnaast een array met lengte n voor de diagonaal, dan hoevenwe tijdens de

i,i-1 opgeborgen worden, ook degene die nul zijn) en
eliminatie geen enkele nieuwe plaats meer te creéren. Men noemt de rij getallen
Plse-esP, het profiel van de matrix. Men kan onder behoud van de positief
definietheid het profiel van een matrix veranderen door de rijen en de kolommen
op dezelfde wijze te permuteren, of anders: door de vergelijkingen en de bij-—
behorende (!) onbekenden anders te nummeren. Het is dus voordelig, vergelij-
kingen en onbekenden zo te nummeren, dat Zpi min of meer minimaal is., Hiervoor

bestaan algorithmen, o,a, het algorithme van Cuthill en McKee.

5.3. Iteratieve methoden ([2], 5,7)

5.3,14 De methoden van Jacobi en van Gauss—-Seildel

We beschouwen de volgende iteratiemethode voor de oplossing van Ax = b.
Neem aan dat de diagonaalelementen Aii alle # 0 zijn. Schrijf dan de verge-—

lijkingen als

i
Z1j EFk) een (k—-de) benadering voor de oplossing. Bepaal dan zﬁk+]) uit
(k+1) (k)
X = (b, - z A.. x27)/A,.
i i séi i1 7] ii

= 4 (k) - (k) .
X (bi § Aij e )/Aii . i=1,...,1 »

Dit is het iteratieproces van Jacobi.

Een voor de hand liggende variant is

(k+1) (k+1) (k)
X, ¢= {b., Z A.. x. - Z A., x27)/A..
i i jei ii 7j 51 i 73 ii
(k) (k+1) (k) .
= x; + (b, Z A.. Z A.. x:7)/A . i=1,...,0.
i 54i ij 7j i5i ij %j ii
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Dit is het proces van Gauss-Seidel, Hier gebruiken we nieuw berekende compo-—

nenten xgk+l) zodra we ze hebben., Bij Jacobi blijven we de oude x§k) gebruiken
k+1 .
tot we alle x§ ) bepaald hebben. Men spreekt van simultaneous displacement

of Gesamtschrittverfahren bij Jacobi en van successive displacement of

Einzelschrittverfahren bij Gauss-Seidel.

Om de convergentie van deze processen te onderzoeken schrijven we ze eerst
in vectornotatie.

2ij

=g
1

D-B=D-L-U,

waarin

D = het diagonale deel van A,

=L = het strict linksonder deel van A,
-U = het strict rechtsboven deel van A,
-B =

L + U = het buitendiagonale deel van A.

Dan kunnen we voor Jacobi schrijven

(k)

DE(k+l) = b + Bx ,

en voor Gauss—Seidel

0~ LxF <y 4 o

Als nu x de oplossing van het stelsel Ax = h is en

SO0

de fout in de k-de benadering is, dan geldt (ga na) bij Jacobi, resp.
Gauss—Seidel
= D—lBy(k) s

k+1
24

y(k+l) - - L)~lu1(k)

-

Convergentie betekent lim_z(k) = Q'(voor iedere y(O)j. Een voldoende voorwaarde
koo -
‘hieryoor is kennelijk
HD?IBH £ XA <1, resp. (D - L)—lUlls A<l : (1)
Cwant dan is 1y N < kO,

Men kan bewijzen dat een nodige en voldoende voorwaarde voor convergentic . L

is
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PR -1
p(D B) <1, resp p((D-1L) 'U) <1,
waarin met p(C) de in absolute waarde grootste eigenwaarde van -C bedoeld

wordt,

OEmerking‘

Beide processen zijn van de vorm x

(k+1) E(E(k))' zoals behandeld in 1.4.2,

Toepassing van de daar genoemde globale convergentiestelling met L = i,

4 = 0 en een geschikte R levert direct dat de voorwaarden (1) voldoende zijn

voor convergentie (ga na!l).

Stelling

Als de matrix A zg. diagonaaldominant is, dat wil zeggen:

j;iIAijl <lagl A=l 2)

dan is A niet singulier en de processen van Jacobi en Gauss-Seidel con-

vergeren.

Bewijs

Uit (2) volgt dat alle Al # 0, dus D is regulier en

-1 1
ID "Bl = max( YolaLL ) =A< 1. (3)
P EVPU I P ¥

. . . -1 -1 . .
Hieruit volgt met een resultaat uit 5.2.5.2 dat D A= 1-D B regulier is,
dus A ook. En tevens volgt uit (3) dat Jacobi convergent is.

De convergentie van Gauss-Seidel bewijzen we door aan te tonen dat uit (3)

volgt dat

I - L)"'UNm < A (4)

Zij voor gegeven y # 0, z = (D}-L)_le. Dan is
z = D_l(LE + Uy)
en dus voor i = |,...,n
-1
lz,| = |p,.] C) L., + ¥ |u..])
i ii i< ij >4 ij
* max(lz]|9---slzi_i|Iyi+l|:---:|yn|):

waarult volgt
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2l < 107 (L+U) i _max(iz W Jlyl) = A maxCizhiyl)

De veronderstelling max(fzlllyl) = llzIll leidt tot O < Nzl <Allzll, hetgeen

onmogelijk is daar A < 1, Derhalve geldt voor iedere Yy dat lizli < allyll en
dat impliceert (4). ' _ B

In de praktijk zijn deze iteratiemethoden langzamer dan directe'methoden

behalve in de volgende gevallen:

'a) A is zo klein en/of de beginschatting 5(0) is 2o goed en/of de te be-
reiken nauwkeurigheid is zo gering dat niet meer dan %11 iteratieslagen.
gedaan hoeven te worden.

b) A heeft zeer weinig elementen # 0 en deze liggen bovendien onregelma-

tig verspreid. Bij eliminatie "lopen L en U dan vol", terwijl de som—

men FA..xgk) juist eenvoudig te berekenen zijn.
1] 3

¢) In sommige toepassingen (randwaardeproblemen bij gewone en partiéle
differentiatievergelijkingen) treden zeer grote stelsels op (n ~ 1000

a 10000), met matrices met een zeer klein aantal (bv. 5n) elementen # Q).

‘Hier zijn iteratieve methoden vrijwel onmisbaar, ook al convergeren

ze langzaam. Er is een heel arsenaal van iteratiemethoden die voor

speciale problemen snellere convergentie geven,

Systematische overrelaxatie ($.0.R,)

Schrijf het Gauss-Seidel proces als

b0 00y [y () D G0

(k+1)

en merk op dat de i-de component van x verkregen wordt door de i~de component

. ) + .
van het residu b - Ax te berekenenmet de nieuwe waarden x(k l)t/rnx(kﬂ)

- 1-1
. + .
ik)tﬁn xik). De nieuwe waarde xgk D is dan zo dat

i
. , . - . + . .
als in de berekening van het (i-de) residu xgk b in plaats van x(k) gebruike

en de oude waarden x

wordt,dit residunul wordt (ga na).Menzei(bijbepaaldenmchanica¥toepassingen)
dat de i-de vergelijking gerelaxeerd (ontspannen) wordt. En men consta-

teerde dat de convergentie versneld kon worden door enigszins te over-

(k+1)

relaxeren, d.w.z. door x te bepalen uit

O D5 [ WL (O BRI S DRSO

D(x

S e e R B A e B o e R B S R T I i B



met geschikte w > 1|, Dat is het zogenaamde S.0.R, (systematische over-
relaxatie) proces., Voor matrices A van een bepaalde structuur (die o.a,
voorkomt bij discretisatie van partiéle differentiaalvergelijkingen,

zie 4.3) kan men theoretisch aangeven wat de beste waarde van w en de
te behalen convergentiesnelheid is, Ook hier gaat het om de grootste

. + .
eigenwaarde van de matrix waarmee de fout z(k D verkregen wordt uit z(k);

1
D)

© - L)' - WD+ wy .

We gaan daar hier niet verder op in, zie echter 4.3 voor een bijzonder

geval,
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6. Kleinste kwadraten aanpassing (L21, 5.7)

Zij A een m x n matrix met m > n, b een vector met m componenten. Dan

heeft het stelsel
Ax = b (1)

als regel geen oplossing x (een vector met n componenten) omdat er meer
vergelijkingen dan onbekenden zijn. Wel kunnen we vragen: is er een ¥ zo ;

dat voor iedere x geldt
lAx - bll = 1A% - bl

Men noemt AX dan een beste approximatie voor b. Kiezen we als norm de
2-norm dan spreken we van kleinste kwadraten—approximatie of -aanpassing

omdat we dan minimaliseren de kwadratensom

m n - 2 ’
0 = b - Axlp = § b, - A x)% 2)
i=1 j=1

(Men noemt X in dit geval 00k wel de kleinste kwadraten oplossing van (1)
maar dat is misleidend, daar X als regel geen oplossing van (1) is.)

Over de betekenis van kleinste kwadraten aanpassing voor het aanpassen
van waarnemingen aan fysische en andere modellen spreken we in

hoofdstuk 8. Nb. In dit hoofdstuk wordt uitsluitend de 2-norm gebruikt.

.1. De normaalvergelijkingen

Een nodige voorwaarde voor het minimaal zijn van de functie ¢(x) uit (2)

in x = X is dat daar de gradiént van ¢(x) nul is. Dit leidt tot de ver-

gelijkingen
3 m - n
_Laxk - 2 izl Aik(bl—JZI A .xj) =0, k=1,,.,n,

of wel (ga na)
AT - Ax) = 0. | (3)

Dit zijn de zogenaamde normaalvergelijkingen van Gauss.
Hoewel zij niet het meest geschikt zijn voor de numerieke oplossing van het

kleinste kwadratenprobleem, bespreken we een aantal theoretische conclusies,
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i. Als de n kolommen van A onafhankelijk zijn dan is de matrix ATA p051t1ef

definiet. Want hij is duidelijk symmetrisch en xTA Ax = 0 impliceert Ax = Q,
dus x = 0. Het stelsel (3) heeft in dat geval dus voor iedere b een op-

lossing namelijk

= aTay ATy,

Uit
b-Ax = AR - x) + (b~ AR)
en AT(Q - AX) = Q volgt met Pythagoras dat

Ib - Axi? = lA(k - ) I° + Il ~ ARIP

en daaruit volgt dat b - Ax |l minimaal is dan en slechts dan als A(X - x) =

-~

dus als x = X.

2. Als de kolommen van A niet onafhankelijk zijn dan heeft het stelsel (3)
voor iedere b meerdere oplossingen, waarbij echter Ax eenduidig bepaald is.

We gaan daar hier niet verder op in (zie evenwel 9.le),

T
Men kan de normaalvergelijkingen oplossen door C ;= ATA, ¢ = A'b te bepalen

en het stelsel

Cx = ¢

op te lossen met behulp van de methode van Cholesky. De invloed van afrond-
fouten hierbij wordt bepaald door het conditiegetal van C. We zullen zien dat
dat het kwadraat is van het conditiegetal van A, als we dat verstandig definie-
ren voor een niet-verkante matrix.

Zij namelijk (voor het geval dat de kolommen van A onafhankelijk zijn)

HAx il Il Ax i
c(A) 3= max ——j— / min —pe— ST
st X
Daar voor vierkante matrices geldt: als de kolommen van A onafhankelijk zijn dan

is A regulier en dan is

IIA_]yII uxu( I Axll -1

-1y _ -
fa "I = ;:: max -——-" min -—;Il-. ,

is deze definitie een generalisatie van de oude definitie., Gebruiken we de
2-notm dan geldt, als C = AIA,
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X Cx / mi 5?05
T min T
Xx XX

cz(A)

]
g
3]
®

3

grootste eigenwaarde van C/kleinste eigenwaarde van C

o icic” ' = c(o) .

n

Dit is de reden dat bij het opstellen en oplossen van de normaalvergelijkingen
meer nauwkeurigheidsverlies optreedt dan bij andere methoden om (2) te mini-

maliseren.

Orthogonale transformatie van het kleinste kwadraten probleem, ([2], 5.7.2)

Zi] Q een zg. orthogonale mxm matrix, d.w.z.
T
QQ=1.
Dan is voor iedere y
2 T.T T 2
"QXHZ =yQQ=yy=lyl. (1)

Stel nu dat we een orthogonale Q kunnen vinden zo dat

QA = R (2)
met
Ryp »»- R]n
. (R
R = Ran| = {T%] ’ - (3)
0..... 0
0 .eeet O

waarin R, een n X n rechtsbovenmatrix is. Als de kolommen van A onafhankelijk
zijn dan is R, regulier (dus alle R,y #0). We kunnen het kleinste kwadraten
brobleem dan als volgt oplossen. Zij

c

£

®b-e- o

waarbi] <4 bestaat uit de eerste n componenten van c.

Met (1) volgt dan uit (2), (3), (4) en Pythagoras
b - axi = Qb - Ax) I = llc - RxIP

2 2
=lle, - Rx I +lic, I” .

4)
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Het is duidelijk dat het rechterlid minimaal is dan en slechts dan als

x = X waarin X oplossing is van
R.X = ¢ (5)

{daar R1 regulier is heeft dit nxn-stelsel een eenduidige oplossing). En de

norm van de residu-vector
r=> - AX - (6)

is dan gelijk aan H£2|L

Bepalend voor de nauwkeurigheid waarmee X uit (5) opgelost kan worden is het

conditiegetal van R|. Daar voor iedere x

Naxl = HQaxh = IRxH = NR xII

geldt (ga na)
C(Rl) = C(A) ]

zodat bij deze methode om het kleinste kwadraten probleem op te lossen geen
kwadratering van het conditiegetal (en dus onnodig nauwkeurigheidsverlies)
optreedt.

In 6.3 zullen we zien dat het inderdaad mogelijk is om een orthogonale trans-
formatie Q@ te vinden waarvoor (2) geldt. Men geeft daarom tegenwoordig de
vootkeur aan behandeling van het kleinste kwadraten probleem met de hier ge-—

schetste methode boven het opstellen en oplossen (met Cholesky) van de normaal-

vergelijkingen.

Opmerking
T T T T T T
Er geldt AA=RR = R]R] en Ab=Rg¢g=R

1€ zodat ¥ = R_lc inderdaad aan
de normaalvergelijkingen voldoet,

P =l

. . . T . -1 . o
Ook volgt hieruit dat de matrix (A A) ', die voor bepaalde statistische toe-

. . . -1 ~1_-T
passingen nodig is, berekend kan worden uit RI: (ATA) = Rl Rl .
De transformatie van Householder ([18], 3.4)
Zij u een gegeven m-vector met lengte 1| (d.w.z., WEﬂg = E?E = 1) en P de
mxm~-matrix
P=1- 222? (1)

{dus Pij = § - 2uiuj).

1]
Dan is P de matrix van de loodrechte spiegeling aan het vlak door de oorsprong

loodrecht op u, want Pu = -u en Px = x als x 1 u.
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We merken op dat P symmetrisch en ook orthogonaal is, want

PTP=P2=I—41_JL_1T+4uuTuuT=I.

Daaruit (of uit de meetkundige interpretatie) volgt dat voor iedere x geldt
Ipxll = x|,

Kunnen we bij gegeven vector v de vector u zo bepalen dat
Pv = ce, , (2)
waarin e de eerste eenheidsvector is? Dan moet zeker

la| = HPvi =Nyl . (3)

We schrijven P liever in de met (1) equivalente vorm

P=1-5 'ww met B = ju'w | - (4)
dit klopt met (1): neem u = (ZB)mﬁg).
Uit (2) en (4) volgt dan

o, = Pv = v - (B_lev)w .

en daaraan kunnen we voldoen door te nemen

E=X‘“21s3=_‘iT_‘L- (5)

Dit is een voordelige keus omdat w slechts in de eerste component verschilt
van v o w

=V, —o,w, =V, voor 1 2 2,
! ] i i

Uit (5) en (3) volgt

g = HT! = !T! - Q«_E']I"'! = Cl.2 - uv] - G(G-VI) = 0w

e
-Daar dan

yTy - Tg - ZGET! + a2 = 2a2 -IZav] =28,

<

voldoen de gekozen w en B inderdaad aan de nevenconditie uit (4).

Rest nog de keuze van het teken van o. Omdat B bepaald wordt metbehulp*vanwcr-vl

mag bij deze aftrekking geen cijferverlies optreden; dit wordt bereikt door te

némen
a i=if v, > 0 then - lvii else vl .

Het blijkt dat met deze keus de numerieke stabiliteit en ook de vrijwel-ortho-

gonaliteilt van P verzekerd is.

e e e T T L et




We hoeven P niet expliciet te berekenen en op te slaan in een mxm-array.
Want om een vector y met P te vermenigvuldigen moeten we bepalen

z=Py=y - (8 Wy .

Het is dus voldoende om § en w te bewaren. Bovendien vergt de bepaling van
z op deze wijze slechts 2m verménigvuldigingen en &&n deling (tegen m2 ver-
menigvuldigingen als we P als matrix hadden opgeslagen).

De transformatie P wordt Householder-transformatie genoemd.

Analoog aan (2) kunnen we van P eisen dat voor een gegeven vector

v
—1

<
1]

L2

waarin v. k — 1 en v, m - k + | componenten heeft, geldt
P = .E.l_. = !l
At aly o) 7 %k

~

waarin i de k-de eenheidsvector is, waarvan de eerste k-1 elementen zijn
- e s
weggelaten (dus Ek in R" k l). We moeten dan nemen
0
= 4 = — = - = - -
o __HEZH, w=lo—F » B oy a(vk a) .
—2 "k
Voor een willekeurige vector y geldt dan ook dat de eerste k = | componenten

van Py dezelfde zijn als die van y.

Op deze wijze kunnen we nu bij een gegeven mxn-matrix A achtereenvolgens

Householdertransformaties Py,evs,P vinden zo dat

Pn res P]A = R | (6)

waarbij R de vorm (3) uit 6.2 heeft.

Zij ni. a, de k~de kolom van A. Neem P, 2o dat P.a, = R e

I 1—=1 1

1" Daarna P2 zo dat

Rio
R

P,(P a,) = =
2= 2252

en zo voort. In het algemeen nemen we P, zo dat

k

le

k-1 B3 T Ry
Rk

Pk(P
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Daar voor iedere y de eerste k ~ | componenten van sz dezelfde zijn als

die van y volgt nu direct dat het rechterlid van (6) de gewenste vorm heeft.

We kunnen de gegevens betreffende P],...,Pn'en R grotendeels opslaan in het
array waar A stond: boven de diagonaal de boven-diagonaalelementen van R, op
en onder de diagonaal de niet-triviale elementen van Woge..,W De diagonaal-

elementen van R bergen we op in een apart een—dimensionaal arrale; de getallen

Bl,...,sn zijn dan cok bekend: Bk = -Dk X Akk'

Ga nu na dat het volgende stukje programma eerst bij een gegeven A de trans-
formaties P]""’Pn en de matrix R bepaalt en daarna bij gegeven b de oplossing

X van het kleinste kwadraten probleem berekent.

for k := | step 1 until n do
begin comment bepaal de transformatie Pk;
m
- 2,
§ i= .E A

Dk 1= iﬁ-Akk > 0 then -sqrt(s) else sqrt(s);
Akk = Akk - Dk; beta := -Dk X Akk;
comment de elementen Alk tm Ak-l,k en Dk bevatten nu de k-de kolom R,

de elementen Akk tm Amk bevatten de elementen van Ek;

for j := k + 1 step 1 until n do

begin comment pas Pk toe op de j—de kolom van A;

o
s 1= ( Z Ai x Aij)/beta;

for i := k step 1 until mdo A,, := A,., - 8 x A,
—_— — 1] 1] ik

end

end;

for k := 1 step | until n do

begin comment pas Pk toe op de vector b;

e 8= (

nwﬂg'

A ><.b:].L)/-(-Dk x Ayads

for i :=~k step | untl} m_gg.bi H bi -5 X Aik

i=k

“end; | |
cgﬁméﬁt het éffay b bevat nu de vector ¢ =Qb, los nu x op uit R;x =:El;
.;w:'r . i : .  -' N : o . .

“for k := n step -1 until 1 do x, i= (b, -.j=§+l Ays X x;)/Dy.

3
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De Gram-Schmidt algorithme ([2], 5.7.2)

Uit 6.2 en 6,3 volgt: als A eén m n-matrix is met onafhankelijke kolommen

dan is er een orthogonale mxm~matrix Q zo dat
Rl
QA= R = |[—
0

met Rl nxn, rechtsboven en regulier.

Dit is equivalent met

R
“QT[_'].

Lo
T ..
Noem nu de eerste n kolommen van Q Gysreesq en zij Q] e (q1 .es gn).
Dan geldt (omdat de kolommen van QT onderling orthonormaal zijn)
To =1 en A=QR (1
Q=1 em B B

(met 1 de nxn eenheidsmatrix).

11

Kennis van Q, en R, is voldoende voor oplossing van het kleinste kwadraten-
probleem, want uit (1) volgt

AlA = Rfkl , AT1_3 = R'qug

zodat de normaalvergelijkingen luiden

T T T
R}R|§ . R[Q]E ’

wat (omdat RT regulier is) equivalent is met

T
R]l{:E !Elgql.b.'

(Merk op dat dit hetzelfde is als de formules (5} en (4) uit 6.2).

De vraag rijst of Q, en R, die aan (1) voldoen niet rechtstreekser dan via
Householdertransformaties bepaald kunnen worden, Het antwoord is ja; men

kan de kolommen van Q. en R, successievelijk ult (1) en de daaruit volgende
1 J

relatie R, = QTA bepalen. D;t leidt tot de zg. Gram-Schmidt algorithme (die
meestal gepresenteerd wordt als orthogonalisatie-algorithme; uit (1) en het
feit dat R] een rechts bovenmatrix is volgt dat voor k = 1,2,...,n geldt:
Qpaererqy vormen een orthonormale basis voor de ruimte opgespannen door de

eerste k kolommen van A ),
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De Gram~Schmidt algorithme is numeriek weinig stabiel, als het conditiegetal
van A groot is dan kan de verkregen Ql zeer ver van orthogonaliteit afwijken.
Veel beter is het 2g. gemodificeerde Gram—-Schmidt algorithme dat door een
kleine wijziging uit het Gram-Schmidt algorithme verkregen wordt (en alge~
braisch met Gram-Schmidt equivalent is), Past men deze wijziging ook toe op

de bepaling van QTQ dan ontstaat een betrouwbaar algorithme voor het kleinste
kwadratenprobleem,

Opgemerkt zij nog dat voor de benodigde hoeveelheid vermenigvuldigingen en
delingen geldt: "

'vorming normaalvergelijkingen

+ Cholesgky % mn2 + é n3 + O'(mn)
Householder mn2 - % n3 + O(mn)
. 2
Gram-Schmidt mn  + O(mn).
Voor m = n verhouden deze getallen zich ongeveer als 1 : | : % s Voor

m>>mn als 1 : 2 : 2. Hieruit volgt dat bij goed geconditioneerde problemen’
met m >> n het gebruik van de normaalvergelijkingen niet in alle opzichten

verwerpelijk is!
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7. Minimalisering van sommen van kwadraten ([2], 10.5.4)

Bij de lineaire kleinste kwadraten aanpassing zoeken we bij gegeven mxn-
. m n .. .
WAtrix A en een vector b ¢ IR een vector x ¢ R zo dat b - Axl minimaal is.
. . . . P . . n
Een generalisatie hiervan is: z1] £ een gegeven functie die aan een x ¢ R

een y = f(x) « Rr® toevoegt; bepaal dan bij gegeven b « R® de X waarvoor

9(x) = NEG) - bl

v 2 ]
I (£,(x) -b,) o
i=) 1 1

B e gt

[£(x) ~ b1T[£(x) ~ b]

s

minimaal is. =

We moeten nu dus een som van kwadraten minimaliseren.

Om de in 1.4.5 besproken algemene theorie van minimaliseringsmethoden toe te

passen, bepalen we de gradient F en de Hessiaan G van ¢:

afT -

. J = 2 — -
F,(x) = gfi (x) = 2 o (x) [£(x) - b]

2 3T Y: a2¢T R
Gy = g;;%;; (x) =2 3;;»(§>,§;; (x) + 2 o, (X} £(x) - b]

of

F(x) = ZJT(E)[g(g) - bl (een n-vector) ,

m ' '
6(x) = 257 (IM + 2 ] [£,(x) -5, (x) (een nxn-matrix)
=1

waarin de min—matrix J(x)} en de nxn-matrices Hl bepaald'zijn door

Jf.j(,—c)a.a-;(f) » & = I’o.o.m ,.j_=]’-a.,n’

J

Y
H --(x)=_'_(x) .R’g]’ll..’m. i,j=l,...,n.
L,13 = Sxiaxj -

In 1,4.5 is aangetoond; als
F(X) = 0 en G(®) is positief definiet

dan is X een (relatief) minimum van g.
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De methode van Newton om een nulpunt X van F(x) = 0 te bepalen komt neer op:

Zij de laatst bepaald ideri ®; i
14 Ek-l ats epaalde benadering voor X; bepaal gk uit

G(x, )4, = “E(x, _,) ;
neenm

X

BTX GV

Een modificatie is:

neem B T Bee1 T Mk

met Ak zo dat

en eventueel zo dat m(gk) het minimum van 9(x) is op de lijn x = Xt Aﬂk

(Newton met lijnminimalisering).

In het geval dat ¢ een som van kwadraten is vervangt men in deze methoden de
matrix G(x) graag door

C(x) =237 ()3 ()

met als argumenten

2
E]

i) als £ bijna lineair is (dus E;fi;m "klein") of als de residuen "klein"”
i)

zijn (dus £(x) - b "klein") dan is G dicht bij G.
o a2f
ii) minder rekenwerk: het bepalen van TR is vaak veel duurder dan de
9%

bepaling van J.
of

af
ili) als de kolommen van J {(dus de vectoren si—,...,sikJ onafhankelijk zijn dan
I

is G positief definiet en de methode een descent methode (zie 1,4.5).
De aldus ontstane methode wordt methode van Gauss-Newton genoemd. Als aan de
voorwaarden 1) en iii) voldaan is dan is de convergentie zeer bevredigend.
~ -1
=~G(x, )} E(x,_ ) voldoet aan

We merken nog op dat bij Gauss~Newton de vector Ek

T
J

3 I g, = =3 g DIEGE ) - BT .
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Dat zijn de normaalvergelijking van het lineair kleinste kwadratenprobleem;

minimaliseer
HJ(xk_l)g + E(Ek_]) - bl

als functie van 3;

Daar volgens Taylor (zie 1.4.2 formule (7))

2

£(x) - b= _’_f_(l_c.k__l) - b+ J(-)-Ek-l)(i - -’Ek-l) + lx - x I1™)

k-1
is het verschil tussen Newton en Gauss-Newton ook te formuleren als:

.. . . . Z
Bi) Newton wordt in de k-de slag de object functie ¢(x)= HECx) =D i
vervangen door de kwadratische benadering

)+ E(x_ Dx-x_ )+ dx-x %6 M- x )
-7 T E B X 2T Aemt? PR T B
en deze is minimaal in Xy * gk . .
Bij Gauss-Newton wordt de functie £(x) - b vervangen door de lineaire tenadering
Eep) ~ 2+ I D& - x )

~

en de norm van deze benadering is minimaal in Xt 4.

Een variant op de methode van Gauss-Newton is de tegenwoordig veel gebruikte

*

methode van Marquardt. Hierbij wordt gk bepaald uit

@2 g )3Gg ) + w Dy = -237( D LEG ) - b

Er wordt geen 1ijnminimaliseriﬁg toegepast, maar hk'? 0 wordt zo gekozen dat
w(ik—l +'2;) < ¢(§k*l). Daar ZJT(E)(fﬁﬁ) - b) de gradient van ¢(x) is, is voor
voldoende grote uk‘zeker aan deze voorwaarde- voldaan.

Omdat H = 0 correspondeert met Gauss-Newton kiest men By liefst zo kiein

mogelijk, b.v. met de volgende strategie:

b. Kies v = |
2, Kies 50,'kies M >. 0, zet k 1= | H
* w*
3. Bepaal gk en x =X 0+ gk 3
2 i H ; H
AQ. Als 9(x ) @(xk_l) neem dan y, i ¥, en ga terug naar 3 ; |
5. Als niet aan een stopcriterium voldaan is neem dan Meay) = pk/V, zet

'k := k+] en ga naar 3.

Mogelijke stoperiteria zijn bv. ka - xk—l" s e of Hfﬂfk)ﬂ € £ met ge-

schikte waarden van ¢ (en daar zit de moeilijkheid want dit, evenals de keus

van y, hangt af van schaling e.d.).
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>4
Men spreekt van parameterschatting als een stel parameters in een model zo
bepaald wordt dat de uitkomsten van het model zo goed mogelijk aansluiten
bij een rij meetwaarden. Afhankelijk van hoe de parameters in het model
voorkomen en van wat we onder zo goed mogelijk verstaan geeft dit probleem

aanleiding tot zeer verschillende methodieken.
Voorbeeld
Zij een grootheid y afhankelijk van een instelbare of afleesbare parameter t

(die continue of discrete waarden kan doorlopen) en van onbekende (maar van S

t onafhankelijke) parameters XyseeepX . Bijvoorbeeld

_ —alt ~a2t _ ':g
y = f(t’xl'xz) = x]e + xze , a

-x_t -X, t ;@
x3sx4) =X e 3 + x e & .

y = £(t,x i 9

I’XZ'

In het eerste geval zijn @, en a, bekend, y hangt dus lineair van X enx

2
af; in het tweede geval zijn Xy en x, ook onbekend, y hangt daar niet-
lineair van af,

Gévraagd wordt, uit metingen van y voor bekende parameterwaarden tl,...,tm

de- onbekende parameters X,,...,X_ te bepalen. Als regel wordt bij de i-de
‘ I n

meting een fout e, gemaakt, zodat voor de meetvector E = (blg...,bm)T geldt
bi = f(ti,xl,...,xn) + ey i=1,,..,m

of (met f,(x)

= £{t,,x))

b=f(x) +e.

Als e = 0 dan staan hier m vergelijkingen met n onbekenden die in het algemeen
slechts een oplossing hebben als m = n, Is e # Q0 dan leert de statistiek dat,
onder bepaalde veronderstellingen omtrent het statistisch gedrag van de ey

-d¢ vector X die bij een gegeven meetvector b de uitdrukking

o) = I£G) - bl

minimaliseert, de "beste schatting” is voor de onbekende parameter—vector X.
In dit geval is het gunstig als m flink wat groter is dan n.

Deze probleemstelling leidt dus tot kleinste kwadraten aanpassing, hetzij

PR SN TR

lineair (als f£(x) = Ax+a) of niet-lineair, zodat de methoden van hoofds tukken
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6 en 7 toepasbaar zijn. Indien y; met onderling versch111ende nauwkeurig-
heden o, gemeten worden dan moet men niet Z(f (x) = b, ) maar

Zb- (f (x)-—b ) minimaliseren.
Een voorbeeld van een geheel andere situatie is de volgende,

Van een onbekende functie f(t) kunnen waarden f(ti) in op te geven punten
Egreeesty uit [~1,1] bepaald worden (door meting of berekening met een on-
toegankelijk proces); gevraagd worden waarden van de afgeleide f£'(t).
Natuurlijk is dit probleem onbepaald als men verder niets over de functie f
weet, Weet men dat f aan zekere gladheidseisen voldoet - bijv., dat de afge-~
leiden begrensd zijn - dan ligt de volgende methode woor de hand,

Kies een functie g(t,x) die behalve van t afhangt van n+l parameters

LAYEERFE S Bepaal deze parameters zo dat
g(tlsf_) = f(ti)’ 1 =0,...,n, (1)

t

d.w.z., zo dat g(t,x) de functie f(t) interpoleert in de punten Losrrest -

En neem nu
3
<2 (t,%)

als benadering voor voor f£'(t). Natuurlijk hangt het behalve van de gladheid
van f, sterk af van de keuze van g en de punten tO""’tn of we aldus een

goed resultaat krijgen.

Een klassieke keuze voor g is: g is een polynoom in t met graad <

n .
g(t,c) g cjtJ

{(we schrijven nu maar cj in plaats van xj). Men kan eenvoudig bewijzen dat er

bij ieder stel waarden f(to),...,f(tn) precies &&n interpolerend polynoom g is.

Immers, de vergelijkingen (1) vormen n+l lineaire vergelijkingen voor de n+l

onbekenden ¢ ,...,c . En het bijbehorende homogene stelsel heeft uitsluitend

de nul-oplossing omdat een niet-triviaal polynoom met graad n niet meer dan

n verschillende nulpunten heeft.

We gaan niet in op methoden om het interpolatiepolynoom effectief te bepalen,

Vermeld zij slechts dat voor circan 2 4 de methoden bewerkelijk em gevoelig

voor afrondfouten worden en dat toename van de nauwkeurigheid met toenemende

n niet verzkerd is. Indienmenvrijheid heeft in de keuze van de punten t,
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dan is een equidistante verdeling (l:i = | -2i/n) niet de beste, veel beter

is ti = cos(ni/n) of ti = cos(m(2i+1)/(2n+2)), waarbij een verdichting van

- de punten t. bij de eindpunten + 1 optreedt.

..

Een moderne manier om een '"gladde" functie door een aantal gegeven punten te
leggen is de zg. spline-interpolatie, Onder zwakke voorwaarden voor de func-

tie f worden hierbij ook de afgeleiden goed benaderd door de afgeleiden van

~de interpolant,

Een zeer veel gebruikt bijzonder geval van spline-interpolatie wordt in de

volgende paragraaf behandeld.

Interpolatie met kubische splines ([2];'4:6)

Z1} X9 < ¥; < «+. < x . Een kubische spline in het interval [xo,xn] met als

knooppunten KyseoasX 4 is een functie s die voldoet aan

i) s, s' en s" zijn continu in [xo,xn],

ii) s"' bestaat in ieder der open intervallen (xo,xl),...,(x

n_l,xn) en is daar

constant.

De functie s is dus stuksgewijs een derdegraads polynoom en deze polynomen
sluiten, evenals hun eerste en tweede afgeleiden, in de knooppunten continu
aan (de derde afgeleide is daar in het algemeen discontinu).

Daar we n intervallen en n-1 knooppunten hebben, een derdegraads polynoom 1i-
neair afhangt van vier parameters en in ieder knooppunt drie continuiteitseisen

gelden die aanleiding geven tot lineaire relaties tussen de parameters hangt

s lineair af van

4n - 3(n-1) = n.+ 3

parameters. We kunnen dus bij een gegeven functie £(x) vermoedelijk precies

'88n kubische spline vinden die voldoet aan de interpolatie—eis

1ii) s(xj) = f(xj), J=0,...,n

‘€71 aan twee randvoorwaarden, b.v.

iva) -s'(xo) = f'(xo), s'(xn) = f'(xn)
of |
ivb) s"(xg) = £"(xg), s"(x) = £"(x )

= el gy
i .‘-,E R

e i P

2

[T

SR T e T

e

i

=
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of
: s"(x,) - 8"(x)  8"(x)) - s"(x,)
ive) — = em—— .
X T X 1~ %o
n - oM n —an
s"(x ) = s"(x ) ] s"(x ) - 8"(x _,)
a7 *p-d -1 7 *n-2

Hieronder bewijzen we dat dit vermoeden juist is en we geven aan hoe s een~
voudig te berekenen is,

Men kan nu de volgende approximatiestelling bewijzen.

Zij bij gegeven KyseeesXy

hmin := min{x.

j+1 - xj), hmax := max(x. - x,) .

3+1 N
Dan geldt voor een viermaal continu differentieerbare f: er zijn constanten

CorevsCys alleen afhankelijk van f en hmin/hmax, zo dat in het interval

Exo,an geldt

5900 - £ P @] s om0, 5 -0,1,2,3

Om de. interpclerende spline te bepalen stellen we

s‘(xj) = Aj , s"(xj) = Bj , j = 0,000,n .

Dan geldt (waarom) voor xj <X <X

x.+1*-x X-X.
s"(x) =B, 2L ——+ 3, —1,
J h j+l1 h,
j+i it}

waarin hj+£ = xj+] - x5 Hieruit wvolgt (ga na) dat voor X, € x < xj+i

X. -X
= Al -1 2 _ - 2
s(x) 5 [fj 6Bj(hj+i (xj+l x)) 3]

i+
X~X.
— -1 2 (x-x.)?

waaruit blijkt dat
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S . S R
ERE T R I R BUR
fj+1_fj 1
Aj+] = hj+l + E h +£ ( 3 + 2Bj+l)
2

Vervangen we in de tweede relatie j+| door j dan vinden we dat voor
j=1,...,n-1 moet gelden
f £.-f,

£ e
1 1 S L2 N A T
th-£ (Bj—j + 2Bj) + Ehj+§ (2Bj + Bj+1) hj+§ hj-i .

Dit zijn n-1 lineaire vergelijkingen voor B,,...,B . De randvoorwaarden voegen
0 *“n

hier twee vergelijkingen aan toe, namelijk

£ -f
1 S Ul
6h% (2B0 + Bl) hi fo ,
resp.
- 1]
Bo = £y »
resp. :,ﬁ
e O |
B3/2 by

en analoog aan de andere rand. Met behulp hiervan kunnen we B0 en Bn elimi~
neren en we houden dan een (n-1) x (n-1) stelsel over waarvan de matrix tri-
“diagonaal en diagonaaldominant is. Hieruit volgt zowel de eenduidige existentie

van s als de eenvoudige berekenbaarheid.

OEmerking

2ij § de hierboven eenduidig bepaalde spline die aan de eisen i), ii), iii) en
iva) voldoet, Dan geldt voor iedere functie s die aan de eisen i), iii) en

iva) voldoet
x X

n n
J [s"(x)]zdx > J E§"(x)]2dx

*o *a

met gelijkteken dan en slechts dan als s = §,

Deze uitspraak geeft aan in welke zin & onder alle redelijk gladde (eis i))
functies s die interpoleren (eis iii)) en aan de randvoorwaarden voldoen

(eis iva)) de gladste is.




9. Eigenwaarden en ei§envectbren van matrices ([2], 5.8; [16], ch. 14, T187)

9.1. Inleiding. Voorbeelden ([18], ch, 2)

Definitie. Een getal A is eigenwaarde van een n x n-matrix A als A~AI sin-

gulier 1is.

Als ) eigenwaarde van A is dan heten de vectoren x # 0 waarvoor Ax = Ax

—

eigenvectoren van A bij A, :

Nodig en voldoende opdat A eigenwaarde is, is dat A voldoet aan de zg. karak-

teristieke vergelijking
det(xI - A) = 0 , . g

Het linkerlid is een n-de graads polynocom in A, heeft dus minstens &&n nul- ﬂ
punt (eventﬁeel complex; als A reeel is dan komen complexe eigenwaarden

steeds als toegevoegd complexe paren voor). En bij iedere eigenwaarde A is

er minstens é&n eigenvector. Is de nulruimte van A- AI mdimensionaal, dan

zijn er bij ) m onafhankelijke eigenvectoren te vinden, iedere lineaire com

binatie daarvan (behalve de triviale) is dan ook eigenvector bij A. Men

R

noemt m de geometrische multipliciteit van A. De algebraische multipliciteit

v

5
wH
o

is de multipliciteit van )\ als oplossing van de karakteristieke vergelijking.
Men kan bewijzen dat de algebraiséhe multipliciteit niet kleiner is dan de
geometrische., Als de geometriéche multipliciteit van A kleiner is dan de al-
gebraische dan heet ) deficient, dergelijke eigenwaarden veroorzaken veel

- last.

Voorbeeld.

0 i
A= .
0 0

De karakteristieke vergelijking is
l = 0 .

A= 0 is dus de enige eigenwaarde en heeft algebraische multipliciteit 2.
Iedere elgenvector van A is echter een veelvoud van (l 0) zodat de geome-

trlsche mult1p11c1te1t 1 is.




Als - IRTEERE X eigenvectoren zijn bij onderling verschillende eigenwaarden

dan zijn ze onafhankelijk., Want stel dat

Iy

X, =0,
T 137

Vermenigvuldig deze relatie met (A-AZI)...(A-API). Dan volgt uit

Ax. = X.x, dat
=1 J1=3

G =2y =)y x = 0

en daaruit (waarom?) dat Y, " 0. Analoog voor YZ""’Yp'
Hieruit volgt eenvoudig dat als A n onderling verschillende eigenwaarden

heeft, er n onafhankelijke eigenvectoren zijn. Dit geldt ook als geen der
eigenwaarden van A deficient is (want de som der geometrische multiplici-

teiten is dan gelijk aan de graad van de karakteristieke vergelijking, dus n).

Stel nu dat Ypseeesly onafhankelijke eigenvectoren zijn van A bij (al dan
niet onderling verschillende) eigenwaarden Al,...,An. Zij de matrix U gede-

finieerd door
U := (gll e |gh) .
Daar Upeeeesldy onafhankelijk zijn is U regulier,
Uit Au. = A.u. volgt
=] J=]
AU = oyl oeeex ) = UA
met
A = diag(ll,...,kn) .
We kunnen dit schrijven als

v lau = 4 (1)

en ook als

A=unt . (2)

De eerste vorm zegt: A is gelijkvormig met A (A en B heten gelijkvormig

als er een reguliere S is zo dat s !as = B). De vorm (2) is de
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zg. spectraalvoorstelling van A. Hij is nuttig als men machten of algemenere

functies van A wil berekenen:

A = unkyT!t
Als A deficient is, dan is er geen n-tal onafhankelijke eigenvectoren. Er
geldt dan niet een spectraalvoorstelling (2) of anders: A is niet diagoha—
liseerbaar. Ock als A zeer naburige eigenwaarden heeft dan kunnen er nume-

rieke moeilijkheden ontstaan omdat het conditiegetal van U groot kan zijn.
Voorbeeld:

0 |
A:
a O
heeft eigenwaarden A = ai, Ay = -a!. Als |a| << 1 dan zijn deze zeer nabu-

rig (want |Al - Azl << lAID. Als a ¥ O dan kunnen we voor U nemen (ga na)

3]
4o
met inverse
-1 1 a-é
U = & _4 -
1 -a

Ga na dat in de 2-norm

c(U) = max(lali,|a|_i)‘.

Zonder bewijs (zie hiervoor Wiskunde 30, 1.5.4.) merken we op dat van een

symmetrische matrix (AT = A) de eigenwaarden steeds recel zijn, dat eigenvec-

toren bij onderling verschillende eigenwaarden onderling orthogonaal zijn en
dat.hier een eigenwaarde A nooit deficient is, zodat bij een m-voudig nul-
punt van det(AI - A) de nulruimte van & - Al m*diﬁensionaal is; hierin kun-
nen we een basis van m onderling orthogonale eigenvectoren kiezen. Een sym-
metrische matrix heeft dus steeds n onafhankelijke eigenvectoren; kiezen we -
ze onderling orthogonaal en met lengte | (in de 2-norm) dan geladt

H?Ej * 6ij ’

dat wil zeggen

vly = 1,

T e

e

o

T
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dus U is orthogonaal en ¢(U) = ] in de 2-norm, We kunnen in dit geval voor
(2) ook schrijven '
T
A = UAU™ , (3)
We noemen enige gevolgen van (3),

. T
a. Zij x =Uc = Zyj Ej (als c = (Yl"°"Yn) ).
Dan volgt uit (3), als x ¥ 0,

§TA§_ ETUTAUE ETAS ) v,
Tt TTTO T T @
xx  eUUs ge L]

Daar de A's reeel zijn kunnen we ze zo nummeren dat A, 2 A, 2 ... 2 A_,
Uit (4) veolgt dan direct (ga na)

ETAJ_* ’_‘T X
max = ), min e andie A .
x#0 x'x | xf0 xx °

b. A (symmetrisch) is positief definiet dan en slechts dan als alle eigen-

waarden positief zijn (ga na).

‘s . T . .
c. Zij B een mxn—matrix en A = B B (nxn, symmetrisch, met eigenwaarden
a8 e " e 2 ?
Ay ’An zo dat xl = Az 2 2 An 0, waarom kan dat?)
Uit a. volgt

2
xTAx i Bx Il

A, = max = max
Lo xx om0 TFD

en dus (vgl,l.4, formule (4)):

Il Bx il )
HBll, = max _T:#— = A5
2 x#0 |§J2 !
Dit resultaat werd reeds in 1,4 genoemd en in 6.1 gebruikt.
Ook geldt

IBx I
min = An .
X0 lixl
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Als de kolommen van B onafhankelijk zijn dan is er geen x # 0 zodat Bx=0

en dan is ln > 0, In de zin van de definitie in 6.1 geldt dan

1 .
c(B) = (AI/An)z (in de 2-norm).

2

Als B zelf symmetrisch is met eigenwaarden_u],...,un dan is A = B , de

. .. 2 2 . .
eigenwaarden van A zijn u],...,un en dus is voor symmetrische B

IBA, = max ’“j]

. . . PR § T T
Z1] B een mxn—matrix met m 2 n, Zij B B = UAU” met U'U = I en

Ar > Ar+] = L. = An = 0 (als

L

[ = diag (ol,...,c ) met 0. =37 en U] de
J

matrix bestaande uit de eerste r kolommen van U, Dan geldt ook

T
BTB =T Z%UT, UTU] = I, (rxr) Uit (BU ) (BU ) = U1B$B1U| = Ef volgt dat

de kolommen van BUl onderling orthogonaal zijn en lengten CITRREYLE 0

hebben. Voor de mxr-matrix V] = BU]E]1 geldt dan Vl T Il {(rxr).

Voor de matrix Uy, bestaande uit de laatste n-r-kolommen van U volgt uit

UlBTBU = A en het feit dat de n-r laatste A's nul zijn dat

UgBTBU2 = 0 en dus ook (waarom?) BU2

een orthogonale matrix V (mxm) dan geldt

A = diag (A],...,An), waarin Ay 2 oo

v

r = n dan is A > 0), Zij z

= 0, Breiden we nu nog V] uit tot

L
X
BU = B(U,|U,) = (V5 ]0) = v, [v,) = VI

0 0
waarin L an is. Na een analoog verhaal voor het geval m = n is aldus
hewezen: b13 iedere mxn—matrix B zijn er orthogonale matrices U (nxn) en
V (mxm) zo dat
T - S
B = VIU |, : ‘ (5)

waarin I mxn en "diagonaal" is met niet-triviale diagonaalelementen

O, # «ss 20, > 0, De 0's heten de singuliere waarden (singular values)

"van B, (5) heet de singuiar value decompositie van B, het getal r is de

rang van B (zie ook £z1, 5.2.5).

Uit de singular value decompositie zien we

o

I T P

i i omr

i



. B heeft een m~r dimensionale nulruimte (opgespannen door de kolommen
van U2)'en een r dimensionale range (opgespannen door Vl)

T . . . . .
. B heeft een n-r dimensionale nulruimte en een r dimensionale range

. 2 .
. BTB = UZZU?, eigenwaarden ol,...,oi en 0 (n-r voudig)

T 2T 2 2 .
. BB = VL'V, eigenwaarden ¢,,...,0_en 0 (m-r voudig)

T
B, =0
1
2 T

. B is regulier als r = m = n, dan is B—I = UE_IV L. -1

l, = o
2 n
. als r = n dan zijn de kolommen van B onafhankelijk, o > 0 en

en B

c(B) = o]/on .

Met behulp van de singuliere waarden kunnen we goed uitmaken of een
matrix B "bijna" singulier is (dicht ligt bij een matrix met rang

< min (myn)}, Er geldt namelijk: als L (B) £ € dan is er een mXn-

matrix B met rang k zo, dat IIB--BII2 < €. Neem namelijk B = UIEIV], waar-

in ﬁ] en Vl bestaan uit de eerste k kolommen van U, resp. V en

El = diag (Ul....,ck). De singuliere waarden van B-B zijn dan (ga na)
. i -Bll = < E.

Opqpreevs9, en dus is [B-BY Ol €

e, Zij B als in (5) met

ZI 0
L = —-—+—— (m x n)
0'o0

Definieer
-1 |
+ E] 0
I = - (n x m)
0'0
en
8% := uz*vl .

+ ‘s
Dan is B een nxm-matrix met als eigenschappen (ga na, bekijk eerst het
geval dat B = )

+
BB B =238

st est = '
+= T
BB = v V]

oo T
B B UlUl

, Symmetrisch

, symmetrisch .
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.. + . . . . :
Men kan bewljzen dat B de enlge matrix is met deze vier eigenschappen.

+ . .
B heet pseudo-inverse van B (ook wel: Moore-Penrose generalized inverse).

Er geldt:
+ @ls r =m=n (dus B regulier) dan is B' = B-I
. als r =n <m (dus kolommen van B onafhankelijk) dan is B'B = I,

8" = (a'p) " 8T

« als r =m < n (dus rijen van B onafhankelijk) dan is BB’ = I,

+ T __T. -
" = 8Tyl .

De pseudo-inverse is o0.a. van belang in verband met de volgende

Stelling

X is oplossing van het kleinse kwadratenprobleem

minimaliseer 1Bx-bll,
dan en slechts dan als

B(g"'B“‘é) = 9 *

. R +
Voor alle minimaliserende ¥ geldt BX = BB b en

.
%1 = I8 b

: +
met gelijkteken dan en slechts dan als ¥ = B b.

. . o .,
.. B b is dus de "kleinste kleinste kwadraten oplossing". S

Merk op dat als de kolommen van B onafhankelijk zijn, Bz = 0 impliceert
.z =0, In dit geval is B+§ =_(BTB)-]BT§ de enige X die IIBx-b il minima-

liseert (vgl. 6.0,

Bewijs. |
 Bx-b=B(x-B'b) - (I1-38")b .

Daar

o
(1-88")"8 = (1-88")B = 0
volgt hieruit (Pythagoras)
2 . .
NBx-bI" = IB(x=B"b) I* + i (x-B8" )b I’ > 1 (1 - B8")b 1

met gelijkteken dan en slechts dan als B(x-—B+b) = 0,
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Dit bewijst het eerste deel van de stelling,

Zij nu X = B+E-+E met Bz = 0. Dan is

@7 = 3*8H Tz = @I Tz - & T5*5 = 0
en dus (Pythagoras)

bgi? = 1 B IP + Nzl = 0B*p I

met gelijkteken dan en slechts dan als z = 0 , {4

We noemen nu nog enige voor alle matrices geldende eigenschappen die van

belang zijn voor de bepaling van de eigenwaarden.

a.

Ca

Als A eigenwaarde A],...,Ap heeft dan heeft A ~ol eigenwaarden
Al—u,...Ap-a met dezelfde multipliciteiten en dezelfde eigenvectoren,

want AX= Ax impliceert (A-al)x = () -o)x,

Als S regulier is en B = S_IAS dan heten B en A gelijkvormig.
Gelijkvormige matrices hebben dezelfde eigenwaarden (inclusief multipli-
citeiten) en de eigenvectoren hangen eenvoudig samen, want

det(AI~B) = det(S™ (A=AI)S) = det(S )det(A-AI)det(S) = det(A-AI).
En Ax = Ax impliceert By = Ay met y = Sulg.

Als Q orthogonaal is dan is Q regulier, Q = QT en B := QTAQ is dus
gelijkvormig met A, Daar symmetrie van A symmetrie van B impliceert,
werken we bij symmetrische matrices graag met deze orthogonale gelijk-
vormigheidstransformaties, Omdat orthogonale gelijkvormigheidstransforma-
ties numeriek zeer stabiel uit te voeren zijn gebruiken we ze ook veel

(maar op andere gronden!) bij niet symmetrische matrices,



We bespreken nu enige voorbeelden waaruit blijkt dat kennis van eigenwaarden

en eigenvectoren van een matrix nuttig is,

a) Beschouw het stelsel van n homogene lineaire differentiaalvergelijkingen
aF = Ax . (6)

De elementaire oplossingsmethode zoekt oplossingen van de vorm

x(t) = eMl‘. ’

Deze voldoet als A eigenwaarde is van A en u een bijbehorende eigenvector.
Heeft A nu n onafhankelijke eigenvectoren Yyseessl bij eigenwaarden

Al,...,kn dan is de algemene oplossing van (4)

ALt llt )\nt
x(t) = Zyje ] g = U diag(e * ,...,e e

als ¢ = (yl,...,yn)T. Kennen we de beginwaarde x(0) dan volgt ¢ uit
'
x(0) = Ue .

Dus ¢ = U#IE(O) en

ALt At

x(t) = U diagle ' ,...,e " )U 'x(0) = ve

v x(0)

-als we.definiéren

' ALt At
et = diag(e ~ ,...,e " ) .

- Analoog geldt voor de oplossing van het inhomogene lineaire stelsel

dx :
qe = Ax + £(t) | (7).
dat
t .
: %(e) = Ue™My 50y + U I O e (yar . C®)

0
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Uit deze formules blijkt hoe kennis van eigenwaarden en eigenvectoren leidt
tot oplossing van het stelsel. We kunnen dit nog iets anders toelichten, nl,
met behulp van de spectraalvoorstelling van A, Suybstitutie van (2) in (7)
levert

dx

E'UAU

'x + £€0) .

Stel x(t) = Uy(t), £(t) = Ug(t). Dan geldt

dy
-d—t= Ax-!-g_(t)

of wel

29
A&

= )\ij + gj(t), i=1l,...,n .

Doordat A een diagonaalmatrix is zijn nu de n differentiaalvergelijkingen

ontkoppeld. Uit de oplossingen

ALt It A (t-1)

] J

At) = .(0) + L(T)dT

yJ( )=e yJ( ) e gJ( )
0

volgt eenvoudig de oplossing (8).

Behalve de expliciete vorm van de oplossingen kunnen uit eigenschappen van
de eigenwaarden van A ook eigenschappen van de oplossingen gehaald worden.

Bijvoorbeeld: als voor iedere eigenwaarde geldt
Re(kj) <0

dan gaan alle oplossingen van (6) naar 0 als t + =; als bovendien l£(t)H = M
voor 0 £ t < = dan zijn alle oplossingen van (7) begrensd in 0 < t < @ (met
een bovengrens die van M en l[x(0) Il afhangt). Omgekeerd, als er een eigenwaar-
de Aj is met Re(lj) > 0 dan heeft (6) onbegrensde oplossingen.

Als Aniet n onafhankelijke eigenvectoren heeft, dan is de situatie ingewikkelr

der, we gaan daar niet op in.

b) Beschouw de differentievergelijking

B = AT Y
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Eenvoudig blijkt dat
k .
o ak+l1 k=3
ey TA XKt 'Eo ALy
J
Invullen van de spectraalvoorstelling levert

koL
Xeap = VT e ) AR

)
j=0 ]

en hieruit kunnen we weer uitspraken halen over het gedrag van X als k > =
(doe dit zelf). Ook in dit geval werkt natuurlijk de transformatie x =Uy .,
gk‘= ng ontkoppelend.

c) Voor veel lineaire trillende systemen zonder demping geldt een stelsel

differentiaalvergelijkingen van de tweede orde:

2
M«E—§ +Kx =0,
dt

waarin M en K positief definiete symmetrische matrices zijn (in het mechani-
sche geval de zg. massa- en stijfheidsmatrices). We zoeken nu oplossingen

van de vorm
1wt
x(t) = e u .

'Deze voldoen als
2
Ka = o’Mu , 9)

d.w.z, als w? eigenvector is wvan M-IK en u een bijbehorende eigenvector.
Dit zgn. gegeneraliseerde eigenwaardeprobleem kan op fraaie wijze terugge-
bracht worden tot het standaard eigenwaardeprobleem met symmetrische matrix
met behulp van de splitsing van Cholesky. Zij nl.

M=t
met L linksonder (dlt kan omdat M symmetrlsch en p031t1ef def1n1et 1s) Stel

o L u'= v, dan gaat (9) over inm

Av “.mzz

met A = L-IKL_T, dus symmetrisch.
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Heeft A de spectraalvoorstelling
A= vavE, vy = 1

en is U := L—TV dan geldt (ga na)

KU = MUA {of Ku, = A ,Muy,)
] ] 7]

" en

T T
= Mu, = §..) ,
U'MU = I (of glMgJ 1J)

Als K positief definiet is dan is A dat ook, de A, zijn dan positief. De ge-

b
tallen mj 1= Ai zijn nu de zgn. eigenfrequenties van het systeem; de (onaf-

hankelijke) oplossingen

zijn de zgn. normaal-trillingen.

d) Bij trillende systemen met demping treedt als stelsel differentiaalverge-

lijkingen op

2
M3X, 598, g0,
dt2 dt - =

We kunnen dit stelsel herleiden tot een eerste orde stelsel door te stellen

dx

X] = Xy 12 = ac
Dan geldt (ga na)

aft] [0 [y,
L) |-v 'k u7'F){E2

De conditie van het eigenwaardeprobleem ([183, ch, 2)

Een eenvoudig middel om iets over de ligging van de eigenwaarden van een ma-

trix te weten te komen zijn de 2zg,. cirkels van Gershgorin.

Stelling. Een eigenwaarde A van A ligt in minstens &&n van de cirkelschij-

ven (in het complexe vlak)

|z ~ Aiil < .{' |Ai.|, i=1,...,n.
it
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Bewiijs. Als voor alle i Iz - Aiil > j;i |Aij| dan is de matr%x zIl - A dia-
gonaal-dominant en dus niet singulier (zie 5.3.1).

Men kan ook bewijzen: alg devereniging van p vande schijven disjunct is met
de overige schijven dan bevat deze vereniging precies p eigenwaarden (waar-

onder eventueel meervoudige),

Voorbeeld.
1 0.2 0.3
A= 10,2 5 0.4 .
0.3 0.4 6

De schijven zijn |z-1| < 0.5, lz-5| < 0.6, |z-6] < 0.7. Omdat A symme-
trisch is zijn de eigenwaarden reéel, er is dus &én eigenwaarde in [0.5,1.5])
en er zijn twee eigenwaarden in [4.4,6.7].

Door een truc kan men het eerste interval nog verkleinen. Vervang A door

A' := DAD ! met D = diag(Ss,1,1). Dan is A' gelijkvormig met A, Daar

1 0.26 0.36
A' = [0.26"! 5 0.4
0.38 ' 0.4 6

heeft de eerste Gershgorin cirkel van A' als straal 0,58, en is gescheiden van

de twee andere als

14056 <5=0.28"0 - 0.4,

I +0.56 <6 -0.35 " - 0.4 .

Hieraan is nog net voldaan als § = 0.056. Voor de kleinste eigenwaarde AY
geldt nu dus [A, - 1] < 0.028, '

Uit de stelling van Gershgorin kunnen we een resultaat halen over de eigen-
waarden vangestoorde matrices. We merken daartoe op dat als A= A =
=_diag(kl,---,ln), Ak een enkelvoudige eigenwaarde van A is en

IEN < 4 min |A, - A
[- -]

g b kl

"A+E precies één eigenwaarde i heeft die voldoet aan

lu = A | <uEl .
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Immers, de Gershgorin schijven van A+E zijn

lz -2, ~E..|] = ] |E,.]|
1 il 541 ij

en deze liggen binnen de schijven
|z = a;] <HEL .
1 (-}

En daar voor i # k lli - Akl > AEll is de k-de van deze schijven disjunct met

de rest, bevat dus precies één eigenwaarde.

Als nu A de spectraalvoorstelling A = UAU_] heeft en E een storing is,dan is

A+ E=TU(A+ F)U-] met F = U_IEU. Uit het bovenstaande resultaat volgt nu:

Stelling. Zij A diagonaliseerbaar met spectraalvoorstelling

A=unt

Als Ak enkelvoudige eigenwaarde van A is en

c(WIEN < 4 min |x, - 2 | ,
ife L+ K
dan heeft A+E precies &&n eigenwaarde p die voldoet aan

uo- Ak| < c(u)llzll_m .

Opmerkingen,

|) Nadere beschouwing levert dat zelfs

T
Yy Bty

'T

kK
waarin u eigenvector van A en Y
A is (voor v: kunnen we de k-de rij van U-l nemen, er geldt dan

2
W= At + 0QIELN") ,

eigenvector van AT bij de eigenwaarde

T =
v 1), Het getal

g g
| vew, |

is dus een conditiegetal van Ak (passend bij absolute fouten in A en Ak).

Dit conditiegetal kan in de buurt van c(U) liggen.,
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2) Als A symmetrisch is dan mogen we U orthogonaal veronderstellen en dan is
(in de 2-norm) c(U) = 1, zodat de conditie van het eigenwaardeprobleem
voor een symmetrische matrix altijd goed is.

3) In het geval dat A enE symmetrisch zijn kanmen langs andere wegen veel meer be-
wijzen. Stel dat de eigenwaarden van A en A+E geordend zijn, resp.

Azoouz ‘20--2 . ¢
I An en Hp Dan geldt

|uk - Ak[ < "EH2 » k= 1,...,n (Stelling van Weyl) ,
n :
) (u = HElE ; (stelling van Wielandt-Hoffman). g

k=1 ,J )

Hier blijkt weer de perfecte conditie van het eigenwaardeprobleem voor

symmetrische matrices,

Hoe is het met de eigenvectoren? Zelfs bij symmetrische matrices is hier de
zaak minder rooskleurig. Beschouw de matrix
1 + € cos ¢ e sin ¢

A = .
e sin ¢ 1 - € cos ¢

Men rekent eenvoudig na dat de eigenwaarden en eigenvectoren zijn

cos 4o -sin lg
AI =1+ ¢, §I-= ) 1 Az =1-g, X, = .

sin ¢ cos 4o
Voor kleine & zijn, ongeacht de waarde wvan Py beide elgenwaarden dicht bij 1,
terWIJl de eigenvectoren, ongeacht de waarde van £, de hele B? doorzwaaien
als ¢ van 0 naar 2n gaat. De ocorzaak is natuurlijk het feit dat voor E ;‘O
A twee gelijke eigenwaarden heeft met een twee-dimensionale ruimte van eigen-.
vectoren, Toevoeging van de storing maakt de eigenwaarden onderling verschil-
lend en (dus!) de richting van de eigenvectoren eenduidig bepaald, maar deze

‘richtingen hangen géhéel van de storing af. Beschouw nu de matrix

1+ € cosg e sin ¢ ae
A= | g sing 1 - € cos ¢ Be
| T Be 2 + ye

die voor € = 0 een tweevoudige eigenwaarde A = ] heeft, met als eigenvectoren de

SRR

hele ruimte opgespannen door (I,O,O)T en (O,I,O)T, en een enkelvoudige eigen-

IEEREE Xt

wéardelimeteigenvector(O,O,I)T.heeft. Voor € ¥ 0 zijn de eigenwaarden en

eigenvectoren
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X]= ]+e+0@2),12= l-s+0@3),13= 2+T€+0G25,
cos ¢ . -sin jp| 0 _
% = sin lg| + 0(e), X, = cos jo| + 0(e), Xy = 0| + 0(e)
0 ' 0 1

Met name geldt dus: de door ) en X, opgespannen deelruimte vefaﬁdert slechts
met orde €. Deze observatie geldt vrij algemeen. Als (Al,...,Ap) een cluster
van eigenwaarden is (d.w.z. ]Ai - Ajl << lAll voor 1 en j < p) dan zijn de in-
dividuele eigenvectoren Kysees X zeer gevoelig voor storingen in ‘de matrix,

P
de door 51""'§p bepaalde deelruimte echter niet,

Tenslotte, als A een meervoudige eigenwaarde A heeft met daarbij een defi-
ciente eigenruimte,dan is de gevoeligheid van X voor storingen groot.

Voorbeeld: de eigenwaarden van
(a+5 1 ]

l E Ct‘(SJ

zijn A = a + Vg2-+e. Er geldt

+ 7 + 0(52//3)

als 62 << £ dan A

= o +
als 5% = ¢ dan A = a + V2 = o + 6V2
als 62 >> ¢ dan A = a + 6 + 0(e/$) .

}

Bij exact of vrijwel meervoudige eigenwaarden is de storing dus O(e

).

5.3. Methoden voor de bepaling van eigenwaarden en eigenvectoren

In de jaren 1955-1970 zijn door Rutishauser, Wilkinson en anderen een aantal
methoden ontwikkeld die een zodanige perfectie hebben dat men het eigenwaar-
deprobleem voor niet extreem grote (en ijle) matrices als definitief opgelost
mag beschouwen (uiteraard tot op de door de conditie van het probleem bepaal-
de nauwkeurigheid). De beste van deze methoden zijn opgenomen in het Handbook

)

for automatic computation* en beschikbaar in de programma bibliotheken van
grote computerinstallaties. We bespreken daarom slechts enkele grondslagen

van deze methoden.

*) Wilkinson, J.H. and C. Reinsch, Handbook for Automatic Computation, Vol. II,

Linear Algebra, Springer-Verlag, Berlin ete,, 1971,
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9.3.1. De machtmethode en varianten ([2],5.8.1, [18], ch. 4,5,6)

Als A diagonaliseerbaar is met spectraalvoorstelling A = UJ'\U_l dan is voor

_ een w111ekeur1ge vector x = EY J

A% = uk” 'x =ty fu, .
3%

Als
x> a2 2 o

en Yi # 0 dan volgt hieruit
nooy., A.
k k
A% = vty + T Db e - vy, + och,m 1697

De vector AFE is op den duur dus vrijwel evenwijdig met u, en de verhouding
+1

tussen de componenten van Ak x en die van AEE nadert tot Al. We hebben
hiermee dus een methode om de in absolute waarde grootste eigenwaarde met
bijbehorende eigenvector te bepalen, de zg. machtmethode,

Natuurlijk wordt de methode uitgevoerd door, uitgaande van Xy = Xyde vecto-
TeN X, ,X5,... te bepalen uit X = Agk, eventueel met tussentijdse schaling
om over—- 0f underflow te voorkomen.

Gunstig voor de convergentie is dat Y, niet zeer klein is t.o.v. de overige
v's en dat ]A | flink wat groter is dan ]Azl Dit laatste kan men soms enigs-
zins verbeteren door niet met A maar met A - ol te werken {(bijvoorbeeld: als
A symmetrlsch en positief definiet is en A > Ay 2 ... 2 An > 0,dan is de

2
gunstigste waarde a = (g, + A/2) .

Een met de machtmethode zeer verwante methode is de zgn. inverse iteratie.
Zij p een goede benadering voor een eigenwaarde Ak’ zo goed dat
kk —_pl << ]li - ul voor alle i # k, De matrix (A - uI)_} heeft
waarden (Ai - u)_l'en onder deze is (Ak - u)_] in absolute waarde verreweg
de grootste. De machtmethode, toegepast op (A - uI)_] convergeert dus zeer
snel en producéert een eigenvector y van (a4 - uI)—] bij de eigenwaarde
(A - u)—]. Maar dan is y ook eigenvector van A bij de eigenwaarde A (ga na)}
Inverse iteratie wordt veel gebruikt om eigenvectoren te berekenen le eigen-

waarden die berekend zijn met eenmethode die niet eenvoudig de eigenvectoren

meebepaalt. De methode wordt uitgevoerd door uitgaande van X, += X de vecto-
Ten X)sXose .- ;e bepalen door oplossing van (A-—uI)§k+] = X {(merk op dat
maar een keer een LU-decompositie nodig is, A-yl heeft een groot conditie-
getal maar de richting waarir1§k+]slechr,bepaald is, is juist de richting

van de eigenvector!),
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Moderne varianten van de machtmethode zijn de zgn. simultane vector iteratie
methoden. Zij X een n x p~matrix (] £ p << n) met onafhankelijke kolommen.
Als |A1| > |A2| 2 L0002 |An|,danzijn de kolommen van A“X op den duur alle
vrijwel evenwijdig met u,

» Maar als |A Z ez A > X -
A, PV Ial,
dan nadert de ruimte opgespannen door de kolommen van A"X tot de ruimte opge-

spannen door gl,...,gp. Dit be;eteéflq?tﬁ_?ls A symmetrisch is, de eigen-
waarden van de p x p-matrix (X"A X) X A X dicht bij

A],...,A liggen., En de convergentiefactor waarmee Aj benaderd wordt is
!Ap+l/ljl' Natgurlijk moet men zorgen dat geen nauwkeurigheid wverloren gaat
door het vrijwel evenwijdig worden van de kolommen van AFX. Een goede manier
hiervoor is om Akx te schrijven als Akx = QkRk waarin Qk orthonormale kolom-
men heeft en Rk rechtsboven is. Dan moet Qk+1 bepaald worden uit de split-
sing AQk = Qk+lPk+l met Pk+l rechtsboven (ga na). Er geldt nu dat de eigen-
waarden van QEAQk naderen tot Al,...,Ap. Met deze methode kan men door af

en toe een p X p eigenwaardeprobleem op te lossen, de p grootste eigenwaarden
van A vinden. We merken nog op dat bij deze methode, evenals bij de macht-
methode, de matrix A onveranderd blijft; dit is van belang als A een zeer

grote maar ijle matrix is.

Voorbereidende transformaties ([18], ch. 3)

Voor diverse iteratieve methoden is het van groot belang dat de matrix A een
speciale vorm heeft, b.v. Hessenberg-vorm (Aij =0 voor i > j + 1 of wel, in
de terminclogie van 5.2.6,. linker bandbreedte 1) of tridiagonaalvorm.

Het blijkt dat een willekeurige matrix A met behulp van een orthogonale ge-

lijkvormigheidstransformatie op Hessenberg-vorm gebracht kan worden:

QTAQ = H,

H heeft dan dezelfde eigenwaarden als A en als y eigenvector van H is, dan is

Qy eigenvector van A.

We construeren Q als product van n-1 Householder transformaties (zie 6,3)
Q=PpP

T
LIS ] Pn—l’ Q =P 'DIP L]

2 n-1 1

Uit 6.3 volgt dat we een Householder transfermatie P] kunnen bepalen zo dat
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A“ X .as X
B] X “e b 4

P]A = 1o i
10 X . x) ﬂ

'Pl- is daarb:._] zo dat voor iedere v de eerste component van P

d1e va.n v.. errult volgt dat P APl er uit ziet als

v ge11_1k is aan

. BI > 4 RS X ‘I
P18 = o 3
. ‘-.J}
.

‘0 X s X| o

Ga nu door met een P2 die van iedere v de eerste en de tweede component on-

gemoeid laat. Etc. _
Natuurlijk geldt: als A symmetrisch is, dan is H=HT, H is dan dus tridiagonaal.
Daar de P! s orthogonaal zijn is de :anloed van afrondfouten gering, Voor de .
numenek verkregen H geldt: er is een exact orthogonale Q zo dat:

H=Q'(a+ E)Q
met. |

CHEN s nllrAll .

9.3.3. De QR-methode (23, 5.8.4; [181, ch. 10 en 13)

Deze methode is (als opvﬂger van de in 1958 door Rut1shauser gepubhceerde
R-methode die ‘zowel veelbelovende als onbevred1gende aSpecten had) in 1961 .
onafhankelljk door Francis en Kublanovskaya ontdekt en door verschillende
auteurs (o.a. Wllklnson en Parlett) theoret:l.sch verder doorgrond en vervol— o
maakt. Moderne vananten ervan zijn momenteel het beste aigemene gereedschap
voor volle matnces.

~ De grondvorm is aldus. Uit AO ol A construeren we achtereenvolgens A

" 2,.-.
meét de volgende algontme' sphts A.k p = QkRk met Qk orthogonaal en Rk rechts-

boven, neem Ak j- Rka

We merken op+ -
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a) De splitsing kan uitgevoerd worden met behulp van Householder transforma-

ties (zie § 6.3)

P ()
n-

poeee PyACT T R
e g oplk) (k)
Ak' - %Pl * a0 Pna-l -
b) Er geldt

T N T .
A = QkAk-IQk = Qe QAQ .- Qs

zodat Ak orthogonaal gelijkvormig is met A en dezelfde eigenwaarden heeft;
‘dank zij de orthogonaliteit is de invloed van afrondfouten beperkt.
c) Er geldt

k _ k _ k-1, _

= Q]AII(_IRI == (Qre QI (R R .

Daar Rk"'Rl rechtsboven is geldt: als X de nxp-matrix is bestaande uit
de eerste p kolommen van de eenheidsmatrix, dan vormen de eerste p kolom
men van Ql""Qk een orthonormale basis voor de ruimte opgespannen door de

kolommen van A“X;als Al z... 2 IAPI > |a » 2 |r ], dan nadert de-

1)H[ 2 ..

ze ruimte tot de ruimte opgespannen door g],...,gp.

d) Uit c} volgt met name dat Ql"'lel een veelvoud is wvan Akg en dus op de

1

ligt; daaruit volgt dat lim Akgl = ), e

I met

duur in de richting van Y,

convergentiefactor [A,/A,].

1

. ) T :

e) Analoog aan d) blijkt dat lim e B = A met convergentiefactor |ln/ln_l|.

f) Wat diepergaande beschouwingen leren dat als |A1| > vaa > Ixnl’ A, in het
algemeen nadert tot bovendriehoeksvorm met als diagonaal diag(A],...,An);
als A symmetrisch is dan zijn ook alle A, symmetrisch met als limiet
diag(ll,...,ln).

g) Uit e) volgt dat het voordelig is om zgn. shifts toe te passen: als Ak_l

bekend is dan kiezen we een shift @ en bepalen A uit

Ay T ool T QR
A TR ol

dan is wederom A = QEAk_le maar de convergentiefactor uit e) is nu

+

I(ln - G)/(J\n_I - a)| (mits o dichter bij A, dan bij de overige eigen-
waarden ligt). Er bestaan diverse strategieen om goede a's te kiezen,

b.v. o 3= (Ak-l)nn' De convergentie van de laatste rij wordt dan in het
algemeen kwadratisch.
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'h) Zodra de laatste rij van Ak voldoende geconvergeerd is naar een veelvoud

T
van e laten we hem en de laatste kolom van Ak weg en gaan we met de over-
blijvende (=1} x (n-1)-matrix verder.

i
1
:

Dank zij het feit dat het QR-proces met shifts een mengsel is van simultane

vector—lteratxe en 1nVerse iteratie blijkt dat met een goede shift strategie

als regel slechts 2n a 3n slagen nodig 2ijn om alle eigenwaarden te bepalen.

De numerieke nauwkeurlgheld is goed in de zin dat de verkregen A's exacte oo

eigenwaarden zijn van een matrix die niet meer dan niAll van A verwijderd is. : ;
De voor het proces benodigde hoeveelheid werk wordt zeer verminderd als we :.f
door een transformatie vooraf zorgen dat Ay de Hessenberg vorm heeftﬂ Uit
Q1 0 Il volgt dan met 5.2.6.3 dat Ql ook de Hessenberg vorm heeft en het-
zelfde geldt voor A1 R Q]. Uitvoering van de splitsing A = QR kost voor

een Hessenberg matrlx echter slechts O(n ) bewerkingen tegen 0(n3) voor een

volle matrix en hetzelfde geldt voor de bepaling van RQ. Als AO tridiagonaal

is en symmetrisch, dan is Al Heséenberg en symmetrisch, dus weer tridiagonaal;

een slag kost dan 0(n) bewerkingen.

Hoe bepalen we de eigenvectoren? Als na de laatste slag geldt
be = Mt RO+ E

met kk diagonaal, Rk strict rechtsboven, Ek'strict 1inksonder en klein, dan

bepalen we de e1genvectoren van A + Rk Stel dat de dlagonaalelementen van Ak

onderllng verschlllend zijn. Dan.ls er een reguliere bovendriehoeksmatrix V-

_waarvan de kolommen de eigenvectoren van Ak + Ry zijui
+ B.k_)v = VA, .
Er geldt dan
o T T -
Qk % QlAQ] ‘.-d Qk = Vﬂkv + Ek »
eén dus, als Ql cee Q= Q QV=uU,

A-QEQ =un!,

zodat we de spettraalvoorstelling‘gevonden hebben van een matrix die. dieht
T

bij A ligt. De exgenvactoren Uppesep8  van deze matrix volgen eenvoudig uif-

V als we het product Ql""'Qk van de opvolgende transformaties bijgehouden
hebben.

In het geval van een symmetrische A is Rk = 0 en dan kunnen we V = I nemen,




	Inhoudsopgave
	0. Inleiding
	1. Het oplossen van vergelijkingen
	2. Numerieke differentiatie en integratie
	3. Numerieke integratie van differentiaalvergelijkingen
	4. Partiele differentiaalvergelijkingen
	5. Lineaire vergelijkingen
	6. Kleinste kwadraten aanpassing
	7. Minimalisering van sommen en kwadraten
	8. Parameterschatting
	9. Eigenwaarden en eigenvectoren van matrices

