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0. Studiehulp

0.1 Notaties

Matrices geven we aan met gedrukte hoofdletters, de elementen worden aangegeven

door corresponderende kleine letters. Geschreven hoofdletters worden gebruikt

voor lineaire afbeeldingen.

mE )

r(A)
det (A)

o(A)

Al

Verzameling van alle mxn-matrices over een verzameling V (l.1)

Verzameling van alle mxn-matrices over V met rang T

Idem als boven als uit de context duidelijk is wat V
moet zijn

Het element van A in rij i en kolom j

Het ij-de blok van een gepartitioneerde matrix A

De matrix met elementen %50 waarbij i loopt van 1 tot

m, en ] van | tot n

De petransponeerde matrix van A

De hermitisch geconjungeerde matrix van A
De inverse matrix vam A

Een gegeneraliseerde inverse van A

At

At

Een eenheidsmatrix, d.w.z. I = (6..)

De nxn-eenheidsmatrix

De nulmatrix, of het getal nul. Daar waar verwarring

mogelijk is hebben we voor het getal nul o gebruikt
De rang van de matrix A
De determinant van de matrix A

Het spectrum van A, aftewel de verzameling der eigen-

waarden van A

De norm van A

(3.4)

(1.1

(3.4)

(1.1)
(1.2)
(1.1)

(1.3)
(1.3)
(1.4)
(4.3)
(4.3)
(4.3)
(.1
(1.4)
(1.1)

(3.4)
(15.5)

(12.2)

(9.3)



De rang van de matrix A

De nulruimte van de matrix A

De rang van de afbeelding A/

De nulruimte van de afbeelding .JQ
Een vectorruimte

Een lichaam

" Het cartesisch produkt van Zfi en 77;

Een lineaire afbeelding van Zfi in zfé

+ x.}

{x] I, e Zf; ix, € Zfé Px o= X, 9

{x| Iy ¢ ¥ : ay = x}

Het lineair opspansel van de kolommen van de matrix A

. De dimensie wvan Zf

Het orthogonale complement van Zf
(A /

1 n
Het lineaire opspansel van de vectoren u
u en v zijn orthogonaal
Een inwendig produkt van u en v
idem
Eenheidsvector met de 1 op de k® plaats
De geadjungeerde van de afbeelding A
Een orthogonale projector
Hermitische bilineaire vorm
Hermitische kwadratische vorm
Minimaal polynoom

De nxn-matrix met op de diagonaal Gppecese en de rest

nul

De gepartitioneerde matrix, waarvan de blokken op de
diagonaal Al,...,An zijn, en alle overige blokken nul

zijn

(4.3)
(4.3)
{(5.2)
(5.2)
(5.1)
(5.1)
(5.1)
(5.1)
(15.1)
(13.1)
(5.3)
(5.3)
(7.1)
(14.3)
(5.1)
(7.1)
(7.1)
(7.3)
(5.3)
(7.2)
(7.2)
(10.4)
(10.4)
(12.2)

(10.3)

(13.1)




thA
e

LR
RR
RI
L1
pd

psd

ij

min{m,n)

- VII -~

£
t oA

L

018

£=0

Linksregulier

Rechtsregulier

Rechtsinverteerbaar

Linksinverteerbaar

Positief definiet

Positief semi definiet

De verzameling der natuurlijke getallen
De verzameling der gehele getallen

De verzameling der rationele getallen

De verzameling der reele getallen

De verzameling der complexe getallen

{ o als i # j

] als 1 = j

minimum van m en n.

(16.2)

(1.4)
(1.4)
(1.4)
| (1.4)
(10.2)‘

(10.2) g
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Hoofdstuk I. Algemene zaken (rang, inversie)

1. Inleiding

1.1. Definitie van een matrix

Zij V een verzameling en m,n ¢ IN, dan is een m X n-matrix A over V een af-

beelding van {1,..epiyees,m} ¥ {1,.00,5,...,n} in Vi

(1,j) o5 €V, 1<i<men 1sj<n

genoteerd als

U.ll e (l]n

A= D ey
o PR o
ml i3

We schrijven ook a.. = (A)...
ij ij

- N.B. We memen voor V steeds een commutatieve ring met eemheidselement (bv.
Z, Q, €, polynomen).
» Vaak zal V zelfs een lichaam zijn (bv. Q, R, C). Voorlopig is V een commuta-

tieve ring met eenheidselement.

ﬂﬁ;_n(v) is de verzameling van alle m x n-matrices over V.
»

Definities.

1. Als A ¢ ML
m,n

en Be /M dan definiéren we A + B ¢ UL d.m.v.
, m,n m,n

(A + B)ij = (A)ij + (B)ij . (1.1.1)

Eigenschappen.

A+ B=B+A

(A+B)+C=A+ (B +C)

A+0=0+A=A

- v 3( (A + (-A) =01,

Ae ’n‘tm’n -A)eqﬂm’n

Hierin is 0 de nul-matrix, (O)ij = 0,




Dus'm--m n(V) vormt een commutatieve groep t.o.v. de optelling.

]

2. Alsge VenAe MM (V) isgAh e ML gedefinieerd door:
m,n m,n

(aA)ij = u(A)ij . {(1.1.2)

Eigenschappen.

(aB)A = a(BA)

(@ + BYA = oA + BA
a(A + B) = qA + aB
1.A=A
-1.A = -A

i o.A =20
a.0 = 0.

Dus M n(V) is een vectorruimte t.o.v. optelling en vermenigvuldiging met
’ -

- scalairen.

3. Als A ¢ ﬂ%m,k en B ¢ 7Hk,n is AB ¢ mﬁhun gedefinieerd door:

k
(AB)ij 2 221 (A)iz(B)ij . (1.1.3)
Eigenschappen.
{AB)C = A(BC)
(A + B)C = AC + BC
A(B + C) = AB + AC

(cA)B = a(AB)

0.A=A0=0

AT I.A=A {als A vierkant is)

i.h,a.
AB # BA .

Hierin is I de identieke matrix: (I)ij = Gij'



].2'

Dus ngm n(V) is een niet-commutatieve ring met eenheidselement t.o.v. optel-
»

ling en vermenigvuldiging.
Opmerking, Ook als V een lichaam is, is qT%hn(V) nog nlet altijd een lichaam,
¢ ojfo 1y _lo o
h ?
0 1140 0 0 0

terwijl een stelling uit A & A zegt: Als a en b elementen zijn uit een li-

chaam, a # 0 en ab = 0 dan b = a_lab = a_IO = Q,

Immers

Partitioneren van matrices

M
Definitie, Zij voor p = I,...,M; q = 1,...,N, qu € qﬂh ,n_ N zij w = Z] mP
N ! ’
en n = qzl n, dan definiéren we A e'hﬂm’n door (A)ij = (qu)k£ als
p-1
i= z m_ +k ? l <k <m
s=] P
(1.2.1)
q-1
J=zn+ﬂ,, lsgén
g=1 ° 1
A]] aea AIN
A= E l P4 ; = (qu) ‘
AMl “es AMN
Eigenschappen.

- Zij A gepartitioneerd in matrices Abq t A= (qu) dan geldt:
cA = (aA . 1.2,2
pq) ( )
— Als A en B dezelfde afmetingen hebben en gelijk gepartitioneerd zijn dan:

A= (A B= (B = A+ B = (A + B . 1.2,
( pq) en ( pq) ( g pq) ( 3)




- Laat
Al] - A]K Bll .e B]N
A= | ’ en B={"' °
L] & L] *
S R Beal 0 [Bew
met A tm Xk en B t+ k xn en C := AB dan
Pq P q qr q r
Cll LI I ] C]N
C = : '
CM] PR CMN
met
K
cC = A B (1.2.4)
Pq rz'l w_ P rq ,

Bijzondere gevallen.

a) Alle blokken 1 x 1 = A = (a
b) Alle blokken m x 1 : (All | 1a)

¢) Alle blokken 1 x n :

||

d) Als A = (A][ .o |Ak) i m en




- Als m = n dan
BIAI .o BIAK
BA = | | - .
BA P

1.3a. Transponeren van een matrix

Definitie. Het transponeren van een matrix A is een afbeelding A » AT van
1Hm op T waarbij
1 n,m

T

ahyy = @y (1.3.1)
Eigenschappen.
‘ o =4
* (aA)T = aAT
- (a+ BT = AT « BT
)T = BTAT

1.3b. Hermitisch conjugeren van een matrix

Definitie. Als V = € dan is de hermitisch geconjugeerde van een matrix A een

afbeelding A » Al van Mt (C) op M (€) zodat:
m,n n,m

q S
(A )i,j = (A)j,i . (1.3.2)
Eigenschappen.
i @whH = s
_ @m = aa”
(A + B)H = AH + BH

) = Al |




1.4. Regulariteit en inverteerbaarheid

Definities.

1. A e’nﬂm n heet rechts regulier (RR) als

Vxemm,k [AX = 0 = X = 0] . (1.4.1)
Analoog links regulier (LR).
2. A heet links inverteerbaar (LI) als er een Y e'Yﬁh’m bestaat z.d.d.
YA = Inxn; Y heet linker inverse van A, (1.4.2)
Analoog rechts inverteerbaar (RI).
3. A heet regulier als A is RR en LR.
A heet inverteerbaar als A is RI en LI.

Z heet inverse van A als 2 linker inverse en rechter inverse van A is.(l1.4.3)

Stellingen.

. - A is RR = AX = B heeft hoogstens &&n oplossing (1.4.4)
. Bewijs. Stel Xl en XZ zijn oplossingen dan dus A(X1 - Xz) = 0, X1 - X2 = 0,
Xl = Xzo q.e.di(l-&.s)

- Ais LI = A is RR.

Bewijs. Laat YA = I en stel AX = 0 dan YAX = 0 en dus IX = 0, dus
X=0. q.e.d.

- A is RR en RI en X is rechter inverse van A => X is de inverse van A.
(1.4.6)
Bewijs. AX = I, dus AXA = A, dus A(XA - I) =0, dus XA - I = 0, dus
XA = I, X is dus ook linker inverse van A, Met (1.4.4) volgt nu dat X de

inverse van A is. q.e.d.
Opmerking. Bovenstaande stellingen gelden ook in het gespiegelde geval.

Gevolg. Uit (1.4.5) volpt nu: A inverteerbaar = A is regulier.

- -, !l » . .
-~ X is re~hter inverse van A en Y is linker inverse van A =» X = Y is de

inverse. (1.4.7)

- Bewijs. Zelf!




Opgaven
1) Als A is RR dan: AB is RR = B is RR.

2) X is rechter inverse van A en Y is rechter inverse van B = YX is rechter

inverse wvan AB.
3) Laat A = (A] | Az) dan:

A 1s RR = Al is RR en A_. is RR

2
Ails LI = AI is LI en A2 is LI en A] is niet LR en A2 is niet LR
Al of A2 is LR = A is LR
A] of A2 is RI == A is RI en A is niet RR.
Hulpmiddelen
Driehoeksmatrices

Stelling. Als

"~

A ‘ 0
a7l - :
)k M|
Bewijs. Vermenigvuldig uit (zowel AA-l als AqlA!) (2.1.1)
Opgave.
4) Als All en A22 (uit (2.1.1)) RI zijn dan is A ook RI,

Definitie. A heet linkerdriehoeksmatrix als

Vj>i [(a); = al . (2.1.2)




_ko "

Analoog rechterdriehoeksmatrix.

Opmerking., Van nu af aan zullen we, als we over matrices spreken, uitsluitend

matrices over een lichaam bedoelen.

ing. Zii i eh .
Stelling. Zij A € ?"h,n een driehoeksmatrix en
v (A)ii #0 (2.1.3)

dan is A inverteerbaar.

Bewijs. Met inductie: Voor n = 1 triviaal waar. Stel nu dat het waar is voor
nelN en laat Aeen (n+ 1) x (n + 1) matrix zijn die aan de voorwaarden vol-

doet. Splits nu A z.d.d. A, een | x Il-matrix is en A] een n x n—matrix.

22 I

AI] is nu inverteerbaar volgens de inductieveronderstelling. A22 # 0 en dus

ig A22 inverteerbaar, Met (2.1.1) volgt dat A inverteerbaar is. Met inductie

volgt de bewering.

Opgave.
5) Zij A een linkerdriehoeksmatrix met m £ n en
1<i<m (A)ii # 0

dan is A RI.




- 2.2, Matrices met reguliere kop

A

Definitie. A e’ﬂ%m 0 is een matrix met reguliere kop als m > n en A = KL
: 2

met A  een inverteerbaar n % n—matrix 6f als m < n en A = (Al | Az) met A,

een inverteerbare m x m—matrix. (2.2.1)

Stelling. Als A een m x n-matrix is (m > n) met reguliere kop dan geldt:

1) A is LI
2) A is RR
3) A is uit te breiden tot een m x m-matrix die inverteerbaar is. (2.2.2)
Bewijs.
ad 1) We willen Yl en Y2 zo dat
- AI
2 2
of dat

YIAI + Y2A2 =1,

! {bv. Y =0 en

Kies nu Y 2

2 5 willekeurig en neem Yl = (I - Y2A2)A]
Y1 = Al ).
ad 2) Zelf.

ad 3) Breid A als volgt uit

2 I2 (m—n)x{m-n) .

met 12 : (m - n) x (m - n).

Volgens (2.1.1) is deze m x m—matrix inverteerbaar.

Voor m < n gelden de gespiegelde eigenschappen.




2.3.

_]0-.

Opgave
A
6) Laat Al = Kll net AI] inverteerbaar. Zoek alle A
21
All AIZ
A =
Ay Ay
inverteerbaar is.
Antwoord.,
All ‘ 0 Ill | w12
A=
A21 ‘ I22 0 | W22

met sz inverteerbaar,

Permutatiematrices

12

en A

22

z.d.d.

Definitie. Een n—dimensionale permutatie is een afbeelding i + w(i) van

{l,...,n} op zichzelf.

(2.3.1)

Dus Vj 37 i [n(i) = j]1. De inverse afbeelding wni is hierdoor gedefinieerd.

Definitie. Bij v hoort een permutatiematrix P gedefinieerd door:

1 als j
P L, 1= 6 . , =
( )1.] T[(l):.]
0 als j
Voorbeeld
1 2 3 4
T = dan P

#

(i)

w (i)

(2.3.2)
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Stelling. Zij P een m * m permuytatiematrix, behorende bij een m~dimensio-

nale permutatie m en A een m X mmatrix dan is de i-de rij van PA de m(i)~

de rij van A. (2.3.3)
m m
ijs. L. = . . = §_,. , = Py s e .e.d,
Bewijs.  (PA),. kzl () A kzl iy @pg = @y e -ed
Stelling. Een permutatiematrix P is inverteerbaar en P_1 = PT. (2.3.4)

Bewijs. Zelf!

Opgaven.

7) Als P een n-dimensionale permutatiematrix is dan is de j—de kolom van APT

de n(j)—de kolom wvan A.

8) Als P een m~dimensionale permutatiematrix is en Q een n-dimensionale per-

mutatiematrix met permutatie T, resp. m, dan geldt:
(PAQ)T) ;= (A)
ij 7 Wn @y, a6

9) Als ﬂI en “2
een permutatiematrix behorende bij de permutatie Ty ® e

permutaties zijn met permutatiematrices P en P2 dan is Ple




_l2_-

3. Matrixdecompositie

3.1, De eerste decompositiestelling

Stelling. (eerste decomposiﬁiestelling)

Zij A € ”Zm en A # 0, dan is er:

sl

een n X m permutatiematrix P, behorend bij een permutatie T
een n %X n permutatiematrix Q, behorend bij een permutatie w

s

eenre N, r < min(m,n), 2

een m x r linksonder driehoeksmatrix L met -(L)ii # o en

een r X n rechtsboven driehoeksmatrix U met (U)ii # 0,
zodat

PAQT = LU , (3.1.1)
oftewel

, r
@ (y,m () " EZ] (L), @5 - (3.1.2)

Bewijs. Volledige inductie naar p := min (m,n).
Als p = 1, dan is de bewering waar. Immers, zij n = I (m = | gaat analoog).

A # 0, dus er is een permutatiematrix P zodat

A]]

= PA= [T | , met A
A 1
21

e

;€ 7nﬁ,l en Al] # 0,

All is dus inverteerbaar.

Neem nu L = A(All) ! en U = A11 en Q = I, dan PAQ” = A = LU.

(Ga na of L en U aan de voorwaarden voldoen.)
Laat de bewering nu waar zijn voor een zekere waarde van p.
Laat A een (m+1)x(n+1)-matrix # 0 zijn, met min(m+l,n+1) = p+l.

A# 0=> er zijn permutatiematrices P] en Qi’ zodat




waarin All een [x| matrix ¥ 0 en dus inverteerbaar is.

Definiear nu

(1)
L, := - —l U, (A, ] A,)enh=A-L U ,
Ay A
dan 1is
A ' Az A ‘ A1g
K = - = ]
— - - - -..‘l -
Ay Azz Aoy | B9 Ay A
waarbij
A =A.-A_ AYE . : (*)

2 22 21 11 12
Er zijn nu twee mogelijkheden:

.= T ..
. A, = 0, dan is A = PIAQI = LIUI en we zijn dus klaar;
in dit geval geldt r = | (ga na!l).

2. A2 # 0, dan is A2

volgens de inductieveronderstelling matrices PZ’ QZ' L2 en U2 zodat:

een mxn-matrix met min(m,n) = p, dus zijn er,

T .
P, A, Q, = LU, . (x*)

(1) ] _ 0
A ol =
0 P, 0 | Q,

A

Bekijk nu:

- T
l Ao

— T —
1 ! Ay & A
- 1| * [T e
+
B, A ] P28 @ Py B2 ] Py By A A G r L U

waarbij gebruik gemaakt is van (*) en (*x) .

We kunnen W ook schrijven als:

~ - 7
(1) I 01 4 ’ Ay Qz]
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Noem nu

We hebben uit de inductieveronderstelling nu het volgende verkregen:

een {(m+1)x(r+1) linksonder driehoeksmatrix L met (L)ii £ 0,
een (r+1)x(n+1) rechtsbhoven driehoeksmatrix U met (U)ii 4 0 (ga
dit nal) en

- permutatiematrices P en Q zodat PAQT = LU .

Met inductie volgt dan de juistheid van de stelling. q.e.d.

. 3.2. De algemene decompositiestelling

Opmerking. In het vervolg kan het mogelijk zijn dat bij een partitie-indeling
van een matrix de "hoogte" of de 'breedte'" van zo'n partitie nul is, zodat er

eigenlijk niets staat.

Stelling. (Algemene decompositiestelling.)
ZijAemmnenA#O, dan is er :

een r ¢ N, r £ min(m,n) ,
een inverteerbare mxm-matrix B,

een inverteerbare nxn-matrix C en

een mxn—matrix J : , waarin I] de rxr-eenheidsmatrix is,

1

zodat
- A=BJC. ’ ’ (3.2-')
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Opmerking. We zullen deze stelling op twee manieren bewijzen. Het eerste bewijs

gaat uit van de eerste decompositiestelling, het tweede bewijs gaat rechtstreeks.

Bewijs 1. Volgens (3.1.1) geldt PAQT = LU.

L N
Zijoul = i en U= (U | U,.) , waarin L en U . de afmetingen rxr heb-
. L2-lJ 11 12 11 11 .
ben en inverteerbaar zijn. Dus (zie 2.1.1) zijn ook de mxm resp. nxn matrices:

Lyy | 0 Uiy | Y12

e
[]
o
=]
(=7
W

L 0) (1 o} {u U ) L
e 11 1| 1z 4T @, | v, =L,
L, l 1| o} o lo L] |l
We hebben dus
paQ’ = LJU
of
T o~
A = PLJUQ = BJC
met
B := P'L en C:=UQ,
die kennelijk inverteerbaar 2zijn. q.e.d.

Bewijs 2. Volledige induktie naar p := min(m,n). Zij p = 1, dann=1o0f m = 1.
Neemm » 1 (n = 1 gaat analoog).

m,

. , - T = - -
A$ 0= er is een permutatiematrix Q, zodat A := AQ = (AIl | Alz) met Alle n
. )

en Kl] # 0 en dus is Kll inverteerbaar.

Neem nu:i

B = Kll; dus B is Ix1 en inverteerbaar.
-_l -
t ' All A12

Q; dus C is nxn en inverteerbaar.

]
]

o | 1,

—
[ ]

(1,, | 0); J is Ixn .

Dan A= BJ C.
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Stel nu dat de bewering waar is voor een zekere waarde van p.
Laat A nu een {(m+l1)x(n+l)-matrix # 0 zijn met min(m+l,n+l) = p+l.

Er zijn dan permutatiematrices P1 en Ql’ zodat

All AIZ

A = PIAQI = met A, e MV en A,, ¥ 0

en dus inverteerbaar.

Er geldt nu (ga na)

11

met
S o3
By =By Ay A

Nu zijn er twee mogelijkheden:
1. A. = 0, maar dan zijn we klaar en er geldt dan r = 1 (ga nal).

2 .
2. A2 ¥ 0, maar dan zijn er volgens de induktieveronderstelling (immers A2 is

een mxn—matrix) matrices BZ’ C2 en J2, zodat:

Az = 32 J2 C2 .

Maar dan is ook
m o) (1)|o]’(1)Lo (1)| o]
o | J

2) | 9] CzJ

1L

1
A, A7 122J 0 |,32J ol JZJ

L

dus

11 1A12

1
T o T

L]
~
L
=]
A
w1

Q=BJC




- 17 -

met
1 l 0 (l)| 0

Ay Ay l Iy °.| B,

. (dus B is mxm en inverteerbaar (ga nal)) ,

{dus 122 ¢t (r+1)x(x+1) en J is mxn),

en

M l 0 E11 I K'12
C := Q.

22

(dus C is nxn en inverteerbaar (ga na!l)).

En met inductie volgt nu het beweerde, g.e.d,

3.3. Enkele gevolgen van de decompogitiestellingen

Stelling.

1. Ais RR < A is LI < n=71 ™ n <m
2, Ais LR < A=RI < m=71 = m<n : : (3.3.1)

3., A is regulier <> A is inverteerbaar <> m = n = r,

Bewijs. Schrijf A volgens (3.2.1) als A = BJC.

Kijk nu eerst naar

J is mxny I is rxr,

dan
J is RR <= n = r (ga nal)

J is LI <= n = r (ga na dat J een linkerinverse is)

en dus

Jis RR <% J is LI <= n=r => n < m.
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Stel J is RR
nu is B is RR > A 1is RR .,
C is RR

Stel A is RR.

We weten nu B_I is RR
¢! is RR +J is RR .
J =B lac’!

Dus

A is RR < J is RR,
evenzo is te bewijzen dat
Ais LT < J ig LI

zodat 1. bewezen 1s.

2. gaat analoog en 3. volgt direct uit l. en 2.

Opmerking. We zullen een matrix A irregulier noemen als A noch RR, noch RI,

noch LR noch LI is.

Résumé. Voor A ¢ M geldt
—_— m,n

1. als m = n (vierkante matrices) dan

r=m=mn < Ais RR en RI en LR en LI

r<m=n <> A is irregulier.

2, als m > n (staande matrices) dan

A is nooit LR of RI
r =n <> Ais RR en LI

r n <= Ais irregulier.

3. als m < n (liggende matrices) dan

A 1s nooit RR of LI
r =m <= Ais LR en RI

r <m <= A ils irregulier.
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Stelling. (Uitbreidingsstelling.)

Als Al een mxn—-matrix is, die RR is (dus n 5 m), dan

als n = m is Al een reguliere mxm—matrix,

‘als n < m dan is er een mx{(n—m)-matrix A, zodat A := (AI|A2) een

_ 2
reguliere mxm-matrix is. _ - (3.3.2)

Bewijs., Als n = m is de zaak triviaal, Zij n < m. Volgens (3.2.1) is A, = BIC
{(want Al is RR => Al # 0).
I
=> J = |[—| , waarin I nxn = rxr is.
0

Al is RR = r

]
=]

Dus

BJC = B|—|

Neem nu A = B = (BIC[BZ) = (AIIBZ) dow.z. A, = B_.

2 2

Oggave. ’Kll
10. Als A is RR, dan is er een permutatiematrix P, zodat PA = i net A!l
21
.

een reguliere nxn-matrix.

3.4. De rang van een matrix

We willen het getal r uit de decompositiestellingen de rang van de matrix
noemen, We zullen dan echter eerst moeten bewijzen dat r eenduidig bepaald is

(de decompositie zelf is zeker niet eenduidig).

OEEave.

11, Zie in met behulp van (3.3.1) dat als A niet irregulier is, het getal r

eenduidig is bepaald.

Stelling. Het getal r uit de splitsingsstellingen is eenduidig bepaald.
Als
A=BJC en A= B'J'C (%)

dan is

J=J', B' =BSen C = 8'C',
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waarin
S =

met
Sll = Sil is rxr en regulier
322 is (m-r)x{m-r) en regulier
8!, is (n—r)x(n-r) en regulier,

22

Omgekeerd: Als 5 en S' aan de bovenstaande

en C' = (S')_IC, dan is A = B'JC' .

I10 110
Y 3 = ‘ 1 ' = -—ll— = =
Bewijs. Stel dat (*) geldt met J [6—FB}, J [0 0] met I1 rxXr en 12

1= CC'-I, dan zijn S en S' regulier en (x) geeft

zZij s := B 'B' en §'
sJ' = Js' .
Laat nu
S =
waarin § , en §! rxr'=matrices zijn.

i1l 11

(*x)

(3.4.1)

relaties voldoen en A = BJC, B' = BS
(3-4.2)

(**x)

Dan volgt met (***) (ga na dat de partitionering past) dat

s;, ] o
= ’
0
a1
dus
Sy0 =0 Sy =0en 5, =5,

S en $' hebben dus de vorm van (**),

Daaruit volgt nu {ga na)

S regulier => Sll is RR

S' regulier = S;I is LR

= 5

11

= Sil zijn regulier = r = r' ,

r'xr',



En verder

S regulier == 522 is LR
= 822 is regulier .
't= 5 is vierkant

r=r 22

A f
naloog 322

De omgekeerde bewering volgt door rechtstreekse verificatie.

is regulier.

Definitie. Het getal r heet de rang van de matrix A, Notatie: r = r(A).

Opmerkingen.

We kunnen nu zeggen: A is RR < r(4)
A is LR <= r(A) m .

]
=

(Daar r = min (m,n) spreken we in het eerste geval van volle kolomrang, in het

tweede geval van volle rijrang.)

. T . .
We zullen voortaan de notatle‘m'm n gebruiken voor de verzameling van alle
3

mxn-matrices met rang r.

Definitie. Twee matrices A en A' heten equivalent als er reguliere matrices U

en V bestaan zodat:

A' = VAV ,

OEgave.

12. Ga na dat de hierboven gedefinieerde relatie echt een equivalentierelatie
is.

r!

. . r '
Stelling. A € ?nm’n en A' eMm

zijn dan en slechts dan equivalent als

m',n’'

m'=m, n'=nenr'=1¢r. ' (3.4.3)

Bewijs. "™ : m' = men n' = n is triviaal.
A en A' equivalent => A' = UAV:}
(3.2.1) = A = BJC
=> A' = (UB) J(CV) =: B'JC'| (3.4.1)

¥

= r =r .

B' en C' zijn regulier




Stelling.
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= BJC en
A' = B'J'C', dan
r'=r=J=7
n' = 0= C 'C' bestaat en regulier
m' = m = B'B—! bestaat en regulier |-
AeM® <==> A is equivalent met

m,n

J = v J:mxen, T : rxr,

" Bewijs. Dit volgt onmiddellijk uit (3.2.1).

3.5. De alternatieve decompositiestelling

Stelling.

Zij Aem
m,n

- zodat

B, kan worden

1

(Alternatieve decompositiestelling.)

en A # 0, dan is er

een r € IN, r £ min(m,n),

een RR mxr-matrix B] en

een LR rxn—matrix C1 '

BICI '

A

worden uitgebreid tot een reguliere nxn—matrix

Als ook geldt A =

171 1

1
r=r'

en er is een reguliere matrix W zodat

=1
v ' =

> a' = '3 Y ac ey .

q.e.d,

(3.4.5)

(3.5.1)

uitgebreid tot een reguliere mxmmatrix B = (Bi‘BZ) en C] kan

(3.5.2)

B'C' met B' een RR mxr'-matrix en

C' een LR r'xm—matrix, dan

(3.5.3)
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Cc
Bewijs. Volgens (3.2.]) is A = BJC. Zij B = (BIIBQ) en C = El met
2

B, e
1 m,

(3.5.2) bewezen zijn.
Zij v

en RR, en Cl € ﬁ%r en LRy, dan geldt A = B

n ICI' waarmee (3.5.)) en

| een linkerinverse van BI en V; een rechterinverse van C; (ga na dat

deze bestaan) dan

B.C, =B C = B! = BI(CIV;) =B

.= 1
| 11 1 Wals W: c v, (*)

i 1]

Ook is dan B]CI =B WCi en daar B RR is volgt met (l1.4.5) dat

1 1

c, = WC; . (*x)

Daar B] en B; RR zijm, volgt (zie opgave 1) uit (%) dat W RR is en daar C1

en C; LR zijn volgt uit (**) dat W LR is, dus W is regulier en omdat W af-

metingen rxr' heeft geldt

r=r', g.e.d.

OEEaven

13. Bewijs de alternatieve decompositiestelling rechtstreeks uit (3.1.1).
14, Bewijs (3.3.1) uitgaande van de alternatieve decompositiestelling.

15. Bewijs met de alternatieve decompositiestelling de uitbreidingsstelling

(3.3.2) en vervolgens de algemene decompositiestelling (3.2.1).

16, Bewijs (3.4.1) met behulp van opgave 6 en de alterpatieve decqmpositié-

stelling.

4, Een aantal toepassingen van de decompositiestellingen

4,1. Stellingen over de rang van een matrix

- 0 <r £ min(m,n) (4.1.1)

- A is RR < r = Chal,2
Ais LR < r=nm

- B is RR = r(BA) = r(4) 7 (4.1.3)

B

D is LR = r(AD) r(aA).
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Bewijs. Volgens (3.5.1) is A = B G,
A = = Rr! - t m
B BBIC] BICI met BI BBl en Bl € K,r'

Hierbij is B; RR (ga na) en is B;Cl dus een correcte splitsing van BA in een

RR- en een LR—matrix, dus

r{BA) = r(B;Cl) = r(A). q.e.d.
T, r,
- Als A = (A |A ) met A, e , A, eMm en A em ¥
1172 1 m,n 2 m,n m,n,+n
1 2 1 72
dan geldt r, S, r, <r ., (4.1.4)

B ". = = m
ewijs. A = B C, =B (clllclz) met C | € zn,? C, € ?nr’nz.

A, =B C s B is RR. Dus volgens (4.1.3) is r = r(Cll) < min(r,nl), dus

] 171 1 1

r,sr. q.e.d.
Een analoge stelling geldt voor A = ol {(4.1.53)
2
All A]2 .
- Als A = dan geldt r(A.,) < r(a). (4.1.6)
21 | %22 t

Bewijs. Dit volg uit (4.1.4) en (4.1.5).

Definitie. Als A ¢ Wlm L P A' € ﬁzm'n' dan heet &' een submatrix van A
»
als er permutaties p en q zijn van {1,...,m} resp, {1,...,n}, zodat

p(i) < p{i") als i <i' g m'

()
q(3) < q(i'y als j < 3' s n' en
' —
@55 = Wyy,aG) (4.1.7)
A' | A
Dus PAQT Y AIZ .
21| “22

Dank zij de nadere eis (*) kunnen we ock zeggen: A' ontstaat uit A door ‘ }

schrapping van een aantal rijen en kolommen.

- Voor iedere submatrix A' van A geldt r(A') = r(A). (4.1.8)
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Bewijs. Volgens (4.1.3) is r(a) = r(PAQT) en volgens (4.1.6) is
r(A") $-r(PAQT), zodat r(A') < r(PAQT) = r{A). q}e.d.

- "Voor iedere r' < r is er een submatrix A' van A met

At em T,
G r|’r| L] (4-1-9)
Bewijs. Er zijn matrices P, Q, L en U zodat PAQT = LU (zie 3.1.1).
'Ll] 0
L = T | met L11 € er‘,r" dan is Ll] regulier (waarom?) en
\ 21 22
U, | Uy,
= A —— m 1
U 5 T met U1| € £, en regulier,
L 22
[ m - .
dan is Ll]Ull € - en regulier r
Zie zelf nu in dat er permutatiematrices Pl en Q! ziin, zodat PILIIUIIQI een
submatrix van A is.
Hieruit wvolgt hetgeen te bewijzen was. q.e.d.
- r(A) = max {r'|3A'¢ ﬂtr, Lt en A' is een reguliere submatrix van A},
]
(4.1.10)
Bewijs. Zie (4.1.8) en (4.1.9).
- Als A = (A1|A2) dan geldt max(r!,rz) £r = rl+r2. : (4.1.11)

Bewijs. max(rl,rz) < r is al in (4.1.4) bewezen. Volgens (3.5.1) zijn er

splitsingen Al = B!Cl en A2 = BZCZ'
I C] 0 tr] |
Dan is A = (B _|B,) = (B,| B,) C.
1'72 0 C2 ¢r2 1 2
¢ is LR (ga na!) zodat volgens (4.1.3) r(A) = r(Bll B2) < xrtr,. g.e.d.
Gevolg. r = n, S 1) <7r (ga na). (4.1.12)

2

OBEave

17. Als A' € ﬂbm, L' en submatrix van A is, dan geldt =
;]

r- @m') - (an') £ x(A') < r.
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- Als A €7n-;,n. Al eMm ::k; A2 Efnti?n en A = A]Az, dan geldt
r, +r, - kst s min(rl,rz). _ (4.1.13)
Bewijs.
1) Stel A1 = BlC1 en A2 = B2C2, dan is A = BICIBZCZ'
met (4.1.3) volgt r(A) = r(Cle)- : (*)
Omdat C B, G‘”Irl’rz is dus r(A) = min(rl,rz).

c
2) Uitbreiding van €, en B, tot reguliere kxk-matrices C' = E% en
' i

B' = (8,[B)) (zie (3.5.2)) levert

c 2l
ont o o2 €%
c{ﬁg“l CTEy

Uit (*) en opgave 17 volgt de linkerongelijkheid. q.e.d.
N.B. Als A1A2 = 0, dan is r, 1, < k. . (4.1.14)
- Als A2 € Wlk k. dan geldt
1°72
> -
r(A]A2A3) > r(AIAZ) + r(A2A3) r(AZ) i)
2T t+r, + g - kl - k2 (Stelling van Frobenius).
Bewijs. Zelf:
Hint: A1A2A3 = BIC1B20233C3
A A AL) C.B,.C.B
r(AjAyhy) = 1(C B, CyBy)e
' A, O
- Als A = dan geldt r(A) = r(A ) + r(A ). (4.1.16)
0| A, 1 2

Bewijs. Stel Al BICI en A2 = B2C2, dan geldt

i 1| i
0 B.C

B.C 0 B 0
,Cy 0 [ B, 0

(B, | 0 C,
Volgens opgave 4 is RR en |————| LR.
0 B2 0 C2J

.

7zie nu zelf in waarom r(A) = r(A]) + r(Az). qg.e.d.




A 0
- Als A = -li—+——- dan geldt r(A) 2 r(A, ) + r(A,,)). (4.1.17)
AZI A22 11 22

Bewijs. Zelf!

~ Als A= A + A, geldt |r1—r2] St Sr o+r, . (4.1.18)
BeWiiS. : . C
- '= 1 = = —]— 3 ) -
1) Stel Al BIC] en Az 3202 dan is A Blcl + BZC2 (BIIBZ) C2 {(zie op
gave 3).
r(BIIBZ) Sx, 4, .
Dus volgens (4.1.3) is r(A) < ¥, tr, .
= -— = <

PUINIRIDIUEY ke e

2 R T 1 qe€.ds
~ Als r«A1|A2))= r(A)) dan is er een Z zodat A, = A,Z. (4.1.19)

Bewijs. Stel (A [A)) = Bl(clllclz)“

Dan 1is Al = Blcll (ga na, zie opgave 3).

Dit is een geldige splitsing van Al, dus r(Cil) = r(AI)== r.

Cll is RI met rechterinverse V]l'

A.=BC,=BC V C_ =AZmetZ=V

s = BiC = BVt T Ay 1°

]2l C['.e-d.

Oggave.

A!l A]2 '
18. Als A = T T en r(A]l) = r(A), dan zijn er matrices 212 en Z

»
21 | Ba2 21

zodat

I
A=z A11(111|Z

21

12)'

4.2, De vergelijking &X = Y

zijAem’” enYe gegeven,
m,n m,Pp

Gevraagd wordt X ¢ 4nn p zodanig dat AX = Y, [I o

]
Eerst behandelen we het oplossen van JX = Y met J =

Jﬁm .
myn

)

e

[
|




Dus JX = Y oplosbaar <=* Yz = 0. v

Is de vergelijking oplosbaar dan is de oplossing X = El met 22 willekeurig.
z (4.2.1)
Opmerking.
Als m=r is AX = Y altijd oplosbaar, daar A is RI.
Als n = r is de oplossing, als hij bestaat, eenduidig bepaald (1.4.4).
We willen oplossen AX = Y, oftewel BJCX = Y.
Laat nu T = B_IY en X = C_]Z, dan dus op te lossen JZ = T.
Stel
U Z
B1=:U=-—-}-encl=:v=(VIV)’z-_—.—L .
U . 1'°2 Z
2 21
dan geldt
U]Y
T=—'— -
U2Y

Dus z, = U

JZ=T™ o _yy

2
Hieruit volgt: JZ = T is oplosbaar <= U2Y = Q.
U]Y
Als JZ = T oplosbaar is dan geldt Z = |——| met Z, willekeurig
-1 2
= = =
X=0C Z=VUY+V,Z,.

Conclusie. AX = Y oplosbaar <= UZY = 0 en de oplossing zijn

X = V.U.Y+ V.2, met Z, willekeurig. (4,2.2)

271 272 2

Opgave
19. Onderzoek m.b.v. (3.4.1) of de oplosbaarheidsvoorwaarden en de verkregen

oplossing onafhankelijk is van de gekozen splitsing van A.

Stellingen

- AX = 0 = r(X) S'n‘r(A) (A € /m-m’n). (4.2.3)

Bewijs. Zie (4.1.14).




S I A L e O L - e T T T

.-.29.—

- n-r(A) = max {r' | Ix[r(x) =: ' en AX = 0]} . (4.2.4)

Bewijs. Uit (4.2.3) volgt rechterlid < linkerlid,
Neem X = V2 (uit (4.2.2)) dan r(X) = n~r(a). q.e.d.

- Als r(XO) = n-r(A) en AX = 0 dan
AX = 0 = X = X2] . (4.2.5)
Bewijs. Zelf!

Voor de vergelijking X'A = O kunnen analoge stellingen worden afgeleid.

Het analogon van Z en V, is dan W resp. U,.

2 2
- AX = Y is oplosbaar <> V% t ZA = 0 => ZY = 0, (4.2.6)
Bewijs.
TN MY ax = 2y = o

"o o, = = = =
! neem Z U2 dan UZA 0 U2Y 0.

Volgens (4.2.2) is dit een voldoende voorwaarde voor oplosbaarheid.

.qne.d‘

- Als r(Z) = m—r en ZA = O dan:

" AX = Y oplosbaar <=> ZY = Q. (4.2.7)
BeWi._So [
"= direct uit (4.2.6)
W=y AX = Y => ZY = ZAX = OX = O. g.e.d.
- - AX = Y oplosbaar <= r((A[Y)) = r(A). (4.2.8)
Bewijs.
we o (AlY) = ACT]X).
Daar stellig (I|X) LR is geldt volgens (4.1.3) r(A'Y) = r{A).
" o<=" : r(AlY) = r(A) impliceert volgens (4.1.19) dat er een X is z.d.d.

AX = Y. q.e.d-

Gevolg. AX = Y heeft voor iedere Y een oplossing

<> A is RI <= A= LR <> m = r(A).




4.3. Een gepeneraliseerde inverse

Zij zoals in (3.2.1) en (3.5.1) A = BIC = B.C

I.0
3= =Ml
0 |of
z -1 Y -1
eg U := B = b= 4, V:=¢C
) U
.2
UB =1 (B, is
UlB2 =0
U2B! = 0
UZ'B2 = I2 met 12
B]Ul + B2U2 = 13 met I3
‘Clvl = Il (C] is
We definiéren
A = LTt - V.U,
dan 1s
A+ € m .
n,m

+ .
We noemen A een gegeneraliseerde

Eigenschappen

+.
I. A A VlC1

2. AA'

]
=
foet

3. AATA

il
g

4, ATaaT = A"

+ +
5. (AA-I)A =0

6. AATA-T) =0

]

7. AT@aat -1 =0

8, aa" -1 A=0,

een matrix X ¢ mn

Stelling. Als

AXA = A S
XAX = X

It

en
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C
"1
G met B = (B]]Bz) en C = E; en
= (V]|V2) s, dan geldt
LI)
¢ (m—r)x(m—r)
+ Mxm
LI)
(4.3.1)
inverse van A.
{4.3.2)
voldoet aan
m :
(4.3.3)
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dan geldt voor iedere splitsing A = BICI dat X = VIUI met U] een linkerinverse

van B] en V] een rechterinverse van Cl (m.a.w. A" wordt min of meer gekarakte-

riseerd door (4.3.3)) . _ (4.3.4)

Bewijs. Laat A = Blcl’ dan volgt uit AXA = A dat BIC]XBIC1 = Blcl'

Daar B, is LI en C, is RI volgt C XBl = I. Uit XAX = X volgt XB_ +C. X = X.

1 1 1 1 71

Laat nu U] 1= CIX en Vl H XB] dan: UI is linkerinverse van Bl’ V} is rechter-
inverse van C enX-= v,u,- . ' qg.e.d.
Opgave

19. Stel dat A

BJC. Bewijs dat iedere X die aan (4.3.3) voldoet geschreven kan

woréen als X = C_]WBl_l met W = ;ﬁ% (1]]|w12).
Definitie. P, := AA" en Pl := A"A. ' - ' (4.3.5)
Eigenschappen
l. P, =BU _ " P, = V.C,
2. PA_ewti,m | P! ezmz,n
3. r(I-PA) = m-r _ r(I-PA) = n-r
4, I-p, = B,U, I-PA =.v2c2
5. Pi =P, ' (PA)2'= Py
6. PA(I—PA) = (I~PA)PA =0 PA(I*PA) = (I-PA)PA =0
7. (-p)? = 1-p, Ca-ep? = rp)
8. PA=A . | plA” = A
9. (I"P A =0 (I-PA)A+ = 0
10. A+PA = A" AP} = A
1. A+(I-PA) =0 | A(I-R,) = 0 . (4.3.6)
Stellingen
- AX = 0 <= PiX = 0 <= X = (I-P})X . ' ' (4.3.7)




....32_

Bewijs.
ove " pix=aax=4A0=0,
T L1} + +
<= : PAX = 0™ AAX = 0= AX = A(AAX) = O
2, triviaal. ' ' q.e.d.
- X 1 Y = AX <= (I—PA)Y =0 <= Y= PA¥ . . (4.3.8)
Bewijs.
" ", - - — = =
1. = : (I PA)Y (1 PA)AX 1).4 g,
"=t (IP)Y=0=Y=PY= AA'Y = AX met x = a'y.
2., triviaal. . qg.e.d.
- Als (I—PA)Y = 0 dan heeft AX = Y een oplossing en
= = + ! = 2
X Xl + X2 met Xl AY en PAXZ Q. (4.2.9)
lBewijs. Dat iedere X van deze vorm voldoet volgt uit (4.3.8) en (4.3.7).
‘Als AX = Y dan A(X-A'Y) = (I-P)Y = 0, dus X-A"Y = X, met PIX, = 0.
q.e.d.
Analoog
+ ' :
- AY=0<2PpY¥=0<>Y= (I-P)¥. | (4.3.10)
~ W : X=A"Y <= (I-P})X = 0 <= PIX = X. (4311
- Als (I—PA)X = 0 dan heeft AfY = X een oplossing en
Y=Y +Y,metY¥ =AXenP¥, =0 | (4.3.12)
Definities.
R(A) := {Y | 3X : Y = AX} (range van A)
N(AT) = (Y | A'Y = 0} (nulruimte van A")
+
R(A+) := {X | 3¥ : X = A'Y (range van A+)
N(A) := {X | AX = 0} (nulruimte van A). (4.3.13)




Eigenschag.
R(A) n N(A®) = {0} en N(&) 1 R(A%) = {0l | | (4.3.14)
Bewijs. Laat Y ¢ R(A) n N(A'). Dus X, 1Y = AX,

Dan A'Y = A+AX] = 0. Hieruit volgt AA+AX1 =0 en dus Y = AX

en A+Y = (.

i = 0 (zie eigen-

schap 3 uit (4.3.2)). . q.e.d.
Opgave
20. Bewijs dat R(A) = {Y | Y = P,¥}, N(A) = {X | P}X = 0},

R(A)= {X | X = Pjx}, N@")={¥ | PY =0k

Stelling. Voor iedere Y bestaan eenduidig bepaalde Yl € R(A) en

Y, e N(AT) z.d.d. ¥ = Y, + Y, (4.3.15)

Bewijs, Y = Yl + Yz_met Yl = PA? en Y2 = (I-PA)Y {triviaal).

- PPy = .
Dan PAYI = PAYI' Y], dus Y] € R(A)l(ZIE opgave 20).
2 ~ + ,
PAY2 = PA(I PA)Y = P,Y - PAY = PA? PA¥ = {0, dus Y2 € N(A') (zie opgave 20).
Dat Yl en Y2 eenduidig bepaald zijn volgt uit (4.3.14) (ga na). qg.e.d.
‘ Stelling. Voor iedere X bestaan eenduidig bepaalde Xl € R(A+) en X2 € N(A)
z-dcd. X = X + X - (4‘3‘16)

1 2

Bewijs. Analoog aan het bewijs van (4.3.15) , ga dit zelf na.

CZ1j X] € R(Af), Y1 i = AXl € R(A), dan 1is A+Y| = X]._Omgekeerd is Y] € R(A),

X, i= ATY e R(AY), den is A%, =Y.
De "afbeelding" A beeldt R(A+) “dus een—eenduidig af op R(A) met inverse
afbeelding A'.

Anderzijds, als Y

€ R(A), dan wordt de verzameling der X met AX
¢ R, X, = (I-P})X € N(A).

1 Yl gegeven

+
= = ' =
door X = Xl + X2 met Xl PAX AY 2

En als Xl € R(A+) dan is de verzameling der Y met A+Y = X

Y=Y]+.Y

1

| gegeven door

ymet ¥ =P Y = AX enY, = (IP)Y ¢ NeATY.

1 2

In de hierna volgende tekening is gepoogd een en ander weer te geven.
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R(A*): X=P{X  R(A):Y=PyY

Het ohbevredigende in dit verhaal is dat A+ en daarmee R(A+) en N(A+) niet
eenduidig door A bepaald worden (R(A) en N(A) well). In hoofdstuk 3 komen we op
deze zaak terug. Dan willen we door een symmetrie eis Iy eenduidig maken,

Door deze eis worden N{A) en R(A+) in een bepaalde zin onderling orthogonale

deelverzamelingen vanfnlh p? analoog N(A+) en R(A).

Opgaven
21. Laat zien dat geldt:
R(A) = {Y | Y = B2} = {Y | VY = 0}

Nty

¥ |y-= B,2} = {Y | v.¥ = 0}

R(AT)

x| x= vz} = {x | C,X = 0}

N(A) = (x| X = v, 2} = {X ] C,X = 0}.



22.

23.

24.

26.

27.
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All A]2
Zij A = T met Al] regulier.
21722
s . _ -1 .. - _
Z1ij A22.I : A22 A2]A11A12. Bewijs dat r(A) r(All) + r(AZZ.l) en dat
als A,, | (en dus ook A) regulier is geldt ‘
-1, -1, - -1 -1, -1
+ -
o Ayt AALA, Ay A | AALA
1 T =i
'A22.1A21Al] ! A22.]

Ga na dat als A22 een Ixl-matrix is en A:: bekend is, A_l eenvoudig te

berekenen is (het zg. randen van een matrix).

A A X X
Z1] A = All A12 regulier met A - i}l+ilg .
211722 211722

regulier <= X22 regulier.

regulier is geldt A7} = X | , =X, - X, %p0%,, -

Bewijs dat: All

Bewijs dat als Al]

Zij A erntn’n en regulier, B E4m’n,k’ C erﬂbk'n .

F:=A+BC, G:=1+CA B.
Bewijs dat: F regulier <= G regulier.

Druk, als F regulier is, F“l uit in A-l, G*l, B en C.

Antwoord. F-] = A-l - A-IBG_]CAf] .
. L] : : » m 1 3 » .
25. Zij A ¢ an' regulier, D € K,k regulier, B ¢ w»n’k, Ce ank,n

Fi=A-BD 'C, Gi=D-CA 'B.
Dan geldt: k + ¥(F) = n + r{(G). Als F en G regulier zijn dan is
Fla=al s a lgeteal, '

Zij A nxn regulier, B : nx] en C : Ixn.

Bewijs dat A + BC regulier <=» I + ca”'s # 0 en druk (A-I-BC)_l uit in

A ], B en C.

. X
Zij A regulier en zij A = (AllAZ)’ A - X= sg- met AI 1 nxl en
Xl : Ixn. ' 2
Zij

B= (A + E]|A2).

Béwijs dat B regulier <= T + X]El # 0 en druk B-1 ult 1in Xl, X2 en Ei.




28.

29.

2ij

met
Als
Als

Zij

met

Dan

Als A linksregulier is of A22 rechtsregulier, dan gelden beide gelijk-
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A : nxn en

A 1A

11]7712
A=
A21 0

All : (n-])x(n-l). |

A , regulier is dan geldt: A regulier <= AZIAIIAIZ # 0.

Alf singulier is dan geldt:

= n-~1,

rang(AlllAlz)

A regulier <= A

ran L1 = n-1

gA .
A All[ 0
AZI-A'22

21
A]] : m]xn], rang r

A22 :Im

pX0ys Tang r, .
is -

r, +r, sr(A) = min(rl+m s T

i ¥t g Ty*ny) .

tekens.




Hoofdstuk

"5, Inleiding.

5‘]‘

II. Vectorruimten en matrices

Vectorruimte.,

Definitie,

Zij & een commutatief liéhaam met elementen A, M, £, 1 ses .

Een vectorruimte ?7'over_26 is een verzameling met elementen u, Vy, «.. met

daarop twee operaties:

a) optelling : V'x U ZP’ u+tv=w

eigenschappen : u + v = v + u

o
+
b) scalaire vermenigvuldiging:.as x U 5> ¥, qu = v

W+t +w=u+ (¥ +w
Joiut+to=

V.'1_1 1w

eigenschappen (xB) u = a(Bu)

dus:

(@ + B) u=ou+ By

afy + v) = au + av

Definities.
=L s res

U ¢ U heet lineaire deelruimte van ¢ als U

met de operaties uit ¢ weer een vectorruimte is.
E'SU'.EEU'=>1_1+!€U'
EEV',aﬁoﬁ-bage‘y'.

Bisesesl e_?’ heten afhankelijk als er (El,...,En) e LT

n
# (04...,0) is z.d.d. iE] 5i u, =9 .

Upseeeall € ¢/ heten onafhankelijk als ze niet afhankelijk

zijn.

(5.1.1)

(5.1.2)

(5.1.3)

(5.1.4)




Stelling. u ,...,u ¢ ¥ onafhankelijk <= GRS TR R
. . . 1 -1
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i=]

V]SiSn:£i=0).

Definitie., Zij Upsroe,u € 7 dan heet [g],...,gn] 1=

n
{u | H(EI,...,gn) e L u= ) £; gi} het lineaire opspansel van

Biaress

v

n

i=]

Stelling. [g],...,gﬁ] is een lineaire deelruimte van /.

Definitie. (g],...,gh) vormen een basis van ¥ ' ¢ ¥ als :

1. I onafhankelijk zijn

2, [ul,...,u 1=U",
= =n

Stelling. (gl,-..,gn) basis van ' <= Wy ¢ Z"EI(E]...-.En)

Definities,

%/ heet eindig dimensionaal als er Upseoesl zijn

zodat ¢/ = [gl,...,gn].

¢/ heet oneindig dimensionaal als ¢/ niet eindig

dimensionaal is.

Stellingen.

U is oneindig dimensionaal <= Vh e W V(gl,...,gn) er™

39n+l e U : 4 ¢ [g],...,gn] .

7/ eindig dimensionaal en 7' lineaire deelruimte van /¥ =

¢ is eindig dimensionaal.

o=

(5.1.5)

(5.1.6)

(5.1.7)

(5.1.8)

(5.1.9)

(5.1.10)

(5.1.11)

(5.1.12)

(5.1;]3)
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5.2. Lineaire afbeeldingen

Definitie.
- Zij Z/'l, ‘(/'2 vectorruimten over Jf. VR ‘V'] - 2’/‘2 heet lineair

als Yy,v ¢ 7/'1 Va,B € L:A (cu + By) = owﬁ_?g + Bﬁg . (5.2.1)

- CN(A) = {u e ‘V'] |/4Ju =0} (nulruimte van A)

R(A) 1= {v ¢ ‘(j’2 | 3u e '{f’l v =ﬂ-g} (range van A). (5.2.2)

Stelling. Als /3 lineair is dan geldt: N(A) is een lineaire deelruimte van

7/: en R(A) is een lineaire deelruimte van 'Vz . (5.2.3)
Definities.

- /2 heet een—eenduidig als N(ﬂ) - {é} . (5.2.4)
- A heet een afbeelding op '0'2 als R(Q) = ‘U’z . (5.2.5)

Stelling. Als JE een—eenduidig en op is dan heeft A een inverse

ﬂ-l : yz > Zfl . _ (5“2'6)

Definitie, W'] en 72 heten isomorf als 'Wl en VZ een-eenduidig op elkaar

kunnen worden afgebeeld, (5.2.7)

5.3. De vectorruimte t’{m.

Definitie. De vectorruimte z’m heeft elementenx, y,... met
x= (EheesE) enVisism:g e, (5.3.1)

Als bovendien y = (n],...,nm) dan
¥t y:= (E] + n].---,Em + nm) en ax = (agln---nugm)

(5.1 noemen we kental of component).

Oggave

: m i . .
30. Ga na dat x, een vectorruinte is.

Definitie. g ‘= (0,.+.0,1,0,.¢.,0) waarin de | op de k-de plaats
Staat- . (5-3.2)
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Stellingen.

- € »++e,g  VOrmen een basis voor me‘ ' _ (5.3.3}

‘ . . 4 m
We noemen gl,...,gm de natuurlijke basis wvan o{) .

- M. 1 (af)) is, met de optelling en scalaire vermenig\ruldiging
s b
van matrices een vectorruimte. : (5.3.4)
- O?Zm 1 is isomorf met ‘;{m. : (5.3.5)
. .

2
1
Bewijs. Voeg aan X = |! toe x = (El,...,gm). Laat zien dat dit een isomorfie.
E , .

is, m

Afspraak: elementen uit %m noemen we voortaan X,¥sess s

!
]
. f)n . . xm : i T
Analoog : is isomorf met (B sesasE ) emMm noteren we als x .
1,m ) m 1,m
Definities.
- zZij A = (all vee |an) € mm.n (ai € ??bm’]). dan heten
CINERRTS: W de kolomvectoren van A (rijvectoren analoog).

Als A = (aij) dan a, = (ulk,...,amk). (5.3.6)

k

- - Zij A = (all Ve [an) € '/mm,n dan 40; 1= Egl,...,gn] Co{.-m. {5.3.7)

Stellingen.
C - _ y € ‘(/A <=> y ¢ R(A) . . ‘ (5.3.8)

8,s-++,8 VvOrmen een basis van ‘&1<=> CIRTRRRY-

lineair onafhankelijk <= A is RR <> r(A) = n. (5.3.9)
Bewijs. We bewijzen alleen de tweede equivalentie.

A is RR <= (Vxewznl:Ax=0'=ox=0)
?

n
. w " > . , =
<> V(g seeesE) (izl g g, ==V, 15 =0
<= @yseeeady lineair onafhankelijk. q.e.d.
- "Z/; o A heeft rechterinverse. _ (5.3.10)

Bewijs. ‘U‘A=xm<=>vz€5?m3§exn‘:y=1&x<-> 4 is RI

(zie (4.2.9)).  geedd.
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- 8y+00y8 vormen een basis van & © <= A is regulier
= m = n. (5.3.11)

Bewijs. De eerste equivalentie volgt uit (5.3.10) en (5.3.9).

(A is regulier = m = n) volgt uit (3.3.1).
- Uy ¢ Vg <>'3C 1 A = BC = r(A) < r(B). (5.3.12)

Bewijs. Zelf!

Gevolg. @L = ’Z/B = r(A) = r(B) . | (5.3.13)
- ‘ Tedere deelruimte yvan Xm heeft een basis. (5.3.14)

{5a. / indie di . is dus A % d.
Bewijs is eindig dimensionaal, er is dus een A ¢ om 2 d.d.

]
¥« V. 72ij A= BC, met B, RRen C, LR, dan is ¥ = V.
A 171 g 1 A B,

(ga na) en volgens (5.3.9) vormen de kolommen van B1 een basis
van B * dus van &/,
1
- 0/ lineaire deelruimte van O_me => jiedere basis van ¢ heeft

evenveel elementen. (5.3.15)

Bewijs. Zij 8)seeesd, een basis voor & en 1_)],...,1_% een basis voor /.
A :=‘ (al s ]ak) en B ;' (bI] e [bﬂ,).
Y= U=  en dus r(A) = r(B) (zie 5.3.13). Volgens (5.3.9)
zijn A en B RR., Met (3.3.1) volgt dan dat k = &. qg.e.d.

Definitie. De dimensie van een eindig dimensionale vectorruimte 7/ is het

aantal elementen van een basis van 7. Notatie: d{m(y). - (5.3.16)
. } m ' ,

Stelling. dim(") = m. | (5.3.17)

Stelling. dim(.‘(j‘;) = r(A). (5.3.18)

Bewijs. Volgens (3.5.1) geldt A = B C . C, is RI, dus er is een V, zodanig

171 ]

dat B, = AV . Met (5.3.12) volgt dan dat ¢/, = v,.

1

Stelling. Zij Ur «c VLD dan is:
1. dim(?") < dim(V) en
2, U = V" o= ain(YU) = aim(7) . | (5.3.19)




5.4.

Bewijs.
1. Zij v ='Z; en U = 77; dan V' ¢ U= 3C : A = BC en volgens (4.1.13)

en (5.3.12) is dus dim(Z™") = dim(7").

2, " <=": we kunnen B zo kiezen dat B RR is (dus moeten de kolommen van B
een basis van ¥/ vormen).
dim(Z") = dim(7) = r(A) = r(8) =: r.
B is RR = B heeft "breedte" r ™ C heeft "hoogte" r = r(C) < T, volgens
(4.1.!3) is r(C) 2 r dus r(C) =r en met (3.3.1) is'c nu RT dus B = AC—I.
(5.3.12) geeft nu dat Q/A = 77;.

"= " triviaal. q.e.d.

Opgave

31. Bewijs dat algemeen geldt
Als A = BC en r(A) = r(B) dan is er een matrix D, zodat B = AD,

Uitbreidingsstellingg&r

Stelling. Als v een echte deelruimte is wvan Ef en (al,...,a ) is een basis
voor ¢/ dan zijn er vectoren a peerad zodanig dat (a TR ) een basis

n+l =1
voor & ™ ‘ (5.4.1)

Bewijs. Zij A1 1= (a]] o ]an), dan is veolgens (6.3.9) A] RR en dus (zie

3.3.2) uit te breiden tot een reguliere Mxm-matrix:

A= (4, |A2) .

Kennelijk geldt er UA = me'

Neem dus voor a reesd de kolommen van AQ. g.e.d.

n+1?

Stelling. zij 7' ¢ ¥'c €0 pet 7' 4 © en dim(Z) = n, en
zij (gl,...,gk) een basis voor 7',

dan zijn er vectoren a -»a_, zodat (gl,...,gn).een basis voor 77 is.

(5.4.2)

k+1°""
Bewijs. Doe dit zelf,

Stelling. Als' U < U < ofmmet# # U en (a soeeady )} en (b sessy b )
zijn bases voor resp. 2" en Zf' dan is er een n*dlmenslonale permutatle m

zodat (a ,...,2 —w(n)) een basis voor 7/ is. (5.4.3)

k*® -ﬂ(k+l)""’
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Bewijs. Volgens (5.3.12) is er een matrix C zodat A = BC met A := (alf [ak)
en B := (b1| Ib‘.-’l)'

A is RR, dus C is RR (ga nal!) en er is dus volgens opgave 10 een permutatie~

C
matrix P zodat PC = -_—1- met C] ¢ kxk en repulier,
C
2
Zij nu
B := BP = (B |B.)
1727
dan geldt
A = (8,8
en ook ‘
- I A
(a |3y = |3 —
2 2
0 — ' — —
regulier is, spanren de kolommen van (A] BZ) en van (Bl‘ BZ)
L
dezelfde ruimte op. ‘ g.e.d.
5.5. L en de lineaire afbeeldingen van of - in Lm

m,n
Definitie. Zij J? an > fm’ lineair,

(gl,...,_en) de natuurlijke basis voor El,n,

(El,...,gm) de natuurlijke basis voor ofm en
m

s gedefinieerd door .4 gj = z o
=]

~

.. €,
ij =i °

dan heet de matrix A := (ai.) de matrix van de afbeelding.ﬂ t.o.v. de natuur-
lijke bases in .fn en apm. ‘ | (5.5.1)

Dus A= (a]| |an) zodanig dat 2 =l e..

Dus =]

(5.5.2)

Stelling. Zij A I+ d{m, lineair en A de bijbehorende matrix t.o.v. de

natuurlijke bases in ™ en 7 dan geldt voor iedere X € ,,‘fn
‘x=ﬂ:_{<=‘>y=Ax. : (5.5.3)

Bewijs. Reken maar na.
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Uit het vorenstaande volgt dat de verzamelinglvan lineaire afbeeldingen van zn
in £™ 1-1 duidig kan worden afgebeeld o _E'???, 0 (ga dit na).

Als het beeld van .4 de matrix A is schrijven we ~ A,

Het is nu eenvoudig in te zien dat als ﬂ ~ A en % ~Benk e J dan _

B+ B ~a+Ben rf ~ 24 en als bovendien /i :,,fn—rofk en 4 : ofkefofm
dan /2 93 ~ AB. (Dit laatste is echt niet zo verwonderlijk, want we hebben het
pfodukt van twee matrices zo gedefinieerd dat deze betrekking zou gelden.)

We kunnen dus zeggen dat de rlng% “isomorf is met de ring der lineaire af-
beeldlngen van ;Z_P in a{m it

Stelling.' Zij ﬂ : oLpn + XM met matrix A dan

1. dim(R(&)) = r(4) | ‘
© 2, dim(N(4&)) = n-r(A). ' S (5.5.4)

Bewijs. o
1. De vectoren a; = ﬂe spannen R(#) op, dus dim(R(4)) = dim( 7/;&) = r(A).

2.ﬂ§=g<=>Ax=0.

We hebben in (4.2.4) gezien dat het stelsel AX = 0 een oplossing X, € %E_E_rheeft
¥

(r := r(A))., Met (4.2.5) geeft di’.t Ax = o0 <= 3_2 [x = on] <™ x ¢ VX .

. 0
Dus N(4) = ‘VX en dus ook dim(N(4)) = dim(’Vx ) = r(X;) = n-r(a). g.e.d.
- 0 : 0

Gevolgen

1. dim(R(4)) + dim(W(4)) =

2. /) is een afbeelding van £ = op £ <= r(A) = m (dus A is LR).
3. A is een-eenduidig <> r(A) = n (dus A is RR).

4. ﬂ heeft een inverse <> r(A) = n = m (dus A is regulier).

5. L% en L™ zijn dan en slechts dan isomorf als n = m. (5.5.5)
Als A ¢ 7?1; a (behorend bij S an - %m) dan geldt volgens (3.2.1)
. .

A = BJC.

Als V := ¢! = (v,| v,) dan

: I |0
AV = BJ = (B]| B,) +
0'o

dus AV! =B en AV, = 0 en Ax = Q0 <= ﬂz [x = sz] (zie 4.2.5).

1 2
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Zij B = (b'I aes |bm) en V = (vll e fvn) dan krijgen we als we dit geheel in
vectortaal vertalen:
[ (gl....,\_rn) is een basis voor Zn

‘ (!rﬂ"""—’n) is een basis voor N(4). : (5.5.6)

2. (gl,...,gm) is een basis voor &£ ™
(hl""’hr) is een basis voor R(4). . (5.5.7)

b, als 1 £j <~
3. v -={'J ! (5.5.8)
-j o alsr <j <n.
Stelling, 2ij o : £ " » L™ en dim(R(Y)) = r,
(Yr+1"°"!n) een basis voor N(&) |
(y],...,gr) zodanig dat (!1,...,gn) een basis voor & " is en
b, := flgj als 1 < j <, _ \
dan is (bl,...,hr) een basis voor R(/&). {(5.5.9)
n n r
Bewijs. Zij x ced ™ dus x= ] E, V., enaax = Z £, u@v. = } E.b,,
— = L) T3 PSR TR R
J 1 ]
dus
R(A) < (b sevesb 1. (*)

We tonen nu aan dat de bi's onafhankelijk zijn.

r T r .
Stel n. b, =0™ AN, v.) =0=>, n, v. € N = [v e,y ]
jgl jme A vy == Ing v N =Dy ey, ]
iy .
= 7 ng ¥, =@ dus, want de gj's zijn onafhankelijk, moet v& n = 0.
I

De gj's zijn dus onafhankelijk, .
Dus 1is (Ql,...,hr) een basis en daar dim([bl,...,br])'ﬂ dim R(jz) volgt

met (*) de bewering van de stelling. _ q.e.d,

Opgave
32. Bewijs bovenstaande stelling met behulp van matrixtheorie (met inverteer-

baarheid en rechtsregulariteit e.d.).
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5.6. Een alternatieve opzet

We hebben in het voorgaande het begin van de theorie van de eindig-dimensionale

lineaire ruimten afgeleid met behulp van matrixtheorie en met name met het enige
niet-triviale stuk gereedschap dat we daar ontwikkeld hebben: de'splitsingsf én

uitbreidingsstellingen.

Kan het ook omgekeerd? Het antwoord op deze vraag is bevestigend.

Het essentiele gereedschap, waarmee men bij de opbouw van de theorie der eindig

dimensionale lineaire ruimten de matrixtheorie kan omzeilen is de zogenaamde

Austauschsatz van Steiner (of een variant daarvan):

Stelling. 2ij | < k < n,
(al,....ak 1 k""’hn) een basis voor een vectorruimte Zf,

€ ¥ en onafhankelijk van 8aveesdy s

&
dan is er een permutatie 7 van {k,...,n} zodanig dat
(al,...,ak, -w(k+1)""’* (n)) een basis voor ¥/ is. (5.6.1)
Zf k-1 n
Bewijs. a e U, dus a = { aie,-_*—éﬁibi-

Omdat & ¢ [a],...,a ] zijn niet alle Bi nul. Er is dus een permutatie 7 van

k-1
{k,...,n} zodanig dat Bw(k) # o en dus

=L+ bovg b

1 -1

-

Br (k)

Hieruit volgt (ga na.) dat CIRTERRY S bw(k+1)""'bﬂ( ) {/ opspannen, maar ze
zijn ook onafhankelijk omdat CORERETY- S Ew(k+1)""' (1) onafhankelijk zijn
en a, niet in de door deze vectoren opgespannen deelruimte ligt, q.e.d.

Uit deze stelling volgt (ga na) dat iedere basis van U evenveel elementen
heeft, zodat de definitie van dimensie zinvol wordt. Vervolgens kan men met
de Austauschsatz uitbreidingsstellingen zoals bijv. (5.4.2) bewijzen. Met
deze uitbreidingsstelling volgt voor een lineaire afbeelding van een 1/; in
een Zfz (na de definitie van N(4) en R(A) en het bewiis dat dit lineaire
deelruimten van 79: resp. Zfé zijn) de stelling ((5.5.6) t/m (5.5.8)):

Er is een r met r £ min(m,n) en er zijn bases (v],...,v ) voor Z/' en

(Ql,...,pm) voor Zﬁz zodanig dat: (v NRTEERIN ) een basis voor N(,Q) is,

b, als j s r . ‘ (5.6.2)

b
(gl,...,pr) een basis voor R(H) is enﬂ\_rj = { oals j>r
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Nu naar de matrixtheorie.

A= (al| cee Ian) euﬂﬂh .+ Door vergelijking van definities volgt:
]
(gl,...,gn) is een basis wvoor WA <=> A is RR,
2;5++.53  spannen i op <= A is LI.

Met de Austauschsatz en de uitbreidingsstelling volgt nu (ga na):

Als A eaﬁvm.n RR is dan is n <mj als n = m dan is A RI en dus inverteerbaar
en regulier (zie (1.4.6)); als n < m is dan kan A worden uitgebreid tot een
regulier matrix (A [A'),-deze is inverteerbaar, dus A is LI (ga na)., Met name
geldt dus: (gl,;..,gn) is een basis voor €™ <= m = n en A is inverteerbaar.
Door naar de rijvectoren van A te kijken volgen analoog de "gespiegelde’ re-
sultaten.

Om de algemene splitsingsstelling te krijgen moeten we A identificeren met
een 1ineaire afbeeldin_g van £t in LT, Stelling (5.6.2) zegt dan: er is een
r < min(m,n), en er zijn inverteerbare matrices V ¢ /% L &0 B ezﬁ%m,m zo=

Ny
danig dat:

1 0
AV = A |Vv.) = (8]0) = (8.]B) [ = B met T_ : rxr .
1 2 1 ' 2 !
0} 0
Met C := V_l volgt nu A = B3C .
Opgave
.33, VVI en WZ zijn deelruimten van afm, WO ta 7/1' n v’z en

Zf3 t= ‘U; ® Vz = {z | Exe-”«] gye'[fé [z = x+y]}.

a) Bewijs dat "VO en. b"3 deelruimten van O{m zijn.
b) Bewijs met de theorie van vectorruimten dat
aim(’y’3) = dim( 7)) + din(7,) - dim(v’o) . (%)
Hint: neem basis (g],..._,g ) voor WO’ vul hem enerzijds aan met
Y seees¥, tot basis voor en anderziids met Wianee s tot basis voor

1
7/2 en bewijs dat (gl,....gp, *_._r],...,\_rq, w_vl,...,y_rr) een basis voor W; is,

c) Als Aen B RR zijn en Wl = WA en /MZ = W'B bewiis dan dat

‘ﬂ; = ‘/yEAIB) en dat z W'O = ax,y [:%] € N((A|B)) en z = Ax = By]

en dat [:%)#0<=>z#0.

Leid hieruit af dat dim(yo) = dim(N((A[B))). Hieruit wvolgt (*)} (ga na)..
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d) Bewijs dat
dim(W;) + dimw’z) - m < dim !/0 < min(dim(}'/l), dim(‘Z/Z)).

Abstracte eindig dimensionale vectorruimten

Coordinatisering van eindigi dimensionale vectorruimten

DEflnltIE. Zij U een eindigdimensionale vectorrulmte met basis (u],...,u ).

Bij u € /R 'zijn er dan eenduidig bepaalde El""'gm zodanig dat
‘fm . . L .
u-= Z E. Ej » De vector x ¢ met x := (El,....Em) heet coordinatenvector

van u t.o.v, de basis Upseessl o (6.1.1)

Stelling. De afbeelding € : U - aZp gedeflnleerd door T u = x is lineair,

één—&énduidig en op.

€ heet codrdinatiserende afbeelding. (6.1.2)
Gevolg, € heeft een inverse'c_l; cgj - gj. e} &; = 4. (6.1.3)

Stelling. Als 7 een basis van m elementen heeft, dan is 7’ isomorf met me.

(61]04)
Gevolg. Iedere basis van 7/ heeft evenveel elementen. (6.1.5)

Definitie. De dimensie van 7/ is het aantal elementen van een‘basis van U7,

(6.1.6)

Zij U een eindig dimensionale vectorruimte met twee bases Uyseesy en u;,..,u' en
B - = = “m
m
stel gj - )

a,. Zij u € U met coordinatenvectoren X = (El....,Em) en
i=]

o..
1] =

x' = (5;,..,5&) dan geldt

m m m m m
+7 jzn ‘; EJ! i jzl 55 (121 °ij ¥ T izi(jx "ij 534 i,{. bty
. . m
dus £; = ) %5 55 . (6.1.7)
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Definitie. We definieren de matrix S door S := (cij). § heet overgangsmatrix
van basis Ypseee,l maar basis Ei..-.,l_lr:l-
Dan geldt dus x = Sx' . ' (6.1.8).

Stelling. 2ij & := 6(2‘3‘)_1 de afbeelding die de codrdinatenvector x'

;ansforme_ert in x. Dan is S de matrix van L t.o.v. de natuurlijke bases in
7m

. _ : (6.1.9)
m m
Bewijs, Ve, = T €y le, = Cu! = o.. Cu, = O.,. €. = g, .
~=FLE =] ( ) =] =] igl 1] El izl 13 71 =1
De componenten van gj zijn de elementen van de j-de kolom van S. q.e.d.

Opmerking. We kunnen het voorafgaande ook anders benaderen. Als u e U’,
Cu=xen €C'u= x' dan is x = f(f')_] x' -Gp:_c' en x = Sx', (6.1.10)

Opgave

1

1
bijbehorende codrdinatiserende afbeeldingen €, €' en ¥ " druk dan de

afbeeldingen J‘le, 3032 en fB] uit in f, €' en €" en bewijs dat
‘fs; = ‘le JCAYR

1

P [} 1]
34, Als voor b gegeven zijn de bases El""’Em' Uyseresl enu ool met

Opmerking. Daar iedere m dimensionale vectorruimte rZ isomorf is met aam
(zie 6.1.4) gelden de stellingen over a'fm ook voor W. (6.1.11)

Voorbeeld. Vis de vectorruimte van alle polynomen met coefficienten uit alp,

graad <m en elementen B
j=1

Basis 1 heeft elementen Ej : pJ. {x) = x s 37 lyeee,m
' m - m m
Voor p e‘#met p(x) = } c.xl ' = 1 e.p.(x) geldt dus p = 7 C.D.»
j=1 J j=1 3] . 3=1 1%]

De afbeelding g : U ::Zm is gedefinieerd door 44 'p = ¢ met ¢ := (cl’“’cm)'

Basis 2 heeft als basiselementen de interpolatiepolynomen van Lagrange,

m X-X,

. ¢ 2.{(x) = I
]

—J r j = ]’...’m

.y X.7XE,
i=l 7j 71

i#j

waarbij X sesesX 20 gekozen zijn dat X, # xj als i # j.

: m
Dan geldt p(x) = z

.

J p(x,) 2, (x).

1
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De afbeelding € : 2T 4 wordt gedefinieerd door

Lo 1= (plx))seeeup(x)) =i b

zij nu & 1= €(€)7!, dan is b = e .

Dus (bl,....bm)=13=-fg-f(f')“‘ c =
m m '
= C’E =€ (] ep)=J ¢, Cp, =
: j=1 173 j=1 3 %]
m . m . m
- 1=l J-1 i-1
('Z c::j'x1 R Z csz serssy I cjxm ).
=1 j=1 j=1
Dus b = 8¢,
( m- 1
1 Xpoooooo oo xl
- m-1
met 5 1 Xy o v 0 v s X,
1 X . . . xm_l .
\ m m J
OEgave ST
. m o p(x,)
35. Ga na dat voor iedere p geldt c = X -
k=1
TGy
i=1
i¥k

Lineaire afbeeldlingen van Z/i in Z/Z

Definitie. Zij 79; een n-dimensionale vectorruimte met basis Bysesssl en 7&;

een m-dimensionale vectorruimte met basis Vyseees¥ys

m
Zij S Z/i -+ ’U; lineair metﬂ_l_xj = ] «
i=1

sa Vo
1] ~1

Dan heet A := (uij) de matrix van afbeelding¢ﬁ2 t.o.v. de bases u sessld en

1

vy ¥ .

1°° m
n
Als u € W’l, u = 'El E"jgj met x := (EI""’En) = ?f]g en v =ﬂt_1 ¢ U

J

I

m
- - - . - -1 iy
El nj!j met y : (nl,...,nm) 62\_7 dan is y Lozﬂé] X, waarbij

j
CZﬁﬁ-l-I een afbeelding van £ © in & is.
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Stelling. De matrix van de afbeelding 62.@6;1 t.o.v., de natuurlijke bases
is A, : (6.2.2)

Bewijs. Zelf.

Stelling.Zij Ul een n dimensionale vectorruimte en WZ een m dimen- (6.2.3)

siénale vectorruimte.

"ﬁ'! heeft bases Yyseee,u enm g;,....g; met bijbehorende -6] resp. '6;, ”;heeft
bases Viserer¥ en ‘—’;""’!1;1 met bijbehorende lfz resp. & é.

Zij ﬂ : W; - Vé met A als matrix t.o.v. Ypsreesly €0V ,.00,V en A' als

matrix t.o,v, g;,...,g' en g;,....lrz;l. Zij S, de matrix van 'fl tm 'fl(lf;)-]
en S, de matrix van J,. := € (ﬁ')-l.

2 Y2 28~
Dan geldt: A' = 82 ASI.

Bewijs. TLH(ED = wéﬁ;')ﬁzﬂﬁ;' (2, (TH™ =

f;] 624611’;1 J’l <= A' = S-ZHIAS1 (wegens 6.2.2). gq.e.d.

Gevolg. Als A en A', behorende bij dezelfde afbeelding : ‘U; > ’v;,

matrices zijn t.o.v. verschillende bases dan zijn A' en A equivalent. (6.2.4)

OBEaven

36. Ook het omgekeerde geldt: als A en A' ¢ 7}]/m n equivalent zijn, dan is er
]

een afbeelding A Lt > iﬂm, waarin A, resp. A' de matrices zijn t.o.v.

geschikt gekozen paren van bases. Bewijs dit!

37. Gegeven is de vectorruimte V'van de polynomen met graad < m en basis-
. j_]
X

elementen p : p,(x) :=
J .

2ij ﬂa gedefinieerd door ﬂa pP=9q <'=> q(x) = p(x+a),

Bepaal de matrix van Jga en zie 1in datda-;] = 4-&‘ Verifieer hier recht-

.A = I, (Voor @ = 1 heet Ad de Pascalmatrix.)

streeks dat AI

Lineaire vormen (Functionalen)

Lineaire vormen zijn afbeeldingen van de vorm ﬁ : Vs 56 .
Voor de theorie hierover wordt verwezen naar het dictaat Lineaire Analyse I
van prof.dr. N.G.de Bruijn. Probeer zelf delen van deze theorie voor het geval

van eindig dimensionale vectorruimten op te schrijven (verband met bases e.d.),
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Vectorruimten met inprodukt (Unitaire vectorruimten)
Inprodukt en orthogonaliteit
Definitie. Een inprodukt in een vectorruimte Zy'over &f is een afbeeldlng
van U'x U+ 5{’; u € W' Ve /S (u,v) € £ waarvoor geldt
1. (u,¥) = (y,u)
2. (wyu+v) = (w,u) + (w,v)
3. (w,ou) = a(w,u).
Als af = IR dan moet ook gelden: u ¥ o => (u,u) > 0;
als o€ = ¢ dan wordt i.p.v. 1. geeist: (u,v) = (v,u)
en weer: u ¥ o = (uy,u) > o, (7.1.1)
In het vervolg nemen we df = C,
Gevolg. (ow,u) = (u,0w) = a(y,w) ~ a(w,u) .
Definitie., u en v heten orthogonaal als (u,v) = o . (7.1.2.)

Notatie: u L v .

seesll € ) heten orthonormaal als (u,,u.) = 6.. . (7.1.3)

Definitie, L3 L | Y; Uy i

Stelling., Als u,,...,u_ . orthonormaal zijn in de m~dimensionale vector-
———.—.—.—g- =1 -n

ruinte ¢ dan zijn ze onafhankelijk. ' (7.1.4)

n

Bew1ls. Stel Z E, uJ = o dan o = (u R E Ej gj) = Ei ,
j=1 j=1

i=1,...,m, Dus Upreeeal zijn onafhankelijk. q.e.d,

' e . m .
Gevolg. Als gl,...,gm orthonormaal zijn in € dan vormen ze een basis.

m
Voor iedere u ¢ €™ geldt dan (ga na) u= 7y (gj,g) uss de coordinaten
i=l

van u zijn dan ((gl,g),...,(gm,g)) . (7.1.5)

Lemma. Zij_gl,...,gn orthonormaal in & en ad tgl,...,gn]. Dan is er
een g ., zodanig dat 9yreer95 9, een orthonormale basis is voor

[g],-on,gn, é]n (70].6)
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n
Bewijs. Laat b : a - izl (g;» 8) g; dan b L [51""‘9n]'

Daar a ¢ [g,,...,9 ] geldt b # o .
_ b

.
———ttsrey
= ]

n+1 TETET

Definieer: q

‘Dan is 9yr+e0s8ps 9.4 €€N orthonormale basis voor [gl,...,gn, al. : q.e.d.

(De oplettende lezer herkent hierin direkt een stap van het Gram~ Schmidt-

proces. )

Stelling. In iedere ¢ met inprodukt bestaan orthonormale bases. Bij iedere
basis Upsesesly zijn er §yreverdn z.d.d. voor 1 Sn<m gys-c+»Q, een

orthonormale basis is voor [g],...,gn]. (7.1.7)

Bewijs. Pas met volledige inductie het orthonormalisatieproces van Gram-

Schmidt toe (zie 7.1.6).

Stelling. Als 7/1' c ¢ x-dimensionaal is en 7 m~dimensionaal is, met k < m
dan is de verzameling @Z = {v ¢ /8 Yy e @q : (u,v) = 0} een (mk)-
dimensionale deelruimte van &7, Voor iedere u € ¥~ geldt:

x o /2.
EE u, €. ¢, CH u, € ¢, tu=uy . 2

plement van “Zq. (7.1.8)

Notatie: ”2 = W';' .

+u, up b ‘Z; heet orthogonale com-

Bewijs. Kies voor Zq een orthonormale basis. Dit is mogelijk (zie 7.1.7).
Breidt deze basis vervolgens uit tot een orthonormale basis voor Z/. Ga na
dat LZ het lineaire opspansel is van de uitbreiding en dat Zf] en deze

W’z aan het gestelde voldoen. q.e.d.

Stelling. Zij Ujsene,u een orthonormale basis voor U en zlj

m m gl TII
u = Z £, u, en y := z n. u. en x = |+ eny=|: ,
u oy 171 = jop b1 . -

i . -

dan is (v,u) = Z n. Ei = (ny)ll (ix]~matrix!) .
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Bewijs. (v,u) =

[
Il 18

Opgave

38. Zij U een vectorruimte over € zonder inprodukt en zij Upseessd oD
afhankelijk in v: dan is er precies &én inprodukt in U z.d.d.

Uiseessld orthonormaal zijn t.o.v. dit inprodukt.

It
—~

Definitie. Een matrix S E'”%m 0 heet kolomunitair als SHS
]

(7.1.10)

Opmerking. S heeft een linkerinverse SH en is dus RR. Als n = m dan is §

regulier (zie (3.3.1)) en S-1 = SH; S heet dan unitair. (7.1.11)

Stelling. § is dan en slechts dan kolomunitalir als de kolomvectoren van S

t.o.v. het natuusrlijke inprodukt loodrecht op elkaar staan. (7.1.12)

Stelling. Zij ¥ ¢ U met orthonormale bases (gl,...,gn) resp. (gl,...,gm) en

n
S de overgangsmatrix van (gl,...,gn) naar (gl,...,ym) {dus !j = ié] cij u; en
(cij) = S).Dan is S kolomunitair. (7.1.13)
n n n
i - - = . - = B 6-' = L4 - = - [ 3 =
Bewijs v izl 95 9 Dus i (gl,gj) (k£1 9 Yt QZ] 023 92)
n n n
o - H
=1 1o L8, = 1 0.0 .= (S88).,,
=1 ogmp KPR Rl Rk 1
dus sfs = 1 . ‘ q.e.d.

7.2. De geadjungeerde afbeelding

Stelling. Z1ij Z/] en Z/; vectorru1mten,./g : 27] -+ fyé en v € Zfé.

Dan geldt
we Z/’l Yu ¢ ’V: t (v, u) = (w,u) . (7.2.1)
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Bewijs. Laat Z/; en TG bases (EI"”’En) resp. (}_rl,...,gm) hebben.

n
Dan geldt met (7.1.5) voor u € Z/; tu= } (gj,g)g

L i5 i®
n
Dus Qg = Z (gj,y),ﬂgj en dus ook (!,ﬂg) =
j=1
n n  —_— n '
b owow e Au) = (o Redu,w = (] (u,vu.,uw .
=1 ! 3 j=1 37 j=1 J ]
n
Neem dus w := )} (& u.,v)u.
j=1 1=

W hangt dan niet van u af, dus moeten we alleen de eenduidigheid nog bewijzen.

Stel Yu € Zfi (w,u) = (w',u) dan is Yu ¢ 79]

Neem u = w ~ w', dan volgt hieruit w = w' . q.e.d.

(w-w',u) = 0.

n

j£1 (ﬁgj,\_f)gj.

In het bovenstaande bewijs hebben we gezien dat w

Dus w hangt lineair af van v, immers w(ov. + Bgz) = ag(gl) + Bg(gz).

1

De afbeelding‘ﬁl* : 7V; > 771 zo dat w =~ﬁz*g is dus linpeair.
We noemen /g* de aan A geadjungeerde afbeelding. (7.2.2)

Dit rechtvaardigt de volgende definitie.

Definitie. a@* is de aan.ﬁg geadjungeerde afbeelding als

VuW o w, Qu = o (7.2.3)
Opgave
39. Bewijs dat Cﬁ?*)* =\ﬁg.
Stelling. N(A&) = ®RUIN?
*
R(A ) = (NANT (7.2.4)

Bewijs. v ¢ N(Jg*) <=9LAQ*! = o <= V@ : (JQ*E,E) = <=

Vu: (v, fw) =0 <> ye RN

De tweede gelijkheid gaat analoog. (7.2.5)
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Gevolg. (Zie 5.5.4.) Als dim(R(4)) = r dan dim(R({*)) =
en dim(N(/4™)) = m-r, met m = dim( 7)) (uit (7.2.2)).

RS

Definitie. Een afbeelding A Y 7 heet zelfgeadjungeerd als A*

(7.2.6)
Stelling. ‘ﬁ* = .ﬂ <= V}_x € VV\_J /A (y,u@g) = (.Q\_r, u) . (7.2.7)
Definitie. Een afbeelding A W' 7/' heet linksunitair als Q ﬂ =
(vj is de identieke afbeelding van 7/’ in V) (7.2.8)
Stelling. Q*ﬂ -V - Yu ¢ 7); Vy « W,I : (vgv 4u) (v,u) . | (7.2.9)
Opgave

40. A is linksunitair = r(A4l) = dim(V)

41. Zij ﬂ llnksunltalr, dan geldt: dim (7)- dm(V)<=> A is
regulier <= o Ua*

Opmerking. Als, zoals hierboven dim( W) dim( V) en ./Q linksunitair is,

dan noemen we ﬂ unitair; er geldt dan dat ook

LR =, qus A7V = A*, (7.2.10)

Definitie. Een afbeelding L@ : W'-* Vheet een orthogonale projector van /4
op een deelruimte Vl van & als:

. @zelfgeadjungeerd is
2. P -P
3.R(P) = 7 . (7.2.11)

Stelling. Zij .@een orthogonale projector, dan geldt:

loue RP) = y=Fu
e RPN = Py=o
3. Yu ¢ W.:l_l'—'!_i]"‘l_lzmetEl:ngER(\@) en u, = (J‘.?)Ee (R(‘f‘)))l

J - _@ is orthogonale projector op (R(@))l. (7.2.12)

ic

2.

e

Bewl j s. Zelf!




Stelling. Zij ‘ﬂ', dan is er precies é&n orthogonale projector 99

van Wzodat R( 95) =

ll
Bewijs. Laat Upseesru een orthonormale basis voor W’zijn, zodanig dat

Upserest (n € m) een orthonormale basis wvoor W is (ga na dat dit kan).

Dan is Ej = Ej voor 1 ¥ n en Pu = g voor J > n (want voor j > n ligt Ej in
L
).
m n
Derhalve 9.‘)3._1 = 93 Z (u.,Wu, = Z {(u.,ulu..
L 77 L2y IS
] ]
Dit bepaalt goeenduidig. qg.e.d.

Opmerking. We kunnen de eenduidigheid ook rechtstreeks bewijzen:
Laat P en P! orthogonale projectoren van Vop vk zijn, zo dat voor elke

vector u € W(volgens (7.2.12-3)) geldt dat er eenduidig bepaalde u, < W—
en u, € W zijn, zodanig dat u = u, Uye
Derhalve is g)u =y, enS Tu=u g)u.

u, 4, Dit geldt voor iedere u, dus g) = \@'.

7.3. Matrices van geadjungeerde afbeeldingen

Stelling. Zij Ja : ?ﬁ - Zé. Zij A de matrix van /¢ t.o.v. orthonormale bases

in y]' en yz Dan is t.o.v. deze bases AH de matrix wvan AZ*_ (7.3.1)

Bewijs. Zelf!

Gevolg. ﬂ is d.e.s.d. zelfgeadjungeerd als A = AH, de matrix A noemen we dan
hermitisch,
ﬂ is d.e.s.d. linksunitair als AHA = I, A is dan kolomunitair.

ﬂ is d.e.s.d. een projector als A = AH en A2 = A, (7.3.2)

Definitie. Een afbeelding .,4 : V—* Vheet normaal als é*ﬂ = ﬁﬂ*

Een matrix A ¢ 7 o heet nmormaal als AHA = AAH. (7.3.3)
*

Gevolg. Als A de matrix vanﬂ t.0.v. een orthonormale basis in y’is, dan

geldt: A is normaal <= A is normaal.

Hermitische en unitaire afbeeldingen en orthogonale projecties zijn normaal!

Let wel. De definities en stellingen over geadjungeerde afbeeldingen van W; in

% zijn afhankelijk van de gekozen inwendige produkten in W; en % De
eigenschappen van de corresponderende matrices gelden dan ook alleen als we
t.o.v. die inprodukten orthonormale bases hebben. Ter illustratie hiervan diene

het volgende voorbeeld.

(7.2.13)

RN,
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Voorbeeld. Laat B e‘ﬂﬂm o een hermitische en positief definiete matrix zijn

»
(d.w.z. BH =Ben Yx # 0 : xHBx > 0). Dan definigéren we een inprodukt < , >

. m H . s . .
in € d.m.v. <x,y> i=y Bx (we identificeren Ixl-matrices met de scalaire
waarde van hun element, ga zelf na dat hier sprake is van een inprodukt, met
name dat <x,x> >0 voor x # o.

.. m m . ‘s . m
Zij A ¢+ € + € met matrix A t.o.v. de natuurlijke basis van C .

Zij,ﬁl zelfgeadjungeerd t.o.v. het bovenstaande inprodukt. Dan geldt:
; H
Vo Vy < Ry, 10 = <q, Ax> <= (ay)Bx = y'B(A) <= yia"Bx - y BAx,

dus moet AHB = BA oftewel (BA)H = BA. *)

De matrix A is dus als regel niet hermitisch.

N.B, Als B = I, dan krijgen we het natuurlijke inprodukt en (*) wordt dan

AP = A, wat inderdaad klopt.

1

Kies nu U € ‘M zodanig dat B = UUH met U = (U [ aea IU ).
m,m 1 m

Daar gi,...,gm orthonormaal zijn t.o.v. ons inprodukt (ga na) vormen ze een ortho-

. m ,
normale basis voor € . We zoeken nu de matrix A' = (uij) van ¢4 t.o.v. deze

basis. Daarvoor moet gelden:

u. = a,, = <u,, fu,> = u?BAu. (zie (7.1.5)).
=i ij -1 =i 1777

ua m
u, = a,.
=] Z] 1]}
N.B. U is dus gewoon de overgangsmatrix van de natuurlijke naar de hierboven

gedefinieerde basis.

Dus A' = U'BAU = U ‘AU, Er geldt nu A'" = v¥(zayfu.

Met (*) geeft dit A'H = UHBAU = A',

De matrix van JQ t.o.v., deze basis 18 dus wel hermitisch.
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Hoofdstuk III, Metriek in de matrixtheorie

Orthogonaliteit

Gram-Schmidt

Stelling. (Gram—Schmidt)

.. n . . e .
Zij A e'%tm n (dus A is RR). Dan is er een mxn kolomunitaire matrix Q en een
»

reguliere rechtsboven driehoeksmatrix R z.d.d.
A=QR . (8.1.1)

Bewijs. Pas volledige induktie naar n toe en gebruik het analogon van (7.1.6)

in de matrixtheorie. q.e.d.

OEEave

42, Bewijs dat alle diagonaalelementen van R positief gekozen kunnen worden en

dat met deze nevenconditie de bovenstaande splitsing van A eenduidig is.

. ‘. r .
Stelling. Zij A e!%nm’n, dan is er:
l. een kolomunitaire mxr-matrix Q en een LR rxn-matrix C zodat A = QC, (8.1.2)

2. een kolomunitaire mxr-matrix Q, een mxm-permutatiematrix P en een rxn-—

rechtsboven driehoeksmatrix R met Vi : Rii > 0, zodat APT = QR. (8.1.3)

Bewijs. ad (8.1.2). Met (3.5.1) schrijven we A = B]C]. B] is RR, dus (volgens
8.1.1) kunnen we schrijven B1 = QR, dus A = QRCl. R is regulier. C_ is LR en

1
dus C := RC] is ook LR,

ad (8.1.3). Met (3.1.1) schrijven we P'APT = LU of APT = P'TLU.

P'TL is RR en dus volgens (8.1.1) te schrijven als QRI.

Hieruit wvolgt dat APT = QRlU, maar met R]en U is R := RlU ook een rechtsboven
driehoeksmatrix. Ga nu zelf na dat alle afmetingen kloppen en dat, omdat

Vi Lii # 0 en Rl # 0, gezorgd kan worden dat Yi : Rii > 0. q.e.d.

11

Opgave

43. Bewijs (8.1.3) volgens de methode waarmee (8.1.1) bewezen wordt, maar dan

met kolomverwisselingen tijdens het Gram—Schmidt proces.

R T




Stelling. Zij Q] een kolomunitaire mxn-matrix, dan is er een mx{m—n)-matrix Q?

zodanig dat (Ql|Q2) unitair is, (8-1-4)

Bewiis. Beschouw de mx(n+m)-matrix A = (Q]II); A heeft dan rang m.

Volgens (8.1.3) geldt APT = QR. 7Zie nu zelf in dat we het Gram-Schmidt proces
met kolomverwisselen zo kunnen uitvoeren dat de eerste n kolommen van APT de-
zelfde zijn als die van A, de eerste n kolommen van Q die van Ql zijn en het

nxn linksboven blok van R een eenheidsmatrix is (d.w.z. begin pas echt bij de

n+l-ste slag). g.e.d.
Stelling. Zij Q = itai m
elling. Zij Q (QIIQZ) unitair met Ql € a0 en Q2 E/%Lm,m—n’ dan geldt
H H
. = m =
_l QlQi I] € n,n °* Q2Q2 I2 € ”Lm“n,m—n
H H
2. - =0 ¢
QQ, =0 em .00 =0 e Mo
' H H .
3.QQ) +QuQ, = Tem (8-1.5)

Bewijs. Daar QHQ = I geldt

Q? Il 0
=l ©@le,) = :
H 1172
Q, o' o
H.oo H H._ H.
Dus QQp = Ijs @Ry = Ip» 0y = O en Q3 = 0
Daar QQH = T geldt
H
1y H H
(QQ,) =5 =TI . DusQQ; +Q,Q, = I g.e.d.
2
We definieren P, := Q QH en P, :=Q QH (8.1.6)
1 171 27 272 " e
Dan gelden de volgende
eigenschappen:
1. P, is hermitisch P2 is hermitisch
2 2 _
2. Pl = Pl P2 P2
3. PIPZ =0 PZPI =0
4, P, * P2 =1. (8.1.7)




8.2.

o . ; . 7 a;
Stelling P1 en P2 zijn projectoren op deelruimten Z: en ¢, die elkaars

orthogonale complement zijn, (8.1.8)

Bewijs. Dat Pl en P_ projectoren zijn volgt uit eigenschap 2 uit (8.1.6).

2
_(P]x, sz) = (Plx)H . (sz) = xHP?PZy = (0. De deelruimten zq en 5§ zijn dus

orthogonaal. 2ij v L Eq dan geldt voor alle x met x = PIx :
0= (y,x) = yHPlx, dus (Ply)Hx = (0, dus Ply = 0. Met eigenschap 4 uit (8.1.7)

volgt sz =y, dus y ¢ Zfé. De deelruimten zijn elkaars complement. q.e-d.

. .. n . . .
Stelling. m e h i i r
ellin Z1] P ¢ o en hermitische projector dan is er een kolomunitaire

,
. _ _H
Ql E'Wzm’n zodanig dat P = QIQ]' (8.1.9)
Bewijs. Volgens (8.1.2) geldt P = QIC? met Q] € Qam N kolomunitair en
]

C, o« 'm; .- Daar P! = P geldt CIQI;I = QIC}: en daar P = P2 = PP geldt
Q CH = C QHQ CH==C CH(want Q, is kolomunitair). Dus C'QH = C CH. Omdat C

171 171°1 71 11 1 171 i1 1
RR is kunnen we hieruit concluderen C? = Q?. q.e.d.

Opgave
44, Z1i] A €7n»$ . Maak een hermitische projector zodanig dat R(P) = R(A).

3
Antwoord: P = A(AHA)_]AH .

Nieuwe splitsingen

. .. r .
Stelling. Zij A € ?%]n’n dan is er:

een kolomunitaire U, ¢ Zhﬁ

| » T

een reguliere Z1 € ﬁhr

»

een kolomunitaire V] € Zﬂn R
>

zodanig dat

A=Uz V. (8.2.1)
1711
H T . . r
i . = M
Bewijs. Volgens (8.1.2) geldt A UIC1 met U1 e:Wbm,r kolomunitair en C] € -
RR en ook €, = V. R, met V. ¢ mT  kolomunitair en R, ¢ mr regulier. Dus
] 171 1 n,y 1 T,r
H H_H H H .
= ! = 7 = = . 8.0
A UI(V]RP UlR]\.1 U]Z]V1 met Z1 R] regulier d.e.d
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Stelling. Zij A ¢ /M

3

een unitaire U ¢ Q%m
]

een reguliere Z e )W
1 r,r

een unitaire V ¢ /M .
n,n

zodanig dat

Z 0
A=U -L~+-— Vi, (8.2.2)
ol o

Bewijs. Volgens (8.1.4) kunnen we U, en V1 uit (8.2.1) uitbreiden tot unitaire

1
matrices U :='(U1|U2) en V 1= (V]lv2)° Dan geldt:

A Z 0
A=z v = w |u) . v, q.e.d.
1“171 1% H
v ol o
2
Stelling. De kolommen van UI vormen een basis voor R{A). (8.2.3)
. . H _
Bewijs. A = UIZIV] => R(A) < R(Ul)
U= AVIZTI = R(U)e R(4) .
Dus R(U]) = R{A). Bovendien zijn de kolommen van U] onafhankelijk. g.e.d.
Stelling. De kolommen van V2 vormen een basis voor N(A). (8.2.4)

Bewijs. Ax = 0 => U]ZIV?X =0 => V?x = 0 (want UI

X L kolommen van Vl => x is een lineaire combinatie van de kolommen van V2,

maar ook AV2 = 0 en de kolommen van V2 zijn onafhankelijk. g.e.d.

Zl is RR; ga.na) =

. . H
Stelling. De kolommen van V, vormen een basis voor R{(A") en de kolommen van

]

U2 vormen een basis voor N(AH). (8.2.5)
H ZI: 0 H
Bewijs. A = V1 -;;—-7; U] . Pas nu (8.2.4) en (8.2.3) toe. q.e.d.

Opmerking. Hieruit volgt datgene wat we al wisten (vgl.(7.2.4)), nl.
1 H L
R(aT) = v@)* en ¥ = ™.
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Een direct gevolg {(ga na) van het voorafgaande is de volgende

Stelling (Fredholm).

Ix : Ax = y <= y L N@AY) . (8.2.6)
Opgaven
45. Zij B = (BI|B2) RR. Dan is er een C,, z.d.d. als
I C
B, = (8,[B,) [<———2 = (5,|B))
1 1'72 12
0 L
2
geldt
H | -
B BZ =0 .
UI
46. Z21] B = (Blle) rechtsregulier met linkerinverse U = T dan zijn de
2

volgende beweringen equivalent:
. H
i) Ble =0
H -1 H
(BB B

. _ G H -1l H
111)U2 = (BZBZ) B2

ii) U,

iv) BlU1 hermitisch .

v) BZU hermitisch

vi) U.U,, =0 .

1

[T S

47. Zij A RR. Dan is er een eenduidige linkerinverse X z.d.d. AX hermitisch is.

48, Z1ij Q, E'mm’n

Dan is Q2 = QIC met C e{hvn,k linksunitair.

en Q2 E/ﬁ?m " beiden kolomunitair. Zij R(Qz) c R(Q]).

49, Z2ij A,efﬂbﬁ 5 o0 82 = AHA, dan is A hermitisch.



9. De pseudo inverse

9.1. Algebraische opbouw

Definitie. 2ij A = U]ZIV? als in (8.2.1) en A # 0, dan definiéren we
AT = VIZ;]U?. Als A = 0 dan A" := 0. (9.1.1)

EigenschaEEen

+ . ..

1. AA 1is hermitisch
+ . ..

2. A A 1s hermitisch

e
3. AAA=A

4o ATaAT = A" . (9.1.2)

+
Stelline. Zii em® 4 . . o die d . . -
elling. Zij A m,n an is er precies één A Efﬁnn,m ie de vier eigen
schappen (9.1.2) heeft. (Met andere woorden, door toevoeging van de eis van
.. .. + + . + PR
het hermitisch zijn van A'A en AA , aan de eisen 3 en 4 wordt A eenduidig

bepaald; vergelijk dit met par. 4.3.) (5.1.3)

Bewijs. De existentie van A+ volgt uit het feit dat (9.1.1) aan (9.1.2) voi-
doet. Stel dat X en X + Y voldoen, dan (YA)H = ((X+Y)A—XA)H =

(o - @l = (1)A - XA = YA, Analoog (A)! = Av. Verder gelde

A = AXA = A(X+Y)A, dus AYA = O, Hieruit volgt (AY)HA = 0, dus 0 = (AY)HAY
en dientengevolge AY = Q. Analoog YA = 0. Dan X + Y = (X+Y)A(X+Y) = XAX = X,

Dus Y = O. q.e.d.
Eigenschappen
1. ra%) = ra). : (S.1.4)
Bewijs. A = AATA ™= r(A) < r(A") (zie (4.1.13)) |
* o A+AA+ == r(A+) < r(A). q.2.d.
2. PA := AA  is een hermitische projector opsx'(A).
.. . +
PA i= A+A is een hermitische projector EB.R(A d. (9.1.5)

.. + . . e .. 2 _ + .+ +_
Bewiis. AA 1is per deflnltle hermitisch. PA = AA AA = AA PA’ dus PA is
een projector. A = AA A, dus R(A) < R(PA). R(PA) c R(A) (triviaal).

Dus R(A) = R(PA). De tweede bewering kumnen we analoog bewijzen. q.e.d.
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. 3. R(A") = R(AH). (9.1.6)
Bewijs. AT = aA*Aa’ = (AT)MA" = ATAHMT - rah) < ra.
Al = @aato = @t = ataal = ral) < ra®). q.e.d.
4. NATY = @@)T = N, (9.1.7)

Bewijs. Zij x € N(A+) dan ¥z @ (x,Az) = xHAz = xHAA+Az = (AA+x)HAz = 0,
dus x € (R(A))™. Zij x ¢ (R(A))™ dan Vz : x'Az = 0, dus 0 = x'Aaa¥Az =
(AA+x)HAz. In het bijzonder (AA+x)HAA+x = 0, dus AA+x = 0, Hieruit volgt
A+AA+x = 0 en dus A+x =0, dus X ¢ N(A+). N(A+) = (R(A))'L is nu bewezen.
Zie verder (7.2.4).

Opmerking. Het kan cok bewezen worden door eerst op te merken dat uit 3.
+
volgt dat R(A H) = R(A).

5. I-PA is een hermitische projector op N(AH). (9.1.8)

I—PA is een hermitische projector op N(A).

In onderstaande tekening is een en ander weergegeven.

N(A}:X=(1- PyX) N(AT)=N{AH) - Y=1-PyY
x {dim.n-r) (dim.m-r)

[-Pa

Pa= AA"
ATAX 3
A
C ARTY
RIAT)=R{AT):X=Py X R{AJ: Y=PyY
(dim. r) (dim.r)

cn Cm
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Meetkundige opbouw

Het voorafgaande kan ook op meetkundige wijze worden opgebouwd.

Zij A e My .
m,n

Zij Py E/nom,m een projector op R(A), dan gelden de volgende

eigenschappen
1. S ¢ PA = AX immers R(PA) c R{A) (zie (5.3.12)).
2. Y+ A= PY immers R{A) < R(PA).

3. XA 1is een projector.

. . 2 _ .
Bewijs. Uit eigenschap 2. volgt PAA = PAY = PAY = A, Met eigenschap I.

volgt dan A = AXA en dus XAXA = XA, q.e.d.

4. I-XA is een projector op N(A).

Bewijs. Dat I-XA een projector is is triviaal uit 3.
X e N(A) = AX = 0 = (I-XA)X = X = X € R(I-XA).
Y € R(I-XA) =dY : (I-XA)Z = Y = AY = (A~A)Z = 0 == Y £ N(A). g.e.d.

Definieer nu PA 1= XA,

Eis dat PA en PA hermitisch zijn. Dan gelden bovendien de volgende

eigenschappen

. .. . H 1
1. I—PA is de hermitische projector op N(A") = (R(4))

Bewijs. Dat I- PA een projector is is triviaal.

7ij Z = (I-P,)Y dan A"z = (A"-A AX)Y = - AHXHAH)Y = al-afyy =
(want A = AXA). Dus R(I-P ) = N(A ). le A Z = 0 dan geldt

7 = z-x"APz = 7 - axz - (1 ?,)Z. Dus N@a") © R(1-P,). Dus R(I-P,) = N(a™).

Met (7.2.4) volgt de bewerlng. q.e.d.

.. . L
2. PA is de hermitische projector op R(AH) = (N(A))

Bewijs. Volgens eigenschap 3. uit a) is P' een projector.
H H,H,H

AT = ATX A = xaal = paly ¢ R(XA) = R(P}).
xa = am)l = alx! = rxay < r@a?). bus R(PA) = realy.
Zie verder (7.2.4), d.e.d.



3. v < rREX).

4. N(X) e neath .

Bewijs. XZ = 0= AXZ = 0> X A Z=0=AZ=AXAZ=0, q.e.d.

-1

Z., 0 Z .10
Als A=1U —J—+~*— VH (zie (8.2.2)) dan voldoet X :=V ~J-4——- UH aan a)

o'o o|w2
en b). De eisen die tot nog toe gesteld zijn, zijn dus niet voldoende om de

@énduidigheid van X te garanderen, immers Wz kan willekeurig gekozen worden.

c) Eis dat R(X) < R(AH) of N(AH) © N(X). Dan geldt bovendien de volgende

eigenschaE

XAX = X,

Bewijs. R(X) < R(AH) => Jz . X = AHZ == ¥AX = XAAHZ = AHXHAHZ = AHZ = X. q.e.d.

De &énduidigheid van X volgt nu weer net als in (9.1.3).

Bewijs zelf bovenstaande eigenschap als geeist wordt dat N(AH) c N(X). ~

Opgave

50. Ga na dat we PA en PA ook als volgt kunnen karakteriseren. Zij A E-ﬁlh 0’
) *

Xe M , P 1= AX en P' = XA, We eisen:
n,m A

A
P

a) A

b) PA is projector op R(A)

en PA zijn projectoren
c) PA is projector op R(X)
(Hieraan voldoen alle gegeneraliseerde inversen uit hoofdstuk I.)

d) R(X) L N(A) ém N(X) L1 R(A).

9,3, Verband met kleinste kwadraten

1
Definitie. Zij y e € dan Iyl := (y'y)Z. 9.3.1)

2 2
Eigenschap. Als xHy = 0 dan geldt ||x+y|” = HxH2 + lyll” . (Pythagoras!). (9.3.2)
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Beschouwen we nu het volgende probleem: Zij A e 7R — Bij v ¢ ¢" willen we

’
x e ¢ zodanig bepalen dat |l y-Axl minimaal is.

Oplossing: y-Ax = y—AA+y + A(A+y-x) met y—AA y = (1I-P )y E N(A )t R(A) en

+
A(A y-x) € R(A). Met bovenstaande eigenschap volgt ”y-AxH = || (I-P )y”

+ 2
TA(A y-x)” Dit is minimaal dan en slechts dan als A(A y-x) = 0, dus als

x= A" y+z met z ¢ N(A) Daar A y € R(A ) 1 N(A), geldt voor iedere mlnlmallse-

rende x: Hx” = HA y” + Hzﬂ Van alle minimaliserende x heeft x = A" v dus

de kleinste norm,

Opgave
>l. In de vectorruimte der mxp—matrices definitren we voor A= (a..) :
1]
m n |
WAl := ¢} 7 [ai.lz)2 = (spoor van AHA)i.
i=1 j=1
Als BA = P 2 2 ..
s B'A =0 dan geldt A+BI" = A" + IBI® (ga na). zij A Efﬁbh e
Xein en f(x) := |[I-Axll. Dan geldt: ’
n,m

. . +
l. X minimaliseert f <> X = A + Y met AY =

2. onder alle minimaliserende X heeft X = A+ de kleinste norm.

A in enkele speciale gevallen

a) Als A regulier is, dan gelde AT = A™! |

1. H

b) Als A RR is, dan geldt A"
inverse).

Als A LR is, dan geldt A"

]

inverse).

o, s .. P e . + H
c) Als A kolomunitair of rij-unitair is, dan geldt A = A",

d) Als @ kolomunitair of rij~unitair is, C LR is en A = QC dan geldt

+ +
A =g QH

. . . . ‘ +
¢) Als A een hermitische projector is, dan geldt A = A .

(9.4.1)

@) 74" en a%A = 1 (dus A is linker-

- +
AH(AAH) i en AA = I (dus A+ is rechter-

(9.4.2) .

(9.£.3)

(9.4.4)

(9.4.5)
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N.B. 1) Dat aan vorenstaande beweringen is voldaan is in te zien met (9.i.2)
en (9-!.3)-

2) Als A = AIAZ geldt in het algemeen niet At = A;AT. Maar als A = BlC]
met B] RR en Cl LR (zie (3.5.1})) dan geldt A+ = CTBT .
Opgaven
52, A" = AH <= afa is projector <= A = UIV? met Ul en V] kolomunitair,
53. A" = 4= A = vzvt met 2% = 1.

54, Zij A = (A1|A2) dan geldt:

A

+
=0)<‘=>A+=——]—

APA = 0 <= (ATA = 0 en A;A .

2 !

p

+
2
]

55. A" = lim (aI + ABA)~
a ¥+ 0

AH (met elementsgewijze limiet).
. 1 H ..
56. Zij ox x + (y~Ax) (y-Ax) minimaal voor x = X, dan geldt:

+
lim x = Ay, !
a +0 ¢

Hermitische matrices

Voorlopig is A hermitisch en n % n.

10.1. Sglitsingen

, .. o T c . .
Stelling. Zij A e-ﬁln’n hermitisch, dan is er

een B, ¢ T |
1 N, T

.. r
een hermitische zZ ¢ 771 .
r,T
zodat

A=B]ZBI;I . ' (10.1.1)
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.. H
Bewijs. Volgens (3.5.1) geldt A = BIC] met Bl en Cl RR en n x r.
H

A=A = B]C? = CIBT‘ Daar B, een linkerinverse U? heeft, geldt

H_ H H _ H P
CI = U]CIB! ZBl met Z : U]C1 s
B _ H, _ . H B _ H
ClUl = UIAUI UICIBIUI UlCl .
bus Z is hermitisch, qg.e.d.

Stelling. Zij A € /M°  hermitisch, dan i
in 1] n,n ermitisch, an 1s er

een kolomunitaire matrix Q,
een reguliere matrix W,
zodat

A = qugt . _ (16.1.2)

Bewijs. Triviaal met (8.1.1) en (10.1.1).
HEW1)s

Gpgaven
57. zij A ='BIZB? = 8,
Qe __, zodat B_ = B.Q en Z = Q'zq.
r,r 1 1

~ ~H . . . . .
Bl (zoals in 10.1.1), dan is er een unitaire matrix

58. Zij A = BIC? met B1 en C1 linksonder matrices met reguliere kop, dan is
er een diagonaalmatrix D, zodat A = B]DB?.

10.2. Positief (semi) definiete matrices

Definitie. A heet positief definiet (pd) als A hermitisch is en

Vx#0 : xAx > 0. (10.2.1) .

Definitie. A heet positief semidefiniet (psd) als A hermitisch is en als

Vx xHAx = 0. (10.2,2)
Stelling, A is psd ™ (x'Ax = 0 <= Ax = 0). (10.2.3)

Bewijs. Zij xHAx = 0 dan geldt VYx,y : (ax+y)HA(ax+y) z 0.
. Dus ayHAx + axHAy + yHAy > 0., Dit kan alleen voor iedere o als er geldt

Vv @ yhAx =0 = xHAy, zodat Ax = 0 (ga na).

De omgekeerde bewering is triviaal. g.e.d.
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Gevolg. A is psd = (r(A) = n <= A is pd). {(10.2.4)
Stelling., A i = t (A . > 0. 2.

elling is pd = Yk (A > 0 (16.2.5)
Bewijs. A is pd = ax > 0 voor x # 0. Zij k ¢ {I,...,n} en x := e
dan geldt xAx = (8, > 0. q.e.d.
Stelling. Zij A psd, dan geldt Yk : (&), 20 en
(M), = 0= Vi (A; ) = (&), = 0. (10.2.6)
Bewijs. Het eerste is triviaal.
Zij (A)zg = (0 dan is eIZAe2 = 0. Volgens (10.2.3) is dan Ae2 = 0,
Dus ¥Yi : (A)li = 0. Daar A hermitisch is geldt ook Vi : (A)iz = 0, q.e.d.
Opgave

. . 2
59, A is psd = |(A)k2| < () (B
. ‘s H . .
Stelling. Zij C eflnh,k en A psd, dan geldt C AC is psd. (10.2.7)
Bewijs. CHAC is hermitisch (triviaal).
Daar A psd is geldt (Cx)HA(Cx) 2 0 zodat ook xHCHACx z 0. g.e.d.
Stelling., Zij C e7n-k en zij A pd dan is CHAC pd. (10,2.8)
sterring n,k
AII A]2

Stelling. Zij A = A21 A22 psd, dan geldt dat A11 psd is.
Als A]I ock regulier is, dan is A = A, = A A_!A psd. (10.2.9)

22.1 22 2111712

* H H
Bewijs. Neem x = [TTJ z.d.d. X AX = X A _x._.

Daar A psd is, is ook xTA”xI = 0.

H ' AII 0
A= CA'C met C = regulier (zie 2.1.1) en A' =
1 ‘
211722
A' is psd (10.2,7), (want C regulier), zodat ook A22 i psd is. g.e.d.
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A A
Stelling. Zij A = AI] A]2 pd dan zijn A]] en A pd. (10.2.10)
21|22 22.1

Stelling. (Choleski splitsing)

orerling 8

Zij A psd, dan is er

een linksonder rechtsreguliere matrix L ¢ Oﬂh L
1]

zodat

A =1Ll . (10.2.11)

Bewijs. We bewijzen dit met volledige induktie naar n.
Voor n = | triviaal waar.
Stel nu dat het waar is voor n~1 en laat A een nxn—-matrix zijn die psd is (A # 0).
aT
|
1%
Volgens (10.2.6) geldt dat a 2 O.

o
Splits A z.d.d. A =

met Al E‘xmn-l

,u=1°

a) Als o = 0 dan is a, = 0 (10.2.6). Volgens de induktievercnderstelling is
_ H
Al = L]Ll'
Definieer L := fl met 05'7”1 o+ zodat A = i,
l L]
H
-1 a
b) Als @ = 2> > 0 dan geldt A = a"‘lf = IAO 0’1]
‘ | 1|2 |22.1 lz
met A = A - -3 aH.
22,1 1 a 171
A is psd volgens (10.2.9). Dus A =L LH met L. ¢ M .
22.1 22.1 171 1 n—!,r-1
Neem nu L := . Verifieer zelf dat L voldoet. g.e.d,
Opmerking. Als A pd is dan is L regulier.
pggaven
60. Bewijs dat er een permutatiematrix P is zodat pAPT = L EH met (i)ii > 0,
1241 <r.
Hint: Voer de construktie als volgt uit: als (A)l] = 0, zoek dan P, z.d.d.

H
(PIAPI)II > 0,
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61.(Stelling van Hadamard)
Zij A €M, . en A= (a][ cas lan) dan geldt

n
|det Al < 11 fa |
ey k200

en
. n H
[det Al = T Hakﬂz <> 340 :QQ=1en A= QD met D diagonaal.,
k=1
62, 2ij AeM" en B e dan geldt

n,r n,k?

a =gt = g o agf en o= 1.

Algemene hermitische matrices

Lemma. Zij A e!ﬂ&a hermitisch en zij A # 0 dan is er

s2
- een unitaire matrix Q

zodat

(QHAQ)]] 70 . (10.3,1)

B

Bewijs, Stel A is van de vorm A = (% Y).

Voor a # 0 is het triviaal.

Voor a = 0 en v # 0 is Q een permutatiematrix : Q = (] 0).
. _y .19
Voor a = y = 0O en B = ]Blelw nemen we Q = 2 %(3 ?)(_; :).
N.B. Dit is een rotatie over 45°. g.e.d.

) .. r . .
SFelllng. Zij A Enbln,n hermitisch en A4 # O dan is er

een unitaire matrix Q,
een linksonder matrix L € mmn . et reguliere kop,
4 |
een diagonaalmatrix D e J met (D),. =+ 1, 1 =1,,,.,r |
_ T,T ii -
zadat

otaq = Lok, (10.3.2)

Bewijs. We bewijzen dit met volledige induktie naar n.
Voor n = | triviaal waar.

B r ., ..
Stel nu dat het waar is voor n—] en laat A eﬂﬂbn n hermitisch zijn.
’
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‘. a) Als (A)kk # 0 dan is er een permutatiematrix Q, zodat (QHAQ)Il = (A)kk.

- b) Als (A) =0, 1= 1,...,n dan is er een (A) = (A) # 0, er is dan een
unltalre Q z.d.d. (Q AQ)I] # 0; eerst een permutatle en daarna (10.3.1)
toepassen.

k £

0 +. ¥

k > 0 B
. . . -

L - B "0

De rest van het bewijs is analoog aan het tweede gedeelte van het bewijs

van (10.2.11). q.e.d.

. . r .
Stell . 2 A h i i
elling. Zij A ¢ ﬂﬂrhn. ermitisch en A # 0 dan is er

, r
een matrix B € M
N, r

een diagonaalmatrix D ¢ met (D),. = + |
g t Qﬂr,r ( )11

zodat

. A = BDBY. (10.3.3)

Bew1ls. Ult (10.3.2) volgt dat Q AQ LDL » Met Q unitair zodat

: = QLDL Q = BDBI-1 met B := QL. q.e.d.

Opmerking. Door kolom~ en rijverwisseling is te bereiken dat D van de vorm

D = diag (]";;LL’ -!,—1,...,—1) is. (10.3.4)
p r=p

Als we een splitsing hebben van A volgens (10.3.3) en D de vorm van (10.3.4)
heeft dan kunnen we B uit (10.3.3) partitioneren B = (B lB ) met B € QH‘

en B, ¢ Th* zodanig dat
2 n,r-p
BH
A= (B |B,) ~ =5 8% - 58",
1'72 BH 171 272

Dat het getal p alleen afhankelijk van A en niet van de gekozen splitsing is

wordt uitgedrukt door de volgende
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Stelling (traagheidsstelling van Sylvester).
Als er een B = (BI|B2) en een C = (C \Cz) is die beiden RR zijn, B, ¢ 7

1 n,p
: - - H _ H
B2 erZRh’r_p z.d.d. A B]B1 BZBZ CIC] C2C2, dan geldt
€ Qﬂi .
n,p
02 Eyﬁnh,r_p . (10.3.5)
Bewijs. Stel C 3 ?n, q met q < p.
H H H H H H
Ax = - = - .
X Ax X Bi 1 X Bszx X Ciclx X C202x
Bepaal B3 z.d.d. = (B |B [B ) regulier is (zie 3.2.2),
Zoek x # 0 =z.d. d. Bg = 0
C?x = 0
- H
B3 - O-

Dit zijn n-p+q vergelijkingen.
‘Daar n-p+q < n hebben deze vergelijkingen een oplossing x # 0.

Er geldt B?x # 0 want BTx = (0 impliceert BHx = 0 en dus x = 0. Tegenspraak.

-

Nu geldt er x B le >0 ‘ H
. S _ = x Ax > 0
H H
X B.B =0
272% )
xHCIC?x =0 ] H
u = x Ax £ 0
X C C >0

J .

Analoog is te bewijzen dat p 2 q. (Hiervoor moet (CI|C2) RR zijn!) qg.e.d.

Tegenspraak, zodat q 2

Definitie. Het getal s := p—(r-p) = 2p-r heet de signatuur van A en p heet de

index van A (merk op dat s het spoor van D is). (10.3.6)

Opgave (moeilijkill)

- . r .. _ H _ H= T 4.H |H H _
63. Zij A ed7bn’n hermitisch en A B B, BZBZ B B} BZBZ met BB, = 0
H

- L t - ., s
en B B2 0 dan geldt Bl Blzl’ B2 3222 met Z1 en 22 unitair.




10.4. Hermitische bilineaire en kwadratische vormen

Definitie. Een hermitische bilineaire vorm is een afbeelding ¢ : € x & > T3

X € mn, y € ¢ > ¢(x,y) ¢ € waarvoor geldt

1. M-Y’O‘l’—{l + “2’—‘2) = a]¢(z.§l)‘ + a2¢(z,:_cz).

2. 9 (x,y) = ¢(¥y,x) (10.4.1)
Gevolg. ¢(ay,x) = ap(y,x) . (10.4.2)

Stelling. Voor iedere bilineaire vorm ¢ is er precies &&n hermitische matrix

H
A€ Oﬂh’n z.d.d. ¢(y,%x) = y Ax . (10.4.3)

Bewijs. Neem (A)ij 1= ¢(gi,gj), verder zelf.

Definitie. Een hermitische kwadratische vorm is een afbeelding F : e’ >R

die kan worden ‘afgeleid van een hermitische bilineaire vorm ! F(x) = ¢(x,x).

(10.4.4)
Stelling. Bij F is er een matrix B = (b1| . Ibr) en gétalleﬁ 61,...,dr met
Yl sis<r:é, =+1zdd.
T
2
Fx) = ) 6, |pox|? . (10.4.5)
i=1 + 1 :

Bewijs. F(x) = ¢(x,x) = xHAx = xHBDBHx volgens (10.3.3) en dus

A
rb Iilx

. .
F(g).= (bel,...,ber) D = Z Gi[bix|2 als D = dlag°(6l""’6r)' g.e.d.

TH e e

Definitie. De signatuur van een kwadratische vorm F is de signatuur van de

bijbehorende matrix. (10.4.6)

De stelling van Sylvester zegt dus: bij representatie in de vorm (10.4.5) is
het aantal positieve §'s — het aantal negatieve 6's gelijk aan de signatuur

van F.
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Interpretatie.

De vergelijking F(x) = 1 is de vergelijking van een kwadratisch oppervlak in
En. Kiezen we een .andere, niet noodzakelijk orthomormale basis in ¢" met over-

gangsmatrix S, dus x = Su, dan geldt
H H_H z H 2
F(}_{) = X AX = u'§ ASu = Z Ei|ciul met gi = : 1 .
i=] :

Sylvester zegt nu dat het aantal positieve d8's en e's evenals het aantal
negatieve §'s en e's aan elkaar gelijk is. Het type van het oppervlak ver—

andert dus niet bij .een assentransformatie.

OEgaven
64. 21 A €M _(€) en Vx € €" : «MAx = 0 dan geldt A = 0.

65, Zij A € n(IR) en Vg ¢ R" : xTAx = 0 dan geldt AI + A =0,
1, : _

66. Zij A € anh n(C) en Vx e c” H xHAx € R dan is A hermitisch.



Hoofdstuk IV. Equivalentie-begrippen

t1.1. Definities en gevolgen

a. A €M
m,n

en B e M .
m,n

Definitie. A en B heten equivalent als er reguliere U en V bestaan zodat

A= UBV | (zie §3.4). (11.71.1)

. T .
Stelling. Iedere A ¢ i ivalent
g 6an,n 8 equivalent met een

J := 0 (zie (3.4.5)) . (11.1.2)
o |o

N.B. MY  is dus een equivalentieklasse.
3 .

Gevolg. A en B equivalent <=> r{A) = r(B) . (11,1.3)

Definitie. A en B heten unitair equivalent als er unitaire U en V bestaan
zodat A = UBV'. (1.1.4)

In hoofdstuk V wordt bewezen:

Stelling. Iedere A is unitair equivalent met een

r N\
9

O

@) @) (11.1.5)

. . 2, . T
(Oi is een singular value van A, d.w.z. a; is elgenwaarde van A" A.)

Gevolg. A en B unitair equivalent <=> A en B hebben dezelfde singular ‘
values. ' (11.1.6)
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b. A eI en B ¢ /7 .
n,n n

1

Definitie. A en B heten gelijkvormig als er een reguliere U is zodat

A= By, | . (11.1.7)

In hoofdstuk V wordt bewezen:

Stelling. Iedere A is gelijkvormig met een zg. Jordanmatrix

Al I. 0
1
0 A]
3\2 ] 0
- 1
0 AZ met ki eigen-
k3 1 waarde wvan A.
(171.1.8)

Gevolg. A en B gelijkvormig <> A en B hebben dezelfde eigenwaarden (met multi-
pliciteit) en dezelfde Jordanstructuur. (11.1.9)

c. Aeln en B ¢ 720, beiden hermitisch.
n,n n,n

Definitie. A en B heten congruent als er een reguliere U bestaat zodat

A= UBUH. ' (11.1.10)




: T
Stellln . Iedere A 6/}71, met Si natu s . r
otelitng . h,n g ur 15 congruent met

1% )
1 o 0
1
—].

0 "L

0 0 0
. } .
\._.v__, e ;oA , . met ptq = v

P q n-r ' en p-q = s. (11.1.11)

Dit volgt uit de stelling van Syvlvester,

N.B. Alle psd-matrices met gelijke afmetingen vormen een congruentieklasse.

Gevolg. A en B congruent <*> A en B hebben dezelfde rang en dezelfde signa-
tuur. (11.1.12)

Definitie., A en B heten unitair gelijkvormig (% unitair congruent) als er een
unitaire U bestaat zodat A = UBUH. (11.1.13)

In hoofdstuk V wordt bewezen:

Stelling.Iledere A is unitair gelijkvormig met een

A= | met Ai-eigenwaarde van A. : (11.1,14)

Gevolg. A en B unitair gelijkvormig <= A en B hebben dezelfde eigenwaarden
{met hun multipliciteit). (11.1.15)

11,2, Interpretatie

ad a.

1. 2ij o : ¢ - " met matrix A t.o.v. zekere bases en B t.o.v. twee andere

bases dan zijn A en B equivalent.

2. Als de bases bij A en B uit [. orthonormaal zijn dan zijn A en B unitair

equivalent,



-.81_

ad b.

3. Zij JQ : €% > ¢" met matrix A t.o.v. een basis en B t.o.v. een andere basis
dan is B gelijkvormig met A.

ad c. _

4. Als A en B uit 3. t.o.v. orthonormale bases genomen zijn dan zijn A en B
unitair gelijkvormig.

5. Zij F een kwadratische vorm met matrix A t.o.v. een orthonormale basis en

B t.o.v. een andere orthouormale basis dan zijn A en B congruent.

Opgave

67. Ga na dat de relaties uit deze paragraaf equivalentierelaties zijn.
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Hoofdstuk V. Gelijkvormigheid

We nemen steeds A E.ﬂm% o’ meestal over €, soms over df.
. . »

12.

12.1.

Eigenwaarden—eigenvectoren—eigenruimte

Inleiding.

Definitie., X ¢« df heet eigenwaarde van A als A-AI singulier is. (12.1.1)
Definitie. Het spectrum van A is 0(A) = {) ¢ &ﬁll eigenwaarde van A}, (12.1.2)

Definitie. Als A € 0(A) dan heet N(A-AI) de eigenruimte van A bij \. De ele-
menten van N(A-AI)\{O} heten eigenvector Bij A. De dim(N(A-AI)) heet geo-~

metrische multipliciteit van A. ' (12.1.3)

' N.B. De geometrische multipliciteit van een eigenwaarde is dus minstens |.

Stelling. Zij o(A) = {A],...,A } (A # AJ voor i # j) met geometrische multi-

pliciteiten nl,...,np dan geldt

E n <n. _ (12.1.4)
k=1 K \
Bewiljs. Zij Sk € Onh,nk zodanig dat de kolommen een basis vormen voor N(A—«kI)
' . = + Ds =X, = (A -X,
(k ¢ {l,...,p}) dan geldt AS, Aksk Daar dus (A JI)Sk ( , J)sk geldt
o als k # 2
: p p _ ’
Vee {1,...,p} s (T A1) 8 = (T (3 =2.))e8, =
J:l j=] -
J#l i42 YQS2 als k L
met Y, # o.

Zij nu 8 := (Slf . fSp) en x = ?_ (gepartioneerd als 8), z.d.d.

X
P P
Sx = 0, dus. Z Skxk = 0, dan geldt
k=1
p Y
= (I (A—l ). 4 Skxk 282}:2.
i=1 k=1

i#e
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Dus 5,x, = 0 en daar 5, RR is volgt hieruit x, = 0. We hebben bewezen:

L '3
Sx =0

X'= 0 en dus is S RR en dlentengevolge geldt de breedt van § < n;

L
—_
d.w.z. E . g.e.d.

Gevolg. p = ni: A heeft hoogstens n onderling verschillende eigenwaarden.
(12.1.5)

Het minimaalpolynoom van een matrix

Afspraak. Zij p(z) = Zyjzj met cobfficiénten uit do.
Optelling, vermenigvuldiging cte. zijn op de bekende wijze gedefinieerd,
zodat relaties tussen polynomen relaties tussen coéfficiéntenrijen worden.

We mogen dan voor de variabele z best een matrix A substitueren:

p(A) ZYJ.Aj (met A° := 1)..

Eigenschappen

I p(2):py(2) = p(2) = p (8)-p,(4) = p(a)

2. e p(AD) = p(1) -1 ' (12,2.1)

Stelling. Bij iedere A ef?nn’n is er een niet triviaal polynoom p over o
z,d.d. p(A) = 0. : (12.2.2)

Bewijs; Beschouw de n2 homogene lineaire vergelijkingen
m -1 o
YmA + Ym—lAm + ... + YOA =0 e«nmn,n met de (m+l) onbekenden AARTERTS S0

Voor voldoende grote m (en zeker als m 2 nz, want dan zijn er meer onbekenden
dan vergelijkingen) hebben deze vergelijkingen een niet triviale oplossing en

deze correspondeert met een niet triviaal polyncom p. q.e.d.

Opmerking. Het polynoom p(z) heet annihilerend polynoom. Ga na dat er een
h h-1

annihilerend polynoom van de vorm ple} = 2 + Yh-lz + ...+ Yq bestaat.
(12.2.3)

Definitie. Een niet triviaal polynoom P, heet minimaalpolynoom van A

als geldt

1. po(A) =

2. p(A) = 0 = graad (p) = graad P, ' (12.2.4)
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StEIIi ‘. Al i -t ¥ o 1 1o . : 4 - . .
ling s we elsen dat de kopcoefficient van P, 1 15 dan is P, eénduidig

bepaald. ‘ (12.2.5)
Stelling. p(aA) = 0 = po(z) is een deler van p(z). (12.2.6)

St - . .« o - . * * Y
elling. Zij p ann;hllerend polynoom en P, minimaalpolynoom van A dan geldt

Te A e 0(A) = p(i) =0

2. p (1) =0 <= 1 e a(a). _ ‘ (12.2.7)
Bewijs.

le X € o(A) = 9x # 0: Ax = Ax. Voor deze x geldt Alx = le, dus

0 = p(A)x = p(M)x = p(}) = o.

2, "= po(l) = 0= p (z) = (z72)q(z) (reststelling) => 0 = p (4) =

(A-AI)q(A). Stel dat A-MI regulier is, dan zou moeten gelden q(A) = O.

De graad van q is echter kleiner dan de graad van P, Dit is in tegenspraak
met het feit dat P, minimaalpolynoom is van A. Dus A-AI is singulier en
dientengevolge is A een eigenwaarde van A.

" <=" : Dit volgt uit het feit dat P, een annihilerend polynoom is en uit I.

Gevolg. o(A) = {A ¢ &glpo(k) = o}, : (12.2.8)
Spelling. Tedere A eﬂnn’n(c) heeft minstens eén eigenwaarde in C. (12.2.9)

Bewijs. Dit volgt uit de hoofdstelling van de algebra en 12.2.8.

Waarschuwing. Een A « Z%n n(]R) hoeft in R geen enkéle eigenwaarde te hebben.
3

‘ o] 1 .
Voorbeeld: A = |l .
-1 o




13,

13.1.
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Diagonalisatie
Diagonaliseerbare matrices
» . . - ‘m .
Stelling. Zij S ¢ .0 regulier
en A eﬁ%&h,n
dan heeft A hetzelfde spectrum met dezelfde geometrische multipliciteiten als
s AS. (13.1.1)
Bewijs. S 'AS-AL = S™ (A-AI)S, dus (s 'AS-AT) = r(A-AT). q.e.d.
Opmerking. We kunnen stelling (13.1.1) ook als volgt formuleren: Als twee ma-—
trices A en B gelijkvormig zijn, dan hebben ze hetzelfde spectrum.
Stelling., Als A = diag (a],...,an) dan geldt o(A) = {Alii Pag o= A} en de
multipliciteit van elke eigenwaarde X is gelijk aan het aantal ai's waarvoor
o, = A . (13.1.2)
i
Bewijs. Zelf!
Definitie. Een matrix heet diagomaliseerbaar als hij gelijkvormig is met een
diagonaalmatrix, ' (13.1.3)
Stelllng. Als A een diagonaliseerbare matrix is (d.w.z. 3S emMm™ n: SF]AS = A,
met A = dlag(l ,...,x }), dan zijn de diagonaalelementen van A elgenwaarden
van A en de bljbehorende kolommen van § zijn corresponderende eigenvectoren.
(13.1.4)

s = PN = = = A . - eCede.

Bewijs. AS = SA ' Asek -SAek Ask A8k q.e.d

Stelling. A e«xnn’n is dan en slechts dan diagonaliseerbaar als de som der

geometrische multipliciteiten n is. (13.1.5)

Bewijs.."'=b " : Dit is een gevolg van (13.1.2). " <=" . Sre] o) =
{Al,...,Ap} met bijbehorende multipliciteiten n‘,...,np dan is er een nxn-
matrix S = (s]j . [Sp) met S e:ﬁnn’n zodanig dat de kolommen van S; een

basis voor N(A—AiI) vormen, immers 1
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We hebben in het bewijs van (12.1.4) gezien dat S dan RR is, daar S vierkant
is volgt hieruit dat S regulier is. Ook geldt (A—AiI)Si = 0 dus AS, = A.Si

i
en AS = (AISI‘ ces lxpsp) =

llIl
= (5,] ... lsp) . = SA
b
PP
met A = diag(llll,...,lplp) = diagﬁiljkl,...:}2,12,...:...::..,AR)
n, n, np
En aangezien S regulier is, is A dus diagonaliseerbaar. gq.e.d.

Stel dat naast A = S—]AS ook geldt A = T_IMT met S en T regulier,

A= diag(AIIl,...,APIp) en M = diag(a],...,an). Dan wvolgt uit (13.1.1) dat A
en M hetzelfde spectrum met dezelfde multipliciteiten hebben. Met (13.1.2)
kunnen we dan concluderen dat er een permutatiematrix P is zodat M = PAPT.
Hieruit volgt: S!‘.S_l = TPAPTT-I oftewel AZ = ZA, met Z := S-]TP.

Er geldt dus
(Az)ij = (ZA)lj »

en dus ook

Hieruit volgt dat (Z)ij = o als (A)ii # (A)jj, daar A& de vorm
diag(AIII,...,lpIp) heeft, is Z van de vorm diag(Zl,...,Zp).

= _I = == . 1 =
Z=8 TP, dus TP = 8Z = (5| ... ]sp) dlag(Zl,...,Zp) (s,2,] ... [spzp).

Als nu TP = (T]l e lTp) dan geldt Ti = Sizi en aangezien Z; regulier is
(ga nal) wil dat zeggen dat zowel de kolommen van Si als die van Ti een basis

vormen voor N(Arlil).

Definitie. 5P heet een invariante deelruimte t.o.v. een matrix A als
Vx e O : Ax € Zﬁ’(dus A is vierkant). (13.1.6)

N.B. We schrijven ook A?" c ¥ in plaats van ¥x ¢ % : Ax ¢ OF .
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Stelling. Zij A een diagonaliseerbare matrix en ¥ een invariante deelruimte

t.0.v. A dan:is er een basis van 7% bestaande uit eigenvectoren van A.

Bewijs. Zij U = (uI] . ]um) met (ul""’um) een basis voor ¢*, dan geldt

omdat ¢F een invariante deelruimte is

iz E%mm: (%)

Uit A = SAS”! volge as”ly = 57 UZ, of AW = WZ met W := S U,

Daar W RR is (ga na!) is er volgens opgave 10 een permutatiematrix P zodat

W
PW = 7| met Wl regulier en mxm. AW = WZ en dus PAPTPW = PWZ, dus ook
2
Al 0 Wl Wl A] 0 T
—| = (| Z, met = PAP" (dit is weer een diagonaalmatrix).
W W
0 |A 2 2 o (A
2 2
Hieruit volgt: Alwl = WIZ of 2 = W;lhlwl, met (*) geeft dit AU = Uw;]A]wI,
dus AV = VA met V := UWII. De kolommen van V vormen ook een basis voor &

1

en omdat AV = VA] zijn die kolommen eigenvectoren van A. gq.e.d.

Opgaven

68. Als A en B diagonaliseerbare matrices zijn dan geldt:

AB = BA <= er is een gemeenschappelijke basis van eigenvectoren,

M. 3. W, A en B kunnen met dezelfde gelijkvormigheidstransfor-
maties gediagonaliseerd worden,
m.a.w. 18, regulier: S-IAS = A en S—IBS = M, met A en M dia-

gonaalmatrices.

69. Als AB = BA, dan is er bij iedere eipenwaarde van A minstens &én eigen—

vector u van A, die ook eigenvector van B is.

Unitair diagonaliseerbare en normale matrices

Definitie. Een matrix is unitair diagonaliseerbaar als hij unitair gelijk~

vormig is met een diagonaalmatrix. (13.2.1)

Stellihg (het zg. lemma van Schur),
Zij A e dan is er
n,n

een unitaire matrix Q en

een rechtsbovendriehoeksmatrix R

(13.1.7)



zodat
Q"aq = R
oftewel:;

Iedere vierkante matrix is unitair gelijkvormig met een rechtsbovendriehoeks-

matrix, (13.2.2)

Bewijs. Volledige inductie naar n.
Als n

]

1 is de bewering triviaal waar.
Stel nu dat de bewering waar is voor {n—1)x(n-1)-matrices.

Zij A emg 0’ dan heeft A volgens (12.2.9) minstens &én eigenwaarde X laat
3

]’
2 . .. . H
q, een bijbehorende eigenvector zijn, zodanig dat 9,9, = 1. Maak nu een ma-

trix Q, = (qI'QIZ) € anh’n met Q,, zodanig dat Q, unitair is, dan geldt
H- H
g, _ |4 M ’qIAQIZ 1M R
Q,AQ, = |—| (A q,|&Q..,) = =: .
171 H 1711712 o ! QH AQ o ] A
12 127712 2

' A2 is een (n-1)x(n-1)-matrix en dus is er volgens de induktieveronderstelling

een unitaire matrix Q, en een rechtsboven driehoeksmatrix R., zodanig dat
2 2 g

H —
QA,Q, = R, .

1 ] o H Mo Ry
Neem nu @ := Q [ » dan is Q unitair en Q AQ = is een
1 10 Q Q
L 2 2
rechtsbovendriehoeksmatrix, Met inductie volgt nu de bewering. g.e.d.

Opmerking. Uit het bovenstaande bewijs volgt dat de diagonaalelementen van R

eigenwaarden van A zijn, maar het aantal keren dat zo'n eigenwaarde op de dia-

'8 é s+ A heeft dan

een eigenwaarde 0 met geometrische multipliciteit 1, en toch staan er twee

gonaal voorkomt hoeft niet persé gelijk te zijn aan de geometrische multi-
pliciteit van die eigenwaarde. Neem bijvoorbeeld A = R = j

nullen op de diagonaal,

OBEaven

70, 2ij Aq eigenwaarde van R (uit 13.2.,2) met geometrische multipliciteit n,

dan zijn er minstens n, diagonaalelementen van R gelijk aan Ai.
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A | A
5 T » met Al] en A22 vierkant, dan geldt:

22

71, Als A =

o(A) = G(All) U U(Azz)

en als A ¢ o{A) met multipliciteit s,

en A € o(All) met multipliciteit n,
dan geldt
als A ¢ 0(A22) dan R, =mn, en

als X « G(Azz) met multipliciteit n,

dan

1A

n, +n, .

no i 2

Stelling. Een hermitische matrix is unitair diagonaliseerbaar, de bijbeho-

rende diagonaalmatrix is recel. (13.2.3)

Bewijs. Uit (13.2.2) volgt A is hermitisch = R is hermitisch = R is cen

reéle diagonaalmatrix.
We vragen ons nu af of er nog meer unitair diagonaliseerbare matrices zijn.

P.M. Een matrix A is normaal als AHA = AAH (zie 7.3.3).
Stelling. Diagonaalmatrices zijn normaal. (13.2.4)

Stelling. Als A en B unitair gelijkvormige matrices zijn dan geldt:

A is normaal <= B is normaal. (13.2.5)
Bewijs., Stel B is normaal dan AAH = QBQHQBHQH= QBBHQH= QBHBQH= QBHQHQBQH= AHA.
De andere kant op gaat analoog. q.e.d.

Gevolg. Unitair diagonaliseerbare matrices zijn normaal. (13.2.6)

Stelling. Als R een rechtsbovendriehoeksmatrix is dan geldt:
R is normaal <= R is diagonaal. (13.2.7)
Bewijs. " = " : RRH = RHR, dus ook
H _ H _
(RR )ij = (R R)ij’ oftewel (met R (pij))

n . 1itl 2
2=§+1 il = z£1 oal” -
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Hieruit is eenvoudig in te zien dat i = 1 levert dat Py = © voor & > 1,
Vervolgens levert i = 2 dat Ppy = O voor L > 2,
Als we zo doorgaan dan hebben we na n-1 stappen bewezen dat R een diagonaal-

matrix is.

"oe=": triviaal met (13.2.4). q.e.d.
Stelling. A is unitair diagonaliseerbaar <= A is normaal. (13.2.8)

Bewijs. " => " : zie (13.2.6).

"' <=": A is normaal (12;3;5) R (uit stelling 13.2,.2) is normaal (]2;357) R
, ] .o (13.2.1) s . s . .
1s een diagonaalmatrix == A 18 unitair diagonaliseerbaar. q.e.d.

Enige speciale gevallen van unitair diagonaliseerbare matrices zijn:

l. A is hermitisch, d.w.z. A = A",
dan A = QAQH met A reéel.,

2. A is antihermitisch, d.w.z. A = -AH {of: iA is herm.),
dan A = QAQH met A zuiver imaginair.

3. A is unitair, d.w.z. ATA = aAf = 1,

dan A = QAQY met M - 1 (dus V} : |Ai| = 1),

Opgave

72. Als A een hermitische projector op een k-dimensionale deelruimte van "
is, dan heeft A k eigenwaarden +| en de rest o.

Zij A een hermitische matrix en A = QAQH met A = diag(hl,.,lp,l ,-,Ar,o,.,o),

p+l
zodanig dat A; >0 als 1 <4 <pen A; <o als ptl < i < r. We kunnen dan A

schrijven als:

82 0, o
i
- 2 - 3
A=10 j-8;) 0} met 8, = |x.|*.
o o' o

.. 2 H 2 H
Als nu Q = (QlfQ2|Q3) (gepartitioneerd als A), dan geldt A = Q]A]Q} - Q2A2Q2.

H sy s
Laat Bi 1= QiAi dan geldt dus A = BlBl - Bng; dit is Sylvester en we kunnen
dus concluderen dat de signatuur van een hermitische matrix A het aantal po-

sitieve eigenwaarden minus het aantal negatieve eigenwaarden van A is.
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OEEave

73. Zij A een hermitische matrix en U een k dimensionale invariante deel-
tuimte t.o.v. A, dan is er een orthonormale basis van'? bestaande uit k

eigenvectoren van A,

Singular value decompositie

. .. an T .
Stelling. Zij A s?TLm’n, A # 0, Dan is er

een kolomunitaire U1 € ?nﬁl R

o T
een kolomunitaire V., ¢ M ’
1 n,r
een Zl = diag(ol,...,or) met O > wen > o> 0, (*)
zodanig dat
A=1Uz Vv, (%%) (13.3.1)

1171

De Uj's heten singular values van A.
(*) heet singular value decompositie.

Ook geldt: er is een unitaire U eéﬂ%ﬂ
1]

een unitaire V ¢ N
]

E R i
een mn—matrix I = ~l—+—g met Zl als in (%)
0 0

zodanig dat A = UEVH . . {xxx) (13.3.2)

Bewijs. AHA is hermitisch, nxn, psd en heeft rang r (want Ax = (0 <= AHAx =0 ).

Dus is er een unitaire nxn-matrix V zodanig dat

AHA =V . diag(o?,...,ci,o,...,o)VH .
. , H 2 H
Stel V = (vllvz) met V) €. en I, als in (+) dan is ook A'A = VIV, met
>
- Avlz;], dan U]ilU] = 1AMy 57V - 1, dus

VI kolomunitair. Definieer nu Ul 1 Y 12

U] is kolomunitair en als B := A - UIZIV? = A(I-V]V?) dan geldt

BHB = (I—V]VT)VIEfV?(I—VIV?) =0 dus B = 0. Hiermee is (x*) bewezen, (*x*)

volgt daaruit door aanvulling van U, en V, tot unitaire matrices. q.e.d.
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.
o
Ii
=
«
n
<
™~

. (13.3.3)

A =V E Ul s A =V E 'V . (13.3.4)

&
=]
)
I
=)
o
m
-}
|
<
<
|
L)

(13.3.5)

4e 2§ U = (uy] ool fu), v, = (vll v v,
uI,...,ur vormen een orthonormale basis voor (N(A))i = R(AH) .

Vysee+s,V, vormen een orthonormale basis voor (N(AHL))'L = R(A).

Au, = o.v, , AHV = g.u., ,
1]

i3
+ -1 H. + -1
Av. = 0. u. A u., = g, v, i3.3.6
§T 9 M ey =iy, ¢ )

(vergelijk dit met paragraaf 9).

Stelling. Bij iedere A is er een I (zoals in 13.3.2) waarmee A unitair equi-
valent is. (13.3.7)

Stelling. A en B zijn dan en slechts dan unitair equivalent als ze dezelfde
singular values hebben (vergelijk dit met hoofdstuk 4). (13.3.8)
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14. Reductie naar blokdriehoeksvorm

14.1, Index en algebraische multipliciteit van eigenwaarden

Zij A € O%h o €0 o(A) = {li,...,lp} met geometrische multipliciteiten
2
n],.Il’npl

We weten dat A diagonaliseerbaar is als E n =n (zie (13.1.5)).
k=1

Wat gebeurt er als dit niet het geval is?

Stelling. zij A €M X € O(A) en by = dim(N((A-21))) (dus Hy = 0).

Dan is er een h, | < h < n, zodat

0<i<j<h= ui <y

k|
T > =0 =
izh pj by o (14.1. 1)
dus
D= Ho < M <ewr < My = Mopg = s o

Bewijs. Zeker geldt ”j+l > uj. Ook geldt O = “0 < My o= geometrische multipli-
citeit.

zij Ny i= N((a-21)Y), j = 0,1,2,... . Dan is Wi N

Stel voor een j > 1 is ”j = “j—l’ dan is volgens (5.3.19) Nj = Nj-]'
+]? dan is (A-AI) x € Nj = Nj-l' Dus x € Nj'

341 = Nj en dientengevolge is uj+] = uj (5.3.19).

Zeker is pj % n. Dus vanaf een j £ n is uj constant. qQ.e.d.

Zij x € Nj
Dus N

De rij OYLITERE is dus strict stijgend totdat hij comstant wordt voor

j =t h. Zolang hij stijgt is uj z 3.

Definitie. Het hierboven gedefinieerde getal h heet de index van A Hy heet
de algebralsche multipliciteit van A, en de rij {u],...,uh} heet de multi-

pliciteitenrij van A. _ (14.1.2)

P.M, M heet de geometrische multipliciteit van A (13.1.1).

Stelling. De in (14.1.2) gedefinieerde begrippen zijn invariant onder
gelijkvormigheidstransformaties. (14.1.3)

1

Bewijs. dim(N((s 'AsADY)= dimn((s™ A-aD$)T))= dimn(aa)). qe.a.
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Gevolgyn. 1 < ul < uh =0,
1 <=h

1A
:,‘1::.'
A
=]

W, *+ bl s (14,1.4)

Het linkerdeel van de laatste regel volgt direct uit het voorgaande.
Het rechterdeel volgt uit het feit dat dlm(N(A )) = h dim(N(a)).
Bewijs dit zelf uit de stelling dat r(AJ )z r(AJ) + r(A) - n (vgl.(4.1.13)).

Opgaven
01 A
74, Bereken de multipliciteitenrij als A = 0 C)C) .
01
() 01
L o/

75. Als A een driehoeksmatrix is, dan is o(A) = {diagonaalelementen} en
iedere eigenwaarde komt op de diagonaal even vaak voor als zijn alge-

braische multipliciteit is (hint: inductie naar n).

76. Bewl]js dat geldt up. - W, < u, - u.
] € i+l 3 i 3-1
N.B. Dit volgt straks als nevenresultaat.

s J 21 (moeilijk!).

77. Teken de grafiek van uj als functie van j, rekening houdend met opgave 76,
Leid hieruit (l14.1.4) af.

Nilpotente matrices

h

Definitrie. Een matrix A heet nilpotent als er een h = | zodat A" = 0.
Als h zo is dat Ah_l # 0 dan heet h de index wvan A. (14.2.1)

Stelllng. A is nilpotent met index h <= minimaalpolynoom van A is po(z) = zh,
A is nilpotent <= o (A) = {o}. (14.2.2)

Bewijs.
£

1) "= " : Stel A is nilpotent met index h. Dan is p(z) := zh een annihi-
lerend polynoom van A, po(z) is een deler van p(z). De enige echte delers
zijn p'(z) = 23, j < h. Maar Al # 0 voor j < h, zodat po(z) = zh.

<= " : Als po(z) = zh dan is AP - 0 en AP~ # 0.

2} Volgt uit 1) en (12.2.8). g.e.d.
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Opmerking. De index van een nilpotente matrix is gelijk aan de index van zijn

eigenwaarde 0.

OBgave

78. Bewijs rechtstreeks dat als p(z) sz en p(A) = 0, dan zijn

]
I -t
n

alle e¢. = 0,
]

Stelling. zij A efzﬂh,m nilpotent en B € 6¢%,k regulier.

Dan is er bij iedere Y ¢ /M2 égén X ¢ A7 _, zodat
m,k m,k

AX_- XB=1Y. (14.2.3)

Bewijs. We hebben mk vergelijkingen met mk onbekenden.

l h,_ -h

Voor het‘homogene stelsel AX - XB = 0 geldt X = AXB = A'XB " = 0, =zodat
het homogene stelsel alleen de triviale oplossing heeft,
Dus het inhomogene stelsel is &énduidig oplosbaar. g.e.d,
N.B. Er geldt dan X = —YB-I + AXB—I.
‘ h in]iel
Successieve substitutie geeft X = - Z Al ypl™,

j=t

Grof-reductiestelling

Stelling. Zij A Elwzn,n en 0o € ¢(A) met index h en algebraische multiplici-

teit m, dan is er

een unitaire Q ¢/ .
n,n
een reguliere S e NL s
n,n .

een B]] efﬂ%m o nilpotent met index h en dim(N(Bil)) = dim(N(AJ)),
]

een reguliere B22 €.

n-m,n—m
zodat
' B B
Qtlaq = |- L2 (16.3.1)
, 0 22
en
-1 .
S AS = dlag(B]l,Bzz) . (14.3.2)
m n—m

~ o~ h
Bewijs. Neem Q := (Q] ] Qz) unitair z.d.d. de m kolommen van Ql N(A") op-

spannen., Dan geldt ook dat de kolommen van JAQl element zijn van N(Ah) zodat

er een Bl! 15 z.d.d. AQ1 = QlBll'
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Dan 1s
H H H
Q Q. AQ, [Q,AQ ] B B
Qtaq = ‘ﬁ' A, |Q,) = 1 :, é 2| .. |_LL 12
Q, 0 ]QZAQZJ 0 B,,
en

(breedte n-m).

. h ,
Uit Ath = QlBll’ AhQI = 0 en Ql is RR volgt Bh = 0,
g
pus QA% = (0|B{My mer M) .o |12
2 2 gt
22
. Hh+j  _ (h)_3
Dan is Q A “Q (0[32 B5,)
Hieruit volgt dat r(Béh)Bgz) AL

()i . .
Dus B2 B22 is RR en dus ook is B22 RR.
Daar B8,, ook vierkant is, is B__ regulier.

22 22 ]
Met behulp van (*) geldt nuy dat dim(N(Aq))

Om (14.3.2) te bewijzen zoeken we een

= n—m voor j 2 o.

Dus BJ2 is regulier.

2 -
= dim(ncsil).

(1 T
pee b T2l
o |1,
zodat
Do Tl Ba g O 1B Bagl [T g T
0 1) |0 | 822 o | Bf 1O | Lya

Hieraan is voldaan dan en slechts dan als

=B, .T + B

TIZBZZ 11712 12 °

Volgens (14.2.3) is er precies &é&n le die

Neem 8§ := QT.

hieraan voldoet.

(*)

q.e.d.




_97—

Opgave
h h
B T B
79. Bewijs dat QHAhQ = ] f 12h22
0 B22
_ A3, h _-h
en vervelgens dat geldt le = Q]A Q2B22

h —h
en S (Q]|A Q2322>'
80. Bewijs ook rechtstreeks dat, als Q aan (14.3.1) voldoet, de S uit opgave
79 voldoet aan (14.3.2).

Stelling (grofreductie).
Zij A e
n,n

?
multipliciteiten mI""’mp' Dan is er

en o(A) = {Al,...,lp} met indices h],...,hp en met aigebralsche

een unitaire Q ¢ N .
n,n

een reguliere S ¢ JiL ,
n,n

X € N met B nilpotent met index h, en

-2 |
een m ,m Kk kT " 3

Bk
dim(N((B, -1, 1)) = aim(v(amy 1)) ()
voor k = l,...,p,

zodat

fB”..... B, )

Hio =
QAQ = By

O 1;

PP

en
-1, ..
S A8 = dlag(Bli’..-’Bpp). (14.3.3)

Bewijs. We bewijzen dit met volledige inductie naar p.
Voor p = | triviaal waar (neem Q = § = I).
Zij p > |, zonder beperking van algemeenheid mogen we stellen ), = o (werk

1

anders met A-) T en B-) I, zie in dat dit kan).

1 1
Volgens (14,3.1) is er een unitaire Q1 zodat

B]l B]2

H
Q,AQ, =
| 0

==}

22
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nilpotent, dim(N(Bil)) = dim(N(AJ)) en ﬁ
»

Bl] heeft dus deleigenschap (1).

met B € mﬂm , Tegulier.

2

Daar 9(A) = 0(B, ) U o(B, ), is a(ﬁzz) - {12,...,Ap} (zie (14.2.2)). (2)
Zij 2 < k < p.
) (B, ~» 1,)7 §(i)
Daar Q?(A—AkI)JQI = [ k1 | — 12 ;
[ o | G,,1,1,)

- - . . . oy - j = H - j
en B11 AkI] regulier is, is dlm(N((B22 AkIZ) ) dim(N((A lkI) 3. (3)

Daar U(E22) p-1 elementen heeft volgt uit de inductieveronderstelling,

gecombineerd met (2) en (3) dat er een Q2 is, zodat

B22 ceae sz
Ha B . .
Qp8,,Q, = Lo
() B
PP
. . . a Ivy o as s i
waarin de Bkk de eigenschap hebben dat dlm(N((Bkk Aka) )) dlm(N((BZZ‘AkIZ) 3.
I, | © R
Neem tenslotte Q = Q1 3 en schrijf B12 = (Blzl ‘e IBIp)'
- Q
2
Het bewijs met betrekking tot § loopt analoog:
bepaal m.b.v. (14.3.1) S1 z.d.d. SYIAS] = diag(Bll,Bzz),etc- q.e.d.

N.B. (3) is nodig om te bewijzen dat dim(N((Bkk-lka)J)) = dim(N((AflkI)J)).

Opgave
Bipeo By
81. Zij B = L als in bovenstaande stelling.
O s
vese T
PP L Thg F1p
Construeer rechtstreeks een T van de vorm T = 12 sz
O 1
P
b
= i P B, T .=T..RB,.
z.d.d. BT = T d1ag(B]], 'Bpp) docr de stelsels gzi i054; 13855
1 <1 <3 < p, op te lossen (met Tii = Ii).
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h
Stelling. zij N := N((A=A I) Ky, dan geldt er

1) k # 2 =§ Nk n N2 = {o}
- n
2) [Nl,...,NpJ =C

3) dim Nk =m

4) ANk c Nk

5) dim((A—AkI)ij) =m - r((A—AkI)j)‘
6) (AADN, = N, als X # A (14.3.4)

Bewijs. Zij § = (Sll ces [Sp) als in vorige stelling, zodat de kolommen van

Sk een basis vormen voor Nk' hk hk
Ook geldt er ASk = SkBkk en dus (A—AkI) Sk = Sk(Bkk—Aka) .

Leid nu zelf hieruit alles af.
Stelling. Zij ?f],...,i?; zo, dat
A k#Fr=1 oV = {0}

k 2
b) [271,...,i¢£] = "

c) (A—lI)2}£ = voor X # A .

k k
hk ‘
Dan is ka = N((a-3, 1) ). (14.3.5)
Bewijs ! (meetkundig).
Uit c) volgt (ga na) dat AZFR c W'k. (%)
Ook volgt uit c¢) : ) # Ak; X, € ZJL, (A-AkI)xk =0 <=? x, = o. (*%)
hk
Zii x € Nk i= N((A—Akl) ).

. . p y’
| Volgens b) is x = Z x_ met x, € It

2=1
P h
Dan is Z (A-x, I) Kx = o en uit (*) volgt dat (A—A-I)hkx e U .
s k [ -k L £
- h

Dus m.b.v. a) geldt er voor iedere g dat (ArAkI) kxE = 0.

%

Volgens (**) is dus: Vy#k : x2 = 0. Dus x ¢ 2/, d.w.z2. Nk c ka.

Daar I dim N_ = n volgt eenvoudig dat N = ka. qg.e.d.

L
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Bewijs 2 (algebraisch).

Zij u = (Ul] ‘oo lUp) zo dat de kolommen van Uk bases voor ¥

K zijn.

Uit a) en b) volgt dat U nxn en regulier is (ga na).

U1 H H = = .
it c) volgt ack AU, = U, C ., en a(ckk) {Ak}
-1

Dus U AU = diag(Cll,...,Cpp) =: C. .
Als § = (S | .. IS ) en B := diag(Bll,..., ) de in (14.3.3) optredende

matrices 21Jn (waarle dus de kolommen van Sk een basis vormen voor Nk),
dan is BV = VC met V := § lU.

Pus ByVicn = ViegCgqr en dus ook (B, ~A T, = VG
Daar Bkk Kk k nilpotent is en voor k # 2 CEE AkIR regulier is, volgt uit
(14.2.3) dat ng = o.

Dus V = diag(Vll,...,Vpp) met V

)V

Kk regulier en Uk = Skkvkk'

De kolommen van Uk spannen dus dezelfde ruimte op als de kolommen van S. q.e.d.

P
: . . _ __\h
Stelling. Zij A ¢ mmn,n als in (14.3.3) dan geldt po(A) = kzl (A Ak) k. (14.3.6)
. . - -1 _ . -1
Bewljs. Voor ieder polynoom p geldt p(A) = Sp(B)S = = S diag (p(B]I),..,p(B »ns .

Dus p(A) = o <= VI < k < p: p(Bkk) = o. Uit (14.2.2) en het feit dat (Bkk X k)

h
nilpotent is met 1ndex h volgt dat (A=A ) k minimaalpolynoom van Bkk ig. Daar

Vi Y2 # k: (B ) # 0 moet P, A) dus alle factoren (A-2X ) k bevatten. q.e.d.

Kk 2 k

N.B. De graad van P, is E hk.

Hieronder geven we een opsomming van een aantal (grotendeels reeds bekende)

relaties:
< <
o sm p = Zl nEn
lShkSmk ,
m, + L nkhk p < z hk <n
k=1
hk = ] =#—nk =m ;
nk=1=-:-hk=mk ZPSE(nkd-hk)Sni-p
=]
l <sp<n
p
p n< [ ooh . (14.3.7)
Z m = n k=1
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Definities.

A heet pedepenereerd als p o« 0, dow.ze A heeft minder dan n verschillende

elgenwaarden. p

A heeft defectief als ) n
k=1

eigenvectoren. (Er is dus géén basis van eigenvectoren.)

K < M d.w.z. A heeft minder dan n onafhankelijke

P
A heet derogatoir als Z hk < n, d.w.z. de graad van het minimaalpolynoom
k=1

van A i1s kleiner dan n. (14.3.8)

Eigenschappen (bewijs deze zelf:)

A is niet gedegenereerd <= A heeft n verschillende eigenwaarden
= Yk : m = 1
<= Vk : h, = n, =1

<=> A is niet defectief en niet derogatoir.

A is niet defectief <> A is diagonaliseerbaar

L==> Vk : mk = nk

. . v R =
<=> Vk hk 1

<=> de graad van een minimaalpolynoom van A is p

A is niet derogatoir <= de graad van een minimaalpolynoom van 4 is n
<= V H =
=> Vk hk m
== V - =
<= Vk : n, 1

<= A heeft slechts p onafhankelijke eigenvectoren

<=> per eigenwaarde is er slechts &&n Jordankast

(komt nog aan de orde). (14.3.9)
Opgave
82, A heet irreducibele Hessenberg matrix als Aij = 0 vyoor i > j+1

A ¢ 0

i*+1,]

Bewijs dat zo'n A niet derogatoir is.
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Voorbeelden.
Co0CO Ae] = 0
A= 00O0OQ0 dan Ae2 = 0
0000 Ae3 = 0
0Q0o00QO Ae4 =0
111 =
000 Ae1 =0
A = 000 dan Ae2 = 0
0001 Ae., = 0o
3 2
0000 Ae4 = e3 A e, = 0
ui =3 uz =
010 Ae =0
| 2
A = 000 dan Ae2 = e A e2 =0
0001 Ae, =0
3 2
0000 Ae4 = e3 A e4 =
ul = 2 uz =
[000 Ae, = o
A= 001 dan Aez - e 2
00 1 Ae, = e Ae, = o
3 2 9
00 0 Ae4 = e3 A e, = e,
ul = 2 u2 =
[0100 he =0
a= {001 O dan Ay 7€ Aga =@
io 0 | Ae3 = e, A2e3 = e1
00 0 Ae4 = e3 A €, = e2

&~ o O =

—

— LS T ~ R % T & ]

LR - )

=

1]

w B~ kD

[
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Alle 5 matrices zijn gedegenereerd. De laatste 4 zijn defectief en de eerste

4 zijn derogatoir. (14.3.10)

Reductie van nilpotente matrices

We zullen de reductie van nilpotente matrices eerst meetkundig en vervolgens

algebraisch aanpakken.

Hulpmiddelen

Zij VO’ W;, ‘Vg, lineaire deelruimten van 7 := x'm.

zij ¢ ¢ U gedefinieerd door ¢ := {o}.

Definitie. ‘I/’I + 7/; 1= [Ul, vé] = {x e V| x, e V] Exz € y; :
X = X, * xz}. (15.1.1)

Stelling. dim( ¥/, + ‘1/2) = dim(U'l) + dim(Vz) - ain( Y] 0 7))

(zie opgave 33). (15.1.2)
Gevolg. v’i n //J’ =6 (1)) = dim(g Wi) = E dim( Vi). (15.1.3)

Stelling. -ﬁl <V, = 1Y, < v, 7/; n ’V; =4, Y+ U=V (5.1.6)

Fijnreductiestelling.

Stel}ing. Zij-A,e ﬂnhhn#df), nilpotent, index h.
Z21j Nj_:= N(AJ), uj 1= dim(Nj),vj = U, - uj—l’ dan zijn er deelruimten

]
'Zf],...,Z/; c me zodanig dat

Vin ¥, =eGdd (15.2.1)
N. = % Y. (1 <3 <h) (15.2.2)
b i=p 7
A'VJ. c ’Z/J._] (2 <j < h) (15.2.3)
. i . . .
dim(A ZE) = dlﬂl(1§)= vj (o =1 <3 = h). (15.2.4)
Bewijs.
1. Aangezien Nh—l C'Nh kunnen we volgens (15.1.4) th zo kiezen dat

= v’ o 1 =
Nh—l n qu ¢ en Nh_l + h Nh en volgens (15.1.3) geldt dan dlm(Zﬂﬂ
dim(Nh) - dim(Nh_]) = '

=V

[ L N h'




+ . < * - - N =
2. ZTJ 1 £j<hen 773+] z0 dat Nj n $§¥1 ¢ en Nj + ﬁV;+l Nj+1'
Dan 1s A Dq+l = ANj+] c Nj'
Ook geldt
AVJ.’H NN = b (a)

want als x ¢ U en Ax € N. dan x ¢ ?VT n N, = ¢.
3+l i1 ! hi

< Nj is, geldt Nj- + AU, e Nj en dus volgt met (15.1.4)

Daar ook N,
i 1 1+1

1
dat er een V? is zodanig dat

“U“J! n (NJ._] + A Z/'J.'H) = ¢, ‘ (b)
en

Nj = V; + (A?/;H + Nj ) . {(c)

Neem Uj':= 7/1+A?/J:

3 +1°

=1

dan volgt uit (a) en (b) dat

Wﬁ n N, = ¢. ' d
i -1 ¢ (4

Uit (c} volgt tenslotte dat

7/3+Nj_=NjenA’V N/ (e)

1 j+i k]
3. Uit 1., en 2. volgt dat we achtereenvolgens th,..., @T kunnen construeren
zodanig dat (d) en (e) geldt voor | £ j < h, Daar voor 1 = i < j geldt

(Y, n Ve nlUnem 0D

Uit Nj = Z? + Nj—l volgt (15.2.2). (15.2.3) volgt uit (e).

¢ is aan (15.2.1) voldaan.

Dim(AJ"iy‘;) = dim(%¥) - dim(¥;_; o ’Vj) = dim( V).
Hieruit volgt dat voor 1 < i < j-I:

1 i = 1 = 1 - 1 = - = .
dim(A KG) = dun(@%) dlm(Nj) d1m(Nj_]) uj “j—l vj . q.e.d.

In de volgende figuur is gepoogd een en ander weer te geven.
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Gevolg. 1. vj—l > v, (volgt uit (15.2.3) en (15.2.4)),

h
2. ] Y, - L™ (volgt uit (15.2.2)) . (15.2.5)
i=1 - -

Een vector x waarvoor geldt x ¢ Nj, x ¢ Nj-l heet principal vector van graad j.
Kennelijk geldt: ‘

x principal vector van graad j < Ax = o0 en AJ—lx # o< Iy e Zf&\{o} :

X"y € Nj-l'
Ze vormen géén lineaire deelruimte.

De s zijn in het algemeen niet eenduidig bepaald: we kiezen

a,zfﬁ_l,..., Zf; slechts met onmafhankelijkheidsvoorwaarden.

Als A niet defectief is dan h = 1 en dus is Zﬁ de hele ruimte.

Als A niet derogatoir is dan h = m, uj = i, vj =1,

Alle,ZG's hebben dus dimensie 1 en de &' = $. We hoeven dus slechts één
vector te kiezen, nl. in Zf£ (een principal vector van graad h) en dan is
verder |

_ 4h-]
‘U"].-—A JZ/h.
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Basiskeuze

De basisvectoren kunnen op de volgende pseudo—algol wijze gegenerezrd worden.

for j := h step -1 until ! do
begin if j < h then xj’z 1= ij+l,2 (2 = 1,000,v,

kies xj,i (2 = vj+l

vormen

+l,.. v.) zodat x. 1 £ 2 £ v.) een basis voor Zﬁ
b W) i P :

end basiskeuze;

: 1]
Dit kan omdat Z/; = A‘yjﬂ + yj en dlm(Aij_’_]) = dim( U}IH) = Vi Als dus
xj+f,2 (1 = ¢ < Vj+l) een basis voor Zf3+1 vormen dan vormen xj’z ] ij+]’2

< i .
(1 =42 < \Jj+1) een basis voor A7/3+]
Zo vinden we achtereenvolgens:

Voo ox

LI B x
h h,1’ ’ h,vh
Ul x ceesX CeeeesX
h-1 h-1,1° ’ h—l,vh ? ’ h-l,vh_l
. A Vg
. '
: A7, Vit
74 X ey X caeee X R
2 2’1’ y Z,vh’ » z’vh—l! > 2’\}2
\, p s [ : -~ .
Ay a0
h h-1
bq : xl,l""’xl,vh"'""xl,vh_l"'"’xl,vz""’x],v!
. AW R \—-——y——‘
A A2y ! (15.3.1)
Er geldt nu:
0 j=1, L <2 sy,
Ax, = (15.3.2)
1. X, 2 <3< ] £ 2 <, .
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15.4. Fijnstructuur van een nilpotente matrix

Stelling. Zij A een nilpotente matrix dan is er een regulier matrix X zodanig

dat
AX = XJ,
met
[ 1
0 le 0 0 .
0 o J23 0 .
Jg= |0 0 oIy o,
waarin de diagonaalblokken afmetingen vj % Vj (j = 1,...,h) hebben en
I. Iv.
Ji-1,3 v,
* 0] j-1 (15.4.1)

(Jj is de vj X vj-eenheidsmatrix).

Bewijs.

Neem X = (x] ll...lx

e
h

x2,v "'Ixh,v

AN

Dit zijn de basisvectoren uit (15.3.1), rijsgewijs geordend, beginnend met de

1,ullx2,1“"

onderste rij. X is dan regulier.

Uitwerking van AX, rekening houdend met (15.3.2) levert de bewering., q.e.d,

Opmerking. Als A niet derogatoir is geldt J = T

Stelling. Zij A een nilpotente matrix dan is er een reguliere matrix Y zodanig

dat AY = YN

met

N = diag (&,...,Nh, fh_l,...,Nh_l,...,N],...,N]).

-

Vh stuks Vh-1"Vh stuks VTV, stuks
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01 0
waarin Nk = '°-:‘1 en Nk elnlk,k (Nk heet Jordankast). (15.4.2)
O o
Bewijs.
Neem Y = (xl,ll...lxh’!|x].2|... xh,2 "'le,vhl("ixh,vh cos

[x]’v ol xh—l,vh+1I"' X, [""Xh—l,v

h *Vh-1 h-1

(Dit zijn dus de basisvectoren uit (15.3.1), kolomsgewijs geordend en per
kolom van onder naar boven.)

Uit (15.3.2) volgt dan de bewering. g.e.d.

Opmerking. De matrices J en N (uit (15.4.1) resp. (15.4.2)) hangen alleen
af van de multipliciteitentij van A.
N heet de Jordannormaalvorm van A en Nk heet een Jordankast.

Het karakteristieke polynoom van een matrix

Stelling., Zij A een matrix met o(A) = {Al,...,Ap}, indices h],...,hp, al-
gebraische multipliciteiten ml,...,mp, en multipliciteitenrijen Uy peessly
1] »
]

up preeat
3

(1)

Dan is A gelijkvormig met diag(Ar.,I_ + N ,...,lpIp + N(p)), waarin Ik de

171
(k) de mkxmk-normaalvorm van Jordan is, horend

(15.5.1)

mkxmk—eenheidsmatrix is, en N

bij de multipliciteitenrij uk,l""’uk,hk'

Bewijs. Pas de grofreductiestelling toe; en daarna (15.4.2) op ieder der

matrices Bkk - Aka. q.e.d.

Gevolg. De matrices A en B zijn d.e.s.d. gelijkvormig als ze hetzelfde spec—
trum en dezelfde multipliciteitenrijen (= Jordanstructuur) hebben.

Vergelijk dit met hoofdstuk IV,
Uitgaande van elementaire kennis van determinanten kunnen we bewijzen:

) P T
Stelling. det(AI-A) = kz; (A-Ak) . (15.5.2)

pshp.

TR
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.. -1 - P
Bewijs. det(AI-A) = det(S (AI-A)S) = det(AI-S§ lAS) = 1 (A-Ak)mk, waarbij
k=1

S zo gekozen is dat S—lAS de vorm uit (15.5.1) heeft. Hierbij is gebruik ge-
maakt van de eigenschappen:

det(A) * det(B) = det(4B), det(A ') = (det(a)) ™' «a
det(rechtsbovendriehoeksmatrix) = produkt van de diagonaalelementen.

mk

P
Definitie. A(X) = 1 (A—Ak) heet karakteristiek polynocom van A. (15.5.3)

k=1

Gevolgen.

1. Het minimaalpolynoom is een deler van A(A) (uit (14.3.6) en hk < mk).

2. A is niet derogatoir <= po(A) = A(A)  (uit (14.3.9)). (15.5.4)

Stelling. (Hamilton—Cayley)

A(A) = O. (15.5.5)
Bewijs. po(A) = 0 enp is deler wvan A, g.e.d,
Opgave

83. Bewijs de stelling van Hamilton~Cayley rechtstreeks door m.b.v. de regel
van Cramer een uitdrukking voor (AI—A)—I op te schrijven en hieruit af
te leiden dat A(A)T = (AI-A)+Q(A), waarin Q()X) een polynoom is met ma-—
trices als coefficienten. Laat zien dat men in deze identiteit ) door A

mag vervangern.

Algebraische aanpak van de reductie van een nilpotente matrix

Stelling. Zij A m*m, nilpotent met index h, uj = dim(N(AJ)), o < j < h,
.= L. o~ . £ j < h.

VoS ¥ “3—1’] ]

Dan is er een reguliere matrix U (desgewenst unitair) zodanig dat

AU = UC

met

~ 0 J (15.6.1)
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waarin C,, afmetingen v, x v, heeft en C. RR is.
ij i j i~

I, ]

.. .. o j . . _
Bewijs. Zij Nj = N(A”). Omdat N1 c N2 C 4e. C Nh 15 er een reguliere {(des

gewenst unitaire) matrix U = (U]]... IUh) zodanig dat de kolommen van
(Ul
Kennelijk geldt AU, = O. En daar voor 2 < j < h: ANj c Nj

...[Uj) een (orthonormale) basis voor Nj vormen (]l < j < h),
- zijn er matrices
Cij (1 £1i < j-1) zodanig dat
. j_]
AU, = |} uU.C,. .
b= 2R

We hoeven dus nog slechts te bewijzen dat de Cj— rechtsregulier zijn.

1,3
Stel dat C. . ¥, =0, Zij x t= U.y.. Dan is
i=1,] v J JyJ

]
j=2
Ax = .g iCijyj € Nj—2 s
i=1
] i-1
dus x ¢ Nj—]’ dus x = Z Uiyi. Daar (Ull...[Uj) rechtsregulier is volgt
1
hieruit dat yj = 0. Dus Cj-l ; is rechtsregulier. " q.e.d.
L]

2 L]
Gevolg. %-l %

Stelling. Zij

0 Cip ... Cin w

0 ... c,
© O Ch1,n
. 0 J

met C.. Vv, x \3 en Cj ; ; rechtsregulier. Dan is er een reguliere S zodanig
1] 1, .

dat
cs = SJ
met
fo J )
12
N Q
Q .
J= L
O + I
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en v

i-1 . (15.6.2)

Bewijs. We lossen S op ult het stelsel CS = SJ. Partitioneren we S net als

C dan moet voor ] < i < h

H

h 0 als j

(*) }oc

L=i+1

ilslj -
Si,j-IJj—l,j als 2 < j < h,

Zij eerst 1 < j < i £ h-1, Dan schrijven we (+) als

h 0 als j = 1
‘10015000, “2=i§2 “1a%23 7 .. J. . .als j > 2.
1,3-173-1,3
Neem nu achtereenvolgens j = l,2,...,h;] en bij iedere j achtereenvolgens
i = h,h-1,...,j. Dan vinden we dat Ci,i+lsi+l,j = 0 en dus, daar Ci,i+l

rechtsregulier is,

S =0,1<j<1ishn-I.

i,j+1
§ is dus noodzakelijk een blok bovendriehveksmatrix.

Het linkerlid van (*) is dan O voor i 2 j en van de relatie (*) blijft over
i

s, . J. .= C. 5 ., 1 <1 <17 £ h.
i,3-1 3-1,j 2=§+] 12723 1

Daar Jj—l,j rechtsregulier is en dus een linker—inverse heeft (bv. J?—],j)
kunnen we hiermee de j~! ste blokkolom van S uitdrukken in de j-de blok-
kolom en er nog de oplossingen van het homogene stelsel Si,j-le-l,j =0
aan toevoegen

i |
(*%) si,j_l = (£=§+1 Cigsgjlsi,j-x)’ l<i<js<h
met Si,j—] een onbepaalde v, X (?j_l—vj)"matrix.

We kunnen derhalve de matrices S die aan CS = SJ voldoen verkrijgen door de
h-de blok-kolom van S vrij te kiezen en daarna achtereenvolgens met °
j = h,b=1,...,2 de j-1 ste blok-kolom van S uit (**) te bepalen (onder de

diagonaal aan te vullen met nul-blokken), waarbij de Si -1 willekeurig zijn.
’
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1s de aldus verkregen matrix S regulier? Daar S blok-bovendriehoeksmatrix is,
is S regulier dan en slechts dan als de diagonaalblokken van S regulier zijn.

Het blok Shh kunnen we vrij kiezen. En voor i = j~1 volgt uit (*x)

Is: )

= (C. . S..|s! )
( 1=1,3 337 31-1,3-1

S. .
11,371

Daar C._, . rechtsregulier is, is C, . S..rechtsregulier als S.. regulier
_ J=1,3] =13 73] 13
1s en 1n dat geval kan Sj_l -1 zo gekozen worden dat Sj-] 5-1 regulier is.
¥ ’
Het is dus mogelijk S zo te bepalen dat zij regulier is. q.e.d.

Opgaven
84. Ga na dat de keuzevrijheid in S geheel correspondeert met de keuzevrii-

heid in de basisvectoren van de ruimten qu,zqrd,...,%/; uit 15.3.

85. Bepaal bij een J van de vorm uit de stelling alle regulier S zodanig dat

J§ = 8J.

86. Bewijs voor een C van de vorm uit stelling (15.6.2) rechtstreeks dat hij

nilpotent is met index h.

Uit de stellingen (15.6.1) en (15.6.2) volgt nu dat een nilpotente matrix
gelijkvormig is met een matrix J, zoals in stélling (15.4.1). Daarmee is de
algebraische formulering van de fijnstructuur stelling voor nilpotente ma-
trices voltooid. De stap van de matrix J naar de Jordan-normaalvorm geschiedt
door gelijkvormigheidstransformatie met een permutatiematrix, essentieel zoals

in &15.4.

15.7. Numerieke implementatie van het reductieproces

Stel dat met een betrouwbare numerieke methode (bijv. de QR-algoritme van
Francis) gevonden wordt dat de nxn—matrix A een aantal geheel of vrijwel ge-
lijke eigenwaarden )\ heeft. Hoe bepalen we de hierbij behorende index en
multipliciteitenrij?

We willen niet ingaan op typisch numerieke problemen als: wanneer zijn eigen-
waarden "vrijwel gelijk'" of: wanneer is een matrix numeriek niet onderscheid-
baar van een matrix met rang r, maar geven een tweetal algebraische.stelling-
en die, omdat ze met unitaire gelijkvormigheidstransformaties werken, tot éen

betrouwbare numerieke algoritme uitgewerkt kunnen worden.
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Opmerking. Zie A. Ruhe, An algorithm for numerical determination of the
structure of a general matrix, BIT 10 (1970), 196-210.
Lemma. Zij A singulier met index h en rang r. Dan is er unitaire Q zodanig dat

o |B
H 12
QAQ = (0|B) = *——4-——*
2 0 I8,,

met B, nxr, rang r

2
B22 rxr en: als h = | dan B22 regulier
als h > 1 dan B22 singulier,
index h~! en rang (B%z) = rang(AJ+l)
en ook
din(N(B),)) = din(A?™!y) - ain@u(a)). (15.7.1)

Bewijs. dim(N(A)) = n-r. Kies Q = (QIIQZ) unitair zodat de n~r kolommen van
QI N(A) opspannen. Dus AQ1 =0 en

0 B
Q"aq = QH(olqu) =: (0 |32) =1 0_’.]3_'2_
22

met B2 nxr en B22 XL,
Zeker is rang B2 = rang A = r.
Verder geldt
H j+1 . _ 1 _ 3
Qg At g = (0 [Bz) = (0 IBszz)‘

Daar B2 rechtsregulier is velgt hieruit dat rang (AJ+]) = rang(B;Z).

Maak het bewijs zelf af. q.e.d.

Opmerking. Dit is een generalisatie van de inductiestap bij het lemma van
Scheer (13.2.2).

De -onstructie van ¢ en de bepaling van de rang van A kan numeriek uitgevoerd
worden met zg. Householder transformaties. Dit zijn links— of rechtsvermenig-

vuldigingen met matrices van de vorm

.2 H
Ql = I n clcl.
“1¢
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Bepaal nl., als A # 0, een permutatiematrix P zodanig dat

I

o (oB, 4 H _ H _
| = @3, e i=ap - a

Housholder~transformatiematrix. Dan geldt {ga na) dat

met a? # 0. Zij o en T en Q de met ¢, gevormde

]

0 al

P AQ, =
177 A(1) a(1)

Als A(]) # O dan gaan we verder met A(I). Na 1t slagen vinden we zo: er is

een permutatiematrix P en een unitaire matrix Q zodanig dat

0 [R,,
PAQ = =: (0| R,)

0 R22

waarin R12 een reguliere rxr-rechtsondermatrix is.

Derhalve is
QHAQ = (OIQHPTRZ) =: (0 fBz)

met B2 nxr, rechtsregulier.

Met behulp van (15.7.1) kunnen we door volledige inductie naar h nu de volgende

stelling afleiden (en numeriek implementeren)

Stelling. 2ij A € ¢ (A) met index h en multipliciteitenrij HooMysesestye

Zij vj := uj - uj_] (i s h), Vit T BT My
Dan is er unitaire Q zodanig dat
s Y
My G S S e
My o Con O ke
H N
QAQ = .
O My Gy
ht1,he1]
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met
Ly vy vy (D=3 SRy Gy iy F Vg X Ve
. < 1 1 <
Cij' vy x vj (1 =41 <3j h+1)
C. . rechtsregulier (2 £ 3 € h)
1-1,]
Ch+l,h+l - AIh+l,h+l regulier.
Opgave

87. Voer het bewijs uit.

. Toepassingen van de normaalvorm van Jordan

Begrensdheidscriteria voor machten van een matrix

Zij N een hxh-Jordankast en A = AI+N,

Dan is, omdat I en N commuteren, voor natuurlijke s

min{s,h-1)
- - £
(:)xs P to- ) (z);\s t ot
o j=o

2
7]
1]

I} o~ttn

£

Daar (NR')ij = § (ga na), is dus

j_iin

(833870

i-i als 1 £ i € min(h,i+s)

0 anders.

Hieruit volgt (ga na; bedenk dat (z) een polynoom in s is met graad

a) lim A% = 0 <= [A]| < |
g > o

b) AS begrensd <= |A| < 1 of [x] =1 enh =1

" Ill als 1 < j
e) 1lim \5/|(As)ij; = I

s> l 0 anders

%)

(15.7.2)

(16.1.1)
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Eigenlijk zouden we een topologie in de ruimte der matrices moeten invoeren.

Daar deze ruimte lineair en eindig dimensionaal is zijn echter alle topolo-

giéen equivalent. We kunmnen dus bijv. alle limieten elementsgewijs opvatten.

Opgave

88. Bewijs dat als A # o, en s negatief geheel is,

‘ h-1

8 s,.5-% %

A” = .Z (A N
J=0

en leid hieruit relaties als a), b) en c) af.

Stel dat A eann n eigenwaarden A ..,lp met indices h]""’hp en algebra-
L

1’

ische multipliciteiten m .,mP heeft. Dan is er een reguliere § z.d.d.

1’

-1 .
S 'AS = dlag(AII} + Nl,...,?\pIp + Np),

waarin iedere Nk bestaat uit een of meer Jordankasten met maximale afmeting

hk X hk'

Uit _
s _ . - 5 |

A S dlag((AII] + NI) ,...,(APIP + Np) )S

volgt nu {ga na)
a) lim Asl=0<=>\{(=|l|<l

S—)~oo

%{: [Akl <1

b) A® begrensd <=
A ] =1 =h =1
lim V A%, .| = (16
c) im max | € )ij| = mix lAk .

5 > 1,3

Opgave
89. Zij x een principal vector van A bij eigenwaarde X en met graad h.
Dan is
min(s,h~1) _ e
A= F T e
L=0

1.2)
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Bewijs dat hieruit volgt:

A

ey
ASx begrensd <= {
[A]

]

§
-

L]

OEgave

90. Zij p := max |A| .
rca(A):

Bewijs dat voor iedere matrixnorm geldt

5
lim Yias=op.

5§ >

16.2. Stelsels lineaire differentiaalvergelijkingen met constante coéfficiénten

We beschouwen nu de differentiaalvergelijking

ay :
ST =AY . (%)

Hierin is A een nxn-matrix (onafhankelijk wvan t), Y een nxp—matrix waarvan
de elementen functies van t zijn (de limieten in de differentiaalquotiénten
kunnen elementsgewijs genomen worden).

We construeren van (%) straks een zg. fundamentele oplossing X (t), waarin

p = n, die bestaat voor -~ < t < «», en waarvoor A-Y(t) = Y(t)-A en Y(o) = I

1s.
Dan geldt

a% Y(t) Y(-t) = AY(E) Y(~t) ~ Y(t)} AY(-t) = O
en dus

Y{t) Y(~t) = constant = Yz(o) =1,
waaruit volgt dat Y(t) voor alle t regulier is en dat

N = v-e) .

Hieruit volgt nu eenvoudig (ga na) dat voor iedere nxp-matrix Z(t) die aan (&)

voldoet, geldt
Y(-t)+-Z2(t) = Z(o) en dus Z(t) = Y(t)} Z(o) .

Dit resultaat impliceert de éénduidigheid van de fundamentele oplossing!
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Ook vinden we zo alle oplossingen van de vector-differentiaalvergelijking

dy
at Ay.

Opgaven

91. Bewijs dat voor de fundamentele oplossing Y geldt

Y(t + to) = Y(t)-Y(tO)
92. Bewijs dat de oplossingen van
= =AZ+F

(met Z en F nxp, afhankelijk van t) gegeven worden door

t
Z(t) = J Y(t-t) F(r)dr + Y(t) Z{(a)

o]

(met elementsgewijze integratie).

Om de fundamentele oplossing Y(t) van (%) te vinden kunnen we als volgt te
werk gaan.
Zij 8 regulier 2o dat

sTlas = diag(A T, + Nj,..) = J.

Stel Y(t) = $2(t)S |. Dan moet (ga na)

dz
3 = JZ, Z(e) = 1.

Partitioneer Z net als J. Dan geldt voor de buiten-diagonaalblokken (i # j)

dz, .

_.!'..J_: = =
rre o, Zij(o) 0 Zij(t)

]
o

dus Z = diag(zl,...,zp) met

de
—a"'t'—=(}\I +Nk)z

k1 ke Lo = I .
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Stel

Akt

Zk(t) = e wk(t) .

Dan moet (ga na)

dw

k _ -
& - N W0 = I -
Hieruit volgt
£
d Wk ) NE ;
th k k
1 .
Omdat Nk = 0 voor L 2 hk is Wk dus een polynoom en wel het polynoom
-t 2ot L
Wk(t) = Z s T (o) = Z — Nk .
L=0 dt L=0 :

Hieruit volgt tenslotte dat

h -1
ME [ -1

!
Y{t) = § diag(e ! z T N, ,...)8 .
=0 -

Ga zelf na dat uit het feit dat W, (t) een polynoom in N is, en dus commuteert

met Nk’ volgt dat

A(E) Y(t) = Y(£) A(t) (= =2) .

We definiéren de fundamentele oplossing Y(t) nu op een andere manier.

Zij
&

etA 1= ™ AT,

Qr~18

e

De reeks in het rechterlid convergeert (elementsgewijs) voor alle t.
Want als

G = max |(A£)

YL i3l
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dan geldt (ga na)

-1 9
< .
GQ = nag_l al <n al
en
v o1 -1 R
Logr lel" a7 o
o

convergeert voor alle t,

Met behulp van een standaardredenering volgt nu dat

(t.+t,)A © )
1 72 1 k k 2-k, 2
e =1 g (I ey Ha
t=0 ) k=0 2
k -k
. 3 % 1k, 52 LAk
- ' FIT=aY
=0 k=0 k. (2K
k - m
TN ok by w HA EA
= Z ET AT - I m—, A =e e .
k=o ) m=0 )
Hieruit volgt met name dat (etA)_1 = e—tA .
Tenslotte geldt
(e(t+At)A _ etA)/At - etA (eAtA - I)/at =

(=]

-1
N RGO
L.
]
en hieruit volgt
da tA _ etA A = AetA

Omdat de fundamentele oplossing Y(t) eenduidig is, betekent dat

Y(r) = e .
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OEgaven

93. Bewijs dat als A en B commuteren,

t (A+B) tA tB
e = @ ‘e

Leid hieruit af dat als N bestaat uit een of meer Jordankasten{index h)

LN ALI eN _ At ) ;T .
5 !
en tenslotte dat
s las = diag(\,I, + Ni,...)
impliceert
h, -1
At l )
etA = § diag(e ! Z ET Nl,...)S !
L. i
=0
94. Bewijs dat
a) lim oA o 0 <= V% : Re Ak < 0

t > o

tA
o <=
b) e begrensd voor t - { Re \. =0 =h = ]

95. Beschouw de n-de orde differentiaalvergelijking

n -1
dz, a, d _f + ... +taz=o0.
ac? ac®

Voeg aan een oplossing z(t) toe de vector y(t) ¢ ¢ volgens

y(£) = (2(t),2'(t),nr, 2™ Dy T,

Dan voldoet y(t) aan

=Ay

D‘Il%
r

met
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f O l Y
0 !
‘ ~ ‘\
A = - N
no \]
k-—an e s e ana —8.2 'EI.IJ

a) Bewijs dat A niet-derogatoir is. (Hint: voor iedere A heeft A-Al

minstens rang n-1.)
b) Bewijs dat het minimaal polynoom van A is

n n-1
= e 4+ .
PD(Z) z' + apz + a_

Hint: er geldt

T .3 T .
e, Al = ej+l’ 0o =23 <mn,
T .n T T
e, A =-ae - ... -ae
- ) nl l™n

-en dus eT pO(A) = oT.

Het minimaal polynoom heeft dus (!) graad n en is po(z).

c) Bewijs dat de oplossingsvector y(t) begrensd is voor t » = dan en

slechts dan als voor alle nulpunten XA van het minimaalpolynoom geldt

Re A < 0o en Re X = 0o = A is enkelvoudig.

Opmerking. De matrix A heet companion-matrix van het polynoom po(z).

#
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