Onderafdeling

der Wiskunde

Toegepaste
Statistiek

SYLLABUS VAN HET COLLEGE
VAN - |
PROF. DR. H.C. HAMAKER

VOORJAARSSEMESTER 1967

TECHNISCHE HOGESCHOOL
EINDHOVEN )




TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN
Afdeling Algemene Wetenschappen

Onderafdeling der Wiskunde

TOEGEPASTE STATISTIEK

Syllabus naar het college van

Prof. Dr. H.C. Hamaker

Voorjaarssemester 1967




Onderafdeling der Wiskunde

TOEGEPASTE STATISTIEK

Syllabus van het college

van

Prof, dr. H.C. Hamaker

voorjaarssemester 1967

Technische Hogeschool! Eindhoven




Inhoudsbeschrijving
TOEGEPASTE STATISTIEK
H.C. Hamaker

voorjaarssemester 1967

Gewenste voorkennis, Definities en symbolen 1
Bewerking van een uitgebreide waarnemingsreeks in een frequentietabel 4
Twee-dimensionale waarnemingsreeksen 6
Formules voor het toevoegen, weglaten of wijzigen van waarnemingen 9
Uitzetten van een kleine reeks waarnemingen 12
De normale verdeling 14
Populatie en steekproef 15
Praktijkmoeilijkheden bij aselect trekken 17
De centrale limietstelling : 22
Parameters, schatters en schattingen 23
Betrouwbaarheidsintervallen voor u 24
Betrouwbaarheidsintervallen 28
Voorbeelden van betrouwbaarheidsintervallen aan de hand van Tabel 27 32
Discrete verdelingen z =0,1,2,... 37
Toepassingen van betrouwbaarheidsintervallen bij tellingen 4]
Het toetsen van hypothesen 42
Enige gangbare toetsen 44
Steekproefkeuringen 47
Practische aspecten 56
De x?-verdeling en haar toepassingen 57
De verdeling van s? 58
Het vergelijken van fracties of percentages 59
Grafische methoden 67
Kruisjeskaarten 69
De Z- en R-kaarten 73
Variantie analyse 79
De F-toets 83
Regressie analyse 84
Foutendiscussies en de wet van de voortplanting van fouten 89
Yoorbeelden 92

JdG, 24 Juli 2005

oL e PR T F e Akl e




Toegepaste statistiek 1965

" Enquete

Naaz on vooriottore s
- Geboorte datum’ :
Studie-richting H
Lengte 3
"Gewicht . - - 3

- Grqﬁitg'van‘het'gezin waartoe U-behoort, Uzelf meegerekend :
© Totaal: | Jongens: ' " Meisjes:
_' Rookt U : ja, neén ' :
" Zo Jja hoeveel per dag : sigaretten E
' | ' sigaren
. pijpen
Waarnemingen van de éecondeiijzer e
‘ t‘l s ‘ .
$2 3.
t3 3
TS
_tS.:
t6 o

4

- Welke iiddagen Eeeft;U vrij'voor-pfactigun= .
‘Ma, Di, Wo, Do, Vr, |




Toegepaste Statistiek 1965. = 1

Gewenste voorkennis: Aanvullingédiktaat:WiSKunde IV; kansberekening.

Bij dit kollege behoren-
1. Een statlstlsch compendium, bewerkt door A J. Bosch en J.H.L, Kamps.

. 2o Vraagstukken met op10551ngen, bewerkt door A. J Bosch, beide ver-
krijgbear bij de Admlnlstratle.

Aanbevolen‘boekwerkgﬁz .
1. H.W., Alexander: Elements of Mathematical Statistics.

‘2. P.G. Hoel: Introduction to Mathematical Statistics,

beide cé. F 35,-- uitgegeven door Wiley and Sons, New York, eventueel
gezamelijk bestellen door tussenkomst van Sunya.

Définities en symbolen

1.

2
3,
A'
6,
7 ‘
8.
9.
11,

12,

13.

14.

15,

_Een populatie: Een verzameling gelijksoortige objekten'of elementen,

Een statistische populatie: Een verzamellng metingen dle men aan de
elementen van een populatie zou kunnen verrichten.

Een steekproef: Een deel van een populatie waaraan daadwerkellak ne-
tingen worden verricht, :

Een reeks wagrnemingen: De waarnemingen asn een steekproef ultgevoerd.

; De_steekproefgrootie
b) Het aantal waammemingen

De indiy;due;e waarnemiggen'
Hun gom
Het gemiddelde

ﬁe-kwadiatensom
De variantie
De standaardafwijking

Aantal vrijheidsgraden

De spreidingsbreedte

Dé_mediaan

‘Het gfrondingsintervai

»

- " L
4]

}

X,

ﬁ.

@

R

M
M

X.

X = .z'x"
1

=

n

l’ i = 1,..-,1’1;

1

- 2
n
= 8(x;

? = KS/(H'1)!

VsZ,

(n‘1)! '
x_ - X .. [
max -l

middelste waarnemingen als n even isjg
het gemiddelde van het middelste paar

als n oneven is.

afgeronde waarnemingen.

- \2 2 -2
.-x,)r Exl-x/n Bxi-nx.

‘a = klelnste positieve verschil tussen de




‘ . N B s

16. Toelaatbare afronding ¢ voor x: < ﬂ_n of a < 5
voor T en 8t & < == of 8 <=,
88 8 <"Zn <2n’

2
2 28
voor s : a <=~ .
17. Een getal met een 5 als laatste cijfer afronden op een even cijfer.

X, =C

18. Koderen: Het vervangen van Xy door v = 5 ter vereenvoudiging

van de waarnemingen en de berekeningen X = ¢ + &y, szx = ag?




Oefenmateriaal

Dikten van 75 hardpapieren scl:ii,jfjes in mikrons

3085 2988 3041 3118 3069

3080 3059 3032 3091 3098
3096 3045 3041 3107 304t

5068 3030 3080 3083 5053
3068 3073 3115 5088 3040

3077 3065 3087 3005 . 3087

3050 3050 3041 3016 3093
2948 2999 3071 3039 3078
3089 3041 3033 3088 3067
3065 3131 3030 . . 3083 3058

3058 3050 3059 - 3097 3061

3080 3081 3005 3028 3059
3115 3073 3048 3072 ' 3023
3058 3082 3085 3057 3095
3078 3093 2923 3090 3110

Gewichten van dezelfde 75 schijfjes in dezelfde volgorde in

miligramm_en

4 1110 1107 . 1146 1130
1131 1124 1102 1141 1130
1126 1116 1112 1139 1131
1129 1094 1128 . 1145 1103
1138 1119 130 1144 1116

1127 1126 1141 1092 155
1105 1139 1097 . 1114 1145
1141 1109 1125 1122 1131,
1136 1135 1092 1142 1109
1144 1136 1131 1150 1129
_ 1154 1116 1128 1154 1135
. 1134 1130, 1100 1133 1134
. 1132 1164 1132 1139 1085
i 1124 1134 1148 1130 1140
| 1144 1146 1154 - 1134 1140




I.4

1. Bewerking van een uitgebreide waarnemingsreeks in een frequentie tabel

Regels: a) Waarnemingen vooraf niet afronden,

b) Aantal klassen bij voorkeur >5 en <16,

¢) Ondubbelzinnige klassegrenzen,

d) Bij voorkeur een oneven asntal malen de laatste decimaal

per klasse,

Tabel 1e4s Frequentietabel van de dikien van 30 ha.rdpa.pleren SOhlJfJGB
uit tabel 1.3. .

' Klasse Turfetaat | frequen-
greﬁzen tie £ ¥ fy fy2
2938 - 2962{ / 1 -5 | -5 25
2963 - 2987 0 -4 0 0
2988 - 3012 // 2 -3 | <6 18
3013 - 3037 //1/ 4 -2 -8 16
3038 - 3062 | N/ /// 8 -1 -8 8
3063 - 3087 P/ 1 0 0 0
3088 - 3112 // 2 1 2 2
N o-337) // 2 2 4 8
50 m. = 30 -21 77
Berekening: y = =21/30 = 0,70

212
KSy = 77 -3 = 62.3

g2 = 82.3 s 2,14 , ay = 1.'46.

y 29
Hiexuit n = 30 _ ,
X = 3075 + 25(~0.70) = 3057.5p
Sx = 25* 1.4,6 ' = 3606“.-

Toelaatbare afronding voor X en 8: a < 36.6 3.3 p.;

2Y30

We kunnen dus met n = 30, X = 3058 4, s = 37y volstaan.
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Fig. I.5,A. Histogram van de dikten van 30 hardpapieren schijfjes uit -
Tabel I.4 o o

Voorbeeld van een histogram met ohgelijke klassen,

klagsen f in % % . ‘
cm _ - <
. 301 n = 89571 //// :
<150 0.02 - k150 : 0.02% . / 180s
150 - 455 0.7 | sl 190 <155:0.079 / ” 8'2%
155 - <160 046 | - / 3.
160 =< 165 2,70 | Tin% / |
165 = <170 10.68 19 /// /
170 = <180 54425 - % /
=180 , 31.82 o] :M/ ,// _
100,00 150 . 160 170 180 en
n = 89 571 L ——

Tabel en Fig. I.5.B. Lengten van rekruten in 1963,
Bron: Statistisch zakboek 1964. .

Regels bij Het congtrueren van Histogrammen

a) Steeds het totaal aantal waarnemingen vermelden. .

b} Frequentie £ bij voorkeur in % voor onderlinge vergelijkbaarheid.

c) Het oppervliak van de kolom boven een klasse interval is evenredig met de
frequentie! (van bélang bij verschillende klasse breedten)

d) Onvolledig gedefinieerde klagsen (> of< ) niet tekenmen doch frequenties
apart vermelden. : o '




i .

Voorbeeld. Dikten en gewicht van 6 hardpapieren schijfjes.

Algemene regels voor Tabellen.en Figuren

a) ‘Goede tabellen en figuren moeten gemnkkelijk lessbaar en begrijpelijk
zijn. Zij moeten steeds van een duidelijk onderschrift zijn voorzien.

b) Men moet zich vaak de moeite getroosten figuren en tabellen enige malen
over te maken ten einde sen zo aprekend mogel:.jk resultaat te verkn,J-
gen.

¢) Dimensies van de schalen moeten steeds worden vermeld.

Voorbeelden van het nut_van histogrammen

1. Kopshulzen (AKU). Tweetoppige verdeling.

2. Staalstaaf 6 mm @, Twee pa.rt:.,jen met verschil in spreidlng. Verband met
toleranties.

3. Afgeknotte verdelingen bewijzen sortering.
Twee-dimensionale waarnemingsreeksen
. x1i,x2i y i-1,ooo'n

Naast X, , X 82 , 'sé enz. zijn nu nog van belang:

2
1
1, de Productsom = PS = Z(x -x )(x 2.)
i
| x x
= -hne = - - =l 2l
2x1i ot _nx” %2 z:. i %ai n
2. cov(x1,'x2) = PS/(n-1)
cov(x1,x2) . PS
3. de correlatie coéfficient r = . ., = .
Yvar X §var x, VKS_ KS

x4 - X2

x,; = 3085 3080 3096 3068 5068 3077 e

x,, = 141 1131 1126 1129 1138 1127 mgr.

Zet corst x en xé tegen elkaar uit.

151
3100 .
3080 ~ Co.
x . ‘ [ ]
1 m -
- [ ]
3060 : ' -
1
1120 1130 1140 ngr.
—_— x, |

Fig., I.6. De d:l.kte x , van 6 hardpapieren schijfjes uitgezet tegen het
gewicht. x '« .
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Berekening met gecodeerde Waarnemingen .

Vo 1 11 11
\ ;”yi - x - 3000 - 85 80 96 68 68 77 p..
Yy =x, =100= 41 31 26 29 ' 36 27 mer.

.Met afrondon is enlge voorzichtighald geboden. Berokening met een reken-
machine,

(850000041)% = 7225 0006'{907 0001681
(800000031)2 = 6400 0004360 0000961

C . . . L J * . * L] L] L] L] [ ] * 9 * *

: optellen
4740000192 38018 0030192 0006332
By, ¥, y2 2y, ¥

2 1 T2 2

Matrix van ruwe productsommen

. 6 414 192
y1 38018 15096
y : 6332
2 . - _
Matrix van gecorrigeerde productsommen
' .
y“ h 4 >

'Y1' 572 - =12
. |

v, | o 86

Hieruit volgt: X = 3000 + 474/6 = 3079 u
%, = 1100 +'192/6 = 1132 ngr.

ver x = 572/5 = 1144 12,

var x2 = 188/5 = 37.6 mgr®.

cov(xT,xz) = =72/6 = -12,0 p.mgr.

II‘ = -1:2:.0 = = 0,18

457.605 114. 4




Tabel I.8.

Een twee-dimensionale frequentietabel.

Dikten en gewichten van 30 hardpapieren schijfjes uit Tabel.

1.8

' Dikten Gewicht in mgr.
in microns . 1090~ | 1105« | 1120~ | 1135-
2 | 1104 | 1119 l 134 | 1169
x1 y1i yz,j 0 7 1 2 | 3 ni‘ Zinijyzj
2920 - 2964 0 n, 1 1 3
2965- ="2999 1 2 2 2
3000 - 3034 2 3 1 1. 5 2
3035 - 3069 3 " 2 2 3 4 11 20
3070 - 3104 4 1 5 3 9 20
3105 - 3139 | 5 1 1| 2 5
3 5 6 10 9 j30
Yoy, 12 14 36 N PANEAERERE
z ni.y1i = 91 zn.jy2j = 53 !
y, = 3.03 y, = 1.77,
xs(y, )= 39,0 ¥s(y,) 36,6,
| s 918653 |
Ps(yi.yz) = 173 £ 12,2,
' 12,2
x ,x ) = x(y,y ) = =—250 - 0.32
12 172 V39, 02¢36.6

PS(x1,x2) = 12,2 3¢ 35 3% 15 = 6405 p mgr.




I.9

Formuleg voor het toevoegen, weglaten of wijzigen van waarnemingen

Samenvoegen van _twee reeksen:

nn
Nn=n +n X=nx +nx KS «KS + KS +~l-2 (% .%)2
1 2 ? 119 2g ! 1 2 n (1 2)’

Weglaten van n waarnemingen:

NXen x nn '

. = 2.2 —_—t =\2

N =N 'm X = KS s KS - KS X =X
1 B0 Xy oty 2 n1(zx) .

Toevoegen van &én waarneming, x

n111_
n i'+xn+ n )
= y = =1l _ nty = g —ta -y
pERnel, x n+1 » K8 K&+ n +1 (xn+1 x‘!) ?
Weglaten van &én waarmeming, X s
| - IIE-xn n -2
no=n-1 X = ——=, kS = KS - -7 (x,-%)° .

Wijzigen van &én waarneming X in K;( )

.n‘;"x’k"'xl'c n ‘
! = 1 o T -2 " S SRR PRY
x n » KS s n=-1 (xk x)° + Nl (xk x'):
De KS voor een serie van twee waa::‘gemingen is
X, ~-X

Yoor twee-dimengionale reeksen gelden de formules:

nn
= - -2 (T 2 e
no=n +mn, PS PS1 +P5, + (xh :;1“?)(x2,1 X ),

1 1 252
nn,_
= - S =P - - -x J(x =X
n o=n -n, PS S PS, 3 (1:1,2 xi)(xz’2 x2) ,
: n
= + = P + —~—l -X x X
n n1 1, PS5 S1 n1+1 (JC1,n1_'_1 x1’1)( 2vn;*1 2,1) ’

n - - -
n o=a -1, PS5 = PS - -3 (x1'n-x1)(x ,n-xz).
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~ De_normale verdeling: x & +uwoy .- Xis Ny,q).
o x)?
1 202
a¥on

- Compendium Tabel 1.1.

Aanpassing bij een higtogram

. —p'f = 3058 micron, 8 = 37 micron, Ax = 25 micron.

u 9() | o(xox = E(a)
z - - 3058 micron | 0,399 | 0.270 = 27.0%
%t 0.58 3040 , 3076 ™ 05| 0,352 | 0.238 = 23.8 "
¥ *1.0s 3021, 3095 o +1.0| 0.242 | 0.163 = 16.3 "
X *1.5s 3003 , 3113 ® t1.51 0.130 | 0.088 = 8,8 "
% £2.0s 2984 , 3132 " + 2.0} 0,054 | 0,036 = 3.6"
X * 2.5 2966 , 3150 " +2.,5| 0,018 } 0,012 = d{.2"
x *3.08 2947 , 3169 " t3,0] 0,004 | 0,003 = 0.3 "}

Met deze gegevens kan in Fig, 1.5.4 de kromme worden ingetekem;. |

' 'Uitiétten van een kumulatieve verdeling op lineaire waarschijnlijkhedds-~
schaal o

Tabel 10. _
Gegevens van Tabel I.4.

[Klasse - , )

midden f ¥ _ F v ;i:zsf_. ‘2F‘ Fd 4 g;;izz
2950 1 1 3.3 -1.84 '2962,5 1] 1.7 |-2.12 2950
12915 o 1 3.3 ~1.84 2987.5. N2 |p3:3 184 2975
133000 2 31.10.0 | -1.28 302.5 4| 6.6 |-1.51 3000
3025 4 71 23.1 | =0.74 3037.5 - 10 | 16,7 |-0.95 3025
3050 8| [5 | s0.0 0.00  3062.5 22 | 36.5 |-0.35 3050
3075 11| [26 | 86.5 1.10 3087.5 | | 41 | 67.0 [+0.44 3075
3100 2| e | 932 | 1.29 3112.5 54 | 90.0 | 1.28 3100
3125 2| [30 {100.0 _ 58 | 96.2 | 1.77 3125

micron - 60 micron

. Methode A met klassegrenzen] [Methode B met klassemiddens |

Methode B verdient de voorkeur; zij geeft een meer symmetrische behandeling
en €én punt meer op de grafiek van Fig. 1.




~ 99

2,04 * Met klasseg{'enzen - 98

 x Met klassémiddens ,
h ~ 95

10 4-——-————-=---—=—=-- -
‘ ' : - 80

=~ 60
F—so
- 40
- 30

0.0

/ - 20
.-1,0_'-n- ————————— . ' I .

e
—
- - — — - e em— g —\ﬂ;_-‘-— -

- 2,0 =+

L)
100 . micron.

|
.

I
X o 3056 micron.

T T
2950 ' - 3000

i
’
i
;
-

JU— . 28 =
"~ 3094 - 3014 = 80 micron. -

8 = 40 micron.

11

. Fig. 11, De gegevens van Tabel 10 ultgezet op llneaire waarschi.]nllskheids-- '

schaal,

Bij het trek.ken van een rechte moeten de punten aan de u:.temden niet te zZw
. zwaar in rekening worden gebrachi.
‘X en 8 kunnen uJ.t de flguur worden a.fgelezen als aangegeven.

'-Grai‘:u.sch papler met een scha.al voor F in % als rechts a.angegeven, worden
ultgegeven door de d.rukkaria Mercunus te Wormerveer.

Uitzetten op waarschlgnll,)khe:.dsschaal ka.n ook geschieden met onvolled:.ge
gegevens.,

Voorbeeld: de lengten van rekruten gegeven in Ta.bel 1.5.B. Uit een gra.f iek
‘ Ult een grafiek vond ik - .

X = 177.5 em ., s = 7.0 cm.

Deze :gegevens zijn uit Tabel 1.5.B niet te berekenen.
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Uitzetten van een kleine reeks wéarnem;ggen K

ne7. ox o= g 131 1126 1129 1138 121 1105 ngx.
i::;“g:ggﬁ‘: x! = 1105 1126 : 127 1129 113 | 1138 141 mgr
F 100%‘%% 7.1 21,4 357 50.0 - 64.3 786 92.8
0 a4 -0.79 -0.34 10,00 0.34 079 1.47.

2,04 - . ' Berekening geeft
‘ x =1128 mngr, '

1,0{s = 12

i = 1128.2 mgr.
s =11,6 "

0.0

-1.01

=2, 0"

| R L) | S| L

1100 1125 1150 mgr.

‘Fig. 12. Een reeks van 7 waarnemlngen uitgezet op normale waarschlanlijk-
heldsschaal. A

Voor de berekenlng van de kumulatieve grequentle F bestaan verschillende
formules. . _

_F=1oo _Fg.1oon+1,F-1oo %

De lastste twee berusten op theoretlsche overweglngen waarop we hler niet
in kunnen gaan. Bij grote aantallen waarnemingen is het verschil gering;
bij kleine aantallen zijn de statistische fluctuaties zd groot dat het er
. weinig toe doet welke formule men gebruikt.

Voorbeeld.van‘een logarithmigch normales verdeli

Tabel 12. Aantallen auto's geparkeerd op 60 parkeerterreinen rondom de -
Philipsfabrieken op een weekdag in oktober 1963,

22 | 126 5 42 2 1 12 | 24 21 20 | ‘22
109 | 14 4 39 | 181 2 12 | 14| 19} 7
a1 | 91 | 23 | 38 4| 24 | 12 {187 | aa | 63
28 | 44 49 7 4 27 13 16 17 18

| 095 e 25§ 5] 35| 32| 5 | 13| 12
47 27 8 | 28 22 | 70 | 109 8o | 137 | 21
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Deze gegevens éfgeturft{

Tabel 13. S _
* - A, op lineaire schaal P _ ~ B. op gebmetrische schaal
Klassen R N I A Klassen
0~ 24 [ WML 1 2 3
25 - 49 (MWW - ] 354 | W
50 = 74 | W 5-8 | M.
|75~ 99 | W i i 9-16 | WM
100 -24 M. N 17 -32 |[HMK W
125 - 19| M | 33 -64 | MRS
| 150 - 174 | . 65 -128 | MM
175 -199 |1 [ | 129 256 |4
> x |
0 ?q ' 100 - 150 200
2.0l
1: lineair
| '100— .
X
0.07 logari thmisch
-
"'200-
l:' | '.‘ =T —

.______2___9 log.x

‘.'F1g¢ 13 Gegevens van Tabel 12 uitgezet met linealre en logarlthmlsche 8chaal.

De log. normale verdellng komt veel voor blj economlsche problemen bijv.
-galarissen, en het electriciteitsverbmiik per abonnee. Ook in de techniek
komt men haar soms tegen: deeltjesgrootte van gemalen poeders, elektronen -
 in radiobuizen of translstoren. ' : :
“BEr is een apart boek -aan daze verdeling gewijd: .
" J. Aitchison en J.A.C. Brown, The log. normal diétributiqn.
Cambridge University Press 1957.
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 De normale verdeling: (aanvulling)

De normﬁle verdeling speelt in de techniek een grote rol omdat produc-
 ten onder homogene omstandigheden geproduceerd in hun eigenschappen
veelal een normale verdeling bezitten. Da:} geldt: :

68 ¥ van de producten ligt tussen , +
95 % van de producten ligt tussen , + 20,
99,7 % van de producten ligt tussen Lo+

De waarde van ¢is in hoge mate bepalend voor de tolerantie eisen die
men kan 8tellen, Kennis van o is voor goed kwaliteitsbeleid esseatieel,

Bij een normdle verdeling kan men ¢ of S op eenvoudige wijze sqhatten
uit de gemiddelde spreidlngabraedte R .

benaderd g = - R
. Vum |
exaster 8 =  A(n)R, A(n) uit compendium tabel 8.3

Hierbij is n de serie grootte; de férmﬁles zijn tbeﬁaébaar voor
n < 12. Een grote serie kan men splitsen in een aantal kleinere, mits
dit op aselecte wijze geschledt._ '

Een loterij-grohleem

‘Een 1oter1j van een Bunrt-verenlnging leverde ?O prijzen OPe De winnen-
de nummers waren, :

26 52 63 101 189 285 356 468 476 .... 4621
De onderlinge afstanden_zijn tussen deze nummers:
26 26 11 38 88 96 71 112 8 cees

Tabel 14: Frekwentietabel van de onderlinge afstanden tussen de prijs-
winnende ‘nummers: T ; :

Klasse F | 2(1-FY¥{ (1-F)% ®Log(1-F)
0- 19 ] IR 15 | 125 | 89,2 | 4,50
20 - 39 I /A7 | 93 66,3 | k.19
bo - 59 7 69 kg,3 3.88
60 = 79 10 52 37.2 3.61
80 -~ 99 . 5 37 - 26.5 3.26
100 = 119 7/ 6 26 || 18.6 2.92
120 - 139 {// 2 18 12.8° 2.55
140 - 159 P/ / 6 10 741 1495
211 / 1 3 241 0.7h
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Stel de kans op een prija p dan is p< <1 nl. ongeveer 70/4621 = 0,015
‘of 1,5%. De kans op een rij van X nieten gevolgd door een prijs is dan
bij benadering. .

(1-P) Pﬂe-xp P. x=1 2,--..

en de afstanden tussen de prijswlnnende nummers volgt bi} benadering
. een exponentiele verdaling.

P(x<x<x+dx) = e ~F¥ pdx
Dan is de pumulatietg verdeling-
F=P(x<x)= "1-e P of1-F=e ¥

i

log (1=F)= -px. j

In bovenstaande frekwentietabel zijn de waarden van (g~F) in % en be-
" horende bij de klasse-middens uitgerekend en daaruit 105(1-F).
Uitgezet tegen x geeft Fig. 15 :

5.0 R . 5.0
i - - o - - B . }
WOl (-D) = e 00Xy oy
3,0 [ 3.0
2.0 2.0
. .
log (1=F)%
1.0 L 1.0
0.0 | | _ 0.0
0 100 200 36&; - 4oo '
Fig. 15 =1.0
e103 (1=-F) uitgezet L =2,0
tegen afstand «
- =3.0

Aan een ;vmonentlele verdeling wordt goed voldaan. Alleen de hoogste

waarde x. = 477 wijkt sterk af. De kans op een waarneming x>%77 is on-
geveer e~ 3 = 1/20%, De kans op minstens &&n dergelijke waarnemlng in

een serie vgn 70 is dan ongeveer 70 x 1/20 = 3, 5%.

Populatie en steakproefo

" 1. EBen eindige Populatie = een verzamellng gellgksoortlge objecten of
elementen,

2. Een elndlge statiatische Bopulatie = een verzameling metingen die aan

de elementen van een populatie knnnen worden
uitgevoerd. :
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3. Fen oneindige pogulatie‘ een meetprocede dat in principo onbeporkt
- O kan worden herhaald.

4, Een steekﬁrdef een deel van een populatie waaraan -otingen vorden-

‘ verricht. )
5+ Een steekproef ) de taarnemingen aan eon ctookproof uitg@-

Een serié waarnemingen voerd., -

6Q=0mvan§ van de populatie : X,
7. Steekproef ggootte<; R
Serie grootte o | | |
8.‘De,stoaknroer-éégnlatio de verzamelmng van allo mogelijkz steek—
AR - proeven, S
9. De steekproef-populatie omvat: '._
1: trekken zonder ternglegs

(lr ) elenenten de volgorde niet. meegeteld

- of (--)'elementen de volgorde VVE! meegeteld

Y. R
en bij trelkken met te%ue 1
"5JI¢~..‘-JS QJ"’

nn'elementtnixde valgorde telt steéds mee.

10, Trekken met terugleggen = trekken uit een oneindige populatio. Bij
trekken met teruglegging zijn waarnemingen aan verschillende ele~. °
menten van de steekproef steeds onderling onafhagdolijk..

in

Een asecleame trekklng een trekking zodanig dat ieder element var de
, vh oo sfeekproefpopulatie dezelfde kans bezit te wor~

den getrokken.
Uit een genummerde populatie wordt aselect getrokken met behulp van ase~
lecte getallen,

' Compendium Tabel 8. b g
Voorbeeld: trekking van een steekproef uit de 365 dagen van een jaar. .

Tabel 8,4, pag. 3. Kolom 13, riJ 16 van boven naar beneden! geeft de
gotallen rij ‘ ‘ _ ‘ _

311 137 343 101 500 828 931 329 123 443 853 |

De steekproef bestaat uit de dagem met rangnummers.

".311 137 33 101 135 x x 329 123 78 x

Het getal 000 en getallen> 730 worden -eggelaten. gotallen<=730 maar
> 365 worden met 365 verminderd. ‘
Dit is trekking met teruglegging; trexking zonder teru 1egging krijgt

" men door nummers die meerdere malen voorkomen slechts &&n maal mee te
rekenen. Bij populaties met minder dan 100 elementen kan trekken zonder
terugleggen ock worden nitgevoerd met behulp van de aselecte permuta-
ties van Tabel 8.5.
Met behulp van aselecte getallen rijen kan men uit jedere willekeurigo

verdeling trekkingen verrichten., Het principe ligt Fig. 17 toe.
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1,0

7-5)- [ #(e)

b 4
|/
0,0 4

Fig. 17 Trekkingen uit een verdeling met kansdichtheid £(x) dx met
' behulp van aselecte getallen. ' :

X x+dx

-Wé vatten groepen van bijv. 4 aselecte getallen op als decimale breu=-
ken. Tabel 8,4 pag. 2 kolom 11 en 12 van onder naar boven gelezen ge-
ven de breuken: ' T :

0.8406 0.0143-0.u16$'o;5599 0.0556 0.4499 enz.

Beschouwen we dit als waarnemingen van een sto..atische variabele
dan bezit y praktische een standasard rechthoekige verdeling d.w.z.

Py< g<y+dy)=dy 1 0< ¥y 1

Wij zetten nu de kumulatieve verdeling F(x) als in Fig, 17 uit en zoe-
ken met behulp van deze kromme bij sen y de bijbehorende waarde van 'X.
Dan gddt: ' ‘ :

P(x< x< x+ @ x) = P(y< }< y+ dy)=dy
F (x) ax = £ (x) ax '

Bij een discrete verdeling is F (x) een discontinue trapfunctie doch
is de methode even goed toepasbaar. ) _
Voorbeelden: naspelen, van een dobbelspel, trekkingen uit een Poisson
verdeling, uit een normale verdeling (Tabel 8.6) en uit een exponenti-
ele verdeling (Tabel 8,7) ) S :

Praktijk moeiljjkheden bij aselect trekken.
De relétie tussen populatie en steekproaf.f_

toegelicht aan een enquéte betreffende: o
geboorte datum, lengte, gewicht, gezinssamenstelling, rookgewoonten en.
tijdwaarnemingen, ' ' ' '
Trekken uit een kaartsysteem met ongelijke aantallen elementen per kaart
‘(gezinnen). :
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.Geeven ggk, k.12,...,.E(5‘)-pk,_var:_rk ok’

: L=F e . 2= 5oz,
den is - S ' o _ o o -
E(y) -2&. E(_‘L) ‘=Za, ul, L - (18,1)
ver y -I:a. va.r X, + i,z(is': 8,8, coOv (E,ilzil)’ B (18,2)
-I.‘.ai var x, + 21{'.:1‘:' a8, ooV (51,_:51,), (18,3)
“cov (L_) =D, b;j cov (lci,x ) o - (18,4)

E(g)en va.i'._z__volgen uit (1'é,1) eﬁ (18;2)

.Tn (18,4) ia-voo:j Xy =Xys COV (x ,x:j) - -i'

Zi;}n _,i, x,, onderllgg onﬂ.fha.nkel:.;] voor :Iedsm i 40 dan geldt

Yarz—zaimzi‘-zazci . o (18,5)

' Deze formules vormen de basis va.n.vele statistische analysemethoden,

| Voorbeelden
_"~A. Standen van de second.em,jzer

Cfgr b b by B by

30 s L oent ‘kort na elka.a;-,. t en 3‘ met + 1»5:min..r tussenpauze, L, on~

‘ = =2 =3
 geveer 90 min, na.g_' .
Models: o
tmhveg s
& '£+‘T1or+9'l" - (18,6)
3—2_ AT re,
A = do "ware" aanvangsstand
'l’ -2 - de tijden verlopen tussen de wa.a.mem:.ngen _1.;_0, t,oen % k) t %
30' 31 e, = toeva.ll:.ge wa.a.rnemingsfouten wasIrvoor we onderstellen:
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. _ e - . L
E.(E:L) -0, var e, - oy cov (gi,g_:]) =0, | - , (19,'1 ) |
" Den is
'_f_'cll—m -3 -t - _Tio te g e (1.9' 2) '
-".Eall-'ia".%frdo'rw"'s-e'a | "
: f‘“en ‘
: -V . . . 2 T
var d. = var e, + var e = 20 o
o Tte v -o_ ° (19¢3)
va.rg.z1-var._e_2+var9_1-2o° ;oov (_10,_21)-‘ _
L 7 2
cov (31:,9_2) = var g - cov @o,e ) + cov @o,a ) - =gy . |
. ) . o '7 ‘ . . :
=0, ‘ _ o (19v4) ‘

r = — A ] -‘&
4 202*202 K
- o B

B Bij grotere intervallen tussen de a.flez:.ngen moeten wa rekening houden
- met verschil in 100psnelhaid der horloges. Yoor t 2! t en wordt het

—.5
model :
t,=A+)T +e,
2,=A+RT,  +e, (19,5)
t =4 +3T5°+e

waarin b nu een factor is die ongeveer 1. 00 zal bedragen, maar tussen
de horloges aan toevallige variaties onderhevig is, We vinden nu
a0 = &y = %,) =2 Ty, +o, -8,
en | ' o
2 ° 2 2 2 2

var 9'-30 - ‘I'gova.r b+ 200 - T30°'b + 200'. (19, 6)
en evenzo voor t en '[:
Verder bijv.

2 * .. . -
cov (dao'—m) - T30T4o°b "% (19, 7)

Enzovoort,
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_C. Afrbhdingsfouten met een afroﬁdigaintérval-a hébheh een variantie=_ 
S j‘ﬁ%a" p 2 ; ' B o
. 1.2 a- o :
verx, = J 3 £dg “3z . - (2001)
. -za . o
'Een variantie o° v86r afronden wordt "
0% - +'$§ R
'[na.afronden; | _
Is & <*odan is o'2 <1,02 ¢° en
- o' <1,0 o _
.-Hierop is Qe keuze van een afrondigsinterval géhaseexd; vergelijk
peg.2 no 16, ' B :

<D, Mht”een eindigé statistische populatia'

Xs K = 1,."...,.N, IR | -
fe=zxm | | (20, 2)
o - 2 (0 - )%/ (), |

kb?respondeert een oheindige statistische populatie gedefinieerd door

P@_-xk);1/N, -
E(x) mp=2 xk/N, | : ‘(20,'3)
| a2 (X =P |

Z2ij
R 3&} i=1,..,.,n

gen steekproef'getrokken zonder teruglegeing en wearin de volgordé der
~ elementen wordt_méegerekend.dah bestaat de steekproefpopulatie uit N
' Ni/(N-n)} elementen, |

Vatten wé de steekproef op als een itrekking met teruglegging van &én

element uit deze steskproefpopulatie dan geldt 3
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P(x; = X ) = 1/N, o Y o '
P@_Ci-xks.’ij'x,z).ﬂ—(f“-w_ - ' | (21,1)

. var X, = 62’ ’
: 2
- O
GO_V. @1353) "N~ 1}. ..

Hieruit volgt

."E(zo) = ny,

1 E(z;) "'.l-'-s
: ' 24 1 R '
var x. = a0*" (7 = 1) | (215,'2)

g . (l 1y
var _..‘- n- n-N »

B B2 - 0*2.

. Deze formules gelden b:.;j trekken zonder terugleggmg Formulea voor

trekken met temglegging volgen hieruit door N= en o* 27 te -

stellen; dus dan geldt:

var Xo =y - (2,3).
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De centrale limietstelling

Deze zegt: Een 'steekprcefsom of een steekproef gemiddelde heeft in goede
benadering een normale verdeling, ook al is de verdeling binnen de popu-~
latie niet normasl. :

Voorbeelden:

4, De som van de worpen met 'd:cie of meer dobbelstenen,

- B Steekproeven van 10 elementen uit de zeer scheve log. normale verdeling
ven Tabel 12, '

C. Een binomiale verdeling wanneer np > 5, n{1-p) > 5.

De centrale limietstelling geldt strikt voor de limiet n — e, doch de con-
-.vergentie is zeer snel, zoals de voorbeelden tonen.

Theoretische toelichting

Door de transformatie y = é;—p.)/o kan iedere vg.ria.bele X worden ,oﬁgezet‘n‘.n
een variabele y waarvoor E(y) = 0, var I =Ey°) = }f.
Dan definiéren we i

p m B - 3EH . 2 | (22.1)
4 -pER)’ . L
B, = B(y") = B(=%) = T (22.2)
en ’ .
Y,=B, v, =B, -3 (22.3)

81 en Y, zijn een maat voor de scheefheid van een verdeling; voor een sym-
metrische verdeling is B, = 0, v, = O.

|32 en y, zijn maten voor de z.g. scherpstoppigheid of platvoetigheid. Fig. 23

geeft enige voorbeelden, die de betekenis toelichten. .
Wearden van deze coéfficig€nten kan men voor gangbare verdelingen afleiden uit
de tabel in het Compendium pag. 1. .
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3
X
Pig. 23. 4 verdelingenmet p =0, o0 = 1,
1a Dé normale vérde}ing: B-1'= 0,'[32 = 3,
2. De rechthoekige verdelingéﬁ1== o, ;32 1.8,
3‘. Een scherptoppige verd.:ﬁ1= 0, B, = °
‘4. Een scheve verdeling: B, = 4, [52 = 12,

1

| Algemeen geldt nu bij onafhankelijke waarnemingen

B, (x:) =g (k) = B1(zs)/’\fn, ' (23.1)
' B, (x) |
B (x:) =B, (E.) = 2+ 321, (23.2)

Ock hieruit zien we dai voor n - <, |31(_:_:_.) -+ 0O en {32 (x.) =~ 3

Parameters, schatigys, en schattingen

ik en o® of o zijn twee belangrijke parameters van een populatie. In de
praktijk is men meestal niet in de volledige populatie geinteresseerd, maar
alleen in deze parameters. Doel van een steekproef is dan deze parameters
. numeriek te bepalen. Uit een steekproef kan men echter de exacte waarde niet
vinden; men kan de parameters alleen schatten. De formules

| 2
x. o(x. -x) -
n_.l y 8= _:..1- - , | (23.3)

z

1M1
n

noemt men daarom schatters voor de parameters p en 02; de waarden
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’ -2
Tx, n(x, =x)
- i 2 _ i
X= —] ,en 3 s | (24..1) .

uit een gegeven steekproef becijferd heten schattingen van die parameters.,
Schatten zijn stochastische variabelen met een bepaalde steekproefpopula- .
tie; schattingen zijn vumerieke getallen. '

e E(X) = p, en B(s?) « 6° . (24.2)

- 2 . . 2 A
noemt men X en 5 zuivere schattingen van g en ¢ . Daar E(g)< g is 3 een
onzuivere schatting van o.

Naast p en o kent men nog andere parameters, bijv. B, en B, of de mediaa.ri
maar die spelen een ondergeschikte rol en we zullen ér geen aandacht aan
" besteden.

De begrippen schatter, schatting, en zuiverheid zijn ook bij deze van toe=-
pagsing. ‘

Betrouwbaarheidsintervallen voor U

Op grond van de centrale limietstelling kan men in goede benadering aa.n.ﬁé;
men dat |

J:.E = p.+g_c/\[;1-', n¥ = N—i‘%. ' ' ' (24.5)

in woorden: het steekproefgemiddelde, ofwel de schatter X heeft een normale
verdeling met verwachting = p en standsardafwijking o/Vn%.

Dan is .

P{ u-uao/\g' <§<u+uac/‘!;'} =1 -q (24.4)
of ook 7 .

P{x- uao/ﬁ* <p<x+ uao/\!;*} -1 - (24.4.4)

De kans 1 - & noemt men de betrouwbaarheid, de kans « de onbetrouwbaarheid, _

en de grenzen J'_E + uac/ \[;* betrouwbaarheidsgrenzen voor de onbekende parame-
ter u.

Bij een gegeven « kan men de bijbehorsnde waarde van u a aflezen uit Compen-
dium Tabel 1.1, of uit de tabel op de omslag afgedrukt.

Het door (24.4.A) gegeven interval heet een twsezijdig betrouwbssrheidsinter-
val met betrouwbaarheid (1-uo). Daarnaast onderscheid men €énzijdige intervale~
len gegeven door

P{x -uao/_\!;’ <pl=1- g

en : _ , (24.5)
P{ |J,-<:E+uacr/\’;“} =1 -

. Bij gegeven « behoort dan echter een andere waarde van u, bijv.
: : ‘ i
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vocr:a = 5% +tweezijdig is . = 1,96,
"en voor « = h eenzijdig is u& = 1,64,

De waarde u = 1.96 behoort bij a = 2.9 &énzijdig, enz.

Doorgeans kent men ¢ niet, doch neemt men aan dat Bij benadéring
o =g (2501)
mag worden gesteld..Wanneér 8 bepaald is uit ten minste 30 vrijheidsgraden

is dit in ieder geval toelaatbaar.

Toepassingen
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Tabel 27
Resultaat gewichten en wegingen bij de enquéte.
A Opgegeven gewicht B Opgegeven gewicht
zonder kleren met kleren
Eigen Controle | Verschii| | Eiger Controle Verschil
opgave opgave .
69 74 ~5 76 77 -1
82 84 -2 79 80 -1
57 59 -2 85 87 -2
T2 T2 0 59 60 -l
75 76 -l 70 71 -1
65 T0 -5 79 79 0
70 73 -3 64 65 «1
78 80 -2 75 76 w
69 71 -2 77 76 +1
70 80 -10 63 62 ny
80 81 -1 70 7 1
80. 83 -3 85 86 -1
867 903 =36 882 890 -8
63213 68493 186 65608 66838 14
572 542 78 781 830 8.67
52.0 49,3 Tt 71.0 T5.5 0.79
12 12 12. 12 12 12
T72.2 75.2 ~3.0 73.5 74.2 =0.7
Ted T.0 2.7 8.4 8.7 0.9
) *2 d12 X3 X4 rd34
Resultaat Lengten:
n X g kS 52
zonder schoenen| 18 180.6 5.9 582.3 Z24.2
met schoenen 184.2 4.9 72,7 24,2
cm cm cm” cm?




10

1

12

Betrouwbaarheidsintervallen
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Parg- Tabel :
neter Iz}te:_t'val. e * Comp. Voorwgardgn
Algemeon: Centrale Limietstelling
u ftus/n Omslag o RS
.... X =x ¥ d..—l +.......'. th - ~
By =k, x, =%, 2usiy " o, =0,
L5 -
" T «x *+ —n 1] o~ ~
X =x tu, Y +n1 8, ¥ o, "oz"" 5,
Normale populaties
18 J-I 1- t S/‘!; 2.1
V0
> i —_— e " =
|.L1 B, X, xz"tv,as —t5 g, =0,
RS T
c a.js ’ a.zs 342
o° g2 v &
1
~L ~ -+ , 2 L 4
o2 F1 g2 Vi g2
2 v 2 2
2
¢ verdubbelen!
Binomiale populaties , $ =x/n, § = (1-f).
P ﬁtua‘J?f Omslag nf >50, n§> 50
2
Ya 1 + fﬁ. "
1" Ly — ‘6 ~
B+ (5f) I, ' nf>5 , ng>5
a a
n . 2 A
n ] n 6-3 p < 0-10
1
31 3 8.2 5¢3
b8, 5.4
- o _a 4 S, l2
PP, | By =B, T Y oy + n Omsleg | nf >5,2f >5

n1q1>5, n2q2>5.
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Parg- Tabel :
meter Inferval ‘Comp._ ‘ Vgorwaardep_
Poisson verdeling;An waarnemingen, X. = Bx,
Xse = Xo/fn,
13 M Fo Tul¥ X Omslag %o > 50
a n
] 2 i‘_ " ) E
14 Xs + F) o - ua n Xo > 5
21 2, . _
1 —
15 T 'n ot B ema, 643
opzoeken bij x.
- - . \/ﬁ.' Lo |
16, By = By xi. =%, U -+n Omslag
1 2
Poigson proces; 'geteld‘x1,..,;n, in T1""’Tn’
X. = IX., T, = IT,
A 2
17 A %L oy ¥ Omslag X. > 50
. a
" Xe 1.2+ XK 1"
18 T +%ua.=.ua . x.‘>5
?ilo X?. f_l,. xgn
A, = A - 7= % + == "
1 2 T1° Tzf o Tf- Tz.

Noots Hebben we in

De fortmles blijven toepasbaar.

29
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Toelichting

'1,2,3. Aan de voorwaarde 3 ~ ¢ is redelijk voidaan wanneer v > 30, Men

8-12,

13-16.

gebruikt de formules eschter ock vaak als eerste benadering bij
kleinere aatallen waarnemingen.

Heeft men een aantal reeksen waarnemingen met eenzelfde o dan
kunnen de schattingen 84 worden samengevoegd volgeny:

= z\,i'

Men gebruikt dan verder alleen deze eindwaarde en veigeet'de
afzonderlijke si's.

Bij trekking zonder teruglegging\moet n door n™ worden vervangen:
»n  nll

n =T,

Nen

Altijd geldt & >u_ , doch lim % =1u .,
vy «

y y -0 VOl [+ 4

.v is het aantal vrijheidsgraden van s, n het aantal waammemingen

in X. Bij een normale verdel ing zijn X en 8 conafhankelijk, ‘
Het doet er dus niet toe of X en s uil dezélfde of uit verschillende
waarnemingsreeksen zijn geschat.

De o~waarden bij Ccmpendium Tabel 4 zijn éénzijidig. Voor een twee=-
zijdig interval moeten zij worden verdubbeld.
v
In Fva geef't v, bet santal vrijheidsgraden in de tellex, vb_dgt
b :
in de noemer. Bij het gebruik van Takel 4 is dit belangrijk.

. : -}
Heeft men een aantal steekproeven uilt één bincmiale verdeling dan
kunnen de formules 8 en 9 worden toegepast op X, = Exin an N, = Eni.
9 ig een vereenvoudigde vorm van de formule
b+ ui/zn * u Vﬁﬁ/n + u§/4n
i+ u;/n

gegeven op pag. 17 van het Compendium. Deze laatste formuie is voor
de praktijk te gecompliceerd.

Deze form:les onderstellen n waarnemingen x. uit één Poisson verde-
ling. Hebben we siechts &én waarneming dan Is X. = X en blijven de
formules wvan ioepassing,

14 is een vereenvoudiging van

X. + ui/Zn ¥ u V%, /n + ui/ﬁn .
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De Compendium Tabel pag. 17.geeft3deze laatste formule voor n = 1..

17-19, Deze formules zijn o.m, van toep3991ng bij Gelger telllngen' Men
1ette erop dat zij gebaseerd zijn op de sommen" XesTe &
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Voorbeelden van betrouwbaarheidsintervallen aan de hand van Tabel 27

A. g™ g . Centrale limietstelling
Voor gemiddelde lengte zbnde; schoenen.

180.6 * 1.96 « 5.9/Y18 = 177.8 « 183.4cm; o = Fh (tweezijdig), - ' (32.1)
180.6 * 2.58 % 5.9/Y18 = 177.0 & 184.2cm; -q = 1% (tweezijdig), (32.2)
180.6 - 1.64 % 5.9/Y18 = 178.3cm < u ;  a« = 5% (eenzijdig). = (32.3)

B. Normale verdelingen; o, = o,

Gemiddelde lengte met achoenen.

184.2 ¥ 3,18 % 4.9/Y4 = 176.% & 192.1cm; a = Fh (twe.ezijdig';). _ (32.4)

2 ' .
Beter de s"-en voor zonder en met schoenen samenvoegen:

2 2 | 2 a2
vy 8+ 8 17% 5,9 + 3% 4.9
2 22 . . 2
T s T T T e
8 = 5.7 emp v = 20. : : (32.5)

Hiermgé voor de gemidcielde lengte 'zoncier schoeﬁen,

180,6 % 2,09 % 5.7/{18 = 177.8 = 183.4om; a = 56 , L (32.6)
voor de gemiddelde lengte met schoenen ' C | . o
184.2 % 2,09 % 5.7/V4 = 178.2 & 190.%¢m; a = 5%', ' ' - (32.7) |
en voor het verschil met schoenen - zonr_iei' sc'hoenen

184.2 - 180.6 * 2.09 x 5.7_\1 4 +ff = =3.0e+ 10.2cm; a = . (32.8) ..

1

Voor de gewichten vinden we evenzo

2 11% T.4% +11%8.42 572+ 781 _ 2
- 22 . L 22_ 61.5 kg [

s = 7.9 kg, v = 22, | (32.9)

en hiermee voor het verschil in gewicht met en zonder kleren

75.'5 - 72,2 % 2,08 % 7.9 % [t - 5.2+ T.8kg; o = Fhb o (32.10)
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33.

Een nauwkeunger bepa.ling van dit verschil verkrljgen we uit d = x1 - X,

_':|.n Tabel 27, nl.

3.0 % 220&27N2=+13~47kg,a=5% - ..(3541)'

Op x en x uit Tabel 27 mag men een betrouwba.arheldslnterval in de

vorm (32 8) of (3? 10) niet toepa.ssen, omd&t de waarnemingsreeksen

van x en'x niet ona.fhankel:.ak zijn!

.oA

In de reeks voor d1 2 komt &én uitschiéter voor, =-10kg. Laten we deze

weg dan vinden we i.p.v. (33.1) een verschil

4 223::16/V =+.3e3.5kg; a =, (33.2)

Mogeli;k is d:Lt beter, maar of we die uitschieter zo maar mogen weg-
laten is niet met zekerheid te zeggen. Eventueel moet men beide inter-
vallen (33.1) en(33. 2) vermelden.

Leiden beide grenzen van een betrouwbaarheidsinterval tot eenzelfde

conclusie dan weten we genoceg; leiden zij tot verschillende conclu-
sies dan zijn er meer waarnemingen gewenst.

Noxmale verdeling. Intervallen voor ¢, en of/o:. Tabellen 3.2 en 4e%1<4.4.

Lengten zonder schoenen: s, = 5.9cm, Vv = 17.

01 ligt tussen 0,75 !c 5.9 = 4.4 cm o
'en-1.50* 5.9 =. 8.8 cm a = % . ) - (33‘3)

Lengten met séhoenen: ' '32‘ = 4.9 'cm, v, ® 3.

o, ligt tussen 0,57 X 4.9 = 2.8 cm’ - -
e 33Tx 49 = 165! ¢ TF G

Onder a.a.n Tabel 3.2 .toevoe_genz
Benadering voor v > 30: 8 =0 + usf\2v,

waauit volgt

a = ﬂ_— a = _E_' l (35.5)
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Wil men o schatten met een na.uwkeurighe:.d Ty en onbetmuwba.arheld o
dan moet

c+5 _.f‘_’e_ . 2v_+ua _
— . ,
C=5 &, m-ua' .
waaruit volgt ,
u o g )
a .
Verder 2 2 2
717 2 o2 1752 '
3 2 2 T2
of |
T3 2-2-'2<—g- < 4.101‘5'--2--'2 s Tabel 4.2,
409 02 4.9
of 2
o2
0.10 < —} < 5,81,
% |
G o ‘ . ‘
0.32 <;1< 2.41 3 «=2x0.,025 = 5b!! - (34.2)
2 : ,

De onbetrouwbaarheden a bij Ta.bel 4.1 4.4 zijn Sénzijdig. Dit b13 de
Tabellen vermelden.
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Twee geries van ieder n waarnemingen

X0
jj = 60.0 59.4 5641 59.6 58,0 | 59.02
2y = 60.8 60,1 58. 4 59.6 59.2 | 59.62
%, = 60.40  59.75 58425 - 59.60 58,60
4 = 0.8 0.7 0.3 0,0 1.2

De interpretatie kan geschieden volgens verschillende modellen.

L. = +e,.
Model I: 2_[1'] g —913 ’
E(e) =0, varg =o°, cov(e,e’) = 0.

(35.1)

.De beide reeksen vormen samen één reeks onafhankelijke waarnemingen uit
één populatie. ' '

Bewerking: X.. =5%32 , 8=091 v=9
%% betrouwbaarheidsgrenzen voor .

Reo e, e = 5932 12,26 %% = 58,67 « 59.975 a = Fh

Model ITI: ..o = +a, + .
= By T ETR Ay (35.2)
E(e) =0, vare=g>, cov (e ') =0, |

De beide reeksen komen uit twee verschillende populaties met gemiddelden

l11='|-1+a ’ u

= +a.
1 : 2 W 2

Voorbeelden: De metingsn x1j en xa.j zijn uitgevoerd aan telkens n producten
vervaardigd uit twee verschillende partijen gropdstoffen of op twee verschil=-
lende machines enz. 8'1’ a, vertegenwoordigen de verschillen tussen de par- ‘

tijen grondstoffen of de machines. ‘

Bewerking: X , = 59.02 , X, = 59.62 en door samenvoegen s = 0.84, y = 8.
JewerKing. 1 5

9%% betrouwbaarheidsintervallen '
O.El_-ilf
voor |.11 1 59.02 T 2,31 = ,

V5

" : 59.62 t 2,31 w 284

2 - 5 ’

" N - p,1= 59.62 - 59-02 i 2‘31 L 0.84‘“ 5I + }l




36

Model ITT A: X.. = p+b, +e..
—iJ Jd T
_ (36.1)
E(g) = 0, var e =o°, cov(ge') =0
De waarnemingen vormen duplo's. De schatting van a? 1is
pof;
2 o 2.66 C
8 = on - k) 5 = 0-266
8 = 0.51 sy V = 50
Hiermee 95% betrouwbaarheidsintervallen:
L 0. 51
voorn +b ¢t 60.40 L 2,57 » Q.01
! ; 4 , 7 2
"p+bs 59.75 F2.s7e &2 e
V2 o
Model III B: x.. = p +b, +@..
- & =3
E(e) =0, vare =q°, cov(eg') =0 (36.2) g

E(e) =0, varp=odj , cov(bb’') =0

Dit is een variant van III A, De Qj’s worden nu ppgevat als een serie'van n
onafhankelijke trekkingen uit een populatie met verwachting E(b) = O en
var h = ci. Voorbeeld: de n paren waarmemingen zijn n chemische analyses in
duplo uitgevoerd asn n monsters uit een partij van een chemische grondstof.
De bj‘s vertegenwoordigen dan verschillen tussen deze monsters ten gevolge
van inhomogeniteit van de partij.

Geldt Model III B dan kunnen we voor p een betrouwbaarheidsinterval constra-

‘eren, door de n gemiddelden x,j alﬁ n originele waarnemingen te beschouwen.
Dit geeft

Xao = 59052 » s = (.88 y V= 4.

95% betrouwbaarheidsinterval voor p:

59.32 % 2,78 ® O"E;S = 58.23 e 60,413 o = Fhe
lodel IV: X.. = p ta, +b, +e.,
- 1) 1 J 1]
E(e) =0, var e =g>, cov(e g') = O. 7 (36.3)

Bij 4it model nemen we systematische effecten a, en bj'aan in beide richtingen.
Voorbeeld: de twee series van n waarmemingen betreffen twee partijen grond-
stoffen. De wasrnemingen werden péarsgewijze.op n verschillende dagen uitge-
voerd, omdat men slechts 2 waarnemingen pexr dag kan uitvoeren. Tﬁssen dagen

treden verschillen bj op, bijv. ten gevolge van vochtigheidsfluctuaties{




36.a

We vinden nu een schatting van s uit de verschillen d]. =X ., = x1j volgens
- th
, (4, -3)2 ™ e

2]
85 = —Z'I];Tr = 0445, Vv = 4. ' \(36.{1.1-)

en hiermee een betrouwbaarheidsinterval voor het verschil a

-5 ti meellielo

D Ty 4ot n n

1~ Faei

(36.302)
- 0.60 * 2,78 uw»\l&d-:-o.w»u.;e; a = b
=

. N 74,4y
Lub‘. » y = .

I V«\"‘“l: £, =

' N : 4y
Vhi ik 7> 12378 % 29y

y—

AR
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DiBCI'e'te Verd.eli en; ..'_'K_ = 0,1 [ 2,' ere

Ook deze kunnen op grond van de centrale limietstelling vaak door een normale
verdeling worden benadexrd. Dan gelden de volgende formules:

Pa<x) = [ owo)an - o=l (57.1)
P(x =x) = j 9(Esp,0) 4E = @(H%:-‘*) - @(—"—'éﬂ-) ‘ (37.2).

ensz. .
Hierin is Q(u) de cumilatieve normale verdeling Comp.Tabel 1.13 p en ¢ zijn
de toepasselijke waarden van deze parameters.

Voorbeelden:
1) Voor &&n dobbelsteen geldt p = 3.5, o> = 2,92.
Voor de som x van de worpen met 3 dobbelstenen geldt dan

L= 10,50, o=Y3%2,92 = 2,95,

Daarmee wordt benaderd

P(x<6) = @(-6-'-3%5) = ®(<1.36) = 0.0869 (exact 0.0925) ,
P(x<6) = @(igf%(l‘-i) = ©(=1.69) = 0.0455 (exact 0.0462)
. wa.amit‘ '

P(x=6) = 0.0869 = 0.0455 = 0.0414 (exact 0,0462)},

2) Voor de binomiale verdeling met n = 20, p = 0.40 geldt
p=np=8, g¢=inp(l-p) = 2,2

en dus benaderd

P(x<12) = 0(2=2580) = 4(2,05) = 0.97% (exact 0.9790).

Qverschrijdineskansen

Is x een waarmeming van een variabele X met een bekende verdeling £(x)
dan noemen we
de linker overschrijdingskans van x =

Je00

o, = P(x<x) = f £(g) de, (37.3)

en de rechter overschrijdingskans van x =

o, = P(x=x) = ff(r;)dr,. ‘ | - (37.4)

In principe kunnen we deze overschrijdingskansen op twee maniercn definieren,
bijv. o, als -




a'r = P(x>x) en o, = P(x>x) | (_3801)

Is x een continue variabele dan maskt dit geen verschil, omdat P(x=x) = O.

Is x discrest dan maskt het wel verschil en hebben we de keuze uit twee
definities: - : '

a‘c » P(.’Esx) ’ al‘ = P(.J_cax)! o : : l (38’2)
an ) ‘
ay = P(x<x) + #P(x=x) , o = P(x>x) + P(x=x). . (38.3)

Kan de discrete verdeling van x door een normale verdeling worden benaderd
‘dan geldt :

a, = ¢(¥§;ﬂ) y gy =1 - @(5—'-?-“-) , ‘ -~ (38.4)

daarentegen

o (E=DB o d o B(X=i £}’
ap = (355, e =103, (38.5)
en dus ook

a +a,>1, mara,+a, = 1. _ (38.6)

De definitie (38.2) is de meest gebruikelijke, maar heeft het grote nadeel
dat men bij het berekenen van betrouwbaarheidsgrenzen steeds een correctie
van + % of - % moet aanbrengen, hetgeen de formules onnodig compliceert.
De definitie berust op een conventie. In feite is (38.3) een logischer dew
finitie {zie(38.6)) en bovendien in de praktijk eenvoudiger. De in deze
syllabus gegeven betrouwbaarheidsintervallen voor discrete verdelingen
zijn allen op de definitie (38.3) gebaseerd. De definitie (38.2) wordt
echter in vele leerboeken over wiskundige statistiek toegepast.

Een betrouwbaarheidsinterval voor p wordt bepaald door die twee Erenswaar-
den p_  en u_ waarvoor, bij een gegeven reeks waarnemingen,de rechter resp.
de lidker o%erschrijdingska.ns gelijk wordi aan 40, Fig. 38 1ich1§ dit tae.

2N AL
O\ Vi

u1 X P~2

Fig. 38. Principe van betrouwbaarheidsgrenzen voor M.
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Ook bij een binomiale verdeling of een Poisson verdeling is ditzelfde
principe algemeen toepasbaar. De situatie is eenvoudiger omdat we in deze
gevallen slechts met €én onbekende parameter, p of |, te meken hebben
waardoor de verdeling geheel wordt bepaald. '

Voor )
np > 5 en  n(1-p) >5 | (39.1)

kan een binomiale verdeliné redelijk door een normale worden benaderd.

o 12 p=np, o= \np(1-p), (39.2)
en met de definities (38.3) en (38.5) wordt het betrouwbaarheidsinterval
voor p gegeven door

et .” S 4, (39.3)
waarbij n, tweezijdig moet worden gekozen.

' De grenzen p1 en p2 zijn de wortels van de vergelijking

(x-np)® = u? np(1-p) ,
te weten

P f +iir/2n 3w VB(1-8)/n + 524'“2 :
2 1+ ui/n '

(39.4)

waarin § = x/n = de fractie § in de steekproef waargenomen.

Formule (39.4) is te onhandig voor practische gebruik. Een goede benadering
is : . )

P o ' ‘
o} = 8+ (E-8) uln Tu V8(1-5)/n. (39.5)
2
Deze formule geeft redelijke resultaten wanneer
x=np>5, en n-x=n(1-p)>s5, (39.6)
Voor

X =np > 50 en n-x =n(1-p) > 50 | (39.7)

kan men de 2e term nog zonder bezwaar weg]_.aten' en versenvoudigen tot

P — i
o} = B3u V8(1-6)/n . - (39.8)
2 <
Dit is de formule die verreweg het meest wordt toegepast. ﬁ(‘1 -f:)_is een t-

ting van o®, en (39.8) is een directe toepassing van de formile X * uas/ n
voor een populatiegemiddelde. '

De formules voor een Poisson verdeling volgen vit dienvoor een binomiale
verdeling uit de limietovergang y = np, n - =,

(39.5) geef+t
tu Vx , - (39.9)

"
1} - x+du
112 o

2
o

bruikbaar voor x > 5 en (39.8) geeft
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{40.1}

bruikbaar voor x > 50.

Voor x = 0,1,.4.,20 2ijn betrouwbaarheidsgrenzen a, , a_  voor p direct gegeven

in de Compendium Tabel 5.3. Deze kunnen voor § < 10 ook als benadering voor
de binomiale verdeling worden gebruikt. '

Dan zijn de grenzen voor p

o

1 1 %2 :
S b=t £ Tabel .3.

(40.2)
2
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Toepassingen van betrouwbaarheidsintervellen bij tellingen,

1. Is een steekproef van n = 20 producten uit een grote partij worden 4 exemplaren.
gevonden die niet aan de gestelde eisen voldoen., Gevraagd een 90% betrouwbaar-
heidsinterval voor p = het percentage foute producten in de partlj. Tabel geeft
de resulteten volgens verschillende formulen.

Tabel 41 90% betrouwbsarheidsintervallen voor p bij n = 20, x = 4,

8,8 37,0 | ex&ct, Tabel 5.3
9¢4 | 37.8 . Formule E39.4g
8'4 37'8 " 39'5‘
53 34.7 " . (39.8
843 42'3 .on 40¢23

Formule (39.5) is een goede benadering en veel eenvoudiger dan (39.4); (40.2) is
goed bij de benedengrens P, maar niet bij p,.
(39.8) geeft een interval van de juiste breedte maar nasr beneden verschoven,
.
2. In 1963 en 1964 werden 96515 en 98324 rekruten gekeurd en hiervan werden respsce-
tievelijk 22.64% en 22, 30% afgekeurd, Is het verschil tussen deze percentages
zuiver toevallig of niet?
De variantie voor beide percentages is ongeveer 0.16 X 10 = Q. 016(%) .
De variantie voor het verschil is dan 0,032(%)" en een 95% betrouwbsarheidsin-
terval:

22,64 = 22.30 + 200,052 = ~0.02 # +0,70%; « = 5%

Het vermoeden dat men'in 1963 iets strenger keurde dan in 1964 is dus gerecht-
vaardigds doch het is niet helemsal zeker of dit vermoeden juist is.
. t
3. Uit twee grote partijen producten, I en II, heeft men steekproeven van 200 en van
150 “etiks genomen en hierin resp. 6 en 9 foute producten waargenomen. Bewijst dit -
een verschil in kwaliteit?

ﬁ1(1-§1) 2

n1 = 20@, x1 = 6, ﬁt = 0-030 = 3-0%,%_ = 1'5(%) L4
: B, (1. )

n, = 150, x, = 9, B, = 0.060 = 6,0%, 150 2— = 4._0(5-%)2,.

Het 95% betrouwbasarheidsinterval voor P, - p, is
6.0 = 3.0 + 2Y1.5 + 4.0 = 1.6 © + 7.6%; a = 5%,
Men mag dus nog niet tot een verschil besluiten,

4+ Komen beide partijen van eenzelfde productieproces dan geldt voor deze produc’ =
op grond van beide steekproeven sament

n =350, x = 15, en daaruit met de normale benadering voor p een intervals

515+ & & 2\'_5)= 2.6% @ Tu1%s @ = 5,

of met Tabel 6.3:

p1'=-§—§g)j— = 2.5%; p ggo——69%; a=-5%-
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5+ Een radicactief preparsat geeft voor een'Geigerteller'251 Pulsen in-8 minuten,
Voor het ssntal pulsen per minuut, i, geldt een interval, ‘

2L 4 ?Fﬂ = 27u4 & 35.45% = b,
8

Het toetsen van hypothesen.

Nauw verwand san betrouwbaarheidsintervallen is het toetsen van hypothesen.

Een voorbeeld: Voor 18 THE=-studenten vonden we voor dé lengten zonder schoenent 3
n=18, X= 180.6 cm., s = 5.9 cm, |
Yoer & 90,000 rekfuten werd in 1954 een gemiddelde lengte gevonden.van
17640 cm;
Bewijst dit gegeven dat T.H.E.-studenten gemiddeld lenger zijn dan de rekruten?
Gean we uit van de hypothese.dat voor de THE-studenten geldts |
Ho!3: e 176.0lcm,,

dan is het gemiddelde X in goede benadering een waarneming uit een normale ver-
deling met ' = 176,0 cm.,o = = 8/Vn = 5.9/VB = 1.4 cn. Dit geeft

X =B _ 180,6 = 176.0 _
ag

B = Td

343,

T

en hieruit = « = 0405%,

Het waargenomen gemiddelde heeft een rechter overschrijdingskans van slechts
0.05%. Dit is 26 klein dat men de waarneming x strijdig acht met de hypothese
B = 176,0 cm., en men deze hypothese verwerpt.

Algemeen gaat men als volgt te werk. ' .

1) Men maakt onderstellingen over de populatie waaruit een steekproef is waar-
genomen, .

2; Men berekent uit de steekproef een karakteristieke grootheid (x, By 8)e

3) Men bepaald van de waargenomen grootheid de overschrijdingskansen in de door
de onderstellingen bepaalde steekproefpopulatie, '

4) Is &én van de overschrijdingskansen klein dan acht men de waarnemingen in
strijd met de onderstellingen.

Meestal is men geinteresseerd in een bepaalde populatieparameter en voert de
toets uit met behulp van een steekproefkenmerk, dat desrmee overeenkomt, men
toetst een waarde van { met een gemiddelde X, en een wasrde van ¢ met een stan-
daardafwi jking s.
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Men onderscheidt ﬁienovereenkomstig bijkomstige onderstellingen en de
.nulhypothese die men wenst te toetsen., In het beschouwde voorbeeld gaan we
uit van de onderstelling dat de 18 lengten een onderling onafhankeli jke
serie waarnemingen vormen uit een populatie met een gstandasrdafwi jking

0 =8 =59 cmy en dat de centrale limietetelling van toepassing is.

De nulhypothese is

HO' [ 17600 C\m..

Verder kiest men dikwijls een kritische drempelwaarde @ voor: de overschrij=-
dingskans, en beschouwt een waargenomen X in strijd met de nulhypothese,
wanneer é€n van de overschrijdingskansen van X kleiner is dan «,

{
Men zegt dan dat de waarneming significant afwijkt van de hypothese bij een
signifikentieniveau @ of bij een onbetrouwbsarheidsdrempel o .

Verder onderscheidt men: .
de tweezijdige hypothese: M = uo, ;43.1%

By

u®

o.

en de éénzijdige hypothesen: p & 43.2

'_Gn"‘..u 2 43.3
~ De tweezijdige hypothese (43.1) kan worden verworpen zowel wanneer x> uo'als
wanneer X < k3 de éénzijdige hypothese (43.2) kan alleen worden verworpen
wanneer x > usy en (43.3) alleen wanneer x < Boe

. Bij een significantie niveau « verwerpt men de tweezijdige hypothese (43.1) -
wanneer ar~:%u of ae<:%u § men spreekt van een tweezijdige toets. :

De &énzijdige hypothese (43.2) wordt verworpen wanneer @ < &, en de één-
zijdige hypothese (43.3) wanneer @ < @ men spreekt dan van §énzijdige
toetsen. _

De drempelwaarde a geeft een bovengrens voor de kans dat men een juiste
hypothese ten onrechte verwerpt.

Het toetsen van hypothesen is. nauw verwent asn betrouwbsarheidsintervallen.
Indien de hypothese y = Ko bij een drempel ¢ niet. wordt verworpen ligt LR in

het betrouwbaarheidsinterval met onbetrouwbsarheid a. Eén- en tweezijdige be-
trouwbaarheidsintervallen omvatten al die waarden van Mo die bij correspon-

derende &én- of tweezijdige toets niet worden verworpen. Toetsen komt dus neer

op het vaststellen of de waarde By al of niet in een bepaald betrouwbaarheids=
interval 1ligt. -
Waar toepesbaar verdienen betrouwhaarheidsintervallen de voorkeur omdat zij een
volledig beeld geven van de interpretaties die een gegeven serie waarnemingen
toelaten. Betrouwbmarheidsintervallen bestaen echter alleen, wanneer we slechts
met één erkéle - onbekende parameter (n,0,p) te maken hebben. Dasrnssst komen
vele gituaties voor waarbij meerdere onbekende parameters optreden, en dan kan
men wel toetsen, maar meestal geen eenvoudig betrouwbaarheidsinterval construeren,
Voorbeelden volgen later. '

Hieronder volgt een semenvatting van een aantal veel voorkomende toetsen, correaw
ponderend met de betrouwbaarheidsintervallen van Tabel 27,




Tabel
Enige gangbare toetsen.
Hypothese Togtsingsgrootheid Ondersteilingen
‘\ (%-u) - .
L o= p 0 om — C.L. stelling; s ~ ¢
0 S/E .
. i
E-p .
" t = Normale verdeling
v | S/E
:-c1 -37:2 s 0o,
B,ow= u = = C.L. stelling;
1 2 2 2 ]
Vs 1/n1 + 532/112 2
% -%,
" 'l:v = #____ Normale verdelingen
‘s 1/n1+1/n2 o, =0,
v
g <g F' = si/s2 Normale verdelingen
v, 2
p-p,
P = po n = W[_* Binomiale verdeling
p,(1-p )/n np, > 5 -
. -8, 5 .
P, =P u = inomiale verdeling
o ¥8(1-8)(1/n +1/n ) |
x + xa :
b=x 73
2
X, - o Poi deli
Bo=p u s oisson verdeling
Q
T /0 By > 5
%, - %, L
L =p u == Poisson verdeling
1 2 \lx.(1/n1 + 1/n2)
X +x
S L L
©oomo+n

44
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Toelichting

' De toetsingsgrootheid is de grootheid waarmee de overschrijdingskans kan
worden afgelezen uit de betreffende tabellen; Tabel 1. 1 YOOT U, Tabel 2.1
voor 1 gt en Tabel 4 wvoor F.

Men kan de- toetsen ook zd uitvoeren,
dat men de waarde van Ay ty. 0of B die uit de .waarnemingen volgen vergelijkt -
met de tabel waarden corresponderenimet een gegeven drempel o. De hypo~
these p = p wordt dan bijv. verworpen wanneer ju] > u, (tweezijdig), de -

hypothese p < ko wanneerru > ua, en de hypothese p = po wanneer u < ~u_
(8&nzijdig). ' :

. . . l
De toetsen 1, 2, 3, en 4 spreken verder voor zichzelf, en komen direct.
overeen met de betrouwbaarheidsintervallen van Tabel 27,

Wat de toetsen voor fracties 6 en 7 betreft is er een Klein verschil. Door
de hypothese p = P, ligt ook de var p = p°(1-p°)/h vast, en deze passen We

toe in de noemer van de toets.

Luldt de hypothese P, =P, =‘p .+ dan is de beste schatting van deze frac-

tie b = (x +x )/(n +n ) en voor de variantie van het verschil

vaz (8,-8,) ~ B(1-8) T (se)

en deze schatting is gebruikt in de noemer van toets 7., Bij een betrouwbaar=-
heidsinterval gaan we er van uit dat p # P, kan zijn, en dan gebruiken we
als schatting . -

o (ﬁ,-izi _ ,(1-8 ) . 5,(1-8,) . (15.2)

n n
1 2

Het is een principieel verschil. In praktijkgevallen geven (45.71) en (45.2)
nagenoeg dezelfde numerieke uitkomst.

Wat de variantie betreft is (5) verreweg de belangrijkste toets.

Er doet zich in de z.g. variantie-analyse veelvuldig de situatie voor dat we

twee varianties sf en si wensen te vergelijken, terwijl we weten dat o? >,°§,
en waar men wil beslissen tussen de twee mogelijkheden, of,= oz en o{ > 02'

Men toetst dan de éénzijdige hypothese 7
. 2 2 :
HO : 0'1 = 02‘. ] ) V (4503)

en wanneer deze hypothese wordt verworpen heschouwt men te hebben asangetoond
dat cf > 02; Is sf < szdan 18 een toets o?erbodig; is sf > sz dan toetst

men met behulp van .

v
1 2.2
Fv = s1/32 . (45.4)




46

\J

Waarden van Fv met een voorgeschreven éénizijdige overschrijdingskans zijn

in Tabel 4 gegeven.
Wil men de twe9213dige hypothese o® =.0° toetsen dan neemt men éls toet~
singagrootheid 1 2

F1a g2 /52 wanneer si > sz ’

v, 1/ T2 '
en Vs 2 ’2 2 ' (46.1)
P ' = 8 /s wanneer s- > s° .
v -2 1 2 1

2

De overschrijdingskansen uit Tabel 4 moeten dan echter worden verdubbeld,
omdat we nu een tweezijdige toets uitvoeren.

Het onderscheid tussen één- en tweezijdig toetsen is een wiskundige ver-
fijning die in de praktijk vaak verwarrend werkt. De gemiddelde lengte

van 18 THE-gtudenten, 180.6 cm, wijkt significant af van de Nederlandse
rekruten, 176.0 cm, met een &énzijdige overschrijdingskans van «_ = O.
(t-toets). Bij een tweezijdige toets noemt men dit significant bij een

drempel van ¢ = 1%; men houdt daarbij rekening met het feit dat een even

grote significantie zou zijn geconstateerd wanneer een gemiddelde van 171.4 cm
voor de studenten was geworden. Voor practisch ingestelden is het helemaal -
niet duidelijk dat het zin heeft met dit alternatief rekening te houden.

Een eenvoudige oplossing is, bij een gegeven waarnemingsresultaat de &én-
zijdige overschrijdingskans te vermelden, en aan de hand dasarvan een oor-
deel te vellen. Wie tweezijdig w1l toetsen kan de kans dan altijd zelf ver=-
dubbelen.

De termen "gignificant" en "het verwerpen van een hypothese" zijn verder
weinig zeggend en kan men beter vermijden. Heeft men voldoende waarnemingen,
dan wordt zelfs het kleinste verschil tussen gemiddel significant. Het woord
significant geeft dus geen enkele aanwijzing over de orde van grootte van de
waargenomen verschillen.

Ook de overschrijdingskans heeft niet de scherpe kritische betekenis, die

men er in de wiskundige statistiek aan toekent. Een overschrijdingskans van
ongeveer 5% wil zeggen dat de waarnemingen en de nul-hypothese, en dat men dus
gens na dient te gaan of hlervoor een verklaring is te vinden. Soms zal men
bij een overschrijdingskans van 1% toch zijn hypothese ‘handhaven omdat men
uit vroeger ervaring in deze hypothese een groot vertrouwen heeft. In andere
gevallen,~-bijv. wanneer men het percentage successen met een bepaalde opmaile
in een bepaald ziekenhuis vergelijkt met het landelijk gemiddelde-zal men
zelfs bij een overschrijdingskans van 10% of 20 toch tot een nader onderzoek
naar mogelijke oorzaken van het waargenomen verschil overgaan, omdat het hier
om mensenlevens gasat..

Algemeen dient men toetsen te beaschouwen als. een internationale beoordelings-
norm waarmee men bepaalde veelvuldig voorkomende vragen op uniforme wijze
beantwoord. De uniformiteit van oordelen is daarbij het waardevolle element.
Of een onbetrouwbaarheidsdrempel o exact 5% of alleen van de orde van grootte
van %% is doet niet ter zake, zolang als de uniformiteit van ons handelen nlet
door een verschll van mening hierover in gevaar woxrdt gebracht.
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Steekproefkeuringen

Toetsen van een hypothese wordt als routine toegepast bij keuringen van par-
tijen producten. Stel men ontvangt een partij stasldraad waarvoor is voorge-
gshreven dat de gemiddelde treksterkte groter moet zijn dan 140 kg/hmz stel
verder dat we op grond van vele vroegere metingen weten dat de standeardaf-
wijking van een trekvastheidsbepaling g = 5.7 kg/mm bedraagt, en dat men
doorgaans goed materiaal geleverd krijgt. Voor alle zekerheid wordt niette-
min uit iedere geleverde partij een steekproef onderzocht en de partij wordt
afgekeurd wanneer hieruit blijkt dat p < 140 kg/mm®,

Daartoe tcetst men dan de hypothese H s p» 140 kg/mm met een drempelwaarde

o en keurt een partij af wanneer deze hypothese wordt verworpen.

Is de centrale limietstelling van toepassing, hetgeen praktisch‘eteeds het
geval is, dan luidt het kriterium:

X=g,
Afkeuren wanneer < =1Uu
73 T

of

i < F,l. - 1 U/rl (4701)
o a '
of nog eenvoudiger x < @, (47.2)

waarbij G een waarde heeft die afhangt van n en «. Bijv. voor
ko = 140 kg/mi?, ¢ = 5.7 kg/mn®, o = F(4énzijdig) en n = 10 is

G = 140 = 1.645 x 5.7/410 = 137.0 kg /mn?,

Is het ware partijgemiddelde gelijk aan p dan is de goedkeurkans, Pg’ gogeven
door

P, = P(X>G) = 1 - °(o\fp (47.3)

Voor het beschouwde numerieke geval is Pg in Fig. 48 uitgezet als functie
van e

Een dergelijke kromme heet het onderscheidingsvermogen van de toets, of de
keuringskarakteristiek. Bij het ontwerpen van steekproefkeuringen spelen de
keuringskarakteristieken een beslissende rol, omdat zij overzichtelijk in
beeld brengen wat een voorgenomen keuring presteert.

De keuze to = 140 kg/m® en « = F% heeft: tot gevolg dat een partij met een

gemiddelde treksterkte van 140 kg/mm2 een kans van 5% heeft te worden afge-
keurd.

Fig. 48 lamst zien dat een steekproefkeuring geen scherpe acheiding maakt
tugsen goed en slecht; er is een geleidelijke overgang van pari ‘en met

p < 134 kg/hm die praktisch steeds worden afgekeurd, naar p > 1.9 kg/ﬁm die
praktisch steeds worden goedgekeurd.

De steilheid waarmee de karakteristiek verloopt hangt af van de standaard-
afwijking van x : 0/ n. Voor n = 40 vinden we bijv. G = 138.5 kg/mm en de
steilere kromme in Fig. 48.




48

100 “
T
— _ Eis:
R Eis: x> 137 x > 138.5
005 —mar | n= 10 n = 40
o —
g —
0.0 1 ] I ] 1 ] ! T
130 135 140 kg/m®
— .

Fig. 48, Keuringskarakteristieken of het onderscheidingsvermogen van twee
toetsen.

Soms stelt men twee grenzen vast waar X tussen moet 1iggen; een partij
wordt goedgekeurd wanneer G <X< G « Dan krijzen we twee krommen als die

in Pig. 48, die samen de keurmgskarakteriatiek bepalen; zie Fig. 48.a, die
overeenkomt met een tweezijdige toets van de hypothese ko = 140 kg/nnna, met -
a = 104 (tweezijdig).

1. -~
T n =40
: g = 507
o Eis: .
0.5 138.5<x<141.5
P —_
g —
Oon_ l
135 145 kg/m®
—_—

Fig. 48.a. Keuringskarakteristiek bij een tweezijdig kriterium
138.5 < X < 141.5 kg/mm .

Gasn we er niet van uit dat o bekend is, en onderstellen we een normale ver;
deling dan zal de voorwaarde {47.1) waarbij wordt afgekeurd worden vervangen
door

xX<p -t s/\n. | (48.1)

0o~ v,

Nu moeten we echter met variaties van p en o beide rekening houden; de keurings->
karakteristiek is dan een functie van p en o en kan n:Lat meer door een eenvou-
dige kromme worden weergegevern.

Keuringen als hierboven beschouwd, gebaseerd op metingen, staan bekend als
keuringen op variabelen. In de praktijk maakt men ook gebruik van een keu-
ring op attributen. Daarbij worden de producten uitsiuitend onderscheiden




in goede en defektieve. Defektieven zijn producien die niet aan de gestelde
kwaliteitseiden veldoen. Het percentage defektieve producten in een parti]
heet het uitvalpercentage, of ook de kwaliteit van de partij.

De eenvoudigaste attributenkeuring bestaat uit een enkelvoudig gteekproef-
gchema. Men keurt een steekprdef van n producten en keurt de partij goed
indien hierin c of minder defektieven worden aangetroffen., Worden meer dan
¢ defektieven gevonden, dan wordi de partij afgekeurd. :

n heet de gteskproefgrootte, ¢ het goedkeurig;‘itei'iumn

De keuringskarakteristiek geeft nu de goedkeurkans Pg als functie van het

uitvalpercentage p. Daar p doorgeans kleiner is dan 10% kan de keuringska-
rakterigstiek uit de Poissonverdeling worden bepasld.
Tabel 49 geeft een voorbeeld.

Tabel 49.

Constructie van een keuringskarakterigtiek van het enkelvoudig steakproef—
schema n = 80, ¢ = 3, met behulp van Compendium Tabel 6,2,

benp = 1,0 2.0 3.0 4.0 50 6.0 7.0 8.0
Pg = Oa 98 0.86 0065 0043 0026 0015 0.08 0.04
P = 1.25 2,50 3,75 5,00 6.25 T.50 8.75 10.00%

Dit geeft de punten in Fig. 49.

"\' n = 80
- N |
- \ o Tabel 6,2
00 5— X, + Tabel 8.1

%
a

BB

- "\.

- | \x\'\

0.0 T | L T T 1

' 0 10 %
—_—

‘Fig. 49. Ben keuringskarakteristiek voor een percentage defektieven p.

Deze keuringskarakteristieken kan men ook doelmatig constirueren met behulp
van Tabel 8.1, die waarden van yu = np geeft bij gegeven waarden van Pg en
Cs )

43
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Tabel 50.

Berekening van de keuringskarakteristiek voar het enkelvoudig steekproef -
schema n = 80, ¢ = 3, met behulp van Compendium Tabel 8.1.

P, = 0490 0.75  0.50 0.25 0.10
np = 1745 2,535  3.675  5.109  6.681
p = 2.2 3.2 4.6 6.4 8.3 %

Dit geeft de kruisjes in Fig. 49.

Figs 50 brengt in beeld hoe de keuringskarakteristiek veranderd bij variaties
van n en c. ' ' '

1.0
, - {n =320
-] c = 12
-
00 5 s _¢ =80 !,
- n =80 ¢ =3
d e = 1}"’
P
. £ 1
0.0 J T T T l T 1 T l T T
0 5 10 %
—_— -

Fig. 50. Verloop van keuringskarakteristieken bij veranderingen van
L en c. ‘ .

Houdt men n vast en neemt ¢ toe dan verschuift de karskteristiek naar rec‘hts;‘
houdt men de verhouding c¢/n konstant dan blijft de kromme ongeveer op dezelf~
de plaats doch wordt steiler nasrmate n toeneemt.,

Ook een attributenkeuring kan men zien als het toetsen van een hypothese. Bij
n =80, ¢ =3 is de benedengrens van een &énzijdig 95% betrouwbaarheidsinter-
val p = 1.4%. Het keuringsschema n = 80, ¢ = 3 keurt die partijen af waarvan

met een betrouwbaarheidsdrempel van 5% is aangetoond dat het uitvalpercentage
hoger is dan 1.4%. :
Neast enke' .voudige kent men dubbele, en meervoudige steekproefschema's. Een
dubbel schema werkt als volgt. '
Men keurt eerst een eerste steekproef van 1511 stuks,
is x, het aantal defektieven hierin gevonden, dan wordt

de parti) goedgekeurd wanneer x1 £ 0,

afgekeurd " X >c.




Is c_1< xis r:2 dan wordt ecen tweede steekproef van n2 stuks genomen en uit-

eindelijk :
de partij goedgekeurd wanneer x1 + x2 s;cs,

wo-on afgekeurd " x, +x,>c.

.Het voordeel is dat men uitgesproken goede of uitgesproken sliechte pariijen
reeds bij de eerste steekproef onderkend, en alleen in twijfelgevallen een
tweede steekproef neemt. Men spaart deardoor waasrmemingen uit. Een nadeel
is dat het aantal te verrichiten waarnemingen niet van te voren vast ligt enm
ten dele van toevallige omstandigheden afha..gt.

De formule van de goedkeurkans luidt nm

c N
P = Rzs<o) ‘2-.;1 P(x, =1) Bz <o, -1) , (51.1)
2
en de gemiddelde steekproefgrootie im
. c :
E(_rl) = n +n E P(_x_ =1). : (51.2)
. © d=c +1 1 '

De kansen P kunnen in het algemeen uit de Poisson verdeling worden afgelezen.
Tabel 51. |

Voorbeeld van de berekening ven een keuringskarakteristiek en van E(n) voor
een dubbel steekproefschemsa.

Schems: n .=n =50, o =0, o, =2 ¢ =3

ph P(.x_1=£ 0) + P(§1 =1) x P(_:;_;; 2) + P(_:Ll = 2) x P(x2< 1) ol

2 0.,3679 + 0.3679 x 0.9197 + 0.1839 x 0.7558 =| 0.841
4 | 041353 + 0.2707 x 0.6767 + 0.2707 x 0,4060 =| 0.428
6 0.0498 + 0.1494 x 0.4232 + 0.,2240 x 0.1991 =|  0.158
8 0.0183  + 0.0733 x 0.2381 + 0.1465 x 0.0961 = 0.059 .
h n, + n X {P(x,=1) +B(z, =2)} =| En)

2 50 + 50 x { 0.3679 + 0.1839} =1 77.6

4 50+ 50 x { 0.2707 + 0.2707} : =1 771

6 50 + 50 x - { 0.1494 + 0.2240} =) 68T

8 50 4+ 50 x { 0.0733 + 0.1465} =| 61.0

De keuringskarakteristiek heeft eenzelfde vorm als in de Figuren 49 en 50.

51



Fig. 52 geeft E(g) weer als functie van p.

80

P

70 —

B(n) 60—,
ra

. ~-——— P
Fig.52 E(n) sls functie van p.

E(n) gaat als functie van p door sen maximum. Zeer goede en zeer slechte
partijen vereisen slechts een eerste steekproef, en dus E(n) = 50. Bij

p = 3% ligt het maximum; daar komen het meeste iwijfelgevallen voor, die
. een tweede steekproef verlangen.

. . !

Door een juiste keuze van de steekproefgrootten, nj, n,, en de kriteria,
01, C,y €n o, kan men dubbele steckproefschema's construeren die praktisch
dezelfde keuringskarakteristieken bezitten als enkelvoudige schema's, en
déze dus zonder meer kunnen vervangen. Globaal kan men door gebruik van aen
dubbel #chems 20% & 23% op het aantal waarnemingen besparen.

Eeén méérvoudig steekproefschema verloopt‘in meer dan twee stappen. Na iedere
steéekproef neemt men &én van 3 beslissingen: goedkeuren, afkeuren, of een . .
volgende -ateekproef nemen.

Een steeds verdere verfijning leidt tot de z.g. sequente steekproefmethode.
“Higrbij ligt de steekproefgrootie niet vast. Men keurt de producten één voor
één en zet stap voor stap tegen elkaar uit, het totaal aantal gekeurde pro-
ducten, en het aantal gevonden defektieven. Dit geeft een trapvormig omhoog-
gaande serie punten als in Fig. 52.a. In dit diagram worden nu twee evenwijdige
lijnen getrokken en de partij die wordt onderzocht wordt goedgekeurd indien
het toevalspad det door de keuring wordt beschreven de lijn G het eerst snijdt,
en afgekeurd indien de lijn A het eerst wordt gesneden. Men kan bewijzen dat
deze methode van keuren een gegeven keuringskarskteristiek gemiddeld met het
kleinst mogelijke aantal waarnemingen kan realiseren. Voor de industirie is deze
methode echter onpraktisch omdat de steekproefgrootte te variabel is. De methode
vindt wel toepassing bij medisch onder%oek naar het effect van een geneesmiddel;
daar ligt dit voor de hand omdat de patiénten zich één voor &én aanmelden.

A
Een slechte partij X

Een goede partij

—3 n
Fig,52.a. Principe van cen’ sequente steekproefkeuring.
n-= aantal gekeurd, x = aantal defektieven.




53

Een keurlng op variabelen kan steeds worden uitgevoerd als een keurlng op_
attributen. In plaats van de eis te stellen dat een steekproefgemiddelde x
boven een gegeven grens G_ moet liggen, als in Fig. 50, kan men bijv. eisen
dat van de n waarnemingen er niet meer dan ¢ beneden een andere grens G .
mogen liggen. Men definieert dan producten waarveor x « G1 als defektievan.

Het is mniet moeilijk voor deze methode van keuren een keuringskarakteristiek
te berekenen. De fractie producten p waarvoor X <;G wordt bij een normale
~ verdeling gegeven door '

- o(25)

en met behulp van de binomiale verdeling of een van haar benaderingen kan men
met deze waarde de goedkeurkans Pg berekenens Tabel en Fig.53. G1 werd bij dit

Pg = 0,95 voor u = 140 kg/mmz.

voorbeeld zd gekozen dat wederom, als in Fig.50,
Tabel 53

Voorbeeld van berekening van de karakteristiek van een variabelenkeuring
uitgevoerd als attributen keuring. ;

Schema:  n = 40, ¢ = 33 ondersteld: o = 5.7.
P np ‘ ph _ -u0 G1 - ug
- & Tabel 8.1 Tabel 1.1 G, =129.6
0,95 1.366 3,42 -1.82 10.4 140, 0
0.90 1.745 4,36 -1.71 9.7 139.3
0.75 2,535 " 6.34 - 1.53 8.7 - 138.3
0.50 3.672 9.18 - 1.33 7.6 137.2
0.25 5,109 12,77 - 1.14 6.5 136.1.
0.10 6.681 16.70 - 0.97 5.5 135.1
0.05 7.754 19,38 - 0.86 4.9 - 134.5
1.0
- Attributenkeuring
- n = 40 n = 40
c= 3 - .Eisz_
. Eis: x > 129.6 x>138.5
0. 55— Variabelen
- keuring
P
£ —
0.6 ' — ' , — T
— 135 - 140

Fig.53. Vergelijking van een keuring op varisbelen met een attributen-
keuring.
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We zien uit deze figuur dat de attributenkeuring veel minder efficient is dan
de keuring op variabelen. De steekproefgrootte is dezelfde, doch de keurings-
karakteristiek loopt veel minder steil. : .
De attributenkeuring met n = 40, ¢ = 3 is niet veel beter dan de variabelen
keuring met n = 10 uit Fig.50. ‘ :

Niettemin wordt in de industrie in de meeste gevallen een stiributenkeuring
toegepast, Bij een variabelenkeuring is de keuringskarakterigtiek alleen be-
rekenbaar als de vorm van de verdeling van de gemeten grootheid bekend is,
Wanneer men echter niet weet onder welke omstandigheden een partij producten
is vervaardigd is iedere onderstelling over de vorm van de verdeling riskant.

Voorts kan een atiributenkeuring worden uitgevoerd met behulp van kalibers;
21} vereist een eenvoudiger instrumentarium en minder geschoold personeel en
dat weegt voor een groot deel op tegen het nadeel van een geringere efficiéntie.

We maken er nog op attent dat de karakterisiiek voor attributenkeuring in Fig.

53 nadrukkelijk een normale verdeling onderstelt, terwijl de variabelenkeuring
alleen op de geldigheid van de centrale limietstelling is gebaseerd. Men kan

" de karakteristiek voor attributen ook uitzetten tegen het percentage defektieven,
d.w.Z., het percentage produkten waarvoor x < G. Gebruikt men attributenkeuring
dan is dit de sangewezen methode. Er is tussen pen p alleen gen duidelijk ver-
band, wanneer de vorm van de vardeling bekend is.

Bij de praktische toepassing van een steekproefkeuring gaat men veelal uit van
een gewensie karakteristiek, en construeert vervolgens een steekproefschema .
dat aan deze wens voldoet. De keuringskarakteristieken zijn steeds krommen van’
eenzelfde algemene vorm, die voldoende wordt vastgelegd door twee parameters.
Hiervoor kiest'men bij een attributenkeuring bijv.

1) het risicopunt van de leverancier = P, =

= het uitvalspercentage met een goedkeurkans van 95%.

2) het risicopunt ven de afnemer = Po"

= het uitvalpercentage met een goedkeurkans van 10%.

De leverancier of producent weet dat hij weinig moeilijkheden met afgekeurde
partiijen zal krijgen zolang de kwaliteit van de geleverde partijen beter is
dan p95' De afnemer‘weet.dat partijen wasrvoor p >-p1o slechts zelden door de

keuring heen zullen glippen.
Schrijft men voor

p
Py = 2.0k P =6.0% aus =12 = 3.0
10 P95 .
dan volgt een bijpassend enkelvoudig steekproefschema uit Tabel 8.1. Uit de
laatste kolom zien we diat ¢ = 7 het esrste schema is waarvoor p1o/b 5 < 3.0,
Kiezen we ¢ = 7 dan volgt uit P, = %6, n = 199 en uit Po= 6%, n = 196, In
de praktijk zal men dit afronden tot n
n =200, c =17 '
het gezochte enkelvoudige steekproefschema.

1200 en is

Dat men p95 en p10 kiest is puur conventié, doch algemeen gehruikelijk.
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Een andere nuttige paremeter is het
\ . o =
controlepunt Pso
= het uitvalpercentage met een goedkeurkans van 50%.

Dit houdt zowat het midden tussen wat men beachouwt als goede en aledhte‘par—
tijen. Tussen Psb' n, en ¢ bestdat een eenvoudige relatie (zie Tgbel 8.1)

np=oc+ 2/3. o (5541)

Is psy gegeven dan blijft nog een zekere vrijheid in de keuze van'n en c'

over en dit ia in de praktijk veak nuttig.’
Een andere veel toegepaste parameter is de

AQL = Acceptable Quality lLevel = P, =
het verlangde kwaliteitsniveau.

Hieronder verstaat men het gemiddeld uitvalpercentége dat men in geleverde
rartijen toelaatbaar acht.

patstelt een eis aan de productie, het is nist een eigenschap van een keurings-
karakteristiek zoals Pygt Pgoo €D p1°._Is P, -gegeven, dag zal men steeds een’
steekproefkeuring kiezen die bij p = P, een hoge waarde voor de goedkeurkans
geeft, doch deze waarde van Pg is niet strikt voorgeschreven, en dit is een
practisch voordeel.

Tenslotte noemen we de

AOQL = Average Outgoing Guality Limit = ﬁm =
het maximaalAgemiddéld-doorgelaten uitvalpercentggé.

Hierbij wordt ondersteld dat afgekeurde partijen aaﬁ een 100% keuring worden
onderworpen en dat daarbij alle defektieve producten worden geélimineerd.

Nemen we verder aan dat alle gekeurde partijen eenzelfde uitvalpercentage, p,
bevatten dan zal het gemiddeld uitvalpercentage in de doorgelaten partijen

E(p) =P %p+ (1-P,) % 0 =P x0p,

bedragen, afgezien van een klein aantal defektieven dat in de steekproeven van
de goedgekeurde partijen wordi gevonden., Dit gemiddeld doorgelaten uifval-
parcentage, gegeven door het gearceerde oppervlak in Fig., H, gaat als functie_
van p door een maximum: het maximaal gemiddeld-dooxrgelaten ultvalpercentage, Py’

AR

Fig. 55. I1llustratie bij het begrip maximeal gemiddeld-doorgelaten
uitvalpercentage. o

Kromme moet gladder
verlopen. Er zit
een ongewenste knik
in het midden.




5 geeft een conservatieve grens, omdat men sanneemt dat alle partijen een

zelfde uitvalpercentage p bevatten, en dat deze p de meest ongunstige waarde
aanneemt.‘

Practische agpecten

Een keuringskarakteristiek ligt practisch voldoende vast 1ndien voor twee
van de 4 parameterss

P95! p50’ p1o’ Pm

een numerieke waarde wordt voorgeschreven.
Vervolgens kan een steeckproefschema worden geconstrueerd, dat man deze nume-
rieke eisen voldoet.

In de praktijk werkt men echter bij voorkeur met standaard tabellen, waarult
het te gebruiken steekproefschema direct kan worden afgelezen als functie van
a) de grootte van de partij, en b) &én van de boven besproken parameters.
Compendium Tabel 8.2 geeft een dergelijke tabel bij Philips in gebruik en ge=~
baseerd op partijgrooite en p.,. Voor.partijen van 1000 of minder produiten
worden enkelvoudige, voor g:otere partijen dubbele steekproefschema's voor-
geschreven, :

Een volledig stel keurnngskarakteristieken is toegevoegd, en kan geraadpleegd
worden bij het bepalen van onze keuze. Een hulptabel 0P Dag. 67 geeft tevens
de bij ieder schema behorende waarden van p en p

Fen andere zeer veel gebruikte Tabel is de

Military Standard 105 D
U.3. Government Printing Office
Washington D.C. 10402, $0.40.

Deze tabel geeft steekproefschema's als functie van partijgrootte en AQL. Zi]
bevat bovendien equivalente tabellen met enkelvoudige, dubbele, en meervoudige
schema's., De Mil.Std. 105 D is ontworpen in onderlinge samenwerking door de
ministeries van oorlog van Amerika, Canada, en Engeland, ten behoeve van de
keuring van legergoederen. Deze standaard wordt echier ook uitgebreid toege-
past in de industrie voor andere keuringen. Deze en andere tabellen gaan meesial
begeleid door uitvoerige instructies voor hun gebruik. Men moet er zich echter
voor wachten hieraan een te absolute waarde toe te kennen, want de practische
toepagsing van steekproefkeuringen berust steeds op het vinden van een compro-
mis tussen wensen en mogelijkheden. Daarbij spelen naasst siatistische ook vele
technische overwegingen een rol. Men moet bijv. rekening houden

a) met de mate waarin slechte partijen voorkomens

b) met de kosten van de keuring;

c) met het aantal man-uren dat voor keuringswerk beschikbaar isos
d) met de wijze van behandeling van afgekeurde'partijen;

e) met de aard en ernst van de fouten die men in de defekte producten aan-
treft; en

f) met de omvang van sanwezige voorraden.

Een steekproefkeuring laat zich in de praktijk dan ook niet volgens strakke
wetten voorschrijven; soepelheid moet steeds worden betracht.
Voor details verwijzen we naar leerboeken op dit gebied; bijv.
' A.H., Schaafsma en F.G. Willemze,
‘Modern Kwaliteitsbeleid
‘Philips Technische Bibliotheek.
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De xa - Yordeling en haar togpasaingen

IB]_J.i 4 i'=1,o-oyv

een reecks van v gtandaard normale vai‘iabelen dan is per definitie

| , | |
X = 121 ul . (57.1)

;xf, = do som der kwadraten van v onafhankelijke standaard-normale variabelen.

De parameter v = het aantal vrijheidsgraden.
De verdeling van ,&2\’ is

2
£(2) ax2 = AP axp {- 3} &y 0so@ <=, (57.2)

Compendium Tabel 3.1 geeft waarden van 'xa met voorgeschreven overschrij-
dingskansen,_ bijv.

P(x <9.24) = 0.90,
P(_x_i > 1.61) -] - 0.10 = 0090 1
P(1.15 < X} < 11.1) = G.90.

Tabel 3.1 speelt in de toegepéste atatistiek een zeer belangrijke rol.

Uit de definitie: volgt

(57.3)

daar var v® = B(u') - {Bu®}?® <3 -1=2

Voor grote waarden van v is de _Jga ~verdeling praktisch normaal. Een nog
betere benadering is

L * v +uvE. (57.4)

v

Hieruit volgt bijv. voor v = 30
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P {16.8 <1§0 <47.3} = 0,95
terwijl tabel 3.1 als grehzen geeft 16.8 en 47.0.

Uit de definitie (57.1) volgt verder

2 2 2 2

+ + ocol + = l .' (58.1)
£ g vt B By, .

De som van een aantal onafhankelijke xz-va.ria.belen is weer een xz-variabele; '
met een santal vrijheidsgraden gelijk aan de som van de vrijheidsgraden der
componenten, _ ‘

De omgekeerde stelling luidt: Bestaat tussen x2-variabelen de betrekking (58.1)
dan zijn _7_(,31, _7_(32,..., ;:k onderling onafhankelijk.

Hot bewijs valt buiten het bestek varm dit college. De stelling speelt in de.
Z.g. variantie analyse een belangrijke rol. -

De verdeling van sa.

Is zi.a- p.+gi°, i=1,o-a,n

een aselecte steckproef uit een normale verdeling dan is

X, =g ‘ 2 ..
z.{—--——-—i_ S S (58.2)
s ]

Vervangen we g door 1_'5 dan kan worden bewezen dat

2

e B vet o |
> - . T Tz T XA Y =n-1 . (58.3)
1 [s] o g . .

92

Hiermee is de verdeling van -_-; en dus ook van _s_/o gegeven, Zo is bijv. voor
v = 8, (Tabel 3.1) - °

. 39_2'
P (2.18 <— < 17.5) = 0.95
[0
en dus o0k ‘
Pl cocel I - 0,

of |
‘ P (0.685 <o < 1.928) = 0.95.

Dit zijn de betrouwbaarheidsgrenzen voor o gegeven in Tabel 3.2; deze tabel
is dus rechtstreeks uit Tabel 3.1 afgeleid, volgens de formules

8, = V —2—"'-— y & = AY; 2“ e | (58.4)
v
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De banadei'ingsfomules

-7 - . .
S (59:1)
8-2 2”\.91“ -' . o
volgen uit de benadering (57.4).

Uit de formule (58.1) volgt verder dat een s> volgens (30.1) verkregen door -
samenvoegen van een aantal varianties, wederom een X2 ~verdeling bezit.

Het vergelijken van fracties of percentages |

Veelvuldig komt het voor dat we een ult een aantal steekpfoeven fracties of
percentages ﬁ1 "ﬁz""’ﬁv hebben gevonden en dat we één van de hypothesen
_ ‘ " _

B : P, =B, = «.. =P =D, (pY gegeven) (59.2)
of . Hoz p1 = Pz B see = pk ’ : .l (59’3)
°: Hoz p; = p; ’ (p; gegeven) { 59.4)

willen toetsen. Dit geschiedt dan doorgaans met behulp van de xz-toets.
- De volgende voorbeelden lichten dit toe.

4, Een tollende gulden valt vaker met "muni" naar boven dan met "kruis".
Tabel 59 geeft het resultaat van een experiment met 4 verschillende

guldens. _ "
Tabel 59. Tollen met 4 guldens; toetsen van de hypothese; P; =P, = %,

Muntstuk | Aantal worpen| Aantal“Mont" E(x, )= n,p | ¢ = u,
R X ;=% X3 0yPs
A 30 20 15 +5 | +1.82
B 40 19 ,_ 20 -1 - 0,32
c 40 : 28 20 + 8 + 2.53
D 50 32 25 + 7 +1.98
- Totaal. 160 99 - 80 + 19

- De waamemingen X, zullen een binomiale verdeling bezitten en op grond
van de normale benadering zullen de grootheden

Xy = By4P;

n =
L7 e U-r,)

een onafhankelijke steekproef uit een standsard normale verdeling vormen.
De waarden uy corresponderend met de nulhypothese

B p =4 " - (59.5)
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zijn gegeven in de laaiste kolom, Hiermee vinden we

o2

. - (1.82)2 4 (0.32) + (2.55) + (1.98)2 = 13,75, o, = 1%

Er is dus goede redenen aan de juistheid van de hypothese (59 5)
twijfelen,

We kunnmen deze hypothese doelmatig in twee delen splitsens _

Bl:p, = P, ‘ (60.1)

en .
B':p, = &, (60.2)

H’ kunnen we apart toetsen door de berekenmgen van Tabel 59 uit te
voeren net ds scha.tting

B, = 72 = 0.62 | | (60.3)

die uit de totalen in Tabel 59 volgt.
Dit geeft Tabel 60. = ‘ , )

Tabel 60. Tollen met 4 munten. .
Toetsen van de hypothese: P; = Py 1 =1,.00,43 P, onbekend.

Muntstuk | Aantal worpen| Aantal“Munt" E(xi) =nB{ 4 = uy
By x; g, = 0,62 x;, = niﬁo
A 30 20 - 18,6 + 1.4 + 0.53
B 40 19 24.8 - 5,8 - 1,89
C 40 28 . 24.8 + 3,2 + 1.04
D 50 32 © 31.0 +1,0 + 0.30 -
Totasl | 160  { 99 99,2 - 0.2

Het verschil met tabel 59 is dat nu, op afrondingsfouten na, de som der
verwachtingen gelijk is aan de som der waaruamingen; d.w.z. '

zniﬁo -=Exi of | Ed.i = 0.

| Door deze aanpassing wordti xz kleiner, maar dit kan correct in rekening
worden gevracht door het santal vrijheidsgraden met 1 te verminderen. Dusg
nu vinden we

2

5 = (0.53)% + (1.89)% + (1.04)% + (0.30)> = 5.02; a % 205

X

Er is dus geen redenen asn hypothese (60.1) te twijfelen.
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De hypothese (60.2) kunnen we nu afzonderlljk toetsen op grond van de totalen.
Dit geeft volgens

ni .- v%‘m = + 3,01, .ar - 0.13%,
xf = (3.01)2 = 9,1, a_ = 0.26%,

De hypothese p_ = % is dus moeilijk te handhaven. | |
Dit voorheeld toont verder dat een u-toets gelijkwaardig is met een X, 2 toets. .
Allaan gaat bij x het teken verloren en de dénzijdige overschriadingskans

bij x is gelijk aan de tteezijdige overschriadingskans bij de u-toets. o f

Een enigszins andere situatie doet zich voor in Tabel 61.
Tabel 61
120 worpen met &én dobbelsteen.

Toetsen van de hypothese p, = 1/63 1 = 1,.00,6.
‘ - i . .

Aantal Frekwentie E(;i) - .di A x2a
ogen ' ap 2/n
x; - 1/6 ‘
“1" . 15 20 -5 1.25
ll2|l 26 1" ’ +6 1.80
n3h 21 L. # | 0,05
n4n 10 " '_10 5.00
5" 21 o R T
ngn _ 21 " +1 | . 0.05
Totaal 120 120 0 | 10.604
X2

Het verschil met het voorgaande_geval is dat nu de som

Ix, = n = 120

van te voren vast ligt. De waarnemlngen zijn niet onafhankelijk; zij

bezitten samen een multinomiale verdeling Dit brengt twee correcties met
zich mee:

1) het aantal vrijheidsgraden moet met 1 worden verminderd.
2) de bijdrage van iedere rij in tabel 61: tot xz moet worden berekend volgens
2
2 (xi-npi)
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de factor (1-pi) in de noemer komt te vervallen. Het bewijs kan hier nigt
worden gegeven. .

" Tebel 61 geeft aldus

x:- 10.60 , ar-sss%.

De Juiatheid verr de hypothese p; = 1/6 is dus aan tv:.,)fel onderhev:.g, er is
een aanwijzing dat de dobbelsteen niet zuiver is.

Uit Tabel 61 zien we dat vooral de frekwentie van het ogental "4" te laag
ig. .

In hoeverre we inderdasd aa.nva.é.rden dat deze dobbelsteen vals is:zal.er.van af-
-hangen of we al of niet reden hebben valsheid te vermoedea.

C. Formales.
Het is nuttig de formules d1e voor d.e berekening van X werden toegepast
duldeligk te onderscheiden., .

(x; -n.p )? .
Tabel 59: Z ﬁm P, gegeven (62.1)

p LT ipo

(x, ~n,Bo)%%: o |
Tabel 60 Xi-, = E %%T 7 ‘ﬁo geschat (62.2)

i1
b 61 2 7 ( T npi ) : | . - 1 ( 6 )
1 = —_—— - = 1, . Ze
Tabel 61: ¥, Zi — np, » Py gegeven, Ip; =1 3

De laatste formule is de meest gangbare die in alle leerboeken voorkomt..
Ook de Tabellen 59 en 60 kunnen met deze formule behandeld worden mits
we naast de waarmeming x; voor "Munt" ook de wamrneming (ni- xl) voor

"Kruis" in rekening brengen. Tabel 63 licht dit nader toe voor het geval
van Tabel 60,




Tabel 63 Berekening van X voor Tabel 60 met behulp van formule,

Munt- | Aantal Ount® | "Kruigh Ayt
stuk worpen | Waarn. Verwa.chtlng Waarn. { Verwacht ing "Munt" | "Kruis"
n, % n;9, X n,%, |
" 30 20 18,6 10 - TR 011 | 0417
B 40 19 . 24.8 o1 1542 1.35 2,21
C 40 28 24.8 12 15,2 0.21 0.67
D 50 | 32 31,0 18 19,0 0.03 0.05
-2
¥ = 5,00

‘ x2 is mz opgebouwd uit 8 bijdragen.
De wasrnemingen Xy en xzi moeten echter aan 4 voorwaarden voldoent

x1i+x n.,i“‘l,..oo" 4.

21 1
Daarmee gaan 4 vrijheidsgraden verloren. ' '
De S5de vrijheidsgraad verliezen we omdat §1 = 0, 62 en p2 al = ﬁ1 = O, 38 uit de

totalen werden geschat. :

D, Tabel 63 ie een specisal voorbeeld van een algemener geval, de Z.g. mXn
verwandschapstabel, waarvan Tabel & een voorbeeld geeft. Deze Tabel bevat de
asntallen E,N,W en T-gtudenten die bij een wiskunde tentamen in 1961 resp. niet
deelnamen, een voldoende, en een onvoldoendé {clijfer behaalden,

De vrasg is mu, is het gedragspatifpon wak de E"N,W en T studenten betreft eender
of zijn er significante verschillen,

Om dit na te gaan schatten we uit de rand totalen de kansen ﬁ en p . Is het ge~ -

dragspatroon onafhankelijk van de studierichting dan is de verwachting in de cel i,J,
E(xij) = nﬁij = nﬁi » ﬁ. . ' ' (65-1)

Met deze fomule z:__jn de tussen haskjes geplaatste verwa.chtingen berekend, en de
bijdrage tot x gegeven door.

_ (™ © o B 2 ) ‘
a2 (xiﬁ RILTUNE (63.2)

nﬁi, ﬁ‘j
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Tabel 64.

‘ Ged.tja.gsp_a.troon van E, N, W, en T-studenten bi}] een wiskunde tentamen.,

Studie- | Niet deel-'| Voldoende |Onvoldoende || Toteal 8.
‘richting _ ‘genomen ' 11 '
x 51 81 51 " 183 _ 0.527-'
E E(§1J) (51.0) (80.1) |  (52.0) (183.1)
ay? | 0,00 | 0,01 0,02
%9 31 ' 45 17_ | 95‘ | 0.166
N Ex,;) (25.9) (40.7) (26.4) || (93.0)
| % 1.00 0.45 |  3.35
xsj 25 61 | 39 125 0,225
Ly Bz, ;) - (34.9) (54.8) | (35.5) || (125.2)
L i E .
Ax® 2.80 0,70 | . 0435 A
543 49 56 52 Al 159 | o.284
W Bz, ;) - (44.4) (69.6) | (45.1) || (159.1)
| x> 0.48 | 1,95 | ¢ 1,38
Totaal Totaal 156 245 159 560
ﬁ,J | ﬁ'J 0,279 0.438| - 0.284

De verwachtingen zijn nu zo aangepast dat de marginale sommen X;, en X, i gelijk
zijn san hun verwachtingen E(—.i. ) en E(x, ), en dat ook de som x.. gelijk is aan

E(x..). Bevat de tabel m rijen en n kolommen, den zijn de veruaohtingen voor
n+n+7 rand totalen aan de waarnemingen aangepast. Daar echter steeds geldt

Exi. = l’-x.j ""'. Xeo . - |
kunnen van deze m+n+1 waarden er slechts m+n-1 worden a’.angepa.st, de resteren-
de 2 zijn dan vanzelf goed. De aanpassing omvat d.erha.lve m+n- vrijhelidsgraden
en er blijven voor.

mem-n+1 = (m1){x~1) | (64.1)
vrijheidsgraden over. In het geval van Tabel 64, (4-1)(3-1) = 6.

Tellen we de hijdragen asn x2 op dan resulteert
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o= 12475 =5%-'

Dit wijst erop dat enige twijfel aan de hypothese van cnafhankelijkheid ge-
rechtvaard:.gd is, maar de a.f.‘ti,jkingen zijn niet overtuigend.

Wil men sen eventuele a.fhankeli:jkheid verkla.ren, dan dient de aandacht te worden
gericht op die cellen die de hoogste bijdragen leveren tot yx°. Het valt dan op '
dat bij de Nestudenten relatief weinig onvoldoendes zijn gemaakt, en dat rela=-
tief wainig T-studenten niet aan het tentamen hebben deelgenomen. .

E. De x ~toets vindt ook toepassmg wanneer we willen nggaan in hoeverre een

waargenomen frekwentie verdeling met een bepa.a.lde theoretische verdelin
klopt.

Tabel 65. Toetsen van een normale verdeling met de 2-toets.
- Gewichten in mgr. van pag. 3.

Kla.sseh. Frekwentie uy Bij de <I_’i p; = . mpy
X, ‘ klasse- 80,
s gfrenzen
1080 - 89 1 '; - 2,19 0,0143 | 0.0143 | - 1.1 £
1090 - 99 . 4} ‘ - 1.61 000537 ) 000395 300} T
1100 -09 | .7 - - 1.03 0.1515 | 0.0978 743
1110 - 19 7ot ~ 0.45 ‘m3%¢ 0.,1749 | 13.7,
1120 - 29 1. 0.12 . 0.5478 | 0.2214 1646
1130 - 39 24 L 0,70 0.7580 | 0.2102 | 15.8.
1140 = 49 15 1,27 0.8980 | 0,14C0 .| 10,5
1150 - 1.8 0.9678 | 0.0690 2
5 59 5} 6 J 5. 967 , 9 | 5 }7,6
1160 - 69 1 : o : 0.0322 2.4
mgTrs '
X = 1127.5 mgr. ' s “= 17.3 ngr.
2 - (5-401)2 (7"‘7-3)2 !6-1 06!2 =
x4 4’1 + 7.5 '+ cos + 7 e 11n5 ar = 2,% i

Pag., 3 geeft een ta.bei met de gewichten van 75 hardpapieren schijfjes. De
eerste twee kolommen van Tabel 65 geven een frekwentietabel op .deze goge-
vens gehaseerd. Hieruit volgt

= ' X = 1127.5mgr. , 8 &0-4743 mgr,

- Met deze waarden berekenen we de wé.arden uy correasponderen met de boven-
grenzen van de klassen; ‘bijv. voor de 2e klasse:

_1099.5 = 1127.5
i 7.3

u '1061
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enz. Met deze waarden van u, zoeken we vervolgens- de bijbehorende waarden van
de kumulatieve normale verdeling Qi in Tabel 1.1, en daaruit voor iedere klasse
het verschil :

8y = 8-y
met & =0, en & = 1., Deze verschillen geven de kansen dat de waarnemingen uit
de a.aggepaste normale verdeling in de betreffende klassen zullen vallen. Door

vermenigvuldiging met het totaal aantal waarnemingen n verkrijgen we de ver-.
wachtingen np; in de lsatste kolom.

De ¥y ®ctoets is gebaseerd op de onderstellingen dat de binomiale verdeling van
de waarnemingen x door normale verdellngen mogen worden benaderd. Bij de ver~’

wachtingen van 1.1 en 2.4 in de eerste en lasatste klasse is dit niet toelaat-
baar, Daarom worden de eersie twee en de laatste twee ° klassen raarsgewijze
bijeengevoegd tot twee klassen met verwachtingen van 4.1 en 7.6 resp. Het totaal
aantal klassen verminderd hierdoor van 9 tot 7. ,

Uit de vaarnemingen x; en de verwachtingen ap; volgt nu

\ | :
x4'|= 1.5 3 ‘ar=2.57§. .

Deze x2 bezit slechts 4 vrijheidsgraden omdat de verwa.chtln@awaarden in 3 op-
zichten aan de wearmemingen zijn aangepast, en wel voor n, x, eh 3. Ledere
sanpassing geeft een vermindering van x“die door vermindering met 4én vrijheids-
graad moet worden gecompenseerd. Dit geldt algemeen.

De overschrijdingskans is vrij gering en de conclusie gerechivaardigd dat de
waargenomen frekwentie verdeling niet geheel bevredigend door een normale ver-
deling kan worden beschreven. Vooral in de klasse 1130 - 1139 ngr. is de waar- .
genomen frekwentie a.bnormaal hoog.,
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Grafigche methoden . .

Tabel 68 geeft het aantal 1ste jaaré studenten in Delft in de jaren 1945 -
1960 en de percentages W; B; E; en T-studenten onder hen.

We kunnen nu bv. de hypothese

Ho : p =p = konstant, | (67.1}
W, W
dus de hypothese dat het percentage W-studenten in deze Jjaren niet va-
rieerde;grafisch toetsen als in de Figurer 68 ° en 69 . ui tgevoerd.
In Fig. 1 zijn om het totale gemiddelde ' |

:EW =5 _ni_pwi /E ny : (67.2)7

9% intervallen geconstrueerd. Gemiddeld zal dan 1 op de 20 waargenomen
peicentages buiten deze grenzen vallen. In werkelijkheid wvallen 4 van de
16 waarnemingen er buiten en dit is een duidelijke indicatie dat de
hypothese (6%1) niet kan worden gehandhaafd. De kans dat 4 of meer punten
buiten deze grenzen zullen vallen is ongeveer 0. 5ba

In Fig.69 is voor iedere waarneming afzonderlijk een 95% betrouwbaar-
heidsinterval getekend. De vraag is nu of de horizontale lijn p % 20.9%
al deze of bijna al deze, intervallen snijdt. De lijn gast niet door

4 van deze intervallen, correspondererd met dezelfde 4 punten die in
Fig. 1 buiten de 9% grenzen vallen. Ook dit is een duidelijke aanwij-
zing dat de hypothese (671) niet deugt. 2

Men kan deze hypothese ook toetsen met X , dit geeft

2 _ : '
X, g4o.o,ar < 0.1%. (67.3)

De x? toets is een scherper gedefiniesrd kriterium, doch de grafische
toets met behulp van Fig.68 of Fig.69 is voor de niet-statisticus be-
grijpelijker, en geeft bovendien een inzicht in de aard van de afwijkingen.
Het percentage W-studenten gaat in de Jaren '53 - '54 duidelijk door een
maxinmum en neemt dsarna vrij duidelijk af. '
Uit één enkele waarde van y° is dit niet te zien.

De practische vraag is dan bv. of men voor een dergelijk verlobp een ver-
klaring kan vinden, of er maatregelen bestaan wasrmee men de toeloop van
W-studenten kan beinvloeden, en, zo ja, hoe en wanneer men daarvan gebruik

dient te maken.




Tabel o3.Aantal verstejaars studenten in Delft van 1954 - 1960 en %

W, B, E en N studenten onder hen.

Jear Aantal | By %. Py % py % Py %
1945 2355 20,8 6.6 15.4 4.2
46 1357 20,0 6.0 17.3 5.2
47 1092 21,8 4.2 17.6 5.1
48 980 21.9. 6.6 21.6 5.9
49 908 21.3 6.5 21.3 6.5
50 870 22,6 8.2 16.6 7.2
51 660 22.9 6.7 18.6 8.2
52 642 24.6 8.1 13.9 7.8
53 665 23,0 7.1 14.0 8.0
54 73 22,5 7.2 14.4 9.7
55 947 | 19.8. 8.9 18.6 8.7
56 1123 24.1 7.3 17.5 9.3
.57 1050 19.2 9.5 14.1 1.8
58 1091 18.9 9.2 14,3 14.3
59 1051 17.1 9.2 15.1 15.9
60 .1196 18.0 10.3% 14.4 13.9
Totasl .| 16760 - 20.9%

Hef totale percentags ‘werd bepaald met de formule Py =7 hi pwi/ z n,,
het is dus een gewogen gemiddelde ' :

%
25_._ R
—_._.-.--_——.-
—-—— '. . - —— ------ .
- e * 95%
) 20.9% interval.
20y " . .
. = * . -
o | —me - _ T Tmm—gmemos omly
t15_

7 r T
'45 '50° '55

160

Fif. 68. Grafische analyse van de gegevens voor Py uit Tabel 68.

Toetsing van de hypothese Py = constant = 20.9%




%
30
T
o _ + 1T T

25 | ' T T

T -

_ T1, _ -
TT . : J - pw-ao.g%

o 4 |(1]1L] 1l

B

vl

15 -

s L 5

Fig. 69 Grafische analyse van de gegevens voor Dy van Tabel 68
2e methode; iedere wearneming Py met een sigen betrouwbaarheids-
interval. '

Kruisjeskdarten

Een soortgelijk probleem doet zich vaak voor bij de controle van een
doorlopende maasaprodnctie. Men neem regelmatig, bve. om het wur of
om het halve uur, een steekproef uit de productie en bepaald hierin
het aantal defektieven, d.w.Z. het santal producten dat niet aan de
gestelde kwaliteitseisen voldoet. Aan de hand van deze gegevens wenst
men dan de hypothese | '

p = konstﬁnt, : (69.1)

te.toetsen,_waarbij P = het uitvalpercentage dat wordt geproduceerad.
Zo gauw er sanwijzingen zijn dat de hypothese (69.) niet langer op
gaat, en dat p is opgelopen bv. door slijtage van het gereedschap, zal
men dan het ﬁroces stoppen en opnieuw bijstellen.

Het gaat hier steeds om kleine percentages en de theorie is daarom
gteeds gebaseerd op de Poisson verdeling. Als illustratie-materiaal
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| geeft Tabel?O series van 50 waarnemingen ult Poxsson verdellngen s
met p = 04, 0.6, 0.8, en 1.0 reapectleveliak.
Stel nu we nemen om het halve uur een gteekproef van 20 stuks en het |
productieproces iocpt met een ultvalpercentage van 2%. Dan geeft de
serie A in TabelTO een beeld van de waamemingen die men zal verkrijgen.
In 30 ateekproeveh neemt men in totaal 16 defectieven waar, en hieruit

volgt een geschat fouten-

Tabel 70.'
Séries van 30 Iddrhemingen uit 4 Poissen verdeiingen.
| o1 1 0 1 0 0 1 0 2 1 1 0 0 0
B=04 5 95 02 14 1 0 1 0 0 1 1 0 1
A | x. .= 16
3 1 0 1 1 1 0 0 1 0 1
P=06 1y 5 2 1 2 0 2 1 1 1 0 0 0 0 2
B ’ Xe = 25
0o 2 1 0 1 2 0 1 1 1 0 1 0
b=08 g 2 2 0 o 0 0 0 0 0 1 o
¢ x. = 16
.
: - 0 o 0 1 0 0 1 0 1
k=10 |4 o 2 1.1 1 1 0 1 1 0 2
p Xe = 28

percentage van

6
g0 ~ 0.027 = 2.7%
en ¥ = 20 X 00027 0 541

Heeft het proces bevredigend gelopen dan zal men concluderen dat mern

mat een dergelle uitvalpercentage moet rekenen. Teneinde het proces

regelmatig onder controle te houden zet men nu de waargenomen santallen

defectieven naast elkaar grafisch uit als in Fig. 71 is uitgevoerd. Dit
¢ "heet algemeen een kruisjeskaart. )

Hierin trekt men nu twee horizontele lijnen; een Waarsohuwingélijn, en
¢ een Actielijn. In het geval van Fig.T? ligt de Waarschuwingslijn tussen

1 en 2, de Actielijn tussen 2 en 3 defectieven. Komt een waarmeming

boven de Actielijn, dan is dit een duidelijke aanwiazing dat er iets
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mis is; men siopt de productie en stelt bij. Komi een punt tusse_n' de
Waarschuwings- en de Actiel'ijn terecht, dan is dit een waarschuwing

dat men op moet letten. Men kan dan bv. voors¢chrijven dat direct nog
.een steekproef wordt genomen en de productie word.t. gestopt en bijge-
steld indien in deze 2de steekproef één of meer defectieven worden
gevonden. ‘ ‘ o

Men kan dan verder weer een werkkarakteristiek berekenen die de kans

op "actie" weergeeft als functie van het uitvalpercentage.

Fig.71ageeft de karakteristiek behorend b13 het zojuist beschreven voor-

schrift.
Steekproefgrootte n = 20 per & uur.
37 o Actie
2 o4 ‘X x '
-------------------------- Waarsch,
14 xx x x xx Xx x XX
O«4x X XX X ‘- XXXXXX X _ XX
T T ; T L
5 10 15 20 25
- Nr. van de steek.'pmef '
Fig.71. Principe van een "krmsjeskaart“
-& .
1.0
0.5 -
Py
0.0 — 7 ] [ - I
0 5 10 15 - 20%
—_ P
Fig.‘?ia Werkkerskteristiek voor een kruisjeskaart.
L
n, =20, n_ =20. "Actie"
L 1 2

> f = 2, X.>1.
wannee:;' x1=3, 0 x1 » X2
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‘Deze fié'uur laat duidelijk zien dat een dergelijk systeem niet snel
reegeert. Bij een p = 10% is de kans op "Actie" 0.40. Dit is echter
niet zo erg omdat men een half uur later weer een steekproef neemt.
Is de kens op "Actie" p, dan zal men gemiddeld na

20
15 -
x00
x 0
X
g x
& 10 —
o+
4]
LY
b
@
s
—~
o
E
" 0 -
3
P
o
1=
0
| [ | ] l
—_ 5 10 15 20 25

Steekproef Nr. _
Fig.72. Serie A van Tabel70 cumulatief uitgezet.

1/PA steekproeven tot "Actie" overgaan. Een p = 10% komt dus gemid-
deld na 2% steekproef, dus na 1 uur aan het licht. .

Een kruisjeskaart reageert alleen snel op grove storingen. Wil men
een nauwkeuriger controle dan zijn grotere steekproeven nc;odza.keli,jk.
Daartoe ken men bv. de steekproeven die in de loop van de dag genomen
zijn aan het eind van de dag bijeen voegen tot een dagresultaat, en
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_S-Gag fesultaten kunnen weer tot een week totaal worden samengevoegd.
Dergelijke totaalcijfers zijn dan vooral voor de bedrijfleiding van
belang. | _ o | |

Verder wordt een kruisjeskaaft doorgaans ook voorzien van s.ystema'bische
santekeningen over de aard van de geconstateerde fouten, zodat men

ook een inzicht krijgt in welke fouten het meest voorkomen en in welk
opzicht dus naar verbetering kan worden gestreefd.

Een andere wijze om de gegevens.van Tabel 70 in beeld te brengen is
door ze z.g. cumWlatief uit te zetten.

In Fig. 72is dit uitgevoerd, wederom voor serie A. De helling waarmee
‘de cumlatieve waarnemingen omhoog lopen geeft een maat voor het uit-
valpercentage. Uit de Figuur leest men direct of dat in 25 steek-
proeven 14 defectieven zijn weargenomen.

Bij een steekproefgrootte van 20 stuks correspondeert de getrokken lijn
met 2% uitval, en men kan een dergelijke lijn bv, in de Figuur aan-

geven als een aansporing om te trachten beneden deze lijn te blijven.

D¢ %-en R-kaarten

Kruisjeskaarten zijn van toepassing wamneer we alleen een attributen-
keuring uitvoeren. Bij een variabelenkeuring, dus metingen, bereikt
men het zelfde doel met z.g. X=- en R- kaarten. Als voorbeeld nemen we
een partij ‘Uranium oxyd tabletten, geleverd in 120 dozen van ieder
75 stuks, dus 9000 in totaal aan het Reactor Centrum in Petten.

Van 5 stuks uit iedere doos werd het gewicht bepaald. De metingen
voor de eerste 3 dozen geven de uitkomaten: '

. Doos 1 8191 8292 8261 8277 8220 mgT. ,

Doog 2 8015 7976 7990 - 7960 7978  mgr.,

Doos 3 8051 8081 8024 3043 7939 MZTs «

We vinden hieruit R = 99 mgr., a§20 mgr.

De waarnemingen kunnen dus zonder bezwaar op 10 mgr. worden afgerond.
Ze zijn daarna gecoduceerd volgens '

x =( 'x—-'.lgm)x 0.01 gr.




Dé aldus gecodeerde waarnemingen voor de eerste 15 dozen zijn weer-
gegeven in Tabel 74 . Voor iedere doos werd gemiddelde, en de sprei-
dingsbreedte berekend, en dmaruithet totaal gemiddelde§ , en R.

We gaan nu uit van de verondersielling dat we met 15 steekproeven uit
normale verdelingen te doen hebben. ¥- en R-kasarten dienen dan in
wezen voor een grafische toets van de hypothesen

Hot gy = Hes ' (74.1)

en Ho : v, =7, (74.2)

dus dat alle dozen eenzelfde gemiddelde, of eenzelfde standaardafwij-
king hebben. _ '

Uit B = 9.1 volgt 8 = 3.9 en daar deze waarde uit vele wasrnemingen

is afgeleid mogen we in eérste benadering ook ¢ = 3.9 aannemen. Op
grond ven de verdeling van R, die dan kan worden bereckend kunnen we
grenzen aangeven waarbinnen R met voorgeschreven kans (1-a) zal liggen.
Voor a zijn de wearden 5% en 0.1% gebruikelijk. De grenzen kunnen dan

direct uit R worden berekend met de coéfficisnten in Compendium Tabel 8.3
gegeven. ‘ _ .
Tabel 74. De gecodeerde gewichten voor de eerste 15 dozen.

Doog ‘ . R
1 39 49 46 48 42 44.8 9
2 22 18 19 16 18 18.6 6
3 | 25 28 22 24 14 23,6 14
4 23 7 26 25 27 21.6 20
5 16 15 24 17 17| 17.8 9

6 |22 20 25 19 20 20.8 4 /
7 25 26 25 26 19 24.2 7
8 24 19 21 28 22 22.8 9
9 21 24 22 24 24 23,0 3
16 | 18 21 25 26 26 23,2 8
11 20 19 24 25 18| 20.8 6
12 17 2% 17 17 18 18.4 6
13 17 20 10 23 10 16.0 13
14 14 17 - 9 13 14 13. 4 8
15 13 8 6 -1 8 6.8 14
X= 21.05
Ra 9.1

x = (x-~7800)/ 10 in 0,01 gr.
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Deze z.g. controlegrenzen voor R zijn

=}
L

, = 0.37 %#9.1 = 3.4
voor @ = 5% 3 a y (75.1)

R, =1.81%9.1 = 16.5
. R1 =Og16*9o1 =105 .
voor a = 0,1%: | . (75.2)
R, = 2.36 % 9.1 = 21.5

De 5% controlegrenzen zijn in Fig. 75 getekend tezamen met de 15
waarden van R. ‘

30 :
1
i x
| x
e | e — am—a —— —— — i — — r_ e ___.fx —————
¢ * .| X x
10 — | X .
’ e ’ . X
» . * ' X x X o7
» [ ] l x
__.____.._'..._.,___,_.__._,.__.___._i________x ______ e e '
1
0= | | | i | !
1 5 10 15 20 25 30

3 Doos Nr.

Fig. 75. Een R-kaart gebaseerd op de gegevens van Tabel T74. De kruisjes
geven de R-waarden voor nog 15 dozen.
De waarde R = 20 voor doos nr. 4 ligt vrij ver buiten de 5% grenzen en

doet vermoeden dat de waarneming x = T in deze doos een uitschieter is.

Over het geheel liggen de R-waarden redelijk binnen de grenzen en wat
@ hetreft schijnt de partij vrij goed onder controle.
We kunnen de 5% grenzen mu doortrekken en ook voor de verdere dozen de

R-waarden uitzetten. De kruisjes in Fig. 75 geven de waarden voor de

dozen 16 - 30. Ook hier zijn bij de dozen nr. 16 en 28 vrij sterke
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afwijkingen zichtbaar. Deze bleken evenals bij doos nr. 4 aan een
enkele abnormaal lage uitkomst te:wijten. Dit maskt aannemelijk dat
we hier met een specifieke storing te doen hebben, bv. doordat soms
een schilfer van de brosse tabletten is afgesprongen.
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Neast de R-kaarten, die dienen om te toetsen in hoeverre de standaard-
ai4ijking van een proces beheerst of onder controle is, d.w.z. in hoe-
verre de hypothese (74.2) kan worden gehandhaafd, kennen we x-kaarten
die dienen als controle op de hypothese (74.1). o

De grenzen voor X vinden we eveneens met cosfficienten gegeven in Tabel 8.3.
Voor de gegevens van Tabel T4 zijn deze grenzen:

o= XA E=20.0.0.38 9.4 =17.6 24,5
+ A

as 0,49%: R =21.0+0.5 9.i =157 26.4

X Z %.001
In Fig.77a zijn de 15 gemiddelden met de % grenzen getekend. Het eerste
-gemiddelde x, valt ver buiten de grenzen en de laatste 3 gemiddelden
aveneens en in toenemende mate. o

Laten we i1 en x 5 buiten beschouwing dan daslt het totaal gemiddelde
tot x = 20.3 en 2 krijgen nu Fig.77.b.

Wel is waar liggen de laatste 2 gemiddelden nu nog buiten de grenzen,
doch de afwijkingen zijn niet zo ernstig als in Fig. 77.a.

Een verklaring voor de afwijkingen zou kummen zijn dat men bij doos 1

de machine waarop de tabletten op de juiste maat werden geslepen nog net
goed had ingesteld, en dat bij doos no. 12 of 13 een verloop in het pro-
0édé begint op te treden en bijstellen dus gewenst is. -

Fig.1Tb geeft dan een redelijker beeld van wat het proces onder goede
controle kan presteren. ,

b ® X =210 Na weglaten van 17:1en §c15
40 T =9.1 x = 20.3
——._........_c_..._... _____ —_ . i —
= 00 ’ . ¢ ® . ' | . F ¢ » e Y.
| . )
10 | o o2l B
oL, . : - l
; Doos 4 5 10 15 1 5 1b 1'5

Fig. 77.a. Controle kaarten voor X van Tabel 74:

A met alle 15 waarden; B met weglating van SE1= 44.8 en 5':15 = 6.8
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40 _|
I
I . .
30 — | : l . o« = 5
o o - -—--—-.-o—l——-—r-—-——-l—————-————-——-— ——————
20— » . . ) > @ ¢ ‘ x X
e Py S LAL;.;.LJ_.-_.. ————
x e |
10 |
]
| . X
O 7 | . l 1 i
Doos no. 5 10 15 20 25 30

Fig. 78. Controleksart voor X voor Tabel 74'en de geﬁlddelden voor nog
15 dozen. De grenzen zijn bepaald op grond van Tabel 74 alleen,i:. :.. -
+.. 0f men daarbij x wel of niet mee wil rekenen is een vraag die

men op grond van 'bechnisoho overwegingen dient te beslissen. Dat he.ngt
er van af of men het onderste wit de kan wil halen of niet., Indien men
te hoge eisen stelt leidt dat in de praktijk tot moeilijkheden.

In Fig. 78 zijn de grenzen uit Fig. 77.b. doorgetrokken en de gemiddel~
- den van nog 15 dogzen erbij uitgezet. Vanaf doos 16 is het proces weer
. goed beheerst, maar bij doos 28 treedt opnzeuw een duidelijke storing

OP.

Inplaats van x kan men ook een controle ksart construeren op grond van
de mediaan M of op grond van de individuele wasrnmemingen: xi,]' In dit

laatste geval zet men de 5 wasrmemingen in iedere rij van Tabel 74 samen
op een verticale lijn uit, '. Voor M of voor de individuele waarnemingen
kan men dan weer grenzen construeren met een overschrijdingskans van ¥

of 0.1%. De benodigde formules en coafficienten zijn evencens in Tabel 8.3
opgenomen. Voor de Mediaan geldt in goede bensdering dat ‘M' 1.25 'J-L_.
De mediaan is dus minder nsuwkeurig den het gemiddelde doch heeft het
voordeel dat zij geen rekenwerk vereist.

Kruisjes kearten en x -, M,, R-kaarten worden veel toegepast voor de
‘regelmetige controle van een lopend productieproces. De kaarten worden
daarbij zichtbaar bij de machine opgehangen. Daarbij wordt dan ook op

de kaart aangetekend welke wijzigingen in het proces zijn aangebracht:
wanneer een nieuwe partij grondstof in gebruik is genomen, wanneer de

v machine is bijgeregeld, enz. Uit het verloop dat op kaart grafisch in
beeld wordt gebracht kan men dan zien of en in hoeverre deze wijzigingen
van invloed zijn geweest.
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Variantie analyse

In Tabel 74 vonden we ] = 9.1 en daaruit |

s =8 = 0.43% 9.1 =3.9 o (19.1)
Dit ie een schatting van de standaardafwijking binnen dozen. laten we

 in de gemiddelden in Tabel X en X buiten beschouwing en dan vinden

we uit 3 groepen van 4 gemiddeld (itax , xg+x , x1é+x
RE = 5.8 , 3.4 , 7.2 waaruit 2 = 5.5 en
| sz = 0.49% Bz = 2.7, (79-2)
Op grond van de sprelding binnen dozen verwachten ve :
gt = ﬁ = 1.7. (79.3)
Diag de. standaardafwijking (79.2) uit de gemiddelden zelf bepa.ald is
hoger dan we uit de binnen dozen variaties kunnen verklaren. Hei ver-

moeden is daarom gerechtvaardigd dat systematische verschillen ‘optreden
tussen de doosgemiddelden. We komen zo tot het model:

TP I T DR (79.4)

Iaarin &, de variaties van doos tot doos weergeven, en °ij de variaties
binnen 35 dozen.

We kunnen daarbij zonder bezwaar

E(a;) =0, E(_e_ij) -0 | (79.5)
stellen en definisren verder
_ E(az) = 03 = de tussendozenvariatie, : (79.6)
E(e ) = ob = de binnendozenvariatie,
" terwlijl we tevens onderstellen dat &, en de oij's'alle onderling on-
afhankelijk zijn. ' ' o
Een elementaire beéchouwing leert dan dat
2 ..
a
2 2 % |
of mogt g . (79.7)

wanngser éi het gemiddelde is van n elementen per doos. De waarde (79.3),

sé = 1.7, is een schatting van chJn en de waarde (79.2), 5z = 2.7
een schatting van oz als gegeven doo#* (79.7). Stellen we de schattingen
gelijk aan de verwachtingen dan vinden we

N
g b =8, = 2.7,

od-ﬂ[a.'{ - 1.7 = 2.1
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We hebben daarmee de totale variantie die in Tabel 74 optreedt in twoe

variantie componenten, ai an ci. gesplltst.

Bij vele industriele toepassingen is een dergelijke splitsing uiterst
belangrijk. Tnplasts van een component binnen.en tussen.dozen onderscheiit
men dan bv.' componentan bimnen-dagen en tussen-dagen, binnen-machines

en tussen-machines, enz. De variantie binnen-machines geeft een maat veor
de nauwkeurigheid waarmee é#én machine produceert, de varianitie tussen
machines geeft een inzicht in de mate waarin verschillende machines op
het zelfde gemiddelde niveau zijn afgesteld.

Evenzo geeft een variantie tussen-dagen een inzicht in de mate waarcp

hst niveau van één machine van dag tot dag aan varianties onderhevig is.

De waarden (79.8) zijn slechta sohattingen en dlentengevolge aan fouten
.onderhevig,

- Bij industriele toepassingen kan men doorgaans over zeer vole waarnemin-
gen beschikken en de variantie componenten dasaruit met voldoende nauw-
keurigheid bepalen.

Meestal heeft men er dan geen ‘behoof te aan die nauwkeurigheid nog rume-
‘Tiek vast te leggen.

Een bepaling van variantie componenten is technisch van groot belang.

Is bv. de component tussen-machines groter dan die binnen-machines, dan

zal men door de afstelling van de machines beter te versorgen, een homogener
product kunnen maken. In het omgekeerde geval kan men op deze wijze weinig
bereiken en dient men, zo verbetering van de productie gewenst is, de
mechinas zelf te verbetersn.

Meeatal kan men bij een productieproces verscheidene varianten componen~
ten onderscheiden en een bepaling van deze is dan van belang voor een
Jjuiste beocordeling van het procédé, voor het vast stellen van realistische
- toleranties, en voor het beantwoorden van de vraag of verbeteringen moge-
lijk zijn. :

Een statistisch meer: geraffineerde methode met hetzelfde doel 'staat bekend
als de variantie analyse; wij lichien dit toe aan de hand van de gegevens -
“van doos 2 tot en met 14 uit Tabel T4; doos 1 en 15 laten we weer wegens
de afwijkende gemiddelden buiten beschouwing. In Tabel 81 zijn de geco-
deerde waarnemingen nog eens weergegeven. De berekening loopt nu als volgt.

We berekenen eerst deo sommen X34 voor iedere rij en de totale som x.. ,

en dan de grootheden A, B, en C als onder Tabel 81 aangegeven. Een tafal-
rekenmachine is daarbij een belangrijk hulpmlddel. De variantie anelyse
ziet er dan als volgt uit.

o~




Tabel 81. Berekeningen voor een variantie analyse van de gegevens voor
doos no. 2 tot 14 uit Tabel 74: R

i

1,009, T

l B B R R I k.

Ty *1
22 18 19 16 18 93
25 28 2 24 14 113
23 T 26 25 2T 108
16 15 24 17 17 89
22 20 23 19 - 20 104
25 26 25 26 19 121
24 19 2 28 22 114
21 24 22 24 24 115
18 21 25 26 26 116
20 19 24 235 18 | 104
17 23 17 17 18 92
17 20 10 23 10 80
14 W7 9 13 14 67
x.. = 1316

Berekening:

2
A= x, . = 28094
g
B =T xj fie = 27261

¢ =x* fir - 26644
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Tabel 82, -
Variantie analyse van Tabel 81.
I In formules: = rijen, k kplommén
Variatiebron XS = = |6k = B(GK)
Kwadraten- Aental |Gemidad- '
som vrij- . ‘Kwar-
heidagr. | draat
Totaal 5 fxr 1 B |0 + ko? + kx?
' b d
Tussen rijen Ex;l k - xf.lkr r~-1 g fv o) + koy
2 2 ' 2
Binnen rijen Exi;} -Z xiJk r(l;-1) Kslv o,
IT Fvomeriek:
Variatiebron K3 v GK E(GX)
Totaal Cm26644 [ 1 (26644 |of + 503 + 657
{of dozen)
Tussen rijen |B-C = 617 12 51.4 |2 + 507
(of dozen) 2
| Binnen rijen |A-B = 833 52 16.1 oy

Het principe dat hierasan ten grondalag ligt is het volgende. Overeen-

komstig het

Model: =x

-j_j""P"'a'

&; t e

2ij

worden de waarnemingen gesplitat in 13 'componentenz

-E o+ (% X )+ (

LR » e

xiJ xij

met een overeenkomstige splitsing van de aantallen
bij deze componenten

"I)’

rk = 1 + {r-1) + r(k-1).

(82.1)

(82.2)

vrijheidsgraden behorend

(82.3)
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De componenten in (82.3) zij§ orthogonaal; d.w.z. hun productsommen
zijn steeds mul, bv, ‘

2 . (xij-z-ci.) = 0, ens. (83.1)
1)

Dientengevolge geldt:
PEEAED I NED M TV AED BCHE N SN C R
i3 13 S ij ‘

en dit is de splitsing in 3 kwadraatsommen die bij de variantie analyse
wordt uitgevoerd. De Gemiddelde Kwadraten zijn dan teslkens de Kwadraen-
sommen gedeeld door het bijbehorend santal vrijheidsgradgn.

Is het Model (82.1) van kracht dan zullen bij herhaling van het gehels
experiment dBAéi's an de gij'a andere wasrden aannemen en we dug ook

onder G.K.len vinden. Onder het Model (82.1) zijn de G.K.len stochas-
tische variabelen en de waarden E(GK) in de laatste kolom geeft de ver-
wachtingswaarden. ’

Een schatting van de parameterscﬁ)en G4 krijgen we door deze verwach-

tingswaarden gelijk te stellen ean de numerieke waarden die het experi-
ment heeft opgeleverd. Dit geeft:

L - ~

o.ﬁ = 16.1 o, = 4.0
51,4 = 16.1 (63.3)
. en o= 5 =7.1, 04 = 2.7

~

De waarde van Sy atemt vrijwel overeen met Sy volgens (79.8), 94 i=

wat groter dan in (79.8) gevonden. Dit is niet zo vreemd, want bij da
berekening van 84 werd het gemiddelde voor deos no. 14, dat juist nogal

sterk afwijkt, niet meegerekend.
De F-toets
Met de F-toets toetst men de hypothese:

H.: a; =0 - (83.4)

die in feite gelijkwmardig is me¥ Ho: by = cons tant.
De F-toets is getaseerd op de onderstelling dat de variaties e.. binnen-

dozen een normale verdeling beziiien. De {theorie leert dat, wannssr da
hypcthese (83.4) juist is de gemiddelde kwadraten binnen rijen en
tussen rijen onafhankeliijke schatiingsn zijn van de variantia cbe Hun

verhouding bezit dan een Feverdeling.De nypethese (83.4) ken mat behulp'
van compendium Tabel 4 worden getcasts,




" De toets is kannelijk een éénzijdige omdat o

84

We vinden .uit Tabel 82:

2.4
;2 = 16.1 “1: < 0.57

We verwerpen de hypothese en beschouwen daarom als aangetoond dat Ud > Q.

d< 0 on.mogelijk is.

De bovenste regel, die voor het Totaal in de Tabel 82 laat men meestal
weg. Men zou met het G.K. in principe de hypothese i = o kummen toetsen
doch meestal weet men dat p van nul verschilt. We hebben deze term alleen
volledigheidshalve vermeld.

‘Deze tabellen geven het eenvoudigste voorbeeld van éen variantie analyse.

Deze methode van analyse vindt uitgebreide toepassingen vooral in meer
gecompliceerde situaties waar ingewikkeldermodellen dan (82. 1) van toe-
p3331ng zijn. In het algemeen geeft de veriantie analyse dan één G.K,
voor iedere term in het model, en kan men door toetsen nagesn welke ter-'

' men een signifikent effect vertegenwoordigen.

De F-toets heeft echter ook zijn beperkingen. Heefi men voldoende wear-
nemingen binnen rijen dan wordt tenslotte ieder verschil tussen rijen
gignifikent. Een signifikante F-waarde geeft geen inzicht in de tech-
nische betekenis van de tussen rijen of dozen variantie; de variantie
component °d gesft dit wel.

Maar ook c geeoft op zich geen inzicht waar de tussen dozen variantie door

wordi voroorzaakt. Wil men dit onderzoeken dan is een controleksart als
van Fig., 77 doelmatig. In het algemeen dient men daasrom de effekten die
men op grond van een variantie annlyse constateert ook grafisch in beeld
te brengen. Dit verhoogt het inzicht en is voor ieder begrijpelijk.

De variantie analyse is alleen voor de "insiders” van waarde.

Regresgsie analyse

Nauw verwant asn de variantie anaslyse is de regressie analyse. Hierbij
beschikken we over n paren wasrmemingen = ~

X, 9 ¥ 0 1 =1, eee, n

an we vrdgen ons af in hosverre y kan worden geschreven als linesire

functie van x. Het model luidt:

I =a+px te | (84.1)
B(e) = 0 , B(g?) = |

Uit de gegeven waamemingen krijgen we een schatting van de parameters
a en B volgens de methode der kleinste kwadraten. D.w.z. we kiezen

& en B z0 dat
o e - bt — minten (o)
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Differentieren naar ageeft
jo-a-gx =0, (85.1)

m.a.,W. do 1ijn door @ en § gegeven gaat docr het zwaartepunt x., ¥y.
van de puntenwolk.

Met (85.1) vereenvoudigt (84.2) tot ,
By -3, - (xR » mintmm  (85.2)

~

en door differentieren naar B vinden we

an T (xE) (5-7)

- i S (85.3
z (xi;;f ,
Stellen we
y: =0+ O X, = y. + ﬂ(xi-i.) - -(85!4)

dan wordt de zg. rest kwadratensom.

. - _ S 2 -
b (Fi-Y:)z =3 (y.=5.)% - {E (xi-x.) (yi-y. )j (88

.5)
(x,~%)*

~ ~

Deze rest bezit nu (n-2) vrijheidsgraden omdat twee constanten o en 8
bi} de waarnemingen zijn sangepast.

vy = 7o+ B (xR + (ryory ) s (85-6)

dan zijn de waarnemingen y; weer gesplitst in 3 orthogonale compo-
nenten, met een splitsing van de vrijheidsgraden in

n=1+1+ (n-2) | ' o (85.7)

Als numeriek voorbeeld kiezen we de gewichten uit Tabel 27A. We noemen
bij de contrcle gevonden gewichten x, ‘en de eigen opgave y. Yoor de

berekening is het doelmatig nog een grootheid x, tos te voegen die de

constante wasrde 1 bezit. De waarnemingen en de gang van de berekeningen
zijn in Tabel 86 weergegeven.




Tabel 86

Berekeningen voor een regressie analyse,

i "

xo X 1 hg xo x.l Yy
1 T4 69 1 T3] 10
1 84 |82 1| 80 78
1 59 57 1 T 69
1 [ 12 |72 1| s | T0
1 6 |75 1 g1-| 80
1 70 |65 1 83 80

4  Matrix der ruwe prodruktsommen.

1 x x ¥y

0 1
x, 12 903 867
x 68493 |65760

63213

B Matrix der gecorrigeerde produktsommen.

5 | ¥
x, 543 | 519
- 573

C. Rest kwadratensom voor y.

Da Régressie konstanten en vergelijking.

- -m g - |

| ¥ = 867/12 = 72,25, X. = 903/12 = 75,25
' B = 519/543 = 04956, -
#=T1/10 = 1.7, v=12-2=10

7= 72.75 + 0.956 (x - 75,25) = 0,31 + 0,956 x.
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Onderstellen we dat bij een herhaling van het exp’eriment de waarden van x,

hetzelfde bll,}ven doch de fouten e toevallige vera.ndenngen ondergaan, Dan
zullen x. en ﬁ stochagtische grootheden zijn, Eet XKan dan worden bewezen dat

4

5E.) = a+pk 02" ,

n

| o (87.1)
E(R) =B » U’E=2(x—i‘_'§'z .

&Il cov (x., B_) = Oo

Uit de gegevens van Tabel 86 vinden we bijvoorbeeld

2 1.1 _
§5,= 12 = 064 "i.‘ 0.80

en

&é %—0014,5—6=012.

Men zou verwachten dat B = 1 00, namell,jk dat het opgegeven gewicht en het waargenomen
gewicht gelijk opgaan. )

Onderstellen we dat de fouten e normaal verdeeld zijn dan kunnen we de hypothese

B = 1.00 toetsen met de t-toets., |

F . - B- 8 _ 0.956-1.000
7 0.12

De hypothegse B = 1,00 is dus aan ernstige fwijfel onderhevig.

= -3:7, v =12, %: 0.2%0

80 ~

70 —

60 -

/60| 70 l 80 '

Fig. 87 . de puntenwo k voor "abel en de regressielijn.
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In fig.. 87 zijn de wsarnemingen van X, en y tegen elkaar uitgdlet.
Ook hier geldt dat naast berekening een grafische voorstelling voor een
juist inzicht noodzakelijk is. We zien bijvoorbeeld, dat één punt, x, = 80,

¥y = 70, stuk afwijkt, Dientengevolge liggen slechts 3 van de 12 punten bene- |
den en 9 punten boven de regressielijn. Het vermoeden ligt daarom voor de hand
dat we hier met een uitschieter te doen hebben en het heeft zin de regressie
analyse ook nog eens uit te voeren met weglating van dit punt, en dan de hypo~
these B = 1,00 opnieuw te toetsen.
Ten slotte zij erop gewezen dat het model $%) nadrukkelijk onderstelt dat alleen
de waarneming y met fouten e behebt is en dat de waarmeming x zonder fouten is,
of althans dat de fouten in x te verwaarlozen zijn t.o.v. die in y.
Is:dit niet het geval dan zou het-model luiden

y o=@+ Bxy +egy) vey s o | - (88.1)
maar de bespreking van dit model valt buiten het kader van dit college en stuit
statistisch op bepaalde moelllakheden. ' | '
Niettemin is in vele gevallen waarin het model $41) niet exact opgaat de regressie
anslyse als hierboven gegeven toch van nut. De methode der kleinste kwadraten
heeft een praktische waarde geheel afgezien van de statistische interpretatie.
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Foutendiscussies en de wet van de voortplanting van fouten.

Wanneer men in de chemis een oplossing titreert, of in de natuurkunde het
gewicht of volumen van een lichaam bepaalt, heeft de gemeten grootheid in prine
cipe een _ | ‘

ware waq.r_de =, (89.1)

het ware gehalte, gewicht, volume.
Voeren we herhaald metingen x, uit, dan stemmen deze onderling niet exact

overeen, We vatten een serie metingen x; daarom steeds op als een aselecte steek=-
proef uit een populatie van mogelijke metingen, x, waarvoor we als model nemen

; 2 2
X=hpnte, E(e) = 0,- E(e") = ¢ . (89.2)
/4 is het populé.tieg'emiddeldég_ e de toevallige waarnemingsfout.

Ih vele gevallen is p ;l ol dan noemen we

$- By = b= de syateﬂatiache :f.‘qut‘ (89.3)

in de metingen. In het engels noemt men dit vaak de “"acours uracy"”., Het is de cor-
reotie die moet worden a.a.ngebracht om ult het taarnemingsgeniddelde i de ware
Y wa.a.rde uo‘te vinden: o-p+8.

o . Verder wordt het resultast van een matuurkundig, chemisch, of ander expe-
riment vaak gevonden in de vorm

L= f(£1: X 53)!

waarbij X,y X,s h_3 gemetgn grootheden 2zijn en y de g:;.-ootheid die we willen weten.
Een soortgelijk gewicht vinden we als het quotid¥nt van een gemeten gewicht en
een gemete.:-i. volume: y = x / $ een specifieke weerstand als het produoct weerstand
x doorsnede gedeeld door een lengtes y = /x § enz. Do’ vraag rijst dan hoe

groot zijn de systematische en toeva.llige fouten in y.

* _ -« We schrijven daartoe
54.,_110-b1+21 y €Nz,
en ontwikkelen de funotie f in het punt Byos Hagt Payg iB een Taylor reeks.
In vele gevallen zijn b en @ klein zodat kwadratische termen in deze grootheden
kunnen worder verwsarloosd, Dan geldt

‘ - 0 t i t t ' .
* L= £y v 198, v 130, + 35, +fle, + 00, T8y (89.4)

- et ot (, ’
waarin £ = £(p, 0 By0 B, ) £] fx1 (s Uppr Byo) ©NZ6
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Uit ( ) volgt:
E(p) = £, + £33, + £1b, + 13,

Meestal zullen we aa.n.nanexi dat de "ware" waarde van ¥ gegeven wordt door foa'
De systematische fout in y is dan '

by = £15 + £35, + £13_ | {00,1)
Verder volgt uit ( )

- £12 12 12 1 - 4
var y = £ %var x + f]°ver x, + £%var x + 201} cov@1_1_:_2)
2f 181 cov(;x ) + 2f'f’ cov(;x )

" In vele gera.llen vallen de termen met de oovariant:.es weg omdat X.» X, en x,
- onafhankelijk van elkaar worden bepaald. Formule ( )} staat bekend als de wet
van de vooriplanting van fouten,

Bovenstaande formules gelden a;l.leen wanneer we.ons in de Taylor reeks ( )
tot de lineaire termen mogen beperken, Z6 nodig kan men ook verder gaan en tevens
de kwa.dra.tisohe termen meerckenen, doch de formules worden dan gecompliceerd.

We vermelden slechts &6n speciaal geval; zijn de wasrnemingen x X,y X jenx, vrij
van systematische fouten dan geldt
i_ - ..
R R B AL Y

+2£8) OOVqu_x_:.z) + 21‘1'-:!! cOV(£1_I_3) + zfll GOV(I )}

De verwachtingaswaarde van y is dan niet gelijk aan fo doch bezit een systema-
tische fout die van de varianties en covarianties afhangt.

Vaak beschrijft men de nauwkeurigheid van waarnemingen niet door de stan-
daardafwijking o maar door de

variantiecodfficitnt = V = % of = 100 ﬁ %o (90.3)

In vele gevallen is men meer in deze relatieve fout geilnteresseerd dan in de
standaardafwijking zelf, Voor een Poisson verdeling bijv. im
g ﬁ en V= 1 .
'in
De standaardafwijking o neemt evenredig met \’_ toe, doch de variatie coef—-
flclént V neemt omgekeerd evenredig met r af,
De variatie co8fficiBnt is vooral van waarde wanneer we met een betrekkmg
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van de a.lg‘enéne vorm

a &, 8, _
=4z x°z, . (91.1) |
te maken hebben, Zijn X, X, enx onafhankelijk dan leidt de wet van de wvoort=
planting van fouten nu tot de relatie '
2 2,2 2 2,2,
Vi = aVi(x) + &2‘2@2) +a vV (x,), (91.2)

dus nu een additieve betrekking tussen de kwadraten van de variatie coéfficidnten.
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Yoorbeelden
A, Heeft x eon Poisson verdeling, dan is in eerste benadering

| E(Vx) = Vi, on var Vx -i‘

De variantie van {_:E is dus een konstante onafhskelijk van pu,
In tweede benadering is

E{z)— {u1 --—
B, Vbor.zs geldt Egsx) = ¥, var ;ﬁ = 2y

Hierult volgt in eerste benadering,

x\, = '3’ ’ | ' _
dus een konstante onafhankelijk van v,

C, Stel we hebben twee radiocactieve bronnen met intensiteiten }L1 en J\_2 en we

wensen het verschil JL1 - A2 te bepalen. Voor bron T tellen we x, deeltjes

in een tijd T, en voor bron II, x, in tijd T,. Dan is de schatting voor A=A
A A )
) - = L ==
L3 A“ - lz T T ]
A, T, ?
i : onm@ )-—-- + =2, (a)
ﬂ T,

Is-de totale beschikbare waarnemingstijd

TuT1+T2 (.b)

gegeven, dan is het het voordeliget T, en T, 2z *te kiezen dat (a) minimesl
wordt onder de voorwaarde (b). '
Mt de methode van Lagrange moeten we

M, A2 o
T, * T, +%(T, + T, = T) minimaal
maken als functie van T1 ’ Tz, en k.
Dit geeft
A A
B =l 2




of

D,
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i | 5
~ Tio (e)

Is het ons niet om het verschil maar om de verhouding 7‘-1 /12 te doen, dan

. ¥inden we

P@1 / 22) =. vz(z.,) + Péz) = f“%‘; "'X‘;I'T"é' . (a)

en wanneer we (d) minimaal moken onder de voorwaarden ( b ) resultaat.

2 1

De gqmstigste verdeling van de waarnemingstijd hangt dus af van de vraag

waarvoor we ons interresseren, en is voor het verschil A, - A, een andere
dan voor de verhouding A, / Aa.

Natuurlijk kan men van de formules”( @ ) en ( € ) alleen gebruik meken
wanneer men l en ?Lz ongeveer kent, doch een voorlopige achatting is vol-
dosnde, want %0 nauwkeurig komt het er niet op aan.

Yoor de lenzen proef geldt,

i1.1.1 - 2Y
il I Sl wen
waarult volgh
b2 dv + vzdb
= p+v)f? (£)
&n verder
5 v} o2 & 2p%? cov(b,v) + v Oi
o= ~ (e)
£ . i
(b + v)4
']

Indien men wil uitmeken wat de optimsle keuze vgn b en v is, dient men er

m echter rekening mee te houden dat 012) en 03 van b en v afhankelijk kunnsn
zijn., Men moet dus eerst de instelfouten van b en v experimenteel voor verschil.-
lende waarden van b en v bepalen,

ok kan in it geval, al naar de methode van werken een correlatie tussen

b en v bestaan, die dan natuurlijk in rekening moet worden gebracht,
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Tot slot zij er ook op gewezen dat de scheiding tussen systematische en -
toavallige fouten geen absolute scheiding is., Voert men een chemische analyse

DR ateeds uit met één en hetzelfde pipet, dan zal een fout in het volume van
% deze pipat optreden als een systematische fout; gebruikt men steeds andere
5 ff/ef:ﬁf pipstten dan treden volume fouten op als toevallige fouten.

Statistische methoden geven geen informatie over &én en-Kele sys-
tematische fout. Door vergeii;jk van resultaten met verschillende pipsiten
bereikt kan de statistische snalyse ons wel leren of verschillen tussen pipetten
onderling bestaan. Zij leert ons echter niet of de verzameling beschikbare

~ pipetten als geheel beschouwd een systematische fout bezit.
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